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Introduction

L’objet de cette thése est d’étudier I'existence et la multiplicité des solutions positives pour
des classes de problémes aux limites quasilinéaires faisant intervenir 'opérateur p—Laplacian
défini par :

U — (<pp(u’))/ avec ,(y) = |y|p_2 yy€ERetp>1

Cet opérateur intervient dans plusieurs domaines tels que la mécanique non-Newtonienne,
I’élasticité non linéaire, les milieux poreux, les fluides dilatants, les fluides pseudo-plastiques et
la glaciologie (voir [21] et [46]).

On note aussi que ce type de problémes intervient dans certains problémes physiques et réactions
chimiques (voir [29] et [53].)
Cette thése est divisée en quatre chapitres.

Dans le premier chapitre on donne quelques résultats préliminaires concernant la méthode
de quadrature. Plus précisement on considére le probléme aux limites suivant :

—(op () = Af(u)  dans (0,1),
u > 0 dans (0,1), (1)
u(0)=u(l) = 0,

ou g, (y) =y ’y,y R, p>1,A>0et f: R — R est une fonction continue.
L’idée de cette méthode est de transformer le probléme (1) & une équation algébrique du
1
type T, (E) = 5 ou T est 'application temps et F = u/(0).

La méthode de quadrature a été considéré pour la premiére fois par Z. Opial en 1961 (voir
[43]), ensuite par T. W. Laetsch en 1971 (voir [35]) et aprés par J. Smoller et A. Wasserman
en 1989 (voir [52]).

Pour l'opérateur p-Laplacian, cette méthode a été considéré pour la premiére fois par M.
otani en 1984 (voir[44]), ensuite par R. Manasevich en 1993 (voir [40]).

Pour I'opérateur o-Laplacian défini par : v — (p(u/)) avec ¢ est un homéomorphisme
croissant impair de R — R, a été considéré par M. Garcia et P. Ubilla en 1987 (voir[24]).

Le deuxiéme chapitre est consacré au nombre exact des solutions positives pour le probléme

aux limites suivant

—(pp (@) = Au?—wu)  dans (0,1),
u > 0 dans (0,1), (2)
w(0) =u(l) = o,

oup, )=y y, yeR p>1,A>0et -1 < —a<qg<p-—1.

Les problémes aux limites non linéaires singuliers apparaient dans quelques applications,
comme les fluides non Newtoniens, les catalystes heterogénes, les catalystes cinétiques et le
phénomeéne des fluides visqueux (voir [8], [26], [39], [47] et [48]).
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On note aussi qu’il y’a une relation entre les problémes aux limites avec une non linéarité

singuliére et les problémes aux limites du type suivant

(¢p (u'))' = ul dans (0,1),
u > 0 dans (0,1), (3)
lingu(x) = hirllu(x) = +o0,

> <

oup>1letqg>1.

Si on considére la transformation de Gelfand v = u ™!

, on obtient

(e () = 21— 2 P+ 0 dans (0,1),

0 dans (0,1), (4)
0.

< <
—
=)
~—
Il
<
—
—_
~—
v

. : "y o : +2 .
Ce probléme contient deux singularités non linéaires (v et v*P~72 sip < qT) (voir[48]).

Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [16].

Dans le troisiéme chapitre on a étudié le nombre exact des solutions positives pour le pro-
bléme aux limites quasilinéaire suivant

— (op () Af(u)  dans (0,1),
u > 0 dans (0,1), (5)
w(0)=u(l) = 0,

ou ¢, (y) = WPy, yeR, p>1, A>0et f: R, — R, est de classe C? et p-convexe.

Dans ce chapitre on prouve que si la non linéarité de f est sur p-linéaire en 0 , +00 et
p-convexe, alors ’application temps est concave.

Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [17].
Le dernier chapitre est consacré au nombre exact des solutions positives pour une classe de

problémes aux limites avec une non linéarité de type effet Allee. Plus précisement, on considére
le probléme aux limites suivant

—(p (W) pp (W) = Af(u)  dans (0,1),
u > 0 dans (0,1), (6)
uw(0) =wu(l) = 0,

oup, () =ly Py, yeR, a>0,p>1,A>0, f(u) =u" (1 —uw ) (uP~' —a). et a >0

Pour p = 2, ce probléme a été étudié dans [9]. Dans ce travail on montre que la structure
des solutions positives pour 1 < p < 2 est une généralisation de celle obtenue dans |9], mais
par contre pour p > 2 elle est différente.

Les résultats de ce chapitre sont une généralisation partielle des résultats obtenus dans [54]
et se trouvent dans [18].



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de donner une présentation de la méthode de quadrature pour
une classe de problémes aux limites quasilinéaires dont le second membre de I’équation est
autonome et les conditions aux limites sont de type Dirichlet. Plus précisement on considére le
probléme aux limites suivant

(o () = AM(u) dans (0,1),
u > 0 dans (0,1), (1.1)
w(0)=u(l) = 0,

ou p, (y) = WP 2y, y € R, p>1,A>0et f: R — R est une fonction continue.

1.2 Définitions et résultats préliminaires

Définition 1.2.1 On appelle une solution forte du probléme (1.1) toute fonction u de classe
C1 ([0,1]) telles que

i) p, o est de classe C1 ([0,1]).
ii) u vérifie (1.1).

Si on note par Z(u’) I'ensemble suivant

Z(u') ={x€0,1]; u'(x) =0}.
On a le résultat suivant

Lemme 1.2.2 Soit u une solution de (1.1). Alors on a

i) Si1<p<2 alorsue C?([0,1]),
ii) Si p > 2, alors u € C'([0,1]) N C?([0,1] \Z(«')).

Preuve. Voir la proposition 2.1 dans [45]. =

Lemme 1.2.3 Si u est une solution de (1.1), alors

x— [ (2)[" +p'F(u(x)) est constante dans [0,1] avec F(u) := / f(s)ds.
0

Preuve. Voir [45]. =



1.3 Meéthode de quadrature

Dans cette partie on va donner une condition nécessaire et suffisante d’existence des solutions
positives pour le probléme (1.1). Pour cela on note par

ST ={ueC([0,1]);u>0dans (0,1), u(0)=u(l)=0et v (0)=FE>0}.

Soit A% le sous ensemble de ST composé par les fonctions u satisfaisant :

i) «/(0)=FE > 0.

ii) u est symétrique par rapport a 5

iii) La dérivée de u s’annule une et une seule fois dans (0,1) .

Soit BT le sous ensemble de C! ([0, 1]) composé par les fonctions u satisfaisant
i) u>0dans (0,1) et u(0) =u(l)=u'(0)=0

ii) u est symétrique par rapport a 3

iii) La dérivée de u s’annule une et une seule fois dans (0,1) .

On note aussi par S;(F) le premier zéro positif de I'équation
E? —p'F(u) = 0.
En suite, on définit 'application temps T, par

S (E) 1
Evr—T.(F):= / -du.
o By

et
DT ={E > 0/T(E) < +oo}.

On a le résultat suivant
Théoréme 1.3.1

i) Le probléme (1.1) admet une solution dans A" si et seulement s’il existe ' > 0 telle que

E e Dtet Ty (E) = 3 et dans ce cas la solution est unique.

1
ii) Le probléme (1.1) admet une solution dans B7si et seulement si 0 € DT et T (0) = 3 et dans ce

cas la solution est unique.

Preuve.
i) Soit u une solution positive du probléme (1.1). Alors v’ > 0 dans [0,

1
u’<0dans}§,1}

%[, u’(%) =0 et

D’aprés le lemme 1.2.3, on a

3=

u'(w) = [(u'(0))" = p'F(u(x))]

1
, pour tout z € [0, 5} .

Par suite
u' ()

(w(0)) — p/ Fu(x))]7

1
=1, pour tout x € [0,5{.
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A partir de cette égalité, on obtient

/ ldf—x,pourtoutme{o,a{.
o [(w(0)p —p'F(&)]”

1
On fait tendre x vers o on obtient :

u(§) 1
/ 1 df =3
o [(w(0)r —p ()] 2

1
comme v'(0) = F et u(é) = S, (F), on a

c’est a dire

ol

S(E) 1
T.(F) = /0 T p’F(u)]% du.

1
Montrons maintenant que la condition T’ (F) = 5 est une condition suffisante d’existence d’une
solution positive de (1.1).

Pour cela supposons qu’il existe un F, > 0 tel que

On note que

h(S(B) = Ty(B) = 5,

et
0 < hy(u) <Ty(FE,), pour tout u dans [0, S (F,)].

Alors hy est bien définie dans [0, S (F,)|, de plus hy est un diffeomorphisme croissant de
0,5, ()] dans [0, T, (F.)].

bl (u) = [E? —p’F(u)]_% > 0, pour tout u € (0,5, (E,)].

Soit uy la fonction inverse de h, définie par

1
uy(x) = hi'(z) €10,S4(E,)], pour tout z € {O, 5} ;



et on définit la fonction u dans [0, 1] par

w(z)  size {0, ﬂ ,
u(z) =

: 1
up(l—x) size 5,1 .

On va montrer maintenant ['unicité de la solution u du probléme (1.1) et qui satisfait

1
' (0) = B, et max u(z) = u(=) = Sy (F,).
z€[0,1] 2

Supposons que v est une autre solution positive du probléme (1.1) et qui satisfait

1

v'(0) = E, et max v(z) =v(=) = S, (FE,),
z€[0,1] 2
on a donc
T = / —dé = / —————d¢§, pour tout x € {O, 5} :
o [EP—pF(E)] o [EX—-pF(E]"

Par suite

u(a) 1 1

/ ————d¢ = 0, pour tout x € {0, —} ;
v [BE = pF(E) :

par conséquent

1
= d 0, =
U= ans{,z},

et par symétrie on obtient que
u=wv dans [0,1].

ii) La preuve est similaire a i).
]

Remarque 1.3.2 La preuve de ce théoréme se trouve dans [41].

1.4 Exemple

Considérons le probléme aux limites suivant

— (i (u*) p (W) = A p (u*) pp (u) dans (0,1),
u > 0 dans (0,1), (1.2)
u(0) =u(1) = 0,

ot g, () = [yP 2y, y€R, p>1,A>0et a> 0.

On pose
ua+1
U pr—
a+1
Alors
’U, — uaul



et par suite le probléme (1.2) devient

— (p W) = Aa+ 1P, (v) dans (0,1),
v > 0 dans (0,1),
v(0)=wv(l) = 0.

Dans ce cas, on a f(v) =\ (a+ 1)P71p, (v).
Alors

v A
F(v) = / f(s)ds = =(a + 1)P 1P,
0 p
Pour tout p > 1,A > 0, a > 0 et > 0, considérons I’équation par rapport a v :

Mo+ 1)t
p—1

EP — vP = 0.

Cette équation admet une unique solution positive

p—1 C
Se(p, A\ o, B) = <W> E

On définit 'application temps 7'y dans |1, +00[ x ]0, +00[ x ]0, +00[ x |0, +00| par

S+(p,>\,a,E) 1
Ty (p,\,a, F) = / —dv
0 [EP — p'F(v)]»

Sy (pA o, E) 1
= / dv.
° [

Er — 2(a+ 1)%1@4

D=

1 »
Si on pose v = (W) Et, on obtient
1 \r [ 1
p— P
T.(p,\,a, F) = |——+— E | —dt
+o ) ()\(a+1)P1> /o [Ep_Eptp]%

S =

_ (_r=L
AMa+ 1)1
Si on pose maintenant 7 = t¥, on obtient
1 19
p— 1 P /1 TP
T (p,\a, F) = | ——————— —d
+, 3 B) (A(04+1)p1) 0 p[l—7]p !
1
D — 1 P 1 1 4 -1
- p 1— P
(i) 3 7=

1
[
o [1—tr]>

(1.3)

D’aprés le théoréeme 1.3.1 une condition nécessaire et suffisante pour que le probléme (1.3)

admet une solution positive est

1
TJr(pv)\aaa E) = 57



ce qui est équivalent a

¢’est-a-dire

o (<ap+_1>1pl) [229
N (W

Remarque 1.4.1 \(p) = (p — 1)

p—Laplacien.



Chapitre 2

Le nombre exact des solutions positives
pour une classe de problémes aux limites
quasilinéaires avec une singularité non
linéaire

2.1 Introduction

Le but de ce chapitre est d’étudier I'existence et I'unicité des solutions positives du probléme
aux limites quasilinéaire suivant

—(pp () = Aui—u™) dans (0,1),
U > 0 dans (0,1), (2.1)
u(0)=wu(l) = 0,

otlgpp(y):|y|p72y,y€R,p>l,/\>Oet —l<—-a<qg<p-1
Les problémes aux limites non linéaires singuliers apparaient dans quelques applications,

comme les fluides non Newtoniens, les catalystes heterogénes, les catalystes cinétiques et le
phénomeéne des fluides visqueux (voir [8], [26], [39], [47] et [48]).

Les problémes aux limites non linéaires singuliers ont été étudié par plusieurs auteurs.
Citons quelques uns.

Dans [13], les auteurs ont considéré le probléme suivant

—Au = u 7 —u dans €,
u > 0 dans (2, (2.2)
U =0 sur 0f2,

oil ) est un domaine régulier dans RY, N > 1 et v > 0. Ils ont prouvé que (2.2) admet une
solution, pour tout v > 0.

Dans [12], les auteurs ont considéré le probléme aux limites suivant

—Au = uT" 4 pu” dans 2,
u > 0 dans (2, (2.3)
U =0 sur 0,

oupu>0et0<y <lety>0.

Les auteurs ont prouvé que le probléme (2.3) admet au moins une solution pour tout p > 0
et 0 < 5 < 1. De plus, si v > 1, alors il existe u* tels que

10



— le probléeme (2.3) admet une solution pour tout u € [0, u*).
— Le probléme (2.3) n’admet aucune de solution pour p > u*.

Dans [12] le résultat de la non existence a été prouvé. Plus précisément, le probléme

—Au = u " —u dans €,
u > 0 dans €2,
U =0 sur o)

n’admet pas de solution si 0 < v < 1, A\ > 1 ou A est la premiére valeur propre de (—A)
dans [} ().

Dans [55], 'auteur a considéré le probléme suivant

—Au = pu —u"? dans €,
u > 0 dans €, (2.4)
U =0 sur 052,

ot it > 0,79 > 0,7 >0, et wCRY, N >1, est un domaine borné de RY et de classe C**7
avec v € (0,1).

En utlilisant la méthode de la sur et sous solution, Z. Zhang |55] a prouvé que si 0 < v5 < 1
et 0 < < 1, alors il existe 7z € (0, +00) tels que

— le probléme(2.4) admet au moins une solution u, € HJ (Q) NC?™ (Q)NC () pour tout

w> . B

— le probléme (2.4) n’admet aucune solution dans C' (2) N C?(Q) pour x> 7.
De plus, il a prouvé que si 5 > 1, alors le probléme (2.4) n’admet aucune solution dans
C () NC?(Q) pour tout yu > 0 et v > 0.

Dans [20], les auteurs ont étudié le probléme suivant

—Au = —u "+ puf dans €,
u > 0 dans (2, (2.5)
U =0 sur 0f),

ot Q est un domaine régulier ouvert de RY, f >0, f€ L' (Q), u>0et 0 <y < 1.
Les auteurs ont montré qu’il existe pu** > 0 tels que

— Si pu > p**, le probléme (2.5) admet une solution,
Si g < ™, le probléme (2.5) n’admet aucune solution.

Dans [11], les auteurs ont prouvé que pour g = p**, une solution existe si N < 2.
Dans [11] les résultats d’existence et de multiplicité pour le probléme suivant ont été étudié

)
)

"

—u7 + dans (=L, L
0 dans (=L, L
u(L)=0.

,’ (2.6)

<
|AVAN

u(=L)
) . 1 e
Les auteurs ont prouvé que si vy = 2 alors il existe i > 0, tels que

— Si p < [1, le probléme (2.6) n’admet aucune solution,
— Si o> fi, le probléme (2.6) admet exactement une solution.

1
De plus, pour 0 < v < 3 il existe py < [ tels que

— Si p € (1, 1), le probléme (2.6) admet au moins deux solutions,
— Si g = iy, le probléme (2.6) admet au moins une solution.
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1
Le nombre exact a été déterminé dans [27|. C’était prouvée que pour 3 < v < lil existe pg > 0,

tels que
— Si g < pg, alors le probléme (2.6) n’admet aucune solution,
— Si p > 9, le probléme(2.6) admet exactement une solution.

1
De plus, pour 0 < v < > il existe, ug < s tels que

— Si p < pg, alors le probléme (2.6) n’admet aucune solution,
— Si ps < 0 < pg, le probléme (2.6)admet exactement deux solutions,
— Si p1 > pg, le probléme (2.6) n’admet aucune solution.

Dans [50], Pauteur a étudié le probléme suivant
—u” p(u —u ") dans (—1,1),
0 1,1

u ), (2.7)
u(—=1) = u(l)=0,

ou pu>0,v>0et0<y<l.

Vol

En utlilisant I’application temps, il a prouvé que si 275 —1 < y; < 1, alors il existe fimax > 0
et 0 < fmin < HUmax tels que

— Si g < fimin,, alors le probléme (2.7)n’admet aucune solution,

— Si ft = fimin, alors le probléme (2.7) admet une seule solution ,

— Si fmin < i < fimax, alors le probléme (2.7) admet exactement deux solutions ,
— Si ft > fimax- alors le probléme (2.7) admet une seule solution.

De plus si 0 < 71 < 275 — 1, alors il existe 1 > 0 tels que

— Si p < f1, alors le probléme (2.7) n’admet aucune solution,
— Si > f1, alors le probléme (2.7) admet une seule solution.

L’objectif de ce travail est de donner une généralisation compléte des résultats obtenus
dans [27] et le Théoréme 3.2 dans [50]. Nos résultats améliorent le Théoréme 2 Partie (f) et le
Théoréme 4 Partie (f) obtenu dans [19] (voir la Remarque 13 dans [19]).

Ce chapitre est organisé comme suit : Dans la section 2, on énnonce notre résultat principal.
Dans la section 3, on énnonce notre méthode pour prouver notre résultat principal. Quelques
lemmes préliminaires sont I'objet de la section 4. Dans la Section 5 on donne la preuve du
résultat principal. Finalement dans la section 6, on va donner quelques remarques.

Les résultats de ce travail se trouvent dans [16].

2.2 Reésultat principal

On considére le probléme aux limites suivant :

{ —(pp (u)) = X (u? —u™®) dans (0,1), (2.8)

oﬂgpp(y):|y|p72y7y€R,p>1,)\>Oet —l<—-a<qg<p-1
Pour énnoncer notre résultat, on définit

ST ={ueC'([0,1]);u>0dans (0,1), u(0)=wu(l)=0et v (0)>0}.

Soit AT le sous ensemble de ST composé par les fonctions u satisfaisant

12



- u est symétrique par rapport a 7
- La dérivée de u s’annule une et une seule fois dans (0,1).
Soit BT le sous ensemble de C* ([0, 1]) composé par les fonctions u satisfaisant
- u>0dans (0,1) et u(0) =u(l) =u'(0)=0.
- u est symétrique par rapport a %
- La dérivée de u s’annule une et une seule fois dans (0,1).

Le principal résultat de ce travail est

Théoréme 2.2.1 Supposons quep>1, A>0et -1 < —-a<qg<p-—1.

1
(A) Si a> 4+ , alors il existe N, (p,,q) > 0 tels que

i)  Si A<\ (p, a,q),le probleme (2.8) n’admet pas de solutions positives,
i) Si A=\ (p,q,q), le probléme (2.8) admet une unique solution dans B,
iii) Si A > A\ (p, @, q), le probléme (2.8) admet une unique solution dans A™.

1
(B) Sia< at , alors il existe Mux (p,a, q) > 0 et 0 < A\ (p, o, ¢) < M (P, 0, q) tels que

i)  SiA<A(pa,q),le probléme (2.8)n’admet aucune solution positive,

ii) SiA=X\ (p,,q), le probléme (2.8)admet une unique solution dans A",

) Si A (p, @, q) , le probléme (2.8)admet une unique solution dans A™,

iv) Si A > A\ (p,,q), le probléme (2.8) admet exactement deux solutlons positives 'une dans B+

et 'autre dans AT,
v) SiA(p,a,q) < A< A (p,a,q), le probléme (2.8) admet exactement deux solutions dans A™.

2.3 L’application temps

Dans cette section on introduit 'application temps (voir [3]-[25]).
On considére le probléme aux limites suivant

{ 7 en = ofu) s 0.1, 29)

oungeC (R* ]R) :
On suppose que pour tout s > 0, fo t)dt est définie et on pose par définition G (s) :=

Jo 9!

Pour tout £ > 0 et p > 1, soit

X+<paE>{S>0; Ep_z%lG<'£)>07 vév 0<§<S}7

0 si XJr (va) - ®7
sinon Sup X, (p, F).

St (p,E)={

Soit

13



et on définit application temps suivante
St (p,E) D 5
T, (p,E) = / [Ep - —0d (u)} du.
0 p—1
On a le résultat suivant.

Théoréme 2.3.1 Supposons que g € C (Ri,R) , BE>0etp>1. Alors
- Le probleme (2.9) admet une solution uw € AT qui satisfait v’ (0) = E si et seulement si

E e DN(0,+00) et Ty (p, E) = 3 Dans ce cas la solution est unique et sa norme sup
est égale a S, (p, F) .

1

- Le probléme (2.9) admet une solution uw € BT si et seulement si 0 € D et T (p,0) = 3

Dans ce cas la solution est unique et sa norme sup est égale a Sy (p,0).

Preuve. Voir chapitre 1. m

2.4 Lemmes préliminaires

Lemme 2.4.1 On considere l’équation dans s € Ry :

q+1 1-a
gL (-2 =0, (2.10)
p—1 \¢g+1 11—«

ou A>0p>1, —-l<—-—a<g<p—1letFE>0.

Alors pour tout E > 0, I’équation (2.10) admet un unique zéro positive ry (p, \, ). De plus

i) VE>0,Vp>1letVA>0,7L(p,\E)—r%(p, A\ E)>0.
ii) La fonction F — r, (p, A\, ) est C'dans (0, +00) et pour tout p > 1, A >0et £ >0, on a :

(p—1) B!
A(re (p, A B) =i (p, A, B))

8T+
Tt (A E) =
oF (p7A7 )

>0

1
1\ =
i) lim ry (p A, ) = (i) .

l1—«

iv) El_i)I}rloom (p, A\, E) = +o0.

Preuve. La preuve de ce lemme est omise car elle est similaire a celle du Lemme 4.1 dans
[5] ou le Lemme 8 dans [3]. m

Pour tout p > 1, A>0et £ >0, 0n a

X+ (p7)‘>E) - ]O>T+ (p>>‘7E)[

Alors
S—I— (p>)‘7E) =Tt (pa )\7E) :

D’autre part, on a

D {E>0,0<5;(p.\E)<+ocetrl (p, X\ E)—r;*(p A\ E)>0}
— [0, +oo|

14



Par le lemme 2.4.1, on a

. q+ 1\
lim S NE) = 2.11
E1—>HO1+ Jr(pv ) ) (1—(X> ) ( )
et pour tout p > 1, A > 0et I > 0,
aS+ (p— 1) Ep—l

98, _ > 0.
aE <p7 Y ) )\(Si (p’A’E)_S;a(pﬂ)\yE))

A présent, on définit, pour tout p > 1, A > 0 et £ > 0, Iapplication temps T par

St (pA\E) g+l 1—a\ ] p
T, (p,\ E) = / {Ep - Py <“ " )] du. (2.13)
0

p—1"\g+1 1-a

Maintenant si on pose le changement de variables u = S, (p, A, E) t dans (2.13), on obtient que

1

-1 - o .
T-I— (pv >\7 E) = (p%l)\> A |:(S+(p,)(\l+l))+l (1 _ tQ+1) _ % (1 _ tl—a)] dt.

On observe que
Ty (p,\,E) =G (p,\, S5 (p,\, E)), pour tout p>1, A >0et £/ >0,

ol

G (p, )\ Py K P 1 —¢at! P 1—¢! " d 2.14
=—— —t —— (1=t t :
(p> 7[)) <p_1 > /0\ |:q+1 ( ) 1—CU( ) I ( )

1

1)\ ot

pourtoutp>1,)\>Oetp2<§]+ ) .
-«

Comme la fonction F — S, (p, \, E) est un C'-diffeomorphisme croissant de (0, +o00) vers
lui méme cela montre que si on pose, pour tout p > 1 et A > 0,

Ji(p, ) = {E €10,4+00): Ty (p,\, E) = %} ,

q+1 wa 1
e = —
(1_a> ,+OO> (s A p) 2},

Card(J; (p,\)) = Card (Js (p,\)),pour tout p > 1 et A > 0.

alors

1
Alors, dés maintenant, on se concentre sur le nombre de solutions de I'équation G (p, A, p) = 5

dont la variable p €

1\ ate 1
<_i1 + ) ,+oo), au lien de T, (p, A\, F) = 5 dont la variable
—
E €[0,4+00).

Proposition 2.4.2 Si u est une solution positive du probleme (2.8), alors u € AT U B*.
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Preuve. La preuve est omise car elle est similaire a la Proposition 4.2 dans [15]. =
Lemme 2.4.3 Pour toutp>1, A>0et—-1<—-a<qg<p-—1,o0na
-1
B -1 1
1) lim G(p7)\7p) - (LA> L(p7Q7a/)B <a—_|—])71__>7 ou
o (L) p—1 plata)’ p

1
((q + 1)p+a—1 (1 o a)q+1—p) p(gFa)
g+«

L(p,q.a)=

Y

et B(.,.) est une fonction Beta d’Euler définie par

B(z,y)= [t (1= 1) dt, >0 et y > 0.

ii) 1113 G (p, A, p) = +o0.
p—+o0
Preuve. Soitp>1, A >0et —1 < —a < g <p—1 fixés.

i) On a
lim  G(p,Ap) = lim (%A> " { (1—tety = —— (1 - tl—a)] dt
p—’(f—i)q%& p—*(ffl)ﬁ ! ¢+1 l-a
- 1
= (%)\) ((q + 1)p+a71 (1 — Q)Q+17p) plgta) fOl [tlfa _ tq+l]*% dt
p pa—
1 1
- +1 pta—1 1 — q+1-Dp\ plgta) o
() L T T gy
p—1 q+ o )
_ < p A>_; (g+ 1" (A —a)Tr) e <a—1+p - 1)
p—1 ¢+ o plg+ta)’ p)
ii) Soit p > 0, on a
- q+1—p l—a—p -1
p 1P p a B P
G (p, A = [ —=A 1 — ¢ttt — 1— ¢« dt
) = (Z200) TR S - 2 )
1 1
D b p—q—1 1 1 —_ ttﬁ-l P
= A dt
- (p -1 > o q+1
1 p—1
p A Gz 1 2 B 1 D — 1 p—g—1
p—1 g+1 a+1 p )P

cela signifie que

1
p o 1 P 1 p—l p—g—1
Vp >0, Gp\p) > ——=\ i Bl— —= b
P #. 2. 0) (p—1> <q+1> <q+1 P )p

Ce qui implique que

. . D p 1 p 1 p—1 p—gq-1
lim G (p,\, p) > lim [ ——2\ — B|— — v
p=too (8.2 0) Pi+w<p—1> <q+1> <q+1 p >p

Alors



Lemme 2.4.4 Pourtoutp>1, A>0et —-1<—-a<qg<p—1,0na:

i) Il existe p; > 0 alors la fonction p — G (p, A, p) est strictement croissante sur (p1, +00) .
2

oG 0
ii) S’il existe p, > 0 tel que En (p, A\, px) = 0, alors 8_p2G (p, A\, ps) > 0.

Preuve. Soitp>1, A>0et -1 < —a < g < p—1 sont fixés.
i) Dérivant (2.14) par rapport a p, on obtient

1
8—G(p)\p) = 1(&) p/l H (p, A\, p) — H (p, \, pt) i
ap (AN P p—]. a+1—p ap thl

: [p;ll (1_”“)—%(1—?_&)}

ou 1 1

pP—a~ —p—a\
H = q+1 -«
S < q+1 )u +< I—a )“
On a -
—@Auw=p-—g-Du'+(1-p—a)u™®
ou

Comme p > 1, A >0et —1 < —a < ¢ <p— 1, cela montre qu’il existe

1\ @
pE (<1q i > ,—I—oo) tel que p — H (p, \, p) est strictement croissante sur (p, +00).
-«

1
1)\ ate
De plus, p — H (p, A, p) est strictement négative sur <<;]+ ) ,pl), strictement
-«

(p+a- 1><q+1>>q+1a
p—q¢-1)(1-a) ‘

Alors, pour tout A >0, p>1let -1 <—a<qg<p—1,onaH(p,\p)—H(p,\u) >0,
pour tout p € (p1,+00) et u € (0,p). Ce qui signifie que p — G (p, \, p) est strictement
croissante sur (py, +00).

positive sur (p1, +00) et s’annule en p; = (

ii) La dérivée seconde de G par rapport a p est donnée par

82G N/ ap \F [ I (p, A, p) — H (p,\ pt))°
aﬁg@%hp) _ (2;;)(}—?1> /“ 1 (H (p, A p) = H (p, A, pt)) Lt
0 a+1—p l—a—p P
[ (1= t) — B (1= 1))

— ptl
AT [ ey - ez -]

1 o o -
_+__.< Ap ) (/“ [ (P, A, p) = @ (p, A pt) n
0

ol

uq+1 ul—a

g+1 11—«

& (p M) = —p(p+1) ( ) 2 (! — ) — (qui=! + aul)
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On a

I U (p, A p) =¥ (p, A pt)

0 ptl

&>a oG Ap >
Py (DA p) +p(0+1) 5= (A p) = <—1)
p p P

g+1 11—«

+< Ap )pfl (H (p. A\, p) = H (p, A, pt))* "

q+1-p
F (1 —per)- L
g+1 l—«a

l—a-p P

(1 t1-0)

ou
)
Up,Au)=®(p,A\u)+(p+1)H(p,\u) = ua—uH(p,A,U)

2

0
Comme WH (p, A\, u) > 0, pour tout u € (0,400), cela montre que
u

0 B
pa—pH (X p) > uz-H (p, A, u) , pour tout u € (0, p)

Donc ¥ (p, A, p) > ¥ (p, A\, u), pour tout u € (0, p), ce qui signifie que

2

892G G g+1\ 7=
ppw(p,%p)ﬂ?(zwl)a—p(p,A,p) > 0, pour tout p € ((1_a> ,+<><>>

1
1Y v oG
Alors §'il existe p, € <<i> ’ ,+oo> tel que — (p, A, ps) = 0,
11—« ap

alors
2

0
Rle! ) >0
a7 (P, A, pa) >

Remarque 2.4.5 Le lemme 2.4.4 montre que la monotonicité de [’application G est déterminée

1
oG 1 a+e
par le signe de lim — (p, A, <i> ) .
1 0p -«

p— ()T

1

oG 1 afe

Si lim L3, (p,)\, (;]_I' ) > > 0, alors lapplication temps G est strictement
1_0p -«

q+1\ gFa
P*’( 11—« )

1 1
1Y ote oG 1Y ate
croissante sur -+ ,+oo | et st lim — | p, A, at: < 0, alors lap-
11—« 1 Jp -«

p— ()=

q+1
1l —«

1
THa
plication temps G est strictement décroissante sur (( ) ,,5) et strictement croissante
sur (p, +00).

On a le résultat suivant.

Proposition 2.4.6 Pour toutp > 1, A>0et —-1<—-a<qg<p—1,o0na

1
— by < ——
) Y . B ooszoz_erl,
im %(pa ,P)— Ap 1

(1)

—q-1) (=) "Mpga) sia>—,
(ap—q )(p_1> (P q, ) sicx P
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i 1 (5 0,0) = - ) Fga;p(ij@ ) -
pla+q) T <%+1>

Remarque 2.4.7 Pour la preuve de cette proposition, on a besoin de quelques propriétés de la
fonction Gamma et des propriétés des fonctions hypergéométriques (voir [1] et [42]). On a les

définitions et les propriétés suivantes.

i) La fonction Gamma I'est défini par

I (2) = [ exp (—t)t* 'dt,x > 0.
ii) Pour tout > 0 et y > 0, on a
I'(z)T’
-5
iii)Pour tout x > 0, on a

I'(z+1)=al (z).

iv) C’est possible d’étendre la fonction Gamma & des valeurs négatives en intervenant I’équa-
tion I' (x 4+ 1) = oI () (laquelle elle devient une définition pour —1 < x < 0 )

I (2) = r (.r;— 1)

v)De la précédente définition, il résulte que si —1 < x < 0, alors T'(z) < 0.
vi) La fonction hypergéométrique est défini pour || < 1 par la série de fonctions suivantes
a) (b
B
avec ¢ € R/Z ou (d), le symbol de Pochammer défini par
(d),=d(d+1)...(d+n—1), pour tout n € N*

vii) Si on suppose que ¢ > b > 0, alors la fonction hypergéométrique admet la représentation

oI (a, b; c; 95) =1+ Z:g

intégrale suivante
r b _
o F1 (a,b;c;2) = __ Il fol (1= (1 — ) Mt |z < 1

viii) Si ¢ > a + b, ¢ > b > 0, alors en utilisant la représentation intégrale de la fonction
hypergéométrique, on montre que

B o (o) = o o L0
_ L)l (c—a—0b)
IF'(c—a)T(c—0b)

et on pose par définition
()T (c—a—0b)
I e l) = .
2Filebie ) = 5 T e =)
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Preuve de la Proposition 2.4.6 Soit p > 1, A>0et -1 <a < g <p—1 fixés, on a

oG 1 < Ap

a(@+1)—1_ 4 pt1

) D folA(Typyq,O[)T p(a+q) (1_7_)_( . )dT

Iim — (p,A\p)=
ap(p 2 plg+a)\p—1

p(122) 7

ou A(7,p,q,a) = (p—q—1) (1—7%)—(19—{—@—1) (1—7';72).

Cette intégrale impropre a deux singularités en 0 et en 1. Alors on écrit

¢ 1 o\
pﬁ(g;)qiaa_P (2. A p) = plg+a) <p _pl> (o + 1),
ou 1
b= [F A0 T 1) ar
et 0

1 a(p+1)—1 2
I = / A(1,p,q, ) T PFD ! (1- 7')7<%1> dr.
1

2

Il n’est pas difficile de montrer que I'intégrale Iy est convergente si et seulement si

ap+1)-1 o 1
————— > 0, ce qui signifie que @« > ——. Si a <
pla+q) A PR p+1 “ptl

Maintenant concernant l'intégrale I, on a

(p—q-—1) (1—7%)—(p+a—1) (1—7'}1%;)

,ona [y =—o0.

A
i AT )
e S l-7

w-a-0 () a1 (;72)

_ gD+t -pta-1)(l-a)
q+ o

Alors, dans le voisinage gauche de 1, on a

alptl)—1 4 M) alp+)—1 4

A(r,p,qa) 7w (1= 1) (5) ~ LS (1)

1 ale+-1_ 4 _1 .
Comme f; T plota) (1 — 7)" 7 dr est convergente, ¢a montre que I; est aussi convergente.
2

oG
Alors lim — (p,\,p)=—0c0sia< T et est convergente si @ > ——.

(237 Pt e

1
Maintenant, on va prouver que pour tout A > 0 et o > L on a
D

" () 1)

lim  —(p,A\p) = (ap—q—1)
J Pl plat ol (S5 1)

p(t2) e P

Soit A > 0 et o > ,on a
p+1
-1
. oG 1 Ap \ * ! ap+)—1_4 —(222)
iy A= < ) /AT,p7q,an(a+q> 1—7 v ) dr.
L@p( ) plg+a)\p—1 0 ( ) ( )

(122) 7
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-1 —q—1 1— 1
Comme 1 — p+i b J(i t 1 n @ _ qi et si on pose par définition
qgT qr« ¢gta gt
-1 _
A17p+oz 2 = ,0n a
q+«
e 1 [ 1 pis
i 2 = ()T [ s a1 ) ar
19 -1
g9+l )\ qFa P p\p 0
P (l—a)
1 _% ! 1 p+1
= 5(%) /0 (A — (1= A 72+ = 1] 77 A (1) (5 ar
B 1( Ap )i (Al—l)B(%,l—%>
A R e Rl
_1 A 1
_ 1<Ap>” (AI_UB(p»lA—;)
p\p—1 +f0< 14+ (1= o)) 1 —0) 52y (5 g
1 Ay 1
_ }( Ap ) (A;l_l)B(?l_;)
o A p+1
pAp—1 +f0 n= 1( 2)71””(1_“)7_142_1 v (5 dw
n!
1 [ _ Ax 1
() (0B (5 -)
p P—l + nl( anl n—*—l(l_ )*-Az ld’U
1( Ap >_119 (A1_1)3<%71—;)
oy -1 +oo (_AQ)n 1 A
PR e (i g - )
.l (A=1)B (% 1-1
_ 1<_AP1) ’ (=AY F(n—é T %—AQ)
P \P— _|_an n

|-
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R (Al—l)B<%,1 }0)
e ap P =) f(?r G )A )y ((m" %’)5
o I (A=t — g, (A,
o (A1—1)B<%1—113)
B 1_7 <prl) +F (_%zrl(% _ A2> <2F1 (—A2 —% Ap_l — Ay 1) — 1>
o) (
(Al -1)B(&,1-1
)| rrs) (el ey
p (p 1) + - <A1p—1 _A2) (r (Alp‘l) - <%_A2> - 1)
ey
() r(4+1)
) e r()rle-m
r (qu) T (Alz:l _ A2>
o =B (51-5)
) *F(;féfl(f) ] Ftarl(if)
RSO
YRR ) (454 (%)
_5<z:> r(- )F(f) F(-%)F(%—Ag)
T - N Ar1—1
i F(Alp 1) F( P _A2> |
(o y [RCRE ()
G ]
:__< ) () ()
A r ()
() L))
Alors, on a

lim %(n%p) _ <pAp1>_;' F (pT) F( patq) ) (2.15)
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ap—q—1
pla+q)

pour tout x € R* tel que z > —1 et la notation I' (0) = oo, on a
g1 g1
F(O‘p d >:p(0‘+Q)F<ap 1 +1> (2.16)
pla+q) ap—q—1 \ pla+q)

Alors d’aprés (2.15) et (2.16), on obtient que

D’autre coté comme > —1, pour a > et en utilisant l'identité I' (z) =

I'(z+1)

_ —1 a 1)—1
e wE () ()
lim a—(P,)\,P)Z(OéP—q—l) 1 :
pm(g22) 7 OF b plat+q)l (‘“’_q_l + 1)

p(a+q)

Remarque 2.4.8 La preuve de cette proposition est similaire a celle de la proposition 5.1 dans

/50].

1
, alors la fonction p — G (p,\, p) est strictement croissante sur

1
1 _ 1\ o
, alors il existe un unique p € ((er ) ,+oo> tel
-«

Lemme 2.4.9 Sia > L&

) p
1\ ate
<<i]+ ) 7+oo> et st a < a+
-«

. . L + 1\ et _ .
que la fonction p — G (p, A, p) est strictement décroissante sur ((f > ,p> et stricte-
-«

ment croissante sur (p,+00) .

Preuve. La preuve de ce lemme est une conséquence immeédiate de la Proposition 2.4.6 et
de la remarque 2.4.7. =
2.5 Preuve du théoréme principal

Preuve du théoréme 2.2.1
Supposons que p > 1, A<0et -1 < —a<g<p-—1.

Peuve de I’Assertion (A)

1
Supposons que « > i Par les lemmes 2.4.3 et 2.4.9, on a
p

- lim 1 G(p, A\ p)

- a- P\ 5ara)
o D A P ((q + 1>p+ ! (1 - a)q-i-l P) e B <a71+p 1) —
o p q + o p(q+o¢)7 p T ?

- lim G (p, A\, p) = +oo.

p——+00

1
1)\ ot
— La fonction p — G (p, A, p) est strictement croissante sur ((f i ) A—oo) .
-«

Alors, équation dans la variable p, G (p, \, p) = 3 admet une solution dans

1
1\ #e
<< a9+ ) ,+oo> si et seulement si A > A, (p, a, q), ol

l1—«
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1
_ 1 + 1 pta—1 1 _ g+1—p p(g+a) _ 1 1
M (p,0,q) ="- et ) (1= o)) B<a Py )

p q¢+a plg+a)’” p

Donc, par le théoréme 2.3.1, on a que

i) Si A < X\ (p, @, q), le probléme (2.8) n’admet aucune solution, (voir fig. 2.1),

ii) Si A=\, (p,a, q), le probléme (2.8) admet une unique solution dans BT, (voir fig. 2.2),
iii) Si A > A (p, @, q), le probléme (2.8) admet une unique solution dans A, (voir fig. 2.3).

G(p.Ap) A G(p.A.p) #
- f T— -1
! : 2 N
1
e " =
q ' e
g+l g+l \g+a
[1_ = Fig. 2.1 {m]( Fig. 2.2
G(p.2.p) #
1
2 //
Hp-- --
2
1
— > p
g+l g+a
i—a Fig. 2.3
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Preuve de I’Assertion (B)

_|_
Supposons que « < q—. Par les lemmes 2.4.3 et 2.4.9, on a
p

o lim G<p7)‘7p)

p(21)7

= < . )\> 7% ((q + 1>p+a_1 (1 — a)q+1_p) S B <a_1+17 1) ’

p— 1 q + « p(g+a)’ p
— lim G (p, A\, p) = +oo.

p—-+oo

1
1\ e
La fonction p — G (p, A, p) admet une unique valeur minimale p, dans << q+ ) , +oo> )

Donc,
1 1
- Si G (p, A\, ps) > BT alors I’équation scalaire dans la variable p, G (p, \, p) = 5 n’admet

pas de solution.

1
- SiG(pAp) = 5 ou

1 1
7 + 1)Prerl (1 = )7t P Rt 1
L)\ ((q ) ( ) ) B (0‘71“’, 1-— 1) < —, alors I’équation sca-
p — 1 q + o p(‘]+a) p 2

laire dans la variable p, G (p, A, p) = 3 admet une unique solution.
1
- Si G (p, A ps) < 3 et

1 J S
- + 1 pta—1 1— a q+1-p\ plato) 1
L)\ ((q ) ( ) ) B (0‘71“’, 1-— 1) > —, alors I’équation sca-
p — 1 q + o p(‘]+a) p 2

laire dans la variable p, G (p, A, p) = 5 admet exactement deux solutions.

Maintenant comme

,% 1 +1— 1—a— -1
G (p7 )\7/)*) - (LA> /(; |:M (1 — thrl) _ Px ? (1 _ tla):| dt

p—1 qg+1 1l—a

=

alors si on pose par définition

p—1 L pati-p pl-a—p -1 P
Aix (D, @, q) == T <2/0 [ * : (1 . thrl) o 1* (1 B tlaﬂ dt)

q+ -«

et en utilisant le théoréme 2.3.1, on obtient que
i) Si A < A\ (p, @, q), le probléme ( 2.8) n’admet aucune de solution (voir Fig. 2.4),
ii) Si A= A\ (p,a,q), le probléme (2.8) admet une unique solution dans A™, (voir Fig. 2.5),

(iii) Si A > A (p, @, q), le probléme (2.8) admet une unique solution dans A™, (voir Fig.
2.6),

iv) SiA > A\ (p,a, q), le probléme (2.8) admet exactement deux solutions dans B+ et l'autre
dans AT, (voir Fig.2.7),

v) Si A (pya,q) < A < A (D, @, q), le probléeme (2.8) admet exactement deux solutions
dans A" .(voir Fig. 2.8).
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2.6 Conclusion

— On note par \; (p) la premiére valeur propre du probléme aux limites suivant

{ — (12 (/))" = Ay (u) dans (0,1),
u(0)=wu(l)=0.

p

M )= (= 1) (2/ ﬁ) -1 |
b

Quand A > 0et —1 < —a < p—1 < g, alors en utilisant I'application temps, on montre le
résultat suivant.

Théoréme 2.6.1 Supposons quep>1, A>0et -1 < —-a<p—1<gq.
(A) Siq=p—1, alors il existe X(p, a) > 0 tel que

A1 (p)
pp

i) SiA> A(p,a)ou X < , le probléme (2.8) n’admet aucune solution,
ii) Si A = X (p, @), le probléme(2.8) admet une unique solution dans B*,

A ~
iii) Si # < A < X(p, ), le probléme(2.8) admet une unique solution dans A*.
p

(B) Siq>p—1, alors il existe X(p, a) > 0 tel que

i) Si A > X(p, @), le probléme (2.8)n’admet aucune solution,
ii) Si A = A (p, a), le probléme (2.8) admet une unique solution dans B¥,

iii) Si A < A (p, a), le probléme (2.8) admet une unique solution dans A

— On considére le probléme suivant

—(pp () = Xu>—u9) dans (0,1),
u > 0 dans (0,1), (2.17)
w(0) = u(l) = o,

oup>1,A>0, —-1l<—-—a<p—1<gq

En utlilisant 'application temps, c’est facile de montrer le résultat suivant.

Théoréme 2.6.2 Supposons que p > 1, =1 < —a < p—1 < g, alors pour tout A > 0, le
probleme (2.17) admet une unique solution dans A™.
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Chapitre 3

Le nombre exact des solutions positives
pour une classe de problémes aux limites
quasilinéaires avec une non linéarité
p-convexe

3.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est d’étudier le nombre exact des solutions positives pour le probléme
aux limites quasilinéaire suivant

—(op () = M) dans (0,1),
u > 0 dans (0,1),
u(0)=wu(l) = 0,

(3.1)
ou p, (y) = WP 2y, y e R, p>1,A>0et f: R, — R, est de classe C? et p-convexe.

Les problémes aux limites avec une non linéarité convexe ou une non linéarité p-convexe ont
été étudié par plusieurs auteurs. Ennocant quelques un.

Dans [35], 'auteur a considéré le probléme suivant

—u” = M(u) dans (0,1),
u > 0 dans (0,1), (3.2)
u(0)=wu(l) = 0.

En utilisant la méthode de quadrature, il a prouvé que quand f est convexe, f (0) > 0, alors
(3.2) a pour tout A > 0, soit zéro, une ou deux solutions positives dans 'intervale (0,1). Pour
tout f, 'auteur a déterminé un nombre gy > 0 et il a prouvé I'existence d’'un nombre \* > 1y
tels que

(i) Sip =0, alors \* > 0 et (3.2) admet deux solutions pour 0 < A < A*, une pour A\ = \*,
et Pautre pour A > \*;

(i) SiO0 < pyp < A*, alors (3.2) admet une unique solution pour 0 < A < pg, et A = \*, deux
pour j; < A < \*, et une autre pour A\ > \*;

(iii) Si0 < pg = A* < 400, alors (3.2) admet une unique solution positive pour 0 < A < \*
et une pour A > \*;

iv) Si py = 400, alors \* = 400 e (3.2) admet des solutions positives pour tout A > 0.

L’auteur a donné aussi une condition nécéssaire et suffisante pour \* > p;.
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Dans [30], les auteurs ont étudié le probléme aux limites suivant

—u” = f(u) dans (—R,R),
u > 0 dans (—R, R), (3.3)
u(—R)=u(R) = 0,

oll f est strictement convexe et de classe C* dans [0, +00) et R > 0.

U
En utilisant ’application temps, les auteurs ont montré que si lim u = +o00, alors on a
u—+o0o U

le résultat suivant
(i) Si f(u) >0 (u€|0,4+00)), alors il existe Rg,, > 0 tel que (3.3) admet deux solutions
pour R < Rg,p, une sloution pour R = Ry, et une autre pour R > Rg,p,

(ii) Sif(0) =0et f'(0) > 0, alors il existe Ry, > 0 tel que (3.3) admet une unique solution
pour R < Rg,p et une pour R > Rgyp;

(iii) Si f(0) < 0, alors il existe Rgyp > 0 tel que (3.3) admet une solution pour R < Rgy, et
une pour R > Rgp.

Les auteurs ont étudié aussi le cas o lim f(u) =TI, avec L > 0.

u—+oo U
Dans [31], les auteurs ont obtenu le nombre exact des solutions positives pour le probléme
aux limites quasilinéaire suivant

— (p (u)) = flu) dans (=R, R),
u > 0 dans (=R, R), (3.4)
u(—R)=u(R) = 0,

ou ¢, (y) = [y’ >y, y € R, p >2et f est une fonction de classe C'' dans [0, +00) dont les
racines sont isolées et p—convexe.

En utilisant ’aplication temps, les auteurs ont prouvé que si f est strictement p—convexe

et lim f(u) = 400, alors on a les résultats suivants
U—+00 Qpp (U)
(i) Si f(0)=0et hn%% = 0, alors pour tout R > 0 le probléme (3.4) admet une unique
u=00pp (U
solution,
(ii) Si f(0) =0 et lin%#w) =m € (0,+00), alors il existe Ry > 0 tel que (3.4) admet

une unique solution pour R < Ry et une pour R > Ry;

(iii) Si f(0) = 0et f/(0) < 0ou f(0) < 0, alors il existe R; > 0 tel que (3.4)admet une
unique solution pour R < R; et une pour R > R;.

Les auteurs ont donnée aussi une classification des solutions positives quand la non linéarité

f(u)

de f est strictement p—convexe, f (0) > 0 et admet une racine ou deux racines et 1ir+n ) =
u— oo(pp u
+00.

L’une des méthodes utilisée pour étudier les problémes de type (3.1) est ’application temps.
Cette méthode est utilisée pour étudier la multliplicité des solutions pour les problémes aux
limites du types (3.1).

On note que si Papplication temps est monotone, alors le probléme (3.1) admet au plus
une solution positive et si I'application temps est convexe, ou concave, alors le probléme (3.1)
admet au plus deux solutions positives.
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Dans ce travail on prouve que si la non linéarité de f est sur p—linéaire en 0 et en +o00
et p-convexe, alors I’application temps est concave. Nos résultats prouve et généralise ceux qui
ont été obtenu dans la litérature.

Ce chapitre est organisé comme suit : dans la section 2, on énnonce notre résultat principal.
Dans la section 3, on énnonce la méthode utilisée pour prouver notre résultat principal. Quelques
lemmes préliminaires sont 'objet de la section 4. La section 5 est consacrée a la preuve de notre
résultat principal. Finalement dans la section 6, on donne un exemple.

Les résultats de ce travail se trouvent dans [17].

3.2 Le résultat principal

On considére le probléme aux limites suivant

= (p ()

u(0) =wu(l)

A (u) dans (0,1),
0 dans (0,1), (3.5)
0,

v ol

ou o, (y) =y Py, y R, p>1,A>0cet f: R, — R, est de classe C? et p-convexe
satisfaisant les hypothéses suivantes

. f(u) o f(u)
NS ) R e o)
(H2) f'(u) > 0, pour tout u > 0,
(H3) f"(u) >0,

(H4) tim ((p— 1)f(u) — uf(a)) < 0
(H5) (p—2)f"(u) —uf"(u) <0, pour tout u > 0 et p > 2.
(H6) lim_(pF(u) = uf(w) <.

= +o00,

Remarque 3.2.1 On note que si 1 < p < 2, alors d’aprés (H2) et (H3), on a
(p—2)f (u) —uf"(u) <0, pour tout u > 0.
Avant d’énnoncer notre résultat principal, on pose par définition
ST ={ueC'([0,1]);u>0dans (0,1), u(0)=u(l)=0etu (0)>0}.

Soit AT le sous ensemble de ST composé par les fonctions u satisfaisant
1

- u est symétrique par rapport a 7

- La dérivée de u s’annule une et une seule fois dans (0,1).

Le principal résultat de ce chapitre est
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Théoréme 3.2.2 On suppose que p = 2 oup > 4, X > 0 et f satisfait les hypothéses (H1 )-

(H6), alors il existe N\, > 0 tels que

i) Si A > A, alors le probléme (3.5) n’admet aucune solution,
ii) Si A = A, alors le probléme (3.5) admet une unique solution dans A™,

iii) Si A < A, alors le probléme (3.5) admet exactement deux solutions dans A*

3.3 Lemmes préliminaires

Lemme 3.3.1 Considérons l’équation en s € Ry :

p
EP— ——AF(s)=0 .
AR () = 0 (36)

o £>0,p>1,X>0et F(s) = [; f(t)dt, pour tout s > 0.
Alors pour tout E! > 0, l’équation (3.6) admet un unique zéro positif ry (p, \, ). De plus

i) La fonction I/ +— r, (p,\, E) est C'dans (0, +o0) et

ory (p—1)Ert
or P E) = 5 )

ii) EH_,I&T’L (p,\, E) = 0.

iii) EliIJIrl r4 (p, A, E) = +o0.

Preuve. La preuve de ce lemme est omise car elle est similaire a celle du Lemme 4.1 dans
[5] ou le Lemme 8 dans [3]. m
Pour tout p > 1, A > 0 et E > 0, pour calculer X, (p,\, F), on a

X+ (p7)‘>E) - ]O>T+ (p>>‘7E)[

Alors
S+ (p7)\7E) =T+ (pa )\7E) .

D’autre part, on a
D = {E>0,0<5;(p,\ E)<+ocet f(s+(p,\, E) >0}

= ]0,4o0].

D’aprés le lemme 331, on a
lim S NE)=0
1 0 (pv ) ) )

lim Sy (p,\, E) = +o0,

FE—+o0
“ oS (p—1) Br-1
+ p— B
Pt pAE) = LTI S0 yps1. YA>0et VE > 0.
op A E) NN E) - P D ¢

A présent, on définit, pour tout p > 1, A > 0 et E > 0, I'application temps T, par
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S+(p,)\,E) p 7%
T, (A E) — / {EP - LF)| (3.9)
0

Maintenant si on pose le chagement de variables u = S, (p, A, F) - t dans (3.9), on obtient
que

T (p, A E) = (1%1)\>_p/0 [F(s4(p, M\, E)) — F(sy(p, X\, B))] 7 dt.

On observe que
Ty (p,\,E) =G (p,\, S+ (p,\,E)), pour tout p>1, A >0et £ >0,
ou
p v 1
G = (250) 7 [ 1rG) - Flon) o (3.10)
0
pour tout p > 1, A >0et p > 0.

Puisque la fonction F +— S, (p, A\, F) est un C! diffécomorphisme croissant de (0, +00) vers
elle méme cela montre que si on pose, pour tout p > 1 et A > 0

1
Jl (py)\) = {E>OT+ (p,)\,E)§}’
et 1
alors

Card (Jy (p,\)) = Card (Jy (p,\)), pour tout p > 1 et A >0
Alors, dés maintenat, on se concentre sur le nombre de solutions de I’équation G (p, \, p) = %
dont la variable p > 0, au lieu de I’équation T (p,\, F) = % dont la variable /' > 0.
Proposition 3.3.2 Si u est une solution positive du probléme (3.5), alors u € A™.
Preuve. La preuve est omise car elle est similaire a la Prposition 4.2 dans [15]. m
Lemme 3.3.3 Pour toutp>1et A >0, ona

i) lim G (p, A\, p) = 0.
p—0t
ii) lim G (p,\ p)=0.
p—+00

Preuve. Soit p > 1et A > 0 fixés.
i) D’aprés ’hypothése (H1), on a pour tout A; > 0, il existe Ay > 0 tel que

f(u) > Ayp, (u), pour tout 0 < u < Ay
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Soit t € (0,1) et p >0, on a

F(p) = F(pt) f
pp pt pp
1 f (PT)
dr
ft Pp (p)
_ ft f(pT) p*ldT
wop (p7
> Alft TP~ Ldr, pour tout 0 < p < Ay

Ay
= 1— ¢
p( )

\./

Par suite pour tout 0 < p < Ay, on a

F(p)=Fpt) Ay
R <), (3.11)

D’aprés (3.10) et (3.11), on a

K2 A P
G(p,\p) < (—A) ! {—1 (1-— tp)} dt, pour tout 0 < p < A,
p

1
i(p—1)r
= Aﬁ’%B( —l—) pour tout 0 < p < As,

ou B (.,.) est une fonction Beta d’Euler définie par
1
B(x,y) = / t*~1 (1 —t)Y""dt, pour tout & >0 et y > 0
0

Alors pour tout A; > 0, il existe Ay > 0 tel que

S =

CNnAp)SA,%EZiL

11
B(l——,—),pourtoutO<p<A2
p

pp
Ce qui signifie que
hmG(p,)\ p) = 0.

p—0F

ii) La preuve est omise car elle est similaire a celle de i).
]

Lemme 3.3.4 Pour toutp >1etA>0, on a

i) Il existe p; > 0 tel que la fonction p — G (p, A, p) est strictement croissante sur (0, p;) .
ii) Il existe ps > p; tel que p — G (p, A, p) est strictement décroissante sur (pg, +00) .

Preuve. Soit p > 1et A > 0 fixés.
Dérivons (3.10) par rapport a p, on obtient

?iQLAp) ( ) ./ o ;

H (u) = pF (u) = uf (u).

_dt, (3.12)

.E‘+v

ou
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On a
H' (u) = (p— 1) f () —uf'(u),
et
H" (u) = (p = 2) f"(u) = uwf" (u).
Comme f satisfait les hypothéses (H3), (H4), (H5) et (H6) et d’aprés la remarque 3.2.1, il
résulte qu’il existe deux nombres réels p; et ps avec 0 < p; < py tels que

H' (u) > 0 dans (0,p), H (p1) =0et H' (u) < 0 dans (p1,+00),

et
H (u) > 0 dans (0,p2), H(p2) =0et H(u) <0 dans (pg,+00).

Alors, on a

oG

a—(p7/\,p) > 0,pour tout p > 1, A >0et p € (p1,+00),

Ji

et

d

G
2 (p, A\, p) < 0,pour tout p > 1, A > 0et p € (pa, +00).

Ce qui signifie que pour tout p > 1 et A > 0, la fonction p — G (p, A, p) est strictement
croissante dans (0, p1) et strictement décroissante dans (py, +00). =

Maintenant, on va prouver que I'application temps p — G (p, A, p) admet un unique point
critique dans (p1, p2).

Pour cela, on considére le probléme de Cauchy suivant

— (iop (W) = M (u),

TEE

On note que chaque solution positive du probléme (3.5) appartient & A™, alors on peut
définir application temps G (p, \, p) par ’équation implicite suivante

0 (3.13)

)

ou p > 0.

1
u(G(p),\,p)=0et u(x,\ p) >0, pour tout = € {5,6‘(,0))

ou x — u(x, A, p) est une solution positive du probléme de Cauchy (3.13) et
G(p) =G (p.Ap).
Maintenant si on pose par définition v (x) := u (x, N, p), w(x) = @ (
op dp?
(o (W) = (p— 1) |o/|P "> u" pour tout p > 2, alors si p=2ou p >3, on a

—(pl— 1)(|U'|p_210')’ = Af'(u)v,
v (5) =1, U/(§> = 0,

(p ‘f)(hul” w’{’ +(p =1 =2 (W w0 + A () + A (wyw = 0,
w (§> =0, w’(§) = 0.

On a les résultats suivants.

x, A, p) et puisque

etsip=2oup>4,ona
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Proposition 3.3.5 On suppose que p =2 oup >3 et [ satisfait les hypothéses (H1)-(HE),
alors v a au plus une racine dans [0, G(p)] .

Preuve. La preuve est omise car elle est similaire a la Proposition 11 dans |31|. =

Proposition 3.3.6 On suppose que p =2 ou p > 4, f satisfait les hypothéses (H1)-(HG6) et
que v (G (p)) =0, alors w (G (p)) < 0.

Preuve. On considére le probléme suivant

(p = D)l '
+Hp =1 —-2)

wl g =0, w'(

)
o/ [P~ o 4 A f (w)o? + Af (u)w = 0,
) = 0.

g (3.14)
2

1
Multiplions 'équation dans (3.14) par «' et on intégre le résultat entre (5, x), on obtient

x

Ji= (p-1) [(W2w'>'u’<t>da:+<p—1><p—2> / (P o)l (1)t

xT

A e [ rwdewd

= (p i)lﬁ( —1)(p-— )12+13+14,

L~

ol .
I - / ([P~ w! Yl (1),
I - / e
. / £ () eyl (),
et

I - / C P (Bw ()t

Un calcul simple nous montre que
_ 1 r _
o= WP @) - [ Q) e o
p=1J;
/ p—2 4 / A ’ / /
= WP @) - 2 [ )@

L = ()P /\u (O (£ (£ (1)t

= /(@) o (x) —m \ 0P ),
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L= MP@)fule)) = M) =27 [ u0)o00 0

= M) (ulx) — AF(p) + 2p — 1) / P2 (1) (1)t

2

= @) (ula) = A )+ 20 - 1) [ [ OF R0 + 0P 0] d

T, = M(u())w(z) — A / " ) (1)t

J o= (p= D (@) () (2
A (u(z))w(z) + (p—1) |

Comme J = 0 et en utilisant ’égalité précédente, on obtient

et

Alors, on a

+ (0= 1)(p = 2) [/ (@) (@) + M (@) f (u(w)) = Af'(p)

)
o ()" o (x).

E(z) = E(x), (3.15)

_ 1
ou F () et I/ (x) sont définis dans [5, G(p)} par

B(z) = (p=1)(p = 2) [u/(@) v/ (x) + M (u(@)o® + (p = 1) o/ ()"0 (@), (3.16)
et
B(x) = (p = 1)/ (@) ' (@)u (@) = Af'(p) + Af(u() Jw(x).
Soit x € B, G(p)} fixé, on a

E'(x) = (p—1)(p—2) /(@) o (o) (@) () + (p = 1)(p — 2) [/ (2)]"* 0" ()
FAf (@) ()0 () + 20 f (u(@))o(2)v'(z) + (p = 1)(p — 2) [u" (@) o' (2)u" (2)0" ()
+2(p = 1) [ (@) v/ (2)0" ()

= (0= Dp—27 (@) (2)u ()0 (@) + (p = 1)(p = 2) o/ ()" 0" (@)
TS ()i ()0 (2) = (p = 1)(p — 2) [/ (2) " ()l ()0 ()

= —(p = DAL (u@))v(@) + Af" (u(z))u' (@)0* (@) = (p = 1)(p = 2) [/ (2)"" o/ ()" ()0 (2)

1
Comme p > 2, ¢/(x) < 0 pour tout x € 3 G(p)} et en utilisant les hypothéses (H2) et (H3)

et d’aprés la proposition 3.3.5 , on obtient que
. 1
E'(z) <0, pour tout z € [5, G (p)],

ce qui implique que

E'(x) < E'(=), pour touth[%,G(p)}.

1
)
S 1
Ce qui signifie que pour tout x € [2 G (p)], on a

(0= D)p = 2) |/ (@) >V (2) + Mf (u(@)o? + (p = 1) [/ (@) " (@) < Af'(p)

36



En utilisant cette inégalité, ( 3.14), (3.15) et (3.16), on obtient

(p— 1) |/ ()P o/ (2)w' (2) + Af (u(z))w(x) > 0, pour tout x € [%, G (p)].

_ 1
Divisant cette derniére inégalité par |[u/(z))[P> «/(z) et comme v’ < 0 dans (5, G (p)], on a

- (e 4 M)

(@)~ /()

Maintenant en utilisant 1’égalité de I’énergie suivante

w(z) <0, pour tout = € <%, G(p)} (3.17)

- | = Fo) - Flute).pous ot € (3.6

on obient que

u'(x) = — (%) ’ [F(p) — F(u(x))ﬁ , pour tout x € [%, G (p)]. (3.18)

D’aprés (3.17) et (3.18), on obtient

(p—Duw'(x) — E)\f(u(:r)) w(z) < 0, pour tout z € (%, G (p)} :
D P p—1
(25) " Pl = Fata)
ce qui entraine que,
d (e7*®) w(x)) < 0, pour tout x € <1 G (p)} (3.19)
dx - 2’ ’
Ax) = i /I = f(w) du, pour tout (e, x) C (;G(p)} :
p—1J P\ i 2
(;25) " 7o) - Pl

Maintenant, on va prouver que w(G(p)) < 0.
D’aprés ( 3.14), on a

(p— 1)/ ') () + (p = D)o = 2)(|u' " a0 (@) + A" (w (2))0* (2) + Af'(u (@) )w (x) = 0

1
pour tout x € 3 G (p)] :

C’est- a dire

(0= D7 w) (@) =—~p=1)(p—2) [(p—3) [u/ ()" w" ()0 () + 2 |/ ()" o (2) o (2) 0" ()]

=Af"(u(x))v* () — Af'(u(x))w (x), pour tout z € (%, G (p))

1 1 1
Comme p=2oup >4, u (§> =w <§> =0etwv (§> = 1, on obtient que

lim (p = 1)(ju/P > w) (2) = =Af"(p)e? (i) A <1>

ool 2
= —Af"(p) <.

2
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Ce qui implique qu’il existe v > 0 tel que

_ 11
(p— D> w') (x) < 0, pour tout z € (—, -+ a) :

2°2
2
u It w’ E =0, pour tout x € 11—I—oz .
2 2 ’ 272

11
w'(z) < 0, pour tout x € <§, 5t a> .

Alors, on a

[ ()" ' (2) <

Ce qui implique que

1
Comme w <§> = 0, on obtient
11
w(x) < 0, pour tout x € 35 +a.

11
Maintenat, si on choisit € € (5, 5 + oz) , on obtient que
w(e) < 0. (3.20)

D’aprés (3.19) et (3.20), il résulte que
—A(x) 1
e w(x) < w(e) <0, pour tout x € 5 G(p)].

Si on pose x = G(p), on obtient que w(G (p)) < 0. m

Remarque 3.3.7 La preuve de cette proposition est une généralisation du lemme 2.4 dans

[23].
Théoréme 3.3.8 S'il existe un p, € (0,+00) tel que G'(p.) =0, alors G"(p.) < 0.

Preuve. Comme I'application temps G est définie par 'équation implicite suivante
1
w(G(p), A\, p) =0 et u(x, A, p) >0, pour tout = € {é,G(p)> ,

alors en dérivant I’équation u(G(p), A, p) = 0 par rapport a p, on obtient

QUG XP) ¢y | OUED A p)

=0.
ox dp

En dérivant cette derniére équation, on obtient
Pu(G(p), A, p) u(G(p), A, p) &'(p)
ox? dpox

ﬁu(Ggg,A,p) G"(p) + 32u(§;,(09)p,)\,p) () 4 ZUCWAp)

G'(p) +p
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Maintenant s'il existe p, € (0,4+00) tel que G'(p,) =0, on a

ou(G(p.), A, ps) u(G(py), A, ps)

= 0.
ox dp?

G"(ps) +

Iu(G(p«), A, ps)

Comme < 0 et d’aprés la proposition 3.3.6, on obtient

ox
Pu(G(ps), A )
w(G (ps)) = 5 <0,
Ip?
ce qui nous montre que
G"(ps) <O.

3.4 Preuve du théoréme principal

Preuve du théoréme 3.2.2
Supposons que p=2oup >4 et X > 0.

D’aprés les lemmes la fonction p — G(p, A, p) satisfait les propriétés suivantes
- pl'gglﬁ (p, A p) = Jim G (p, A, p) =0,
et
— G(p, A, .) admet un unique point critique p, lequel il atteint sa valeur maximale G(p, A, p.).

Alors, d’aprés le théoréme 2.3.1, on a

1
i) Si G(p, A\, ps) < 5 le probléme (3.5) n’admet aucune solution,
1
ii) Si G(p, A\, ps) = 3 le probléme (3.5 ) admet une unique solution dans A,

1
iii) Si G(p, A, ps) > 3 le probléme (3.5) admet exactement deux solutions dans A*.

-1
Si on pose A\, = (p_) [2 fol [F(p.) — F(p*t)]ﬁ dtr, alors d’aprés le théoréme 2.3.1, il
p
résulte que

i) Si A < )\, le probléme (3.5) n’admet aucune solution, (voir Fig. 3.1),
ii) Si A = \,, le probléme (3.5) admet une unique solution dans A™, (voir Fig. 3.2),
iii) Si A > A, le probléme (3.5) admet exactement deux solutions dans A™*. (voir Fig. 3.3).
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3.5 Exemple

Dans cette section, on applique le résultat précédent au probléme aux limites suivant

—(pp (W) = u+c dans (0,1),
u > 0 dans (0,1), (3.21)
u(0)=u(l) = 0

ot g, (y) =Py, yeR p=20up>4 a>p—1letc>0.
Il est facile de vérifier que

lim f(u) = lim f(u)
u=0+pp (u)  u—tooipy (u)

—_= «l»oo’

f(u) =aut > 0, pour tout u > 0,
f"(u) = a(a—1)u*"2? > 0, pour tout u > 0,
(p—1f(u) —uf'(u)=(p—1—a)u®+ (p — 1)c, pour tout u > 0.

Alors
i (= 1)) — /) = -
(p—2)f'(u) —uf"(u) = alp — a — 1)u*™, for all u > 0,
on a
(p—2)f"(u) —uf"(u) <0, pour tout u > 0,
et .
F(u) —uf(u) = <]i> u*™ + (p — 1)cu, pour tout u > 0.
a+1
Alors

lim pF(u)—uf(u) =—

u——+00
Alors par le théoréme 2.3.1, cela montre qu’il existe A\, > 0 tels que
i) Si A > A, alors le probléme (3.21) n’admet aucune solution,
ii) Si A = A, alors le probléme (3.21) admet une unique solution dans A*,

iii) Si A < A, alors le probléeme (3.21) admet exactement deux solutions dans A*.
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Chapitre 4

Le nombre exact des solutions positives
pour une classe de problémes aux limites
quasilinéaires

4.1 Introduction

[’objet de ce chapitre est d’étudier le nombre exact des solutions positives pour le probléme
aux limites suivant

)

— (i0p (u®) 0 (u'))' Af(u) dans (0,1
u 0 1)

> dans (0,1), (4.1)
u(0)=u(l)=0
o, (y) =y Py, yeR,a>0,p>1,A>0 et f(u) =u" (1—u")(u’~" —a) avec a > 0.

Pour p = 2, ce probléme a été étudié dans [9]. Dans ce travail on montre que la structure
des solutions positives pour 1 < p < 2 est une généralisation de celle obtenue dans [9], mais
par contre pour p > 2 elle est différente.

Ce chapitre est divisé en quatre parties, dans la premiére partie on énnonce le résultat
principal, la deuxiéme partie est consacrée a 'application temps. Dans la troisiéme partie on
donne quelques lemmes préliminaires et en fin dans la derniére partie on démontre le résultat
principal.

Les résultats de ce chapitre sont en cour de préparation.

4.2 Reésultat principal

On considére le probléme aux limites suivant

(4.2)
oup, (W)= y,yeR a>0,p>1,A>0et f(u) =u"1(1 —u ) ("' —a) avec a > 0.
Pour énnoncer notre résultat, on définit

ST ={ueC'([0,1]);u>0dans (0,1), u(0)=wu(l)=0etu (0)>0}.
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Soit A* le sous ensemble de ST composé par les fonctions u satisfaisant

- u est symétrique par rapport a 1

- La dérivée de u s’annule une et une seule fois dans (0,1).

Soit BT le sous ensemble C! ([0, 1]) composé par les fonctions u satisfaisant
- u>0dans (0,1) et u(0) =u(l) =u'(0)=0.

- u est symétrique par rapport a %

- La dérivée de u s’annule une et une seule fois dans (0,1).

Le résultat principal de ce travail est

1 2
Théoréme 4.2.1 Supposons que p > 1, 0 < a < min < ptoa lat+Dp+at >

3p+a—-2"3a+1l)p+4+a
et a > 0.

(A) Sil<p<2, alors il existe A\, (p, a,a) > 0 et A\i(p, v, a) tels que

i) Si A > )\, alors le probléme (4.2) admet une unique solution dans A*,

ii) Si A = \,, alors le probléme (4.2) admet deux solutons, une dans A et autre dans BY,
iii) Si A < A, alors le probléme (4.2) n’admet aucune solution,

iv) Si A < A < A, alors le probléme (4.2) admet exactement deux solutions dans AT,

v) Si A = )\, alors le probléme (4.2) admet une unique solution dans B*.

(B) Sip > 2, alors il existe A\u(a, p, oz),):l(a,p, a),):g(a,p, a) et & tels que

i) Si A < A, alors le probléme (4.2) n’admet aucune solution,
ii) Si A = A.., alors le probleme (4.2) admet une unique solution dans A*,

iii) Si A > A\, et @ > @&, alors le probléme (4.2) admet une unique solution dans A*

Y

si A > max(Ay, As, Ay ), alors le probleme (4.2) admet exactement deux solutions dans
AT,

On considére le probléme aux limites suivant

= M(u) dans (0,1),
> 0 dans (0,1),

oup,(y) =Py, y eR a>0p>1,A>0etfu) = ur (1 —u? ") (uP~" — a) avec

0<a<p—|'—04’
3p+a—2

a+1
1 ,on obtient

Si on pose v =

—(pp (V)

ol
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4.3 Les lemmes préliminaires

Lemme 4.3.1 Considérons l’équation en s € Ry :

p
EP — ——X\H(s)=0 4.3
L \H(s) = . (43)
012E>0p>10<a<p+—a)\>OetH(S):fsh(t)dtpourtouts>0.
— Y, ) Sp—l—Oé—Q, 0 ’ -
AD »

1 P
Alors il existe F, = ( H( >> tel que pour tout 2 € (0, E,) équation (4.3)

p—1 a+1
admet un unique zéro positif ry (p, A\, a, E). De plus

i) La fonction E +— r, (p,\,a, F) est C' dans (0, +o00) et

Iy (p—1) £
— W Na, )= ———=—>0 Vp>1VA>0, Va>0et VE > 0.
aE (p7 , A, ) )\h(S+(E)) ) D ) ) a € el
p—1
o 1 ()t
ii) ElLII()1+T+ (p,\,a, E) = il
ou
7j)_?)])—l—()z—Q l+a (I+a? 4a
b 2 2p+a—1 2p+a—-12 @Bp+a—-2)(p+a)
s 1
iii) Eh_)né*u (p, A\, a, B) = L

Preuve. La preuve de ce lemme est omise car elle est similaire a celle du lemme 4.1 dans

[5] ou le Lemme 8 dans [3]. m
P+«

Pourtout p>1, A >0,0<a< ———
our tout p a 3p+04—2

et £ >0,on a

X (p,\a, E)=10,ry (p,\,a, E)[.
Alors

st (p,A\a, E)=ry (p,\a, E).

D’un autre coté, on a

D = {EF>0,0<s;:(p,\a,F)<+ooet h(si(p, A a, E)>0}
= [0, E,[.

Par le lemme 4.3.1, on a

Eh_)n(r)1+3+ (p,\ya, F) = w1 (4.4)
1
li MNa FB)= 4.5
E—1>I—PE*S+ (p7 7@, ) Oé+1’ ( )
et

I (p—1) £F!

—(p,\,a, M) = >0, Vp>1, VA>0,Va >0, et VE > 0.

5E (0, A\ a, E) Neipaam bl Va>0, e >
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P+«

A présent, on définit, pour tout p > 1, A >0,0<a < ——
3p+a—2

et I/ > 0, Papplication temps
T, par:

s+(p,\a,E) p >
Ty (p,\a, FE)= / {Ep - —1)\H(5) du. (4.6)
0 p—
Maintenant si on pose le changement de variables u = s; (p, A\, a, )t dans (4.6), on obtient
que
T, (p,\ a, E) = (}%A) / [H(s4(p, \a, E)) — H(sy(p, \, a, E)t)] 7 dt.
- 0
On observe que

T, (p. X\ a, E) =T (p, A\, s4 (p. N\ a, E)), pour tout p>1, A>0et F >0,

ou
-1
~ p P 1
o) = (200) © [ ) - w01 ar (47)
0
pourtout p>1, A>0,0<a< pta et p > 0.
3p+a—2

Comme la fonction F +— sy (p,\,a, F) est un C!'—diffeomorphisme de (0, +oco) vers lui
méme, cela nous montre que, si on pose, pour tout p > 1 et A > 0,

1
Ji(p, A, a) = {EZO:TJr(p,)\,a,E)_5}7

et
1

Jo(p, A a) = {p>O:T(p,A,a,p)§}’

alors
Card (Jy (p,\,a)) = Card(Jy (p, A\, a)), pour tout p > 1,a>0et A > 0.

- 1
Alors, dés maintenant, on se concentre sur le nombre de solutions de 'équation T (p, A, a, p) = 5
1
dont la variable p > 0, au lieu de 1'équation T, (p, \,a, F) = 5 dont la variable E > 0.

Proposition 4.3.2 Si u est une solution positive du probléme (4.2), alors u € AT U B*.

Preuve. La preuve a été omise car elle est similaire a celle de la Proposition 4.2 dans [15].

[ ]
P+«
Lemme 4.3.3 Pour toutp>1,aa>0,0<a< ———etA>0, 0na
3p+a—2
i) im T (p, X\, a, p) = M(a,p, ),
p—ps
ot
_ Yy 41
- (1—t3€.f’;f>+1> ’
1 LJri L 3p+0é—2
p—1\ » @/ ~<I’+°‘)/ N l+a 20-1) 4y
M ={A ? ———— | (1 =t et — dt
(a.p;0) < P ) at1 0 o 2p+a—1 ( ) ’
R S
P+« ]
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_wy
et px = a+1
. . ~ ]\41< L p> st p>2
ii) 11m1 T (p, A\ a,p) = a+1’ ’
Pt e +o0 sinon,
ot

(o) () [ r(ty) e

Preuve. Soitp>1,0<a<p+—a,o¢>0et/\>0ﬁxés.
3p+a—2
—1
. —1\ 7 _
)t T (o hap) = tim (P) 7 pli(e) ~ (0] ar
p—p p—ps D

1 p-1
Si on pose w = (a4 1)a+1 pait, on obtient

2

——U) <1_t3g:11>+1) 1w < 1+a_> (1_t2g:11)+1>_

a p—1
i)t
p+a
F T e [l
) - p_l p 12)11’7 ~PJFOL/ =1
lim T (p, A = r K »odt
T pap) = (20)" 2al™ [
= M(a,p,a),
ou
—? 3(r—1) 1+a 2(p-1) a p-1
K(u :—1<1—ta “) b | ———— | (1 —t7err T = 1 —tartly,
(1) 3p+a—2 o i 2p+a—1 ( ) p+a ( )
ii) On a
~ 4 1
i T Aa.p) — tim [ ()~ H@) ™ du
1 1
=T p— i1 Jo
Ap \ 7P faEn 1
P a+1
- (A / H — H(u)| du
p—1 0 a+1
1
M i 2
_ 1(a+17p> Slp> )
~+00 sinon.
[ |
p+a
Lemme 4.3.4 Pourtoutp>1,0<a< ——, on a
3p+a—2
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i) lim M(a,p,a)=0.

a—+00

ii) alirfwﬂll(a#“,p) = +00.

P+

3p+a—2’ona

Preuve. Pour tout p > 1, 0<a <

i) M(a,p,a) = .
= =2

-1 TyP— pt+a
AP Y e A () ()
P a+1 2pt+a—1 3p+a—2

—— (1) Ca
p+ o

=

3p+a—2
2

Comme w; =

l+a \/ (14 a)? 4a

2p+oz—1_ B

2p+a—-12 @Bpt+a—-2)(p+a)

alors

1 1
lim @) = ;a—§MO+aV:Q

a—+00
et par suite

lim M(a,p,a) = 0.

a——+00

ii) On a

(o)~ () B[

17', on obtient

si on pose le changement de variables, u =

: «
1 1 1 o
H —H 1)d
ﬁ)[ <a+1> (a+&7)} (ot 1)dr
. e (o) L) ]
< D — ) (a—l—l)/ 2p+a—1 3p+a—2 ir
p 0 a (1—7’041114_1)
p+a
(0 +1)7 z
_1 1+a 2(p—1) 1 3(p—1)
—1 1 <_ a1+1> (_a11>_
<)\p_> / 2p+a—1 T 3p+a—2 T dr
v e )
p+a

47



lim M (o5,p) = +oo.

a——+00
[ ]
Lemme 4.3.5
1 2
Pour tout p > 1, 0 < a < min pra ,<a+ Jptat ,a>0et A>0,0ona
Ip+a—-2"3a+1l)p+4+a
i) Il existe p; > 0 tel que la fonction p — T (p, \, a, p) est strictement décroissante sur
(p*7 pl) :
i) Il existe py > py tel que la fonction p — T (p, X, a, p) est strictement croissante sur
1
(1)
Preuve. Soit p > 1, a > 0et A > 0 fixés.
En dérivant (4.7) par rapport & p, on obtient
oT 1/ A \7 [* Lp-1L
a - (p7 )‘7 :0) - <—p> / <p) (u>p T dua (48)
o PP =1/ o [H(p) = H(u)]s
ou

L(u)=pH (u) —uh(u).

Si on pose le changement de variable w = (« + 1)%u§;ﬁ, on obtient

Ry = (20wt [ (250 Y (0 l), e ],

p+a—2 2p+a—1 _p—l-a

avec L(w) = L(u).
Un calcul simple montre que
L) =pl—aBla+p+ 4+ )+ (a+ p+ (a+2)].
On a

. - (a+1p+a+2
L(1) > 0 a condition que a < .
(1) d 3at p+ita

On a
F(w) = 2 [(2 = a)u? + (1+ oo — 1w — aal)
w_aJrl a)w a)(a w— aql .
Si on pose
Gw) = (2—a)w* + (1+a)(a — Dw — aa,
on a
G(0)=—aa<0et G(1)=1—a >0,
et on a

G'(w)=22—-a)w+ (1+a)(a—1).
Le signe de L'(w) est le signe de G(w), donc on distingue quatre cas

Premier cas : a € [0,1]
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Dans ce cas, il existe deux nombres réels p; et ps avec 0 < py < py tel que

G(w) < 0sur (0,p2), G(pa) =0 et G(w) > 0 sur (pg,1).
Alors, on a
L'(w) < 0sur (0,02), L(pa) = 0 et L'(w) > 0 sur (ja, 1),

et comme L(1) > 0, alors

L(w) < 0sur (0,p1),L(py) =0et L(w) > 0sur (py,1).
Second cas : « € [1,2[ On a
G(w) < 0sur (0,p2), G(p2) =0 et G(w) > 0 sur (pg, 1),

donc,
L'(w) < 0sur (0,7,), L(psy) =0 et L'(w) > 0 sur (f, 1),

et par conséquent

L(w) < 0sur (0,p1),L(py) = 0et L(w) > 0sur (py,1).
Troisiéme cas : « =2 On a
G(w) < 0sur (0,p7),G(p2) =0et G(w) > 0 sur (pg,1),

alors,
L'(w) < 0sur (0,p2), L(p2) =0 et L'(w) > 0 sur (pg,1),

et par conséquent

L(w) < 0sur (0,p1),L(5) =0et L(w) > 0sur (p,1).

Quatriéme cas : o > 2
On a deux sous cas :

]Ona

Premier sous cas : o € } 2, 1
—a

G(w) < 0sur (0,p2),G(p2) =0 et G(w) > 0 sur (pg, 1),

alors, on a . . .
L'(w) < 0sur (0,p9), L(p2) =0 et L'(w) > 0 sur (po, 1),

par suite, il résulte que

L(w) < 0sur (0,p1), L(p1) =0 et L(w) > 0sur (py,1).

1l—a
Il existe py < pi < p1 tel que

Second sous cas : o € ] — +oo{

G'(w) > 0 sur (0, p,), G'(ps) = 0 et G'(w) < 0 sur (ps, 1),
ce qui entraine que

G(w) < 0sur (0,p2),G(p2) =0 et G(w) > 0 sur (pg, 1),
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alors,
L'(w) < 0sur(0,p2), L(p2) =0 et L'(w) > 0 sur(pg, 1),

et par conséquent

L(w) < 0sur (0,p1),L(py) = 0et L(w) > 0sur (p,1).
Dans tous les cas, on a

aT
a—p(p,)\,p,a) < 0 pour tout p > 1,A > 0, > 0 et p € (0, pa),

et 5
aT( A, p,a) > 0 pour tout p> 1, A >0,aa>0cet p€ !
—(p,\, p,a ur tou , ,Q ,— .
oy AP P P A
Ce qui signifie que pour tout p > 1, A > 0 et o > 0, la fonction p — T (p, A, p,a) est

1
strictement décroissante sur (p,, p1) et strictement croissante sur (pg, ?> . m
«
Maintenant on va prouver que I'application temps p — T (p, A, a, p) admet un unique point

critique sur (pg, p2).

Proposition 4.3.6 Pour tout p > 1, A > 0 et a > 0, s'il existe p € (p1, p2) tel que T'(p) = 0,
alors T"(p) > 0.

Preuve. Pour tout p>1, A>0et a>0,0n a

T (p hap) = (LA) ” / () — Hpr) it

p—1
et
T AP N A A A )
P =5 (21) ", o
et
) | B = ) - (2] ara
T (p,)\,a, p) - _/ 2£1 du,
P Jo p*(H(p) = H(u)) 7
AH = H(p) = H(u),
et
Ah = ph(p) — uh(u),
et on a
p+ 1 2 T
pi 1Y - o (T) (ALY + (AH)(AL)
T" (p, A, a, p) + ( ; >T (p, A\, a, p) —/0 pr(AH)% du,

AL = pL'(p) — ul'(u).

Maintenant, on va étudier le signe de AL'.
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On pose le changement de variable w = (a + 1)5;+11p2;+11,0n obtient

wa+1

a+1

(wl'(w)) = (2= a)(a+DHw® + (1+a)(a— 1)(a+ 3w — ac(a +2)] .

On pose .
Gw) = (2—a)la+DHw* + (1+a)(a —1)(a+ 3w — ac(a + 2),

o1n a

G(0) = —aa(a+2) < 0et G(1) =5 —3a > 0,

C'(w) = (2= a)(a+ 4w+ (1+ a)(a = 1)(a+3).

Le signe de (wl/(w)) est le signe de G(w), donc on distingue quatre cas :

Premier cas : a € [0,1]
Dans ce cas, il existe p3 avec 0 < p3 < pg < p1 tel que

G(w) < 0sur (0,p3),G(ps) = 0et G(w) > 0sur (g3, 1),
donc, on a

(wL'(w))" < 0 sur (0,p3), wL (p3) = 0 et (wL'(w)) > 0sur (ps, 1),
et par conséquent

wL'(w) < 0sur (0,ps), wL'(p2) =0 et wL'(w) > 0 sur (pa,1).

Second cas : a € [1,2]
Dans ce cas, il existe p3 avec 0 < p3 < py < py tel que

G(w) < 0sur (0,p3),G(ps) =0 et G(w) > 0sur (ps, 1),
donc, on a

(wL'(w))" < 0 sur (0,p3),wl(p3) =0 et (wLl'(w)) > 0sur (ps, 1),
et par conséquent

wl'(w) < 0 sur (0,75), wl(py) =0 et wl'(w) > 0 sur (f, 1).

Troisiéme cas : a = 2
Dans ce cas, il existe p3 avec 0 < p3 < po < pp tel que

G(w) < 0sur (0,p3),G(ps) =0 et G(w) > 0sur (ps,1).
Alors, on a

(wL'(w)) < 0sur (0,ps),wl(ps) =0 et (wL'(w)) >0 sur (ps, 1),
et par conséquent

wL(w) < 0sur (0,ps), wL'(p2) =0 et wl'(w) > 0 sur (pa,1).
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Quatriéme cas : o > 2 .
Dans ce cas on montre que la fonction GG est strictement croissante, alors il existe p3 avec
0 < ps3 < p2 < p1 tel que

G(w) < 0sur (0,p3),G(ps) =0 et G(w) > 0sur (p3, 1),
donc, on a
(wL'(w))" < 0 sur (0,p3),wL'(p3) = 0 et (wL'(w)) > 0sur (ps, 1),
et par conséquent
wL'(w) < 0sur (0,ps), wL'(p2) =0 et wL'(w) > 0 sur (ja,1).
Ainsi, il résulte que B
wl/(w) > 0 sur (pg,1).
Maintenant comme R
(wL'(w)) > 0 sur (p3, 1),
on obtient

~ +1 ~
T” (p7A7a7p) + <p7> T/ (p7)‘7a7 p) > 0 sur (P%Pl)a

et par conséquent s'il existe § € (pa, p1) tel que T'(p) = 0, alors T”(p) > 0. m

4.4 La preuve du théoréme principal

Preuve du théoréme 4.2.1
Supposons que p > 1, a > 0et A > 0.

Preuve de D’assertion (A)
Supposons que p € |1,2], d’aprés le lemme 4.3.3 et 4.3.5, on a
- Im T (p, A\, a.p) = M(a,p, ),

p—px

- lim T (p, A a,p) = +o0.

pﬁaﬁ»l
et
- La fonction p — T (p, \, a, p) est strictement décroissante sur (p,, p1) et strictement crois-

1

sante s — .

Donc, I'équation dont la variable p, p — T (p, A, a, p) = 5 admet une unique solution dans

1
(p*, ?> si et seulement si A > A\, (a,p, @) et A = \(a, p, @),
o

ou
1
— ~2 1=
_wl < S(P—1)+1> p
1—tan
3p+a—2 ’
1 a+1
p—1\ 7 & ~(p+a>/1 . 1+a 2-1) 14
A(a,p,a) = ' ey A
(0 (p> ar 1™ f | P \mra—1)! |
2 ) (1 —gEEr
i P+« i




et )
-1
. P v _1
v = T (p, X, a, p1) = <]ﬁ) / [H(p1) — H(p1t)] 7 dt.
- 0
Alors d’aprés le théoréme 2.3.1, il résulte que
i) Si A > A, alors le probléme (4.2) admet une unique solution dans A*,
ii) Si A = A, alors le probleme (4.2) admet deux solutions 'une dans A™ et l'autre dans
Bt
iii) Si A < A, alors le probléme (4.2) n’admet aucune solution,
iv) Si A < A < A4, alors le probléme (4.2) admet exactement deux solutions dans A™,

v) Si A = A, alors le probléme (4.2) admet une unique solution dans B*.
Preuve de l’assertion (B)

Supposons que p > 2,, d’aprés le lemme 4.3.3 et le lemme 4.3.5, on a

- limT (p. A, a, p) = M(a,p, ),
p—px

a+1

o 1
- lim T (p, N\, a,p) = M <a—+17p> :

p—
et
- La fonction p — T (p, \, a, p) est strictement décroissante sur (p,, p1) et strictement crois-

1
sante sur <,01, E—

a+1)’
Donc, I'équation dont la variable p, p — T (p, A\, a, p) = 5 admet une solution unique dans

1
(p*, —) si et seulement si A = \,...
a+1

1 _1 _2 _1
B atl D P 1 P 1 P

Alors d’aprés le théoréme 2.3.1, il résulte que

Ou

i) Si A < A, alors le probléme (4.2) n’admet aucune solution,
ii) Si A = A.., alors le probléeme (4.2) admet une unique solution dans A*.

iii) Maintenant si A > A, on considére les deux cas suivants

1
- D’aprés le lemme 4.3.3, il existe un & tel que pour tout & > & on a, M(a,p, a) < 3

1 -
et Mi(a,p, ) > = . Par suite I’équation T'(p, A, a, p) admet une unique solution et par

conséquent le probléme (4.2) admet une unique solution dans A™.

1
-Le probléme (4.2) admet deux solutions dans A™ si M(a,p, a) > 5 et My(a,p,a) >

DN | —

Cette condition est satisfaite si on choisit A\ > max():l, ):2) avec

—-p
N D a+1 5, ~retD) 2pt+a—1\ (2p+a—1 B( atl u)fp
p—1 Ujl%i 14+a a+1 2pta=17 p ’

- P 1 (2p+a—1 2p+a—1 1 p—1\ "7
)\272p <p—_1> (Oé‘l‘l)P( 1+a ) ( a+1 B(2p+a71’7) .
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conclusion

Dans cette thése on a étudié ’existence et la multiplicité des solutions positives de certains
problémes aux limites non linéaires. Plus précisement on a étudié :
-Le nombre exact des solutions positives pour une classe de problémes aux limites quasilinéaires
avec une singularité non linéaire.
-Le nombre exact des solutions positives pour une classe de problémes aux limites quasilinéaires
avec une non linéarité p-convexe.
-Les problémes aux limites quasilinéaires avec une non linéarité du type effet Allee.

Pour les perspectives on présente quelques problémes ouverts

Problémel

L’étude de l'existence du probléme aux limites suivant
—(pp ()" = Af(u) dans (0,1),
u > 0 dans (0,1),

uw(0)=wu(l) = 0
ou @, (y) = lyl" >y, y € R, p € ]1,2[U)2,4[, A > Oet f : R, — R, est de classe C? et p-convexe.

Probléme2

[’étude d’existence, d’unicité, de comparaison et de régularité des solutions positives pour des
problémes aux limites paraboliques. Plus précisement, on considére le probléme aux limites
suivant

%; = (o () gy (@) + f(u)  dans (0,1) x R,
uw(0,t) =u(l,t) = 0 dans R,
w(z,0) =u(z,1) = wug

ol ©, (y) = Wy, y €eR, p>1,A>0,a>0,u:[0,1] — R une fonction continue et
flu) =uP~ (1 —wP~ ) (uP~t — a) avec 0 < a < 1.

o4



Bibliographie

[1] M. Abramowitz, I. A. Stegun, Handbook of Mathematical Functions with Formulas,
Graphs and Mathematical Tables, Dover, New-York, 1972.

[2] T.Adamowicz, P.Korman, Remarks on time map quasilinear equations, J. Math. Anal. and
Appl. 376 2 15 (2011) 686-695.

[3] I. Addou, A. Benmezai, Boundary value problems for the one-dimensional p—Laplacian
with even superlinearity, Electronic J. Diff. Eqns. 9 (1999) 1-29.

[4] I. Addou, S. M. Bouguima, A. Benmezai, M. Derhab, Exactness results for generalized
Ambrosetti-Brezis-Cerami and related one-dimensional elliptic equations, Electronic J.
Diff. Eqns. 66 (2000) 1-34.

[5] I. Addou, S. M. Bouguima, M. Derhab, Y. S. Raffed, On the number of solutions of a
quasilinear elliptic class of B. V. P. with jumping nonlinearities, Dynam Systems Appl. 7
(4) (1998) 575-599.

[6] H. Amann, T. Laetsch, positive solutions of convex Nonlinear Eigenvalue problems, Indiana
Univ. Math. J. 25 (1976) 259-270.

|7] A. Ambrosetti, On the exact number of positive solution of convex nonlinear problem,
Boll. Unione Mat. Ital. (5) 15-A 610-615.

|8] R. Aris, The Mathematical Theory of Diffusion and Reaction in Permeable Catalysts,
Clarendon Press, Oxford, I and IT 1975.

[9] D. Aronson, M. G. Crandall, L. A. Peletier, Stabilization of solutions of degenerate nonli-
near diffusion problem, Nonlinear Anal. 6 10 (1982) 1001-1022.

[10] A. Callegari, A. Nachman, A nonlinear singular boundary value problem arising in the
theory of pseudoplastic fluids, STAM J. Appl. Math. 38 (1980) 275-281.

[11] Y. S. Choi, A. C. Lazer, P. J. Mckenna, Some remarks on a singular elliptic boundary
value problem, Nonlinear Anal. 32 (1998) 305-314.

[12] M. M. Coclite, G. Palmieri, On a singular nonlinear Dirichlet problem, Comm. Partial
Differential Equations, 14 (1989) 1315-1327.

[13] M. G. Crandall, P. H. Rabinowitz, L. Tartar, On a Dirichlet problem with a singular
nonlinearity, Comm. Partial Differential Equations, 2 (1977) 149-176.

[14] S. Cui, Existence and nonexistence of positive solutions for singular semilinear elliptic
boundary value problems, Nonlinear Anal.41 (2000) 305-314.

[15] M. Derhab, M. Meghnafi, Exact number of positive solutions for a class of quasilinear
boundary value problems, Comm. Appl. Nonlinear Anal. 15 (2008) 4 15-37.

[16] M. Derhab, H. Sebbagh, Exact number of positive solutions for a class of quasilinear

boundary value problems with a singular nonlinearity, Comm. Appl. Nonlinear Anal. 19
(2012) 3 103-125.

[17] M. Derhab, H. Sebbagh, Exact number of positive solutions for a class of quasilinear
boundary value problems with p-convex nonlinearity, Filomat, 27 3 (2013) 499-513.

59



[18]

[19]

[20]
[21)
[22]
23]
[24]
[25)
[26]
[27]
28]
[20]
30]
31)
32)
33)
34
35)
36]
37]

[38]

M. Derhab, H. Sebbagh, Exact number of positive solutions for a class of quasilinear
boundary value problems,(en cour de préparation).

J. I. Diaz, J. Hernandez, F. J. Mancebo, Branches of positive solutions and free boundary
solutions for some singular quasilinear elliptic problems, J. Math. Anal. Appl. 352 (2009)
449-474,

J. 1. Diaz, J. M. Morel, L. Oswald, An elliptic equation with singular nonlineari, Comm.
Partial Differential Equations, 12 (1987) 1333-1344.

J. 1. Diaz, Nonlinear partial differential equations and free boundaries, Res. Notes Math.
I 106 (1985) 323.

W. Fulkus, J. S. Maybee, A singular nonlinear equation, Osaka J. Math. 12 (1960) 1-19.

S.Gadam, Joseph A. Iaia, Exact multiplicity of positive solutions in semipositone problems
with concave-convex type nonlinearities, Electron. J. Qual. Theory differ. Equ. 4 (2001)
1-9.

M. Garcia-Huidobro, P. Ubilla, Multiplicitu of solutions for a class of nonlinear second-
order equations, Nonlinear. Anal. 28 9 (1987) 1509-1520.

M. Guedda, L. Veron, Bifurcation phenomena associate to the p-Laplacian operator, Trans.
Amer. Math. Soc. 310 (1988) 419-4310.

J. Hernandez, F. J. Mancebo, Singular elliptic and parabolic equations, (M. Chipot and
P. Quittner, eds.), Handb. Differ. Equ. 3 (2006) 317-400.

T. Horvath, P. L. Simon, On the exact number of solutions of a singular boundary value
problems, J. Differential Equations, 22 (2009) 787-796.

D. D. Joseph, Non-linear heat generation and stability of the temperature distribution in
conducting solids, Int. J. Heat Mass Transfer. 8 (1965) 281-288.

L. S. Kalashnikova, I. N. Taganov, V. P. Volkova, Variational solution of equation of
nonlinear mass and energy transfer, J. Engrg. Phys. 33 (1977) 1197-1202.

J. Karatson, P.LL Simon, Bifurcation for semilinear elliptic equations with convex nonlinea-
rity, Electron J. Differential Equations, 43 (1999) 1-16.

J. Karatson, P.LL Simon, Exact multiplicity for degenerate two-point boundary value pro-
blems with p—convex nonlinearity, Nonlinear Anal. 52 (2003) 1569-1590.

H. B. Keller, D. S. Cohen, Some positone problems suggested by nonlinear heat generation,
J. Math. Fluid Mech. 16 (1967) 1361-1376.

E. Ko, E. K. Lee, R. Shivaji, On S-shaped and reversed S-shaped bifurcation curves for
singular problems, Electron. J. Qual. Theory Differ Equ. 31 (2011) 1-12.

P.Korman, Global solution branches and exact multiplicity of solutions for two point boun-
dary value problems, Handb. Differ. Equ. 3 (2006) 547-606.

T. Laetsch, The number of solutions of a nonlinear two point boundary value problem,
Indiana Univ. Math. J. 20 (1971) 1-13.

T. Laetsch, The theory of forced, convex, autonomous two point boundary value problems,
Rocky Mountain J. Math. 15 (1985) 133-154.

A. Lakmeche, A. Hammoudi, Multiple positive solutions of the one-dimensional p-
Laplacian, J. Math. Anal. Appl. 317 (2006) 43-49.

A. Lakmeche, A. Lakmech, M. Yebdri, Positive solutions of a nonlinear problem invol-
ving the p-Laplacian with nonhomogenious boundary conditions, Electron. J. Differential
Equations, 25 (2007) 1-7.

56



[30]
[40]
[a1)
[42]
[43)
[44]
[45)
[46]
ja7]
48]
[49]
[50]
51)
[52]

[53]

[54]

[55]

C. D. Luning, W. L. Perry, An iterative method for solution of a boundary value problem
in non-Newtonian fluid flow, Non-Newtonian Fluid. Mech. 15 (1984) 145-154.

R. Manasevich, F. Zanolin, Time-mappings and Multiplicity of Solutions for the one-
dimensional p-Laplacian, Nonlinear Anal. 21 (1993) 269-291.

M. Meghnafi, Sur le nombre de solutions positives d’une classe de problémes aux limites
quasilinéaires, Mémoire de Magister, 2004-2005.

A. Nikoforov, V. Ouvarov, Fonctions Spéciales de la Physique Mathématique, Editions
Mir, Moscou, 1983.

Z. Opial, Sur lexsitence des solutions périodiques de 1’équation différentielle z” +
f(z,2")x’ + g(x) = p(t), Ann. Polon. Math. XTI (1961).

M. o6tani, A remark on certain nonlinear elliptic equations, Proceedings of the Faculty of
Sciences, Tokai University. XIX (1984) 23-28.

M. 6tani, On certain second order ordinary differential equations associated with Sobolev-
Poincaré type inequalities, Nonlinear Anal. 8 11 (1984) 1255-1270.

M. C. Pelissier, Sur quelques problémes non linéaires en glaciologie, publication Mathéma-
tique d’Orsay, 110 75-24.

W. L. Perry, A monotone iterative technique for solution of p'® order (p < 0) reaction-
diffusion problem in permeable catalysis, J. Comput. Chemistry, 5 (1984) 353-357.

V. Radulescu, Combined effects in nonlinear singular elliptic problems with convection,
Rev. Roumaine Math. Pures Appl. 53 5 6 (2008) 543-553.

R.Schaaf, Global Solution Branches of Two Point Boundary Value Problems, Lecture Notes
in Math, 1458 (1990).

P. L. Simon, Exact multiplicity of positive for a class of singular semilinear equations,
Differ. Equ. Dyn. Syst. 17 1 2 (2009) 147-161.

J. A. Smoller, A. G. Wassemann, Global bifurcation of steady state solutions, J. Differential
Equations, 39 (1981) 269-290.

J. A. Smoller, A. G. Wassemann, On the monotonicity of the time-map, J. Differential
Equations, 77 (1989) 287-303.

K. M. Sundaram, G. Nath, Flow and heat transfer for a power-law electrically conducting
fluid flowing between parallel plates under traverse magnetic field with viscous dissipation,
Proc. Indian Acad. Sci. 83 A (1976) 188-201.

Y. H. Lee, L. Sherbakov, J. Taber, J. Shi, Bifurcation diagrams of population models with
nonlinear diffusion, J. Comput. Appl. Math. 149 (2006) 357-367.

Z. Zhang, On a Dirichlet problem with a singular nonlinearity, J. Math. Anal. Appl. 194
(1995) 103-113.

57



L’important est de faire en sorte que tout soit aussi simple que possible mais pas plus
simple.

Albert Einstein



Résumé:

L'objet de cette theése est I'étude de l'existence et la mulitiplicité des solutions positives pour des
classes de problémes aux limites quasilinéaires faisant intervenir I'opérateur p-Laplacien .

Cette these est divisée en quatres chapitres. Dans le premier chapitre on présente la méthode de
quadrature. Le deusiéme chapitre est consacré a I'étude de 1'existence et 'unicité des solutions
positives pour une classe de problémes aux limites quasilinéaires avec une non linéarité singuliére.
Dans le troisiéme chapitre on a étudié le nombre exact des solutions positives pour des problémes aux
limites quasilinéaires dont le second membre est une fonction p-convexe et dans le dernier chapitre on
s'est interess¢€ aux nombre exact des solutions positive pour une classe de problémes aux limites
quasilinéaires avec une non linéarité du type effet Allee.

Mots clés: p-Laplacien, solutions positives, méthode de quadrature, singulier et fonction p-convexe.

Abstract:

The object of this thesis is to study the existence and multiplicity of positive solutions for a class of
quasilninear boundary value problems involving the operator p-Laplacien.

This thesis is divides into four chapters. In the first chapter we present the quadrature method. The
second chapter is devoted to the study of existence and uniqueness of positive solutions for a class of
quasilinear boundary value problems with a singular nonlinearity. In the third chapter we were studies the
exact number of positive solutions for a class of quasilinear boundary value problems with p-convex
nonlinearity and in the last chapter we were interessted to the exact number of positive solutions for a
class of quasilinear boundary value problems of type Allee effect.

Key words: p-Laplacien, positive solutions, quadrature method, singular and p-convex function.
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