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partie

Introduction

L’homogénéisation est une méthode mathématique qui se base énormément
sur des connaissances en analyse fonctionnelle, théorie du controle, de I'optimi-
sation des EDP et EDO, des semi groupes ...etc. Elle a beaucoup d’applications
en industrie (Mécanique, Electronique, Médecine, Géologie, Economie... etc.).

L’intérét principal de cette méthode est la modélisation de phénomeénes
concrets ou ces derniers se déroulent dans des milieux fortement hétérogenes,
donc par la présence de microstructures. Les méthodes numériques dans le cas
ol on a un nombre élevé d’hétérogénéités, sont trés difficiles a implémenter
a cause des discontinuités qui existent. Pour cela, on essaye d’obtenir une re-
présentation macroscopique du phénomeéne. La répartition des microstructures
est soit périodique ce qui est rare dans le cas réel, soit presque périodique ou
aléatoire ce qui est prépondérant dans le cas général.

Dans notre travail on s’intéresse au cas périodique ot le parameétre £ désigne
la taille de la cellule ou vit 'hétérogénéité. Ce parameétre est mis a 1’échelle
pour obtenir le cas macroscopique puis tendra vers zéro pour homogénéiser le
phénomeéne.

Notre travail est divisé en deux parties, un rappel de quelques notions en
analyse fonctionnelle et en deuxiéme partie on présentera la méthode d’homo-
généisation dans le cas périodique et on le fera dans les cas 1D puis 2D dans le
cas EDP linéaire Pour plus de détails le lecteur est envoyé aux deux références
principales citées vers la fin du mémoire. On fait savoir au lecteur que la seconde
partie est prise de la seconde référence en traduisant en francais et en explicitant
les calculs pour compréhension.



Premiére partie

Rappels

1 Quelques rappels d’analyse fonctionnelle

1.1 Convergences faible et faible* dans les espaces de Ba-
nach

Dans ce qui suit, E est un espace de Banach et E’ son dual.

Definition 1 Une suite {x,} dans E est dite faiblement convergente vers x ssi

VLU/ S E/, <33/7xn>El,E - <$/ax>E’,E .

Cette convergence faible est notée
T, — x faiblement dans F.

Theorem 2 (Eberlein-Smuljan). On suppose que E est réflexif et soit {x,}
une suite bornée dans E. Alors

i) il existe une sous-suite {x,, } de {z,,} et z € E tels que, quand k — oo,

Zpn, — = faiblement dans E.

ii) si toute sous-suite faiblement convergente de {x,} a la méme limite
x, alors la suite entiére {x,} converge faiblement vers z, i.e.

z, — 2 faiblement dans F.

Proposition 3 Soient {z,} C E et {y,} C £ telles que

r, — x faiblement dans F
Yn —y fortement dans E’.

Alors

7lh—>ngo <y’n7$n>E/’E = <y7x>E’,E :

Definition 4 Soit F' un espace de Banach et on pose E = F'. Une suite {x,}
dans E est dite faiblement™ convergente vers x ssi
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(Tn, 2" ) pr p — (2,2 ) pr p, V' €F.

Cette convergence faible* est notée :
z, — x faiblement* dans E.

Theorem 5 Soit F' un espace de Banach séparable et soit E = F'. Si {x,} est
une suite bornée dans E, alors

i) il existe une sous-suite {x,,} de {z,}, et x € E tels que, quand
k — oo,

T, — x faiblement* dans E.

ii) si toute sous-suite faiblement* convergente de {z,,} a la méme limite
x, alors la suite entiére {z,} converge faiblement* vers z, i.e.

T, — x faiblement* dans E.

Proposition 6 L’espace LT (O) est séparable pour 1 < p < +oo, et uniformé-
ment convexe pour 1 < p < +oo.

Theorem 7 (Théoréme de représentation). Soient 1 < p < +oo et p’ son
conjugué. Soit f € [LP(O)]'. Alors, il existe un unique g € L”/(O) tel que

(£, 0 ey, Lr0) = /Og(x)Sﬂ(m) dz, Ve e LP(O).

De plus

91l e 0y = I1f 2o 0y -

Remark 8 Di & ce théoreme, Uespace [LP(O)] peut étre identifié avec L¥' (O)
pour 1 < p < +o0, et donc en particulier [L*(O)]" = [L>°(O)]. On mentionne
que, dans le cas contraire [L>°(O)]' # LY(O). On a en effet, L*(O) C [L*=(O)]/
strictement.

Theorem 9 D(O) est dense dans LP(O), pour 1 < p < 4o0.

Definition 10 Soit A un ensemble mesurable dans RN . La fonction caractéris-
tique de A est la fonction x 4 définie par

1 sizeAd
xAu):{

0 sizeRNV\A
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Theorem 11 Si f € L}, (O) est telle que

loc

/O f(@)p(z) de =0, ¥ € D(O),

alors f =0, p.p. sur O.

Remark 12 L’espace L*(Q) étant séparable (voir Proposition 6), Théoréme 5
implique que de toute suite bornée dans L*°(§) on peut extraire une sous-suite
faiblement* convergente dans L ().

1.2 Fonctions périodiques rapidement oscillantes

Tout au long de ce mémoire, Y désigne 'intervalle dans RN défini par

Y :]O, ll[X...X]O, lN[

ou ly,...[nx sont des nombres positifs donnés. On va considérer ¥ comme
étant la période référence.

La définition suivante introduit la notion de périodicité pour les fonctions
qui sont définies presque partout.

Definition 13 Soient Y défini ci dessus, et f une fonction définie p.p. sur RN,
La fonction f est dite Y -périodique ssi

flx+ klie;) = f(x) pp.sur RV, VkeZ, Vic{l, .. N},

ot {e1, ...,en} est la base canonique de RY.
Dans le cas N = 1, on dit simplement que [ est [1-périodique.

La valeur moyenne d’une fonction périodique est essentielle en étudiant les
fonctions périodiques rapidement oscillantes. Rappelons sa définition :

Definition 14 Soit Q un ouvert borné de RY et f une fonction dans L'(Q).
La valeur moyenne de f sur Q est le nombre réel Mq(f) donné par :

Ma(f) = |ﬁl|/ﬂf(y) dy.

Theorem 15 (Limites faibles des fonctions périodiques rapidement
oscillantes). Soient 1 < p < +oco et f une fonction Y -périodique dans LP(Y).
On pose
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x
felz) = f(g) p.p. sur RV,
Alors, si p < 400, quand € — 0
fe = My(f) = ﬁ f[ f(y) dy faiblement dans LP(w),

pour tout ouvert borné de RY.
Sip=+4o00, on a

fe—= My(f) =7 Jy f(y) dy faiblement* dans L>(R").

Remark 16 Soit E un espace de Banach. Théoréme 15 montre, qu’en particu-
lier, si {u.} C E et {v.} C E’ sont deux suites telles que, quand ¢ — 0,

ue — u faiblement dans F,
ve = v faiblement dans F’,

alors, en général

<v€’u€>E’,E - <v7u>E’,E :

En effet, soit f, g deux fonctions Y-périodiques dans L?(Y'), et on pose

uc(x) = f (%) p.p. sur RY,
ve(z) = f (%) p.p. sur RV,

Théoréme 15 implique que, si w est un ouvert borné de RY, alors

ucve = (fg) () = My (fg) faiblement in L'(w).

D’otl en utilisant Remarque 8 on a, en particulier,

<Usaus>L2(y),L2(y) = / UegVe — |w| MY(fg)

w

Tandis que, en utilisant encore Théoréme 15

(0,0) ey o) = / My (£)My () = || My () My (g).

En général, on a

My (fg) # My (f)My (g).

Remark 17 La convergence donnée par Théoréme 15 n’est pas forte, a moins
que f est soit constante et |Y| = 1. En effet, la convergence forte impliquera que

My (f?) = [My (f)]".
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1.3 Quelques classes des espaces de Sobolev

Definition 18 Un application T : D(O) — R est dite une distribution sur O,
581

i) T est linéaire, i.e.

VAL, A2 €R, 1,900 € D(O),  T(Apq + Aapa) = MT (1) + AT (),
ii) T est continue, i.e.
(¢n — ¢ dans D(O)) = (T(p,) = T(p)).

Definition 19 Une suite {T},} dans D'(O) est dite convergente (au sens des
distributions) vers un élément T € D'(O) ssi

(Tn, ©)pr(0),p0) — (T, €)pr o)D), V¥ €D(O).

On note cette convergence par
T, — T dans D'(O).

Definition 20 (La dérivée au sens des distributions). Soit T € D'(O).
Pour tout i = 1,..., N, la dérivée 9T /Ox; de T par rapport & x; est définie par

aT = 9 !
<6:E7‘, (p>’D’(O),'D’(O) < ox; D/(0),D(0) 2 ( )

Definition 21 Soit 1 < p < co. L’espace de Sobolev WP (O) est défini par

ou
81‘1‘

ol les dérivées sont prises au sens des distributions (Définition 20).
Pour p = 2, on note Wh%(0) = H'(0), i.e.

WLP(0) = {u | u € LP(0), 2% € [P(0), i=1,..,N},

ou

81’i

HY(O) = {u | ue L*0), € L*(0),i=1,..,N}

Proposition 22
i) L’espace W1P(O) est un espace de Banach pour la norme

gu
8.1]

N
ullyrooy = lull ooy + D :
i=1 Lr(0)

Pour 1 < p < oo, cette norme est équivalente a la suivante :
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1
Iy = (Il + 190l 0))

ol on a les notations suivantes

Ou Ju
Vu = <8$1, veny 8@'1\]) y

1
P P
LP(O)> .

ii) L’espace W1P(0O) est séparable pour 1 < p < +oo et réflexif pour
1 <p < +o0.
iii) L’espace H'(O) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

et

N

IVull ooy == (Z

=1

ou
59@-

N
(v, W) 10y = (VW) 20y + Z:l (é?;i’ g;‘; , VYv,we HY(O).

) oo

Theorem 23 (Les injections de Sobolev). On suppose que O est Lipschitz-
continu. Alors
i)sil<p< N, WhP(Q) C L4(Q) de maniére :
- compacte pour ¢ €]1,p*[, ou 1% =
- continue pour ¢ = p*,
ii) sip = N, WY (Q) € L4(2) de maniére compacte si g €]1, +o0],
iii) si p > N, WbP(Q) C C°(Q) de maniére compacte.

1_ 1
p N>

Definition 24 Pour tout 1 < p < oo, l’espace Sobolev Wolp(Q) est défini
comme la fermeture de D(Y) par rapport a la norme de WHP(). On pose

Hy(Q) = Wy P (9).

Il est clair que H}(Q) C H'(2) alors H}(Q2) est un espace de Hilbert pour
le produit scalaire défini dans Proposition 22.

Theorem 25 On a les inclusions suivantes

i)si1<p<N, WyP(Q) C L) avec
- de maniére compacte pour ¢ €]1,p*[, ou o =
- de maniére continue pour q = p*,

ii) sip= N, WOIN(Q) C L9(Q), avec injection compacte si g € [1,4o00],

_ L
N-

8=

Theorem 26 (Formule de Green). On suppose que S est Lipschitz continu.
Soient u,v € L*(Q). Alors,
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v / ou /
U de=— [ v dx + w)y(u)n; ds,
o, e 697( )y(u)

pour 1 <i< N et oun = (ny,..,ny) désigne le vecteur unité de la normal
extérieure a Q.
Le prochain résultat donne le sens de la trace pour les fonctions de Hj ().

Proposition 27 On suppose que OS2 est Lipschitz continu. Alors

Hy(Q) ={u|ue H (Q), v(u)=0}.

Rappelons maintenant que par définition, l'espace HJ(2) est muni de la
norme de H}. L’inégalité suivante permet 'introduction d’une norme équivalente
dans H}(Q) définie par :

||U||H3(Q) =Vl 2y -
Proposition 28 (L’inégalité de Poincaré). Il existe une constante Cq telle

que

lull 2@y < Co [ Vull gy Vu € HEQ),

ou la constante Cg est une constante dépendante du diamétre de 2.

Proposition 29 Soit F' dans H=1(Q). Alors, il existe N+1 fonctions fo, f1, ..., fn
dans L?(Q) telles que

N

F=fo +Z 0f;
im1

(“)xi

dans le sens des distributions. De plus

N
IF I3 ) = inf Y [1fill 720 -
1=0

ot I'infimum est pris sur les vecteurs (fy, f1, ..., ) dans [LQ(Q)]NH.

Inversement, si (fo, f1,..., fn) est un vecteur dans [L2(Q)]N+l, alors on a
un élément F de H () qui satisfait

N
2 2
I ) < D il ooy -
i=0

10
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Remark 30 En mettant ensemble Remarque 8, Théoréme 9, et Définition 24,
et en tenant compte Proposition 27 et les injections de Sobolev (Théoréme 25),
on a que les injections suivantes sont compactes :

H}(Q) C LA(Q) c H1(Q).

On note aussi que, si u € H}(Q) et v € L?(), alors du Théoréme 7 on a
<U7U>H_1(Q),H3(Q) = /Q’U/U dﬂf,

On rappelle maintenant quelques résultats concernant les espaces des fonc-
tions & valeurs vectorielles :

Definition 31 Soit X un espace de Banach et soit Q@ C RYN. L’application
T:D(Q) — X est dite distribution sur  avec valeurs dans X, ssi

i) T est linéaire, i.e.

VAL A2 € R 1,05 € D(Q), T( A1y + Xaa) = MT (1) + AT (¢p2)-

ii) T est continue, i.e.

(¢, = ¢ dans D(Q)) = (T(p,) — T(p) dans X).

On note par D’(Q); X) 'espace des distributions sur € avec valeurs dans X.

Si  =la,b], D'(2,X) désigne 'ensemble des distributions sur ]a,b[ avec
valeurs dans X.

De facon similaire on peut définir ’espace LP pour les fonctions a valeurs
vectorielles.

Definition 32 Soient X un espace de Banach, @ C RN et p tel que 1 < p < oo.
On note par LP(Q, X), l’ensemble des fonctions mesurables u: x € Q — u(z) €
X tel que ||u(z)] 5 € LP(Q).

Proposition 33 La quantité suivante :

lullvia = ( [ Bl o).

définit une norme sur LP (2, X), qui est un espace de Banach.
Si X est reflexif et 1 < p < oo, l'espace LP(2, X) est aussi réflexif. De plus,
si X est séparable et 1 < p < oo, alors LY (€, X) est aussi séparable.

Proposition 34 Soient By C B C By, trois espaces de Banach tels que By et
By sont réflexifs. On suppose aussi que l'injection By C B est compacte. On

définit

11
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W = {v | v e LP(a,b; By), % € LP(a,b; Bl)}
avec 1 < pg,p1 < +oo. Alors

i) W est un espace de Banach par rapport a la norme définie par

du
ot

3

lully = llull Lro a,4:80) T ‘
LP1(a,b;B1)

ii) linjection W C LP°(a, b; B) est compacte.
Le théoréme suivant joue un réle important dans I’étude des équations aux
dérivées partielles :

Theorem 35

On va définir les espaces de Banach

w = {U | v € L*(a,b; Hy (Q)), % € L?(a,b; Hl(Q))},
Wy = {v | v € L*(a,b; L*(Q)), % € L*(a,b; H (Q))},

munis la norme du graphe. Alors, les propriétés suivantes sont vraies :
i) les injections

W C L2(a,b; L2(Q)), Wi C L*(a,b; H1(Q))

sont compactes,
ii) on a les inclusions

w

C ([a, )
C ([a, (@),
H-

1(Q), on désigne par C ([a,b]; X) Pespace

C
W, C

o, pour X = L%(Q) ou X =
des fonctions mesurables sur Q x [a, b] tel que u(-,t) € X pour tout ¢ € [a, b] et
tel que Papplication t € [a,b] — u(-,t) € X est continue,

iii) pour tout w,v € W on a

d
— | u(z,th(z,t) de = <u/('7t)7v('7t)>H*1(Q),H§(Q)
+ <U/('7t)a u('at)>H—1(Q),Hé(Q) :

Proposition 36 Soient H un espace de Hilbert et 1 < p < co. On a l'identifi-
cation suivante :

12
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[LP(a,b; H)) = L¥ (a,b; H'),
ou p’ est le conjugué de p.

En particulier, [L?(a, b; H}(Q))]" = L?(a,b; H-1(Q)), et si f € L?(a,b; H1(Q)),
on a

b
() L2 a,ps -1 (), L2 (0,313 (92)) = / (F (@), w(®)) 1), 3 (o) 9t
pour tout u € L?(a, b; H}(Q)).

1.4 Quelques problémes variationnels elliptiques

Soit a une forme bilinéaire sur un espace de Hilbert H et F' € H'. On

consideére le probléme

Trouver u € H tel que
a(u,v) = (F\v) gy g Yo € H

cette équation est dite équation variationnelle et v € H est appelée fonction
test.

Theorem 37 Theorem 38 (Théoréme de Lax-Milgram). Soit a une forme
bilinéaire sur un espace de Hilbert H et F' € H'. On suppose que a est H-
elliptique avec une constante aq. Alors I'équation variationnelle précédente a
une unique solution u € H.

De plus,
1
=—||F|l 5 -
= o= 1F Ly

Theorem 39 Soient a une forme bilinéaire continue sur un espace de Hilbert H
et '€ H'. On suppose que a est positive et symétrique. Soit J la fonctionnelle
sur H définie par

1
J(U):ia(U,U)—<F7’U>H/7H7 Yv € H.

Alors u est solution de I’équation variationnelle si et seulement si u est
solution du probléme suivant :

Trouver v € H tel que
J(u) = 1&% J(v).

13



Partie I

Corollary 40 On suppose que la forme a satisfait les hypothéses du Théoréme
38 et qu’elle est symétrique. Soit f € H' et J définie ci-dessus. Alors le probléme
précédent admet une unique solution.

Definition 41 Soient o, 5 € R, tels que 0 < a < . On note par M(«a, 3,0)

Uensemble des matrices N x N, A = (a;j)1<ij<n € (L=(0))N*N tel que

{ ) (Al)AN) > alAf
i) |A(z)A < BN,

pour tout A € RN et p.p. sur O.

Theorem 42 (Probléme de Dirichlet Homogéne).

Soit f € H=1(Q) et on considére le probléme

u=20 sur 0f)

La formulation variationnelle correspondante est

{ —div(AVu) = f dans Q

{ Trouver u € H}(Q) tel que
a(uvv) = <f7 U>H*1(Q),H(}(Q) , Ywe H(%(Q)v

ou
N ou Ov
a(u,v) = aijj(x)=—=— dr = [ AVuVv dz, VYve H}Q).
(u,v) Z_/ g g = | @)

On suppose que la matrice A appartient a M(«, 5,2). Alors, pour tout
f € H71(Q), il existe une unique solution u € H} () du probléme. De plus,

1 -0 (L.1)

1
lull g 0 < -

ou [[ull g gy = [IVull L2 (q) -
Si f € L*(Q2), la solution satisfait I'estimation

Ca
||UHH5(Q) < "o ||f||L2(Q) ) (1.2)

ou Cgq est la constante de Poincaré donnée par Théoréme 28.

Remark 43 Si la matrice A est symétrique alors, du Corollaire 40 il s’en suit
que la solution u donnée par Théoréme 42, est un point minimum unique pour
la fonctionnelle d’énergie J définie par

J(v) = 3 Jo AVoVu dz — (f, V- mi@) TV E HLQ).

14
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Exemples en homogénéisation

2 Position du probléme :

Dans ce qui suit, {2 dénote, un ouvert borné de RV et £ > 0 un parameétre
prenant ses valeurs dans une suite qui tend vers zéro.
Soit

A (z) = (afyj(x))lgi,jgn p.p.sur €, (2.1)

une suite de matrices non constantes telles que
A® € M(a, 5,9). (2.2)

Ceci signifie (voir Définition 41) que A® vérifie les inégalités suivantes :

c 2
{ een ) 2 ol (23
|A%(z)| < BIAl,
pour tout A € RY et p.p. sur Q.
On introduit 'opérateur
N
Af = —div(A®V) = — 4 9 (2.4)

i,j=1 Ox; (aij%j)'

Comme nous allons le voir, la théorie de ’homogénéisation permet de dé-
crire le comportement asymptotique quand ¢ — 0 des équations aux dérivées
partielles de plusieurs types.

Pour commencer, on étudie ’équation

Aut = f (2.5)

avec condition de Dirichlet sur 952.

Cette équation est un cas modéle, en particulier, pertinente & la fois du
point de vue mathématique et celui des applications. En effet, les principales
difficultés mathématiques survenant dans la théorie de ’homogénéisation, sont
déja présentes dans ce probléme modéle.

D’une autre part, comme on va voir dans Section 2.2, les équations de type
(2.5) modélisent les propriétés thermiques ainsi que les propriétés éléctriques ou
linéaires élastiques des matériaux. Quand on traite de tels problémes pour les
matériaux composites, le parametre € décrit les hétérogénéités du matériau.

Un probléme classique du type (2.5) est le probléme de Dirichlet :

{ —div(A°Vu®) = f dans Q

u® =0 sur 012, (2:6)
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ol f est donnée dans H~1(Q). Du Théoréme 42 il s’en suit que pour tout &
fixé, il existe une unique solution u® € HZ(Q) telle que

/QAEVUEV”U dx = (f, v>H*1(Q),Hé(Q) , Yo € Hi(Q). (2.7)

De plus, lestimation (1.1) est vérifiée, i.e.

[Ju® ||H1(Q ||f||H Q) - (2.8)

Par conséquent, du Théoreme 2(i) et Proposition 22, il s’en suit qu’il existe
une sous-suite, dénotée par {u° }, et un élément u° tels que

u®" — O faiblement dans HJ (). (2.9)
On observe qu’a priori la limite u® dépend de la sous-suite pour laquelle (2.9)
est vérifiée.
A ce stade deux questions naturelles se posent :

- 40 satisfait-il quelques problémes a valeurs aux bords dans Q7
- et si c’est le cas, u® est-il déterminé de facon unique ?
Dans le but d’étudier ces questions, nous allons introduire le vecteur

£ € N auE N £ 8/11/5 1> €
f :(gla' agN) (Zalja '7ZaNja ):AV’U,7 (210)
=1 Jj=1 Lj
qui (voir (2.7)) satisfait
ff V’U d{L‘ = <f7 > 1(9 HI(Q) V’U S H&(Q), (211)

Evidemmen‘c7 de (2.2) et (2.8) il s’en suit que

1€ Nz < 2 11y (2.12)

Donc, toujours du Théoreme 2(i) il ex1ste une sous-suite, encore dénotée par
{€°}, et un élément £° € L2(Q), tels que

¢ —¢% faiblement dans (L*(Q))". (2.13)

D’ot, on peut passer a la limite dans (2.11) écrite pour la sous-suite €', pour
donner

f,g Vo dz = (f,0) 10y gy, Y0 € Ho (), (2.14)
i.e.

—dive’=f inQ. (2.15)

Par conséquent, la premiére question au dessus a une réponse positive si on
4 . 0 .
peut écrire £° en fonction de u'.
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2.1 Remarque (A constante, A non constante)

A ce stade on a deux cas différents, & savoir A constante et A non constante

2.1.1 Le cas A constante

Si A® est telle que

A® — A fortement dans [L>®(Q)]NV=N

on peut facilement donner une relation entre u° et £°.En effet, en vue de
(2.9) et Proposition 3, on a

lim./ ¢ fAE/Vug/cp dx
Q
= lims/g.o <tA5/g0, Vu6/>

= <t/1g0, Vu0>
(LN, [L2 ()N
otl, pour toute matrice B,! B dénote sa transposée. Donc,

(L2 (N, [L2 ()N
= [AVWCyp dz, Yo e [L2()]V,
)

&0 = AV,
Dot de (2.9) et (2.15) on déduit que u° est I'unique solution de

—div(AVu®) = f  dans Q
u=0 sur 02

Dt au théoréme de Lax-Milgram, ce probléme a une unique solution u®

puisqu’évidemment, Ae M(a, 8,9Q). Ainsi, dans ce cas on a aussi que la suite
entiére u® converge.

On signale que le cas considéré dans Remarque 2.1 est trés particulier et
n’est pas pertinent pour I’étude des matériaux composites. En effet, comme nous
allons voir dans Section 2.3, pour des matériaux composites, une convergence
forte pour la matrice A ne peut jamais avoir lieu. Pour une suite de matrices
satisfaisant (2.2) (périodique ou pas), on peut seulement déduire une compacité
faible* dans L>°(Q) (voir Remarque 12) de quelques matrices A*.

D’une autre partie, le fait que A® satisfait (2.2) pour tout €, implique 1’exis-
tence d’une matrice Ay (dépendant de la sous-suite €’), telle que €0 = AyVu
et donc u® est 'unique solution de

—div(AoVul) = f  dans Q
{ u? =0 sur 02 (2.16)
avec
Ag € M(a, B',Q) (2.17)

pour quelques 3 > 3.
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En général, Ay est différente de A*. De plus, on peut pas identifier unique-
ment la matrice Ag et donc on peut pas dire que la suite entiére u® converge
vers u’.

Dans certaines situations, en particulier dans le cas périodique, on peut
donner des formules explicites pour la matrice Ag qui montrent que Ag est
indépendante de la sous-suite ¢’.

Par conséquent, du Théoréme 2(ii) il s’en suit que la suite entiére u® converge
vers u". Dans ce cas le probléme (2.16) est dit le probléme homogénéisé, Ay la
matrice homogénéisée (ou éfficace) et u° la solution homogénéisée.

2.1.2 Le cas A non constant

Nous allons maintenant introduire le cadre périodique général dans lequel
nous allons travailler. On pose

Y =]0,11[x...x]0,In][.

ou Iy, ..., Iy sont des nombres positifs donnés. Y est dit la prériode référence
ou la cellule de référence.

Soient «, 8 € R, tels que 0 < a < B et A = (aij)1<i,j<n une matrice N x N
telle que

{ a;jest Y-périodique, Vi,j=1,...,N (2.18)

Ae M(a7ﬂ7Y)7

ou la périodicité est prise dans le sens de Définition 13 et la classe M («, 5,Y)
est donnée par Définition 41 pour § =Y. i.e.

(AWAA) > « |>‘|2 (2.19)
[A(y)Al < BIAl. '
pour tout A € RN et p.p. sur Y.
On pose
a;;(r) = a;j(£) p.p.sur RN, Vi,j=1,..,N (2.20)
et
A%(z) = A(%) = (afj(2)h1<ij<n p-p. sur RV (2.21)

Il est facile de vérifier que A satisfait (2.2) et (2.3) pour tout €. Alors, toutes
les considérations au dessus restent vraies pour le probléme (2.6) écrit pour A®
donné par (2.21).

On observe que du Théoréme 15 il s’en suit que si € — 0 alors

A® — My (A), faible* dans L>(2), (2.22)
ou la matrice (My (A));; est définie par
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(My (A))i; = Wamy) dy. (2.23)

De plus, de Remarque 17 nous savons qu’en général, la convergence (2.22)
n’est pas forte. D’ol, en vue des convergences (2.9) et (2.22), A*Vu® est le
produit de deux suites qui convergent faiblement. De Remarque 16 nous allons
savoir qu’en général

é-o 7é MY(A>VU’O7

avec € est donné par (2.13).

2.2 Quelques modéles physiques

Dans cette section nous montrons comment quelques problémes physiques
classiques peuvent étre modélisés par le probléme de Dirichlet 2.6), introduit
dans Section 2, aussi bien qu’avec des problémes de valeurs aux bords que nous
allons considérer dans ce mémoire.

Un matériau composite est un matériau contenant deux ou plusieurs com-
posant finement mixés. Les matériaux composites sont largement utilisés ac-
tuellement dans n’importe quel type d’industrie, puisqu’ils ont des propriétés
intéréssantes. Il est connu dans la pratique qu’ils montrent en général un com-
portement meilleur (selon la performance qu’on cherche), que le comportement
moyen de ses composants, des exemples classiques sont les céramiques ou les
matériaux supraconducteurs multifilamentaires.

Dans une bonne composite, 'hétérogénéité est trés petite comparée avec
la dimension globale de I’échantillon. Plus les hétérogénéités sont petites plus
le mélange est mieux, qui apparait alors, & premiére vue, comme un matériau
homogene. C’est pour cette raison qu’on peut supposer que les hétérogénéités
sont uniformément réparties.

Du point de vue mathématique, on peut modéliser cette répartition en sup-
posant qu’elle est périodique. Cette périodicité peut étre représentée par un
petit paramétre, €.

En pratique, on est intéressé a connaitre le comportement global du matériau
composite lorsque les hétérogénéités sont tres trés petites. Ceci signifie que € est
trop petit, ce qui signifie mathématiquement faire tendre ¢ vers zero.

Dans le modéle mathématique les principales caractéristiques constantes
d’un matériau sont les coéfficients d’une équation au dérivées partielles. Pour
un composite avec une répartition e-périodique, ces coefficients dépendront clai-
rement du parameétre ¢, de sorte qu’ils sautent entre les différentes valeurs de la
caractéristique de ses composants.

Ceci rend l'étude du modele trés difficile, en particulier du point de vue
numérique. Egalement, la connaissance ponctuelle de la caractéristique de ses
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composants du matériau ne fournit pas de maniére simple toutes les informations
sur le comportement global.

Comme nous allons voir a travers ce mémoire, quand nous passons a la limite
quand € — 0, nous obtenons des problémes limites ”homogénéisés” avec coeffi-
cients constants. Ceci est trés intéréssant dans les applications puisque, comme
il est bien connu des ingénieurs et physiciens, ces coefficients sont de bonnes ap-
proximations de la caractéristique globale du matériau composite, considérée
comme homogéne. De plus, en remplacant le probléme par le probléme limite,
on arrive a des calculs numériques faciles.

Nous allons introduire le modeéle géométrique d’un mélange périodique cor-
respondant aux problémes que nous traitons dans ce mémoire. Pour simplifier,
nous décrivons ici le cas d’un mélange de deux composants.

Soit 2 un domain occupé par le matériau, Y la cellule référence, Y7 C Y and
Y5 C Y tels que

?:?1U?2, YleQZQ)

Soit &€ > 0 un paramétre prenant ses valeurs dans une suite qui tend vers
zéro et on pose

0f = {aler(2) = 1}, Q5 =0\, = {als(¥) =1},
ol x; pour ¢ = 1,2, est la fonction caractéristique de l’ensemble Y; (voir
Définition 10) prolongé par périodicité avec période Y.
Par cette construction, I’ensemble €2 est recouvert par des pavés de cellules
de la forme €Y = €Y UeYs (voir Figure. 2.1).
On Remarque, en particulier, que si nous avons

V1 =10, B {x..x]0,In], Yo =]4,5[x...x]0, In]

nous sommes dans le cas d’'un matériau multicouche. (voir Fig. 2.2).

Quand ¢ — 0, les cellules €Y couvrant 2 sont de plus en plus petites et
leurs nombre va a l'infini. Ceci signifie que, dans cette procedure, nous allons
mélanger les deux matériaux (de mieux en mieux) dans le sens que les hétéro-
généités sont de plus en plus fines (voir Figures 2.1 et 2.2). C’est pourquoi cette
procedure est dite homogénéisation. En effet, dans ce processus d’homogénéisa-
tion, la proportion des matériaux est gardée constante. En fait, la proportion
67 du matériau occupant ensemble Q5 est donnée par

0= Tl = o (2 dz, (B4 05=1),

et de 'ordre d’une constante C;, indépendamment de . En effet, de Théo-
réme 15 on a, pour € — 0

z; () = My (z;) = ﬁlxi(y)dy = ||§/}“ faible* dans L>°(Q), i=1,2.
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Donc,

e Y; 5 Y-
07 — C1 =19 05— =13

2.3 Le cas unidimensionnel

Dans cette Section nous présentons un probléme unidimensionnel qui a été
étudié par Spagnolo (1967).
Soit 2 =|dy, d2[ un intervalle dans R et considérons le probléme

— 4 (geduty — ans
{ Us%zll() Zdés)(ab)f: 0. o . o (2.24)

Nous supposons ici que a est une fonction positive dans L>(0,1;) telle que

{ a est [1-périodique, (2.25)

0<a<a(z) << 4o,

ol « et (8 sont des constantes. La forme a® de (2.24) est la fonction définie
par

a®(z) =a (E) . (2.26)

On a

do — dy 9
L7(92).
U7 22(9)
En effet, de la preuve de la Proposition 28, il est évident que pour 2 =
|d1, dz[, la constante de Poincaré Cg, est égale & dy — dy. Alors, on a toujours les

convergences (2.9) pour une sous suite encore notée par ¢, qui se lit

HUEHHg(dl,dQ) <

u® — u? faiblement dans L?(dy, do)
du o dw’ faiblement dans L2(dy, d (2.27)
dx dx 1, 2)~
On définit
du®
£ __ €
&=a dx
qui satisfait
de” f dans ]dy, do] (2.28)
- = ns . .
dr 1,02
De plus, de P'estimation sur u® et (2.25) on a
B(ds — dy)

1€ 22y a0y < 1l 22y a0) -

D’ot, du Théoréme 2 on a la convergence (modulo une sous-suite)
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£ — €% faiblement dans L?(dy, ds). (2.29)
De plus, la limite £° satisfait (voir (2.15))

—9€ _ f dans |dy, dy. (2.30)

Clairement, de la premiére estimation sur £° et de I’équation (2.28), nous
avons

d¢*

dx

B(dz — dy)
< A 1A 22y ) T 1 L2 ay a0 -

1€ 2y a0y T ‘
L2(dy ,dz)

D’otl, £%est borné dans H'(dy,ds), et donc compact dans L?(dy,ds) du au
théoréme 23. Par conséquent, il existe une sous suite, encore notée par ¢, telle
que

€ — €Y fortement dans L?(dy,dy). (2.31)

Nous allons maintenant établir la relation entre £° et u°.
Par définition
du® 1 .
= —&°. 2.32
S (2.32)

L’hypothese (2.25) implique que % est borné dans L*>°(d;,ds), puisque

1 1
0<>< =<

B~ at

Ainsi, Théoréme 15 s’applique a 1/a® et donne

< +o0. (2.33)

QI

L~ Moy () = % foh a(lz) dx  faiblement* dans L>°(d;,ds),

o, da a (2.33),

Mo,1,) (i) # 0. (2.34)

D’ou, en utilisant (2.31) et en vue de Proposition 3, on peut passer a la
limite dans le produit ‘faible-fort’ sur la partie droite dans (2.32), pour obtenir

‘fj—us — M1, (%) §O faiblement dans L?(dy,ds).

X

Par conséquent, de (2.27) on a
du® 1\ o
2 = Mouw <a) €.
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En utilisant maintenant (2.30), il s’en suit que u° est solution de 1’équation
limite ‘homogénéisée’ :

_d (1 dl )
t(mim ) = il oy
u0(dy) = u®(dg) = 0.

Du a (2.34), ce probléme a une unique solution. D’ot, d’apres le théoréme

2(ii), la suite entiere {u} converge faiblement dans H}(dy,ds) vers u®.

Et donc on a le théoréme suivant :

Theorem 1
Soient f € L?(dy,ds) et a® définie par (2.25) et (2.26). Soit u® € Hg(dy,dz)
la solution du probléme (2.24). Alors,
u® —u® faiblement dans H}(dy,ds).

ot u® est 'unique solution dans H}(ds,ds) du probléeme

d 1 du® | _
—4 (Mm,zl)(i) dw) = f dans |dy,ds|

uo(dl) = uo(dg) =0.

Remark 2 Dans ce cas particulier de dimension une, puisque M(O,ll)(l/a) est
une constante, on peut calculer explicitement la solution limite u®. Par exemple,
81 ]dy,d2[=]0,1], on a

Remark 3 On observe que le coefficient de léquation limite (2.35) dépend
seulement de a.

Remark 4 Puisqu’en général, la valeur moyenne 1/ [Mo,,) (1/a)] de a est
différente de sa valeur moyenne arithmétique M ,)(a), on a clairement
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1 du® du®
e Vi -
M (1) do 7 o)

et donc

duf du®
. e . c .
ahi>n0 ((1 dx > # (Eh£>10a ) <5h£>10 dx ) ’

dans le sens de la convergence faible dans L2.

‘‘‘‘‘

Remark 5 On a considéré ici le cas périodique. On suppose maintenant que
{uf} est une suite (pas forcément périodique) telle que

0<a<a(z) <B < +o0.

Alors, dit au Théoréme 5, il existe une sous-suite ¢’ telle que

L~ 4% faiblement* dans L (dy,ds).

a&

Soit u® une solution de (2.24). Les mémes arguments que dans la du Théo-
reme 2.5, montrent que

u = faiblement dans Hg(dy, ds).

ot u° est la solution de ’équation

—4 (%%) =f  dans]dy,dy]
uo(dl) = UO(dZ) =0.

2.4 Les matériaux multicouches

Le résultat obtenu par le cas unidimensionnel pourra suggérer que dans le
cas N-dimensionnel le probléme limite peut étre décrit en fonction de la valeur
moyenne de la matrice inverse A~! de A. Ceci n’est pas vrai, comme il peut &tre
déja vu dans le cas des matériaux en couches qu’on traite dans cette section, o
les coefficients homogénéisés sont & nouveau la valeur principal des expressions
algébriques des composants de A (mais pas seulement ceux de A71).

Dans le cas des matériaux en couches les coefficients dans le systéme (2.6)
dépendent d’une seule variable. Pour simplifier, on se restreint au cas bidimen-
sionnel périodique. Donc, dans cette section, €2 désigne un ouvert borné dans
R? et

Y =10, 4[x]0, lo[.
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ou 1, lo sont des nombres positifs donnés.
On suppose alors que A = (a;5)1<i,j<2 est une matrice 2 x 2 telle que

Clij(y) = aij(yl7y2) = aij(yl)v Vi,j € {17 2}7 (2'36)
et satisfait (2.18), cela dit

a;jest li-périodique, Vi, j € {1,2}
Ae M(a,B8,Y).

On pose, comme précédemment,

ai;(z) = aj;(w1) = ag; (=) p.p. sur R?, Vi, j € {1,2}
Af(z) = A(z1) = A(2) = (afj (x))1<i’j<2 p.p. sur R2.
o (2.37)
Le probleme (2.6) se lit
le B ( (acl) ) f dans Q (2.39)
u® =0 sur 0f).

Toutes les considérations dans Section 2 concernant le probléme (2.6) tiennent
toujours pour ce cas particulier.
On observe du probléme (2.38) que 'estimation (1.2) reste vraie, i.e.

]l 2 ) < o £l 2 »

ou Cq est la constante de Poincaré donnée par Proposition 28. On a égale-
ment,

. 50
1€%]| oy < —

ot (voir (2.10)) &° est défini par

£l 20 » (2.39)

£ £ (€ 2 u® 2 ou*
€ =66 = X X (240
et satisfait
o5 06
8.’171 8.1'2

Comme il a été prouvé dans Section 2 (voir (2.9) et (2.13)) on a les conver-
gences suivantes pour une sous-suite encore notée par e,

= f dans Q. (2.41)

u® — u® faiblement dans Hg ()
€ —~¢°  faiblement dans (L?(Q))%.
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De plus €% = (¢9,€9) satisfait

0 0
fg—i - g—fcz = f dans Q. (2.42)
La question est de relier £° a la fonction limite u°. En effet, on ne peut pas
calculer directement la limite de (2.40) puisque, comme remarqué avant, dans
cette formule on a des produits de suites convergentes seulement au sens faible ;
ni utiliser I’équation (2.41) pour obtenir, comme on a fait pour le cas unidi-
mensionnel, plus d’informations sur 9¢7/0x1 ou 9¢5/dxs séparément. L’idée est
donc d’utiliser un résultat de compacité dans le but d’obtenir une convergence
forte dans quelques espaces fonctionnels. C’est & ce point que le fait que les
coefficients dépendent d’une variable seulement est essentiel puisque, di & cette
propriété, on prouve une convergence forte pour la suite 5(1]. Les outils pour faire
¢a sont la Proposition 34 et Théoréme 35 traitant les fonctions vectorielles.
on va identifier £€° sur tout intervalle ouvert I de € de la forme

I :]al, bl[X]CLQ, bQ[C Q.

D1 4 la forme particuliére de I, 'espace L?(I) peut étre vu comme un espace
vectoriel puisque le théoréme de Fubini implique

L*(I) = L*(ay, b1; L*(az, by)). (2.43)
Par conséquent, de (2.39) on a en particulier

Héf||L2(a1,b1;L2(a2,b2)) < C’ i=1,2, (244)

ou C est une constante indépendante de €.
On va maintenant prouver que

£
‘ 9% <C. (2.45)
021 || L2(ay,b13H 1 (a2,b2))
A partir de 2.41), on a
—g—i =f+ g—i dans €, (2.46)

et on va estimer le coté des termes de droite.
D’une part, puisque f appartient & L?(), alors & partir de (2.43) il s’en suit
que f € L%(ay,br; L?(a, b)) C L?(ay,bi; H Y(ag, by)) avec

||fHLQ(al,bl;Hfl(ag,bg)) < ||f||L2(a1,b1;L2(a2,b2)) ’ (247)

qui est une conséquence de la Proposition 29.
D’une autre part, de Proposition 36, pour tout v € L?(a1, b1; Hi (az,b2)),
on a
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o€ by oEe
(125 [ (),
T2/ L2(ar,bisH = (a2,b2)), L2 (a1,b1;HE (az,b2)) a1 L2 H~1(az2,bs), H} (az,b2)

Par ailleurs, Remarque 30, la formule de Green (Théoréme 26) et Proposition
27 meénent a

i/ Bes b Ov(xy, -
[ (S wn0w) o= [ (a1, 25 .
ai T2 Hﬁl(az,bQ),Hé(ag,bz) ail T2 L2(a2,b2),L2(a2,b2)

(2.48)
Par conséquent, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et 1’estimation
(2.44), on a succéssivement

<3§§ 7J>
8372 , L2 (a1,bl;Hfl(az,bz)),Lz(al,bl;Hé(a%bQ))

by
| 168020 ) Doty

ai

IN

IN

¢ Hv||L2(a1,b1;Hé(az;b2))~

Ceci, avec (2.46) et (2.47), donne (2.45). Les estimations (2.44)et (2.45)impliquent
que & est bornée dans espace W1 définit par

0
W, = {v | v e L*(ay,br; L*(az,b2)), 871} S LZ(al,bl;Hl(ag,bg))}.
1

Par Théoréme 35 on sait que I'injection suivante est compacte :

W1 C L2(a1, bl; H_l(CLQ, bg))

Donc, la suite &5 est compacte dans L2(aq,by; H (az,bs)). Ceci, en combi-
naison avec sa convergence faible vers ¢° dans L2 (I), donne

€ — ¢V fortement dans L2(ay,bi; H (ag, by)). (2.49)

On montre maintenant que cette convergence est suffisante pour identifier
5(1) et 58 en terme de u'.

Pour commencer, on observe que de la définition de £ (voir (2.40)) et en

tenant compte du fait que a;; sont dépendants seulement de z1, on a
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ou® 1 as, ou®
dx /— H dx—/ﬁ— dx
I axl@ I aifl(p 1011 3$2<p
1 0 aj
o fodr — | —— [ 2124 d
/za’ilgl(p ! /3902 (af u>(p !

1
/ ~ ¢ / 12,:90 4 (2.50)
1411 Oy

pour tout ¢ € D(I). On va maintenant passer a la limite dans les deux
parties de cette identité. Pour faire ainsi, on remarque d’abord que, par les
mémes arguments comme ceux pour prouver (2.48), on a

1 b T1,-
[agow = [ (w0250 oy
1011 ax aii(z1) H~1(az,bs),HE (az,b2)

. (2.51)

517 5 >
< L2(a1,b1;H = (az,b2)),L2(a1,b1:H] (az,b2))
De plus, /a5, est bornée dans L%(ay,b1; H (az,b2)). Pour voir ¢a, on ob-

serve d’abord qu’en choisissant A = (0,1) dans la condition de coercivité de
(2.3), on a

0<a<ai; p.p. sur]0,],

d’ou

Par conséquent,

b1 ba 2 by 1 bo 9 )
/ dw1/ ( 3317332))’ dzy = / Eizdasl/ Ip(x1,22) dzo
a1 (z1) o (@5, @) oy | 0w
< L bl/bza‘%’@cl’@zdxdx
- 052 ai asz 8172 2 !
1
= 22 ||80||i{1(1)- (2.52)

D’une autre partie, si {h} est une suite dans L?(ay,b;) alors

(h® — h faiblement dans L?(a1,b1)) = (h°p — h%p faiblement dans L*(I)),
(2.53)
pour tout ¢ € D(I). Ceci s’ensuit par le théoréme de Fubini, puisque
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b bo
/Iheapl/) dx = h® (1) [/ o(x1, x2) (21, 22)dxs | day

1 az

pour tout ¢ € L?(I). Alors, (2.53) appliqué & h® = 1/a$; avec le Théoréme
15, montre que

N 1 —
a?l M(Ovll) (au) SD T a

ou on a utilisé la définition de @11 dans ’énoncé du Théoréme 2.10. Alors,

¢ faiblement dans L?([),

1
11

2 Ly faiblement dans L?(ay,by; Hi (a2, b2)).

ai,; a1

puisque, da a (2.52), il est borné dans cet espace.
Par conséquent, en utilisant (2.49) et Proposition 3, on peut passer a la
limite dans (2.51) pour obtenir

1 1
lim [ —¢&jp de = V—/f?cp dx. (2.54)
ail Jr

On rappelle maintenant qu’a partir de (2.9) et Théoréme 23 on a en parti-
culier

us — u? fortement dans L?(I). (2.55)

Ceci, avec (2.53) et Proposition 3, montre que

{2 O
hm/a—izuaidm‘ M(Oll) %
e—0 J; a5, Oxz ' a1y

a2 c’)uo
= _M(O,ll) (all) | 2 dl‘, (256)

ol on a utilisé Définition 20.
D’ou, en passant & la limite dans (2.50), da a (2.54) et (2.56), on obtient

0 ., 0
I gTzﬁl‘P dr = ;ﬁl fi & dx — Mo,1,) (%ﬁ) I %@dx, Vo € D(I).

Par conséquent, Théoréme 11 implique que
oud 1 5 a2 Oul
=& Moy | — ) 5
ox1  ann a11) Oxg

p.p- sur I et donc sur €2, puisque I est arbitraire.
Ceci, avec la définition de a9y, identifie £ comme

L ooud
! = g~ +a1nM,,) (

T1

=ai1=— + a12— (257)

ai12 iuo auo
8I2 H 81‘1

ail
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On va maintenant identifier £5. En utilisant encore la Définition (2.40) et le
fait que a;; sont dépendants de z; seulement, on a

ous ou® a5y .. 0 aj5a5;
- - 2 (ag, - ‘| 2,
&= 218 + 0228 ailgl + 92 Qg9 pry u (2.58)

Les mémes arguments comme ceux utilisés pour prouver (2.54) et (2.56),
donnent respectivement

. a5 a21 0
1 2Leco de = M, —= / d
55% I ailglw v (O:ha) a1 I §1<,0 ”

et

a5§,a5 &p a12a2] oud
lim as, — —2-21 ——dxr = —-M Qo9 — dx.
55/, < 22 as; 83@2 0,01) | @22 an —p

D’ou, a partir de (2.58) on obtient

a ai12a
€9 = Moy, ( 21) &+ M, <a22 - flfl) u’,

qui, avec (2.57) et la définition de dg2, ménent &

ou
£ = a11M(ozl)( )8951

a a a120 Ou?
+ {anM(o I ( 1?) Mo,1,) (ajl> + M) (“22 - inzlﬂ Oz

oout | o
= a217+a2278x~
2

81131

En remplacant cette égalité et (2.57) dans (2.42), on obtient I’équation :

Z e ( @ij gy, ) f dans Q (2.59)

VJ—

=0 sur 0f).

Il reste & montrer que le probléme (2.59) a une unique solution. Ceci va
impliquer que la suite entiére u° converge vers la limite u°.

Pour faire ainsi, en vue du théoréme de Lax-Milgram, il suffit de montrer
que la matrice constante A= (@ij)1<i,j<2 satisfait la condition d’ellipticité. De
(2.19) et la caractérisation de la matrice définie positive il s’ensuit que aq; et
(a11a20 — a12a21) sont positifs presque partout dans Y. Ceci implique que 11
et Mo,y(a22 — a12a21/a11) sont aussi des constantes positives.
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Partie 11

Alors, un calcul facile montre que le déterminant de A et aussi positif. Ceci,
avec la positivité de a1, implique

2
Z aij(y)€:£; > 0, pour tout & € R?, £ # 0.
i,j=1
Pour finir, soit h la fonction suivante :

2
h(s,<) = Z aij (y)<is;-
i,j=1
Cette fonction est continue sur la sphére unité S; qui est un compact de R2.
D’ou, h atteint son minimum sur S et, di au résultat précédent, ce minimum
est positif. Donc, il existe ag > 0 tel que

h(s,s) > ag, Vs € 5.

Par conséquent,

2
> aij€;8; = \§| Z dsj %?] ag pour tout & € R%, € #£0,
ig=1 ig=1

puisque le vecteur (£,/[£],&5/ |€]) appartient & S;.

Ce qui nous méne au résultat suivant :

Le prochain résultat est di & Murat et Tartar (Murat, 1978a, Murat and
Tartar 1997a et Tartar 1977a) :

Theorem 6 Soient f € L*(Q) et af; satisfaisant (2.18) , (2.36) et (2.37) .
Soit u¢ € HY(Q) une solution du probléeme (2.58) . Alors,

u® —u® faiblement dans H{ (),

ot u® est 'unique solution dans H}(€2) du probléme homogénéisé

Z aml (VU iy ) f dans Q

zg*
=0 sur 0f).

v

La matrice A = (&ij)1§i7j§2 est une matrice définie positive donnée par

v 1
an = ———7r1~
Moy (24)

v v a
a2 = allM(O,ll) a1

a1 = du Mo,y (G

é22 - dllM(O’ll) o M(O l1) (an) + M(O l1) ((122 - aimagl) .

aii aii
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Remark 7 Comme pour le cas unidimensionnel, les coefficients du probléme
limite dépendent seulement de la matrice A, et non des autres données f et €.

C’est seulement pour la simplicité qu’on a traité le cas bidimensionnel des
matériaux en couches. Un résultat similaire reste vrai pour le cas N-dimensionnel.
En effet, on suppose maintenant que A = (a;j)1<i,j<n est une matrice N x N
satisfaisant

aij(y) = aij(y1, - yn) = ai;(y1), i,j €{1,... N},
et (2.36). Alors, on a le résultat suivant (voir Murat et Tartar, 1997a) :

Theorem 8 Soit Q un domain borné de RN . Sous les hypothéses du Théoréme
6, si u® € HE(Q) est la solution du probléme (2.59), alors

u® — u® faiblement dans Hy(Q),
ot u? est 'unique solution dans H}(€2) du probléme homogénéisé
N (v  oul
_ Zi,j=1 3711 (G,ZJTZ]) = f daHS Q
u? =0 sur 0.

La matrice A = (di;),, ;, est une matrice constante définie positive et ses
coefficients sont donnés par

v 1
i =—777

Moy (74)
a1 = anMou) (), pour 2<j <N
aj1 = anMou) (g5 ) pour 2<j <N
aij = a11Mo,1,) (‘%) Mo,1,) (Zii) +Mo,n) (%’ - 7“22“1”) pour 2 < j < N.

Les démarches utilisées sont exactement celles utilisées pour obtenir le Théo-
réme 6 avec des modifications évidentes.
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