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Introduction

L’analyse des données de survie constitue un domaine de la statistique qui s’intéresse
& mesurer le temps appelé "temps de survie" jusqu’a un événement particulier.

Exemples :

En fiabilité industrielle : durée de fonctionnement de machines avant une défaillance

En économie : durée de gréves ou de périodes de non-emploi (chomage)

En éducation : durée d’apprentissage d’une langue

En médecine : durée de vie de patients aprés traitement

Ce type d’analyse est aussi particuliérement utile dans la recherche biomédicale. Par
exemple, lors d’'un essai thérapeutique, on teste l'efficacité d’un nouveau traitement en
le comparant aux durées de survie du traitement habituel ou d’un placebo.

Le temps de survie est représenté par une variable aléatoire positive T. Une notion
essentielle liée & T est la fonction de survie, définie par :

S(t)=P(T >t)
On utilise également la fonction de risque, définie par :
Q)
h(t) = ——=
(t) S()

ou f désigne la densité de T'.

Dans ce mémoire nous présentons une synthése sur les convergences faibles sur les es-
paces Clg 1 et Djg ) en se basant sur le livre : Billingsley P. "Convergence of Probability
Measures” Wiley (1968).

Nous présentons aussi une étude sur les modéles de survie grace aux livres suivants :

1. Fleming, T.R. & D.P. Harrington. "Counting processes and survival analysis”. Wiley
Series in Probability and Statistics. John Wiley &t Sons (1991).

2. Bosq, D. et Lecoutre, J. "Théorie de [’estimation fonctionnelle”. Economica, Paris
(1987).

3. Zhang Biao "Some asymptotic results for kernel estimation under random censor-
ship". Bernoulli 2 (2) (1996), p. 183-198.

4. Sahi, N. "Modéles de survie Estimation et Applications” Mémoire de magister en
probabilités statistiques, (octobre 2011).



Dans le chapitre 1 nous allons introduire la convergence faible dans un espace métrique
quelconque en démontrant le théoréme de Prohorov. Ensuite, nous allons étudier la conver-
gence faible dans Cfy ] I'espace des fonctions continues sur [0, 1] et démontrer le théoréme
de Donsker. Nous terminons par la convergence faible dans Dy ] I'espace des fonctions
continues & droite avec limite & gauche en étudions la topologie de Skorohod et en citant
le théoréme de Donsker.

Dans le chapitre 2 nous présentons une étude sur les modéles de survie en étudiant 1’estima-
tion de la fonction de survie et la fonction de risque et leurs comportements asymptotiques.
Puis nous abordons ’estimation de la densité des durées de survie et son comportement
asymptotique.

Dans le chapitre 3 nous présentons des simulations sur ’estimation de la fonction de survie,
la fonction de risque et la densité des durées de survie. Nous ferons cela sur des données
réelles qui représentent des données de survie de malades atteints de CGD (chronic granu-
lotomous disease). Le but est de comparer Uefficacité du traitement avec l'effet Placebo.

En Annexe, nous donnons quelques énoncés des théorémes utilisés dans ce mémoire.



Chapitre 1

Convergence faible

Dans ce chapitre nous présentons les principales notions de la convergence faible dans
IR* dans un espace métrique quelconque, dans C [0, 1] espace des fonctions continues sur
[0,1] puis dans D[0, 1] I'espace des fonctions continues a droite avec une limite & gauche
dans [0, 1]. On se basera sur le livre de Billingsley [1].

1.1 Convergence faible dans R*

Soit (£2, A, P) un espace de probabilité. Toutes les v.a seront définies sur cet espace.

Définition 1.1.1 Soit (X,,) une suite de v.a. réelles et X une v.a.r. Soit F,, et F' leurs
fonctions de répartition respectives sur IR. (X,) converge en loi vers X ou encore F,
converge faiblement vers F' ssi F,(x) — F(x) en tout point de continuité de F.

On note I, = F oaniX.
On utilise ausst : Px, = Px.

Exemple 1.1.2 Supposons F,(x) et F(z) sont définies comme suit :

F(x) Fnix)

1.0
10

0 x 0 1n x
on a F, = F (méme si F,(0) =0 # 1= F(0)).
La proposition suivante précise cette notion.

Propriété 1.1.3 Soit B la tribu de Borel de IR*, P et P, des mesures de probabilités sur
(IR*,B). Si B est un borélien on note dB sa fronti¢re. Nous avons ’équivalence suivante :

(P, = P) < (P,(B) — P(B) pour tout B € B tel que P(0B) = 0)



1.2 Convergence faible dans un espace métrique

1.2.1 Notations et définitions

Soit (.S, d) un espace métrique. Notons :

— B sa tribu de Borel

C(5) l'espace des fonctions réelles continues définies sur S
— Cp(S) lespace des fonctions continues et bornées sur S

— I" la tribu engendrée par les fermés

Définition 1.2.1.1 Soit (P,) et P des mesures de probabilité sur (S,I'). On dit que (P,)
converge faiblement vers P si pour toute fonction réelle, continue et bornée f on a :

/S fdp, — /S fapr

on note cette convergence par P, = P.
Pour une suite de v.a. (X,) et une v.a. X a valeurs dans S on dit que X,, = X si
PXn = Px.

On a le résultat suivant

Propriété 1.2.1.2 Toute mesure de probabilité sur (S,I') est réguliére i.e
Si A el ete >0 alors il existe un fermé F et un ouvert O tel que F C A C O et
PO-F)<e

Propriété 1.2.1.3 Soit P et QQ deux probabilités définies sur (S,d). Alors
(P=Q) < (/fdP: /fdQ Vfe C’b(S)>
Preuve

Soit [ fdP = [ fdQ V[ € Cy(S). Montrons que P = Q.

Soit F' un fermé et ¢ une fonction continue définie par :

1 sit<0
pt)=¢ 1—t si0<t<1
0 sil<t

et f définie par :
1
f(@) = p(=d(z, F))
Notons, pour tout entier u,
ou(t) = p(ut)

et
fu(@) = pu(d(z, F))

On a (fy) est une suite décroissante d éléments de Cp(S) qui converge ponctuellement vers
1. Par le théoréme de la convergence dominée :

P(F) = lim / fudP = / fdp



’ QP =tim [ f.4Q = [ qap

Donc,
P(F) = Q(F) pour tout fermé F

La propriété 1.2.1.2 implique P=@Q e
Définition 1.2.1.4 Une famille 11 est tendue si
Ve > 0,3K. un compact tel queP(K)>1—¢,VP €1l

Définition 1.2.1.5 Une famille II est relativement compacte si de toute suite (Py) de II

on peut extraire une sous-suite (P)) et une mesure de probabilité Q définie sur (S,T') (pas

forcement un élément de 11) tel que Py = Q.

Définition 1.2.1.6 Un espace E est précompact si pour tout € > 0, on peut recouvrir
par un nombre fini de boules ouvertes de rayon €.

On a le théoréme suivant

Théoréme 1.2.1.7 Si S est séparable et complet alors toute mesure de probabilité P dans
(S,d) est tendue.

Preuve
Soit S séparable et complet. Montrons que toute mesure de probabilité dans (S, d) est
tendue i.e Ve > 0,3K, un compact tel que P(K) > 1 —e.
S étant séparable alors S est couvert par une famille dénombrable de boules ouvertes de
rayon € > 0.
Soitn > lete = 1. Ilexiste {B,(gn) }i>1 une famille de boules ouvertes de rayon % vérifiant :
S = Ukle](cn)
D’autre part,
1=P(S) = P(Ug1B")
= P(Umzl Uznzl B,E:n))
— lim P(UL,BM™) vn>1
m—o0

Ainsi Ve > 0,Vn > 1,3m,, > 1 tel que

Ym > my,, P(UP, B") > 1 — 2%

D’ou

P(Naz1 ULy B") 1— P(Upz1 N2y BYY)

> 1-Y PN, B
n>1
g
> 1—227
n>1
> 1-¢



Posons

K =My UL, BYY
Par conséquent
P(K)>1-¢

Comme N> UL, B,(Cn) est précompact dans (.5, d) qui est complet. Donc il est relativement
compact. D’ou sa fermeture qui est K est un compact. e

Le résultat suivant fournit une autre caractérisation.

Théoréme 1.2.1.8 On a P,, = P ssi toute sous-suite (Py,) contient une sous-suite (Pnkj)

telle que P,, = P.
J

1.2.2 Théoréme de Portmanteau

Théoréme 1.2.2.1 Soit (P,) et P des mesures de probabilités sur (S,d). Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

1. P,= P

2. VfeCy(S); [ fdP, — [ fdP

3. VF un fermé de S; limsup,,_, . P,(F) < P(F)
4. YO un ouvert de S; liminf, .., P,(O) > P(O)

5. VA el tel que P(OA)=0; P,(A) — P(A)

1.2.3 Théoréme de application continue

Théoréme 1.2.3.1 Soit P, et P des mesures de probabilités sur (S,T'). Soit h: (S,T') —
(S',T") une fonction mesurable et Dy, l’ensemble des points de discontinuité de h.
Si P, = P et P(Dy) =0 alors :

P.h ' = Ph™! dans S’

Preuve
Soit P, = P et P(Dy) = 0. Montrons que P,h~! = Ph~! dans S’ en utilisant le point

(3) du théoréme de Portmanteau.
Soit F un fermé de I".

lim sup(P,h ')(F) := lim sup P,(h~(F))
< lim sup Pn(hT(F))
< P(h~'(F))



D’autre part,

x € h=1(F)

3z, € hY(F) tel que z, —

dz, € S,h(x,) € F et x, —

(3x, € S,h(xy) € Fetxy, —axAx € Dy)V (Iz, € S,h(x,) € Fetax,—xANxd Dy)
x € Dp V (3xp, h(xy,) € F,h(x,) — h(x),z € D)

x € DpV (3x, € S, h(xy) — h(x),h(x,) € F,h(z) € F)

x € DpVh(zx) e F

x€DyVaeh (F)

z € (D, Uh™Y(F))

R A

D’ou

Donc

P(D, Uh™I(F))
P(Dy) + P(h™\(F))
P(h™'(F))

VANRVANVAN

Ainsi, par le point (3) du théoréme de Portmanteau on a
Pohmt = Ph7t e

Corollaire 1.2.3.2 Soit (S,T") et (S',I") deux espaces métriques et h une fonction conti-
nue de (S,T) dans (S',T"). Si P, = P alors

P,ht = Pht dans S
Proposition 1.2.3.3 Si X, L X et P(X € Dy) =0 alors
h(Xn) 5 h(X)
Corollaire 1.2.3.4 Si X, LA a et si h est continue en a alors
h(X,) 2 h(a)

Théoréme 1.2.3.5 .
(i) Si pour toute fonction continue bornée h, P,h~! = Ph~! alors P,, = P

(11) Si h est une fonction réelle mesurable et bornée avec P(Dy) = 0 et P, = P alors
[ hdP, — [ hdP

Preuve
(i)Supposons P,h~! = Ph~!, pour tout h continue et bornée. Montrons que P, = P.

[P,h~! = Ph™'] = Vfcontinue bornée, / f(x)d(P,h ™1 (z) — / f(z)d(PR™Y)(z)
R R

= Vfcontinue bornée,/]Rf(h(a:))dPn(x)—>/Rf(h(x))dP(x)

10



AM > 0 tel que |h(z)| < M.
-M siz<-M
Posons fo(z) =< = si —M <z <M
M siz>M
On a fy continue et bornée. Par suite,

/fo )P ( —>/f0 (2)

Comme —M < h(z) <

/h )Py ( _>/ 2)dP(z) Yhe Gy

Donc
P,=P

(ii) Supposons que P, = P. Soit h fonction réelle mesurable et bornée et P(Dp) = 0.
Montrons que fthn — fth.

Comme P, = P et P(Djy,) = 0 par hypothése, le théoréme 1.2.3.1 implique P,h~! = Ph~!.
En passant par les mémes étapes que pour (i) on obtient

/thn—>/th .

1.2.4 Théoréme de Prohorov

Soit (S, d) un espace métrique, la tribu de Borel sur S et II = {P;,i € I} une famille
de probabilités définies sur (.5, ¢). On cherche des conditions suffisantes pour que la famille
IT soit relativement compacte.

On a besoin du théoréme suivant.

Théoréme 1.2.4.1 (Théoréme de Helly)

Soit (F,) une suite de fonctions de répartition sur IRF alors il existe une suite (ng) / oo
et une fonction F définie sur IRF croissante, continue a droite sur IRF, 0 < F <1 et telle
qu’on ait F,, () — F(x) en tout point de continuité de F'.

Théoréme 1.2.4.2 (Théoréme de Prohorov)
(1) Si 1l est tendue alors elle est relativement compacte

(i1) Si S est séparable et complet et 11 relativement compacte alors Il est tendue.

Preuve
i)Supposons II tendue et montrons qu’elle est relativement compacte.
1)Cas S = IRF.
Si (P,) est une suite de II alors, par le théoréme de Helly,F;, la f.d.r associée & P, admet
une sous suite Fj,, tel que

F,, (z) — F(x) aux points de continuité de F (%)
avec F' vérifiant :

i) 0<F<1

11



ii) F croissante
iii) F' continue a droite
Alors il existe 1 une mesure de (IRF, IR¥)tel que u(a,b] définie par les valeurs de F' sur les

sommets du pavé k-dimensionnel (a,b]. Donc on aura P, = p. Ainsi, IT sera relativement
compacte si on arrive a montrer que u(]Rk) = 1. Pour cela il suffit de montrer que

Ve > 0,3a,b tel que p(a,b] >1—¢

IT étant tendue, pour € > 0,il existe un compact K tel que P,, (K) >1—¢ Vk>1.
Comme F' est une f.d.r, Dp 'ensemble des points de discontinuité de F' est au plus dé-
nombrable. Soit a,b deux points de continuité de F, a < b tels que K C (a,b] et les 2k
sommets de (a, b] sont des points de continuité de F'. Puisque P, (a,b] est définie par les
valeurs de Fy,, sur les sommets du pavé (a,b], alors si (*) implique

Pnk (a7 b] - :u(a7 b]

De
P, (a,b] > P, (K)>1—¢

on déduit
p(a,b] = lim P, (a,b] >1—¢

n—oo

Alors p(IRF) = 1.

Donc II est relativement compacte.

2)Cas S = IR™.

On a besoin du lemme suivant :

Lemmel Si IT est tendue de (S,T’) et h est une application continue de S vers S’ alors :

{Ph™!: P € II} est une famille tendue dans (S’,T")

preuve : Pour un ¢ donné on choisie dans S un compact K tel que P(K) > 1 — € pour
tout P dans II. Si K’ = hK alors K’ est compact et 'K’ D K et donc Ph=1(K') > 1—¢
pour tout P dans Il.e

Sill est tendue dans (IR*°,IR*°). Par le lemmel on a {P7rk_1 : P € II} est pour tout k
tendue dans (IR¥, R¥) oti 7y, est une projection sur IR*. De toute suite (P,) on peut extraire
une sous-suite (Fy,;) tel que P, 77,;1 converge faiblement vers une mesure de probabilité u
dans (IR*,ZR¥) : on peut choisir Py, tel que

-1
PTLjTrk = )uk‘

simultanément pour tout les k. Comme gy, satisfait les conditions du théoréme d’existence
de Kolmogorov ([1] p228) alors il existe une probabilité @) dans (IR>,ZR*°) tel que

Qﬂ';l = ug pour tout k

Donc
Pnjwk_l = Q7rk_1 pour tout k

d’out les lois de dimension finie de P,; convergent vers celles de @ ce qui implique que

Pnj:>Q

12



On a donc tendue qui implique relativement compact dans IR*°.
3)Pour le cas o — compact et le cas général on a besoin d’un autre lemme.
Soit Sy un Borélien de S : Sy € I'. Notons I'g la classe des Boréliens de Sy :

To={A:AC Sy, Ac A}

En particulier
I'pycT

Si P est une mesure de probabilité dans (S,I") avec P(Sp) = 1, notons P" la probabilité
dans (Sp,T'9) obtenue par la restriction de " a T'y.

Si P est une mesure de probabilité dans (Sp, 'g) notons P¢ la mesure de probabilité dans
(S,T) avec P¢(A) = P(AN Sp) pour A € I'. On remarque que P¢(Sy) = 1.

Si P est une mesure de probabilité sur (S,I") avec P(Sy) = 1 alors

(P =P (1.1)
Si P est une mesure de probabilité dans (Sy, ) alors
(P =P (1.2)

On admet le lemme suivant
Lemme?2 :

— Si IT est une famille tendue dans (Sp,I'g) alors II® = {P¢ : P € II} est une famille
tendue dans (S,T).

— Si P, = P dans (Sp, o) alors PS = P¢ dans (S,T).
— Si P, = P dans (S,T') et P,(So) = P(Sp) =1 alors P, = P" dans (Sp, o).

3.1)Cas S o — compact
Si S est o — compact alors il est séparable donc on peut lui associer un homéomorphisme
dans IR™ et son image par cet homéomorphisme est un ¢ — compact en particulier cette
image est un Borélien de R*. Par le théoréme 1.2.3.1 la convergence faible et la compacité
relative sont vérifiées sous ’homéomorphisme. Comme la compacité est vraie aussi sous
I’homéomorphisme alors la tension reste aussi. Donc S peut étre remplacé par son image
par cet homéomorphisme.
S est un Borélien de R*. Si II est tendue dans (S,T") alors, en appliquant le lemme 2 a
R*> et son sous-ensemble S, II¢ est tendue dans (R>°,R*°). On a vu que le théoréme est
vérifié dans le cas R* donc II¢ est relativement compacte. Donc, de toute suite (P,) de
IT qui lui correspond la suite (P5) on peut extraire une sous-suite qui lui correspond (P )
telle que (P¢) = Q. Par la tension de II, pour tout € > 0 et tout n’ il existe un compact
K C S tel que

PY(K):=Py(K)>1—¢

D’ou

Q(S) > Q(K) > limsup Py(K) > 1—«

Ainsi par le lemme2 et (1.2), P,/ converge faiblement vers ". On conclut que la tension
implique la compacité relative dans le cas o — compact.
3.2)Cas général

13



Pour tout espace S, si K; un compact de S, Sp = U; K; tel que P(K;) > 1— % pour tout P

dans IT alors Sy contient le support de tout éléments de IT et II" = {P" : P € II} est une

famille tendue dans (Sp, ). Comme II" est relativement compact, pour toute suite (Fy)

de IT qui lui correspond (P};) contient une sous-suite (P!,) qui converge faiblement vers Q.

Par le lemme2 et (1.1) P,/ converge faiblement vers Q°. Donc II est relativement compact.
ii)Pour l'implication inverse (cf [1] p204) .

14



1.3 Convergence faible dans C|0,1]

1.3.1 Définitions

Cette partie concerne la convergence faible dans I'espace C' = C[0, 1] I’espace des fonc-
tions réelles continues sur I'intervalle [0, 1] muni de la distance : pour z et y dans C :

p(x,y) = sup |z(t) —y(t)|
0<t<1

Le module de continuité d’un élément  dans C' est défini par :

w(0) = w(x,0) = sup |z(s) —z(t)[,0<d <1
|s—t|<d

Le théoréme suivant caractérise les compacts de C.

Théoréme 1.3.1.1 (Théoréme d’Arzela-Ascoli) Un sous-ensemble A est compact dans
C si et seulement si :
(i) supye 4 |2(0)] < 00
(1) lims_.o sup,c 4 wy(6) =0
Nous aurons besoin des résultats suivants.

Théoréme 1.3.1.2 Soit (X,,) et (X)) des suites de v.a indépendantes tel que X, =Y et
X, =Y’ Alors

(Xn, X1) 5 (V,Y)

Théoréme 1.3.1.3 Soit (X,,) et (Y,) des suites de v.a. et X une v.a. 4 valeurs dans C.

Si Xpn = X et p(Xp,Y,) L0 alors
Y,=X

Théoréme 1.3.1.4 Soit 7y, .. 1, les projections définies par :
. k Rk -1
Tt ety - (C)C7P) - (‘R 7B ’Pwtl,u.tk)

X(w) =z {z(t1),...,z(tx)}

Soit P et Q deux probabilités sur (C,C).
Supposons que les lois de dimensions finies vérifient : pour tout k et 0 < t1 < tg < ... <
tk S ]-7
P -1 :Q —1
Tyt T4, 1

alors

P=qQ
Nous avons le théoréme fondamental suivant.

Théoréme 1.3.1.5 Soit (P,) et P des probabilités sur (C,C). Alors
P, = P si et seulement si :

(i) (P,) est tendue
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(ii) Les lois de dimensions finies de P, converge faiblement vers celles de P : pour tout
k>1

—1 -1
Pnﬂ-tl,...tk = Pﬂ-tl,...tk

Preuve
Soit (P,)tendue et Pn”t:,l...tk = Pﬂ't:,l...tk' Montrons que P, = P.
On sait que de toute suite P, on peut extraire une sous-suite Pnkj qui converge faiblement
vers une limite (). Alors par le théoréme de 'application continue et comme les projections
sont continues on a : pour tout (¢1,te, ..., t) :

-1 —1
Pnkj 7Tt1,...tk = Qﬂ-tl,...tk

1

par ’hypotheése (ii)on a Py Tyt = PW;,I...tk Dot

—1 _ -1
Qﬂ—tla---tk - Pﬂ-tla---tk

Donc, le théoréme 1.3.1.4 donne
Q=P
Ainsi toute suite (P,, ) contient une sous-suite Pnkj qui converge faiblement vers P. Par le

théoréme 1.2.1.8 on a
P,=P o

Le résultat suivant fournit des critéres pour qu’une suite de probabilités soit tendue dans

C.

Théoréme 1.3.1.6 Soit (P,) une suite de mesures de probabilités dans (C,C).
On dit que (P,) est tendue si et seulement si :
(1) ¥ n>1,3a tel que :
Pofa : [x(0)] > a} <,

(i) Ve et p >0 36, 0<5<1 et ng tels que : Yn > ny

Po{x i wy(d) > e} <n,

Preuve

1. Soit (P,) tendue et montrons les deux conditions (i) et (ii).

Soit € > 0,7 > 0 et K un compact de C tel que Vn P,(K) > 1 —n . Par le théoréme
d’Arzela-Ascoli K C {x : |z(0)| < a} pour a assez grand et aussi K C {z : w,(0) < &}
pour § assez petit.

D’ou
P, (K) < P{z:|z(0)] <a}
donc
1—P,(K) > P{x: |z(0)] > a}
et alors

P {z:|z(0)] >a} <n

De méme, on trouve
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2.S0it(P,) vérifiant les deux conditions (i) et (ii). Montrons que (F,) est tendue.
Soit 1 > 0 et choisissons a tel que si

A={x:|z(0)] <a}

alors, pour tout n

De méme on choisit §; tel que si

1
Ap ={z : w, () < E}

alors, pour tout n

n

Posons
K=AnNn (mkzlAk)

Par définition des ensembles A et A; on a AN (Ng>1A4x) qui vérifie les conditions du
théoréme d’Arzela-Ascoli. Donc K est compact dans C. Il reste & montrer que P, (K) >

1—n.
On a
—C —C —C
Pu(K€) = PAR (a1 An) ] < Pal(A%) U (Ui A7)
< P(A%)+ Y P(AY)
k>1
1 7
< bY T Z ok+1
k>1
<7
Par suite

Donc (P,) est tendue. e

Un autre critére de tension dans C.

Corollaire 1.3.1.7 la suite (P,) est tendue si et seulement si :

(i) ¥ n,3 a tel que :
Po{z: |z(0)| > a} <n,p =1

(i) pour tout € et n, 30, 0<6 < 1 et ng tel que :

1
an{:z: D supi<s<tts|T(s) —z(t)| > e} <mym > mng
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1.3.2 Théoréme de Donsker

On appelle la mesure de Wiener la loi de probabilité du mouvement brownien standard
W sur C et elle est notée Py .

Soit (ey,) une suite de v.a. indépendantes définie sur (2, B, P) et a valeurs dans C0, 1].
Soit Sy, = e1 + ... + e, les sommes partielles et (X,,) une suite de v.a. a valeurs dans C|0, 1]
définie par : . .

Xn(t,w) = f\/ﬁs[nt] (w) + (nt — [nt])r\/ﬁe[nt]ﬂ(w)

Le résultat suivant donne la tension de (Px,,) ou de (Xp,).

Proposition 1.3.2.1 La suite (X,,) est tendue si Ye > 0, I\ > let un entier ng tel que
pour tout n > ng on a Vk

5
P{IglgagclSkH — S| > Mov/n} < Vi

Théoréme 1.3.2.2 (Théoréme de Donsker) Soit (e,) des v.a. i.i.d. sur (Q,B,P) et

E(en) =0, E(e2)=o?

Soit Sy, =e1 + ... + e, et (X,,) une suite de v.a. a valeurs dans C[0,1] définie par :

Xt w) = Jlﬁsmﬂ (@) + (nt - [nﬂ)abﬁe[m(w)

Alors
PXn = PW

Preuve
1.Montrons d’abord que les lois de dimensions finies de X,, convergent vers celles de W.
i) Considérons un point s, et montrons que

Par définition de X,, on a

1 1

S g
‘Xn(s) U\/ﬁ = ‘O_\/ﬁe[ns]-‘rl‘

Par I'inégalité de Chebyshev,

1
P(|ﬁe[ns}+l| >e) = Pllepsr1l > eo/n)
ez 0
D’ou
B
O'\/ﬁ [ns]+1
Donc .
P
| Xn(s) — ms[ns]| —0



Par le théoréme central limite, on a aussi
1

L
s — N (o,
U\/ﬁs[ns] = Wy — (0 8)

D’otu, par le théoréeme 1.3.1.3
Xon(s) 5 W,

i1)Pour deux points s et ¢ avec s < ¢, montrons que

(Xn(s), Xn(t) 5 (We, Wp)

En effet du 1 1
L L
ﬁs[ns] - W, ms[nt] — Wi

et comme les e, sont indépendants, et Sj,q et Sp,) — Sjps) sont aussi indépendants on en
déduit du théoréeme 1.3.1.2

(15 1
O'\/ﬁ [ns])o_\/ﬁ

L
(S[nt] - S[ns})) - (W87 Wy — Ws)

Par suite, puisque

X0 (5) — a\l/ﬁS[nSH L
on obtient
(S ——(Siut] — Spuat)) — (Xn(5), Xa(t) = Xo(s)) B 0
ov/n ov/n
et donc
(Xn(5), Xn(t) = Xn(s)) 5 (We, Wy — W)
D’ou

(Xn(5), Xult)) 5 (Ws, W2)

i41) Le méme raisonnement se fait pour trois points ou plus. D’ou, les lois de dimensions
finies de X,, convergent vers celles de W.

2.Montrons que (X,) est tendue.

Nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme

Soit eq, ..., e, des v.a. indépendantes de moyenne 0 et de variance 012. Posons S; = e;+...+¢;
et 2 =0? + ... + 02 Alors

P{niaX]SJ > s} < 2P{|Sp| > (A — \/i)sm}
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Preuve :
L’inégalité est triviale pour A < /2.
Pour )\ > \/i, considérons ’ensemble

E; = {mgx|5j! < Asm < |84}
j<i

m

P{max|Si| > Asm} = P{ylEz'}

-1

3

Il
i

3
L

- P(E; N Q) + P({|Sm| = Asm} N Q)
1

(2

Ce qui donne

m—1 m—1

P{%% 1Sil = Asm} = > PUEFIN{|Sm| = A=V2)sm})+ > PUEIN{|Sm| < (A=V2)sm})

i=1 =1

+P{ISm] 2 Asim} N {ISm] = (A = V2)sm}) + P({|Sm| = Asm} N {ISm| < (A = V2)sm})

D’ou
m—1
Plmax|S;[ = Asm} < > PUE}N[Sm| < (A= V2)sm) + P{||Sm| = (A = V2)s}
= i=1
On a que
m—1 m—1
PH{E} N {ISn] < (A =V2)sn}) = PHE}U{[Si] > Asm} N {[Sm| < (A = V2)si})
i=1 =1
m—1
Z:—11 1 m
< Y PUEDsy O o
i=1 M k=i+1
1 m—1
= 2 i=1 P
< S Pmax|S] > Asn)
Donc

P{rgax |Si| > Asim} < %P{rgaxﬁﬂ > Asp} 4 P{||Sm| > (A = V2)sm}
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D’ou
P{IgaX|S¢| > Ay} < 2P{|Sm| > (A= V2)s,,} o

Revenons & la preuve de notre théoréme. Appliquons le lemme aux v.a. e, de I’énoncé.
Pour A > 2v/2, on a

1
[Snl > (A= V2) = [Sn] > 5A
D’ou )
P{max|Si| > Aov/n} < 2P{[Sn] > SAov/n}
i<n
Par le théoréme central limite et I'inégalité de Chebyshev on a
1 1 8 5
P18, > Shovi) — PIN| > 53} < 1 B{INT)
ot N est un v.a. N(0.1). Par suite, pour € > 0 il existe A > 1 tel $E[|[N|?] < ¢ et alors
lim sup P{max |S;| > Aoy/n} < =
n—oco  isn A2

Par la proposition 1.3.2.1, on a la tension de (Px,,).
De 1 et 2, par le théoréme 1.3.1.5,

X,—>W e
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1.4 Convergence faible dans DJ[0,1]

1.4.1 Deéfinitions

Dans cette partie nous étudions la convergence faible dans D0, 1]. Soit D = D|0, 1]
lespace des fonctions = définies sur [0,1] qui sont continues & droite avec limite & gauche :
— (i) pour 0 <t < 1,z(t") = limsy, 2(s) existe et z(tT) = z(¢)

— (ii) pour 0 <t < 1,z(t7) = limgy, x(s) existe
Une fonction z a une discontinuitée du premier type si x(t") et x(t~) existent et sont
differents de z(t). Les discontinuités dans D sont du premier type.
Pour x € D et Ty C [0, 1] posons :

wy(Tp) = sup{|z(s) — x(t) : s,t € Ty}
Le module de continuité d’un élément x de D est défini par :

wy(0) = sup  wglt,t + 9]
0<t<1-5

Nous aurons besoin des lemmes suivants.

Lemme 1.4.1.1 Pour x dans D et pour € positif il existe des points tg,t1, ...,t, tels que :
O=tir<ti1 <..<t, =1

et
wz[ti_l,ti) <e, 1=12,...,r

Lemme 1.4.1.2 On définit le module de continuité suivant (jouant dans D le méme role
que celui dans C').
Pour0 <6 <1
, — 1 . .
w,(0) = 1gf Jax wy [ti,t;)
O=th<ti1 <..<t.=1

t. vérifiant .
avec t; vérifian { t—ti1 >0, i=1,2,..,r

Conséquences On a

~ supyJa(t)] < o
Le lemme 1.4.1.1 est équivalent a

lim w’.(8) = 0
gg)wx()

— pour 0 < %, I'intervalle [0,1) peut étre décomposer en sous-intervalles [t;_1,t;) avec

d<ti—ti—1 <2)etona

1
wh(8) < wg(20), sid< B

SizeC
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1.4.2 Topologie de Skorohod

Distance de D
Soit A la classe des applications continues et strictement croissantes de [0, 1] & [0, 1] vérifiant
A(0) =0 et A\(1) = 1. Pour tout x et y dans D on définit d(z,y) 'infimum des € > 0 pour
lesquels il existe A € A tel que

sup |A\t —t| <e
t

et
sup [z(t) —y(At)| < e
t

Montrons que d est une distance.
— Sid(xz,y) =0 alors Vt on a A(t) =t et x(t) = y(A(¢)).
D’ou V¢, z(t) = y(t). Donc z = y.
— Soit A € A et A1 € A l'application inverse de )\ et qui sont strictement croissantes
sur [0, 1]. Donc
sup |\t — t| = sup |\t — ¢
t t

et
sup [2(A™t) — y(6)] = sup la(t) — y(M)

D’ou, d(x,y) = d(y,x)
— Comme A\ et Ay sont & valeurs dans D alors Ag A1 I'est aussi. D’ou

sup |Ag A1t — t| < sup [Art — t| + sup | Aot — ¢
t t t

et
sup |z(t) — z(A2A1t)| < sup lz(t) —y(\t)| + sup [y(t) — z(A2t)]

Ainsi d est une distance et elle définit la topologie de Skorohod.

Convergence au sens de Skorohod
Une suite (z,,) de D converge vers une limite = au sens de la topologie de Skorohod (on

notera z, - x) si d(xy, ) — 0. Par définition de d ceci est équivalent & dire qu’il existe
une fonction A, dans A tel que

lim z,,(Ant) = 2(t) uniformément en ¢
n

et
lim A\,,t = ¢ uniformément en ¢
n

On a le corollaire suivant.
Corollaire 1.4.2.1 .

. . . S
- Si x, converge uniformément vers x alors x, — x.

S . . . . P
-z, — x nimplique pas forcément que x, converge uniformément vers x.
E. - Soi =1 =1
remple : Soit xy, 0,1+1) et x 0,1)

S .
On a Ty — T Mais rn NE CONVETJGE PAS VETS T €N t= %
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S . . . . L,
-z, — x implique la convergence uniforme pour les points de continuité de x.
Si x est continue sur [0,1] alors la convergence uniforme est équivalente a celle au
sens de Skorohod car

j2n () = 2(t)] < lza(t) — 2(ATO] + |z (A1) — 2(t)]

Remarque 1.4.2.2 L’espace D muni de la distance d n’est pas complet.
En effet, si

=g
alors 1 1
d(Tp, Tm) = ‘ﬁ - a’

Ainsi (zy,) est de Cauchy mais elle ne converge pas dans D. Donc l'espace (D, d) n’est pas
complet
On doit donc chercher une distance équivalente a d pour laquelle D serait complet.

Distance pour laquelle D est complet
Soit A une fonction croissante dans [0, 1] avec A(0) = 0 et A(1) = 1. Posons

Alt) = A(s)

t—s

[ Al = sup |log
s#t

On définit do(z,y) I'infimum des € pour lesquels il existe A € A tel que
Al <e

et
sup [(t) — y(\)| <
t

Ona:

Corollaire 1.4.2.3 .
— dg est une distance.
- (D, dy) est un espace complet.
— les distances d et dy sont équivalentes.

Convergence faible dans D
Come l'espace (D,dy) est séparable et complet, une famille de probabilités sur D est
relativement compacte si et seulement si elle est tendue (Th. Prokorov). Mais le fait que
les projections ne Soit pas continues complique un peu les choses.
Soit T}, I'ensemble des t € [0,1] ou la projection m; est continue. On a le résultat suivant
sur I’ensemble T},

Corollaire 1.4.2.4 .
— 0 et 1 appartiennent toujours a 1.
- 8i0<t<1alorst €T, siet seulement si P(J;) =0 avec

Je =4z x(t) # z(t—)}

et P est une probabilité sur D.
— Pour 0 <t <1, m est continue en x st et seulement si x est continue en t.
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— P(J;) > 0 est possible au plus pour un nombre dénombrable de points t.
Le théoréme suivant donne la convergence faible dans D.

Théoréme 1.4.2.5 Si (P,) est tendue et si in,;_l._tk = P7rt_1.1_.tk pour tout ti, ..., t; dans

T, alors
P,=P

Le résultat suivant donne un critére de tension dans D.

Théoréme 1.4.2.6 (P,) est tendue si et seulement si
i Vnp>0,da >0 tel que

P {x:|z(0)| >a} <n, n>1
ii Ve >0 et n > 0,3dng tel que

Pz :wy(8) > e} <n, n>ng

1.4.3 Théoréme de Donsker

Dans ce résultat nous avons un exemple de suite de v.a. qui converge faiblement dans
D.

Théoréme 1.4.3.1 Soit (ey,), une suite de variables aléatoires identiquement distribuées
tel que :
E(e,) =0 E(e?) = o?

n

Soit S, =e1+ex+ ... + e, et X,, définie par :

1
Xn(t,w) = ms[nt] (w)
Alors
PXn = PW

ot Py est la loi de probabilité du mouvement brownien standard W sur C.

Preuve :

La preuve repose sur les étapes suivantes :

1.Les lois de dimensions finies de (X,) convergent vers celles de W (qui se fait comme dans
la preuve du théoréme de Donsker dans C|0, 1])

2. Pour montrer la tension de la suite (Px, ) on doit utiliser le théoréme 2.5.2.6 e
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Chapitre 2

Modéles de survie

Dans ce chapitre nous présentons des résultats qui sont dans [2],[3],[4] et [5],

2.1 Généralités

On note T une variable aléatoire positive qui est la durée de survie jusqu’a ’arrivé d’un
événement E ('unique événement d’intéret).

2.1.1 Fonctions associées aux distributions de survie

La loi de probabilité de la durée de survie T' peut étre définie par I'une des fonctions
équivalentes suivantes :

1. La fonction de répartition :

F(t)=P(T < t)

Pour t fixé, c’est la probabilité que I’événement survienne avant I'instant ¢

2. La fonction de survie :

S(t) = P(T > t);t > 0

Pour t fixé S(t) désigne la probabilité que 'individu survive jusqu’a 'instant ¢
Ona:

- S(t)=1-F(t)
— S est continue & droite, i.e S(t1) = S(t), pourt > 0
— S est décroissante.S(0) = 1 et limy—.o S(t) =0

3. La densité de probabilité :
Soit T' de densité f(t) et pour tout ¢t > 0

nw:Af@@
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Si la fonction de répartition a une dérivée au point t alors

PE<T<t+dt) .. o
dt—0 dt =P =-50)

Pour t fixé, la densité de probabilité caractérise la probabilité que lévénement E sur-
vienne dans un petit intervalle de temps aprés U'instant ¢

4. La fonction de risque (ou taux de hasard) :
Le taux de hasard est défini par :

Pt<T<t+dt>t
ht) = qm ESTstHd>1)
dt—0 dt
1 P(t<T <t+dt)

lim —
dt—0 dt P(T >t)
f(t)

S(t)

5. Le taux de hasard cumulé :
Il est défini par :

— Si F est continue :

— Si F est quelconque :

L’équivalence entre ces fonctions :

S(t) = eopl~H(t)) = capl- [ hu)du)
0

H(t) = —In(S()

) = hSE) = h(t)eap[—H()]

F(it) = 1-S()=1-exp[—H(t)]

2.1.2 Censures

Dans plusieurs situations les observations sont "censurées" : Une données est dite cen-

surée si elle n’est pas observée. Il existe plusieurs mécanismes de censures. Particuliérement
la censure aléatoire & droite : une variable aléatoire de durée T est censurée & droite par
une variable de censure C si on n’arrive pas a observer T' quand 7' > C' (ou on observe la
variable T' que lorsque T' < (). Cela arrive particuliérement dans des données de survie
oll on n’a pas accés a toutes les observations. Par exemple dans le suivi de traitement de n
patients, nous associons a chaque patient i, non seulement son temps de guérison 7; mais
aussi la censure C; (soit "perdu de vue", soit on arréte I’étude et le patient n’est toujours
pas guéri ect...). Dans ce cas on observe T; A C; = X
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En général les v.a. T; sont i.i.d de f.d.r F' les v.a C; sont i.i.d. de f.d.r G et (T3), est
indépendante de (C;),. Pour le iéme individu, on associe : la durée T; et la v.a. D; = Lir<cy

qui vaut 1 si T; est observée et 0 si T; est censurée. Lorsqu’on ordonne les données (X;, D;) :

Xy <Xo <o <Xy, Dy < D) <... <Dy

la v.a. Dy;) est l'indicateur de censure (& droite) associé a X ;.

2.1.3 Processus ponctuels associés

Au milieu des années 1970, Aalen présente une théorie des martingales pour le processus
de comptage qui offre un cadre unifié pour les méthodes statistiques de ’analyse de survie.
Les processus de comptage sont utilisés dans les représentations intégrales des statistiques
des données censurées. La théorie fournit des formes simples et unifiées des estimateurs, des
statistiques de test et des méthodes de régression. Ces méthodes permettent aussi d’obtenir
des expressions simples de statistiques compliquées et des distributions asymptotiques des
test et des estimateurs.

Dans 'analyse des durées de survie, chaque "individu" a une durée de vie T', de densité
f, de fonction de répartition F' et de fonction de survie S = 1— F et les v.a. T et la censure
C sont supposées indépendantes. A chaque "individu" on associe un couple de processus
ponctuel ((Y(t), N(t)),t > 0) donné par : (ot X =T AC)

Y(t) = Lixsn = Liracsn
- 1 si I'individu est en observation et a risque a l'instant ¢
N 0 sinon

Le processus (Y (t),t > 0) est dit processus risque : il indique la présence du risque juste
avant l'instant ¢ (le sujet n’a pas encore subi 'événement a t~). Le processus N(t) est
défini par :

N(t) = l'indicateur de I'"événements d’intérét" dans I'intervalle |0, ¢]
et nous avons avec l'indicatrice de censure D = 1ir<c)
N(t) = Lix<t.p=1} = Lir<t,p=1} = Lr<nlp=1} = Lr<pylir<cy = Dljr<y

Rappelons que la fonction de risque

Pt<T<t+dt/T >t
h(t) = Jim LE<TSt+d/T >1)
dt—0 dt

et donc pour dt "petit" on peut écrire :
h(t)dt ~ Pt <T <t+dt/T >t)
~ P<T<t+dt/T>t,C>t)

Si on note dN(t) l'accroissement du processus N sur |¢,t + dt], avec dt "petit" dN(t)
ne prend que 0 (pas d’événement) ou 1 ( survenue de I’événement) et donc

PAN({t)=1/T>t,C>t) = Pt<T<t+dt/T >t,C>1)
~ h(t)dt

28



dN (t) est une v.a. de Bernoulli et sa moyenne est
E(dN(t) /T > t,C >t) = h(t)dt

Sion note la tribu 7 = o (N(s), 1ix<s,D=0},8 < t) etlatribu Fy- = o (N(s), 1ix<sp=0},8 < t)
(événements avant t). Alors conditionnellement a F;— la v.a. dN(t) admet une loi de Ber-
noulli de paramétre Y (¢)h(t)dt

P (AN(t) = 1 /F,- ) = Y (t)h(t)dt

P(AN(t) = 0/F ) =1 — Y (t)h(t)dt

et
E(dN(t) /F,-) = Y ()h(t)dt

Le processus stochastique défini par
¢
M(t) = N(t) —/ Y (u)h(u)du (2.1)
0

est une martingale par rapport & F;- et f(f h(u)Y (u)du est le processus croissant de N ().
En effet pour la propriété de martingale on a :

E(dM(t) /Fi-) = E(N() =Y ()h(t)dt /F;-)
= E(dN(t) /F-) — E(Y (t)h(t)dt | F-)
= P(N(t)=1/F-)—=Y(t)h(t)dt
=0
Les processus
(A(t) =Y (t)h(t),t = 0)
et

t t tAX
At) = /0 AMu)du = /0 Y (u)h(u)du = /0 h(u)du = H(t N X)

sont appelés respectivement processus intensité et processus intensité cumulée du processus
(N(t),t > 0). Le processus (A(t),t > 0) est appelée "compensateur prévisible" de N(t) (
il est déterminé par F;-). Enfin on a
E(dN(t)/F-) = A(t)dt
V(AN (t)/F-) = (A()dt)(1 — A(t)dt) (2.2)

Notations : Si dans 'étude nous avons n "individus" (machine, patients ...ect) indexés
par i = 1,...,n, on note 11,15, ..., T}, les instants de survenue de "I’événement d’intérét".
On observe X; = T; A C; et D; = 1y7,<¢,3- Donc on dispose des observations (X, D;),
i =1,..n. A chaque "individu " correspond le processus risque Y;(t) défini par

et le processus ponctuel N;(t) indicateur de "survenue de I’événement" dans |0, ¢]

Ni(t) = 1{x,<t,p,=1}

29



On définit le processus risque Y,,(t) par

qui est le nombre d’"individus" & risque & 'instant ¢ et en observation. De méme on définit
le processus N, (t) par

qui est le nombre d’"événements" observés dans Uintervalle ]0,¢]. Le processus a sauts
Y, () est continu a gauche, les autres processus (intensité....ect...) sont définis de maniére
similaire.

Le processus (N(t) , ¢t > 0) est continu a droite avec limite a gauche et N(0) = 0.

Le processus (Y (t) , t > 0) est continu & gauche avec limite & droite.

2.2 Théoréme de Rebolledo

Dans cette partie nous présontons les résultats de [3] p204-225
Pour montrer le théoréme de Rebolledo on a besoin des résultats suivants.

Théoréme 2.2.1 Soit W1y, ..., W, des mouvements browniens indépendants et f1,..., f, des
fonctions mesurables positives telles que :

t
a(t) = / fE(s)ds < oo pour tout t > 0,1=1,...,r
0

. Soit { X5} une matrice de martingales par rapport a {Fy ;}, Win(t) = Z;’;(lt) Xin,; et
Win ={Win(t):0<t <7} pour tout 1 =1,...,7.
Pour toute martingale { X j}i=1,.,, t € [0,7] vérifiant :

1.
() p
> EiaXiy = o)
j=1

2. pour tout € > 0
rn(t)
P
Ejr(Xi 11X, 5551 ) —0
3. sil £
rn(t)
Z E]_I(lenijl/an) n
j=1

awvec Ej(Z) == E(Z/F,j), on a

P

—
—0Q

dans (D[o, T])"
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Théoréme 2.2.2 (Théoréme de Doléans-Dade) Soit (X (s),0 < s < t) une surmar-
tingale adaptée a la filtration Fs et (A(s),0 < s <t ) un processus croissant, continu et
intégrable tel que X — A est une martingale.

Alors pour toute subdivision S = (tg,t1, ..., tm) de [0,1]

m—1
AS@t) = E{A(tj41) — A(ty)/ Fe, }
j=0
m—1
= E{X(tj+1) — X(t;)/F,}
j=0

on a
E’As(t) —A(t)] =n—oe 0

Corollaire 2.2.3 Soit M une martingale de carré integrable tel que < M, M > est conti-
nue. Pour toute subdivision S = (to,t1,...,tm) de [0,t] on a

—_

3

L
B[M(tj41) — M(t;) /)] S< M, M >,

<.
Il
o

Lemme 2.2.4 .
1.S0it Y une variable aléatoire, (Y, :n>1) et (Y, :n,k>1) des suites de variables
aléatoires. Supposons que :

a) pour tout n, Y i LA Y,
k—oo
DY, > Y

n—oo
Alors pour toute suite croissante k, tel que k, — oo on a

lim Y, r, =Y en probabilité
n—oo

2.50it Y (.) un processus stochastique croissant et continue, {Y,(.) : n > 1} et {Y, x(.) :
n,k > 1} des suites de processus croissants. Supposons, pour tout t > 0, les conditions a)
et b) sont vérifices pour Yy, 1 (t),Yn(t) et Y(t). Alors pour tout ¢ >0, et k, — 00, on a

lim sup Yo, (t) =Y ()| =0 en probabilité
n—00 p<t<c

Lemme 2.2.5 Soit {A,; : k > 1,n > 1} une famille d’événements dans l’espace de
probabilié (Q, F, P) et {F, p;k > 1,n > 1} une suite de filtrations en n. Soit Ap € Fp i
et K,, une suite d’entiers positifs aléatoires tel que ,pour tout n, K, est un temps d’arrét
par rapport & {Fn k> 1}.
On a
Ky

nangoP {]E:Jl An,k} =0

st et seulement st

k'll

P
> Bri(lga,,y) = 0
k=1
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Lemme 2.2.6 Soit x € D[0,00) et {Q(k) : k > 1} = {{t;x : j > 0} : k > 1} une R-
sequence de IR (cf.déf 5.2.1 de [3] p. 205). Pour tout t > 0 on définit k(t) = max{j : t; <
t} et
aj = max sup |z (u) — z(v)]
]Sk(t) u,’UE[tj’k,tj_;,_l’k}
alors
klim ar = mggc\ A x(s)| ou Ax(s) = x(s) —z(s™)( saut en s)

Théoréme 2.2.7 Theoréme de Rebolledo.

Soit (Mi(n)) une suite de martingales telle que Mi(n) = Ni(n) — Al(-n) ot Ni(n) désigne un
(n)

processus de comptage et A, son compensateur. Considérons la suite des processus

n

=1

i=1
et pour € > 0,

t
lﬁmG%:A*W“”{mwbﬁﬂww

ou fn et f sont des processus Fy— prévisibles et localement bornés tels que supg | frn(s) — f(s)] —n—oo

0. Supposons également que les processus Ni(n),AZ(-n) et fi(n) sont bornés par C"
Posons pour tout t > 0, a(t) = fg f2(s)ds < oo.
Si
<UM™ >, B o)

n—oo
et pour tout € > 0
< Us(n) >¢ g 0

n—oo

Alors
(Wm@¢>®—©(/f@ﬂW$J>m
n—oo O

dans D[0,00) muni de la topologie de Skohorod et W est un mouvement brownien.

Preuve :

Montrons d’abord la convergence faible dans D[0, 7], V7 > 0 ce qui va impliquer la conver-
gence faible dans D[0,00). Pour une suite de partition {Q(k) : k > 1} = {{t;r : j >
0} : k > 1}, on définit W,En)(t) = Zf(:% X](.jz) avec X](.;? = UM (tj14) — UM (t5) et
k(t) = max{j : t;, < t}. Montrons que il existe une suite k, croissante tel que pour
W (1) = W, (t) on ait

sup U (1) = W (1)] 5 0

t<rt
et

W = U dans D|0, 7]

et on conclut en appliquant le théoréme 1.3.1.3 (chap.1).
Premierement nous allons montrer que

sup [ (1) = W ()] £ 0

t<rt
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Par construction on a :

sup [U™ (¢) — W™ (1)) < max sup U™ () — UM (v)]

t<t J<k(T) uyve[tj,k7tj+1,k:/\7}
Par le lemme 2.2.6 on a

lim max sup U™ () = U™ (v)] = max |[AU™ (1)]
k—)OO]Sk‘(T) U,Ue[tj’k,tj+1,k/\T] t<r

Il reste & montrer que

max AU (1)) L. 0 quand n — oo

ce que l'on fera par le lemme 2.2.4. Remarquons d’abord que pour tout s

AU(n)(S)ﬂ{|AU(n)(S)|>E} = Z AUi(n)(8)]]'{|AUZ.<”>(S)|>8} presque surement

=1
Comme AZ(-n) est continue, les conditions du théoréme 2.2.2 sont vérifiées pour
xt) = [ H" )M dN™
0= [ OO 1 a0
et

t
_ (7) (2 (n)
AW = [ HO01 0 446)

Donc, quand k — oo, on utilise le corollaire du théoréme pour avoir

k(T)
n n 2 n
Q) = 3Bl Y AUYS) Laveiysa /B
7=0 tj,k<8§(tj+17k/\T)
n k()

n 2 n
= Y2 EL Y AU Ljavwsa/FlD

i=1 ]:0 tj,k<5§(tj+1,k/\7—)

— Z < UZ»(Z) > =< UE(") >, dans L'
i=1

La deuxiéme hypothése du théoréme : < Ug(n) >T£> 0 quand n — o0. Le lemme 2.2.4 donne
qu’il existe k, tel que
Q,(:L) P o quand n — oo

D’autre part, on a

n 2
> AU () L art ()52} 2 €L maxy, pesee

15,k <s<(tj4+1,6AT)

Seran [AUO (s)]>¢}

De ce qui précede

kn

—~

)
(n) 1 P
E {]l{maxtj,k@g(%’km \AU(n)(s)|>a}/th’kn} — 0 quand n — oo

i
o
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ce qui donne par le lemme 2.2.6

P{max IAUM(s)] > e} —0

D’ou
sup U (1) = W ()] £ 0

t<t

Montrons le deuxieme point :
W) = U dans D|0, 7]

Pour cela, nous allons montrer qu'il existe une suite (k,) pour laquelle les 3 conditions du
théoréme 2.2.1 sont vérifiées.
la premiére condition du théoréme 2.2.1 :

(t
1X2<—>/f2 )ds = at)

peut s’écrire
A,(:L) (t) LN a(t) pour tout t € [0, 7]

quand
k(t)
=Y B[ 410 — U 150/ F)
j=0

Comme < U™ > est continue, le corollaire 2.2.3 implique
kli_)n;OZE [{U(") (tjy1p AL) — U(n)(tj7k)}2/Ft(:3] =< U™ >, en probabilité

Aussi, par la continuité a droite de U™

lim U™ (¢, k(D) +1,k) — U™ (t) = 0 presque surement

k—o0

(car t)41,6 — t ) Donc

Ag‘) (t) P<U™ >, quand k — oo
D’ou
<™ > B a(t) quand n — oo pour tout ¢ € [0, 7]
Comme A,(Cn) ,< U™ > et a(.) sont des processus croissants et a/(.) est continue, on applique
le lemme 2.2.4 partie (2) ce qui donne I'existance de la suite ky, tel que

A(n)( t) — «(t) pour tout t € [0, 7]

Par suite la premiére condition du théoréme 2.2.1 est vérifiée.
Pour la deuxiéme condition du théoréme 2.2.1

rn(t)
Z E; 1(Xn, ]l{Iinj|>s} 5 0 pour tout € > 0
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elle peut s’écrire, &t = T,

kn(T)
Tim > E{ U™ (t110,) = U k)P Lo 54000 et Foka | =0 (23)
=0

en probabilité pour tout € > 0
Fixons § > 0 et notons U™ = U((;n) () + Qg") (t) avec

n t
(n) (n)
ZUZE Z/O Hz (S)]l{|Hz(n>( )|>8} M ( )
i=1
et

Z U 0 Z / ;' a0 (o <y M) (5)

Or pour a; = b; +¢; avec i = 1,2 on a

(a1 = a2)*Ufjay —apj>ey < 4(b1 = 02)" Loy by 2y + (€1 = €2) i, o> 5)
D’ou

kn(T)

B U (110, = U ) YL 00 10000 1) Py | < 4QT, #4087,
7=0

avec
kn(T) - " )
lkn J;O E{{Qa (i) — U5 )} L0 1)U ()55 ./ tjkn}
et
o o 2
Q2 En ;} E [{Ug (tit1n) —Us  (tk,)} ]I{IU((;")(th,kn) T (1) > 5 }/ t;, kn]

Pour montrer (2.3) il suffit de montrer que an,zn Pooet Q;nl?:n P o pour une suite k, telle
que k, — oo.

(n )

Par hypothése les processus A (n), f n) sont bornés par C™. Donc pour tout n il existe

une constante b,, tel que
sup|US" (s)] < by
S

avec b, — oo quand n — oo
D’ou
kn

—~

7)

(n) 2 (n)
Qi < (2b0) ; E []l{IQfs")(tj+1,kn)—Qfs”)(tj,kn)|>§}/th*’“”
j

Il
o

U ((;n) saute au plus § puisque les deux composantes du processus ne saute pas au méme
temps et que leurs sauts ne dépasse pas 0. Ainsi en posant § < %, on a pour un n fixé
(sauts ne dépassant pas o)

n €
lim P{ max |U6 ( titik) *Q((s )(tj,k)‘ > 5} =0

n—0o0 J<k(r
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Par suite du lemme 2.3.4 on en déduit :

kn ()
20,2 S E [
J

—

J2sR) P
{|U( (]+1kn) U5 )(t]kn)‘> }/ Jk”] k:——>>000

I
)

On conclut de nouveau par le lemme 2.2.4, qu'il existe une suite (k) tel que

QR 20
Pour le second terme Qén,zn, on a
kn(T) ) (
LS Y BT A ) = T8 Y F B (T8 (taey ) = U857 (0 F L
7=0
Le corollaire 2.2.3 donne
@ rem =), a2 @] LD )
3 E[{U5 (r Atjnk) — US40} /th,k] 5 <U >
§=0

On a aussi
|U5 ( k( )+1,k) - U((sn)(T)|2 —koo 0 dans L?
car les processus sont continus a droite et bornés par une constante dependant que de n
D’ou
E [{T5 (tyry1.0) = U5 (1)} F)] = 0 dans L

Comme la convergence dans L' implique la convergence en probabilité,

kn(T)
—(n n —=(n T=(n n P +=(n
B {05 (7 Atgsan) = U5 )V B |+ {05 (1) = U5 0P/ 2 <TFY >,

J=0
Par la deuxieme condition du théoréme on a

P
<U;s (n) - 0
n—oo

Ainsi, le lemme 2.2.4 donne
n P
Qi 0

Ce qui termine la demonstration du théoréme.e

2.3 Estimation du taux de risque cumulé

2.3.1 Introduction
Pour 'individu 4, on associe le couple (N;(t),Yi(t), t > 0) et (Y,(t), No(t),t > 0)
définis précédemment. On définit le processus J,(t) = 1 (T (t)>0} qui est 'indicateur de

présence d’au moins un "individu" & risque. Dans cette partie on prend un taux de hasard

hi(u) = h(u),Vi = 1,..,n. Le risque cumulé avec existence d’au moins un"individu" &
(2 ) b )

risque sur [0, ¢] est :



On pose

(o) = | ;ﬂ:gz; AN, ()

qui sera un estimateur de H,(t).Calculons leur différence :

0 =i = [P (@) = Vaw)h(u)du)

B n tJn(u) (o
= ;/0 Yn(u)dMZ( )

ol la martingale
M;(u) = N;i(u) —/ Yi(s)h(s)ds
0

est d’espérance nulle et elle représente la différence entre le nombre d’événements observés
sur [0, u] et son processus croissant (qui est le nombre d’événements "prédit" par le modéle
pour l'individu i, il est noté : A;(t) et est appelé "compensateur prévisible" de N;(t)
puisqu’il est déterminé par F;-.

On pose M, (u) = Y% | M;(u)

2.3.2 Estimateur de Nelson-Aalen

1) Construction

L’estimateur de Nelson-Aalen Hy4(t) du taux de risque cumulé H(t) a était proposé
par Nelson en 1972 et ensuite par Aalen en 1978. Cet estimateur est fondé sur la remarque
suivante pour A petit :

P(s<T <s+A)
P(T > s)

H(s+A)—H(s)~h(s)A=P(s<T <s+A /T >s)=

C’est la probabilité que l'événement surviennent dans un petit intervalle |s,s + A]
sachant qu’il y a un risque a l'instant s. Cette probabilité est approchée par la fréquence
suivante : 3 3 B

[Nu(s+A) = Nu(s)]  dNy(s)
Ya(s) Yo (s)
ot dN,,(s) = Ny(s+ A) — N,(s) est le nombre "d’événements" observés dans l'intervalle
]s,s + A] et Y,,(s) est le nombre d’"individus" & risque a l'instant s.

En sommant les quantités sur tous les sous intervalles formant |0, ¢] et en faisant tendre
A vers 0, de telle sorte que chaque intervalle contienne au plus un "événement". Ainsi
I'estimateur de Nelson-Aalen est défini par

L dN,(s)
0 Yu(s)
En effet : cet estimateur peut aussi s’écrire si on note t1, to, ..., t,, les instants ordonnés
de survenue de 1"événement" pour les n "individus" (processus a sauts) :

ﬁNA(t) =

LaNa(s) AN (s) Noy(t:) — No(ti 1)
A Yn(s) B Z /ti_l ?n(s) B Z Yn(tz)

{i,t:i<t} {i,t;<t}
AN, (t; .
{iti<ty ~ ™\



ott sur |t;_1,t;] le processus Y, (s) est constant égal a Y,,(t;) et
ANn(tz) = Nn(ti) - Nn(ti—l)

est le nombre "d’événements " observés dans Uintervalle |¢;_1,¢;] i.e. en ¢;. On peut direc-
tement construire un estimateur de la fonction de risque h(t;) a instant ¢; en utilisant la
remarque précédente. En effet on pose

ot m(t;) désigne le nombre "d’événements" observés jusqu’a linstant ¢; et r(¢;) est le
nombre "d’'individus" & risque a l'instant ¢;.
Ainsi on estime le taux de risque cumulé H(¢) en sommant les risques aux instants

t; <t par .
Hya(ty= > h{t)= Y T((til))

{i,t:<t} {i,t; <t}

2) Exemple :

Données des ventilateurs (Données de Aalen)

On étudie la durée de vie de 70 ventilateurs, en milliers d’heures de fonctionnement. La
question qui se pose est de savoir si la fonction de risque h est décroissante dans le temps
(qui signifie que le risque de panne est décroissant avec le temps et donc une bonne durée
de fonctionnement des ventilateurs). On a le tableau des données suivant :

45 | 46t | 11.5 | 115 | 1567 | 16.0 | 16.67 | 18.5T | 1857 | 18.5F
18.57 | 18.517 | 20.3% | 20.3% | 20.3* | 20.7 | 20.7 20.8 | 22.07 | 30.0F
30.0" | 30.0" | 30.0" | 31.0 | 32.07 | 345 | 3757 | 3757 | 415 | 41.5T
41.5% | 41.5% | 43.07 | 43.07 | 43.07 | 43.07 | 46.0 | 48.5T | 48.5% | 48.5F
48.5% | 50.0" | 50.0" | 50.0" | 61.07 | 61.0 | 61.07 | 61.07 | 63.0% | 64.5T
64.5% | 67.0" | 74.57 | 78.07 | 78.0"7 | 81.07 | 81.07 | 82.07 | 85.0% | 85.0T
85.07 | 87.57 | 87.5 | 87.57 | 94.07 | 99.0" | 101.0T | 101.0" | 101.0"7 | 115.0T

(+ indique une donnée censurée ). Si on note t1, to, ..., t, avec n = 70, les instants de panne
observés.
1. Tauz de risque cumulé : On a le graphe suivant :
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Par exemple pour tout t > ¢, = 16000 heures :

Hya(t) = =+ —+ —
= 0.0591

Interpretation : on a 5.91% de risque de tomber en panne pour ce lot de ventilateurs
durant la période de fonctionnement (16000 heures).

AN(t) _
Y(ti -

mi
T
construire un graphe de h par interpolation linéaire des points (t;, hy, (¢;)

2.Fonction de risque h : Des estimations hy(t;) = de h(t;), on peut
).

On a le tableau
suivant :

Durées t; | m; | r; hi(t;)
4.5 1 | 70| 1/70=0.014
11.5 2 |68 |2/68=0.029
16.0 1 | 65| 1/65=0.015
20.7 2 | 55 |2/55=0.036
20.8 1 |53]1/53=0.019
31.0 1 |47 | 1/47=0.021
34.5 1 | 45 1/45 =0.022
46.0 1 | 34 1/34 =0.029
61.0 1 |25 1/25=0.04
87.5 1 | 8] 1/8=0.125

On obtient donc le graphe suivant de h :
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Le graphe donne une fonction de risque h croissante dans le temps.

3) Consistence et loi asymptotique
Le théoréme suivant donne la convergence en probabilité de Hpya.

Théoréme 2.3.1 On a pourt >0
- P
[Hya(t) —H(t)] — 0
n—oo
Le résultat suivant donne la convergence uniforme en probabilité de l'estimateur de
Hpya.

Théoréme 2.3.2 Sipourt >0, F(t) <1 et Y,(t) L o alors

n—oo

A P
sup |Hya(s) — H(s)| = 0
OSSSt n—oo

Le théoréme suivant donne le loi limite de Hy 4(t).

Théoréme 2.3.3 .
1. L’estimateur Hy(t) est un estimateur avec biais de H(t).

2. Sous Uhypothese F(t) < 1 nous avons
Vi (Hya(t) = H(t)) =00 U (1)

ou U(t) est une martingale gaussienne centrée de variance

o h(s)
Voo = [ e

et G la f.d.r de C.
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Preuve :

1. Le biais de Hy4(t) est donné grace a (2.1) et a la martingale

Ona -
Biva®) - B t N w)
_ B ( /0 t SZEZ; (AN, (1) + Yn(u)h(u)du]>
(u)

Soit F' la f.d.r des durées de survie T; et G la f.d.r des C;. On a vu au th 2.3.1 que

/OtP (Yo(u) =0) h(u)du — 0

n—oo

D’ou le résultat.

2. La fonction de survie Sx des X; est :
Sx(t)=1-F(@)(1-G({))
Par le théoréme de Glivenko-Cantelli pour Y, (t) = Y7, 1(x,>1 on a

LA
n—oo

Y,
sup (s)
seoe] | T

—(1=F(s)(1-G(s7))

Par ailleurs J,,(t) = 1{37n(t)>0}’ on en déduit que

P
1-— Jn(t) = 1{}7"(76):0} njoo 0
En effet

P (Y,(u)=0)=P (f: Yi(t) = 0)
=1
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qui est la probabilité d’avoir 0 individus a risque sur (0, ¢] parmi les n individus.

Or pour un individu

P(Vi(t)=1) = P(I;>1,Ci>1)
= P(T; > t)P(C; > t)
= (1—-F(t))(1-G(t")) car F est continue

Comme

Yo(t) = B(n, (1 - F(t))(1 - G(t7))

PY,(t)=0)=Ch[1-(1-F@)(1-Gt)]" — 0

n—oo

Par suite
Jn(t) — 1

n—oo

Or par (2.1) on a
dM(t) = dN(t) — Y (t)h(t)dt

et de
d < M >y=wvar(dM(t)/F;-)

on obtient par (2.2)
d < M >=wvar(dN(t) =Y (t)h(t)dt/F;-) = var(dN(t)/F-) = Y (t)h(t)dt

Par conséquent pour

RO
= | e

son processus croissant est

D’autre part

< ﬁizn;/ot ;:EZ? AM; (1) > an Ot ;é((z)) - (u)h(w)du
_ /0 . Ji;((z)) Z: ¥i(u)h(u)du
_ /0 " ;é((:i)) V., (w)h(u)du
= /Otn{:EZ;h(u)du
Dautre part, le processus
Vi (Fwalt) - H®) = Vi §:j [ £ aas
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est une martingale que 1'on notera Z, (t). On applique le théoréme central limite pour
les martingales (Théoréme de Rebolledo)

Veérifions les conditions du théoréme pour la martingale Z,(t) = v/n (ﬁNA(t) - H(t)) .

1.0n a ;
< Zy >t= / n{(u) h(u)du
0

et P
Jp(u) = 1

et aussi, en appliquant le théoréme de Glivenko-Cantelli pour Y, (t) = Y0t ; 1ix, >
on a

Yny L (- Fu)(1 - Gu))
Donc
B t In(u) Wdu — ¢ h(u)du =«
< Znp >t—/0 @ h(u)d n—oo Jo (1 —F(u))(1—G(u™)) =)

qui est déterministe. D’oti la 1 condition.
2. Pour la 2™ condition posons

[t )
Zn,s(t)_/o \/ﬁml{‘fﬂl>g}dM”(u)

Y (u)

Montrons que < Z, . >; — 0 en probabilité :
n—oo

_ (", W v
ST = [ g e <
JIn(u)

=, i e O

¢ Jn(u P
= n-—= 1 w h(u)du = 0
I o e

~—

car

et donc

D’ou la 2°™€ condition.

Par conséquent :
t

(Zu(t),t > 0) = ([ f(s)dW(s),t > 0)

n— 00 0

avec a(t) = fot f2(s)ds.
D’ot pour tout ¢ > 0

t
%@:ﬂw=/ﬂmW@%N&WD
0
D’ou le résultat du théoréme. e
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2.4 Estimation de la fonction de survie

2.4.1 Introduction

La fonction de survie S est inconnue et elle caractérise la loi de T'. On va construire un
estimateur en utilisant les observations

(Xi,Di) = (TZ A Cj, 1{T1SC'1'}) 1=1,...,n

Si les données ne sont pas censurées, S(t) peut étre estimée par la f.d.r. empirique
1 n
Sn(t) = n Z Lnsn =1- Eu(t)
i=1

ot F,(t) est la f.d.r. empirique des 7;. Si on dispose d’observations (7;) avec présence de
censures, estimer S seulement par les données (7;);=1,. , non censurées (D; = 1) fournit
une estimation avec biais. En effet si on définit un estimateur S,

S, (t) = 2t lir>e,p=1}
' 2?11 1{Di:1}

alors par la loi forte des grands nombres on a

Sp(t) = 7 it Lr>e,0=1 . P(T;,>t,D;=1)
(1) =
S 2 it L=y e P(Di=1)

car

P(T,>t,D;=1) _ ftoo (1—-G(w)) f(u)du _ ftoo (1-Gw)) f(u)du
P, = 1) BT, <0, 1 (1= G(w)) f(u)d

L= Jo~ G (u) f(u)du 7é/t flu)du=S(t)

Ainsi dans le cas de données censurées, l'estimation de la fonction de survie S nécessite
des outils spécifiques. Il existe plusieurs méthodes non paramétriques parmi elles la plus
connue est celle de Kaplan-Meier. D’abord on définit I'estimateur de Fleming-Harington
qui se déduit immédiatement de I’estimation du taux cumulé.

2.4.2 Estimateur de Fleming-Harington
1) Construction

L’estimateur de Fleming-Harington est ’estimateur qui découle de I'estimateur de Nelson-
Aalen du risque cumulé H en utilisant la relation S = exp(—H)

Spu(t) = exp(— Z m(ti)

it <t r(ti)

)

Il peut aussi s’écrire :
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2) Exemple

Sur 10 patients atteints de tumeurs, on a observé les durées de survie suivantes, exprimées
en mois : 3, 4+, 5.7+, 6.5, 6.5, 8.4+, 10, 10.1+, 12, 15

L’estimateur de Fleming-Harington de la fonction de survie S(t) se calcule de la maniére
suivante :

temps | R; | m; | Survie | Intervalle
0 |10] 0 1 [0, 3]
3 110 1 | 0905 | [3,6.5]
65 | 7| 2| 0680 | [6.510]
10 | 4| 1053 | [10,12]
12 | 2] 1| 0321 | [12,15]
15 1 1 0.118

=

oo

©

oo

©

= |

L]

™

A

— Fleming-Harington

@ | —— censure

O
T T T

0 5 10 15

3) Consistence et loi asymptotique

Théoréme 2.4.1 .
1)L’estimateur Spy(t) posséde un biais.
2)Si on suppose que :

i) pour tout s € [0, ]

B Jn(u) E o2(s
n /O S ) B 020
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ii) pour toute >0

P

—n—oo 0

b T (u)
o T O ma®
iii)
K P
\/ﬁ/ (1 = Jp(u)h(u)du —p—o 0
0

Alors pour tout t > 0 R
\/E(SFH(t) - S(t)) = n—o0 —U(t)S(t)

ou U est une martingale gaussienne centrée.

Preuve : Rappelons que Spy(t) = exp (—fINA(t)) ol ﬁNA(t) t J"(u) dN,, (u)

Yo (u)
A). Calcul du biais : posons Sy(t) = e (—ﬁn( )) ot Hy( fo Yh(u)du
Nous avons pour ¢ € [0, 7] et 7 > 0 (en appliquant le th. 3.3.3 Annexe)
S’FH(t) t SFH u’) A ~
— -1 = - ——d(Hnya— H, ) (u
S,(t) 0 Su(u) (A = Hu) ()

ot dM,,(t) = dN,(t) — Yy (t)h(u)du. Puisque %t()t) 1 est une martingale locale de carré

intégrable sur [0, 7[ nulle en ¢ = 0, On en déduit que

E (SFH(t)> =1 pour tout ¢t € [0, 7]

Sy (t)
On a
S(t) < Sn(t)
Donc N
Sru(t) _ Sku(l)
Sy~ S)
et alors A A
FH(t) Srm(t)
E( S, (t) > SE( S(t) )

Dou: 1< % ou encore E(Spg(t)) >

) = 5(b).
Par suite le biais est : B(Spg(t)) — S(t) >0
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B). Pour la convergence en loi vérifions les conditions du Th. de Robolledo :

par la condition 1 on a

Spir P Spr(uT)? T (u) P
< \/ﬁ< g —1) >t—n/0 = h(uw)du — o(s)

Par la preuve du Th.2.3.1 on en déduit S%H ((Z; ) —>np_>oo 1. D’ott la 1™ condition du Th.
de Robolledo.

Pour la 2°™¢ condition du Th. de Robolledo, la condition 2 et de facon analogue & la preuve
du Th 2.3.3 (2°™¢ condition ) on trouve que

t 4 —\2
n = = 1 " h(u)du — 0O
/0 Suw? Valw) (vl >} MM

Donc pour chaque ¢ > 0

Le fait que S(u) < S, (u), pour u € [0, s et la condition 3 implique

S(t) —1‘ < ﬁAti(z)d(H—ﬁn)(u)

t
< \/ﬁ/o (1—Jw)h(wdu 5 0

n—oo

comme Sy, (t) —n 0o S(t) on en déduit que

Il s’ensuit que

Vi (Spa(t) - 1)) = Vit (Spa () = 5u®)) + v () = S(1)
\/ﬁ

D’ou le résultat du théoréme.e
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2.4.3 Estimateur de Kaplan Meier
1) Construction

Kaplan et Meier ont proposé un estimateur de .S nommé aussi estimateur produit-limite.
Il repose sur I’idée suivante : un "individu" est en vie aprés 'instant ¢, c’est étre en vie juste
avant I'instant ¢ et ne pas "mourir" en . Cette idée se traduit par les relations suivantes :

Sit) = P(T>t)
= PT>t/T>t-1)PT >t—1)

= PIT>t/T>t-1)---P(T'>1/T>0)P(T>0)

Si l'on choisit les instants de conditionnement ou il se produit un événement ¢; (mort,
panne ou censure ...) on aura a estimer des quantités de la forme :

P(T >t [T > ti—)) =i

ou les t;) < ¢;_1) et p; est la probabilité¢ de survivre pendant l'intervalle de temps I; =
}t(i,l),t(i)} sachant qu’on était "vivant" au début de cet intervalle.

Notons comme précédemment, r; le nombre des sujets qui sont "vivants" (donc a risque )
juste avant l'instant ¢(;) et m; le nombre d’"événements" a I'instant ¢(;y. Or ¢; = 1 — p; est
la probabilité de la survenue de I’événement" durant I;. Un estimateur naturel de ¢; est la

fréquence
L.omy
q = —

T

Si on suppose qu'il n’y ait pas d’ex-aequo (plusieurs pannes en t(i)) :si Dy =1, c’est qu’il
y a eu un "événement" en t(; et donc m; =1, si D; =0, c’est qu’il y a eu une censure en
i) et donc m; = 0.
Par suite

A . r .

pp = 1—¢g=1—— siD;=1

£}
= 1 sinon

Onar;=mn—(i—1)si D; =1 (car il y'a eu i — 1 "événements" avant t(; et il y’a n
individus dans ’étude). L’estimateur de Kaplan-Meier dans ce cas est

Sku(t) =[] <1 _ n_i'+1>Dm

Tay<t
Remarque : Pour 2 petit Sgar(t) =~ Spp(t) car 1 —x ~ e™* au voisinage de zéro

2) Exemple

Sur 10 patients atteints de tumeurs, on a observé les durées de survie suivantes, exprimées
en mois : 3, 4+, 5.7+, 6.5, 6.5, 8.4+, 10, 10.1+, 12, 15

L’estimateur de Kaplan-Meier de la fonction de survie S(t) se calcule de la maniére sui-
vante :
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temps | R; | m; Survie Intervalle
0 [10] 0 1 [0, 3]
3 10| 1 9/10=0,9 [3,6.5]
6.5 7 2 9/10*5/7=0,643 [6.5,10[
10 |41 9/10%5/7%3 /4—0,482 10,12
12 | 2 | 1 | 9/10%5/7%3/4%1/2=0,241 | [12,15]
15 1 1 0
=
@ _|
[an]
© i
©
< _|
(o]
™
(o=}
—  kaplan-Meier
= | —+— censure
(o=}
| | |
0 5 10 15

3) Consistence
Le résultat suivant donne la consistance uniforme de Uestimateur S wm de Kaplan-Meier.

Théoréme 2.4.2 Si pourt >0, F(t) <1 et Y,(t) P oo alors

n—oo

5 P
sup |Ska(s) = S(s)| — 0
0<s<t n—oo
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2.5 Estimation de la densité des durées de survie

2.5.1 Données non censurées
1) Introduction

Dans cette partie nous rappelons quelques propriétés de ’estimateur & noyau de la den-
sité sans démonstrations. Soit 11,75, ..., T, des durées de survie de f.d.r. F' et soit V,, =
]to - %",to + %"] un voisinage de tp, ot (by)n>0 est suite de parameétre positifs appelée
fenétre.

Un estimateur de la densité f au point ty est donné par

Fulto+ %) — Fa(to — %)
bn,
nombre d’événements dans ]to — b—”, to + %"]
bn

fn(to) —

ou F;, est la fonction de répartition empirique. On peut aussi écrire

1 n
fn(to) = nbnzgl]to_bgio‘f'b;](ﬂ)
RS to—T;
= o 2y

D’ou la définition d’un estimateur & noyau de f, pour t € ]—%, %]

1 — -T;
fn(t):nan;K<t bn )

ot le noyau K est une application :JR — IRT, borné, d’intégrale égale a 1 et symétrique et
b, — 0.

Exemples de noyaux : noyau gaussien, noyau uniforme, noyau d’Epanechnikov, noyau
triangulaire, noyau quadratique,...etc

Un noyau K est dit de Parzen-Rosemblatt si K est symétrique et si lim|,|_,q [u| |[K (u)| = 0.
Si on pose Kp, (y) = %K (#), lestimateur & noyau f,, s’écrit
oo
Ful® = [ Ko = 9)dals) = (Ey, )0
—0oQ

ol lin = % >oi 07, L'étude de f, repose en particulier sur le lemme de Bochner

2) Comportement asymptotique de f,

Nous avons les résultats suivants sur f, [2].
On pose C; 'ensemble des fonctions continues en un point ¢ € IR.
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Théoréme 2.5.1.1 Si f, est un estimateur & noyau et si le noyau K est de Parsen-
Rosemblatt, alors

(mHOdanaﬂ¢:[WERNfEQEUMw—ﬂMZ—»ﬂ

n—o0

Théoréme 2.5.1.2 Soit K un noyau positif et a variations bornées et f uniformément
continue, on a

b, — 0 et Vv > 0, E e < o0 | = sup | fn(t) — f(2)]
t
n>0

— 0 p.co.
n—oo

Théoréme 2.5.1.3 On a la loi limite gausienne :

fn(t) — Efn(t)

oy e VO

3) Choix optimaux du noyau K et de la fenétre b,

Les résultats de convergence de I'estimateur & noyau f,, nécessitent des conditions sur K
et by, d’ou se pose le probléme de choix optimaux de (K, by,).

On pose

An(t) = E[falt) — fO))
E [fu(t) — Efu(t) + Efa(t) — f(1))°
= [Efa(t) = fOF + E[fu(t) — Efa(t)]

On suppose que le support du noyau K est [—1,1]
Le théoréme suivant donne le comportement asymptotique du biais et de la variance de f,

Théoréme 2.5.1.4 Si f est de classe C? et K est un noyau de Parzen-Rosemblatt. Alors
st b, — 0 et nb, — 00 on a

1. 2 .
BL = £0) = F£0) [ @Kt 06)
2. . ) .
E[fu(t) ~ BA.0 = 7o) [ KP{)du+ O(-)
3.
4 1 2 1
%@z%ﬂ%ﬂlﬂ%@mﬁ+£ﬁ@[ﬁﬁwm+mﬁ+£ﬁ

Le choiz de la fenétre optimale b}, se fait ici si K est donnée.

Théoréme 2.5.1.5 Sous les conditions du théoréme précédent, la fenétre optimale est

. _ f(t) L Wdu 1/57171/5
o = (f”Q(t) [fu2K(u)du]2 /1K (wd )

Pour les démonstrations des théorémes précédents
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2.5.2 Données censurées
1) Introduction

Le but de cette partie est I’estimation de la densité des durées de survie T dans le cadre
de données censurées voir 5.

Soit 11,75, ..., T,, une suite de v.a. positives i.i.d. de fonction de répartition F' représentant
les durées de survie et C1,Cy, ..., C,, est la suite de v.a i.i.d. représentant les censures de
f.d.r. G. On suppose que la suite (7;) est indépendante de la suite (C;) et on observe

X, =T;NC;,D; = 1{Ti§Ci}i =1,...,n

L’estimateur de Kaplan-Meier de la fonction de survie S est donné par

. 1 D)
Skm(t) = H <1 - n—z+1)

tiy<t

qui s’écrit aussi
0]

SYKM(lf) = HX(i)St (1 - n7i+1> sit< X(n)
1= Fo(Xn)) sit > Xy

ou X(1) < X(g) < ... < X, est la statistique d’ordre de 'echantillon Xy, Xs, ..., Xy, et Dy
est la valeur de D; (I'indicateur de censure & droite) associée a X(;). (Pour ¢ > X(,,) on a

N ~

posé 1 — F(t) = 1 — F,,(X(,)) puisque il n’y a plus d’observations aprés t)
Nous reprenons les mémes notations. On suppose que F admet une densité f par rapport
a la mesure de Lebesgue qu’on se propose d’estimer en utilisant les observations (X;, D;),
i = 1,...,n. En se basant sur l'estimateur de Kaplan-Meier, Blum et Susarla (1980) ont
proposé un estimateur de la densité f par la méthode du noyau donné par

Falt) = bln/OOOK <tb_ns> b, (s) (2.4)

ot F, est une fonction empirique, (by,),>1 est la fenétre avec b, — 0 et K un noyau
- n—oo

de support [—1,1]. Cet estimateur f, a été étudié en particulier par Blum et Susarla
(1980), Foldes et al. (1981) et Mielniczuk (1986). Dans cette partie on quelques propriétés
asymptotiques de f, en suivant [5].

Nous utilisons les notations suivantes :

Soit
S(t)=1-F(t),Sc(t) =1—-G(t)
7(t) = P(X1 > t) = S(t)Sc(t7)

t
h(t) = g((g,H(t) _ /0 h(s)ds

ou h et H sont respectivement le taux de hasard et le taux de hasard cumulé.

On considére les processus ponctuels suivants définis sur [0, oo] :
— Le processus N;(t) indicateur de "survenue de I'événement" N;(t) = 1x,<¢ p,=1}
— Le processus Ny (t) = >_;"; Ni(t) : le nombre d’"événements" observés dans 1'in-

tervalle ]0, ¢]

— Le processus risque : Y;(t) = 1{x,>¢
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— Le processus Yy, (t) = > | Yi(t) : le nombre d"individus" a risque a l'instant ¢
On note aussi les processus suivants :

t
At) = / Y,,(s)dH (s) le processus intensité cumulée
0

Ny (t) = Na(t) — A(t) = No(t) — /0 ¥,y (3)h(s)ds

iy = [

In(t) = 1{Yn(t)>0}

Fult) = = /OOOK <t = 3) Sear(s™)dHn(s) (2.5)

br,
Le processus (M (t),t > 0) est uneF;-martingale ou
Fi = 0(ix,<s,0,=1} Lixi<s,pi=0}; 0 < s < i =1,...,n)

(M(t),t > 0) est aussi une martingale locale de carré intégrable (cf.3.3.4 Annexe).
On suppose que :
— C1 : Le noyau K est borné sur [—1, 1] et satisfait les conditions suivantes

1 1 1
_ _ 2 _
/_1 K(t)dt =1, / LK (1)t = 0, / PR()dt = ky £ 0

-1 -1

2) Etude du biais de ’estimateur fn

On note dorénavant Iestimateur f,, dans (2.4) par fn
Dans le cas général ou F est une f.d.r. quelconque, la fonction de survie S(t) = e{—H(t)}
est 'unique solution de I’équation intégrale suivante :

St)=1—F(t)=1— / S(s™)dH(s)
0

et l'estimateur de Kaplan-Meier Vérifie

gKM(t) =1- /SKM(S_)dﬁNA(S) =:1- Fn(t)
0

oll encore dScar(t) = —Sgar(t7)dHya(t)
En effet
Skum(t) = Skm(t™) = ASku(t)
= =Sien(t) [Ava() = Hya(t)]
= —Skm(E)AHN ()

= —Sku(t) Ag?t()t)

par construction de Hy 4 (cf chap.3)
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D’ou

Sru(t) = Skm(t7) <1 - A}Zﬁ)t))

ot AN(t) = N(t) — N(t7). Comme Hy 4 présente des sauts seulement aux points t;, on

Srar(t) = Iy, < (1 — Aéjg?) =1, _, (1 — AﬁNA(ti))

Ainsi de Péquation Sgas(t) = 1 — E,(t), Pestimateur a noyau (2.4) peut s’écrire -en chan-
geant de notation- comme suit :

2 1 [ t—s .
Falt) = fult) = o= /0 K (b) Srear(s™)dHya(s) (2.6)
car dF,(t) = —dSku(t).
Nous avons montré que Hy () — Hy(t) = g ;,—,"EZ; dM,,(u). Par suite de (2.4) et (2.6) on a

0= 50 = o TR (5 Sk tna - )
)

dM,(s) (2.7)

Comme (L;(s)) sont des processus localement bornés (sur [0, ¢]) et Fs-prévisibles, et M;(s)
est une martingale locale de carré intégrable (cf.corol.3.3.4 Annexe), alors par le Th. 2.4.5
de [3] (fn(t) — fa(t),t > 0) est une martingale locale de carré intégrable.

= [Tr (5 ) s = - [Tr (5

On a le résultat suivant

On note

) S(s)dH (s)

Théoréme 2.5.2.1 Supposons que [ est continue.
(i) Sib, — 0 alors
n—oo

(1) = / () [£(¢ = by = (@)} du = 0

n—oo

(ii) Pour toutt >0 on a

t—s

BA.0 =BA0 = - [ K () B (Skuls) () dir(e)

(iit) Si la fonction w(.) = P(X1 > .) est strictement positive dans un voisinage d’un point
t, alors on a

E(fut) - f3(t) = n(t) — fr(1))
-5 S )5 (s
= / (t ) <1{Ty<s}K]‘g((:Y))()> dH (s)
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ot 7y = inf {s: Y (s) =0}
(iv) Sous les mémes conditions de (iit), on a, pour n assez grand

A 1
B0~ F0)] <) [ ()| bt~ b

-1
ie ‘E(fn(t) = f;(t))’ — 0 avec une vitesse exponentielle.
n—oo

(v) Si les conditions de (i) sont vérifiées, f de classe C? et b, — 0 alors

B(falt) — (1)) = 5625 (s + o) + ol )

ot ko est donné par C1.

Remarque le point (v) montre que l'estimateur fn est asymptotiquement sans biais.

3) Consistence et normalité asymptotique de fn

Le théoréme suivant donne la convergence en probabilté de I'estimateur fn

Théoréme 2.5.2.2 Si f est continue en t et m est positive au voisinage de t, b, — 0 et
nb, — oo alors

; P
Le théoréme suivant donne la normalité asymptotique de fn

Théoréme 2.5.2.3 Supposons que f est continue en un point t et w est continue et stric-
tement positive.
Si by, — 0 et nb, — 00, alors

nbo (Ja(t) = 1)) =nmse N(0,0%(1)

1
o2 (t) = sg E’;)) / )

Preuve On décompose :

Viba(Fa(t) = £20) = VVibo (Fa(8) = Fa(®) + Vb (Ful0) = £2(0)

Montrons que le premier terme a une loi limite et le deuxiéme terme tend vers 0 en proba.
Par (2.7) on peut écrire en posant :

Un(t) = V/ba (Fult) = Ju(®))
=Vt [T (52 St a0
= /OOLn(t,s)dMn(s) (2.8)

0
Le processus croissant de (Up(t),t > 0) est donné par (cf Th. 2.4.3 de [3] p. 70)

< U, >t:/ L2 (t,s)d < M >,
0
= / L?L (t,s) ?n(s)dH(s)
0

! . Tt —bpu)
_ /1nK2 (1) Shear(E = b)) st = b
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Posons

En utilisant Sz (t)

| < Up > —Ar(t)|

De méme on majore
[A1(t) — Ao(t)| =
<

De méme on majore

|Aa(t) — A3(t)| =

IN

De méme on a

|A3(t) — As(t)] =

IN

Aussi on a

|Ay(t) — As(t)]

/ K2 (1) 824, ((t — bpu)™ )Mh(t)du
_ JIn(t = bpu)
_ /_ I () S (b)) S (o)
:/1 K% (u) 8%, ((t =0 u))Wh(t)du
/ K2 () S2((t — b)) 22l = bnt) ztf"u)h(t)du
/ K2 52 _) ) () "
<let J,(t) <1, ona
RN >—>%[h<t—bnu> ~ (D)
2
< TR s 101 [ 29
la différence :
o 1 1
(u) Sear((t = bpu) ™) Jn(t — byu)h(t) b u) e r—— du
h(t) - 2
TI'(t + bn)n_lyn(t +b ) seft Sl?%—f—bn] Y e / K

la différence

1 ) - 1
/_1 K2 () S%(M((t — bpu)” ) Jn(t — byu) h(t) |:7T(t — byu) - ﬂ(t)] du

1
ht) sup \W(t)—Tr(s)|/lK2 (u) du

m(t)m(t + by) SE[t—bn,,t+by)

In(t — bpu)

/ K? (u SKM t—bou) )= S*((t— byu)7)] e h(t)du
(t) 2(
2%@ s JScants) - / r
= K2 ) 820 = b — 5200)] P2
-1 7T(t)

1
< 2@ sup |S(1€)S(s)|/_1K2 (u) du

T(t) slt—bn,t+bn]
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Enfin, en remarquant que 7(t) = Sc(t)S(t) et que S(t) = f(t)/h(t) on a

|As(t) — o?(t)| = ‘ / K2 (u) Jo(t — byu ‘
— Si Ei / K2 (u)[1 = Ju(t — byu)] du

En utilisant les majorations (2.9) a (2.10) on obtient
|< Uy > —0*(t)] < < Up, Uy > —A1 ()] + A1 (t) — Aa(t)] + | A2(t) — As(t)]
| As(t) — Aa(t)] + |Aa(t) — As(t)] + |A5(t) — o ()]

1 1
— sup h(s) — h(t / K? (u) du
5 (5 b )se[t_bmwbn}l (s) = h(t)] (u)

h(t)

IN

=Y (s) —7(

+ = sup / K2 du
7T(t + bn)nilyn(t +b ) SE€[t—bn t+bp] | TV
h(t) / 2
_ sup w(s) —m(t K= (u)du
RO+ ba) e prey 70 TR
h(t
49 () sup )SKM / K2

w(t) SE[t—bn,t+bn]
)

hit Ssu S) — 2 u u

r2 s 1() =S| / K (u)d
£(0)

Sc(t )1{Yn t+br) 0}/ K?

Chacun des majorants tend vers 0 en probabilité. En effet :

~ Pour le premier, on utilise : LY (¢ +b,) L (1-F(t))(1 —G(t7)) uniformément,
n—oo

la continuité de h et la condition C1.
~ Pour le deuxiéme, on utilise LY (¢ +b,) L (1—F(t))(1—=G(t7)) uniformément,

n—oo

_l’_

la continuité de m et C1.
— Pour le troisiéme, on utilise la continuité de 7w et C1.
— Pour le quatriéme, on utilise le Th. 3.4.2 [3] p.115 et C1.
— Pour le cinquiéme, on utilise la continuité de S et C1.

— Pour le sixiéme, on utilise Y, (¢t + by,) P~ (car 1Y, (t+b,) =P (1 - F(t))(1 -
G(t7))) et C1.

Par suite
< Up >—E o o2(t) (2.11)

Pour établir la loi limite on utilise le th. de Robolledo.

On pose
Une(1) :/O L (t,8) 1{|L,, (t,5)| e} dMn(5)
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ou Ly, est donnée par (2.8). Par le théoréme 2.4.3 de [3], p. 70 on a

< Upe >t:/ L2 (t,5) 1L, (1.5)| ¢} Y (8)dH (s)
0

! A T (t — bpu)
= K? 2 ((t = bpu) ") —" 2R (t — byu)l d
[ ) Shar((t = b)) (= )L
1
< 1_; sup 1B(n)/ K2 (u) du
Y5 (4 bn) | seft—bn,t+bn] -1
ou
A(n,u) {'K SKM((t—bnu) ) é (t—b)u) st/nbn}
et

B(n) = {i?n(t+bn) sup |K(u)| > 5\/@}

u€[—1,1]

Le théoréme de Glivenko-Cantelli implique que
(1) P () (1 GI0)
et comme nb,, — oo on en déduit que

1pmn) —P 00 0

Par suite p
< Un75 > —n—oo 0 (212)

Par conséquent, de (2.11) et (2.12) et par le théoréme de Rebolledo on a

Un(t) = \/nby ( Fult) — fn(t)) — oo N(0,0%(1)) (2.13)

Montrons maintenant que

Vb (Fu®) = £1(8)) P 0 (2.14)

Par la démonstration du théoréme 2.5.2.2(cf [4] p67 (2.9)) on a

v/ nby,

Falt) = 10| < W[ sup hls) sup

Se[t_b7L7t+b7L] SE[t_b7L7t+b7L]

Srear(s) — 5(3)‘] /_1 |K (u)| du

1

1
+M1{y<t+ubn>o}[ sup ]f(s)] [ K@l @)

SE[t—bn,t+bn -1

Pour le deuxiéme terme, nous avons du fait que 1 —x < e™% :

(Wl{y t+uby,) o}) Vb, (1= m(t+by))" < \/nbye " (E0n)

puisque 7 est positive au voisinage de t. Donc
Vnbplyy LA 0
n LY (t+ub,)=0} ~ n—o0
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Par conséquent

1
ml{Y(t—&-ubn):O} [ sup f(S)] /_1 | K (u)] B,Hoo 0

SE[t—bn,t+bn]

Pour le premier terme, par le théoréme 6.3.1 de [3] p. 235, on a : pour € > 0
Jn (SKM(.) - S(.)) o S()W (v(.))

sur D[t —e,t +¢c]ouv(t) = fg [7(s)] "t dH(s) et W est un processus de Wiener et D [t — &, t + €]
est I'espace de Skorokhod (I’espace des fonctions cadlag.)

Ainsi par la continuité de la fonction sup

sup  /n

sE[t—e,t+e]

N

SKM() - S(S) = n—o0 e[ts—upt+ }S(S) |W(’U(8))’

De la propriété du scaling du mouvement brownien on a :
L
S(s)W(v(s)) = W(S*(s)v(s))

et que
£

sup ~ S(s) [W(v(s))] sup  [W7(s)]
s€t—e,t+e] sEft—e,t+e]
ol W* est un autre mouvement brownien. On sait que

* L *
sup [W*(s)| = VE[W*(1)]
s€[0,t]

et donc bornée en probabilité. On en déduit que pour t fixé et n — oo

sup  /n

s€[t—e,t+e]

N

Srear(s) — S(s)‘ = 0p(1)

et par suite sin — oo et b, — 0

nb,  sup  [Su(s) — S(s)| = Op(v/by)
SE[t—bn,t+by]

Donc de (2.15) on conclut que

\/nby,

Enfin avec (2.13) et (2.14) on obtient

P

Falt) = £2(0)] =i 0

Vit (falt) = £2(8)) =no0 N(0,0%(1))

Ce qui termine la démonstration.
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4) Erreur quadratique intégrée et fenétre optimale

L’erreur quadratique intégrée permet de choisir une fenétre optimale. Soit 7 tel que w(7) >
0,et on définit, pour € > 0 lerreur quadratique intégrée de f,, sur l'intervalle [0, 7 — £] par :

par(f) =5 ([ [f0-s0] )

Le théoréme suivant résume quelques propriétés de EQI( fn)

Théoréme 2.5.2.4 Supposons que f est continue sur [0, 7] o T est tel que w() > 0.
(i) Si b, — 0 on a

“ B T—E& . B 9 T—¢& R B N 2 l
BQUf) = [ 0 ffd [ B[O -R0] dren) (210
(i) Si fest de classe C* sur [0,7], alors si b, — 0 le premier terme de (2.16) s’écrit

TR 2, K a [T e (b
| o - rera =2 [T R o)

ot ko est donné par C1.

(iit) Si T est continue sur [0, 7], alors si b, — 0 et nb, — o0, le deuziéme terme de (2.16)

s’écrit
/OHE [Ful)) — 12 0)] = nin/_ll KQ(t)dt/OT_E Sig?_)dwro(nl@)

(iv) Si f est de classe C%sur [0, 7] et w est continue sur [0,7], alors si b, — 0 et nb, — oo,
on a

1 T—€
EQI(f,) = k2b4 / [f”(t)]2dt+nin /_ RS /0 Sg E?_)dHo(bi)—l—o <nlbn> (2.17)

On a le résultat suivant :

Corollaire 2.5.2.5 La fenétre optimale asymptotique est

Remarque : Si on injecte I'expression de la fenétre optimale b} dans (2.17) on obtient
Pexpression optimale de 'EQI( f,,)

K2/

T [/ SO €Sf<(tt—)>dtr/5 [/OT_S[f”u)th]l/E)+o<n—4/5>
- O( 4/5>+0(ni/5) O<ni/5>

EQI(f,)
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Chapitre 3

Simulation

Dans cette partie nous allons illustrer le comportement des estimateurs étudiés dans le cha-
pitre 2 sur des données réelles. Pour cela, nous prenons deux groupes de malades atteints
de CGD (chronic granulotomous disease) ([3] p.377-383). L'un est traité par le rIF N, et
I'autre par effet placebo. Le but étant d’étudier la survie dans les deux groupes et de la
conclure sur I’éfficacité du traitement.
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traitement 1 (r/FN,)

Notons censure=0 si le patient est perdue de vue et censure=1 si le patient décéde au jour
j.

Pour les malades traité par le rIF'N, sur une durée de 500 jours on a le tableau suivant :

jour | censure jour | censure

157 1 389 0 jour | censure
166 1 389 0 420 0
198 1 389 0 421 0
212 1 390 0 421 0
226 0 390 0 424 0
235 1 390 0 424 0
255 1 391 0 425 0
274 1 394 0 426 0
277 1 396 0 426 0
320 1 396 0 426 0
330 1 397 0 426 0
331 1 398 1 426 0
331 1 398 0 426 0
339 1 400 0 430 0
345 1 401 0 432 0
358 0 401 0 432 0
359 1 403 0 432 0
360 1 404 0 432 0
366 1 404 0 435 0
372 0 407 0 436 0
376 0 409 1 437 0
380 1 410 0 437 0
382 0 411 0 443 0
383 0 414 0 444 0
386 0 415 0 446 1
389 0 415 0 449 0
389 0 417 0 450 0
389 0 417 0
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traitement 2 (placebo)
Pour les malades traité par le effet placebo sur une durée de 500 jours on a le tableau
suivant :

jour | censure jour | censure jour | censure jour | censure
1 1 278 0 382 0 409 0
19 1 297 1 383 0 411 0
49 1 299 1 383 0 414 1
63 1 302 1 386 0 416 0
93 1 302 1 386 0 417 1
132 0 306 1 386 0 418 0
134 0 314 1 386 0 418 0
144 1 315 1 387 1 419 0
145 1 318 1 388 0 421 0
157 1 321 1 388 0 421 0
157 1 324 1 389 0 422 0
157 1 326 1 389 0 422 0
157 1 339 1 389 0 423 0
159 1 340 1 390 0 424 0
166 1 342 1 392 0 425 0
187 1 343 1 393 1 425 0
204 1 344 1 394 0 425 0
212 1 347 1 396 0 425 0
215 1 352 1 397 0 426 0
217 1 359 1 400 0 432 0
221 1 362 1 401 0 439 0
234 1 362 1 401 0 443 0
241 1 362 0 401 0 444 0
242 1 372 0 401 0 448 1
247 1 375 1 402 0 449 0
248 1 376 1 402 0 451 0
270 1 378 1 403 0 453 0
277 1 379 0 404 0 453 0
278 1 382 0 407 0 458 0
278 0 382 0 408 0 472 0
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3.1 Estimation de la fonction de survie S

N D
On calcule l'estimateur de Kaplan-Meier Sgp/(t) = HT@)St (1 - ﬁ) @ (cf chap.2)

pour les données précédents. On a le graphe suivant :

o
©
g
@
L]
= |
L]
o™
g
— 1lFN-gama
— placebo
2 | —— censure
[en]
T T T T

0 100 200 300 400

Nous remarquons que la courbe du traitement est nettement "superieure" a celle de 'effet
placebo. Nous suspectons donc 'efficacité du traitement.
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3.2 Estimation du taux de hasard cumulé H

Calculons Pestimateur de Nelson-Aalen Hy 4 (t) = f(f dg?g‘;) (cf chap.2). On a le graphe
suivant :
~
= — placebo i‘
—— 1lFN-gama
& 4 —t— censure
0|
L]
=
L=}
|
(o]
o~
(o]
pag
o
L=}
T T T T
0 100 200 300 400

Pour 'estimateur En(tl) = T((ttv")) on a le graphe suivant :

— placebo

g_ —— rlFN-gama

(]

[Ty

(\! —

(]

(]

(\! —

(]

[Ty

=

(]

=

[Ty

CJ_ —

(]

(]

[ |

< | | | | |
0 100 200 300 400

L’estimateur /f;n de h des deux groupes est une courbe croissante ce qui s’interpréte pas un
risque croissant de décés par cette maladie.

Nous remarquons que la courbe du risque pour l'effet placebo est "superieur" a celui du
traitement.
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3.3 Estimation de la fonction de densité

3.3.1 Données non censurées

Nous allons estimer les mémes données en enlevant les cas censurés. L’estimateur a noyau
pour les données non censurées est donné par (cf chap.2) :

fult) = - S K(
N n

Nous allons faire les calculs pour le noyau gaussien et le noyau d’epanechnikov.
1.Noyau gaussien : il est définit par :

1 u?
Vu e R, K(u) = ﬁe_T
T

On calcule f;,, avec b, = 40.89 pour le traitement et b, = 42.36 pour 'effet placebo. On a
le graphe suivant :

— rlFN-gama
— placebo

0.002 0.003 0.004

0.001

0.000

100 200 300 400 500

2.Noyau d’epanechnikov : il est définit par :

3

On calcule f, avec b, = 40.89 pour le traitement et b, = 42.36 pour l'effet placebo. On a
le graphe suivant :
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— rlFN-gama
— placebo

0.004

0.002 0.003
| |

0.001
|

0.000
|

100 200 300 400 500

3.3.2 Données censurées

L’estimateur & noyau pour les données censurées est donné par (cf chap.2) :

fn(t) = bln/OOOK <tl;s> Ska(s™)dHya(s)

On calcule f,, avec K noyau gaussien et b, = 13.28. On a le graphe suivant

- — 1FN-gama
— placebo

0.0000 0.0005 0.0010 00015 0.0020 0.0025

150 200 250 300 350 400 450 500

Conclusion :
Nous remarquons que pour chaque estimateur nous pouvons conclure sur l'efficacité du
traitement.
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Annexe

Définition 3.3.1 Mouvement brownien Le mouvement brownien standard (ou le pro-
cessus de Wiener) est un processus stochastique réel W = (Wy)i>o vérifiant :

i) Wo=0 P p.s.
i) Vs € [0,8] , W, — Wy ~ N (0, — )
ZZZ) Vn 2 1,Vt1 § t2 S § tn
Wi Wiy = Wiy, oo, Wy, — Wy, sont indépendants
i) P-p.s., Uapplication t — Wy est continue.
Proposition 3.3.2 Les 3 propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) 1) (Wt € IRy) est a accroissements indépendants,
i11)V0 < s < t, Wy — Wy suit une loi normale N (0,t — s)
) i )Wt > 0, W; suit une loi normale N(0,1),
iii/)VO < s <t,Wy — Wy est indépendant de Fy sont indépendants
(c) { i )(Wy)is0 est un processus gaussien, centré ,

iii Vs, t € Ry, cov(Wy, W) = E[W,W,] = s At

Théoréme 3.3.3 Soit
Y(t) =[] 1 +dX)

10,¢]
et
Y =11 (1 + dX’)
10,¢]
Alors

Y(t)—Y'(t) = / o [T +adx) (X(ds) - X’(ds)) I1 (1 + dX’)
S€(04] 155

Js:t]

SiY'(t) est régulier, alors

vl = /SE[O’t]H(lerX) (X(ds)—X’(ds)) H(1+dX’)

[0,s[ 15,t]
_ /0 Y(Y’f)((j)_ ) (X(ds) - x'(ds))

Corollaire 3.3.4 Soit N = {N(t),t > 0} un processus ponctuel adapté a une filtration
{Fi,t > 0}. Alors il existe un unique processus continu & droite croissant A tel que A(0) =0
presque sirement,A(t) < oo presque sidrement pour tout t et M = N — A est une F-
martingale locale. De plus, A est localement borné et M est localement de carré intégrable.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié la convergence faible dans I'espace C|0, 1] et D|0, 1].

Comme application, nous avons vu le théoréme de Rebolledo et les convergence faibles
de certains estimateurs en données de survie.

Nous avons vu aussi des simulations pour les estimteurs sur des données réelles.
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