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Introduction

Dans ce mémoire,nous nous intéressons particulierement aux propriétés de mélange
des processus autorégressifs, processus linéaires et chaines de Markov.

Nous étudions différents types de mélange :

e le mélange fort (a-mélange) introduit par Rosemblat en 1956.

e le mélange faible (ou mélange uniforme) (ou p— mélange ) introduit par I.A.Ibraginov

et Y.V.Linnik

e la régularité absolue(ou # mélange ) introduite par Y.A. Davydov

e la régularité complete (ou p mélange)

Les trois derniers types de mélange cités impliquent le mélange fort;ce dernier
trouve de multiples champs d’applications :

-en probabilités : théoreme central limite, LFGN, le logarithme itéré, les processus
empiriques

-en statistiques : théoremes limites en estimation, tests, statistiques d’ordre, effi-
cacité des estimateurs .

Dans ce mémoire nous développons les résultats des articles suivants :

1.Chanda,K.C.(1974)Strong mixing proprerties of linear stochastic process.

J.Appl.Prob.11,401-408

2. V.V.Gorodetskii,(1977)On the strong mixing property for linear sequences.

TheoryProbab.Appl.22,411-413.

3. K.B.ATHREYA |, S.G.PANTULA,(1986)Mixing properties of harris chains and
autogressive processes.

4.Donald W .K.Andrews.(1984)Non strong mixing autoregressive process

.J.Appl.Prob.21,930-934.

5. T.D.Pham ,L.T.Tran,(1985)Some mixing properties of time series models.

Stochastic Processes and their Applications.19,297-303.

Notre mémoire est composé de quatre chapitres.

-Dans le chapitre 1, nous présentons les principales définitions, les types de mélange et
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les classes des processus étudiés (cf [14] ,[15],).

-Dans le chapitre 2, nous étudions le mélange fort («—mélange) des processus
linéaires.

Le premier résultat établi par Chanda [4] donne le mélange fort des processus
linéaires sous des conditions d’intégrabilité de la fonction caractéristique et I'existence
de moments du bruit. Son résultat a donné lieu a d’autres développements et contre-
exemples tres intéressants en particulier celui de Ibraginov I.A..

Le deuxieme résultat établi par Gorodetsky donne le mélange fort des processus
linéaires mais sous un ensemble de conditions tres techniques.

-Dans le chapitre 3, nous étudions le mélange uniforme des processus autorégressifs ;
nous donnons un premier résultat établi par Athreya- Pantula [2] sur le mélange fort
des processus autorégressifs et chaines de Markov récurrentes positives.

Sous des conditions sur 'existence de la composante absolument continue de la loi
d’un bruit borné, les auteurs montrent le mélange fort pour cette classe de proces-
sus. Pour les chaines de Markov récurrentes positives , I'existence de loi stationnaire
implique le mélange fort. Par suite, ils montrent que ces conditions sont minimales.

Nous terminons ce chapitre par la présentation d’un contre exemple (historique) de
processus autorégressif AR(1) donné par Andrews [6] qui ne possede pas la propriété
du mélange fort.

-Enfin dans le chapitre 4, nous présentons les résultats de Pham . et Lanh T.TRAN
[12] sur la régularité absolue (f—mélange) des processus linéaires vectoriels a valeurs

dans RP.




Chapitre 1

Préliminaires.

Résumé. Nous rappelons quelques définitions utiles pour notre mémoire. Nous
présentons des classes de processus ( cf [15] ) et introduisons les différents types de
mélange (cf [14] ) Nous terminons par le concept de densité spectrale .

Dans tout le mémoire on considere (£2,.4, P) un espace de probabilité Toutes les
variables aléatoires sont définies sur cet espace et sont a valeurs dans R ou RP

1.1 Processus linéaires et autorégressifs.

Définition 1.1 Un processus aléatoire € = (e, t € Z) est dit bruit blanc faible si
E(g) =0 et E(ey61,) = 02041, pour tout ty,ty € Z ot

1 s tl = t2
5t1t2 = {

0 sinon

Si de plus les €, sont iid,alors il est dit bruit blanc fort.

Définition 1.2 1) Un processus X = (X, t € Z) est dit stationnaire du second ordre
ou faiblement stationnaire si :

o (X)) =pvtel

o X, est de carré intégrable pour tout t € Z

o cov(Xy, Xsyt) = cov(Xo, Xy)VE € Z

2) Un processus X = (Xi,t € Z) est dit strictement stationnaire si pour toute suite
d’entiers ty, ....,tx, € Z et pour tout h € Z L(Xpttys o, Xnyt,) = L( Xy, oo, Xiy)
ou L(X) désigne la loi de X.

Définition 1.3 Soit € = (g;)1ez un bruit blanc fort.
Un processus X = (X;,t € Z) est dit processus linéaire s’il vérifie l’équation :

Xi =) aer (1.1.1)
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2
avec ) ;5o a7 < 00

Remarque 1.1 1. Dans 1.1.1 l’égalité est prise au sens de L? et comme les &, sont
indépendantes alors c’est méme P-p.s.

2. X ainsi défini est strictement stationnaire.

Définition 1.4 Soit € = (g4,t € Z) un bruit blanc faible.
Un processus X = (Xy,t € 7Z) est dit processus autorégressif d’ordre 1, noté AR(1) s’il
vérifie I’équation :

X, = pXiq + & (1.1.2)

avec p # 0 .

Proposition 1.1 [Existence d’une solution stationnaire] Soit X = (X,;,t € 7Z)
un processus autorégressif d’ordre 1 satisfaisant sup,e, E(|X|*) < K et vérifiant
Iéquation :(1.1.2)
ot € = (e4,t € Z) est un bruit blanc fort.

- Si|p| < 1 alors I'équation 1.1.2admet une solution strictement stationnaire donnée
par

X = Z Pié?t—z‘
i>0

Démonstration :
Si (X;) vérifie 1.1.2 avec |p| < 1 alors pour tout ¢ € Z :

n—1
Xi=p"Xen+ Z pEi
i=0
Par suite
n—1
1X: =Y paille = 1lp"Xinllz2
i=0
= [p|"(B(|X;-n]*)"?
< VK |p|" =n00 0
Dou X, = Zizo ple;_; dans L? et comme les g, sont indépendantes donc X, =

> isoPEr—i P-ps..
On a pour tout tq,ts,...t,,h € Z :

P . .
(Xtﬁ-h’ ey th-‘rh) = (Z pz€h+t1—i7 sy Z ngh-i-tn—i)

>0 >0

- ( P Eti—iy -y P gtn—i)
>0 >0

Pps

= (Xtu“-ath)
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d’ou X est strictement stationnaire.
Remarque. La réciproque est aussi vraie : on a Xy = Y, p'e;—; qui implique que
lp| <1 .Eneffet K > E(|X7?]) = > 50 p*0? donne Y7, p* < oo . D'ott [p| < 1

Définition 1.5 Soit € = (e4,t € Z) un bruit blanc faible
Un processus X = (X, t € Z) est dit autorégressif d’ordre p, noté AR(p) s’il vérifie
[’équation suivante :

Xt = alXt—l + CLQXt_Q + ...+ CLpXt_p + &4 (113)
avec a; € R,Vi eta, #0

Le résultat suivant donne une représentation matricielle d'un processus AR(p) réel
sous forme d'un processus AR(1) vectoriel dans RP.

Posons :
a; Qs ... Qo1 @
X 1o "0 °t
X, . 0
Y, = : A=+ 0 : N I
' 0 O 1 0
Xt—p+1 0

(1¢)tezest un bruit blanc faible a valeurs dans R?
Proposition 1.2 (X}) est solution de 1.1.3 si et seulement si (Y;) est solution de
Y, = AY, |+ (1.1.4)
Définition 1.6 On définit le polynome caractéristique P, d'un AR(p) par :
P

(2) =2 — a1 227 — . —a,.

La proposition suivante donne une relation entre les racines du polynome P, et les
valeurs propres de la matrice A.

Proposition 1.3 Soit A la matrice définie ci dessus. Alors les valeurs propres de la
matrice A sont les racines du polynome P,

Démonstration En effet ;nous avons :

Pa(N) = det(A— )
I R a Nt —...—q, Sip pair
N [ RS Lo N A a, Sip impair
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Lemme 1.1 (¢f [10])

On munit Uespace des matrices M., ,m € N ,d’une norme notée |.|.
Soit A € M,,.On note p(A) le rayon spectrale de A :

p(A) = maz{|\|, A € C, X valeur propre de A}

On a:p(A) <1< limy ., A = 0.

Proposition 1.4 Soit X = (X;,t € Z) un processus AR(p) donné par 1.1.3 ,satisfai-
sant sup,e; F(|Xi)?) < K
ot € = (g, t € Z) est un bruit blanc fort.

Si les racines du polynome caractéristique P, , sont dans le disque unité ouvert de
C alors
1) Uéquation 1.1.4 admet une solution strictement stationnaire donnée parY; = Zi>0 A,
2) L’équation 1.1.3 admet une solution strictement stationnaire donnée par X; =

Zz‘>o(Ai>115t—z‘

Démonstration : Nous avons

Y, = AY, i+
= AW, o+ An o+

n—1
= A", , + Z Ay
=0
avec A = 1.
Montrons que :Y; = lim,, 4o y i A'n—; dans L? : ||.||Z; désigne la norme euclidienne

n—1
E(IY, = A'millz) E(|A"Y - lie)
=0

E(||A™[*1Yi-nllze)

<
< pK||A™|?.

Puisque les valeurs propres de A sont les racines de P, alors
p(N) <1

Par le lemme 1.1 on obtient lim,, ;. ||[A™]| = 0, ce qui donne

Y; L Z Aint—i

i>0
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Comme les 7; sont indépendantes alors I'égalité précédente est méme P-p.s.

Par suite
+o0o

X = Z(Ai)llgt—i

=0

Ce qui implique que X est strictement stationnaire.

Remarque 1.2 Nous avons fait la preuve avec la norme euclidienne , comme toutes
les normes dans RP | sont équivalentes le résultat de la proposition est maintenu.
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1.2 Généralités sur les mélanges de processus

Considérons un processus stochastique (X, ¢t € T) ou T = R, Zou N défini sur
I'espace de probabilité (€2, .4, P) & valeurs dans un espace mesurable (FE,¢).
On note F? avec —0o0 < a < b < 400 la tribu engendrée par la famille de va (X;,a <
t<b).
ie F? est la plus petite tribu contenant les événements de type :
{Xy, € Bv,...., Xy, € Es}avec s € Njty,....t; € T et E; sont des boreliens de Bg
(tribu borélienne sur E).
On note aussi F? = (X, a <t < b).
Supposons que E =R
Nous commencons par définir le coefficient de corrélation maximale :

Définition 1.7 Le coefficient de corrélation maximale entre deux familles de variables
aléatoires X1 = (X1(t),t € T) , Xo = (Xs(t),t € T') est défini par :

p(X1, Xz) = sup E(mns)

ou le sup est pris sur toute les variables aléatoires ny,ny qui sont mesurables par rapport
auz tribus o(X1) et o(Xy) engendrées respectivement par X, et Xo et tel que :

E(m) = E(n) =0; E(?) = E(n3) = 1.

On peut définir plusieurs types de dépendance entre les sous tribus F' __ et FL%
7 > 0.Cette dépendance est appelée aussi mélange.
Dans la littérature, les mélanges les plus utilisés sont les suivants :

Définition 1.8 .Un processus stochastique X = (X(t),t € T) est dit complétement
régqulier (ou p—mélangeant) si :

p(T) =sup pi(7T) —r—jo0 0
teT

ot p(1) == p(X(s),s <t; X(s),s >t +7)

Définition 1.9 X = (X (t),t € T) est dit fortement mélangeant (ou a— mélangeant)
S1

a(T) = sup ay(7) = sup sup |IP(ANB) — P(A)P(B)| —=7—1 0

+
teT teT AE]‘—t_OO,BEft_;f

Définition 1.10 Le processus X = (X(t),t € T) est dit faiblement mélangeant (ou
¢— mélangeant ou uniformément mélangeant ) si :

¢(r) :==supdy(t) =sup  sup  |P(A/B)— P(A)| =10

+
teT teT Aefioc7Beft+O:
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Définition 1.11 Le processus X = (X(t),t € T) est dit absolument régulier (ou B—
mélangeant) si :

B(r) := sup By(r) :=sup E( sup |[P(A/F’ ) = P(A)]) =rsoo 0

teT teT  AeF}ee

Remarque 1.3 (c¢f [11])
Nous avons les inégalités suivantes entre que les coefficients de mélange : pour tout
T>0

1.
2a(7) < A7) < (1) , alr) <1/4

2. Dans le cas d’un processus réel nous avons :
2a(1) < p(1) < 2v/0(7)
3. Dans le cas d'un processus réel gaussien stationnaire on montre que
p(7) < 2ma(7)

Ainsi un processus gaussien réel stationnaire satisfait la condition de mélange
fort si et seulement si il est complétement régulier.
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1.3 Densité spectrale

Définition 1.12 La fonction d’autocovariance d’un processus faiblement stationnaire
(X (t),t € Z) est donnée par :

R(h) = COU(Xt, Xt-i—h) h,t € 7

La fonction d’autocorrélation est définie par :

p(h):% helZ

Nous avons les propriétés suivantes.

Proposition 1.5 1. R(0) =0% .
2. pour tout h € Z; R(h) = R(—h)
3. La fonction h — R(h) est de type positif ie :
Vay...ap € R 300 Z;;l a;a;R(t; —t;) =0
4. p(0)=1; [p(h)] <1;
5. p(h) =p(—=h)Vh € Z .

6. La fonction d’autocorrélation est de type positif.

Le lemme suivant est utile pour I'existence de la densité spectrale.
Lemme : (Kronecker) Si la suite {a;};, de nombres réels est telle que :

n

lim a; = A < 400
n—>+OOZO J +
]:

alors

Théoreme 1.1 Soit p la fonction d’autocorrélation d’un processus faiblement station-
naire (X (t),t € Z).
Si p est absolument sommable, alors il existe une fonction continue f telle que :

1. [T f(x)cos(ha)dz = p(h)

2. f(z) = OVx

3. f est une fonction paire
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Démonstration : On pose :

1 R
= — —rnm<x<
g(x) 5 + hél p(h) cos(hz) T<zx<mT

on remarque que g est paire.
Et puisque p est de type positif alors :

Z Z p(m — q) cos(mx) cos(qx) = Oet Z Z p(m — q) sin(max) sin(qz) = 0

m=1 q=1 m=1 q=1

=>ZZP m — q) cos((m — q)x) = 0

m=1 g=1

Posons m-q=h , on aura

3
1
<

ce qui implique

n—1 71—|h\ n—1
p(h) cos(hz) >0 = Z n — |h|)p(h) cos(hx) > 0
h=—(n—-1) y=1 =—(n—-1)

— |h|)
= Z (n ‘ D p(h)cos(hx) =0
|h|<(n—1)

D’aprés le lemme de kronecker,on a

n—1
. 1] _
HETOO Z Wp(h) cos(hx) =0
h=—(n—1)
par suite :
0< Z p(h)cos(hz) = 2g(x)+ p(0) -1
h=—00

D’autre part ,on a

15
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Donc
f) = (@) > f@) = 5= 3 plh) cos(h)

Et comme la fonction z — sin(z) est impaire alors

1 &R .
F) = o= 3 plherp(—ina) (131)
D’autre part :
I(k) = f(z) cos(kx)dx
TR
- [— + — > p(h)coshx]cos kz dz
_x 2m W
1 +o0o LS
= = p(h)/ cos(hx) cos(kz)dx
T o
or
n ih#k
/ cos(hx) cos(kx)dx = Oﬂ | e S? 4
- J7 (coshx)?dx =5 [7_cos(2kz) + 1lde =7 sih=k
d’ou

Définition 1.13 La fonction f définie si dessus par l'equation 1.3.1 est appelée la
densité spectrale du processus (X;,t € Z)

Théoreme 1.2 (Helson-Sarason) (c¢f [11] p176) Un processus stationnaire (X;,t €
Z) est complétement régulier si et seulement si sa densité spectrale f(N) s’écrit comme
suit :

FA) = WA P(exp(ir)[?
ou P(z) est un polynéme a racines sur |z| = 1,et W(X) la fonction qui admet la
représentation pour un € > 0 :W = exp(r. + u. + vz) avec ||uclloo + ||Vel|oe < €
ot re est continue sur |z| =1 et vz désigne la fonction conjuguée de v,
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1.4 Chaines de Markov

Dans cette section, nous présentons quelques définitions sur les noyaux de transition

de chaine de markov.

Définition 1.14 1. Une application Q(.,.) définie de E x € — R est un noyau de
probabilité si :

-z — Q(x, F) est une application mesurable sur (E,E) pour F € €
- Q(z,.) est une mesure de probabilité sur (E,E) pour x € E

2. Soient Q),R deux noyauz de probabilité ,f une fonction mesurable et v une mesure
a signe. On définit QR, Qf, et vQ par :
i) QRxF J Q(z,dy)R(y, F)
i) Qf(x)=[Q(x dy ( )
w) YQ(F) = [~(dy)Q(y, F)

Remarque :
@R est un noyau de probabilité , Qf est une application mesurable , et Q) et une
mesure a signe.

Définition 1.15 (noyau de transition) Une famille de noyaux de probabilité (P!)s<ier
est dite de transition si

P! = P*P! pour s <u <t e T..(équation de Chapman-Kolmogorov)

Définition 1.16 (Chaine de markov) Soit X = (X;,t € T) un processus défini
sur (Q, A, P) a valeurs dans un espace mesurable (E,E) , de probabilité de transition
(P{)s<ter

Pl(z,F):= P(X; € F/X, =)
pour tout F dans € et ot P!(x, F) désigne la version réguliére de la probabilité condi-
tionnelle

X est un processus de Markov si

P(X, € F/F,) = P(X, € F/X,) VFec&Vs<t
avec Fy = o(Xy,u < s).

Remarque 1.4 -
e Un processus de Markov est dit homogéne si P(z, F)ne dépend que de t-s ie :

Pi(x,F)=P(X, € F/X,=x)=P(X,_s € F/Xo =x)
Et dans ce cas, on peut écrire P" = P/
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e Si la chaine est a temps discret ,la puissance n éme du noyau de transition est
définie par : P"(x, F) = P(X, € F/ Xy, =x)
e Une probabilité m est dite invariante si : 7P = 7 .

e La chaine de Markov X est un processus stationnaire i.e pour toutn = 1(X,, X, 11, ...

a la méme loi que celle de (Xo, X1, ...),s1 et seulement si la loi initiale de X est
une probabilité stationnaire.

)



Chapitre 2

Mélange fort des processus linéaires

2.1 Théoréme de Chanda

Dans cette premiere section, nous présentons les résultats de l'article [4].

L’auteur a montré qu'une classe de processus linéaires satisfaisant certaines condi-
tions, vérifie la condition du mélange fort. Nous reprenons les preuves de 'article de
Chanda K.C en remarquant que Ibragimov I.A. a rectifié par un contre exemple une
étape de la démonstration du théoreme 2.1 de Chanda (voir section 2.1.2) .

2.1.1 Introduction

Pour présenter les résultats de Chanda , nous considérons (Z;,t € Z) une suite de
variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (iid) avec E|Z?| < oo
pour un ¢ > 0.

Le processus (X;,t € Z) est défini par :

X = ZgnZt—n p-s.

n>0

Il suffit de considérer la convergence en loi de la série c’est a dire la lim,, o0 ¢rn(u)
existe pour tout u € R et est continue en 0 , ou

G (1) = E(exp™2i=o9i%i-i),

Un simple exemple qui illustre cette situation est dans le cas ou la fonction caractéristique
de Z; est de la forme ¢o(u) = exp~*”, ce qui donne

¢n(u) _ eXp—c\u\a Z;L:O lgjl® — gb(u) — eXpidula Z;r:o?) lg;|~
il suffit que 377 [g;* < 00 .

19
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2.1.2 Résultat

Le résultat de Chanda est donné par le théoreme suivant :

Théoréeme 2.1 (cf [{])
Si la fonctz’on caractéristique ¢o de Zy est Lebesque intégrable et siy - n|gn|* < oo
pour \ = 1+5
alors (X, t € Z) est fortement mélangeant dans le sens :
VA e F° B € F>* :|P(A'NB) - P(A)P(B)| < My(k)

ou (k) = Z;’ikj\gj| et M est une constante positive qui dépend uniquement de ¢y. .

Remarque 2.1 Sans perte de généralité, on peut supposer

o [ lentuldu <1

en effet : si ¢y est Lebesque intégrable avec 5- f |po(u)|du = o € RT, alors en prenant
Z) = BZ, les Z] restent wid et on aura

o(u) = E(exp™?T) = ¢o(fu)

) [ loiuldu=§ <1
R B
De plus Xy =), - %g;“LZ;in , avec g, = %gn qui vérifie :

par suite

o0

> n(lgal) Zn g < o0
5]

n=0

Avant de démontrer le théoreme , nous avons besoin des deux lemmes suivants :

Lemme 2.1 Soit -
Wy = Zngt—ja t>1
j=0

Posons W = (Wi, ..Wiim_1), ou k € Z, m > 1.
Si ¢ € L' alors W, admet une densité bornée , continue partout.
De méme la f.d.r. de W admet une densité fy . pim—1 continue partout et bornée .

Démonstration : Soit ¢,, la fonction caractéristique de W. La densité de W
vérifie :

| frohrm—1 (ks s trgm—1)| = (%)m| Gm(u) exp —i < u,t >dug...dUg m-—1
Rm

" [ 1omtu)du

IN
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Y
Montrons que ¢, € L.
SOit U = (U, Uy 1y oovy Uprm—1) € R™

k+m—1
|m(w)] = Elexp(i Y wWi))
t=~k
k+m—1 t
= |E(exp(i Z utth _;
t=k 7j=1
k+m—1k+m—1

= |E(exp(i Z Z UtGr—; 2 par Fubini

j=1 t=kVj
k+m—1k+m—1
= |E(exp(i Z Z wiGe—iZ carg; = 0vj <0
k+m—1 k+m—1
= H | E(exp(i( Z wge—3)Z;))|
j=1 t=k
k4+m—1 k+m—1
= I Ieo( > gyl
j=1 t=k

k+m—1

< | H do(s5)]

o k+m—1 )
avec s; = =k Ut Ge—;

Le majorant est intégrable car ¢y € L' par hypothese.Par suite T rm—1(tr, ..

est bornée . Par le théoreme de convergence dominé elle est continue.

Lemme 2.2 Soit
Vi= Zngt—j
j=t

alors :

5
BV < VZ] 195l sio <1
”Y(Z] t‘gJD si0>1

ot v = E(|Z7]).

21
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Démonstration
ler cas : Soit § < 1, alors

+oo +o0o
Vil =1 95%5° <> loil’1 2
j=t j=t
En utilisant le théoreme de convergence monotone, on obtient :
+oo
EV) <) gl
j=t

2eme cas : Si 0 > 1 alors

E(ViI) = Vil = 11> 9525l
j=t

IA

(D193l Ze—sl2s)?
j=t

< V(Z l9i1)°
[ |

2.1.3 Démonstration du théoréeme de Chanda

Soient p,m et s des entiers quelconques dans N.
Soit A un borélien de RPT, D = szl D; un pavé qui est réunion disjointe de s pavés
de R™ avec 1 <5 <s

Dj =1y = Yk, Yks1, - Yrrm—1) € R/ <y < Bje, k <t <k +m — 1}

Notons
X = (X_p, ...,Xo) Y = (Xk, '--7Xk:+m—1) Yy = (ZL‘k, ...,Ik+m_1)
et
W — (Wk, ...Wk+m,1) V — (Vk, ""/;C+m71)
avec

t—1 +o00
Wt = Zngt_j ‘/t = Zngt_j t € Z
i=0 j=t
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Donc pour tout t € Z, X, = W; + V;, en particulier Y =W + V.
Soit
71'172:P(X€A,Y€D> 771:P(X€A> WQZP(YED)

On définit
B ={v = (v1, V541, oe; Vpym-1) E R/ |y <y k<t <k+m—1}
On fixera les n; ultérieurement. Nous avons
me=PXe€eAV+WeDVeB)+PXecAV+WeDVEB) (21.1)
Sous les notations précédentes W est indépendant du couple (X, V)., donc

P(Xe AV+WeDVeB) = E(lxecalviwep-lver)
= E(E(lxealviwep-lven)/(X,V))
= E(1X€A1VEBE(1V+W€D/(X7 V))

_ / P(W € D — v)dFy v (z,v)
AxB

= /AXB h(v)dFx v (v, v)

avec
s

h(v) = P(| oz —ve < Wi < By — vk <t <k+m—1})
j=1
Les (Dj)j-, étant disjoints , (D; — v)] le sont aussi avec v = (Vg ...Uprm-1). Ce qui
implique que :

h(’l]) = Z/ / fk 77777 k+m,1(uk, ...,uHm,l)duk...duHm,l (212)
j=1 Lk Ijkem—1

ou Iy =laj, — v, B — v, k<t<k+m-—1avec |v| <.

Comme

¢ [k, .k+m—1 est continue

O iy — v et BN — v; sont continues en v;

¢ B est un fermé ,borné de R™ donc compact
alors h(v) atteint ses bornes dans B

alors
36 € B tel que ,h(0) = min h(v)

veEB

et
36 € B tel que ,h(¢) = max h(v)

veEB
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D’aprés 2.1.1

ma2 < h{P(X € A,V e€B)+ P(VeB°) <h(()m + P(V € B
et

h(@)P(X € A,V € B)

h(0)[P(X € A) — P(X € A,V € B°)]
h(O)P(X € A) — P(V € B) carh(f) <1
h(0)m — P(V € B°)

71,2

AVARLVAR AVARLY,

nous obtenons donc
h(@)m — P(V € B°) <m 2 < h({)m + P(V € B°)

nous avons aussi

k+m—1 k+m—1
PV eB)=P( |J {Vil>n})< > PVl >mn)=:pn
t=k t=k
Par conséquent
h(0)m — p(n) < w2 < (O™ + p(n) (2.1.3)

On applique 2.1.3 & A = RP*! et nous aurons T2 = Ty et m; = 1.Par suite

h(0) —p(n) < m < h(C) +p(n) (2.1.4)

Des inégalités 2.1.3 et 2.1.4 on a :

T —mm < h(Q)m +pn) + m(p(n) — h(0))
< wl(h(C) = h()) + p(n)(1 + m
< 2(h(C) — h(8) + p(n))
et
T —mme > h(0)m —p(n) — m(p(n) + h(Q))
> wl(h(0) = h(¢)) — p(n)(1 + m)
> 2(h(0) - h(Q) —p(n))  carh(®) < h(C)
D’ou
T2 — mima| < 2(R(C) — h(0) + p(n)) (2.1.5)

D’autre part, puisque fi  k+m—1 est continue et les bords de [;;,1 <t < k+m —1

sont définis par des fonctions dérivables en v, ,alors de 2.1.2 la dérivée g—i existe et est
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continue pour tout K <t <k+m —1et

25

8 E / / / / Jidam—1 (W vy QG — Vg, o Uy —1 ) dU
Ut Jk Ijv—1 J1j 441 JlH»m 1
5 / I ] e
jt 1 ]t+1 jk+m 1

avec U = (Upy wooy Up—1, Ups 1y ooy Uppm—1)-

D’apres Chanda on a : 7 gh ( ) < M” ou M dépend uniquement de ¢y
Puisque 0 = (g, ..., O ym-1) ,¢ = (Cry ---Crrm—1) € B, il en découle que |¢; —
Par le théoreme des accroissements finis, on a

k+m—1

h(¢) —h(B) < 2Mm, < My >
t=k
Par l'inégalité de Markov ,on obtient

P([Vi| > ) < B(Vi[)n~°

Ce qui implique

ktm—1 km—1
pln) = > P(Vil >mn) < Z VG,
t=k
ou
Gt:{Z;Ot|gj|5 sid<1
(52 lgil)® sid>1
(cf 2.2).

En combinant 2.1.5 ,2.1.6 et 2.1.7, on obtient :

(T2 —mma| < 2(h(C) — h(0) +p(n))

k+m—1 k+m—1
< 2(M; Z N+ Z G, °)
t=k =k
k+m—1
< M, Z (e + Gy ). (%)
=k
avec My = max (M, )
En choisissant 7, = (Gt) nous obtenons

k+m—1

|12 — mma| < 2M, Z (Gt)ﬁ
t=k

et’ < 277t

(2.1.6)

(2.1.7)
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avec m < 1.Par suite

+o0 +o00
5 5
O g™ <O gl ™)
j=t J=t

et aussi 1—+5 < 1 donne

+00 “+oo
B 5
O gl < O lgsl™)
i=t j=t
Enfin pour tout 6 > 0

+oo
T g
j=t

N 5
ou )\ = m
Par suite
k4+m—1 400
Mo — mme| < 2My( Z Z 19;1™)
< Z]Igj
7>k
avec M3 = 2M,
D’ou
’7T172 - 7T17T2| S M3¢(k) (218)

Le résultat 2.1.8 est vrai pour tout p € IN, A € Bgy+1 donc pour tout A" € F°__ et pour
tout D pavé..
Pour le cas général, introduisons la classe :

C={BeF° | |P(ANB)—PA)P(B)| < Mi(k) pour tout A'dans F°__}

Montrons que C est une classe monotone .

1 II est facile de voir que €2 € C
2 SiBeCetCeC,tel que C C B alors B\ C reste dans C .En effet

’

|P(A NB)— P(A'NC)— PA)P(B)
P(A)P(C)|

|P(A NB) — P(A)P(B)|+ |P(A' nC)
P(A)P(C)]

My (k)

|P(A'NBNC) —P(A)P(BNC)|

IN +

IN
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3 Si (By), est une suite monotone (croissante par exemple) d’éléments de C , alors
B =lim,_ ., B, € C.En effet
|P(A" NUp,>0B,) — P(A)P(Un0B,)| = lim |P(A'NB,) — P(A

< My(k)

)P (By)|

Par conséquent C est une classe monotone.
Finalement , notons

> = {Y~Y(D)/ D est une réunion disjointe de pavés et m € IN}

> est une algebre et d’apres ce qui précede A C C, or o(A°) = Fp°(cf. [3]). On en
déduit par le théoreme de la classe monotone que F;* =C .
Ainsi

VA e PO B e I, |P(ANB) = P(AYPB) < My jlgs|* =k 0

Jj>k
Ce qui implique que le processus est fortement mélangeant.ll

Par la suite Ibragimov a donné un exemple (voir ci dessous) de processus gaussien
vérifiant les conditions du théoreme de Chanda mais ne satisfaisant pas la propriété de
mélange.Gorodetskii [9] en introduisant des hypotheses supplémentaires , a montré la
propriété du mélange fort pour une grande classe de processus linéaires .

Remarque 2.2 Mentionnons que si E(Z;) =0 et E(Z%) = 02,(0 < 0 < 00) alors on
devra choisir § = 2,\ = 2/3 et supposer Y .~ jlg;|** < oo

La condition précédente donne )., |g;| < oo ce qui assure Uezistence de la densité
spectrale f(x) du processus linéaire (X;,t € Z) .En effet

1 XK "
fA) = 27K (0) hz_oo K (h) exp™

avec

K(h) = cov(Xp, Xo)

— ZZgigjcov(Zh—iaZ—j)
(A
= Y gigjen0’

Jj=0
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Donc
o) = 27TK Zgg Z gjnexp ")
h=—o00
_ i(k—7)A
= 729D gexp”
QWK ]>0 k>0

- S e e

E>0
_ g\
= %K IE gjexp”|

Pour —m <A<

2.1.4 Contre exemple

Meélange fort des processus linéaires

k=j+hetg; =0Vj <0

k:/\

L’ exemple suivant d'un processus vérifiant les conditions du théoreme de Chanda
mais non fortement mélangeant est donné par I.A.Ibraginov [9]

e Soit g, le coefficient de z* dans le développement en série entiere de la fonction

g définie par

9(2) = (1~ 2)"
ou (3 est non entier tel que 3 > 5.
Nous avons o
=
g() = (1—2) = ZE(H(ﬁ—z))zk (2.1.9)

k>0 " i=0
ou

k—1

notons que la série dans 2.1.9 converge pour |z| < 1.

Lemme 2.3 Nous avons

gk = O(K'7)
Démonstration
posons pour k > 1 :
wp = k77 gl
on a alors :
werr —we = (k+ 17 gea| — (F)7 | gl
= ngl[(lf B)(k + 1) — k7]
-3 41
= —1
(3 (0 + )% = 1k
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Soit f(x) = %(1 + 1)1 pour z > 1

=
fz) = W(Hi)ﬁlﬁﬁ—n%(ui)ﬁ?;—j
(1L 1+L @B-1
= iy BA) - @ = )]

F@)<o & [<ﬁ+1>(fci§)—(ﬁ;%—m]so
o 2(Br1) - (B-D(e-p) <0
& 204+ 06(6-1)<0
51— )

= < ——2 <0
T=T

Donc f est croissante pour = > 1
Oon a aussi lim, ., f(z) =1
d’ou
Vk'21 ’LL].C_H—’LL].CSO
alors (uy)g>o est une suite a termes positifs décroissante donc convergente et par

conséquent elle est bornée.
Ce qui assure 'existence d'un ”¢” tel que

Vi > 1, |uk| = kP gr] < c
par suite

lg| < ck' P & |gi| = O(K' )
[ |

e Soit (Z;,t € Z) une suite de v.a. N(0,0?)
Vérifions que le processus X =(X; = > .. 9;Z;—; ) satisfait les conditions du
théoreme de Chanda :
1)¢o(u) = exp™27 € L1
2)E(Z)) =0et E(Z?) = 0% (0 < 0 < o0) alors on devra choisir § = 2, \ = 2/3
Nous avons
Dkt Klgplt <A 300 KR < oo des que (B - 1A 1> 16 A > 5%
Or pour > 5 nous avons 2/3 > 2/(3 — 1)

Mais le processus X =(X; = > 09 %1—j ) est gaussien donc les différents mélanges
sont équivalents. Mais X n’est pas completement régulier donc n’est pas fortement
mélangeant : en effet sa densité spectrale ne vérifie pas les conditions du théoreme de
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Helson-Sarason. Pour —7 < A\ < 7 on a (voir la remarque 2.2) :

g\ ’2

f) =

S exp

2rK =
2

¢ AN (2

= 5 l9(exp™)]

0.2

— 1 — A3 1|2
-

avec K = a3 |95/
Mais comme 3 ¢ N, (1 — 2)” n’est pas un polynome .

2.2 Théoreme de Gorodetskii

Dans cette deuxieme section, nous présentons les résultats de 'article [9]. L’auteur
a montré qu'une classe de processus linéaires satisfaisant des conditions (plus que celles
de Chanda) , vérifie la condition du mélange fort.

2.2.1 Introduction

Soient (Z;,t € Z)une suite de variables aléatoires réelles indépendantes.
fi la densité de Z;; p; la fonction caractéristique de Z;
{gn,n € N}une suite de réels telle que g # 0.
On pose , S;() = ;;Of |g;1°

{wk): :i:(s(a))% §i6 <2
Y(k) = 3077 max{(S:(8)) 77, \/S;(2)[log S,(2)[} sid =2

Soit X = (X;,t € Z) un processus réel défini par :
+o0
X => 9iZ, (2.2.1)
=0

2.2.2 Résultat

Le théoreme suivant donne le mélange fort de X = (X,,t € Z)

Théoreme 2.2 Sous les notations précédentes supposons que :

C1. [ 1fiz) — file + @)lde < cilal
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C2.

E(1Z;]°) < Cy < +00  pour un § > 0
E(Z)=0 sid =1 et sid>2 on suppose var(Z;) =1

C3. g(z) = Z] %952 #0 et finie V|z| < 1
Ch. $(0) <

Alors le processus X défini par 2.2.1 satisfait le mélange fort.

Notations
Soient, A C R? | D C R™ deux boréliens.p, m quelconques
X = (X pi1, 0 X0) Y = (X1, Xppn1) = YO YD) ou YO = (Xy,.., X 1)
Y@ = (Xp, oo, Xpome1)

et aussi
t—1 “+o00
Wi = Zngtfj Vi = Zngtfj
§=0 j=t

Donc
Xe =W+ 'V,

V=VOVDouv® = (1, ... V1),V = (Viy oo, Vi)
W = (W(1)7 W(2)>Oﬁ W(l) = (W17 L) Wk—l); W(2) = (Wk’v ) Wk‘-i—m—l)

y® — @) + W(l), y®@ — @ + w®
et

B =A{v=(vk; -, Uhym-1) €R"/|x| <musk <t <k +m—1}

Pour la démonstration nous avons besoin des lemmes suivants :

Lemme 2.4 Sous les notations précédentes, nous avons :

IP(X € AY®eD)—P(XecAPY?eD)<4P(V? ¢B)
+ 2 sup |[P(W® e D—v®)—PW® e D)

v(2)eB



32 Meélange fort des processus linéaires

Démonstration
Posons

I = |[P(XeAYPecD)-P(XcAPY®? e D)
= |P(XeA VI LW eD)—-P(X e APVE 4+ WA ¢ D)

Par définition , on a (X, V®) et W® sont indépendants. Ce qui donne :
I= |B(Lxeng(V®) = PIX € A) [ PIV® € D= )dFyin 0)

m

avec g(v) = P(W® € D —v)

Par suite
I = | P(W® € D —v)dF xye)(z,v) — P(X € A) / PW® € D —v)dFye(v)|
AxXR™ m
= | P(W® € D —v)dF x yey(z,v) + / P(W® € D —v)dF xye)(z,v)
AxB Ax B¢
— P(X €A / P(W® € D —v)dFye(v) — P(X € A) / P(W® € D —v)dFye(v)|
B c

= | : (PW® e D —v)-PW® ¢ D))dFx vy (z,v)
xB

+ / P(W® € D —v)dF x yey(z,v) — P(X € A) / PW® € D —v)dFye(v)
Ax B¢

c

PW® e D)P(X € A,V® € B) - P(X € A) / P(W® € D —v)dFye (v)]
B

N

L+

ou

L=PW®eD)P(XcA VP ecB)-P(X ¢ A)/ P(W® € D —v)dFy e (v)|
B

et
L = | / (PW® e D —v)-PW® ¢ D))dF,x v (z,v)
AxB

c

+ / PW®) € D — v)dF .y (1,0) — P(X € A) / PW® € D — v)dFye ()]
AxBec
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En écrivant
P(Xc A VP eB) =P(XecA) -PXcAV?cB

on obtient :

I, = |[P(W® e D)P(X € A)— P(X € A,V € B )P(W® € D)
- P(Xe4) / P(W® € D —v)dFye (v)]

B

— P(X € A /B (P(W® € D)= P(W® € D —v))dFye(v)]

+ P(X e APV e BYPW?P e D)—-P(X € A,VP e BYP(W®? € D)

on a

L <2P(VP ¢ B)+ sup [P(W® € D—v®) - P(W® e D)|
v(2)eB

et

L, <2P(V® ¢ B) 4+ sup |[P(W® € D—v®) - PW® € D)
v2)eB

d’ou le résultat.

Lemme 2.5 Soient {a;}ien, {@;}ien deux suite de nombres réels quelconques.
Pour tout n dans N |, nous avons la relation suivante :

n n n

[T+ =TT =D (J] apea(] J(a; + o)
i=1 i=1 i=1 j<i J>i
Démonstration

Faisons un raisonnement par récurrence :
pour n=1 , la relation est vérifiée puisque, a; + a; —a; = o
supposons la relation vraie a 1’ordre n,et démontrons la a ’ordre n+1.



34 Meélange fort des processus linéaires

n+1 n n
Z(H aj)ai(H(@j +ay)) = Z(H @j)ai(H(aa‘ + aj))(ans1 + ani1) + H @jCQni1
i=1 j<i j>i i=1 j<i j>i j=1
= [H a; + ;) H (nt1 + angr) + H ajOn41
nl—i—l1 —:11 n = n
= H(ai + o) — H a; — Opt Hai + Qpt Hai
o o
= H(ai + ;) — Hai
i=1 i=1
[ |

Lemme 2.6 Soit G = (g;;)1<i,j<n+1 une matrice carrée de dimension n+1 telle que :

g 0 0 ag 0 0

g g ... 0 a;  ag 0
G=|: o | Alors G =

9n  YGn-1 Jo Ap  Qp—1 ap

avec gy # 0 et a; est le coefficient de z* dans développement en série entiére de (g(z)) ™

avec
g(z) = Z] % 9520 # 0 et finie pour tout z tel que |z| <1

Démonstration
G~ existe puisque gy # 0
Comme G est triangulaire inférieure alors G=1 = (@ij)1<i j<n+1 'est aussi et peut s’écrire
comme suit :

(go)il 0 R 0
a1 (go)_l .. 0
G_l — . . . .

An+11 Gpg12 .- (90)_1
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Il s’agit de montrer que :
4

Osi1s = Qyi1y = a1Vs,0;1 < 5,0 <n

Ustos = Qyyoo = A2Vs, 031 < 5,0 <m—1

Up1 = Ap4+12 = Ap—1

(An+11 = Ap

On a GG~' = I (matrice identité) . Donc I;; = S17 1 givan,

or
)Gk sii—k=>0
T =Y0 sii—k<o0
{0 sik < j
ak j = . .
ag; sik >j
avec :

1si i=j
L=
Osinon
Il suffit d’étudier le cas ou 7 > j. On a :
n+1 n+1 i
Iij = 21;1 Gi—kQf j = Zk:j Ji—kQkj = Zk:j Gi—k O j
d’ou 22;:j Gi—kQkj = 0vi > J

Par suite :
( .
Q;; = (go)_l Vi
S Gsrikaks = 0¥s < n pour j=s ,i=s+1
S Gero kg, = 0Vs <n — 1 pour j=s ,i=s+2

ZZJ;Z Jsin_kars =0Ws <n—n+1=1 pourj=s i=s+n

\

ce qui est équivalent a

(a;i = ap = (90)_1 Vi
91(90)_1 + gosy1s =0 d'oltasi1s =a1Vs < n
g2(90) " + gra1 + Jolsyas =0 d'oltasros = asVs <n —1

\gn<90)_1 + gn-101 + gn—2a2 + ... + Joln+1,1 = 0 dou ap4+1,1 = Qn

D’une part, les a; vérifient le systéme suivant : pour tout n
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(ao = (go)~*
g1ao + goar =0
¢ g2a0 + gra1 + goag = 0

L In00 + Gn—101 + Gn—2a2 + ... + goa, =0

D’autre part , puisque la fonction g est non nulle et développable en série entiere dans
le disque fermé D(0,1) alors son inverse est développable en série entiere : il existe
(bi,i € N) tels que

_ + ;
(9(2))7" =225 b7

On a
1 = g(2)(g(z)"

+o0o +oo
= Z bizi Z ngj
i=0 =0
= DD bzt
i +io
= DD bjgt

520 k=j

= > O bijg)

k>0 j=0

D’ou les b; vérifient le systéeme suivant :

(bogo = 1
g1bo + gob1 =0
9200 + g1b1 + goba = 0

nbo 4+ gn—101 + gn—2b2 + ... + gob, =0

\
On remarque que c’est aussi le systeme vérifié par les (a;). Et comme I'operateur
T : ' — [ défini par T'(z)(k) = Z?:o x)—;g; est injectif alors on a a; = b; pour tout i.

2.2.3 Démonstration du théoreme de Gorodetskii

Pour la démonstration, on introduit un nouvel ensemble B' défini par.

B = {fve RM™ 1 0, =0 si i < kv e B avec v = (vg, ..., Vhpm-1)}
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On pose
Q= sup |[PW® e D—0v®)—PW® e D)
v@eB
On a
@ = sw [ fwe®de® = [ fo®)ne®)
1)(2)63 D—’U(2)
= sup | [ fwe(z—o®)de - / fwe (w w?| (2 =w® +0?)
v(2)eB D
= swp| [ [fwe (® — o) = fiye (w?)]dw®)]
vEB D
= sup | [fW(1)7W(2)<w(1), w(2) - U( ) fW(l) W(z)( ) )]dw dw(z)

v@eB JRF-1xD

= sup| [fw (w =) = fw(w)]dw]

veB' JRF-1xD

sup [ Ufwlw = o) = fir(w)lde
vep’ JRE+m-1

IA

On pose

qui peut s’écrire comme :

1 —<u,v+w —<u,w
I(v) = / (L yramt] (exp™ <> _ exp iU ) dul doo

k+m—1 27( Rk+m—l

avec p(u) la fonction caractéristique de W

Donc

QD(’LL) — E(expi<u,W>> _ E(eXpi<u,GZ>)

ou Z = (Zy.. 2 m-1) et G est la matrice définie dans le lemme 2.6,

Par suite :

p(u) = ¢z(G'u)
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On pose z = G'u et A = G" on a alors

1 L L
](7)) — / ( )k+m—1| / (eXp—z<A 1z v+w> o eXp—z<A 1Z’w>)goz(z)dz|dw
R RE+m—1

k+m—1 9027T
1 k+m—1
k4+m—1 —i<z,G v+ GLw> —i<z,G " tw>
= _ ex ’ —ex ' (z:)dz;|ldw
= il b ) 1T ea s
1 k+m—1 k+m—1
= ktm—1 (G~ bw+ G G w). )| dw
[ H £ H 2, (@ )
k+m—1 k+m—1
= | fz,((w fz;(w*);)]dw”
fooo VT 1L
avec w* = G lw et v* = G v
On pose a; = fz;((w");) et o = fz,((w*); + (v*);) — fz,((w");)
puis on applique le lemme 2.5.
On obtient :
k+m 1
1w = | > L)L, () + e
Rk+m 1
=1 7<t 7>t
k+m—1
< Z /|az|/HfZ );dwy...dw]_ /Hfz (w* +v")dw ..dwy ., 4
J<u j>t
=1 =1
k+m—1

< 3 J 2w+ 00 = (o)

En appliquant la condition C1 , on obtient :

k+m—1

W) <G Y o]

i=1

Donc
k+m—1
sup I(v) < sup Z (G v)4
veB' veB'

/
Or pour v dans B', nous avons

(G~v); = {Zék aijvj st >k

0 sinon
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Par suite, en utilisant Fubini on aura :

k4+m—1 1
sup [(v) < C)sup Z Z lai—j||v]
veB’ veB’ i=k =k

+o0 +oo
< Gyl
i=k r=0

Comme g(lz) = ::8 a,z" ( développable en série entiere pour tout z dans le disque
unité fermé ) alors : "7 |a,| < oo

Reste a trouver une suite (7);) absolument sommable pour que le deuxieme facteur du
majorant tende vers 0 quand k— oo.
D’autre part

PVP¢B) = PEk<j<k+m—1 tel que|V;|>n)

k+m—1 +o00
< D P gzl =m)
=k =

Reste a majorer cette quantité par un terme qui tend vers 0.
Pour cela, nous étudions 3 cas :

ler cas : 6 < 1

Par l'inégalité de Markov et C2 du théoreme ,on a :

B 920

PV®¢B) < - ok
j=k Ty
+oo
< oS0
i

J=k

En choisissant 7; = Sj(é)liié et puisque Z;r:og Sj(é)liiﬁest finie par C4, alors
des deux lemmes précedents on déduit

IP(X € A,Y® e D)—P(X € AAP(Y? € D)| =00 0

pour tout A, D boréliens et pour tout p, m entiers .
Par suite le coefficient de mélange fort vérifie

a(k) —k—00 0

Pour les deux cas : 1 < 6 < 2et d > 2, nous avons besoin des inégalités fondamentales
de Von Bahr-Essen et de Fuck-Nagaev
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Inégalité de Von Bahr-Essen|[13]
Soient 1 < r < 2 et (Y;,7 € N) une suite de variables aléatoires indépendantes centrées
tels que E|Y;|" < oo alors :

N N
YN B[ vl <2) B
i=1 i=1

Inégalité de Fuck-Nagaev|5]
Soient p > 2 et (Y;,7 € N) une suite de variables aléatoires indépendantes centrées de
carré-intégrables alors pout tout ¢ > 0 et n > 0 nous avons :

n n n t2
PO Yizt) <Y PYizat) +nt "y E(YPlpcy<m) +exp 57

i=1 i=1 i=1
ond, =31 EY?),n= 1% et ¢, une constante qui dépend de p.

2émecas:1<§d<2

On reprend l'inégalité ** : P(V? ¢ B) < Zk+m = llmn%o'%:l =3 9%i)
J

n 400
1> 9iZi-il’) < O _19:Zi—il)°P .p.s.
i=j i=j

Puisque

et

+00 +o0
(S lozid)) = I ozl
- Z7—&00
< 02(2 19:])°

Alors ,en utilisant le théoreme de convergence dominée et l'inégalité de Von Bahr-
Essen,on obtient :

+oo
p(V(z) ¢ B) < 20, Z Sj(f)
=k

Du fait que nous ayons obtenu la méme majoration du ler cas, le méme raisonnement
est applicable et ainsi le processus est fortement mélangeant.

3émecas:d>2.
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On reprend 'inégalité *

k+m—

Jj=

On a

+o00 +o0
P(IY 9:Zial =m) = PO aiZis = n)+P(- Zgz j-i = M)
i=j i=j

= lim [P(Z 9iZj—i = ;) + P(— Zgizjfi > ;)]

n—oo

car ). ; giZ;j—; converge en loi .
En appliquant I'inégalité de Fuck -Nagaev, on obtient :

Zgz i =) < Zp(gizj—i > nn) + (n;n) JZE 9iZj- ) L{0<g:2,—i<nym})

=] =]
2
o
+ ech5d"
o n 2 ) * e)(p‘5(5—|—2)2
avec d,, = Zi:j g; M= 5 et ¢ =T

En utilisant I'inégalité de Markov, et en majorant la fonction indicatrice par 1, on
obtient :

2
— ,,]j

Zgz j—i = mj) < 2Ca(n;m) 52 (97) + exp 5™

=] =]

Et par suite :

2
5

P(v®¢gB)<C Z (n;n)~°S;(6) + expF5™]
i=k

ou C' est une constante positive.
En choisissant 7; = /c; max{(S 1+6 ,v/Sj(2)]log S;(2)[} on obtient,

puiiey 1
P(V® ¢ B) min ’ =)5;(5) + exp a1l )]
2_; % VS@Nog S

masc{ (5 <>>T (2)log S,
5, (D108 5 (2) = b
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Par suite,

k+m—1
PV ¢ B)<C Y [8;(0)75 +exp olleS @]

Par C4 et C3,0na:
] 0\/5 \logS 2)] < oo et que 5;(2) =0 0
Ce qui implique qu’a partir d'un certain rang m :

isj ZS )| log S;(2)] < oo

ji>m j>m

Donc
P(V® & B) —4m0 0

De plus par C4 | Z;io n; < oo . Alors par le Lemme 2.4 | pour tout A ,D boréliens et
pour tout p, m entiers,on a :

IP(X € A, Y® € D)-P(X € AP(Y? € D)| =100 0
Par suite le coefficient de mélange fort vérifie

Oé(k) — k—o00 0



Chapitre 3

Mélange d’une chaine de Harris et
d’un processus autorégressif

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on présente les résultats de 'article de J.B.Athreya et S.G.Pantula
[2] . Les auteurs établissent une condition nécessaire pour qu'une chaine récurrente
au sens de Harris vérifie le critere du mélange fort. Ils donnent aussi une condition
nécessaire et suffisante pour qu'un processus autorégressif soit uniformément mélangeant.

On va définir la notion de chalne récurrente au sens de Harris.

Définition 3.1 Une chaine de Markov (Y,,) est dite récurrente au sens de Harris s’il
existe une mesure 1) non triviale et o -finie définie sur (E,E) telle que :

W(A) > 0= P.(Y, € A, pour un certain n>1) =1 (3.1.1)
pour tout x ,ou P.(.) = P(./Yy = x)

Nous présentons les preuves des deux théoremes fondamentaux suivants :

Théoreme 3.1 Soit (Y,,) une chaine de markov récurrente au sens de Harris a valeurs
dans (E,E) , de noyau de transition P(.,.).

Supposons que (Y,) admet w(.) comme loi stationnaire alors le processus (Y,,) est for-
tement mélangeant.

Théoreme 3.2 Soit (Y,,) un processus AR(1) défini par :
Y,=pY, 1+4+e, n=12 ..

ou |p| <1 et (e,) une suite de variables aléatoires iid ;indépendantes de Yy.
Supposons que :

43
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* E[(log|e|)™] < o0
* Pour un certain ng > 1,U,, = 2721 pjej a une composante absolument continue
non triviale.
Alors,pour toute loi initiale de Yy concentrée sur un ensemble borné, le processus
(Y,,) est uniformément mélangeant ssi il existe une constante finie “c” tel que |ei| < ¢

3.2 Mélange fort des chaines de Harris.

On établira dans ce paragraphe la démonstration du théoreme 3.1 .
Le lemme suivant est fondamentale pour celle ci

Lemme 3.1 (¢f [1/p496 ) Soit (Y,,) une chaine ,récurrente au sens de Harris, w(.) sa
loi invariante alors il existe un entier ” d” tel que
S = Ule C;, avec C; mon vides et disjoints et pour tout y € C;

lim || P,(Ypa € .) —m()] =0 (3.2.1)

n—-+o0o

ot || — v|| désigne la norme en variation de la mesure signée p — v et

() = (m(Cy))tn(Cin )

Dans ce qui suit on va montrer que la condition 3.2.1 implique que (Y},) est fortement
mélangeant. Ainsi , toute chaine de Markov récurrente au sens de Harris ayant une
mesure invariante finie , satisfait la condition du mélange fort ,qui est exactement le
théoreme 3.1

Théoreme A

Soit (Y;,) une C.M homogene muni d'un noyau de transition P(.,.) a valeurs dans
(S,8). On suppose qu'il existe une proba 7(.) sur (S5,8) et un entier d tel que pour
tout y dans S;

|Py(Yoa €.) —m()|| 0o 0 (3.2.2)

Alors (Y,) est un processus fortement mélangeant pour toute loi initiale A de Yj

Démonstration du théoreme A
Nous pouvons supposer, sans perte de généralité que d=1 ,puisque si le processus (Y,q)n
avec d € N satisfait la condition du mélange fort pour toute loi initiale dPy de Y} alors
(Y,,)n est fortement mélangeant
Soit E € F,F € F;: ona

n-+m

P(F/fO"er) = P(F/Yner) = Q(YnJrM)

car (Y,) est une C.M. ou g : R — [0, 1] une fonction Borélienne.
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Comme FJ' C Fy*™ alors

P(ENF) = BEQpB(1lp/Fy™)
= E(lEg(Yn+m))
= E(EQgg(Yiim)/Yni1))

Or pour m > 1

E(pg(Yoim)/Yns1)) = E( )

= EpE(9(Yaim)
(LeE(g(Yosm)
(

1xE(g

Donc
P(ENF)=E(E(1g/Yn1)E(9(Yosm)/Yas1))

Par définition de I'espérence conditionnelle il existe une fonction Borélienne h |
h:R —[0,1] telle que :

E(]-E/Yn+1) - h(Yn—H) P—p.S
. Comme (Y;,) est homogene donc :

E(g(Yiem)/Yosr = 7) = E(g(Yin—1) /Yo = 7) = (P" ' g)(2)

D’ou
E(g(Ynim)/Yas1) = (P g)(Yoi1)

Maintenant on a :

P(ENF) = P(E)P(F) = Eh(Yy)(P" " g)(Yas1)] — E[h(Yosa)|E[(P" 7 ) (Vi)
= Eh(Yur) (P 9)(Yar1) — 7(g))]
— E[(Yas1)|Elr(g) — (P g)(Yos1)]

ou 7(g) = [ g(x)m(dx)

Par suite pour tout £ € FJ', F' € Fﬁom et pour tout n, nous avons :

P(ENF) = P(EYP(F)| < ElVs)[[(P™9)(Yasr) = w(g)l] + ElIA(Yas)]

Elln(g) — (P"g)(Yai1)]]
< 2E[(P"g)(Yas) — 7(9)l] car |[hlloo <1
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Soit
fly) =1(P" 'g)(y) — =(9)]

avec y € EY .Nous avons pour tout n € N

fly) = IE( ( m-1)/Yo =y) — 7(g)|
= Y- 1))—7T(g)|

. / &)~ [ g(nlaz)

< sup | [ g(2)(BY,0(dz) = m(d2))]

lgll<1
= [|Py(Yin-1 €) = 7]l := Kin-1(y)
ot BY, () = Py(Yioi € )
D’ou :
f(yn-H) < Km—l(Yn+1) P.ps

Donc
|[P(ENF) = P(E)P(F)| < 2E(Kp-1(Y41))

Par conséquent
a(m) < 2sup E(Kp-1(Yni1)) (3.2.3)

n

On remarque que sup, K, 1(y) < 2
Maintenant montrons que :

E(Km—l(Yn+1)) < 2[PA(Yaya € ) = ()] + 7 (Kom)

avec PA(Y, € .) = [P,(Y, € .)A(dy).Remarquons que [14(2)dP\Y, '(z) =
[ [14(2)dP,Y, (= )A(dz)
On a

E(Kp-1(Yat1)) = E(E(Kp-1(Yat1)/Y0)) — 71(Kp-1) + 7( K1)
- / E(Kps(Yar)/ Yo = y)A(dy) / Ko (2)d(2) + 7( )

_ / / Kot (2)(P,Y,74 (d2) — m(d2))A(dy) + 7(Komo)

§2|/Kmlz (PAY, 4 (2) = ()] + 7 (Kon)
< 2w | [ HEPYAE) - 7))+ (K
< 2 Pu(Vas €)= 70| + w(Einoa)
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Nous avons aussi :

[PA(Yasr € ) =7l = sup | [ h(2)d(PaY, 1 (2) — 7(2))]

[[RlI<1

— sup | / / Y,k (dz) — w(d=))A(dy)|

hlI<1
< /HP Yo €)= 7()|ldAGy) /KnH JAA(y

Or on a

Ko <2 [ 200() =
et par 3.2.2 ,on obtient
| K1 (Y)] =500 0

Donc par le théoreme de convergence dominée

/ Kn-‘rl dA —n—oo

Soit € > 0 fixé.
1)- 3ng = no(e) tel que Yn > nyg, [ K1 (y)dA(y) < e
De ce qui précede ,et par 3.2.3
a(m) < 2sup E(Km—1(Yn+1)) + 2 sup E(Km—l(Yn+1))

n<ng n>ng

< 2sup E(Kp1(Yoi)) +4sup [|Pa(Yosr € ) — ()| 4+ 27( K1)

n<ng n>ngo

< de+2m(Kpo1) + 2 sup E(Kp—1(Yag1))
n<ng
Maintenant pour ng, € fixés on choisit un mg assez grand tel que :
1) Supn§n0 E(Km—l(Yn—i-l)) <e€

i) m(Kpo1) <€
Cela est possible puisque :

Yy Kn(Y) =m0 et [Kon(y)] <2
donc par le théoreme de convergence dominée

sup E(Kp-1(Yat1)) =m0 et (K1) =m0 0

n<ng

D’ou pour m > my
a(m) < 8¢

Comme € est arbitraire ,nous avons le résultat.ll
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3.3 Conditions minimales

Dans ce paragraphe nous allons remarquer que les conditions du le théoreme 3.1
sont minimales.
On note que 'hypothese de I'existence d’une mesure invariante finie 7(.) ne peut étre
affaiblie .
On considere par exemple (X,,) une suite de var iid avec F(X;) =0 et Var(X?) =1 .
Soit (S,,n > 0) la suite définie par

i=1

ol Sy est une variable centrée réduite indépendante de (X,,)
(Sp,m > 0) est une chaine de Markov a valeurs dans (E,Bg) (E C R) de noyau de
transition P(.,.) tel que :

P(x,A)=P(X, € A—x)

On suppose que pour un certain ng ,S,, a une composante absolument continue (non
triviale).
Alors {S,,,n > 0} est récurrente au sens de Harris.
En effet |
. Soient © € E JA € By 1 la mesure de Lebesgue sur (E, Bg).
Posons
C :=support de S,, ,¥(.)=p(.NC)

On sait que

Pu(Sn, € A) = P(Sy, € A — 1) :/

dFs, =a / dF +(1—a) / g
A—zx A—zx "o A—zx 0

avec 0 < a <1
Si ¢(A) > 0 alors u(ANC) >0, donc

abs
/A dFg,” >0

P.(Sn, € A) >0

par suite

ce qui donne
P,(S, € A,pour un certainn > 1) > 0

comme la chaine est recurrente alors

P,(S, € A,pour un certainn > 1) =1

D’ou {S,,n > 0} est récurrente au sens de Harris; Mais la mesure invariante associée
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a cette chaine n’est pas finie(cf [2] )

* On montre que a(m) > 1/4. D’ou {S,,,n > 0} n’est pas fortement mélangeant.
En effet,on a
a(m) > lim |P(E,NFE,.,) — P(E,)P(F.nm)|

T n—+4oo
avec

En:{w,iga}efg;me:{wS”i>b}€}"+°° eta<b

vn "Vn+m i

Nous avons pour tout m € N

n+m
Grm = (n4+m) ™28, —(n) V28, = (n) V28, (vn(n+m) 2 =1)+(n+m) /2 Z X,

i=n-+1

Donc

n(n+m)"1? — o
B(Gun) = PR S e var(s,) + —var(Y )
_ vnooo 0 Var(Sy) L™

—>TL*>OOO
vn+m n n-—+m

D’ou Vm, G —n—oc 0

Par suite
1q1P@¢mmm)::1%1Pm*@%gaxn+mrm&wm>m
= 1qlpm*@%§ax%m+n*@%>b)
< lixil P(n’l/zSn <a,n %S, >b— €)Ve

Puisque @ < b donc ,b = a + a pour € < a. ce qui donne,

lim P(E, N F,.,) =0

n—-+00

Par le théoreme central limite

a(m) > lim P(E,)P(F.n)

> ngrfoo P(n_l/zSn <a)(1—P((n+ m)_1/25n+m <b))
> ¢(a)(1— (b))
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ou ¢ désigne la fdr d’'une N(0,1) .
Comme a et b sont arbitraires a < b, on fait tendre a,b vers 0 ,nous obtenons

a(m)>1/4

3.4 Conditions de mélange pour un processus au-
torégressif d’ordre 1

Dans cette section on démontre le théoreme 3.2.
Soient (Y;,) une suite de variables aléatoires telle que

Y,=pY, 1+e, n=12. (3.4.1)
ou |p| < 1 et (e,) iid.on suppose que Yy est indépendante de {e,} .
A dénote la distribution de Yj.
Sous ces hypotheses , (Y,,,n € N) est une C.M .En effet

PY, € AJFy ) =PpY, 1 +e, € AJFy ) =P(pY,_ 1 +e, €AY, 1)

Le noyau de transition de (Y,,,n € N) est
ple, E) = Ple, € F — p)

La proposition suivante est utile pour la preuve du théoreme 3.2 :

Proposition 3.1 Soit la suite {Y,} définie par 3.4.1 . On suppose U’hypothése i) du
théoréme 3.2 vérifice . Alors pour toute distribution initiale de Yy Y, converge en loi

vers U = 322 plej
et m(.) = P(U € .) est une proba stationnaire pour la C.M (Y,) .

Démonstration Nous avons par 3.4.1

n—1
Yo=p"Yo+ Y pean

=0
Comme (e,,) sont iid ,Z?;()l pen—; ala méme loi que U, = Z;:& peji
lp| < 1= p"Yy — 0Pps

E((loge))") <oc0o= U, =5 U

n—0oo
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(cf [2])
U, étant une somme de var iid , alors la convergence est méme Pps .
7 est une loi invariante pour (Y;,) : en effet pour tout A on a :

/p(:c,A)w(dx) = /P(61 € A—px)P(U € dx)
s s

[e.e]

= /P(eleA—px)P(ZpiejHEdac)

s =
— /P(61 €A— px)P(Z plejio € d) car U =F ijej+2

s j=0 3=0
= E(P(e; + prjej+2 €A/ Z plejiz)) e indépendante dez plejis

=0 =0 =0
= E(P(U €AY Pejis))
=0

= P(U €A

Proposition 3.2 Sous les hypotheses du théoreme 3.2 ,U a une loi absolument conti-
nue .

Démonstration Il est connu qu’une fdr continue sur R peut s’écrire d'une maniere
unique comme :
F(z) = aFu(z) + (1 — a)Fy(x)
ou F,. :désigne la partie absolument continue et F. désigne la partie singuliere conti-
nue.et 0< a <1
Posons a(F) :=a(X) :=1—«
Si X, Y sont deux va indépendantes alors :

a(X +Y) <a(X)a(Y)

En effet si :
Fx(z) = ol ¥ (z) + (1 — a) FY ()
Fy(y) = BEY(y) + (1 = B) ¥ (y)
Alors :

Fxiv(z) = (Fx *Fy)(z)
= /FX(z—x)dFy(x)

= af [ P — 0)dFy@) +all - ) [ B - 0)dF()
+ (1-)8 [ P - 0dFr@) + (1= o)L= 9) [ FEG — 0)dFy(a).
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Puisque le produit de convolution est commutatif , alors les fonctions , [ F§(z —
2)dFE(x), [ F(z — x)dEs(x), [ Fif(z — 2)dF{(x) admettent une dérivée , ce qui
implique

a(X+Y)<(1—-a)(l-7p)=a(X)a(Y)

Montrons que U a une loi absolument continue ie a(U)=0 .

Du fait que
n—1
Up=Y pejp1, p#0
j=0
on a
a(Uy,) < [a(er)]”
Posons -
W, = Z Pj€j+1
Jj=n

U,, W, sont indépendantes et U = U,, + W,, donc

a(U) < a(Uy,)a(W,,) < [a(e)]" (3.4.2)

Par I’hypothese ii)du théoreme 3.2 ,U,, a une composante absolument continue ,les e;
étant iid , elles ont toutes une composante absolument continue d’ou

la(er)] < 1

En faisant tendre n vers 400 dans 3.4.2 nous obtenons a(U) = 0. Donc la loi de U est
abs continue par rapport a la mesure de Lebesgue .

Preuve du théoreme 3.2

lere étape :On va montrer le mélange uniforme de Y,, ie montrons que

p(m)=sup  sup  |P(F/E)— P(F)] =m-o 0
n EeFR FEF

n+m

Sous les notations du théoreme A, nous avons pour tout £ € Fj, F' € F.

PUIE) ~ PF) = P PP
E[h(Yor) (P g) (Vi) .
E[h(Yo)] = B(P"g)(Yar))

(Pmilg)<yn+1) = E(9(Ynsm)/Yni1)
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h(Yoi) = E(1p/Y,)

Posons
Tmy() = P(p"y + Up € )
et N
"()=PUE€) U=Y e
j=0
De méme
Tmy(9) = Elg(p™y + Un)]
et

Sous ces notations

Eh(Yas)[(P™ 7 g) (Yat1) — Tin—1,¥u10 (9)]
Elh(Yo4)]

|E (Vi) [Tm-1.v,01(9) — 7(9)]] |
E[h(Yn-H)]

+ B[ (P 9) (Yas1) + Tim-1,0i0 (9| + B[~ Tim-1v,0: (9) + 79I -k

|P(F/E) = P(F)| < |

Notons que |(P™¢)(Y,) — Tmy, (g)] =0
En effet, soit y € S nous avons :

(Po)(y) = E(g(Yn)/Yo = 1) = E(g(0™Yo + 3 pemy)/Yo = 1) = ()

J=0

Comme Yj est indépendante de la suite (e;,7 € N) alors

V) = Bl + Y pen,)

m—1
r .
Um == E pjem_j
Jj=0

Par suite
(P"g)(y) = ¥(y) = Tmy(g)
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Posons

Y(m) = sup |Tmy(g9) — 7(g)|
yes

ou S est la réunion des supports de Y,,,n > 1
Donc

Bm) < 20(m — 1) (3.4
D’autre part
nale) =70 = | [ 9"y + P, - [ g(a)an(e)
= | [ )P,z = ")~ dr()

ou g est une fonction mesurable positive et bornée par 1. Donc il existe une suite
croissante de fonctions simples (gx) qui converge presque surement vers g.( est méme
uniformément puisque g est bornée). D’ou

[Ty (9) = m(9)| < I + I (3.4.4)
= | / — g2 (dPy, (2 — p™y) — dr(2))]
et
b= [ g2 dPo, (: = o)~ dn(:)
Soit € > 0
Pour 5.

Puisque la suite (U,,,m > 1) coverge en loi vers U et comme pour tout k > 1 ,g; est
bornée d’ensemble de discontinuitées négligeable alors :

dm. €N tel que m>m. = I, <e+| /gk(z)(dw(z —pMy) —dn(2))]

Pour [,
Soit m > m,.

lim [g(z) — gr(2)] =0

n—-+00
et (|g(z) — gr(2)|, k > 1) est bornée par 2 donc en utilisant le théoréeme de convergence
dominée , on obtient :
Il 7 k—o0 0
cad ,
dk. > 1 tel que: k> k. = I < 2¢
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Par suite, en utilisant 3.4.4

Tg(9) —7(9)] < 3+ | / g2 (dn(z — py) — d(2))]
< 35—|—||7rz—n)—7rl|
< 34 / (4= — ) — q(2))dz]

avec 11 < ¢ et ¢ désigne la fonction de densité de U.
e étant quelconque , cette fois en utilisant le résultat de Brezis -Lieb on obtient

Yy, |7Tm,y(9> —7(9)| =m0 0

Le support de Y; étant borné , pour tout i |e;| < c et |p| < 1 alors de la définition de
Y,, on déduit que S va étre borné. Par suite

Y(m) = Sup Tmy(9) — 7(9)] =m0 O

D’ou par 3.4.3

Ainsi le processus (Y;,) est ¢— mélangeant .
2 eme cas On démontre maintenant que

si (Y,) est uniformément mélangeant alors |e;| < ¢

On le fait par 'absurde .

On suppose que les e; ne sont pas bornées et on montre que ¢(m) = 1 pour toute
distribution initiale de Yj

On se donne un 6 > 0 quelconque et on choisit un L assez grand tel que :

P(lU| > L)<
(possible car P(|U| € R) =1)
Puisque (Y;,) converge en loi vers U alors
IN = N; €N tel que Vn > N; |P(U < L) — P(Y, < L)| < 6

Comme

P(U>L)<P(U|>L)<o

Donc
PU<L)>1-9$¢
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Il en résulte que pour n > N
PY,<L)>P{U<L)—¢
alors :
V 0 >0,dIN =N; tel que Vn > NP(Y,, <L)>1-20
Soit B =] — oo, Ll et A= [p~"(L+ M), oco[ ou M est tel que
PU, <-M)<$§
On sait que U est absolument continue donc P(U € §A) = 0 par suite :

lim P(Y,, € A) = P(U € A)

n—0o0

et U est non bornée ((e;); non bornées ) donc
PUe€A) >0

Ainsi pour
n>N, PY,€A) >0

Maintenant , soit
E={Y, €A} e F={Y,m€B}

Alors

P(EJF) = P(Yyim € B/Y, € A)
= P(Yn1 € B/Yy€A) (C.M homogene)

m—1

= P(p"1+ > pemy <L/Y1>p "L+ M))
=0
- P, plemin—j < —M,Y; € A)
- P(Y1 € A)
m—1
< P(Z pemii—j < —M) (e indépendantes)
=0
m—1
< P(Y pejn<—M) (e iid).
=0

< PU,<-M)<$
D’autre part pour n > N

P(F)=PYym <L)>1-26n>N
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D’ou pour un n assez grand :

|P(F/E)— P(F)| > P(F)—P(F/E)>1-3)

0 étant quelconque

¢(m) > 1
et
p(m) <1
?{Z;/E) — P(F) = nggf) — P(F) et on sait que P(FNE) — P(F)P(E) < P(E) .

et P(F)= P(F/E)P(E)+ P(F/E°)P(E°) < P(F/E)+1
On conclut que

¢(m) =1

Donc {Y,,} n’est pas uniformément mélangeant .

3.5 Conditions minimales

Maintenant on va démontrer que I'hypotheése (ii)du théoreme 3.2 de existence
d’une composante non triviale absolument continue de e; ne peut pas étre assouplie .
L’exemple ci-dessous justifie cela .

Le lemme suivant est utile pour la démonstration .

Lemme 3.2 Soit b > 2 un entier , (Y,) une suite de variables aléatoires a valeurs
dans {0,..,b — 1} X la variable aléatoire dans [0,1] ,définie par :

X=>b"Y,
n=1
alors

X — Uy si et seulement si (Yy,) sont iid et Yy — Ugo,.p—13

En utilisant les fractions dyadiques, on définit les suites (Up,)m>0, {Yn tn>0 par :

Um = in:Q_jej

j=1

Yo=0 et Y, =1/2Y, 4+ e ,n>1

On sait que 'hypothese i) du théoreme 3.2 est vérifiée puisque

E((loge;)™) =1/2(log0)" +1/2(logl)" =0
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Par contre ii) ne l'est pas car les e; sont des B(1/2) donc discretes .

On déduit du rappel que U,,, X — Ujp1) Pps

Montrons que {Y;,},>0 n’est pas fortement mélangeant avec a(m) = 1/4, Vm
Pour m fixé {Y,,} satisfait :

m—1

Yn+m - Z 27jen+m,j + 27mYn
7=0

D’une part , U, a pour support ’ensemble des rationnels dyadiques d’ordre "m ” qu’on
note A,, ={275 / j=0,1,2,..2™ — 1} .En effet ,en raisonnant par récurrence :
Pour m=1:

Uy =1/2e; donc le support de U; est {0,1/2}

On suppose que
An=4{2""j / j=0,1,2,.2" -1}

et montrons que
Appy = {275 /5 =0,1,2,..2m" — 1}
Uni1 = Uy + 27 e Done Ay = A, U {A,, +27M+D) ainsi |
Apyr = {27Mj o=t/ 5 —01,2,..2" -1,k =0,1}
= {2725+ k) / j=0,1,2,..2" -1,k =0,1}
{o=mHVE" /| =0,1,2,..2"" — 1}
D’autre part, posons

I _ennd 141
Bm—Uj:O [2_m72_m+2m+1] et Om_Uj:O ]2_m+2m+1’ om [

m—1

Yn+m - Z 2_j6n+m_j + 2_mYn
=0

=5 Un-1+€nim +277Y5

On a:
S. 2m71_1 j j 1 L /
i Y, €l0,1] alors Y, € Uj_ [F’ g1 T Q—m] +{0,1} := B,, (3.5.1)
0,
. mel_l j 1 j+ 1 /
Si Y, € [1, 2] alors Yn+m € Uj=0 ]W 2_m’ om—1 [+{0, 1} = Cm (352)

-~

El

m
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Puisque pour tout m € N
D NE =0 e D UE =][01]

alors
B, NC, =0 e B, UC, =102

D’aprés ce qui précede on obtient que

Y, €[0,1] < Yyim € B,

et
Y, €]1,2] © Vopm € C.

Y,, converge en loi vers une va Uy 9).En effet, puisque les e; sont iid de loi B(1/2) on a

Donc
P(Y,<z)=1/2P(U, 1 <x)+1/2P(U,.1 <z —1)

lim P(Y, <z) = 1/2P(U <x)+1/2P(U <x—1) avec U — Up

0 siz<O0 0 six <1
= 1/2¢2 si0<ax<1+1/2¢ax—-1 sil<z<2
1 siz>1 1 sixz>2
0 sixz <0
= q(1/2)z si0<z<2
1 six > 2
D’ou
Yn:>£U[072}

Par suite ,en utilisant 3.5.1 et 3.5.2on obtient

P(Y, €[0,1[,Ypim € B,,)) — P(Y,, € [0,1)P(Ypim € B,)) = P(Y, €[0,1))(1 — P(Yp4m € B,,)
= P, €[0,1)(P(Y, € [1,2]) =n_os 1/

Donc a(m) > 1/4 et on sait que a(m) < 1/4 alors a(m) = 1/4
D’ou {Y,,} >0 n'est pas fortement mélangeant .
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3.6 Conditions de mélange pour un AR(p)
Maintenant on considere le processus AR(p) (Y;,,n € N) défini par :
Yn = (leYn_l + Q{QYn_Q + ...+ apYn—p + e, (361)

On peut réécrire 3.6.1 comme X,, = AX,,_1 + 1, avec X,, = (Yo, ..., Yo pi1)

Q. Qg ... QOp_1 O
1 0 ... 0 O
0 0 1 0
p*p
N = [en,0...0]"
D’ou
n—1 n—1
Xy =Y A j+A"Xo =Y dien;+d,Y,
=0 =0

avec d, la 1 ére colonne de AF et Xy = (Yp,0...,0).
Au fait on considere Y_; = 0 avec j > 0 Par suite :

n—1
!

Yn = E W;iCn—j + U}n)/() avec w; = (dj)Ll
J=0

On sait que (cf [8] p57) :

Wj; = W1 + QW9 + ...+ QpW;_p si J > 1
Wy = 1
w; =0 si j<0

Aussi
P

w; = E cSw;j avec ¢, coefficients réels

s=1
et

{w; = () (ms ), s=1,2,.d
[w?, wj“’f“] = [(5)!(rs) cos(jbs), ()} (rs)? sin(jb,)] s=d+1,d+3,..p—1

Le terme (j)' représente la multiplicité des racines ou (0 < (5)! < p)
my :racines de I’équation caractéristique.
3 0 < p < 1tel que |w;| < ap?,j > 1 pour un certain a < oo (on peut prendre
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p = maxi<s<p{[msl, 1]} < 1.
Maintenant ,en posant :

n—1
Un: E WjCn—j
Jj=0

sachant que :
Y, =U, +w,Ypetw; < apj,j >1

On peut reprendre la démonstration des propositions 3.1 ,3.2 ,et on aura les méme
résultats (en utilisant d’autres téchniques) pour-vu que :
i) E((logles])™) < o0

ii) La distribution de e; ait une composante absolument continue ,non triviale.
iii) Yp soit indépendante des e;
iv) {e;} iid

v) les racines de I’équation caractéristique soient dans le disque unité ouvert.
Alors (Y;,) est uniformément mélangeant ssi Je, |e1| < ¢

3.7 Exemple d’un AR(1) non fortement mélangeant

Nous présentons dans cette section le contre exemple historique construit par Do-
nald .K. andrews (cf.( [6]) . L’auteur a donné 'exemple d’un processus autorégressif
d’ordre 1 non fortement mélangeant .

Introduction
Considérons un bruit blanc fort ¢ = (g4, € Z) ou pour tout t € Z, e, suit une loi de
Bernoulli de parametre 0 < ¢ < 1 (Vt,e; — B(q))
Soit X = (X;,t € Z) le processus autorégressif d’ordre 1 défini par :

1

5] (3.7.1)

Xy =pXi1+¢e  avecp€l0

d’apres, 1.1 on peut écrire
)

X = Z p'e_;Pps et dansL?

1=0
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on a pour tout s > 0 :

Xips = pXipps1+Eigs
= P*Xiis—o+ PEirs—1 + Errs

s—1

= p’X;+ Z P15t+sfi
i=0

posons pour tout s > 0 :
s—1

Xis = Z piet—l—s—i
i=0
et soit
Xips = p° Xy + Xy

comme les (g4, t € Z) sont indépendantes alors le vecteur (g4, ..., £,41) est indépendant
du vecteur (g4, &4-1,...) pour tout s > 0, il en est de méme pour X; et X, ;.
soit W I'ensemble des valeurs prises par X,
on a
Xis = €ys + Petrs1 + P Etrs—a + .. + p" e
et g; € {0,1} pour t +1 < i <t + s;donc Wy est de cardinal J < 2°.
Résultat
On a le théoreme suivant :

Théoreme 3.3 [6] : Le processus X = (X;,t € Z) défini par 3.7.1 n’est pas fortement
mélangeant.

La démonstration de ce théoreme est basée sur le lemme suivant :

Lemme 3.3 Soit Y = (Y;,t € Z) un processus aléatoire , F¢ = o{Y;,a < t < b},
supposons qu’il existe :

1) Un ensemble A € F' __ avec P(A) > 0.

2) Une suite d’ensembles (Bs)s>1 telle que By € FL%

3) Un réel k < 1 tel que pour tout s > 1 P(Bs) < k et P(Bs/A) =1

Alors Y n’est pas fortement mélangeant.

Démonstration
on a pour tout s € Z :

a(s) = sup sup |P(CND)— P(C)P(D)|
—oo<i<oo  CefFt  DeFLT

P(A)(1—k) >0

AVAR VARV
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donc Y n’est pas fortement mélangeant.
Démonstration du théoreme
on définit A et (B;s)s>1 par :

A= o, Xi(w) € (0,)}
B, = {vat—&-S(w) € U}J:I(wja w; + ps+1>}

La démonstration consiste a vérifier les conditions du lemme 3.3.Pour la troisieme
condition, l'idée est d’introduire un ensemble D (indépendant de s) tel que

P(D)=1—-k>0 e P(DNB;)=0 Vs>1

ceci donne :

Vs, P(B,) = P(B;N D)+ P(B,N D) <0+ P(D°) =k <1

on note {w;}7_; les éléments de W, tels que w; < wji4
Etape 1 : Montrons que P(A) > 0 on a

Xy =&+ pero1 + plero + ples + ..

Il en découle que

{w/ey(w) =e1-1(w) =4 2(w) =0 et g_3(w) =1} C A (3.7.2)
En effet si
g =6-1=6-2=0 g_3=1
alors
Xi=p" +plepa(w) +. ..
donc
3 — p’
0< X, < b=
S A s p ;P 1—p
or
p€(0,1/2)
il s’en suit que
P
<
1—0p P

par suite
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d’on
P(A)>P{e,=e,1=¢6,9=0cte, 3=1} = P(e, =0)?Ple; =1) =q(1 —¢)* > 0

car les g; sont iid et £ — B(q)
Etape 2 : Montrons que Vs>1 | P(B;/A) =1

on a
Vs>1, AC B,.

en effet :
soit w € A, donc X;(w) = 24 € (0,p) or :

Xiys(w) = Py + Xis(w)
et

O<a<p & 0<p'a<p™t
= Xis(w) < p’ry + X s(w) < o4 Xis(w)
= Xis(w) < Xpps(w) < Pt 4 Xis(w)

on sait que pour tout w € Q,35 < J tel que X (w) = w;,

donc J
0<z<p= Xis(w) € U(wj,wj + p*th
j=1
d’ou
AC B,,Vs>1

Par suite et puisque P(A) # 0 on a

P(BsnA) P(A)
P(B./4) = == = 5 =

Etape 3 : Nous introduisons I’ensemble D défini par :
D = {w, Xi(w) € [p,1]}
Nous allons montrer que P(D) > 0 on a
{w,e1(w) =0,e4 1(w) =1} C D

en effet si g,(w) = 0,¢,_1(w) = 1, alors
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p < Xi(w ——04—02 _ w—f—...<pg = —
= t( ) €t 2( ) = 1

i>0
puique 0 < p < 1/2, alors ﬁ <1, cest adire p < Xy(w) <1 d’ou comme les ¢, sont
iid et £; — B(q)

P(D)>P(e;=0,601=1)=(1-¢q)g>0
Nous allons démontrer par suite que :
Vs, P(DN By =0

Etape 4 : Montrons que les éléments (w;, 7 = 1...J) de Wy sont a un écart d’au moin
s—1

p
soient G, Gy, Gy des ensembles de R on définit d(G) et d(Gy, Ga) par :

d(G) = inf{[go — 911/ 90, 1 € G}
d(G1,Gs) = inf{|g1 — g2|/g1 € G1,92 € G2}

on veut démontrer que

d(Wy) > p*t Vs >1
la preuve se fait par récurrence. on a
s—1
Xt,s - Z ngt—l-s—i
i=0

.pours=1 X, =¢e141 — B(q) donc  W; ={0,1} et d(Ws)
. soit s > 1 . supposons que d(W,) > p*~! et montrons que d(Wy ;) > p°.
On a:

1>p1=1

s—1
Xis = Etps + PE14s—1 T o £ 07 €11

S
Xist1 = Etrst1 + Peigs + oo + p €111

or
(€t+s+1> ---,5t+1) = (€t+87 --~>5t+1a5t+5+1)

car les €; sont iid, donc

(L, 0505 P°) (Etpst1, ---7€t+1)t = (L, 05 ey P°) (Etpss "'75t+1a€t+8+1)t

L s
Xt,erl - Xt,s + P st
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ce qui donne

We = WU (Ws + p°)

ou Wy + p®* = {w + p°/w € W}
par suite

dWe1) = inf{lgo — g11/90, 91 € Wsi1}

= inf[{|g0 — 911/90, 51 € W5} U{|g0 — g11/90, 91 € W + p°}
{lgo — g1l/90 € Wi, g1 € W + p°}]
d(Ws) Nd(Ws + p°) A d(Ws, Wy + p*)

C

or
d(Ws + p*) = inf{|g0 — 91|/90, 51 € Ws + p*}

sigo, g1 € Ws+p®, alors go = gj+p" et g1 = g} +p° donc gg, g1 € Wi et|go—ag1| = |g5— 94
soit

d(Ws + p°) = d(Wy)

d’autre part d(Ws, W + p*) = inf{|go — g1[/g90 € Ws, g1 € Wi + p°}
donc g1 = ¢4 + p® avec ¢) € W et

. p
Igo—g’l—p\Z{

90 — g — P°| = g0 — g4 — |p%] = p*t = p

; _
’ 51 go = 91

S sinon

par conséquent, d(Wy, Wy + p*) > p* A (p" 11— p)) = p¥ car 0 < p < 1/2
Finalement d(W,,1) > d(Wy41) A p? > p" L A p¥ = p¥ puisque 0 < p < 1/2
Etape 5 : Montrons que

D C{w/Xpps(w) € Uj_y[w; + p* wjipn)}

soit w € D, il exite alors x4, w; tel que Xi(w) =z € [p, 1] et X;5(w) = w;
on a
Xirs(w) = wj + pxy

puisque x; > p, on obtient
Xiys(w) 2 wj + p°p

et Xirs(w) < wj+ p°1 < w; + p*~' < wjyy(par Vaffirmation).
D’ou
w; + p™ < Xppo(w) < wjp

Par suite pour w € D

Xevs(w) € U [w; + pH wjn) = D C {w, Xopo(w) € Ui [w; + p* wi)}
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conclusion : nous avons :

P(D N B.) < P({Xupa(w) € ULy + 0 wy0)) N {Xopa(w) € Uiy, 77 + )}

~
=0

donc P(DN B,) =0
Par suite ,a partir des étapes précédentes et tout en se basant sur le lemme 3.3 on
conclut que le processus considéré ”X” n’est pas fortement mélangeant ...cqfd.l
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Chapitre 4

Conditions de mélange pour un
processus linéaire vectoriel

Pour plus de généralités nous considérons des processus linéaires a valeurs dans
R? o p est un entier naturel quelconque , nous traitons par la suite l'article [12].Les
auteurs tran.L.. T et pham.T.D ont donné des conditions assurant la régularité absolue
de cette classe.

4.1 Sommaire

Soit (X, t € Z) un processus a valeurs dans R? | X = (..., X_1, X¢); Y = (X,, Xooi1, --)-
Pxy, Px, Py les lois de (X,Y),X et Y respectivement.
On définit la la fonction A, par : :

/A An(z)Px(dz) =  sup / / [Py (dz) Py (dy) — Py (d, dy)]|

||h||<1,heLo>®

pour tout A mesurable de R? x RP x

Notons que A, (x) existe quand le second membre définit une mesure absolument
continue par rapport a Px(dx)
Remarques
1) Si la distribution conditionnelle P (dy/x) existe alors A, () représente la variation
totale de " P (dy/z) — Py (dy)” ,en effet :

i) On commence par montrer que

P{f(dy/x)PX(dx) = Pxy(dz,dy)

On a pour tout A ,B boréliens
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/A /B PX(dy/x)Px(dz) = /A P(Y € B/X = z)Py(dx)
E( xenP(Y € B/ X))

X(xeA)X(YeB) )

_ / / Pyy(de, dy)
ii)
/A 1P (dy/) — Py (dy)| P (dz) = / sup | [ IR dy/a) - Peldy)]|Px(ds)

||h||<1,heL>®

= sup / / )[Px (dz) Py (dy) — Px,y (dz, dy)]|

|h||<1,heLo
= /An(x)PX(dx)
A

Cela est vrai pour tout A ,d’ou le résultat.
2) La condition [|A,|;1 —n—c 0 est équivalente a la définition donnée dans le
chapitre 1 de la régularité absolue ,En effet :

1Al = E(IP (dy/x) — Py(dy)l)
= E( sup |E(A(Y)/X) - E(h(Y))])

Il|<1,he Lo

= BE( sup |B((Y)/F°.) — BE(h(Y))|)

Il|<1,he Lo

3)Sous I'hypothese que X et Y soient a valeurs dans un espace polonais(métrique,séparable)
le théoreme de Jirina assure l'existence d’une version réguliere de la probabilité condi-
tionnelle.

4.2 Théoréme

Soit (X;,t € Z)un processus donné par :

ou les (Z;); sont indépendantes & valeurs dans R? a densité g, et A(j) € M(p X p)
tel que A(0)=Id.
Supposons que :
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i) [lg(v—u)—g(v)|dv < Kl|ju|]| Vte Z
i) E(||Z|°) < K pour un § > 0 et pour tout t
iii) ;;08 A7) < oo et ijog A(j)27 # 0 et finie V2| <1

)

iv) 335 < oo ot ay = 3T [ A(K)]

Alors
+00 s
(Al S K 0] =00
j=n

et donc (X, t € Z) est absolument régulier.

Lemme 4.1 Posons

o) = DA Zus swln) = ) A Zns

Alors Spm = (W(n),..W(n+m)) admet une densité f, ., et :

An(X) < suplE[dpm(Bnm)/ X] 4 Elonm(Bnm)]]

m>0

ou Ry = (V(n),...,V(n+m)),X = (..., X(-1), X(0))
et Opm(uw) = [|fom(z =) = fom(2)|dz, (u € R™)

Démonstration
Nous avons :
(W(Q),.W(n+m))=G(Z1),..Z(n+m))

ou G la matrice définie par

1d 0 ... 0

A1) Id .. 0

G = : : P
Aln+m—1) Aln+m—2) ... Id

et comme le déterminant de G est égale & 1 alors G~ existe et

fov @), wnsm)) (T) = f(Z(l),.._Z(n+m))(G_11’>

par suite f,, , est la marginale de (W (1),...W(n +m))
Soit
Yoo = (X(n), ..., X(n+m))

Nous avons
Ym - Sn,m + Rn,m
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Le vecteur S, est indépendant de (R, ,,, X ) par construction ,donc

P(Yy € AJX) = P(Spm+ Rum € A/X)
= E<E<XSn,m+Rn,meA/(Xa Rn,m))/X)
Or E(Xsn,m+Rn,7n€A/(X7 anm)) = 77Z)(Rn7m) avec

V(z) =P(Spym€A—2)= [,  fam@)dz = [, fam(y — 2)dy
La distribution conditionnelle de Y,,, sachant X admet la densité

9) = E(fom(y — Rnm)/X)

En effet,

/ AP (y) = P(Ym € A/X)

A
_ / (2 dPan 2)
_ / P(Spm € A= 2)dPY_(2)
_ / [ /A fam(y — 2)dyldPY. (2)
— /AE(fn,m(y— Rpm)/X)dy

De méme la distribution de Y, admet la densité E(f,m(y — Rnm)).En effet :

[ xonen = [ 6:)0Pa ) = [ Bl = Ry

Par conséquent :

An(X) 1P (dy) — Py (dy)

sup 1P (dy) — Py, (dy)||

IN

< su>r[>)[|§;1‘1<p1 | | h(y)[P3 (dy) — Py, (dy)]]]
< sup / E(fam(y — Rum) — Famn()/X)dy] + sup / B fum(y = Rum) = fom())dy]
m>0 m>0

Nous obtenons :

AL (X) < sup E[0pm(Rnm/X)] + sup E[dpm(Rnm)]

m>0 m>0
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Lemme 4.2 Sous les hypothéses du théoreme précédent, nous avons :

“+oo
m> =0

ot a(5) = gz [ Al

Démonstration On sait que
W=GZ avec W =W(Q),..W(n+m)),Z = (Z1,.., Zntm)

et G est la matrice définie précédemment ,et comme elle est inversible , on obtient

t—1

Zy=(G™'W), = > BHWI(t—j)

Jj=0

par suite
fow@),..wmnrmy)(w) = f(Zl,...Zn+m)(G_lw)

les Z; sont indépendantes ,donc :

n+m t—1
f(W(l),...W(n+m H 9 ( Z B(j)w(t —j))
j=0
ou g; est la densité de Z;
Par suite :
ntm  t—1
fow ). wmamy) (W) = frm(w / / H gt ZB w(t — j))dw,..dw,_
RpJRP y—1 j—0

D’autre part , Soit f la fonction définie par
f(2) =) AG)~

avec z € D(0,1)

Puisque f est non nulle pour tout z dans D(0, 1)alors en utilisant le théoreme de Wiener
nous obtenons que la fonction 1/ f admet un développement en série entiere sur le disque
unité fermé .

Or d’aprés le lemme2.6 , les B(j) ne sont autres que les coefficients de de z7 dans ce

développement ,donc

S IBG) < o
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Sous les notations précédentes , nous avons :
O (Uny cooy Uppm) = /|fn7m(w(") — u(")) — fn,m(w("))|dwn...dwn+m

= /I I1 gt[i B(t = j)(w(j) —u()] - [] gt[i B(t — j)w(5)]|dwy..dw,

=1 j=0

~

avec W™ = (W, ..., Wyim) et u™ = (Up, ooy U )et uj = 0 pour j <n —1
Posons

(21, - Zngm) = G Hwy, ... W)

ce qui donne :

n+m n+m

Bt s ) < / T ol — (6] = ] (=)l dznm
t=1 t=1

Soit
ap = gilze — (G u)e] — ge(20)
donc :
n+m n+m
Sty o ) < / T 90 + 0l = T 9eCe)ldzndzninm
t=1 =1

puis en utilisant le lemme 2.5et ’hypothese i) nous obtenons :

Suantinstnen) < [ S ([Jostladl [

n-+m

<31 [tz [ jaddz 11 [ o)
< ’iz:’;”/ |9t[2t_— (G )] — gilz)|dz _
|

K (G )l
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or
n+m n+m t
YoIG uhll = DI Y BE—iull uy=0pourj <n—1
t=1 t=n j=n
400 +oo
< > IBOID sl
t=1 j=n
+oo
< KDYl
j=n

ceci est vrai pour tout v dans R™*! par suite :

+oo
Onan(Bum) < K|V
j=n

400 400

< K Y IA®IZ-]

j=n k=j

—+00 +0o

< KDY ) A+ DIIZ-

j=n r=0

d’ou :
“+oo

5n,m(Rn,m) S KZQTJHLHZ*TH

r=0

Démonstration 4.1 (Démonstration du théoréme) Soit {c;}; une suite de nombres
positifs .Comme par définition A, < 2,nous avons par les lemmes 4.1 et 4.2

—+00

1Al < 2KEQY aprall Z-I)

r=0
—+00

2KE(Y arll 7l

r=n

+oo
2KE(Z Q. H Z—T+7L || (1||Z,T+,LHSC7» + 1llzfr+n||>cr))

r=n

+o00o 400
2K Z QrCr + QKE(Z | Zrinl Ly z- s nll>er)

r=n r=n

“+00 [e’e]
2K " one, +4K Y P(|Z-psall > )

r=n r=n

IN

IA

IN

IN
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Par ['inégalité de Markov on a ,

| =

P(1Z el > ) <

IS

- —1/1+6
finalement,en choisissant ¢, = a /10 pous obtenons

+o00o 5
[Anlh <€ 0™ —nn 0
j=n

et donc (Xy,t € Z) est absolument régulier.



Conclusion

Nous avons étudié des propriétés de mélange des processus autorégressifs, proces-
sus linéaires et chaines de Markov. Plus particulierement le mélange fort (a-mélange)
introduit par Rosemblat en 1956. Nous avons développé les résultats des articles de
.Chanda,K.C.(1974) V.V.Gorodetskii,(1977) , K.B.ATHREYA , S.G.PANTULA,(1986)
,.Donald W .K.Andrews.(1984) et en fin T.D.Pham ,L.T.Tran,(1985)

Nous nous sommes familiarisés avec différentes techniques probabilistes et analy-
tiques .ainsi que l'intérét des propriétés de mélange en théories des probabilités et
statistiques. Nous avons remarqué aussi les conditions supplémentaires de Gorodets-
kii,(1977) pour améliorer les résultats de Chanda,K.C.(1974) ainsi que les exemples de
processus non mélangeant.

7
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