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Notations

Q) : Ensemble ouvert de R,

02 : La frontiere de €.

|©2] : La mesure de (2.

n: La normale unitaire extérieure a 2.

Au : Le laplacien de u.

C (2): Espace des fonctions continues définies sur €.

C (Q): Espace des fonctions continues sur  muni de la norme ||ul|, (a) = SuPqy lu(z)].
C* (Q): Espace des fonctions de classe k dans €.

C> (Q): Espace des fonctions indéfiniment dérivables dans €2 & support compact.

1
LP (Q): Espace des fonctions mesurables tel que la norme ||ul|;,q) = [ u(z)r|]» <

L>(Q) : Espace des fonctions bornées presque partout.
WP (Q):  Espace de Sobolev, a dérivée d’ordre 1 dans LP ().
D(A):  domaine d’un opérateur A.

p(A) :
(A

ensemble résolvant de 'opérateur A.

< —

:spectre de 'opérateur A.
ker(A) :Le noyau d’un opérateur linéaire A.

Im(A) :L'image d’un opérateur linéaire A.



Introduction

La dynamique des populations s’intéresse au développement des populations des
étres vivants. Son champ d’étude explique surtout la variation au cours du temps du
nombre d’individus dans une population, leur composition par age et l'influence de
I’environnement sur les effectifs. Ces études permettent de repérer différents types de
variations dans les populations: croissance, décroissance, extinction ou stabilité.

Les mathématiques sont présentes dans la dynamique des populations en particulier
afin de modéliser la croissance de celles ci et les interactions qui peuvent exister entre
elles.

Dans cette thése, on s’intéresse a ’étude d’un systéme parabolique semilinéaire qui

décrit la dynamique de deux sous populations de méme espece, adultes et juvéniles:

)
%u—dlAu =ov—eu—cu(u+v) dans 2 x[0,T]
9,
prile doAv =bu — fo—dv(u+v) dans Q x[0,7T]
(1)
u(0,z) = ug, v(0,z) = vy dans
ou  Ov
\%—%—O sur 09 x [0,T]

ol Q est un ouvert borné et régulier de R? Les parameétres o, e, ¢, b, f et d sont

positifs fixés et



u : densité des adultes

v : densité des juvéniles

o : taux de juvéniles qui deviennent adultes

e : taux de mortalité des adultes

b : taux de natalité

f : taux de mortalité des juvéniles

¢, d : compétition sur les ressources entre u, v.

Le systéme elliptique associé est traité dans les travaux de [8] et [2] .Dans [§] ,
I’existence des solutions positives est établie en supposant que la solution triviale est
instable. L’existence et I'unicité des solutions positives sont démontrées dans [2] en
supposant que bo > ef .

Nous commengons par rappeler quelques notions générales dans le premier chapitre.
Dans le chapitre 2, notre objectif sera d’étudier le comportement asymptotique des solu-
tions de (1) a l'aide de la théorie des systémes quasi monotones (voir [4]).Sous certaines
conditions, on montre que la solution évolue vers un équilibre positif ou bien elle tend
vers la solution triviale (état d’extinction).

Dans le chapitre 3, on suppose qu'une population marine divisée en adultes et juvéniles

est décrite par le systéme de réaction, diffusion- advection suivant:

(0 d%u ou ou ou

Eu—dlw—wl%—wga—y—wgazav—eu—cu(u—i—v) dans Q x (0,7)

0 0*v v v v

=, % Y s b — o — Qx0T

5" do 5z~ Wig, ~ W 9 ws 5 bu— fv—dv(u+v) dans £ x (0,7)

v Ou .

g_a_o pour z =0,z
L U(O,Qf,y, Z) = Uo(l',y, Z),U(O,.Z’,y, Z) = Uo(l’,y,Z) dans

(u, v) représente la densité de la population dans Q = D x (0, z*) ou D est un ouvert



borné et régulier de R? Les coordonnées verticales sont orientées vers le bas et la surface
de la mer correspond & z = 0.Cette population ne vit pas sous un seuil z = z*, une
région au-dessous de thermocline(Couche d’eau de 'océan dont la température baisse
rapidement avec la profondeur ). Le courant océanique est donné par (wy, wsy, ws).

Puisque la diffusion prend place seulement dans la direction verticale, le systéme ci
dessus est dégénéré. Sous certaines hypothéses, on prouve 'existence des solutions en
utilisant la méthode des caractéristiques et le théoréeme de point fixe de Banach.

Dans le chapitre 4, on suppose que cette population vit dans un habitat composé de

n couches = UZTD X (z;_1,2;) -Soit

(0,2%) = UZ{ (zi-1, 21)-

Dans chaque couche, le courant océanique est donné par (w?, ws, ws) et (u', v') représente
la population dispersée dans 2; = D x (z;_1, z;).Pour 1 < i < n,cette population est mod-

élisée par:

( 2, i i i
%ui —d %;; —wt 881; - w%%—uy - wé%qi =ov' —eu’ — cu'(u’ + ') dans Q; x (0,7)
a . 0?0t ' Ot O’ , , o :

\ avz —d 5.2 w! o wga—y — w} 5, = bu' — fv' —dv*(u' +v*) dans €; x (0,7



Sur l'interface entre les couches, nous avons:

( d’i%—f(tx,y?zi) =dtt g;ﬂ (t,x,y, 2)
u'(t,z,y, z) = uHt, @, y, 2)
\ vt T, y, 2) = 0t 3y, %)
en méme temps avec la condition:
%—i(t,x,y,O) = 6_;(taxaya z*) =0
%—i(t,x,y,O) = %(t,mayaz*) =0

qui signifie que le flux est nul sur le bord.

1<i<n-1

On s’intéresse a 'existence des solutions positives de ce systéme.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce premier chapitre, on rappelle quelques notions générales qui seront utilisées

dans la suite.

1.1 Rappels sur les équations différentielles ordinaires:

Considérons le probleme & valeur initiale

z(t) = F(t,z),t >t
J](to) = 2o

F € C(O,R"), O est un ouvert de R"™! et (ty,7¢) € O.

Théoréme 1.1 [2/] Pour tout (ty,zo) € O, (1.1) admet au moins une solution définie

sur un intervalle mazimal [to, Trax|-

Définition 1.1 F' est localement Lipschitzienne par rapport a x si pour tout compacte

[z — |

V . C O, le nombre L = Sup ;) .4)ev est fini.

Théoréme 1.2 [2/] Si F est localement Lipschitz continue par rapport & x, alors pour
tout (to,xo) € O, (1.1) admet une solution unique x(t) € O définie sur un intervalle

mazximal [to, Trax|-



Soient f et g deux fonctions définies et contintiment différentiables sur un ouvert

O C R2.Considérons le systéme:
(1.2)

Théoréme 1.3 (Poincaré-Bendizson) Si la solution de (1.2) est a valeurs dans un com-
pacte K inclus dans O, alors soit cette solution converge vers un équilibre , soit son

comportement asymptotique est une fonction périodique appelée cycle limite.

Théoréme 1.4 (Dulac) [23] Supposons que O C R? est simplement conneze. Si

V- (f,g) ne change pas de signe sur O, alors (1.2) n’admet pas des solutions périodiques.

1.2 Semi-groupe

Nous renvoyons le lecteur a [11] , [18] et [21] pour plus de détails.

La théorie des semi-groupes trouve son origine dans ’é¢tude de I’exponentielle des
opérateurs. Elle relie I'opérateur A : D(A) € X — X a la résolution de I’équation

différentielle

u'(t) = Au(t)
u(0) = ug

Soit X un espace de Banach et {T'(t)},., une famille d’opérateurs linéaires et bornés

sur X.

Définition 1.2 {T(t)},., est un semi-groupe sur X si :
i)T(0) = I.(lopérateur identité sur X )
i)T(t+s) =T(t)T(s), pour chaque t, s > 0.

Définition 1.3 L’opérateur linéaire A défini par

t—0t t—0t+ t

T - T _
D(A) = {x € X, lim % existe } et Ax = lim M

10



est le générateur infinitésimal de semi-groupe {T'(t)},.,, D(A) est le domaine de A.

Définition 1.4 Le semi-groupe {T(t)},5, est dit fortement continu si

lim; o+ T'(t)x = x. Un semi-groupe fortement continu est noté Cy semi-groupe.

Théoréme 1.5 Si A est le générateur infinitésimal d’un Co semi-groupe {T'(t)},~ , alors

D(A) est dense dans X et A est un opérateur linéaire fermé.

Proposition 1.1 Soit {T(t)},5, une famille de Cy semi-groupe. Il existe w > 0 et
M > 1 tels que ||T(t)]| < Me™".

Si |T(@)] <1, on dit que {T(t)},5, est un semi-groupe de contraction.

Théoréme 1.6 Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe {T'(t)},, alors

i) Pour tout x € X, t — T(t)x est une fonction continue de R™ vers X.

t t
i1) Pour tout z € X, / T(s)xds € D(A) et A/ T(s)xds =T(t)x — x.
0 0

i13) Pour tout x € D(A), T(t)x € D(A) et %T(t)x =T(t)Ax = AT (t)x.

Définition 1.5 On dit qu’un nombre réel A appartient a p(A), l'ensemble résolvant de
lopérateur A, si l'opérateur

A —A:D(A) — X
est bijectif.
Si A € p(A), alors la résolvante de A , R(\, A) : D(A) — X est définie par
RO\, A)u= (M —A)u

Théoréme 1.7 (Hille Yosida) L’opérateur linéaire (A, D(A)) est le générateur infinitési-
mal d'un Cy semi-groupe {T(t)},~, qui satisfait | T'(t)|| < Me™" ssi :

11



i) A est fermé et D(A) est dense dans X.
ii) p(A) contient Uensemble Jw,o0[ et [[R(A, A)"|,x) <
n=12, ..

M
m pour A > w ,
Définition 1.6 Soit {T(t)},5, un Co semi-groupe sur X. Pour § € (0,7), on définit
Ns ={z€C, largz| <9, 2# 0} .On dit que {T'(t)},>, est un semi-groupe analytique
s’il admet une extension & une application T'(z) définie sur AsU{0} et satisfait pour tout
z € NgU{0} :

1)z — T'(2) est une application de Ns U{0} vers L(X).

2)z — T(z) est analytique de Ngs U {0}vers X.

3) lim, o T(z)x = = pour tout x € X.

NT (21 + 22) = T'(21)T(22) pour tout zy, zo € NsU{0}.

Définition 1.7 Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire sur X.A est dit sectoriel si :
i)A est fermé et D(A) dense dans X.
)1l existe 0 <0 < 5 ,ac R et M > 1 tels que ) (a) = {z € C,|arg(z — a)| > o}

est mnclus dans la résolvante de A et

IR Al <

M
Doa pour tout A € Z(a).

La proposition suivante caractérise les semi-groupes analytiques.

Proposition 1.1 Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) A est sectoriel.
i) —A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique {T'(t)},5, -

iii) {T(t)},5o est différentiable pour tout t > 0.

1.3 Equation d’évolution semilinéaire

Soit (X, ||||) un espace de Banach, A un opérateur linéaire de domaine D(A) dense

dans X et F': X — X une fonction localement Lipchitzienne sur X.

12



On considére le probléeme de Cauchy

ou
a + Au = F(u) (1.3)
u(0) = ug

et on suppose que -A est le générateur infinitésimal d'un Cy semi-groupe {T'(t)},- sur X.

Théoréme 1.8 [18/Pour tout ug € X, I équation

u(t) = T(t)uo + /O T(s)F(u(s))ds (1.4)

admet une solution mazimale et unique u € C([0, Tiax|, X)-

De plus, si Thax < 00, alors

lim ||u(t)|| = oo

t—Tmax

Cette solution est appelée solution faible de (1.3).

Proposition 1.2 [18/Pour tout ug € X, l’équation (1.4) admet une solution globale
u € C([0,00[, X) si la condition suivante est satisfaite :

1l existe une fonction continue k : [0, 0o[—]0, oo telle que ||u(t)|| < k(t), ¥t € [0, Trax|-

Définition 1.8 [18/Une fonction u : [0,T[— X est une solution classique de (1.3) sur
[0,T[ st u est continue sur [0, T, continument différentiable sur 10,T[,u(t) € D(A),
0<t<T et (1.3) est satisfaite sur [0,T7.

Théoréme 1.9 [18/(régularité) Supposons que F : X — X est continument différen-

tiable, alors pour tout ug € D(A), la solution faible de (1.3) est une solution classique de

(1.3).

Remarque 1.1 Si dans le théoreme précédent {T'(t)},., est analytique, alors pour tout

up € X, la solution faible de (1.4) est une solution classique de (1.3).

13



1.4 Stabilité au sens de Lyapunov

Soit (X, ||||) un espace de Banach. On considére sur X le probléeme de Cauchy:

ou
E + Au = F(u) (1'5)
u(O) = Up

ou A est un opérateur linéaire.

Définition 1.9 Un équilibre de (1.5) est un point u* qui satisfait
F(u*) — Au* = 0.

Définition 1.10 L’équilibre u* de (1.5) est localement stable si
Ve >0, 30. > 0 tel que ||u(0) —u|| < 0. = JJu(t) —u*|| <€

Définition 1.11 L’équilibre u* de (1.5) est localement asymptotiquement stable s’ il est
stable et

36 > 0 tel que si||u(0) — u*|| < 9§, alors tlim |lu(t) —u*|| =0

Définition 1.12 L’équilibre u* de (1.5) est localement exponentiellement stable si
da, A, 6 > 0 tel que Vt >0 et ||u(0) —u*|| <9, alors |Ju(t) —u*|| < a||u(0) — u”|| exp(—At)

Définition 1.13 Si la condition de stabilité asymptotique, (resp .exponentielle) est véri-
fiée quelque soit u(0), alors le point d’équilibre u* est dit globalement asymptotiquement

(resp.exponentiellement) stable.

Le théoréme suivant exprime la stabilité en fonction des valeurs propres de 'opérateur

linéaire —A + F' (u*).

14



Théoréme 1.10 Supposons que toutes les valeurs propres de 'opérateur linéaire —A +
F'(u*) ont des parties réelles strictement négatives, alors le point d’équilibre u* de (1.5)

est localement asymptotiquement stable.

1.5 Systémes quasi-monotones

Nous renvoyons le lecteur a [17] pour plus de détails.

Considérons le systéme parabolique

gui — Liu; = fi(uy,ug) dans Q x [0,7]

ot

ui(0,2) = u;p dans Q i=1, 2 (1.6)
du,

01:1:0 sur 02 x [0, 7]

ou

L; = Zm:l a;';(t, 2)0? /0 ;0x; + ijl b;”(t, )0/ Ox;

Soit J; x J5 un sous ensemble borné de R2.

Définition 1.14 Une fonction f; est dite quasi monotone croissante si pour u; fixé, f;

est croissante par rapport o wu;, u; # u;.

Définition 1.15 La fonction f = ( fi1, f2) est dite quasi monotone croissante sur Jy X Jo

si f1 et fo sont quasi monotones croissantes pour ( uy,uz) € Jy; X Ja.

Soient w = (T, Us) et u = (u', u?) un couple de fonctions vérifiant:

8@,- 6u1
>0> —
8n_0_8n sur 00 x [0,T]

i (0,2) > u;p > u'(0,2) dans

15



Définition 1.16 Supposons que f = ( fi, f2) est quasi monotone croissante .Le couple
de fonctions u = (u',u?) et u = (uUy,Us) est appelé sous et sur solution de (1.6) s’il

satisfait: w > w, la condition (1.7) et

0 0
551 — Lyuy — fi(dg,ue) >0> ayl — Lyu! — fi(ut, u?)
(1.8)
0
5t — Lot — (0, T2) 20> aﬁ — Lou? — fo(u', u?)

Définissons le secteur < u,u >= {(uy, u2), (u*, u?) < (uy,us) < (U, u2)} et supposons
qu’il existe des fonctions bornées ¢; : Q2 x [0, T[— R, (i = 1,2) telles que pour tout (uq,uz)

et (v1,vy) dans < @, u >, ( f1, f2) satisfait :

fi(uy, uz) — fi(vi,uz) > —ci(ug — v1) pour uy > vy

(1.9)

fo(ur, ug) — fa(uy, ve) > —co(ug — v2) pour us > vy

On suppose aussi qu'il existe des fonctions bornées ¢; : Q x [0, T[— R, (i = 1, 2) telles

que pour tout (uy,us), (v1,ve) dans < u,u >, ( fi, fo) satisfait :

fi(ur,ug) — fi(vi,ug) < €1 (up —vy) pour uy > vy

(1.10)
Ja(uy, uz) — fa(ug,ve) < T(uz — va) pour uy > vy

Nous citons maintenant le théoreme d’existence des solutions pour (1.6).

Théoréme 1.11 [17] Soient u = (u',u?) et u = (u1,Uz) un couple de sous et sur so-
lutions de (1.6) et ( fi, f2) est quasi monotone croissante sur < u,u > et satisfait les
conditions (1.9),(1.10), alors le probléme (1.6) admet une solution unique u = (uy,us)

dans < u,u > .

16



On considére maintenant le probléme stationnaire associé a (1.6).Pour i =1, 2 :

Liui = fi(ul, Ug) dans

% =0 sur 02

(1.11)

Nous avons le théoréme et le lemme suivants qui expriment des résultats de compara-

ison et de convergence des solutions de (1.6).

Lemme 1.1 [17] Soient u = (u',u?) et uw = (U, Uz) un couple de sous et sur solution de
(1.11) et

( f1, f2) une fonction quasi monotone croissante et de classe C' sur < u,u > et soient
(U,V) la solution de (1.6) avec (u,o,u,0) = (u1,7z) et (U,V) la solution de (1.6) avec
(1,0, Uy 0) = (ut,u?),alors (U, V) < (U, V).

Théoréme 1.12 [17] soient u = (u',u?) et © = (uy,Us) une sous et sur solution de
(1.11) et ( f1, f2) une fonction quasi monotone croissante et de classe C* sur < u,u >,
alors la solution (U,V) de (1.6) avec (u,o,u,0) = (U1, Uz) converge vers une solution

de (1.11) et la solution (U,V) avec (u,0,u,0) = (u',u?) converge vers une solution de

(1.11).

1.6 Opérateurs quasi-m accrétifs
Soit H un espace de Hilbert muni d’un produit scalaire < .,. > et A: D(A) C H — H.

Définition 1.17 L’opérateur A est:
-Accrétif si pour tout u € D(A), < Au,u > > 0.
-m-accrétif s’il est accrétif et l'image R(A) de A est H.

-Quast m-accrétif s’il existe X > 0 tel que X\ + A est m— accrétif.

Théoréme 1.13 [11] A est quasi m-accrétif sur H ssi —A est le générateur infinitésimal

dun C° semi-groupe quasi contractif sur H.
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Nous citons maintenant quelques résultats qui se trouvent dans [16] .

Définition 1.18 Soit H et V' deux espaces de Hilbert munis de produit scalaire < .,. >

tels que V' est dense dans H et a : V x V — R une forme. On définit 'opérateur A par:

D(A)={ueV, 3f € H tel que a(u,v) =< f,v > pour tout v € V'}
Au = f

Théoréme 1.14 [16] Sia : V x V — R est coercive et continue, alors l'opérateur -A

engendre un Cy semi-groupe de contraction sur H.

Remarque 1.2 [16] Si la forme o™ définie par a®*(u,v) = a(u,v) + w < u,v > est

coercive pour un certain w € R, alors -A engendre un un Cy semi-groupe sur H.

Fixons un domaine régulier 2 de R™ et des coefficients a;;, b;, ¢; dans L*>°(12) tels
qu’ il existe v > 0 qui satisfait > ;' a;;<ic; > v IS&

On définit 'opérateur A par:

Au=73""  D;(>°"  aiDiu+bju) + (31 e;Dju+ du)

j=1

ou n n
5 = 2i=1(2im ai Diu+ bju)n; =0

Soit H := L?(2) et V := H*(Q).

On considére le probléme suivant:

%—i—Au:O
u(0) = uyg

(1.12)

avec ug € C(€2).
Le théoréme 1.14 et la remarque 1.2 impliquent que A engendre un Cj semi-groupe

sur L?(9).Pour la restriction de A sur C'(9), on a le théoréme suivant :
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Théoréme 1.15 [16] Le probléme (1.12 ) est bien posé dans C(Q), qui veut dire que la

partie A® = A\q, de A sur C(Q), ie, la restriction de A a
D(A%) = {ue D(A)NC(Q), Au € C(Q)}

engendre un Cy semi-groupe S¢(t) sur C(Q).Pour ug € C(), S¢(t)ug € C(Q).

1.7 Outils d’analyse
P . ‘ , 1 1
Théoréme 1.16 (inégalité de Young) Soit 1 < p,q < co,— 4+ — =1, alors:
P q

pp
ab<a——|——,(a,b>0)
p q

Théoréme 1.17 (inégalité de Young avec €)
ab < ea? + C()b?, 0t C(e) = (ep) 7 ¢ ", (a, b > 0)

1 1
Théoréme 1.18 (inégalité de Holder) Supposons 1 < p,q < oo, 5—1—;.5@' we L (U),v e
L7 (U) alors :

/ w0 = [l oy 1o oy

Théoréme 1.19 (inégalité de Gronwall) Supposons que pour to <t <tg+a, a >0:

o(t) <01+ 52/ttw(s)q§(s)ds

ot ¢ et sont des fonctions continues, ¢p(t) > 0, (t) > 0 et 61, 02 sont des constantes

positives. Alors pour to <t <tyg+a:

o(t) < 6 exp(dg/ttw(s)ds)
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Théoréme 1.20 (fonctions implicites) Soient X, Y, Z des espaces de Banach, O un
ouvert de X xY et F': O — Z une application.
Soit (zo,yo) € O tel que
F(zo,y0) =0

Supposons que F € C*(O,Z), (k> 1) et D,F(x¢,v0) :X — Z admet une application
inverse bornée. Alors :

1) 11 existe un voisinage V- C X de xg, un voisinage W C'Y de yo et une application
unique ¥ : W — V tels que ¥(yo) = x¢ et pour y € W, léquation F(x,y) = 0 admet
une solution unique x = V(y) € V.

2) L’application ¥ € C*(W, V).
Le corollaire suivant est un résultat du théoreme de Perron-Frobenius, [22].

Définition 1.19 [22] Une matrice A = (a;j)1<ij<n est dite quasi positive si a;; > 0,
i 45, 1<i,j<n.

Une matrice A = (ai;)1<ij<n est dite irréductible si pour tout sous ensemble I de
N={1,2,..,n}, il existei € I et j € J = N\I tel que a;; # 0.

On dit que B> A si (B—A) >0 et (B — A) admet au moins un élément non nul.

Corollaire 1.1 [22] soit 0(A) le spectre de la matrice A et S(A) = max {Re \,\ € 0(A)}.
Si A est une matrice quasi positive, alors S(A) € o(A) et il existe v > 0 tel que
Av = S(A)v.
Si de plus A est irréductible et B une matrice satisfaisante B > A, alors S(B) > S(A).

Définition 1.20 Soit X etY deus espaces de Banach.Un opérateur linéaire L : X — Y
est dit de Fredholm si
i) Le noyau de L, ker(L) est de dimension finie.

i1) L’image de L, Im(L) est fermée dans Y et de codimension finie.
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Lemme 1.2 20/ Si L : X — Y est un opérateur de Fredholm alors il existe X; un sous

espace fermé de X et W un sous espace fermé de Y tels que:

= ker(L)® X,

Y = Im(L)e W

Théoréme 1.21 (Lax-Milgram) [7] Soit H un espace de Hilbert et soit a une forme
bilinéaire ,continue et coercive sur H x H.

Pour tout ¢ € H', le dual de H,il existe w € H unique tel que a(u,v) =< @, v >un
Vv € H.
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Chapitre 2

Comportement asymptotique d’un
systéme parabolique modélisant
deux sous populations structurées en

stade

Ce chapitre est le développement de I'article [4]

2.1 Introduction

Dans ce premier chapitre, on s’intéresse a I’étude du comportement asymptotique des

solutions du systéme suivant:
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(0

priie diAu = ov —eu — cu(u+v) dans 2 x [0,T]
0
gv—dQAv:bu—fv—dv(u—l—v) dans Q x [0, 7]
(2.1)
u(0,x) = up, v(0,x) = vy dans €
Ju  Ov
kf)_n_ﬁ_n_o sur 00 x [0, 7]

Si la diffusion est ignorée , ie, d; = dy = 0, le théoréme de Dulac [24] permet de
savoir si la solution d’'une équation différentielle autonome est périodique ou pas, mais si
la diffusion est présente, I’étude du comportement asymptotique devient difficile. Dans
ce cas, on établit le comportement global des trajectoires.

Notre objectif est d’accomplir une étude analytique de (2.1). Deux aspects sont con-
sidérés: L’existence des solutions et leur comportement asymptotique. Il est important
de comprendre sous quelles conditions le systeme évolue vers une solution stationnaire.
Le systéme elliptique associé est traité dans les travaux [8],[9],[3] et [2].

Commencons d’abord avec le modeéle sans diffusion en montrant ’existence des solu-
tions et leur comportement, on considére aprés le systéme (2.1) pour lequel nous allons
établir I'existence globale des solutions positives, la stabilité des solutions stationnaires
et leur bifurcation de la solution triviale. La derniére partie de ce chapitre contient le
résultat principal: Si la solution triviale est instable, alors le systéme converge vers un

équilibre positif.
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2.2 Analyse du systéme sans diffusion

Si le systéme (2.1) ne dépend pas de z, il s’écrit :

uw=ov—eu— cu(u-+v)
v="bu— fv—dv(u+v) (2.2)
u(0) = up,v(0) = vy

Proposition 2.1 i) Pour tout uqy et vg, le probléme de Cauchy (2.2) admet une solution

unique définie sur un intervalle mazimal [0, Tiyax )8t Tinax < 00, alors

lim sup |u(t)| = limsup |v(t)| = oo

tHTmax t*’Tmax

i1) Si ug, vo > 0, alors u(t), v(t) > 0 pour tout t € [0, Tiax)-

i11) Les solutions u et v sont définies pour tout t > 0.

Preuve: La preuve de i) est classique.(Application directe du théoréme 1.2 ).

ii) L’ensemble R? = {(u,v) : u > 0,v > 0} est positivement invariant pa rapport au
flot engendré par la solution. En effet, soit
IT: R? — (R")? la projection orthogonale sur le cone positif (R")? de R2.

Soient:
filu,v) = ov — eu — cu(u + v)

fo(u,v) = bu — fv —dv(u+v)
On a:

f[(M(u,v) = ovt —eut —cut(ut +0h)

fo(Il(u,v)) = but — fot —dot(ut +0™)
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f1 et fy satisfont:
Si@I(w, v))u™ >0, fo(TI(u,v))v™ >0

Considérons le systéme modifié:

u(0) = ug, v(0) = vy

Multiplions la premiére équation par u~ et intégrons sur (0,¢) , nous avons:

(u”(1)* < (u(0))”

Puisque ug > 0, on déduit que u~ = 0.

De méme, on obtient v~ = 0.

Puisque sur le cone positif, f;(u,v) = f; o ll(u,v), i = 1, 2 , on déduit que la solution
(u,v) de (2.2) est positive.

iii) De (2.2), nous avons:
(u+v) < max(o,b)(u+v)
Par application de I'inégalité de Gronwall , on obtient
(u—+v)(t) < (u+v)(0) exp(max(c, b)t),Vt € [0, Trax)
Ceci implique que (u,v) est définie sur [0,00[. =

2.2.1 Points d’équilibre et Etude de stabilité

Proposition 2.2 Le systéme (2.2) admet deux équilibres :
a)Si bo < ef, alors (0,0) est un équilibre unique de (2.2).
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b
b)Si bo > ef, alors (0,0) et (u*,v*), avec 0 < u* < T et < vt < 7 sont deux
c

équilibres de (2.2).

Preuve: Les équilibres de (2.2) sont solutions du systéme :

ov —eu—cu(u+v)=0

bu— fv—dv(u+v)=0

(2.3)

Pour trouver ces équilibres, nous considérons l'intersection des isoclines. A partir des

isoclines des adultes et des juvéniles on trouve :

eu + cu?
v — -
o—cu
2bu
et v =
VF + du)? + 4bdu + (f + du)
Soient
eu + cu?
glu) =
o—cu
2
hu) = bu

Alors les dérivées de g et h sont

g () = (2cu+e)(o — cu) +20(eu + cu?)

> (0 sur [O,%[

(o — cu)

et

!

B (u) = 20 f\/(f + du)? + 4bdu + 4bdu + 2bf (f + du)

U T du? T (L da? £ odu+ frdup 0,00
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W

'_‘ll':]

Il est facile d’observer que g est convexe et h est concave avec

g (0) == 1'(0) =

b
La figure ci dessus montre Le graphe de g et h si ? > ‘.
o

Ce graphe suggere qu’il ya un seul équilibre non trivial.

Cet équilibre correspond a la valeur:

—2C
U= ———2>0

VA + B

ou

= ocd — Af — b+ cde
= ocf +eod — ecf + de* + 2cbo
= o(ef —bo)
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et
A = B? — 4AC

Nous observons que h et g se rencontrent en un point (u*, h(u*)) = (u*, g(u*)) tel que

o b
O<u" < —et0<h(u) <-.
ut < —e (u*) 5.

Remarque 2.1 La matrice Jacobienne du systéme (2.2) au point (0,0) prend la forme

donc (0,0) est instable si bo > ef. On déduit que [’équilibre positif existe si ’équilibre

(0,0) est instable.

Proposition 2.3 Si ug et vy sont positives, alors

max(o, b) max(o,b)

li 1) < K= tli 1)< K =
e ut) < min(c, d) e amen olt) < min(c, d)

Preuve: Soit

w=u-+v

alors

w' < max (o, b)w — min(c, d)w?

Les arguments standards de comparaison donnent :
w <z

ou z est la solution de I’équation Logistique :

2’ = max(c,b)z — min(c, d)z>

2(0) = w(0)

28



Nous savons que

_ max(c, b)
| )< K=——7""+
I?Ligpz( )< min(c, d)

Cela prouve le résultat désiré. m

Nous allons établir que (2.2) n’admet pas des solutions périodiques. Notre méthode
nécessite 'application du critére de Poincaré-Bendixson.Par conséquent, on établit le

comportement global des solutions.

Théoréme 2.1 Le systéme (2.2) n‘admet pas des solutions périodiques. De plus, si
bo < ef, alors (u,v) converge vers (0,0).5i bo > ef, alors (u,v) converge soit vers

.o :
lorigine, soit vers (u*v*).
Preuve: Soient

flu,v) = ov—eu—cu(u+v)

g(u,v) = bu— fv—dv(u+v)

alors la divergence de (f, g) est

af 0o
div(f,g) = a—i + @_i < 0 sur (RT)?

I1 suit du critére de Dulac que le systéme (2.2) n’admet pas des solutions périodiques.
Sibo < ef, le systéme (2.2) un équilibre unique (0, 0), donc la proposition précédente
et le théoréeme de Poincaré-Bendixson impliquent que la solution positive du systéme
(2.2 ') converge vers (0,0).
Si bo > ef, alors le systéme (2.2) admet deux équilibres: (0,0) et (u*,v*), dans ce

cas, la solution converge soit vers (0,0), soit vers (u*,v*). ®
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2.3 Modéle avec diffusion

La recherche de la nourriture par la population est accomplie par des mouvements
aléatoires. Cette dispersion est modélisée par I'opérateur laplacien (noté A ). Ajoutons

la diffusion au systéme (2.2), on obtient un systéme de réaction diffusion comme (2.1).

2.3.1 Préliminaires

Nous citons d’abord quelques résultats obtenus sur le systéme suivant:

—d1Au =ov —eu — cu(u+v) dans €

—doAv = bu — fv —dv(u+wv) dans € (2.4)
Jdu  Ov
g 0 sur  0f2

et qui seront utilisés dans cette section.

Soit X = C?(Q) x C2(Q) et Y = C(Q) x C(2).0On définit L : X — Y par

u | —diAu ov — eu ou Ov 0
v ] —doAv |\ bu— fu " on On

Théoréme 2.2 /8] L'opérateur L admet une valeur propre principale, ie, il

existe \; € R et des fonctions u,v >> 0 telles que :

—d1Au — ov + eu = \u
_dQAU —bu + f'U = )\1’0
ou v
on  On
Dans [8], 'existence des solutions positives est exprimée en fonction de la valeur

propre principale A :
Théoréme 2.3 [8] Le systéeme (2.4) admet une solution positive ssi Ay < 0.

Puisqu’ on a pris les coefficients constants, il découle de [2] que :
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Théoréme 2.4 Si bo > ef, alors (2.4) admet une solution strictement positive unique

dans [0, 2] x [0, 4].

On passe maintenant a 1’étude de (2.1).

2.3.2 Etude de l’existence de solutions locales de (2.1)

Dans cette section, on s’intéresse a 'existence locale des solutions de (2.1) dans

I'espace de Banach X = C(Q) x C(2).

Proposition 2.4 Pour tout (ug,vy) € X, il existe Thax > 0 tel que (2.1) admet une

solution unique définie sur [0, Tyax[.De plus , si Thax est mazimal et Ty < 00, alors

i T ([ oy + [0 @) = +00
Preuve: Soit:

A D(A) cCX— X, AU = (Alu, AQU) = (dlAU,, dgAU)

D(A) = D(A;) x D(As) et

D(A;) = {u € C*(Q)NCHQ); AueC(Q), % =0 sur 89} ,i=1, 2

L’opérateur A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique 7'(t) = (71(t), T5(t))
sur X ou T;(t) est engendré par A;, i = 1, 2, (voir [22]).
La premiére étape est de convertir le systéme & une équation intégrale en utilisant la

formule de variation de la constante:

U(t) = T(t)Up + / T(t — s)F(U(s))ds (2.5)
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Ici,

U= (u,v),F(U) = (ov—eu—culu+v),bu— fv—dv(u+v))

Puisque F' est localement Lipschitzienne sur X, le théoréme 1.8 implique que (2.5)
admet une solution unique définie sur un intervalle maximal [0, T},ax[.En plus, comme F
est continument différentiable sur X et T'(t) est analytique, U est une solution classique

de (2.1),(voir le théoréme 1.9 et la remarque 1.1). =

2.3.3 Positivité de la solution

On montre que (2.1) préserve la positivité.

Proposition 2.5 Si ug, vy > 0, alors u(t,.), v(t,.) > 0 pour tout t > 0.

Preuve: Soit IT : R? — (R")? la projection orthogonale sur le cone positif (R")? de R2.

Soient
fi(u,v) = ov —eu — cu(u + v)

fa(u,v) = bu — fv—dv(u+v)

f[(M(u,v)) = ovt —eu” —cut(ut +0h)

fo(I(u,v)) = but — fot —dot(ut +0h)

f1 et fy satisfont
1w, v))u™ >0, fo(TI(u,v))v™ >0

Considérons le systéme modifié:
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( %u — i Au= fi(T(uw,0))  dans Q x [0,7]
%v — doAv = fo(I1(u,v)) dans Q x [0, 7]
u(0,x) = ug, v(0,x) = vy dans Q
ou  Ov
\%:%:0 sur 02 x [0, T

Multiplions la premiére équation par v~ et intégrons sur {2 , nous avons

1d _ _
57 Q|u |2dx—d1/Q|Vu \dezo

On déduit que

- —\2
3l @l < [ e

Puisque ug > 0, 'inégalité de Gronwall implique que v~ = 0.
De méme, v~ = 0.
Puisque sur le cone positif, f;(u,v) = f; o (u,v), i = 1, 2, on déduit que la solution

(u,v) de (2.1) est positive. =

2.3.4 Etude de l’existence de solutions globales de (2.1)

L’existence globale veut dire que la solution est définie pour tout ¢t > 0. Elle est

établie pour les solutions positives.

Proposition 2.6 La solution (u,v) de (3.1) est définie sur [0, co].

Preuve: Soit:

filu,v) = ov—eu— cu(u+v)

= (0 —cu)v — eu — cu?

alors f1(u,v) <0 pour u> % et v > 0.

Posons K = max(||uol|. , ).
C
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Multiplions la premiére équation dans (2.1) par (u— K)T et intégrons sur 2 , on obtient:

1d

Sdt Q[(u—K)+]2 derdl/Q |V(u—K)+‘2dx = /Qfl(ujv)(u_K)Jr

donc

1d

3 [l = K de < [ o) K"
Q Q

Siu < K, alors (u — K)* =0.

Siu > K, alors fi(u,v) <0 et nous avons de I'inégalité précédente:

/Q[(u(t) — K)"? dx < /[(u(o) — K)*Pdz=0

Q

donc

(u(t) — K)* =0 sur Q

On déduit que u(t,z) < K, (t,x) € [0, Tiax[xS2.

b

a’

On conclut de la proposition 1.2 que la solution (u(t),v(t)) de (2.1) existe globalement

De méme, on montre que v(t,z) < M = max(|vo||, ,
sur X. m

2.3.5 Etude du systéme stationnaire correspondant a (2.1)

Le systéme stationnaire correspondant & (2.1) est

—d1Au=o0v—eu— cu(u+v) = fi(u,v) dans €

—doAv = bu — fv —dv(u+v) = fo(u,v) dans Q (2.6)
ou Ov
= 0 sur OS2

Nous observons que les équilibres donnés par (2.2) sont aussi des solutions station-

naires de (2.1).
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Proposition 2.7 L’équilibre trivial (0,0) est instable ssi bo > ef.

Preuve: Le systéme linéarisé au voisinage de (0,0) est :

4
%u —diAu=o0v—eu dans Q) xRT
%v —doAv =bu — fv  dans Q x R
u(0,z) = upv(0,z) = vy dans
ou  Ov
ouw_ov +
i 0 sur 0f) x R

Soit X = C?(Q) x C?(Q) et Y = C(Q).0On définit L : X — Y par:

U —dAu ov — eu

v —dyAv |\ bu— fu

Le théoréeme 2.2 implique qu’il existe A\; € R et des fonctions u,v >> 0 telles que :

—d1Au — ov + eu = \u

—dyAv —bu+ fo=\v
ou_on_
on  On

Intégrons sur 2 les deux cotés de (2.7), on obtient :

_ﬁ/¢+g/u:M/@
—b/:u—l—f/gv:)\lzv
éu

Soit £ = =— > 0, nous avons donc :

I

_?a+€:/\1
b+ f =N
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Pour déterminer A, on résout ’équation algébrique en £ > 0 donnée par:

b:+(e—fE—0=0

Cette équation admet deux solutions:

6= o (f — )+ T — P 7 800)) > 0.6 = oo ((f —¢) — /[T — 0 1 400)) < 0

Par un calcul simple, on trouve que :

2(ef — bo)

AL =08+ f= V(f—e)?+4bo+ (f +e)

donc A\y >0ssief —bo >0. m

Remarque 2.2 On a prouvé que l’addition de diffusion n’a pas déstabilisé [’équilibre

trivial de (2.2) .

2.3.6 Etude de bifurcation de solutions de (2.6)

On utilise dans ce qui suit les notations introduites dans la définition 1.19 et le
corollaire 1.1 .
On montre que I’équilibre positif peut émerger de I’équilibre trivial.

Soit:
ou

X = {u S WZP(Q)’ a—
n

= 0 sur 89} Y = LP(Q) avec p > n

On considére le probléme de bifurcation

Uu Uu u
T\ (u,0)) = L + A +AG =0 (2.8)
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ou A\ est un parametre réel positif et les opérateurs L, A et GG sont définis de X x X

vers Y x Y par :

u dlAU
v doAv

u ov — eu

v bu — fv

u —cu(u + v)

v —dv(u+v)

Il est clair que (0, A) est une solution triviale de (2.8).Le probléme de bifurcation est
de chercher les solutions non triviales de la forme (u(\), v(\), A) qui bifurquent a partir
d’une branche de solutions triviales suivant les valeurs de A\ .Pour ce faire, on analyse
la structure locale des solutions positives du probléme (2.8) au voisinage de A = 0.0On
trouve I’équation de bifurcation par la méthode de Lyapunov-Schmidt, [20].

Le noyau de L est donné par

ker L = {(u,v) € X x X, L(u,v) =0}

{(u,v) € X xX,(u,v) = (o, B) € R?*}

Proposition 2.8 DJ,,)(0,0) : X x X =Y x Y est un opérateur de Fredholm.

U diAu
Preuve: On a: DJy,)(0,0)(u,v) := L =
v doAv

dim(ker(L)) = 2 < 0.
L’image de L est fermée dans Y x Y, voir [14].

Puisque ker(L) C Y x Y, ker(L) et Im(L) sont en somme directe , en effet : soit
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(a, B) € ker(L) NIm(L),ceci implique que:
L(a, 5) =0 et il existe (u,v) € X x X tel que L(u,v) = («, 5)

donc
diAu = « dans €

dyAv = [ dans €

ou _ Ov __
o = 50 =0, sur 00

On intégre sur 2, on trouve que (o, 3) = (0,0). =

Proposition 2.9 Les espaces X x X et Y X Y peuvent étre décomposés comme suit :
X xX=kerL®X;

et
Y XY =kerLdY;

Preuve: Puisque D.J(,,)(0,0) : X x X — Y x Y est un opérateur de Fredholm, donc:
X x X =kerL®X;

et
YXY:Im(L)@W

voir le lemme 1.2. ker(L) et Im(L) sont en somme directe, en effet: Y x Y = ker L @&
Im(L),ie, Yy =Im(L) et W =ker L. =
Soient P et () les projections orthogonaux sur X; et Y] respectivement.

Chaque élément (u,v) € X x X admet une décomposition de la forme :

(u,v) = (a, B) + U, (o, B) € R* U = P(u,v) € X3
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Il est clair que (2.8) est équivalent a

QLU + ANQAU + \QG((e, B) +U ) =0

(2.9)
Ala,B)+ (I = Q)G((a, ) +U ) =0
Lemme 2.1 L’opérateur QL : X1 — Y7 est inversible.
u u u
Preuve: Soit = = € X, tel que QL =0, alors L € ker L.
v v v
u
Ceci implique qu'il existe (o, 8) € R? tel que L = (o, 8),
v
alors
diAu = « dans €
dyAv = 3 dans (2.10)
g—z = % =0, sur 02
Intégrons (2.10) sur €2, on obtient :
(a’ B) - (O’ O)
et
L = (0,0)
v

ce qui implique que

(u,v) € Xy Nker L ={(0,0)}

Soit (1, x2) fixé dans Yi.Par les résultats classiques des équations elliptiques, (voir

[7] ), le systeme

dlAU = T
dyAv = x4 (2.11)
g—z = % = 0 sur 0f2

admet une solution unique (u,v) € X x X, donc (u,v) = (a, ) + U € ker L + X;.0n
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conclut que U est la solution du systéme (2.11). m

Soit
T(., (,p)) : Rx X; =Y,

T, U, (a, B)) = QLU + A\QAU + AQG((a, 8) + U)
Théoréme 2.5 Il existe un voisinage Oy de A = 0, un voisinage Oy C X7 de U =0 et

une fonction unique ¢ : Oy — Oy telle que T(\, p(\, (o, B)), (a, B)) = 0,V(c, B) € R2.

Preuve: On aT(0,0, (o, 5)) =0,
La dérivée de T au point A = 0 et U = 0 est DyT'(0, 0, (o, 5))V = QLV qui est inversible.
En Appliquant le théoréme des fonctions implicites, on obtient le résultat désiré. m

Utilisons le lemme précédent, le probléme de bifurcation (2.8) est équivalent alors &

On propose le résultat suivant:

Théoréme 2.6 Sibo > ef, alors (2.8) admet une solution positive unique (u(X), v(\))
telle que (u(0), v(0)) = (0,0).

Preuve: Soit

A (@, 8) = (1 (A (@, 8)), w2 (A (e, ) )

et

—c[ala+B)+ (2a + B)p; + 90% + @102 + apy]

G((a. 8) + @A (o, B)) =
—d [ Bla+B) + (28 + @)@,y + ©5 + 0105 + By

L’équation:

F(0, (e, 3)) = 0
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implique que:

Ala, B8) + G(a, ) =0

donc on a deux solutions:
b
(o, B) = (0,0) ou (a, B) = (", 5%) avec 0 < a* < E,O < [ < o car bo > ef par hypothése
c

(voir la proposition 2.2 )
L’opérateur linéaire

Dia,5)F(0,(0,0))V = AV

est inversible si bo—e f > 0, alors le théoréme des fonctions implicites implique ’existence
d’un voisinage O ) C R? de (0,0), d’un voisinage Oy C R de 0 et d'une fonction unique

@ : Oy — O telle que

F(A, @A) =0
De la méme facon :
. —e — 2ca* — ¢f3* o — ca’
Dap F(0, (o, 57)) =
b—ds* —f —da* —2dp*
Soit
. —e — 2ca* — ¢ff” o —ca*
M = D(a,ﬁ)F(()? (CY aﬁ )) =
b—dp* —f —da* — 245"

Puisque (a*, 8*) est une solution de

of* —ea* — ca*(a* + 57)
ba* — fB* —df* (o + B7)

0
0
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elle satisfait alors :
(—e —ca*)a* + (0 — ca®) " =0

(b—df")a* + (—f —da®)p* =0

Ainsi, (a*, %) est un vecteur propre de la matrice

(—e—ca*) (0 —ca®)

(b—dp") (=f—da”)

B =

associé a la valeur propre 0.
Puisque la trace de B est strictement négative, on conclut que B admet deux valeurs
propres, A1 = 0 et \y < 0.

Nous avons:

oc—ca® > 0

b—dg* > 0

Ceci implique que M est irréductible .De plus, M < B. Appliquons le corollaire 1.1, on
trouve que S(M) < S(B) = 0.I1 découle que M est inversible.Le théoréme des fonctions
implicites implique l'existence d'un voisinage O+ g+y de (a*, 8%), d'un voisinage O de 0

et d'une fonction ¥ : Oy — O(u+ g+ telle que

F(A, ¥(A\) =0.
Les deux solutions positives définies au voisinage de A = 0 sont données par :
(u1(A), v1(A)) = @(A) +@(A, (X))
et

(u2(A), v2(A)) = W(A) + (A, ¥(A))
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La valeur propre principale de L + AA est donnée par Z(\) = 2A(bo—ef)

— ir 1
V(f—e)2+4bo+(f+e)’ vort

proposition 2.7 .

Si A > 0, alors Z(X) > 0, donc les résultats dans [8] et [2] impliquent que (2.8) admet
une solution positive unique (u(A), v(\)).
L’unicité des solutions positives pour A > 0 implique que (u1(), v1(A)) n’est pas positive.

2.3.7 Comportement asymptotique

Des conditions suffisantes sont obtenues par Pao [17] pour assurer la convergence de la
solution du systéme d’évolution vers une solution stationnaire comprise entre la sous et
la sur solution.

Puisque les coefficients sont constants, le systéme (2.6) admet une solution unique
dans D'intervalle [0, 2] x [0, 2].

Soit (¢, py) > 0 la fonction propre principale associée a A\; (définie dans le théoréme

(2.2)).0n utilise la théorie des systémes quasi monotones introduite dans la section

1.5.pour proposer les résultats suivants:

Proposition 2.10 Si \; < 0 et la condition initiale (ug,vy) satisfait

7 <wup< 2 b <<
Uy < —, ————@y < g < =
cmaxgol%_ °=¢ dmaxgo;p2 =4
torsw= (2,2 est lution de (2.1). etu = =(ipy, p) < mi ’ ’
alorsw = (—, ) est une sur solution de (2.1). etu =¢ avec £ < min
¢’ d - e cmax @, dmax p,
est une sous solution de (2.1).
o b

Preuve: On remarque d’abord que si € < min{ } ,alors u < uwetu=

cmax ¢, ’ dmax @q

o b _
(—, E) est une sur solution.
c

Supposons que A; < 0 et posons (u!,u?) = (ep,,€p,),0n a :
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—diAut — ou® + eu' + cu' (u' + u?)
= e[~diAp; + ey — o] + cepy (e + £y
= el + ce2p3 + ce2p1py < 0

pour € > 0 suffisamment petit (car A\; < 0 et (¢4, py) > 0 ).De méme:

—dsAu? — but + QQ + du?(ut + u?)

= e[—da Ay — by + fo,] + depyep; + 0y
= ey + de2p3 + de?p s < 0

pour £ > 0 suffisamment petit, d’ou le résultat. m

Remarque 2.3 On déduit de la proposition 2.7 que Ay < 0 ssi bo > ef.
Le comportement du systéme (2.1) est considéré dans le théoréme suivant:

Proposition 2.11 Soit ( u(.,up),v(.,v0)) la solution de (2.1) et (u,v) la solution positive
de (2.6).

a)Supposons que bo > ef.Si la condition initiale (ug, vo) satisfait:

o o b
— Py S g <
c

Ul o

" dmax ¢,

alors ((u(t,up),v(t,vg)) converge vers (u,v) quand t — oo.

b) Supposons que bo < ef.Si la condition initiale (ug, vo) satisfait:

o
0<up<—, 0<wvy <
c

ISHIES

alors ((u(t,ug),v(t,vp)) converge vers (0,0) quand t — co.
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Preuve: on distingue deuz cas: a) bo > ef et les valeurs initiales vérifient:

o ey <0 b ey b
_ U — ————y <y < =
cmaxgolgp1 = 0= dmaxgo;p2 =4
Soient:
U Y1
=¢
v P2

avec € tel que:

. o b
€ < min :
{cmaxgpl dmaxgoQ}

<l

]|
Qlor a9

un systéme de sous et sur solution de (2.1), respectivement. Puisque le systéme est
quasi monotone croissant sur < u,,u* >, avec u, = (u,v), u* = (u,v), le théoréme 1.11

implique que (2.1) admet une solution unique satisfaisant:

U u(t, u [

u (t, uo) -

v v(t, vp) v
En particulier, pour un t; > 0 fixé, nous avons:

U u(ty, up) u

v )\ wut,w) ] O\ 7T

Notons par (U,V) ,(U,V) les solutions de (2.1) correspondant respectivement aux fonc-

tions initiales (u,v), (u,v).Dans ce cas, le lemme (1.1) implique que:

U(t+t1,U0) U

U(t—i‘tl,Uo) |4

1=
IN

I<
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1<
=]

De plus, le théoréme (1.11) implique que les solutions et | __ | restent dans le

I<
<

secteur < uy,u* > .1l résulte des théoréemes 1.12 et 2.4 que
(u,v) < 1tlirn (u(t + t1,up), v(t + t1,v0)) < (u,v)
—0o0

On conclut que

lim (u(t, ug), v(t,vo)) = (u,v)

t—o00

b) bo < ef et les valeurs initiales satisfont:

b
OSUOSE,OS’UOS—
c d

Dans ce cas, le systéme (2.6) admet seulement la solution triviale (0,0) et

IS
o

est une sous solution de (2.1).

Soit t; > 0 fizé, de la méme fagon, nous avons:

0 U(tl, U())
0 U(thUO)

S|

S]]

Par les théorémes 1.11 , 1.12, le lemme 1.1 et le fait que pour A\ > 0 , la solution unique

de (2.6) est (0,0), on obtient que

lim (u(t, ug), v(t, vo)) = (0,0)

t—o0
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Chapitre 3

Un modéle dégénéré de réaction

diffusion avec diffusion verticale

3.1 Introduction

On considére une population marine qui vit dans un domaine a trois dimensions ) et
qui se diffuse seulement dans la direction verticale. Le cycle de vie de cette population est
divisé en deux étapes, juvéniles et adultes. Chaque étape est modélisée par un systéme
de réaction diffusion -advection .Un modele similaire a été étudié par Arino [1]. Dans
cet article, les auteurs ont mis des conditions restrictives sur les parameétres physiques
(vitesse, diffusion verticale) qui rendent le modele moins adapté a la réalité .

Un modele plus réaliste mais avec des coefficients de diffusion constants a été étudié
dans le contexte des polluants atmosphériques dans [12] .Dans [19], les auteurs ont prouvé
lexistence globale de la solution du modele considéré dans [12] avec des coefficients de
diffusion distincts.

Notre approche consiste a formuler le probléme sous forme d’un probléeme de Cauchy
et d’utiliser le théoréme de point fixe de Banach pour montrer 'existence et I'unicité des

solutions.
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3.1.1 Le modéle mathématique

Soit D un domaine borné et régulier de R?.La population vit dans un habitat donné
par © = D x (0, 2*).Les coordonnées verticales sont orientées vers le bas et la surface
de la mer correspond & z = 0. Cette population ne vit pas sous un seuil z = 2z*, une
région au-dessous de thermocline. Le courant océanique est donné par (wi,wsy, ws) et
(u, v) représente la densité de population dans €. Si on suppose que cette population se
diffuse seulement dans la direction verticale, elle sera modélisée par le systeme de réaction

diffusion- advection

( 2
Qu—d @—wl%—wg%—wg%:av—eu—cu(u—i-v) dans € x (0,7

ot 1922 o dy Oz

0 0% ov Ov ov

prile gw—wlg—w%)—y—wg&:bu—fv—dv(u+v) dans Q x (0,7)
ov  Ou .
a_a_o pour z =0,z
w(0,2,y, 2) = uo(z,y, 2),v(0,2,y, 2) = vo(z, Yy, 2) dans €

(3.1)

3.1.2 Hypothéses

On met les hypothéses suivantes sur la vitesse du courant :
La vitesse horizontale est indépendante de la variable verticale z et on suppose que

wy, wy : R X D — R sont continues, et pour ¢ fixé:
wl(ta ')7 w2<t7 ) S Cl<D)

De plus, on suppose que la vitesse verticale ws :[0, 2*] — R dépend seulement de la

variable z et elle est continument différentiable sur [0, 2*|.
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Puisque on n’a pas imposé des conditions bilatérales, on suppose que les données
initiales
(ug,v9) € L=(Q) x L>(R)
sont & support horizontal compact a l'intérieur de D.
L’opérateur dans (3.1) n’est pas uniformément parabolique. Sous ces hypothéses,
on montre 'existence des solutions de (3.1) par la méthode des caractéristiques. Notre

but sera de montrer ’existence de la solution sur le temps d’observation ot son support

n’atteindra pas les bords horizontaux.

3.2 Etude de l’existence de solutions globales de (3.1)

Le probléme est résolu sur les lignes caractéristiques. Sur ces lignes, le systéme est

réduit a une équation parabolique en dimension une.

3.2.1 Changement de variables

On définit les lignes caractéristiques (x(t, zo,Yo), y(t, o, yo)) comme solutions du

probléeme de Cauchy :

dx
? = _wl(twr?y)
d_? = —ws(t, z,y) (3.2)
2(0) = w0, y(0) = yo
Ici, la condition initiale (xq,yo) appartient au support de (ug,vp).De la théorie des

équations différentielles, ces solutions sont localement définies et C'* par rapport a toutes

les variables. Soit

Iy = {(wo, yo) : (x(t, z0,%0), y(t,z0,)) € D}
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Pour t fixé, on définit 'application ¥, : [; — D par:

\I’t(ﬂfo,yo) = ('x(terayO)a y(thO)yO))

L’application ¥; définit un difféomorphisme .En effet , soit (x,y) fixé dans D, alors il

existe (xo, o) unique définie par:

(3707 yO) = \Ilft(:a Z/)

Ecrivons la solution (u,v) dans les nouvelles coordonnées (t, zg, Yo, 2), NOuUs aurons

Sol(ta Lo, Yo, Z) = U(t, \Ijt(x(% 1/0)7 Z)

et

SOQ(ta To, Yo, Z) - U(tu \Ilt<$07 yO)’ Z)

En termes de (¢, ¢,) , le modele s’écrit:

(0 0? 0
e~ S —w() T = flpre,)  dans (0,27)
0 0? 0
T2, uy(2) 2 = folpr ) dans (0,27)

ot 2 022 0z

(3.3)

©1(0, 2) = uo(T0, Yo, 2), ¥2(0, 2) = vo(x0, Yo, 2) dans (0, z*)

¢y _ 99y
\ aZ 82

Pour (z9,y0) appartenant au support de (ug, vg), soit:

=0 pour z =0,z

To = sup {t > 07 \I]t(x07y0) € D}

Nous observons que 'opérateur dans (3.3) est uniformément parabolique, cela va nous
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aider a appliquer les résultats classiques concernant les équations paraboliques.

3.2.2 Etude de l’existence de solutions globales de (3.3)

On étudie I'existence des solutions dans 1'espace de Banach X = L?(0, 2*) x L*(0, 2*).

Définissons lopérateur A : D(A) C X — X par

2 2
i — ws( )%7—%8 - —ws(Z)%)

Ap = (A1, Asp,) = (—dy 022 “ 9z 072 0z

ou

0

D(A) = {(p € H*(0,2%) x H*(0,2%), 0_SO = 0, pour z = 072’*} = D(A;) x D(Ay)
z

Proposition 1 Proposition 3.1 —A engendre un semi-groupe analytique S(t) = (S1(t), S2(t))

sur X, ou Sy, So sont engendrés respectivement par —A;, —As,.

Preuve: Puisque —A : D(A) C X — X est sectoriel sur X, (voir [14] ),alors —A
engendre un semi-groupe analytique S(t) = (S1(t),52(t)) sur X, ou Si(t), Sa(t) sont
engendrés respectivement par —A;, —A;. =

Considérons maintenant le probléme:

.
0 0% Oy .
E% - d18721 - w3(2>a_zl = 0y — ep; — chyi(t, ) (¢ +¢,) dans (0, 2%)
) 0?92 D i
6_t2_d2@ —ws(z)a—; = by, — fv —dhy(t, 7)(p; + @o) dans (0, 2*)

<
301(07'Z> =U0($07yoaz)7902(072) :UO(x07y07z) dans (072*)
agpl o 8@2 o _ *

2 T pour z =0,z
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ot T > 0 et (hy, he) € C([0,T], L0, 2)2.

Proposition 3.2 Le systéme (3.4) admet une solution classique (¢y, ,) € C(]0,T], X)N
C'(10,77, X) n C(]0,T], D(A)).

Preuve: Ecrivons (3.4) sous forme d’un probléme de Cauchy

0
FTA Ap = F(t,¢) sur (0,7) (3.5)

©(0) = ¢,

ou

52801 dipy 82@2 e,
RER
,T)

(1 + 92), bpy — fv — dha(t, 2)(¢1 + 2))

Y = (9017902>7A90: (_d )et

F(p) = (opy—ep; —chi(t

Puisque A engendre un semi-groupe analytique et F' : X — X est globalement
Lipschitzienne sur X, alors des résultats classiques sur les équations paraboliques semi-

linéaires impliquent que (3.5) admet une solution classique

(01, 04) € C([0,T],X) N C*(J0,T],X) N C(]0,T], D(A)) ,(voir le théoréeme 1.7 page 190
dans [18] ). m

3.2.3 Positivité de la solution de (3.4)

On montre dans ce qui suit que (3.4) préserve la positivité de la solution.

Proposition 3.3 Si ug,vg > 0, alors ¢, (t,.), ps(t,.) >0 pour toutt > 0.
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Preuve: On note par (u,v) la solution de (3.4) .Multiplions la premiere équation de

(3.4) par u~ et intégrons sur (0, z*) , nous avons

1d (7 < ou S
=2 wde—dy [ () AT
odt )y """ 1/0<8Z>Z+/0w38zu

z* z* z* z*
:a/ vu+e/ u2+c/ h1u2—c/ U v
0 0 0 0

Appliquons I'inégalité de Young, nous obtenons :

*

1d, ..o Z*8U*2 Z*au*Z cl/z e
i Ol =i [ Gopran [ Gy [ e

z* z* z* z*
ZJ/ vu—i—e/ u2—|—c/ h1u2—c/ u"v
0 0 0 0

ws(2)]-

avec p vérifiant d; — c¢;p > 0 et ¢; = max| .+

Donc

1d 9 o 7 z
(¢ a< 2 )2 4 -
9 dt Ju ()HL2(0,Z ) = P/o (u”) J/o vu

* *

—l—e/ w2+ c/ hiu=2 + c/ hiu~v
0 0 0

Encore une fois, I'inégalité de Young implique que

*

L ()]s < 20 + ¢ 1Pa]l) / V)

* *

1 z z
Llote thﬂoo)/ w2+ e+ St o thuw)/ w-2d-
€ 0 P 0
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Si on choisit e suffisamment petit, alors:

* *

2 z z
HL20z = g(a""C”thoo)/O U_2d2+(€+c—;+c||h1||oo)/0 u?dz

= C'/ u2dz
0

C
on ¢ =2 (U—i—cthH )+ (e+zl+c\|h1Hoo).

Pulsque ug > 0, 'inégalité de Gronwall implique que u~ = 0.

7l

De la méme fagon, on montre que v~ = 0 et donc la solution (u,v) de (3.4) est positive.

m
3.2.4 Etude de l’existence de solutions globales de (3.4)

Pour établir I'existence globale de la solution de (3.4), on considére le systéme:

(0 _ 0*u ou

Pk d1@ — Wy = ov — eu dans (0,z*) x [0,T]

2_ —
2@ _ 20 wg@ =bu — fv dans (0, 2*) x [0, 7]

ot 02 0z
ﬂ<07 Z) = UO<I07 Yo, Z), 5(07 Z) = U’O(‘TOJ Yo, Z) dans (07 Z*)

%(Z,t):%(%t)zo pour z=0,z

\

Proposition 3.4 Le systéme (3.6) admet une solution classique unique

(@) € (C([0,T], L2(0, %)) N C1()0, T], L2(0, 2*))2, de plus, (@, 7) € C([0, T], L=(0, 2*))2.

Preuve: On montre I'existence des solutions globales comme dans la proposition (3.2).Les

résultats standards dans [15] (la proposition 1.2 et le théoréme 1.1) impliquent que (@, v)
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existe de maniére globale sur L>(0, z*) x L>(0, z*) , ie, (u,v) € C([0,T], L>°(0,2*))*. =

Proposition 3.5 La solution (py,py) € C([0,T], L>(0, z*))2.

Preuve: Comme (¢, p,) est positive, par les arguments de comparaison , on obtient

(9017902) S (ﬂ76>>d0nc> (9017902) € C([O,T],LOO(O,Z*))2. .
3.2.5 Etude de ’existence de solutions globales de (3.3)
Soit QT - [OvT] X [0>Z*]7 (ﬂa E) € LOO(QT) X LOO(QT)

Proposition 3.6 Le systéme (3.3) admet une solution positive (pq,9,) € L*(Qr) X
L*(Qr) qui satisfait (1, ,) < (4, 7).

Preuve: Soit
A= {0 < (h, hs) € L*(Qr) x L*(Qr), (h1,h2) < (4, D)}

On définit 'application L par

L: L*(Qr) x L*(Qr) — L*(Qr) x L*(Qr), (h1, ha) — (¢4, ¢,), la solution de (3.4).

Montrons que L est une contraction surA :
Si (hi, he) € A, alors L(hy, he) = (1, 9,) < (@,0), donc L (hy, hy) € A.
Pour (hq, hs) € A, (g1, 92) € A, soient :

L(hl, hz) = (Ul,v1), L(91792) = (U2,U2), (whwz) = (U1 — U2,V — 112)

te, = mi
et 1 [Igg%’wg(z)
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(w1, we) satisfait :

8 82101 awl
— w1 — d1 — W3
0z

ot 022

= owy — ewy — chy(uy + v1) + cgr(ug + ve)

= owy — ewy — chywy + c(ug + v1)(g1 — h1) — cqrw;

= (0 — cgr)wa — (chy + e)wr + c(uz +v1)(g1 — ha)

On multiplie les deux cotés par wy, on integre sur [0, z*] et on utilise I'inégalité de Young,

on aboutit a: ,

1o, )
29t [w1[72(0,2) + (d1 = c1p) H&wl

L2(0,2*)

*

C A
< % unlag ey + / (o — con)wswy
0

* *

+/ (chy + e)w? +/ cwy (ug +v1)(g1 — M)
0 0

C1 2 (0+c ||U||oo) 2
< n lwrllz20,z0) + ——— = (lwrllz2,21)

2 — 2
Flwallz2g,.y) + (€ + e llullo) lwnll 2o 2

e[l + 117]l)
2

2 2
+ (willzo 0,20y + (91 = A1) 720 2))

2 2 2
=0 ||w1||L2(o,z*) + Cs ||w2||L2(o,z*) + Cs|[(g1 — h1)||L2(o,z*)

ol p > 0 est choisi tel que (dy — ¢1p) >0 et

c o+ cllu c(|ul| o, + |7]]) oo
Cl — _1+(—H|w+<e+c||ﬂ||oo)+ (” ||oo ” H)
p 2 2
c, - lotell)
2
C - c(llﬂllm;llﬂllm)
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donc

10 2 2 2 2
5& ||w1HL2(o,z*) < le”LZ(o,z*) + Ch ”w2||L2(0,z*) +Cs ”(91 - hl)”LZ(o,z*)

Par la méme méthode précédente, on trouve aussi que :

10

2 2 2 2
5& ||w2HL2(o,z*) < (4 Hw2”L2(0,z*) + C5 ”w1||L2(0,z*) + Ce ”(92 - hZ)HLZ(o,z*)

ou
dl||lv d(||z| - + 17N e
C, = ﬁ_i_w_'_(b_i_d’w”m)_'_ (HuHoo ”U“)
p 2 2
o _ (etdiml)
2
C — d(HﬂHoo;rHWoo)

C; >0,1=1,6.Donc:

0

2 2
57 w12z, + w2()205m))

< My([lwi (D129 ) + llw2(t)]|72(0 20
2
+Ma ([l (g1 = ha) ()20 ) + 1(92 = h2) () 720 20
ol

M1 = max(C'l + 05, CQ + 04)
M, = max(Cs, Cp)
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L’inégalité de Gronwall implique que

w1 (#) 2205y + w2 ()1 720,04,
t
< C/O (€9 = B () 22050y + 192 = h2)(8) 1 2(0,.0)) s

C' une constante positive qui dépend de T, (u, 7).
T
La norme / exp(—4Ct) ||u(t)||iz(0 .- dt est équivalente & la norme usuelle dans

0
L*(Q7), notons cette norme par |||/, on trouve que
(w1, w2)|* = [lwn (8] + wa(t)]
_ g C' 2 2
= exp(—4CH) ([[wi ()| L2(0,2) + w2 ()2 (g 20) )t
T ) ,
< [ [ o= m) gy + a2 = 13 s expl —4CE
T , ) T
= [ (101 = Oy + 108 = h) ) [ exp(-aCoydas
!

1 T
< —/0 (g1 = h)($)[720.209 + (92 = h2)(8)][72(0.2-) exp(—4C's)ds

1
=1 (91, g2), (R, ho)||

Donc L est une contraction par rapport a |||, par conséquent, il admet un point fixe
unique dans A qui est la solution unique de (3.3). =

On en déduit le résultat suivant:
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3.2.6 Etude de l’existence de solutions de (3.1)

Proposition 3.7 Pour tout (zo,yo) dans le support de (ug,vo) , (3-1) admet une solution
positive (u,v) définie sur le temps mazimal d’observation [0,T,] ot son support reste

Uintérieur de D.

Preuve: Il suffit de voir que pour t € [0,7,] , (z,y) € D et z € [0, 2%,
(u(t,x,y, 2),v(t,x,y,2)) = (p,(t, U(=t,x,y), 2), ps(t, ¥(—t,z,y),2)), donc I’ existence
globale et la positivité de (u,v) résulte de l’existence globale et la positivité de (i, @,).

29



Chapitre 4

Un modéle dégénéré de réaction

diffusion avec multi couches

Ce chapitre est le développement de 1'article [5]

4.1 Introduction

On considére une population marine vivante dans un environnement composé de
n couches. Le cycle de vie de cette population est divisé en deux étapes: adultes et
juvéniles. Chaque étape est modélisée par une équation de réaction, diffusion-advection.
Ainsi, nous avons un systéme non linéaire d’équations aux dérivées partielles avec n
couches. Ces couches sont arrangées selon la température d’habitat. Dans [6], 'auteur
a proposé un systéme multi couches pour résoudre le cas général du probleme introduit
dans [1].

Pour notre modele, on prend en compte deux caractéristiques :

-Les coefficients de diffusion dépendent de I’dge de la population et de la profondeur de
L’océan.
-La vitesse du flux change selon les couches.

Notre approche consiste a formuler le modeéle sous forme d’un probléme de Cauchy et
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d’utiliser la théorie des opérateurs m-accrétifs comme dans [10] .

4.1.1 Le modéle mathématique.

Soit D un ouvert borné et régulier de R?, la population vit dans un habitat donné par
0= Uiz?D X (Zifl, Zi).

La coordonnée verticale est orientée vers le bas et la surface de la mer correspond a
2z = 0.Le mouvement aléatoire dépend de la profondeur de I'océan et la population des
poissons ne vit pas sous un seuil z = z*, une région au-dessous de thermocline.
Soit
(0,2) = Uzt (2i-1, %)

Le courant océanique est donné par (w}, ws, ws) et (u',v’) représente la densité de la
population dans 2; = (2;_1, 2;) X D o u’,v" sont respectivement la densité des adultes
et des juvéniles dans 2;.

Pour 1 <i <n , on considére le systéme suivant:

( 2, i i i
%ui — di% — wia@—z - wéaa—uy — wéa@i’ = ov' — eu’ — cu'(u’ + %), dans Q; x (0,7)
o . 0% O’ O’ O’ , . o

\ &UZ —d 57 wi% — wéa—y — w} 5, = bu' — fv' — dv*(u’ +v*), dansQ); x (0,7)
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Sur I'interface entre les couches, nous avons:

( ) auz ] ui+1
dllg(txvy?zf'i) = d1+1 Oz (t,x,y,zi)

~avi : av’i+1
dé%(txayazi) = d2+1 Oz (taxvyu Zi)

1<i<n-1

uz(ta x,Y, Zz) - ui+1(t7 z,Y, Zz)

\ Ui<t7 x,y, Z’L) = Ui+1(t7 €,Y, Zl)

en méme temps avec une condition de Neumann sur le bord

oul ou™ i
E(tax7ya0):§(taxayaz )_0
ovl o™ .
E(tux7y70)_g(t7$7y7z >_O

Puisque la diffusion prend place seulement dans la direction verticale, le systéme au
dessus est dégénéré.

Désormais, on considére le systéme plus général suivant :
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(0 i_di82ui i@ui_ i@_ui_ Sou’
gt~ Mgz T Mgy T Mgy T,
22‘_ iaQUi_ ia_vi_ z‘a_”i_ iavi
at. o T gy T Mgy T Mg,
aul n

0
az ( 7'1/" y7 0) az ( 7'1;’ y?Z ) 0

ol ov"
az(a$7y70) az(7x7y7z) 0
.
ou L Ouit!
dll%(tx?ya ZZ) - dl—"_1 az
Ot L Ovit!
déa(t7'r’y7zl) :dZ2+ az

ul(tv €, Y, ZZ) = ui+1(t7 x,y, Zi)7 Ui<t7 €, Y, ZZ)

= fi(u',v"),dans Q; x (0,7) ,1<i<n

= fo(ul,v?),dans ; x (0,7),1 <i<n

(t7x7y7zi)7]- SZSH—]_

(tax7yazi)71 SZSTL—]_

=0t iy, %), 1 <i<n-—1

u' (0, 2.y, 2) = uh(z,y,2),v"(0,z,y, 2) = vi(x,y, z),dans Q;
(4.1)

ol on supposes que la nonlinéarité ( fi, fo) vérifie les conditions ci dessous.Notre but

est d’étudier le systéme général (4.1).

4.1.2 Hypothéses

e Dans tout ce chapitre, on suppose que la non linéarité (f, fo) : R? — R? est

continument différentiable.

e Pour préserver la positivité de la solution, on suppose que f est quasi-positive, ce

qui veut dire :
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Yo € Ry, fi1(0,v) >0 (4.2)

Vu € Ry, fo(u,0) =0

e Pour éviter 'explosion de la solution, on suppose que la non linéarité est au plus
linéaire dans le quadrant positif, ceci implique qu’il existe des constantes positives

a’, b' telles que

V(u,v) € RZ: fi(u,v) < a'u+bvi=1,2 (4.3)
e On met les hypotheéses suivantes sur la vitesse du courant:

Dans chaque couche, la vitesse horizontale est indépendante de la variable verticale

z, pour 1 <4 < n , on suppose que w},wh : R x D — R sont continues et pour ¢ fixé :
wilt), wi(t,) € CA(D)

De plus, pour chaque 7, on suppose que la vitesse verticale w} : [z;_1, 2] — R dépend

seulement de la variable z et qu’elle est continument différentiable sur [z;_1, 2.

Puisque on n’a pas mis des conditions bilatérales, on suppose que les données initiales
(u,vi) € C(Q;) x C(;) sont a support horizontal compact & I'intérieur de D.

On commence par prouver ’existence locale, puis la positivité de la solution et on
montre par la suite 'existence globale de la solution. La sous section 4.2.5 contient
le résultat principal de ce chapitre. Nous utilisons pour cela quelques propriétés des
opérateurs quasi m— accrétifs données dans la section 1.6 .

Le probléme est résolu sur les lignes caractéristiques. Sur ces lignes, le systéme est

réduit a une équation parabolique en dimension une.
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4.2 Etude de l’existence de solutions de (4.1)

4.2.1 Changement de variables

Pour chaque couche (z;_1, z;), on définit les caractéristiques (z'(t, zo, yo), y*(t, Zo, o))

comme solutions du probléme de Cauchy:

dx’ i i i
v = _wé(ta xiayi)

dt
95’(0) = xmyl(O) =Y

Ici, (g, o) appartient au support de (uj, vy) .De la théorie des équations différentielles,

ces solutions sont localement définies et C'! par rapport a toutes les variables. Soit
I = {(w0, v0) : (2" (¢, 20, Y0), ¥ (t, w0, y0)) € D}
Pour chaque i, et pour t fixé, on définit 'application ¥° : [, — D par
‘I’i(xm Yo) = (fa?f)

L application Wi définit un diffeomorphisme :

En effet, soit (z¢,y") fixé dans D, alors il existe (g, 7o) unique définie par
(20, 90) = UL,(a", ")
Ecrivons la solution (u’,v') dans les nouvelles coordonnées (¢, g, yo, z), nous avons
1 (ts 20, Yo, 2) = u'(t, Wy(wo, Yo), 2)

et
9022(t7 Lo, Yo, Z) = ’Ui(ta \IIK:UO? yU)a Z)
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En termes de ¢!, ©b, le modele s’écrit:

(Do a %8 w98~ fiol, o), dans sz 1 <0<
902w %%h (gl o), dans (52 1 S <
aa—ik(t,O) = a@iz (t,z*) =0,pour z=0,z"k=1,2
dgaaii (t, ) = dﬁlag—gl(t,zi), 1<i<n—1/k=12
it 2z) =it ), k=1,2,1<i<n-—1

L #1(0, 2) = uf(z0, Yo, 2), 95(0, 2) = vh (0, Yo, 2)

Nous avons besoin de définir les fonctions suivantes, pour k = 1,2 :

)
ot dans (2, 21)

©? dans (21, 22)
Pr =

| vk dans (2,1, 2n)

Pour les données initiales, nous avons

(
up dans (2g, 21)

u? dans (21, 22)

= o

| uo dans (Zn—1,2n)
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et

vo
Py = *
o
Pour k£ =1, 2, soit
dj
dy = &
dj,
De méme, w3 est définie par
wy
w3 = 1§ v
w
Le systeme (4.4) se réécrit donc:
(o= ool (2) 32 — s
0 0 ¢, 0y

9p1 _ 9y
\ Oz 0z

5172~ 5, (da(2)57) —w

>0z

2

= 0,pour z =0, z*

dans

dans

dans

dans

dans

dans

dans

dans

dans

(20, 21)

(21, 22)

(anlazn)

(20, 21)

(21, 22)

(anlazn)

- f1(§017902) dans (07 Z*) X (07T)

= fa(p1,p2), dans (0, 27) x (0,T)

©1(0,2) = ¢1(2), ©*(0, 2) = 3(2)
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Pour (zg,y0) appartenant au support de (uj, vj), soit:
T, = sup {t > 0, ¥}(x0,50) € D}
Alors, on définit le temps d’observation par:

— ; i
T, = min T

1<i<n

4.2.2 Formulation du probléme de Cauchy

Soit
Y = L*(0,2*) x L*(0, %)

Pour transformer (4.5) en un probléme de Cauchy, on définit 'opérateur

A:D(A)CY — Y par

Alpr92) = (Arpr, Aay) = (=5 (1(2) 52) = ws 50, = (da(2) 52) — wy o 2)

D(A) = {gp €Y N(H*(z.1,2))% Ap €Y, g—f = 0 pour z = 0, z*} = D(A;) x D(Ay)

Soient v = (1, 5) et F'(p) = (fi(w1, ¥2), f2(¢1, ¢o)).Nous sommes conduits au prob-

leme de Cauchy suivant:

0
5p tAv=Fly) (46)

©(0) = ¢,
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Il est commode de travailler dans le cadre des fonctions continues. Soit
X =10,z x C[0, ¥

Soit C'([0, 0], X) I'ensemble des fonctions continues ¢ définies sur 0 < t < 6, qui
prennent leurs valeurs dans X. Avec cette notation, on dit que ¢ € C([0,6], X) est une

solution faible de (4.6) , si pour 0 <t < 4, on a:

o(t) = S(t)pq + / S(t — $)F(p(s))ds, 0 <t <6

0

ol S(t) est le semi-groupe engendré sur X par A.
On accomplit dans ce qui suit une étude analytique de (4.6) en utilisant la théorie

des opérateurs m-accrétifs introduite dans la section 1.6.

Proposition 4.1 L’opérateur A est quasi accrétif sur'Y.

Preuve: On note par (.,.) le produit scalaire dans L? .On montre qu’il existe A > 0 tel
que
()\u + Alu, u)Lz(QZ*) > 0, Yu € D(Al)

En effet, soit

ci =mind;, 1 <i<n

alors

(Au+ Ayu,u) 2 = / {)\uZ + dl(z)(a—Z)2 - 'UJ3(Z>%’U;| dz
0

L’inégalité de Young donne:
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* *

: ou = Ou 1 [?
ou < Ol o 1 2
/0 ws(2) 3, Y dz < |Jws|| (,0/O <8z) dz + /o u“dz)

p
pour un certain p > 0.

On aboutit ainsi &

*

z z* z* 1 z*
(Au+ Ayu,u) 2. > )\/ u?dz + cl/ (@)2612 — |lws]| (p/ (@)2dz + —/ u?dz)
0 o 0z o 0z PJo

* 2*

* ou
= O llwsll /) | uPde e wsllop) [ (o> 0
0 0 z
ou \ et p vérifient:

(A= lws|l /p) > 0,(c1 — ||ws|| . p) >0

De méme, nous avons:

()\'LL + A2u7u)L2(0,z*) > O,VU S D(Ag)

On conclut qu’il existe A > 0 tel que :
(A + Ap, )y > 0,Yp € D(A)

par conséquent, A est quasi- accrétif. m
Pour montrer que A est quasi m -accrétif sur Y, on a besoin de montrer que 1'image

de (AT + A) est Y, c’est ce que nous démontrons dans le résultat suivant:

Proposition 4.2 L’opérateur A est quasi m -accrétif sur'Y.
Preuve: 1l existe A > 0 tel que pour tout f € L*(0,2%), il existe u € D(A;) tel que

A+ Aju=f
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En effet, pour u,v € H(0, z*), soit

*

N z ou Ov Z ou
a(u,v)—)\/o uvdz—i—/o dl(z)&&dz—/o ”LU3(Z>%’UdZ

[(v) = /Oz fudz

Il est facile de monter qu’il existe ¢ > 0 :

|a(u, v)] < cllull (g ooy 10l 1 (0,20)

et

(V)] < clloll g

De plus:

a(u,u) = (A4 Ayu,u)r2(o,z0

* *

= Ou

Y

2
> cllullgioz

ou A et p vérifient:

(A = llwsllo /p) > 0, (e1 = Jlwslo p) > 0

= Nl /) [ et e = o) [ (G002

La forme bilinéaire a est alors coercive et le théoréme de Lax- Milgram implique que

'équation a(u,v) = I(v) admet une solution unique v € H*(0, 2*).
Il reste & vérifier que

M+ Aju = f

En effet, soit v € H'(0, 2*), on obtient
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En particulier, pour tout v € C}(0, 2*) :

/ dl(z)@@dz Sx\/ |uv|dz+/
0 0 0

0z 0z
= Ou v
/0 dl(Z)EgdZ

*

dz+/ | fv|dz
0

0
wg(z)a—zv

L’inégalité de Holder donne

<c HUHH(O,z*)

Un résultat classique (voir [7], page 124) implique que

)
dl(z)a—z e HY(0, 2%).

Maintenant, en choisissant v € C}(z;_1, z;),dans (4.7),1 <7 < n , on obtient

2 Zau 31} Z; Zi au 23
/Z“dlaadz = —)\/Z. 1uvdz + /Z lwg(z)&vdz + /Zilfvdz

71— 17—

donc
o Ju Ov ,
Ziil&&dz <c ||U||L2(Zi—112i) s 1<i<n
D'ou :
ou
— € H'(%- ) Zi
0z (71, 2)

ie, u € H*(z;_1,2), 1 <i <n.0On conclut que u € D(A).

Puisque
ou
di(2)=— € HY(0, z*
()50 € HY(0,2)
et
u € H2(zi,1,zi),
alors

u < Cl[zi717zi]7 1 S { S n,
Intégrons par partie (4.7), on remarque que pour tout v € H(0, z*) :
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*

=0 Ju ou, | . 18u B =
—/0 8z(dl()8z)vdz+d8( 2 v(z") dl@ = )\/ uv—l—/ ws(z v+/0 fo

(4.8)
En particulier, pour tout v € Hj(0, z*), on obtient:
=0 ou ou
_/0 (&(dl(z)g) + Au— ws(z )% —fvdz=0
donc
0 ou ou
—a(dﬂ )8 ) + Au — ws(z )—Z—f =0
Par (4.8), il résulte que pour tout v € H'(0, z*)
20U, 10u B
O ol=) — A2 (0)0(0) = 0 (49)
1
Maintenant, on choisit v1(z) = exp(z) et va(z) = op(2) respectivement dans (4.9), on
X
obtient
ou, .. Ou
5(2 ) = g(o) =0
On conclut que u satisfait
0 ou ou
M — o (di(2) 5-) —ws(2) - = f
=20 =0
8. T 9z T

alors

u < D(Al),)\u + Alu = f

De méme, on montre que A, est quasi m— accrétif. m
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Puisque A est quasi m- accrétif sur Y, alors -A engendre un semi-groupe S(t) sur Y
avec || S(t)|ly < evtIci, S(t) = (Si(t),S2(t)) sur Y, ot Si(t), S2(t) sont des semi-groupes

engendrés respectivement par —A;, —A,. La solution faible du systéme:

)
©(0) = ¥g

est donnée par:

(1, p2) = S(t)pq-

Dans le lemme suivant, on montre que la restriction de A sur X engendre un C°

semi-groupe sur X.

Lemme 4.1 Soit A° = A\x ,c’est a dire la restriction de A sur

D(A°) ={ue D(A)N X, Au € X}

Alors
a)A¢ engendre un C° semi-groupe S°(t) sur X.

b) Pour tout ¢, € X, la solution faible S(t)p, € C([0, 00[, X).
Preuve: a)Nous avons

Aoy 02) = (Arpys Angn) = (=2 (dn(2) 220y — w0y 220~ 0,1y %P2y 4, 002

0z 0= "o oz a:’ oz
D(A) = {90 €Y N(H*(z_1,2))? Ap €Y, Z—i =0 pour z =0, z*} = D(A;) x D(A,)
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Pour u,v € H(0,2*) et A € RT, soit

*

N z ou Ov Z ou
a(u,v)—)\/o uvdz—i—/o dl(z)&adz_/o ”LU3(Z>%’UdZ

et pour f € L*(0, z*)

*

I(v) = /0 " fuds

D’abord, on affirme que
D(A;) = D(Ay) = {u € H'(0,2"), il existe f € L*(0,2") tq a(u,v) =1(v) }

En effet, si
a(u,v) = l(v), alors u € D(A;) et Au+ Aju=f

Ceci découle de la preuve de la proposition 4.2.

Maintenant, si
2 * 2 * 8“’ *
u € D(A;),alors u € L“(0,2"), Au € L*(0, z) et a—:()pourz:()et z=2z
2

Soit
M+ Au = f € L*(0,2*) pour u € D(A;)

On multiplie par v € H'(0, z*) et on intégre sur (0, 2*) , on trouve que:
a(u,v) = l(v)

Par la remarque 1.2 et le théoréme 1.15 on obtient le résultat désiré. On argumente de
la méme fagon pour D(A,).
b)Ce résultat découle directement du théoréeme 1.15. m

Nous sommes maintenant préts pour prouver 'existence locale de solutions de (4.5).
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Proposition 4.3 1 existe Tyax > 0 tel que pour toute donnée initiale (ug,vo) € D(A°),

Le probléeme (4.6) admet une solution classique (¢, y) oU

(901’ 902) S (C([Oa Tmax[> X) N C(]07 Tmax[a D(AC)) N Cl(]oa Tmax[v X))

De plus, si Tax < 00, alors:

liTm ||(9017S02)||X = +00

t—Tmax

Preuve: Ce résultat devient maintenant classique, en effet :La premiére étape est de
convertir le systéme a une équation intégrale en utilisant la formule de variation de la
constante:

t

o(t) = 5°(t)po + / S°(t — 5)F(i(s))ds

0
Puisque F' : X — X est continument différentiable, on peut monter ’existence d’une
solution faible définie sur un intervalle maximal [0, Ty.x[.Les hypothéses sur ¢, et F'

impliquent que cette solution existe au sens classique, (voir théoréme 1.9 ). m

4.2.3 Analyse de positivité de la solution de (4.5)

Le résultat que nous proposons dans ce qui suit montre que le systéme (4.5) préserve la

positivité.
Proposition 4.4 Si (©9,¢Y) est positive, alors (p,(t,.), p5(t,.)) est positive.

Preuve: Soit I : R? — (R")? la projection orthogonale sur le cone positif (R")? de

R2.0n note par (u,v) la solution de (4.5).De (4.2) , il suit que

fil(u,v))u” =0, fo(Il(u,v))o™ >0
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Considérons le systéme modifié

'; %uwgg—ww_ﬁ(()mmmfwmmm)
O 2 da(z) 90~ wyge = (Tl

v)),sur (0, 2*) X (0, Trax)

(4.10)
u(0,2) = ug(2)

,0(0,2) = wvo(z),sur (0, z%)

ou  Ov .
\ g—&—o,pourz—o,z

Multiplions la premiére équation de (4.10) par u~ et intégrons sur (0, 2*)

, OUS avons:

z* ou~ ) z* ou
s O~ [ G [

ws——u dz >0,
0z
Cela implique que:

*

2dt H . HLQOZ —/OZ dl(z)(%)%z_q/oz*

ol ¢; = max(g .+ |wz(2)] .

Par I'inégalité de Young, nous avons que

/Z*
0

ou-
8zu

donc

*

*

: o, = u~ e
N — > — 29, _ . —\2
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et

* * *

1 d 2 z 2 # 2 /Z —\2
—_— - — - — — <
o dt H'LL (t)HLQ(O,Z*) + /0 dl(Z)( > ) dz Clp/o ( )% ) dz C1 . ('LL ) dz 0

Par conséquent

* * *

_ z au_ 2 (&1 _\2 z —\2
e L] +/0 (r(z) — ern) (o) dz+(cz—z)/0 (u )dzg02/0 (u)2d
avec ¢y et p vérifiant
. C1
di(2) — 0, cn— >0
%1;% 1(2) —cap >0, c ; >

On déduit que

*

1d B 5 o
5% Hu (t)”LZ(O,z*) < 02/0 (u )Zdz

Puisque ¢} > 0, I'inégalité de Gronwall implique que u~ = 0.
De méme, v~ = 0.
Puisque sur le cone positif, f;(u,v) = f;oll(u,v), on déduit que la solution (u,v) de (4.5)

est positive. m

4.2.4 Etude de l’existence de solutions globales de (4.5)

L’existence globale (la norme de la solution dans L? n’explose pas dans un temps fini )

est établie pour les solutions positives :

Proposition 4.5 Soit (u,v) la solution de (4.5), alors :

pour tout t € (0, Tax), [[u(t) || 1210 -y + [[0(@)] < cexp(t).

L2(0,2*)

Preuve: De (4.3), il existe L > 0 tel que fi(u,v) < L(u+v+1),k=1,2.
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Soit Q; = [0,¢] x (0,2%), t € (0, Thmax) €t (@, v) la solution de

(0_ 0 ou ou .
priie &(dl(z)%) — Wy = Lu+wv+1) dans (0,z*) x (0,t)
Jdg_ 0 v o .
prihe %(dz(Z)@) — Wy = Lu+v+1) dans (0,2%) x (0,¢)
(0, 2) = T, 0(0, 2) = Ty dans (0, z*)
ou 0v .
\gzazo, pour 2z =0,z

avec Uy > Ug, Uy = V.
Puisque fi(u,v) < L(u+ v+ 1), fo(u,v) < L(u+ v + 1), alors (wy, ws)=(u,v) — (u,v)

satisfait:

(0 0 Oun

8w1

[ - - ) — - > *
771 az(dl(z) 5 ) — w3 5, 2 0 dans (0,2%) x (0,¢)
0 0 a’IUQ 8?1]2
JR— - ) = > *
52 82(d2<z) o ) — ws 5, 2 0 dans (0,2*) x (0,¢)
wy(0,2) > 0,w2(0,2) >0 dans (0, z*)
8w1 . awg . .
\ 2 ~ 2, 0 pour (0, z*)

On montre que (wy, ws) est positive par le méme argument donné pour montrer la posi-
tivité de la solution de (4.5).

Sous les hypothéses du théoréme page 143 dans [13], nous avons l’estimation

t
vt € (O,Tmax%Hﬂ(t)HLz(o,z*)SC+/O 1w +v) ()] 120 v s

t
vt (O,Tmax),IIE(t>|lL2<o,z*)§C+/ (e + ) ()l 20 ») ds
0
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donc pour tout ¢ € (0, Thax) :

1wl 20,24y + [0 @]

L2(0,2*)

< NIl r20,) + 10 | 220,21
t
<ot [ )y + 100620
0
L’inégalité de Gronwall implique que pour tout ¢ € (0, Tiax)
(@) 20,y + Hv(t)HLQ(O . < cexp(t)
4.2.5 Etude de l’existence de solutions des problémes (4.4) et(4.1)

Soit (g, o) dans le support de (uf, v{), alors:

Proposition 4.6 Supposons que (£, 05) € D(A). Le systéeme (4.4) admet une solution

positive unique (py, ,) telle que pour 1 <i<n
(903, 9012) € C([0, ], HQ(Zi—la zi)) N Cl(]O;To], Lz(Zi—l, zi))

Preuve: Soit (¢, ¢,) la solution du systéme suivant:
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(0 o dipy Doy .
at@l - Oz (d ( ) Oz ) wSE - f1(§017(102) dans (O,Z ) X (OaTO]

9 — 9 a2y, %P '
o2 = 5o (a(2) 22) = w2 = oy, 00)  dans (0,27) x (0,

(4.11)
<)01(07 Z) - 90?(2)7902(072) - <)0(2)(2‘()

0 0
T ﬁ:O,pourz:O,z*

~az:az

Soit ¢ € C2°(0, z*).Nous avons:

( (70 0 0 0 =
| Ger= @052 —wae) 52wz = [ flen e

T gy, 9, 0 9 g
[ G- S —w Rt = [ he s

Donc

0 A, = [*
Z [ G- g5 - w5 = X[ A
Doy 0 Dy Dy
B IEEATRBLL SN o AN

Pour ¢ € C(z;-1,2;),1 <i < n, on trouve que:

/ (awi —dy a? @/)dz = / Sl @h)pdz, 1 <i <,

Oy ; 0%} Dl E i .
/ ( (9152 — 0z 22 s 8i2)¢dz - / Ja(ol, p3)vdz, 1 <i <n
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Pour 1 <i < n, et au sens de distribution, on trouve que:

0 02t 0! .
atgol d 8221 - U}3(Z) azl = fl(gpb 902>
0, 0% 0 i
E% - d25,722 — w3 8z2 = fa2(1, ¥3)

Les conditions de transmission entre les couches donnent:

Dy, I
E(t’o)_ P (t,2") =0,k =1,2.

Puisque (¢, 5) est continue alors:

oi(t,z) = @it 2z),k=1,2, 1<i<n-—1

Pour ¢ € H'(0, z*), nous avons:

. zi 9 0 ) o z;
[ G- @5 — usla) 520z = [ horsonis

T 0p 0 Doy, Doy _/Z*
WG R O SR STy RATNPA TR

L’intégration par partie donne:

0 0y, 0 = 0 .01
([ (a3 - [Cuna s - a5 et = [ hioenids

i+1

0 0 S 0 =
[ [ae%g - [ nf a2y - [ v
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Faisons ’addition terme & terme, on trouve:

i i+1
[ Corvas [ 525 () rvts = a3 e + 1 25 o)

- / f1(o1, o)z

L’intégration par partie donne

[ G- L% w052 wie — i ot + O e

- / f1(1, o)z

Puisque ¢, est une solution de (4.11), on déduit que

i iy ! i1 &le-H 1 "
—di——(z:)0(z) + di =2 (z)0(z) = 0,V € H'(0, 2%)
Loz 0z
donc
) a(pz-i-l 890 »
1+1 7 1 . < < o
d o (z;) = dj 15, —(z), 1<i<n-1

On raisonne d’une maniére analogue pour p,. ®m

Proposition 4.7 Pour tout (zg,yo) dans le support de (ui,vi) , 1 < i < n , le sys-

teme (4.1) admet une solution positive unique (u',v') définie sur le temps mazimal

d’observation [0, T]
Preuve: 1l suffit de voir que pour ¢ € [0,T,] , (2,4") € D et z € [z;_1, 2, ],

(W't 2’y 2), 0" (L2’ Y, 2)) = (py (8, U, (2, y'), 2), o (8, U7, (2, Y1), 2)), 1 < i < m
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On définit une solution du systéme (4.1) en écrivant

u' dans (29, 21)

u? dans (21, 2)

u =
\ u™ dans (z,-1, 2n)
et )
vt dans (29, 21)
v? dans (21, 29)
V=

dans (z,_1, 2,)

4.3 Remarques et perspectives

Le modéle étudié est important car il donne la distribution de la population des poissons
dans une région océanique spécifique .On améliore partiellement les résultats de [1] ,
[12] et [19], ou les auteurs ont mis 'hypothese cruciale que la vitesse horizontale dépend
seulement des composantes horizontales .On n’a pas traité 'influence des hypothéses
concernant la diffusion horizontale sur la position du probleme .Il sera notre objectif
dans un prochain travail . L’existence globale est montrée par rapport a la norme de L?

et la question reste ouverte dans L°°.
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Chapitre 5

Simulation numérique

On fait des simulations numériques pour le systéme sans diffusion et le systéme avec
diffusion introduits dans le chapitre 1 en utilisant le logiciel MAPLE et on compare
ces simulations avec les résultats mathématiques trouvés dans la section 2.2.1 et la sec-

tion.2.3.7.

5.1 Systéme sans diffusion

uw=ov—eu— cu(u+v)

v="bu— fv—dv(u+v)

u(0) = ug, v(0) = vy
cas ou bo < ef

On choisit les conditions initiales et les coefficients tels que bo < ef, par exemple:
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et ¢t (la durée)=10 ans ,on trouve les schémas suivants pour la solution (u,v) :

ke Fraphe de u o
. 0,10 4
0,08 0,08
0,06 0,06
ut)
()
004 4 0,04
0,02 0,02
[t} T . T T T T ] T T T T 1
a 2 4 fi 2 0 2 4 ] g 10
1 t

Les densités (u,v) convergent vers (0,0),ce résultat est en accord avec le résultat
mathématique trouvés dans la section 2.2.1.
cas ou bo > ef

On choisit les conditions initiales et les coefficients tels que bo > ef, par exemple
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et ¢ (la durée)=10 ans ,on trouve les schémas suivants pour la solution (u(t),v(t)) :

graphe de u graphe de v
.r"{ £ Fa
044/ 0,28 /

/ 0,26 /

I/ 024] |
0.3 n,zz—-
u(t) it n,zu-
- n,13-
U,E*/ D,lﬁ—- f
n,14—-

0,12 4

0,1 4— I - S A 0,10 4

On remarque que la solution (u(t),v(t)) converge vers (u*,v*) = ( (0.4,0.3).

Si on résout avec MAPLE le systéme

6v—2u—3(u+wv)=0
4v—bu—(u+v)=0

on trouve {u = 0,v = 0}, {u = 0.4296450297, v = 0.2999480247}. Les densités (u,v)
convergent donc vers 1’équilibre positive {0.4296450297,0.2999480247} ,ce résultat est en

accord avec le résultat mathématique trouvé dans la section 2.2.1.
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5.2 Systéme avec diffusion

(
%u — diAu=ov —eu—cu(u+v) dans § x[0,T]
0
av—dgAv:bu—fv—dv(u—i-v) dans € x [0, 7]
u(0, ) = up, v(0,2) = vy dans €
Ju  Ov

kf)_n_ﬁ_n_o sur 8Q><[0,T]

cas ou bo < ef

on choisit le temps t=10 ans ,Q2 =0, 1] et

ole|lc|b|fld|uy | v

3161312412 01)0.1

on trouve les schémas suivants pour la solution (u,v) :
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graphe de u graphe de v

0,14 oo
0075 2025
ut,x) 0,057 252 EOE §
1 =
0,025 E0 75
] o 3
27 B s i S B

Les densités (u,v) vers Détat stationnaire (0,0),ce résultat est en accord avec
résultat mathématique trouvés dans la section 2.3.7.
cas ol bo > ef

on choisit le temps t=10 ans ,Q2 =]0, 1] et
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on trouve les schémas suivants pour la solution (u,v) :

graphe de u

Uop

Vo

90

graphe de v




On obtient les shémas suivants:

graphe de u

graphe de v

On remarque que les résultats ne changent pas et que Les densités (u,v) converge
vers l'état stationnaire (u*,v*) = (0.4,0.3).Ce résultat est en accord avec le résultat

mathématique trouvé dans la section 2.3.7.
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Résumé

L’objectif de cette theése est d’étudier un systeme de réaction diffusion qui modélise la dynamique
d’une population structurée en dge. On montre 1’existence des solutions globales et on étudie leur
comportement asymptotique. On suppose apres que cette population est marine et qu’elle se diffuse
seulement dans la direction verticale. On s’intéresse ici a I’existence des solutions positives.
Finalement, on considére le cas ou le domaine de vie de cette population est divisé en n couches.

Abstract

The aim of this thesis is to study a system of reaction diffusion that describes the dynamic of an age
structured population . We show the existence of global solutions and we study their asymptotic
behavior. We suppose after that this population is marine and that it diffuse only in the vertical
direction. Existence of positive solutions is established here. Finally, we consider the case where the
habitat of this population is divided into n layers.



