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Notations


 : Ensemble ouvert de RN .

@
 : La frontière de 
.

j
j : La mesure de 
.
n: La normale unitaire extérieure à 
.

�u : Le laplacien de u.

C (
): Espace des fonctions continues dé�nies sur 
:

C
�



�

: Espace des fonctions continues sur
muni de la norme kuk
C(
) = sup
 ju(x)j :

Ck (
): Espace des fonctions de classe k dans 
.

C1c (
): Espace des fonctions indé�niment dérivables dans 
 à support compact.

Lp (
): Espace des fonctions mesurables tel que la norme kukLp(
) =
�R

ju(x)pj
� 1
p <

1:

L1 (
) : Espace des fonctions bornées presque partout.

W 1,p (
): Espace de Sobolev, à dérivée d�ordre 1 dans Lp (
).

D(A) : domaine d�un opérateur A:

�(A) : ensemble résolvant de l�opérateur A:

�(A) :spectre de l�opérateur A:

ker(A) :Le noyau d�un opérateur linéaire A:

Im(A) :L0image d�un opérateur linéaire A:
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Introduction

La dynamique des populations s�intéresse au développement des populations des

êtres vivants. Son champ d�étude explique surtout la variation au cours du temps du

nombre d�individus dans une population, leur composition par âge et l�in�uence de

l�environnement sur les e¤ectifs. Ces études permettent de repérer di¤érents types de

variations dans les populations: croissance, décroissance, extinction ou stabilité.

Les mathématiques sont présentes dans la dynamique des populations en particulier

a�n de modéliser la croissance de celles ci et les interactions qui peuvent exister entre

elles.

Dans cette thèse, on s�intéresse à l�étude d�un système parabolique semilinéaire qui

décrit la dynamique de deux sous populations de même espèce, adultes et juvéniles:
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>

<

>

>
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>
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>

:

@

@t
u� d1�u = �v � eu� cu(u+ v) dans 
� [0; T ]

@

@t
v � d2�v = bu� fv � dv(u+ v) dans 
� [0; T ]

u(0; x) = u0, v(0; x) = v0 dans 


@u

@n
=
@v

@n
= 0 sur @
� [0; T ]

(1)

où 
 est un ouvert borné et régulier de R2:Les paramètres �, e, c, b, f et d sont

positifs �xés et
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u : densité des adultes

v : densité des juvéniles

� : taux de juvéniles qui deviennent adultes

e : taux de mortalité des adultes

b : taux de natalité

f : taux de mortalité des juvéniles

c; d : compétition sur les ressources entre u; v:

Le système elliptique associé est traité dans les travaux de [8] et [2] .Dans [8] ,

l�existence des solutions positives est établie en supposant que la solution triviale est

instable. L�existence et l�unicité des solutions positives sont démontrées dans [2] en

supposant que b� > ef .

Nous commençons par rappeler quelques notions générales dans le premier chapitre.

Dans le chapitre 2, notre objectif sera d�étudier le comportement asymptotique des solu-

tions de (1) à l�aide de la théorie des systèmes quasi monotones (voir [4]).Sous certaines

conditions, on montre que la solution évolue vers un équilibre positif ou bien elle tend

vers la solution triviale (état d�extinction).

Dans le chapitre 3, on suppose qu�une population marine divisée en adultes et juvéniles

est décrite par le système de réaction, di¤usion- advection suivant:
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:

@

@t
u� d1

@2u

@z2
� w1

@u

@x
� w2

@u

@y
� w3

@u

@z
= �v � eu� cu(u+ v) dans 
� (0; T )

@

@t
v � d2

@2v

@z2
� w1

@v

@x
� w2

@v

@y
� w3

@v

@z
= bu� fv � dv(u+ v) dans 
� (0; T )

@v

@z
=
@u

@z
= 0 pour z = 0; z�

u(0; x; y; z) = u0(x; y; z); v(0; x; y; z) = v0(x; y; z) dans 


(u; v) représente la densité de la population dans 
 = D� (0; z�) où D est un ouvert
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borné et régulier de R2:Les coordonnées verticales sont orientées vers le bas et la surface

de la mer correspond à z = 0:Cette population ne vit pas sous un seuil z = z�; une

région au-dessous de thermocline(Couche d�eau de l�océan dont la température baisse

rapidement avec la profondeur ). Le courant océanique est donné par (w1; w2; w3).

Puisque la di¤usion prend place seulement dans la direction verticale, le système ci

dessus est dégénéré. Sous certaines hypothèses, on prouve l�existence des solutions en

utilisant la méthode des caractéristiques et le théorème de point �xe de Banach.

Dans le chapitre 4, on suppose que cette population vit dans un habitat composé de

n couches 
 = [i=ni=1D � (zi�1; zi) .Soit

(0; z�) = [i=ni=1 (zi�1; zi):

Dans chaque couche, le courant océanique est donné par (wi1; w
i
2; w

i
3) et (u

i; vi) représente

la population dispersée dans 
i = D�(zi�1; zi):Pour 1 � i � n;cette population est mod-

élisée par:

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

@

@t
ui � di1

@2ui

@z2
� wi1

@ui

@x
� wi2

@ui

@y
� wi3

@ui

@z
= �vi � eui � cui(ui + vi) dans 
i � (0; T )

@

@t
vi � di2

@2vi

@z2
� wi1

@vi

@x
� wi2

@vi

@y
� wi3

@vi

@z
= bui � fvi � dvi(ui + vi) dans 
i � (0; T )
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Sur l�interface entre les couches, nous avons:
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<
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:

di1
@ui

@z
(t; x; y; zi) = di+11

@ui+1

@z
(t; x; y; zi)

di2
@vi

@z
(t; x; y; zi) = di+12

@vi+1

@z
(t; x; y; zi)

ui(t; x; y; zi) = ui+1(t; x; y; zi)

vi(t; x; y; zi) = vi+1(t; x; y; zi)

1 � i � n� 1

en même temps avec la condition:

8
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:

@u1

@z
(t; x; y; 0) =

@un

@z
(t; x; y; z�) = 0

@v1

@z
(t; x; y; 0) =

@vn

@z
(t; x; y; z�) = 0

qui signi�e que le �ux est nul sur le bord.

On s�intéresse à l�existence des solutions positives de ce système.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce premier chapitre, on rappelle quelques notions générales qui seront utilisées

dans la suite.

1.1 Rappels sur les équations di¤érentielles ordinaires:

Considérons le problème à valeur initiale

8

<

:

�
x(t) = F (t; x); t > t0

x(t0) = x0
(1.1)

F 2 C(O;Rn), O est un ouvert de Rn+1 et (t0; x0) 2 O:

Théorème 1.1 [24] Pour tout (t0; x0) 2 O; (1.1) admet au moins une solution dé�nie

sur un intervalle maximal [t0; Tmax[:

Dé�nition 1.1 F est localement Lipschitzienne par rapport à x si pour tout compacte

V � O; le nombre L = sup(t;x) 6=(t;y)2V
jF (t; x)� F (t; y)j

jx� yj est �ni.

Théorème 1.2 [24] Si F est localement Lipschitz continue par rapport à x; alors pour

tout (t0; x0) 2 O; (1.1) admet une solution unique x(t) 2 O dé�nie sur un intervalle

maximal [t0; Tmax[:
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Soient f et g deux fonctions dé�nies et continûment di¤érentiables sur un ouvert

O � R2.Considérons le système:
8

<

:

�
x = f(x; y)
�
y = g(x; y)

(1.2)

Théorème 1.3 (Poincaré-Bendixson) Si la solution de (1.2) est à valeurs dans un com-

pacte K inclus dans O; alors soit cette solution converge vers un équilibre , soit son

comportement asymptotique est une fonction périodique appelée cycle limite.

Théorème 1.4 (Dulac) [23] Supposons que O � R2 est simplement connexe. Si
r� (f; g) ne change pas de signe sur O; alors (1.2) n�admet pas des solutions périodiques.

1.2 Semi-groupe

Nous renvoyons le lecteur à [11] , [18] et [21] pour plus de détails.

La théorie des semi-groupes trouve son origine dans l�étude de l�exponentielle des

opérateurs. Elle relie l�opérateur A : D(A) � X ! X à la résolution de l�équation

di¤érentielle
8

<

:

u
0

(t) = Au(t)

u(0) = u0

Soit X un espace de Banach et fT (t)gt�0 une famille d�opérateurs linéaires et bornés
sur X:

Dé�nition 1.2 fT (t)gt�0 est un semi-groupe sur X si :

i)T (0) = I:(l�opérateur identité sur X)

ii)T (t+ s) = T (t)T (s), pour chaque t, s � 0:

Dé�nition 1.3 L�opérateur linéaire A dé�ni par

D(A) =

�

x 2 X; lim
t!0+

T (t)x� x

t
existe

�

et Ax = lim
t!0+

T (t)x� x

t

10



est le générateur in�nitésimal de semi-groupe fT (t)gt�0 ; D(A) est le domaine de A:

Dé�nition 1.4 Le semi-groupe fT (t)gt�0 est dit fortement continu si
limt!0+ T (t)x = x: Un semi-groupe fortement continu est noté C0 semi-groupe.

Théorème 1.5 Si A est le générateur in�nitésimal d�un C0 semi-groupe fT (t)gt�0 ; alors
D(A) est dense dans X et A est un opérateur linéaire fermé.

Proposition 1.1 Soit fT (t)gt�0 une famille de C0 semi-groupe. Il existe w � 0 et

M � 1 tels que kT (t)k �Mewt:

Si kT (t)k � 1; on dit que fT (t)gt�0 est un semi-groupe de contraction.

Théorème 1.6 Soit A le générateur in�nitésimal d�un C0 semi-groupe fT (t)gt�0, alors
:

i) Pour tout x 2 X, t! T (t)x est une fonction continue de R+ vers X:

ii) Pour tout x 2 X,
Z t

0

T (s)xds 2 D(A) et A
Z t

0

T (s)xds = T (t)x� x:

iii)Pour tout x 2 D(A), T (t)x 2 D(A) et d
dt
T (t)x = T (t)Ax = AT (t)x:

Dé�nition 1.5 On dit qu�un nombre réel � appartient à �(A), l�ensemble résolvant de

l�opérateur A, si l�opérateur

�I � A : D(A)! X

est bijectif.

Si � 2 �(A); alors la résolvante de A , R(�;A) : D(A)! X est dé�nie par

R(�;A)u = (�I � A)�1u

Théorème 1.7 (Hille Yosida) L�opérateur linéaire (A;D(A)) est le générateur in�nitési-

mal d�un C0 semi-groupe fT (t)gt�0 qui satisfait kT (t)k �Mewt ssi :

11



i) A est fermé et D(A) est dense dans X:

ii) �(A) contient l0ensemble ]w;1[ et kR(�;A)nkL(X) �
M

(�� w)n
pour � > w ,

n = 1; 2; ::

Dé�nition 1.6 Soit fT (t)gt�0 un C0 semi-groupe sur X. Pour � 2 (0; �); on dé�nit
4� = fz 2 C; jarg zj < �; z 6= 0g .On dit que fT (t)gt�0 est un semi-groupe analytique
s�il admet une extension à une application T (z) dé�nie sur 4�[f0g et satisfait pour tout
z 2 4� [ f0g :
1)z ! T (z) est une application de 4� [ f0g vers L(X).
2)z ! T (z) est analytique de 4� [ f0gvers X.
3) limz!0 T (z)x = x pour tout x 2 X:
4)T (z1 + z2) = T (z1)T (z2) pour tout z1, z2 2 4� [ f0g :

Dé�nition 1.7 Soit (A;D(A)) un opérateur linéaire sur X:A est dit sectoriel si :

i)A est fermé et D(A) dense dans X:

ii)Il existe 0 < � � �
2
, a 2 R et M � 1 tels que P�(a) = fz 2 C; jarg(z � a)j > �g

est inclus dans la résolvante de A et

kR(�;A)k � M

j�� aj ; pour tout � 2
X

�

(a):

La proposition suivante caractérise les semi-groupes analytiques.

Proposition 1.1 Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) A est sectoriel.

ii) �A est le générateur in�nitésimal d�un semi-groupe analytique fT (t)gt�0 .
iii) fT (t)gt�0 est di¤érentiable pour tout t > 0:

1.3 Equation d�évolution semilinéaire

Soit (X; kk) un espace de Banach, A un opérateur linéaire de domaine D(A) dense
dans X et F : X ! X une fonction localement Lipchitzienne sur X:

12



On considère le problème de Cauchy

8

<

:

@u

@t
+ Au = F (u)

u(0) = u0

(1.3)

et on suppose que -A est le générateur in�nitésimal d�un C0 semi-groupe fT (t)gt�0sur X:

Théorème 1.8 [18]Pour tout u0 2 X; l0équation

u(t) = T (t)u0 +

Z t

0

T (s)F (u(s))ds (1.4)

admet une solution maximale et unique u 2 C([0; Tmax[; X).
De plus, si Tmax <1; alors

lim
t!T�max

ku(t)k =1

Cette solution est appelée solution faible de (1.3).

Proposition 1.2 [18]Pour tout u0 2 X; l�équation (1.4) admet une solution globale

u 2 C([0;1[; X) si la condition suivante est satisfaite :
Il existe une fonction continue k : [0;1[!]0;1[ telle que ku(t)k � k(t);8t 2 [0; Tmax[:

Dé�nition 1.8 [18]Une fonction u : [0; T [! X est une solution classique de (1.3) sur

[0; T [ si u est continue sur [0; T [; continument di¤érentiable sur ]0; T [; u(t) 2 D(A),

0 < t < T et (1.3) est satisfaite sur [0; T [:

Théorème 1.9 [18](régularité) Supposons que F : X ! X est continument di¤éren-

tiable, alors pour tout u0 2 D(A); la solution faible de (1.3) est une solution classique de
(1.3).

Remarque 1.1 Si dans le théorème précédent fT (t)gt�0 est analytique, alors pour tout
u0 2 X; la solution faible de (1.4) est une solution classique de (1.3).
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1.4 Stabilité au sens de Lyapunov

Soit (X; kk) un espace de Banach. On considère sur X le problème de Cauchy:

8

<

:

@u

@t
+ Au = F (u)

u(0) = u0

(1.5)

où A est un opérateur linéaire.

Dé�nition 1.9 Un équilibre de (1.5) est un point u� qui satisfait

F (u�)� Au� = 0:

Dé�nition 1.10 L�équilibre u� de (1.5) est localement stable si

8" > 0; 9�" > 0 tel que ku(0)� u�k < �" ) ku(t)� u�k < "

Dé�nition 1.11 L�équilibre u� de (1.5) est localement asymptotiquement stable s� il est

stable et

9� > 0 tel que si ku(0)� u�k < �, alors lim
t!1

ku(t)� u�k = 0

Dé�nition 1.12 L�équilibre u� de (1.5) est localement exponentiellement stable si

9�; �; � > 0 tel que 8t > 0 et ku(0)� u�k < �; alors ku(t)� u�k < � ku(0)� u�k exp(��t)

Dé�nition 1.13 Si la condition de stabilité asymptotique, (resp .exponentielle) est véri-

�ée quelque soit u(0); alors le point d�équilibre u� est dit globalement asymptotiquement

(resp.exponentiellement) stable.

Le théorème suivant exprime la stabilité en fonction des valeurs propres de l�opérateur

linéaire �A+ F
0

(u�):
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Théorème 1.10 Supposons que toutes les valeurs propres de l�opérateur linéaire �A +
F

0

(u�) ont des parties réelles strictement négatives, alors le point d�équilibre u� de (1.5)

est localement asymptotiquement stable.

1.5 Systèmes quasi-monotones

Nous renvoyons le lecteur à [17] pour plus de détails.

Considérons le système parabolique

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

@

@t
ui � Liui = fi(u1; u2) dans 
� [0; T [

ui(0; x) = ui;0 dans 

@ui
@n

= 0 sur @
� [0; T [

i = 1; 2 (1.6)

où

Li =
Xn

i;j=1
a
(i)
i;j(t; x)@

2=@xj@xi +
Xn

j=1
b
(i)
j (t; x)@=@xj

Soit J1 � J2 un sous ensemble borné de R
2:

Dé�nition 1.14 Une fonction fi est dite quasi monotone croissante si pour ui �xé, fi

est croissante par rapport à uj; ui 6= uj:

Dé�nition 1.15 La fonction f = ( f1; f2) est dite quasi monotone croissante sur J1�J2
si f1 et f2 sont quasi monotones croissantes pour ( u1; u2) 2 J1 � J2:

Soient u = (u1; u2) et u = (u
1; u2) un couple de fonctions véri�ant:

8

>

>

>

<

>

>

>

:

@ui
@n

� 0 � @ui

@n
sur @
� [0; T [

ui(0; x) � ui;0 � ui(0; x) dans 


i = 1; 2 (1.7)
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Dé�nition 1.16 Supposons que f = ( f1; f2) est quasi monotone croissante .Le couple

de fonctions u = (u1; u2) et u = (u1; u2) est appelé sous et sur solution de (1.6) s�il

satisfait: u � u; la condition (1.7) et

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

@

@t
u1 � L1u1 � f1(u1; u2) � 0 � @

@t
u1 � L1u

1 � f1(u
1; u2)

@

@t
u2 � L2u2 � f2(u1; u2) � 0 � @

@t
u2 � L2u

2 � f2(u
1; u2)

(1.8)

Dé�nissons le secteur < u; u >= f(u1; u2); (u1; u2) � (u1; u2) � (u1; u2)g et supposons
qu�il existe des fonctions bornées ci : 
� [0; T [! R; (i = 1; 2) telles que pour tout (u1; u2)

et (v1; v2) dans < u; u >; ( f1; f2) satisfait :

8

>

>

>

<

>

>

>

:

f1(u1; u2)� f1(v1; u2) � �c1(u1 � v1) pour u1 � v1

f2(u1; u2)� f2(u1; v2) � �c2(u2 � v2) pour u2 � v2

(1.9)

On suppose aussi qu�il existe des fonctions bornées ci : 
� [0; T [! R; (i = 1; 2) telles

que pour tout (u1; u2); (v1; v2) dans < u; u >; ( f1; f2) satisfait :

8

>

>

>

<

>

>

>

:

f1(u1; u2)� f1(v1; u2) � c1(u1 � v1) pour u1 � v1

f2(u1; u2)� f2(u1; v2) � c2(u2 � v2) pour u2 � v2

(1.10)

Nous citons maintenant le théorème d�existence des solutions pour (1.6).

Théorème 1.11 [17] Soient u = (u1; u2) et u = (u1; u2) un couple de sous et sur so-

lutions de (1.6) et ( f1; f2) est quasi monotone croissante sur < u; u > et satisfait les

conditions (1.9),(1.10), alors le problème (1.6) admet une solution unique u = (u1; u2)

dans < u; u > :
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On considère maintenant le problème stationnaire associé à (1.6).Pour i = 1; 2 :

8

<

:

Liui = fi(u1; u2) dans 


@ui
@n
= 0 sur @


(1.11)

Nous avons le théorème et le lemme suivants qui expriment des résultats de compara-

ison et de convergence des solutions de (1.6).

Lemme 1.1 [17] Soient u = (u1; u2) et u = (u1; u2) un couple de sous et sur solution de

(1.11) et

( f1; f2) une fonction quasi monotone croissante et de classe C1 sur < u; u > et soient

(U; V ) la solution de (1.6) avec (u1;0; u2;0) = (u1; u2) et (U; V ) la solution de (1.6) avec

(u1;0; u2;0) = (u
1; u2);alors (U; V ) � (U; V ):

Théorème 1.12 [17] soient u = (u1; u2) et u = (u1; u2) une sous et sur solution de

(1.11) et ( f1; f2) une fonction quasi monotone croissante et de classe C1 sur < u; u >,

alors la solution (U; V ) de (1.6) avec (u1;0; u2;0) = (u1; u2) converge vers une solution

de (1.11) et la solution (U; V ) avec (u1;0; u2;0) = (u
1; u2) converge vers une solution de

(1.11).

1.6 Opérateurs quasi-m accrétifs

Soit H un espace de Hilbert muni d�un produit scalaire < :; : > et A : D(A) � H ! H:

Dé�nition 1.17 L�opérateur A est:

�Accrétif si pour tout u 2 D(A); < Au; u > � 0:
�m-accrétif s�il est accrétif et l�image R(A) de A est H:
�Quasi m-accrétif s�il existe � > 0 tel que �+ A est m� accrétif.

Théorème 1.13 [11] A est quasi m-accrétif sur H ssi �A est le générateur in�nitésimal
d�un C0 semi-groupe quasi contractif sur H:
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Nous citons maintenant quelques résultats qui se trouvent dans [16] .

Dé�nition 1.18 Soit H et V deux espaces de Hilbert munis de produit scalaire < :; : >

tels que V est dense dans H et a : V � V ! R une forme. On dé�nit l�opérateur A par:

D(A) = fu 2 V; 9f 2 H tel que a(u; v) =< f; v > pour tout v 2 V g
Au := f

Théorème 1.14 [16] Si a : V � V ! R est coercive et continue, alors l�opérateur -A

engendre un C0 semi-groupe de contraction sur H:

Remarque 1.2 [16] Si la forme aw dé�nie par aw(u; v) = a(u; v) + w < u; v > est

coercive pour un certain w 2 R; alors -A engendre un un C0 semi-groupe sur H:

Fixons un domaine régulier 
 de Rn et des coe¢cients aij; bj; ci dans L
1(
) tels

qu� il existe � > 0 qui satisfait
Pn

i;j=1 aij& i&j > � j&j2 :
On dé�nit l�opérateur A par:

8

>

>

>

<

>

>

>

:

Au =
Pn

i=1Dj(
Pn

j=1 aijDiu+ bju) + (
Pn

i=1 ciDiu+ du)

@u

@n
=
Pn

j=1(
Pn

i=1 aijDiu+ bju)nj = 0

Soit H := L2(
) et V := H1(
):

On considère le problème suivant:

8

<

:

@u
@t
+ Au = 0

u(0) = u0
(1.12)

avec u0 2 C(
):
Le théorème 1.14 et la remarque 1.2 impliquent que A engendre un C0 semi-groupe

sur L2(
):Pour la restriction de A sur C(
), on a le théorème suivant :
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Théorème 1.15 [16] Le problème (1.12 ) est bien posé dans C(
), qui veut dire que la

partie Ac = AnC(
) de A sur C(
), ie, la restriction de A à

D(Ac) =
�

u 2 D(A) \ C(
); Au 2 C(
)
	

engendre un C0 semi-groupe Sc(t) sur C(
):Pour u0 2 C(
); Sc(t)u0 2 C(
):

1.7 Outils d�analyse

Théorème 1.16 (inégalité de Young) Soit 1 < p; q <1;
1

p
+
1

q
= 1, alors:

ab <
ap

p
+
bq

q
; (a; b > 0)

Théorème 1.17 (inégalité de Young avec ")

ab < "ap + C(")bq; où C(") = ("p)
�q

p q�1; (a; b > 0)

Théorème 1.18 (inégalité de Holder) Supposons 1 � p; q � 1;
1

p
+
1

q
:Si u 2 Lp (U); v 2

Lq (U) alors :
Z

uv = kukLp(U) kvkLq(U)

Théorème 1.19 (inégalité de Gronwall) Supposons que pour t0 � t � t0 + a; a > 0 :

�(t) � �1 + �2

Z t

t0

 (s)�(s)ds

où � et  sont des fonctions continues, �(t) � 0 ,  (t) � 0 et �1, �2 sont des constantes
positives. Alors pour t0 � t � t0 + a :

�(t) � �1 exp(�2

Z t

t0

 (s)ds)

19



Théorème 1.20 (fonctions implicites) Soient X; Y; Z des espaces de Banach, O un

ouvert de X � Y et F : O ! Z une application.

Soit (x0; y0) 2 O tel que

F (x0; y0) = 0

Supposons que F 2 Ck(O;Z); (k � 1) et DxF (x0; y0) :X ! Z admet une application

inverse bornée. Alors :

1) Il existe un voisinage V � X de x0, un voisinage W � Y de y0 et une application

unique 	 : W ! V tels que 	(y0) = x0 et pour y 2 W; l�équation F (x; y) = 0 admet

une solution unique x = 	(y) 2 V:
2) L�application 	 2 Ck(W;V ):

Le corollaire suivant est un résultat du théorème de Perron-Frobenius, [22].

Dé�nition 1.19 [22] Une matrice A = (aij)1�i;j�n est dite quasi positive si aij � 0;

i 6= j; 1 � i; j � n:

Une matrice A = (aij)1�i;j�n est dite irréductible si pour tout sous ensemble I de

N=f1; 2; ::; ng, il existe i 2 I et j 2 J = NnI tel que aij 6= 0:
On dit que B > A si (B � A) � 0 et (B � A) admet au moins un élément non nul.

Corollaire 1.1 [22] soit �(A) le spectre de la matrice A et S(A) = max fRe�; � 2 �(A)g :
Si A est une matrice quasi positive, alors S(A) 2 �(A) et il existe v > 0 tel que

Av = S(A)v:

Si de plus A est irréductible et B une matrice satisfaisante B > A, alors S(B) > S(A):

Dé�nition 1.20 Soit X et Y deus espaces de Banach.Un opérateur linéaire L : X ! Y

est dit de Fredholm si

i) Le noyau de L, ker(L) est de dimension �nie.

ii) L�image de L; Im(L) est fermée dans Y et de codimension �nie.
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Lemme 1.2 [20] Si L : X ! Y est un opérateur de Fredholm alors il existe X1 un sous

espace fermé de X et W un sous espace fermé de Y tels que:

X = ker(L)�X1

Y = Im(L)�W

Théorème 1.21 (Lax-Milgram) [7] Soit H un espace de Hilbert et soit a une forme

bilinéaire ,continue et coercive sur H �H:

Pour tout ' 2 H 0

; le dual de H;il existe u 2 H unique tel que a(u; v) =< '; v >H
0
;H

;8v 2 H:
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Chapitre 2

Comportement asymptotique d�un

système parabolique modélisant

deux sous populations structurées en

stade

Ce chapitre est le développement de l�article [4]

2.1 Introduction

Dans ce premier chapitre, on s�intéresse à l�étude du comportement asymptotique des

solutions du système suivant:
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8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

@

@t
u� d1�u = �v � eu� cu(u+ v) dans 
� [0; T ]

@

@t
v � d2�v = bu� fv � dv(u+ v) dans 
� [0; T ]

u(0; x) = u0, v(0; x) = v0 dans 


@u

@n
=
@v

@n
= 0 sur @
� [0; T ]

(2.1)

Si la di¤usion est ignorée , ie, d1 = d2 = 0, le théorème de Dulac [24] permet de

savoir si la solution d�une équation di¤érentielle autonome est périodique ou pas, mais si

la di¤usion est présente, l�étude du comportement asymptotique devient di¢cile. Dans

ce cas, on établit le comportement global des trajectoires.

Notre objectif est d�accomplir une étude analytique de (2.1). Deux aspects sont con-

sidérés: L�existence des solutions et leur comportement asymptotique. Il est important

de comprendre sous quelles conditions le système évolue vers une solution stationnaire.

Le système elliptique associé est traité dans les travaux [8],[9],[3] et [2].

Commençons d�abord avec le modèle sans di¤usion en montrant l�existence des solu-

tions et leur comportement, on considère aprés le système (2.1) pour lequel nous allons

établir l�existence globale des solutions positives, la stabilité des solutions stationnaires

et leur bifurcation de la solution triviale. La dernière partie de ce chapitre contient le

résultat principal: Si la solution triviale est instable, alors le système converge vers un

équilibre positif.
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2.2 Analyse du système sans di¤usion

Si le système (2.1) ne dépend pas de x; il s�écrit :

8

>

>

>

<

>

>

>

:

:
u = �v � eu� cu(u+ v)
:
v = bu� fv � dv(u+ v)

u(0) = u0; v(0) = v0

(2.2)

Proposition 2.1 i) Pour tout u0 et v0, le problème de Cauchy (2.2) admet une solution

unique dé�nie sur un intervalle maximal [0; Tmax):si Tmax <1; alors

lim sup ju(t)j
t!Tmax

= lim sup jv(t)j
t!Tmax

=1

ii) Si u0; v0 � 0, alors u(t); v(t) � 0 pour tout t 2 [0; Tmax):
iii) Les solutions u et v sont dé�nies pour tout t � 0:

Preuve: La preuve de i) est classique.(Application directe du théorème 1.2 ).

ii) L�ensemble R2+ = f(u; v) : u � 0; v � 0g est positivement invariant pa rapport au
�ot engendré par la solution. En e¤et, soit

� : R2 ! (R
+
)2 la projection orthogonale sur le cône positif (R

+
)2 de R2:

Soient:

f1(u; v) = �v � eu� cu(u+ v)

f2(u; v) = bu� fv � dv(u+ v)

On a:

f1(�(u; v)) = �v+ � eu+ � cu+(u+ + v+)

f2(�(u; v)) = bu+ � fv+ � dv+(u+ + v+)
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f1 et f2 satisfont:

f1(�(u; v))u
� � 0; f2(�(u; v))v� � 0

Considérons le système modi�é:

8

>

>

>

<

>

>

>

:

:
u = f1(�(u; v))
:
v = f2(�(u; v))

u(0) = u0, v(0) = v0

Multiplions la première équation par u� et intégrons sur (0; t) ; nous avons:

(u�(t))2 � (u�(0))2

Puisque u0 � 0; on déduit que u� = 0:
De même, on obtient v� = 0:

Puisque sur le cône positif, fi(u; v) = fi � �(u; v), i = 1; 2 ; on déduit que la solution

(u; v) de (2.2) est positive.

iii) De (2.2), nous avons:

(u+ v)0 � max(�; b)(u+ v)

Par application de l�inégalité de Gronwall , on obtient

(u+ v)(t) � (u+ v)(0) exp(max(�; b)t);8t 2 [0; Tmax)

Ceci implique que (u; v) est dé�nie sur [0;1[:

2.2.1 Points d�équilibre et Etude de stabilité

Proposition 2.2 Le système (2.2) admet deux équilibres :

a)Si b� < ef , alors (0; 0) est un équilibre unique de (2.2).
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b)Si b� > ef; alors (0; 0) et (u�,v�); avec 0 < u� <
�

c
et 0 < v� <

b

d
; sont deux

équilibres de (2.2).

Preuve: Les équilibres de (2.2) sont solutions du système :

8

<

:

�v � eu� cu(u+ v) = 0

bu� fv � dv(u+ v) = 0
(2.3)

Pour trouver ces équilibres, nous considérons l�intersection des isoclines. A partir des

isoclines des adultes et des juvéniles on trouve :

v =
eu+ cu2

� � cu

et v =
2bu

p

(f + du)2 + 4bdu+ (f + du)

Soient

g(u) =
eu+ cu2

� � cu

h(u) =
2bu

p

(f + du)2 + 4bdu+ (f + du)

Alors les dérivées de g et h sont

g
0

(u) =
(2cu+ e)(� � cu) + c(eu+ cu2)

(� � cu)2
> 0 sur

h

0;
�

c

h

et

h
0

(u) =
2bf
p

(f + du)2 + 4bdu+ 4b2du+ 2bf(f + du)
p

(f + du)2 + 4bdu(
p

(f + du)2 + 4bdu+ f + du)2
> 0 sur [0;1[
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Il est facile d�observer que g est convexe et h est concave avec

g
0

(0) =
e

�
; h0(0) =

b

f

La �gure ci dessus montre Le graphe de g et h si
b

f
>
e

�
:

Ce graphe suggère qu�il ya un seul équilibre non trivial.

Cet équilibre correspond à la valeur:

u� =
�2Cp
�+B

> 0

où

A = �cd� c2f � c2b+ cde

B = �cf + e�d� ecf + de2 + 2cb�

C = �(ef � b�)
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et

� = B2 � 4AC

Nous observons que h et g se rencontrent en un point (u�; h(u�)) = (u�; g(u�)) tel que

0 < u� <
�

c
et 0 < h(u�) <

b

d
:

Remarque 2.1 La matrice Jacobienne du système (2.2) au point (0; 0) prend la forme

J =

0

@

�e �

b �f

1

A

donc (0; 0) est instable si b� > ef: On déduit que l�équilibre positif existe si l�équilibre

(0; 0) est instable.

Proposition 2.3 Si u0 et v0 sont positives, alors

lim sup
t!1

u(t) � K =
max(�; b)

min(c; d)
et lim sup

t!1

v(t) � K =
max(�; b)

min(c; d)

Preuve: Soit

w = u+ v

alors

w0 � max(�; b)w �min(c; d)w2

Les arguments standards de comparaison donnent :

w � z

où z est la solution de l�équation Logistique :

8

<

:

z0 = max(�; b)z �min(c; d)z2

z(0) = w(0)
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Nous savons que

lim sup
t!1

z(t) � K =
max(�; b)

min(c; d)

Cela prouve le résultat désiré.

Nous allons établir que (2.2) n�admet pas des solutions périodiques. Notre méthode

nécessite l�application du critère de Poincaré-Bendixson.Par conséquent, on établit le

comportement global des solutions.

Théorème 2.1 Le système (2.2) n�admet pas des solutions périodiques. De plus, si

b� < ef; alors (u; v) converge vers (0; 0): Si b� > ef , alors (u; v) converge soit vers

l�origine, soit vers (u�,v�):

Preuve: Soient

f(u; v) = �v � eu� cu(u+ v)

g(u; v) = bu� fv � dv(u+ v)

alors la divergence de (f; g) est

div(f; g) =
@f

@u
+
@g

@v
< 0 sur (R+)2

Il suit du critère de Dulac que le système (2.2) n�admet pas des solutions périodiques.

Si b� < ef; le système (2.2) un équilibre unique (0; 0); donc la proposition précédente

et le théorème de Poincaré-Bendixson impliquent que la solution positive du système

(2.2 ) converge vers (0; 0):

Si b� > ef , alors le système (2.2) admet deux équilibres: (0; 0) et (u�,v�), dans ce

cas, la solution converge soit vers (0; 0), soit vers (u�,v�):
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2.3 Modèle avec di¤usion

La recherche de la nourriture par la population est accomplie par des mouvements

aléatoires. Cette dispersion est modélisée par l�opérateur laplacien (noté � ). Ajoutons

la di¤usion au système (2.2), on obtient un système de réaction di¤usion comme (2.1).

2.3.1 Préliminaires

Nous citons d�abord quelques résultats obtenus sur le système suivant:

8

>

>

>

<

>

>

>

:

�d1�u = �v � eu� cu(u+ v) dans 


�d2�v = bu� fv � dv(u+ v) dans 

@u

@n
=
@v

@n
= 0 sur @


(2.4)

et qui seront utilisés dans cette section.

Soit X = C2(
)� C2(
) et Y = C(
)� C(
):On dé�nit L : X ! Y par

L

0

@

u

v

1

A :=

0

@

�d1�u
�d2�v

1

A_

0

@

�v � eu

bu� fv

1

A ;
@u

@n
=
@v

@n
= 0

Théorème 2.2 [8] L�opérateur L admet une valeur propre principale, ie, il

existe �1 2 R et des fonctions u; v >> 0 telles que :

8

>

>

>

<

>

>

>

:

�d1�u� �v + eu = �1u

�d2�v � bu+ fv = �1v
@u

@n
=
@v

@n
= 0

Dans [8], l�existence des solutions positives est exprimée en fonction de la valeur

propre principale �1 :

Théorème 2.3 [8] Le système (2.4) admet une solution positive ssi �1 < 0:

Puisqu� on a pris les coe¢cients constants, il découle de [2] que :
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Théorème 2.4 Si b� > ef , alors (2.4) admet une solution strictement positive unique

dans [0; �
c
]� [0; b

d
]:

On passe maintenant à l�étude de (2.1).

2.3.2 Etude de l�existence de solutions locales de (2.1)

Dans cette section, on s�intéresse à l�existence locale des solutions de (2.1) dans

l�espace de Banach X = C(
)� C(
):

Proposition 2.4 Pour tout (u0; v0) 2 X, il existe Tmax > 0 tel que (2.1) admet une

solution unique dé�nie sur [0; Tmax[:De plus , si Tmax est maximal et Tmax <1; alors

limt!Tmax(ku(t)kC(
) + kv(t)kC(
)) = +1

Preuve: Soit:

A : D(A) � X ! X;AU = (A1u;A2v) = (d1�u; d2�v)

D(A) = D(A1)�D(A2) et

D(Ai) =

�

u 2 C2(
) \ C1(
); Aiu 2 C(
);
@u

@n
= 0 sur @


�

; i = 1; 2

L�opérateurA est le générateur in�nitésimal d�un semi-groupe analytique T (t) = (T1(t); T2(t))

sur X où Ti(t) est engendré par Ai; i = 1; 2; (voir [22]).

La première étape est de convertir le système à une équation intégrale en utilisant la

formule de variation de la constante:

U(t) = T (t)U0 +

t
Z

0

T (t� s)F (U(s))ds (2.5)
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Ici,

U = (u; v); F (U) = (�v � eu� cu(u+ v); bu� fv � dv(u+ v))

Puisque F est localement Lipschitzienne sur X; le théorème 1.8 implique que (2.5)

admet une solution unique dé�nie sur un intervalle maximal [0; Tmax[:En plus, comme F

est continument di¤érentiable sur X et T (t) est analytique, U est une solution classique

de (2.1),(voir le théorème 1.9 et la remarque 1.1).

2.3.3 Positivité de la solution

On montre que (2.1) préserve la positivité.

Proposition 2.5 Si u0; v0 � 0, alors u(t; :); v(t; :) � 0 pour tout t � 0:

Preuve: Soit � : R2 ! (R
+
)2 la projection orthogonale sur le cône positif (R

+
)2 de R2:

Soient

f1(u; v) = �v � eu� cu(u+ v)

f2(u; v) = bu� fv � dv(u+ v)

On a:

f1(�(u; v)) = �v+ � eu+ � cu+(u+ + v+)

f2(�(u; v)) = bu+ � fv+ � dv+(u+ + v+)

f1 et f2 satisfont

f1(�(u; v))u
� � 0; f2(�(u; v))v� � 0

Considérons le système modi�é:
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8

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

:

@

@t
u� d1�u = f1(�(u; v)) dans 
� [0; T ]

@

@t
v � d2�v = f2(�(u; v)) dans 
� [0; T ]

u(0; x) = u0, v(0; x) = v0 dans 

@u

@n
=
@v

@n
= 0 sur @
� [0; T ]

Multiplions la première équation par u� et intégrons sur 
 ; nous avons

�1
2

d

dt

Z




�

�u�
�

�

2
dx� d1

Z




�

�ru�
�

�

2
dx � 0

On déduit que
1

2

d

dt



u�(t)




2

L2(
)
�
Z




(u�)2dz

Puisque u0 � 0; l�inégalité de Gronwall implique que u� = 0:
De même, v� = 0:

Puisque sur le cône positif, fi(u; v) = fi � �(u; v), i = 1; 2; on déduit que la solution

(u; v) de (2.1) est positive.

2.3.4 Etude de l�existence de solutions globales de (2.1)

L�existence globale veut dire que la solution est dé�nie pour tout t � 0: Elle est

établie pour les solutions positives.

Proposition 2.6 La solution (u; v) de (3.1) est dé�nie sur [0;1[:

Preuve: Soit:

f1(u; v) = �v � eu� cu(u+ v)

= (� � cu)v � eu� cu2

alors f1(u; v) � 0 pour u � �
c
et v � 0:

Posons K = max(ku0k1 ;
�

c
):
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Multiplions la première équation dans (2.1) par (u�K)+ et intégrons sur 
 , on obtient:

1

2

d

dt

Z




[(u�K)+]2 dx+ d1

Z




�

�r(u�K)+
�

�

2
dx =

Z




f1(u; v)(u�K)+

donc

1

2

d

dt

Z




[(u�K)+]2 dx �
Z




f1(u; v)(u�K)+

Si u � K; alors (u�K)+ = 0:

Si u � K; alors f1(u; v) � 0 et nous avons de l�inégalité précédente:

Z




[(u(t)�K)+]2 dx �
Z




[(u(0)�K)+]2 dx = 0

donc

(u(t)�K)+ = 0 sur 


On déduit que u(t; x) � K; (t; x) 2 [0; Tmax[�
:
De même, on montre que v(t; x) �M = max(kv0k1 ;

b

d
):

On conclut de la proposition 1.2 que la solution (u(t); v(t)) de (2.1) existe globalement

sur X:

2.3.5 Etude du système stationnaire correspondant à (2.1)

Le système stationnaire correspondant à (2.1) est

8

>

>

>

<

>

>

>

:

�d1�u = �v � eu� cu(u+ v) = f1(u; v) dans 


�d2�v = bu� fv � dv(u+ v) = f2(u; v) dans 

@u

@n
=
@v

@n
= 0 sur @


(2.6)

Nous observons que les équilibres donnés par (2.2) sont aussi des solutions station-

naires de (2.1).
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Proposition 2.7 L�équilibre trivial (0; 0) est instable ssi b� > ef:

Preuve: Le système linéarisé au voisinage de (0; 0) est :

8

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

:

@

@t
u� d1�u = �v � eu dans 
� R+

@

@t
v � d2�v = bu� fv dans 
� R+

u(0; x) = u0;v(0; x) = v0 dans 

@u

@n
=
@v

@n
= 0 sur @
� R+

Soit X = C2(
)� C2(
) et Y = C(
):On dé�nit L : X ! Y par:

L

0

@

u

v

1

A =

0

@

�d1�u
�d2�v

1

A_

0

@

�v � eu

bu� fv

1

A

Le théorème 2.2 implique qu�il existe �1 2 R et des fonctions u; v >> 0 telles que :

8

>

>

>

<

>

>

>

:

�d1�u� �v + eu = �1u

�d2�v � bu+ fv = �1v
@u

@n
=
@v

@n
= 0

(2.7)

Intégrons sur 
 les deux cotés de (2.7), on obtient :

8

>

<

>

:

��
Z




v + e

Z




u = �1

Z




u

�b
Z




u+ f

Z




v = �1

Z




v

Soit � =

Z




u
Z




v

> 0; nous avons donc :

8

<

:

��
�
+ e = �1

�b� + f = �1
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Pour déterminer �1, on résout l�équation algébrique en � > 0 donnée par:

b�2 + (e� f)� � � = 0

Cette équation admet deux solutions:

�1 =
1

2b
((f � e) +

p

(f � e)2 + 4b�)) > 0; �2 =
1

2b
((f � e)�

p

(f � e)2 + 4b�)) < 0

Par un calcul simple, on trouve que :

�1 = �b�1 + f =
2(ef � b�)

p

(f � e)2 + 4b� + (f + e)

donc �1 > 0 ssi ef � b� > 0:

Remarque 2.2 On a prouvé que l�addition de di¤usion n�a pas déstabilisé l�équilibre

trivial de (2.2) .

2.3.6 Etude de bifurcation de solutions de (2.6)

On utilise dans ce qui suit les notations introduites dans la dé�nition 1.19 et le

corollaire 1.1 .

On montre que l�équilibre positif peut émerger de l�équilibre trivial.

Soit:

X =

�

u 2 W 2;p(
);
@u

@n
= 0 sur @


�

; Y = Lp(
) avec p > n

On considère le problème de bifurcation

J(�; (u; v)) = L

0

@

u

v

1

A+ �A

0

@

u

v

1

A+ �G

0

@

u

v

1

A = 0 (2.8)
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où � est un paramètre réel positif et les opérateurs L; A et G sont dé�nis de X �X
vers Y � Y par :

L

0

@

u

v

1

A =

0

@

d1�u

d2�v

1

A

A

0

@

u

v

1

A =

0

@

�v � eu

bu� fv

1

A

et

G

0

@

u

v

1

A =

0

@

�cu(u+ v)

�dv(u+ v)

1

A

Il est clair que (0; �) est une solution triviale de (2.8).Le problème de bifurcation est

de chercher les solutions non triviales de la forme (u(�); v(�); �) qui bifurquent à partir

d�une branche de solutions triviales suivant les valeurs de � :Pour ce faire, on analyse

la structure locale des solutions positives du problème (2.8) au voisinage de � = 0:On

trouve l�équation de bifurcation par la méthode de Lyapunov-Schmidt, [20].

Le noyau de L est donné par

kerL = f(u; v) 2 X �X;L(u; v) = 0g

f(u; v) 2 X �X; (u; v) = (�; �) 2 R2g

Proposition 2.8 DJ(u;v)(0; 0) : X �X ! Y � Y est un opérateur de Fredholm.

Preuve: On a: DJ(u;v)(0; 0)(u; v) := L

0

@

u

v

1

A =

0

@

d1�u

d2�v

1

A :

dim(ker(L)) = 2 <1:

L�image de L est fermée dans Y � Y; voir [14].

Puisque ker(L) � Y � Y , ker(L) et Im(L) sont en somme directe , en e¤et : soit
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(�; �) 2 ker(L) \ Im(L);ceci implique que:

L(�; �) = 0 et il existe (u; v) 2 X �X tel que L(u; v) = (�; �)

donc
8

>

>

>

<

>

>

>

:

d1�u = � dans 


d2�v = � dans 


@u
@n
= @v

@n
= 0; sur @


On intègre sur 
, on trouve que (�; �) = (0; 0):

Proposition 2.9 Les espaces X �X et Y � Y peuvent être décomposés comme suit :

X �X = kerL�X1

et

Y � Y = kerL� Y1

Preuve: Puisque DJ(u;v)(0; 0) : X �X ! Y � Y est un opérateur de Fredholm, donc:

X �X = kerL�X1

et

Y � Y = Im(L)�W

voir le lemme 1.2. ker(L) et Im(L) sont en somme directe, en e¤et: Y � Y = kerL �
Im(L); ie; Y1 = Im(L) et W = kerL:

Soient P et Q les projections orthogonaux sur X1 et Y1 respectivement.

Chaque élément (u; v) 2 X �X admet une décomposition de la forme :

(u; v) = (�; �) + U; (�; �) 2 R2; U = P (u; v) 2 X1
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Il est clair que (2.8) est équivalent à

8

<

:

QLU + �QAU + �QG((�; �) + U ) = 0

A(�; �) + (I �Q)G((�; �) + U ) = 0
(2.9)

Lemme 2.1 L�opérateur QL : X1 ! Y1 est inversible.

Preuve: Soit x =

0

@

u

v

1

A 2 X1 tel que QL

0

@

u

v

1

A = 0, alors L

0

@

u

v

1

A 2 kerL:

Ceci implique qu�il existe (�; �) 2 R2 tel que L

0

@

u

v

1

A = (�; �);

alors
8

>

>

>

<

>

>

>

:

d1�u = � dans 


d2�v = � dans 


@u
@n
= @v

@n
= 0; sur @


(2.10)

Intégrons (2.10) sur 
, on obtient :

(�; �) = (0; 0)

et

L

0

@

u

v

1

A = (0; 0)

ce qui implique que

(u; v) 2 X1 \ kerL = f(0; 0)g

Soit (x1; x2) �xé dans Y1.Par les résultats classiques des équations elliptiques, (voir

[7] ), le système
8

>

>

>

<

>

>

>

:

d1�u = x1

d2�v = x2

@u
@n
= @v

@n
= 0 sur @


(2.11)

admet une solution unique (u; v) 2 X � X; donc (u; v) = (�; �) + U 2 kerL + X1:On
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conclut que U est la solution du système (2.11).

Soit

T (:; (�; �)) : R�X1 ! Y1

T (�; U; (�; �)) = QLU + �QAU + �QG((�; �) + U)

Théorème 2.5 Il existe un voisinage O� de � = 0, un voisinage OU � X1 de U = 0 et

une fonction unique ' : O� ! OU telle que T (�; '(�; (�; �)); (�; �)) = 0;8(�; �) 2 R2:

Preuve: On a T (0; 0; (�; �)) = 0;

La dérivée de T au point � = 0 et U = 0 estDUT (0; 0; (�; �))V = QLV qui est inversible.

En Appliquant le théorème des fonctions implicites, on obtient le résultat désiré.

Utilisons le lemme précédent, le problème de bifurcation (2.8) est équivalent alors à

:

F (�; (�; �)) = A(�; �) + (I �Q)G((�; �) + '(�; (�; �)) = 0

On propose le résultat suivant:

Théorème 2.6 Si b� > ef , alors (2.8) admet une solution positive unique (u(�); v(�))

telle que (u(0); v(0)) = (0; 0):

Preuve: Soit

'(�; (�; �)) = ('1(�; (�; �)); '2(�; (�; �)) )

et

G((�; �) + '(�; (�; �)) =

0

@

�c [ �(� + �) + (2� + �)'1 + '21 + '1'2 + �'2]

�d [ �(� + �) + (2� + �)'2 + '22 + '1'2 + �'1]

1

A

L�équation:

F (0; (�; �)) = 0
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implique que:

A(�; �) +G(�; �) = 0

donc on a deux solutions:

(�; �) = (0; 0) ou (�; �) = (��; ��) avec 0 < �� <
�

c
; 0 < �� <

b

d
; car b� > ef par hypothèse

(voir la proposition 2.2 )

L�opérateur linéaire

D(�;�)F (0; (0; 0))V = AV

est inversible si b��ef > 0 , alors le théorème des fonctions implicites implique l�existence
d�un voisinage O(0;0) � R2 de (0; 0); d�un voisinage O0 � R de 0 et d�une fonction unique
� : O0 ! O(0;0) telle que

F (�; �(�)) = 0

De la même façon :

D(�;�)F (0; (�
�; ��)) =

0

@

�e� 2c�� � c�� � � c��

b� d�� �f � d�� � 2d��

1

A

Soit

M = D(�;�)F (0; (�
�; ��)) =

0

@

�e� 2c�� � c�� � � c��

b� d�� �f � d�� � 2d��

1

A

Puisque (��; ��) est une solution de

8

<

:

��� � e�� � c��(�� + ��) = 0

b�� � f�� � d��(�� + ��) = 0
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elle satisfait alors :
8

<

:

(�e� c��)�� + (� � c��)�� = 0

(b� d��)�� + (�f � d��)�� = 0

Ainsi, (��; ��) est un vecteur propre de la matrice

B =

0

@

(�e� c��) (� � c��)

(b� d��) (�f � d��)

1

A

associé à la valeur propre 0:

Puisque la trace de B est strictement négative, on conclut que B admet deux valeurs

propres, �1 = 0 et �2 < 0:

Nous avons:

� � c�� > 0

b� d�� > 0

Ceci implique que M est irréductible .De plus, M < B: Appliquons le corollaire 1.1, on

trouve que S(M) < S(B) = 0:Il découle que M est inversible.Le théorème des fonctions

implicites implique l�existence d�un voisinage O(��;��) de (�
�; ��), d�un voisinage O0 de 0

et d�une fonction 	 : O0 ! O(��;��) telle que

F (�; 	(�)) = 0:

Les deux solutions positives dé�nies au voisinage de � = 0 sont données par :

(u1(�); v1(�)) = �(�) + '(�; �(�))

et

(u2(�); v2(�)) = 	(�) + '(�; 	(�))

42



La valeur propre principale de L + �A est donnée par Z(�) = 2�(b��ef)p
(f�e)2+4b�+(f+e)

; voir la

proposition 2.7 :

Si � > 0, alors Z(�) > 0, donc les résultats dans [8] et [2] impliquent que (2.8) admet

une solution positive unique (u(�); v(�)):

L�unicité des solutions positives pour � > 0 implique que (u1(�); v1(�)) n�est pas positive.

2.3.7 Comportement asymptotique

Des conditions su¢santes sont obtenues par Pao [17] pour assurer la convergence de la

solution du système d�évolution vers une solution stationnaire comprise entre la sous et

la sur solution.

Puisque les coe¢cients sont constants, le système (2.6) admet une solution unique

dans l�intervalle [0; �
c
]� [0; b

d
]:

Soit ('1; '2) > 0 la fonction propre principale associée à �1 (dé�nie dans le théorème

(2.2)).On utilise la théorie des systèmes quasi monotones introduite dans la section

1.5.pour proposer les résultats suivants:

Proposition 2.10 Si �1 < 0 et la condition initiale (u0; v0) satisfait

�

cmax'1
'1 � u0 �

�

c
;

b

dmax'2
'2 � v0 �

b

d

alors u = (
�

c
;
b

d
) est une sur solution de (2.1). et u = "('1; '2) avec " < min

�

�

cmax'1
;

b

dmax'2

�

est une sous solution de (2.1).

Preuve: On remarque d�abord que si " < min
n

�
cmax'1

; b
dmax'2

o

; alors u � u et u =

(
�

c
;
b

d
) est une sur solution.

Supposons que �1 < 0 et posons (u
1; u2) = ("'1; "'2);on a :
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�d1�u1 � �u2 + eu1 + cu1(u1 + u2)

= "[�d1�'1 + e'1 � �'2] + c"'1["'1 + "'2]

= "�1'1 + c"2'21 + c"2'1'2 < 0

pour " > 0 su¢samment petit (car �1 < 0 et ('1; '2) > 0 ).De même:

�d2�u2 � bu1 + fu2 + du2(u1 + u2)

= "[�d2�'2 � b'1 + f'2] + d"'2["'1 + "'2]

= "�1'2 + d"2'22 + d"2'1'2 < 0

pour " > 0 su¢samment petit, d�où le résultat.

Remarque 2.3 On déduit de la proposition 2.7 que �1 < 0 ssi b� > ef:

Le comportement du système (2.1) est considéré dans le théorème suivant:

Proposition 2.11 Soit ( u(:; u0); v(:; v0)) la solution de (2.1) et (u; v) la solution positive

de (2.6).

a)Supposons que b� > ef:Si la condition initiale (u0; v0) satisfait:

�

cmax'1
'1 � u0 �

�

c
;

b

dmax'2
'2 � v0 �

b

d

alors ( u(t; u0); v(t; v0)) converge vers (u; v) quand t!1:

b)Supposons que b� < ef .Si la condition initiale (u0; v0) satisfait:

0 � u0 �
�

c
; 0 � v0 �

b

d

alors ( u(t; u0); v(t; v0)) converge vers (0; 0) quand t!1:
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Preuve: on distingue deux cas: a) b� > ef et les valeurs initiales véri�ent:

�

cmax'1
'1 � u0 �

�

c
;

b

dmax'2
'2 � v0 �

b

d

Soient:
0

@

u

v

1

A = "

0

@

'1

'2

1

A

avec " tel que:

" < min

�

�

cmax'1
;

b

dmax'2

�

et
0

@

u

v

1

A =

0

@

�
c

b
d

1

A

un système de sous et sur solution de (2.1), respectivement. Puisque le système est

quasi monotone croissant sur < u�; u
� >; avec u� = (u; v); u

� = (u; v); le théorème 1.11

implique que (2.1) admet une solution unique satisfaisant:

0

@

u

v

1

A �

0

@

u(t; u0)

v(t; v0)

1

A �

0

@

u

v

1

A

En particulier, pour un t1 > 0 �xé, nous avons:

0

@

u

v

1

A �

0

@

u(t1; u0)

v(t1; v0)

1

A �

0

@

u

v

1

A

Notons par (U; V ) ,(U; V ) les solutions de (2.1) correspondant respectivement aux fonc-

tions initiales (u; v); (u; v):Dans ce cas, le lemme (1.1) implique que:

0

@

U

V

1

A �

0

@

u(t+ t1; u0)

v(t+ t1; v0)

1

A �

0

@

U

V

1

A
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De plus, le théorème (1.11) implique que les solutions

0

@

U

V

1

A et

0

@

U

V

1

A restent dans le

secteur < u�; u
� > :Il résulte des théorèmes 1.12 et 2.4 que

(u; v) � lim
t!1

(u(t+ t1; u0); v(t+ t1; v0)) � (u; v)

On conclut que

lim
t!1

(u(t; u0); v(t; v0)) = (u; v)

b) b� < ef et les valeurs initiales satisfont:

0 � u0 �
�

c
; 0 � v0 �

b

d

Dans ce cas, le système (2.6) admet seulement la solution triviale (0; 0) et

0

@

u

v

1

A =

0

@

0

0

1

A

est une sous solution de (2.1).

Soit t1 > 0 �xé, de la même façon, nous avons:

0

@

0

0

1

A �

0

@

u(t1; u0)

v(t1; v0)

1

A �

0

@

u

v

1

A

Par les théorèmes 1.11 , 1.12, le lemme 1.1 et le fait que pour �1 > 0 , la solution unique

de (2.6) est (0; 0), on obtient que

lim
t!1

(u(t; u0); v(t; v0)) = (0; 0)
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Chapitre 3

Un modèle dégénéré de réaction

di¤usion avec di¤usion verticale

3.1 Introduction

On considère une population marine qui vit dans un domaine à trois dimensions 
 et

qui se di¤use seulement dans la direction verticale. Le cycle de vie de cette population est

divisé en deux étapes, juvéniles et adultes. Chaque étape est modélisée par un système

de réaction di¤usion -advection .Un modèle similaire a été étudié par Arino [1]. Dans

cet article, les auteurs ont mis des conditions restrictives sur les paramètres physiques

(vitesse, di¤usion verticale) qui rendent le modèle moins adapté à la réalité .

Un modèle plus réaliste mais avec des coe¢cients de di¤usion constants a été étudié

dans le contexte des polluants atmosphériques dans [12] .Dans [19], les auteurs ont prouvé

l�existence globale de la solution du modèle considéré dans [12] avec des coe¢cients de

di¤usion distincts.

Notre approche consiste à formuler le problème sous forme d�un problème de Cauchy

et d�utiliser le théorème de point �xe de Banach pour montrer l�existence et l�unicité des

solutions.
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3.1.1 Le modèle mathématique

Soit D un domaine borné et régulier de R2.La population vit dans un habitat donné

par 
 = D � (0; z�):Les coordonnées verticales sont orientées vers le bas et la surface
de la mer correspond à z = 0: Cette population ne vit pas sous un seuil z = z�; une

région au-dessous de thermocline. Le courant océanique est donné par (w1; w2; w3) et

(u; v) représente la densité de population dans 
: Si on suppose que cette population se

di¤use seulement dans la direction verticale, elle sera modélisée par le système de réaction

di¤usion- advection

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

@

@t
u� d1

@2u

@z2
� w1

@u

@x
� w2

@u

@y
� w3

@u

@z
= �v � eu� cu(u+ v) dans 
� (0; T )

@

@t
v � d2

@2v

@z2
� w1

@v

@x
� w2

@v

@y
� w3

@v

@z
= bu� fv � dv(u+ v) dans 
� (0; T )

@v

@z
=
@u

@z
= 0 pour z = 0; z�

u(0; x; y; z) = u0(x; y; z); v(0; x; y; z) = v0(x; y; z) dans 


(3.1)

3.1.2 Hypothèses

On met les hypothèses suivantes sur la vitesse du courant :

La vitesse horizontale est indépendante de la variable verticale z et on suppose que

w1, w2 : R�D ! R sont continues, et pour t �xé:

w1(t; :); w2(t; :) 2 C1(D)

De plus, on suppose que la vitesse verticale w3 :[0; z
�]! R dépend seulement de la

variable z et elle est continument di¤érentiable sur [0; z�].
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Puisque on n�a pas imposé des conditions bilatérales, on suppose que les données

initiales

(u0; v0) 2 L1(
)� L1(
)

sont à support horizontal compact à l�intérieur de D:

L�opérateur dans (3.1) n�est pas uniformément parabolique. Sous ces hypothèses;

on montre l�existence des solutions de (3.1) par la méthode des caractéristiques. Notre

but sera de montrer l�existence de la solution sur le temps d�observation où son support

n�atteindra pas les bords horizontaux.

3.2 Etude de l�existence de solutions globales de (3.1)

Le problème est résolu sur les lignes caractéristiques. Sur ces lignes, le système est

réduit à une équation parabolique en dimension une.

3.2.1 Changement de variables

On dé�nit les lignes caractéristiques (x(t; x0; y0); y(t; x0; y0)) comme solutions du

problème de Cauchy :

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

dx

dt
= �w1(t; x; y)

dy

dt
= �w2(t; x; y)

x(0) = x0; y(0) = y0

(3.2)

Ici, la condition initiale (x0; y0) appartient au support de (u0; v0).De la théorie des

équations di¤érentielles, ces solutions sont localement dé�nies et C1 par rapport à toutes

les variables. Soit

It = f(x0; y0) : (x(t; x0; y0); y(t; x0; y0)) 2 Dg
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Pour t �xé, on dé�nit l�application 	t : It ! D par:

	t(x0; y0) = (x(t; x0; y0); y(t; x0; y0))

L�application 	t dé�nit un di¤éomorphisme .En e¤et , soit (x; y) �xé dans D; alors il

existe (x0; y0) unique dé�nie par:

(x0; y0) = 	�t(x; y)

Ecrivons la solution (u; v) dans les nouvelles coordonnées (t; x0; y0; z), nous aurons

'1(t; x0; y0; z) = u(t;	t(x0; y0); z)

et

'2(t; x0; y0; z) = v(t;	t(x0; y0); z)

En termes de ('1; '2) , le modèle s�écrit:

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

@

@t
'1 � d1

@2'1
@z2

� w3(z)
@'1
@z

= f1('1; '2) dans (0; z�)

@'2
@t

� d2
@2'2
@z2

� w3(z)
@'2
@z

= f2('1; '2) dans (0; z�)

'1(0; z) = u0(x0; y0; z); '2(0; z) = v0(x0; y0; z) dans (0; z�)

@'1
@z

=
@'2
@z

= 0 pour z = 0; z�

(3.3)

Pour (x0; y0) appartenant au support de (u0; v0); soit:

To = sup ft > 0;	t(x0; y0) 2 Dg

Nous observons que l�opérateur dans (3.3) est uniformément parabolique, cela va nous
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aider à appliquer les résultats classiques concernant les équations paraboliques.

3.2.2 Etude de l�existence de solutions globales de (3.3)

On étudie l�existence des solutions dans l�espace de Banach X = L2(0; z�)� L2(0; z�):

Dé�nissons l�opérateur A : D(A) � X ! X par

A' = (A1'1; A2'2) = (�d1
@2'1
@z2

� w3(z)
@'1
@z

;�d2
@2'2
@z2

� w3(z)
@'2
@z
)

où

D(A) =

�

' 2 H2(0; z�)�H2(0; z�);
@'

@z
= 0; pour z = 0; z�

�

= D(A1)�D(A2)

Proposition 1 Proposition 3.1 �A engendre un semi-groupe analytique S(t) = (S1(t); S2(t))
sur X; où S1; S2 sont engendrés respectivement par �A1; �A2.

Preuve: Puisque �A : D(A) � X ! X est sectoriel sur X; (voir [14] ),alors �A
engendre un semi-groupe analytique S(t) = (S1(t); S2(t)) sur X; où S1(t); S2(t) sont

engendrés respectivement par �A1;�A2:
Considérons maintenant le problème:

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

@

@t
'1 � d1

@2'1
@z2

� w3(z)
@'1
@z

= �'2 � e'1 � ch1(t; x)('1 + '2) dans (0; z�)

@'2
@t

� d2
@2'2

@z2
� w3(z)

@'2
@z

= b'1 � fv � dh2(t; x)('1 + '2) dans (0; z�)

'1(0; z) = u0(x0; y0; z); '2(0; z) = v0(x0; y0; z) dans (0; z�)

@'1
@z

=
@'2
@z

= 0 pour z = 0; z�

(3.4)

51



où T > 0 et (h1; h2) 2 C([0; T ]; L1[0; z�])2:

Proposition 3.2 Le système (3.4) admet une solution classique ('1; '2) 2 C([0; T ]; X)\
C1(]0; T ]; X) \ C(]0; T ]; D(A)):

Preuve: Ecrivons (3.4) sous forme d�un problème de Cauchy

8

<

:

@

@t
'+ A' = F (t; ') sur (0; T )

'(0) = '0

(3.5)

où

' = ('1; '2); A' = (�d1
@2'1
@z2

� w3(z)
@'1
@z

;�d2
@2'2
@z2

� w3(z)
@'2
@z
) et

F (') = (�'2 � e'1 � ch1(t; x)('1 + '2); b'1 � fv � dh2(t; x)('1 + '2))

Puisque A engendre un semi-groupe analytique et F : X ! X est globalement

Lipschitzienne sur X, alors des résultats classiques sur les équations paraboliques semi-

linéaires impliquent que (3.5) admet une solution classique

('1; '2) 2 C([0; T ]; X) \ C1(]0; T ]; X) \ C(]0; T ]; D(A)) ,(voir le théorème 1.7 page 190
dans [18] ).

3.2.3 Positivité de la solution de (3.4)

On montre dans ce qui suit que (3.4) préserve la positivité de la solution.

Proposition 3.3 Si u0; v0 � 0, alors '1 (t; :); '2(t; :) � 0 pour tout t � 0:
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Preuve: On note par (u; v) la solution de (3.4) :Multiplions la première équation de

(3.4) par u� et intégrons sur (0; z�) ; nous avons

�1
2

d

dt

Z z�

0

u�2dx� d1

Z z�

0

(
@u�

@z
)2dz +

Z z�

0

w3
@u�

@z
u�

= �

Z z�

0

vu� + e

Z z�

0

u�2 + c

Z z�

0

h1u
�2 � c

Z z�

0

u�v

Appliquons l�inégalité de Young, nous obtenons :

�1
2

d

dt
ku�(t)k2L2(0;z�) � d1

Z z�

0

(
@u�

@z
)2 + c1�

Z z�

0

(
@u�

@z
)2 +

c1
�

Z z�

0

(u�)2dz

� �

Z z�

0

vu� + e

Z z�

0

u�2 + c

Z z�

0

h1u
�2 � c

Z z�

0

u�v

avec � véri�ant d1 � c1� > 0 et c1 = max[0;z�] jw3(z)j.
Donc

1

2

d

dt
ku�(t)k2L2(0;z�) �

c1
�

Z z�

0

(u�)2 + �

Z z�

0

vu�

+e

Z z�

0

u�2 + c

Z z�

0

h1u
�2 + c

Z z�

0

h1u
�v

Encore une fois, l�inégalité de Young implique que

1

2

d

dt
ku�(t)k2L2(0;z�) � "(� + c kh1k1)

Z z�

0

v2dz)

+
1

"
(� + c kh1k1)

Z z�

0

u�2dz + (e+
c1
�
+ c kh1k1)

Z z�

0

u�2dz
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Si on choisit " su¢samment petit, alors:

1

2

d

dt



u�(t)




2

L2(0;z�)
� 2

"
(� + c kh1k1)

Z z�

0

u�2dz + (e+
c1
�
+ c kh1k1)

Z z�

0

u�2dz

= C

Z z�

0

u�2dz

où C =
2

"
(� + c kh1k1) + (e+

c1
�
+ c kh1k1):

Puisque u0 � 0, l�inégalité de Gronwall implique que u� = 0:
De la même façon, on montre que v� = 0 et donc la solution (u; v) de (3.4) est positive:

3.2.4 Etude de l�existence de solutions globales de (3.4)

Pour établir l�existence globale de la solution de (3.4), on considère le système:

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

@

@t
u� d1

@2u

@z2
� w3

@u

@z
= �v � eu dans (0; z�)� [0; T ]

@

@t
v � d2

@2v

@z2
� w3

@v

@z
= bu� fv dans (0; z�)� [0; T ]

u(0; z) = u0(x0; y0; z); v(0; z) = u0(x0; y0; z) dans (0; z�)

@u

@z
(z; t) =

@v

@z
(z; t) = 0 pour z = 0; z�

(3.6)

Proposition 3.4 Le système (3.6) admet une solution classique unique

(u; v) 2 (C([0; T ]; L2(0; z�))\C1(]0; T ]; L2(0; z�))2, de plus, (u; v) 2 C([0; T ]; L1(0; z�))2:

Preuve: Onmontre l�existence des solutions globales comme dans la proposition (3.2).Les

résultats standards dans [15] (la proposition 1.2 et le théorème 1.1) impliquent que (u; v)
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existe de manière globale sur L1(0; z�)� L1(0; z�) , ie, (u; v) 2 C([0; T ]; L1(0; z�))2:

Proposition 3.5 La solution ('1; '2) 2 C([0; T ]; L1(0; z�))2:

Preuve: Comme ('1; '2) est positive, par les arguments de comparaison , on obtient

('1; '2) � (u; v);donc, ('1; '2) 2 C([0; T ]; L1(0; z�))2:

3.2.5 Etude de l�existence de solutions globales de (3.3)

Soit QT = [0; T ]� [0; z�]; (u; v) 2 L1(QT )� L1(QT ):

Proposition 3.6 Le système (3.3) admet une solution positive ('1; '2) 2 L2(QT ) �
L2(QT ) qui satisfait ('1; '2) � (u; v):

Preuve: Soit

� =
�

0 � (h1; h2) 2 L2(QT )� L2(QT ); (h1; h2) � (u; v)
	

On dé�nit l�application L par

L : L2(QT )� L2(QT )! L2(QT )� L2(QT ); (h1; h2)! ('1; '2); la solution de (3.4):

Montrons que L est une contraction sur� :

Si (h1; h2) 2 �; alors L(h1; h2) = ('1; '2) � (u; v); donc L (h1; h2) 2 �:
Pour (h1; h2) 2 �; (g1; g2) 2 �, soient :

L(h1; h2) = (u1; v1); L(g1; g2) = (u2; v2); (w1; w2) = (u1 � u2; v1 � v2)

et c1 = min
[0;z�]

w3(z)
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(w1; w2) satisfait :

@

@t
w1 � d1

@2w1
@z2

� w3
@w1
@z

= �w2 � ew1 � ch1(u1 + v1) + cg1(u2 + v2)

= �w2 � ew1 � ch1w1 + c(u2 + v1)(g1 � h1)� cg1w2

= (� � cg1)w2 � (ch1 + e)w1 + c(u2 + v1)(g1 � h1)

On multiplie les deux cotés par w1; on intègre sur [0; z
�] et on utilise l�inégalité de Young,

on aboutit à:
1

2

@

@t
kw1k2L2(0;z�) + (d1 � c1�)









@

@z
w1









2

L2(0;z�)

� c1
�
kw1k2L2(0;z�) +

Z z�

0

(� � cg1)w2w1

+

Z z�

0

(ch1 + e)w21 +

Z z�

0

cw1(u2 + v1)(g1 � h1)

� c1
�
kw1k2L2(0;z�) +

(� + c kuk1)
2

(kw1k2L2(0;z�)

+ kw2k2L2(0;z�)) + (e+ c kuk1) kw1k
2
L2(0;z�)

+
c(kuk1 + kvk1)

2
(kw1k2L2(0;z�) + k(g1 � h1)k2L2(0;z�))

= C1 kw1k2L2(0;z�) + C2 kw2k2L2(0;z�) + C3 k(g1 � h1)k2L2(0;z�)

où � > 0 est choisi tel que (d1 � c1�) >0 et

C1 =
c1
�
+
(� + c kuk1)

2
+ (e+ c kuk1) +

c(kuk1 + kvk)1
2

C2 =
(� + c kuk1)

2

C3 =
c(kuk1 + kvk1)

2
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donc

1

2

@

@t
kw1k2L2(0;z�) � C1 kw1k2L2(0;z�) + C2 kw2k2L2(0;z�) + C3 k(g1 � h1)k2L2(0;z�)

Par la même méthode précédente, on trouve aussi que :

1

2

@

@t
kw2k2L2(0;z�) � C4 kw2k2L2(0;z�) + C5 kw1k2L2(0;z�) + C6 k(g2 � h2)k2L2(0;z�)

où

C4 =
c1
�
+
(e+ d kvk1)

2
+ (b+ d kvk1) +

d(kuk1 + kvk)1
2

C5 =
(e+ d kvk1)

2

C6 =
d(kuk1 + kvk1)

2

Ci > 0; i = 1; 6:Donc:

@

@t
(kw1(t)k2L2(0;z�) + kw2(t)k

2
L2(0;z�))

�M1(kw1(t)k2L2(0;z�) + kw2(t)k
2
L2(0;z�))

+M2(k(g1 � h1)(t)k2L2(0;z�) + k(g2 � h2)(t)k2L2(0;z�))

où

M1 = max(C1 + C5; C2 + C4)

M2 = max(C3; C6)
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L�inégalité de Gronwall implique que

kw1(t)k2L2(0;z�) + kw2(t)k
2
L2(0;z�)

� C

Z t

0

(k(g1 � h1)(s)k2L2(0;z�) + k(g2 � h2)(s)k2L2(0;z�))ds

C une constante positive qui dépend de T , (u; v).

La norme

Z T

0

exp(�4Ct) ku(t)k2L2(0;z�) dt est équivalente à la norme usuelle dans
L2(QT ); notons cette norme par kk ; on trouve que

k(w1; w2)k2 = kw1(t)k2 + kw2(t)k2

=

Z T

0

exp(�4Ct)(kw1(t)k2L2(0;z�) + kw2(t)k
2
L2(0;z�))dt

� C

Z T

0

Z t

0

(k(g1 � h1)(s)k2L2(0;z�) + k(g2 � h2)(s)k2L2(0;z�))ds exp(�4Ct)dt

= C

Z T

0

(k(g1 � h1)(s)k2L2(0;z�) + k(g2 � h2)(s)k2L2(0;z�))
Z T

s

exp(�4Ct)dtds

� 1

4

Z T

0

(k(g1 � h1)(s)k2L2(0;z�) + k(g2 � h2)(s)k2L2(0;z�)) exp(�4Cs)ds

=
1

4
k(g1; g2); (h1; h2)k2

Donc L est une contraction par rapport à kk ; par conséquent, il admet un point �xe
unique dans � qui est la solution unique de (3.3).

On en déduit le résultat suivant:
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3.2.6 Etude de l�existence de solutions de (3.1)

Proposition 3.7 Pour tout (x0; y0) dans le support de (u0; v0) , (3.1) admet une solution

positive (u; v) dé�nie sur le temps maximal d�observation [0; To] où son support reste à

l�intérieur de D:

Preuve: Il su¢t de voir que pour t 2 [0; To] , (x; y) 2 D et z 2 [0; z�];
(u(t; x; y; z); v(t; x; y; z)) = ('1(t; 	(�t; x; y); z); '2(t;	(�t; x; y); z)); donc l� existence
globale et la positivité de (u; v) résulte de l�existence globale et la positivité de ('1; '2):
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Chapitre 4

Un modèle dégénéré de réaction

di¤usion avec multi couches

Ce chapitre est le développement de l�article [5]

4.1 Introduction

On considère une population marine vivante dans un environnement composé de

n couches. Le cycle de vie de cette population est divisé en deux étapes: adultes et

juvéniles. Chaque étape est modélisée par une équation de réaction, di¤usion-advection.

Ainsi, nous avons un système non linéaire d�équations aux dérivées partielles avec n

couches. Ces couches sont arrangées selon la température d�habitat. Dans [6], l�auteur

a proposé un système multi couches pour résoudre le cas général du problème introduit

dans [1].

Pour notre modèle, on prend en compte deux caractéristiques :

-Les coe¢cients de di¤usion dépendent de l�âge de la population et de la profondeur de

L�océan.

-La vitesse du �ux change selon les couches.

Notre approche consiste à formuler le modèle sous forme d�un problème de Cauchy et
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d�utiliser la théorie des opérateurs m-accrétifs comme dans [10] .

4.1.1 Le modèle mathématique.

Soit D un ouvert borné et régulier de R2; la population vit dans un habitat donné par


 = [i=ni=1D � (zi�1; zi):

La coordonnée verticale est orientée vers le bas et la surface de la mer correspond à

z = 0:Le mouvement aléatoire dépend de la profondeur de l�océan et la population des

poissons ne vit pas sous un seuil z = z�; une région au-dessous de thermocline.

Soit

(0; z�) = [i=ni=1 (zi�1; zi):

Le courant océanique est donné par (wi1; w
i
2; w

i
3) et (u

i; vi) représente la densité de la

population dans 
i = (zi�1; zi) �D où ui,vi sont respectivement la densité des adultes

et des juvéniles dans 
i:

Pour 1 � i � n , on considère le système suivant:

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

@

@t
ui � di1

@2ui

@z2
� wi1

@ui

@x
� wi2

@ui

@y
� wi3

@ui

@z
= �vi � eui � cui(ui + vi); dans 
i � (0; T )

@

@t
vi � di2

@2vi

@z2
� wi1

@vi

@x
� wi2

@vi

@y
� wi3

@vi

@z
= bui � fvi � dvi(ui + vi); dans
i � (0; T )
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Sur l�interface entre les couches, nous avons:

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

di1
@ui

@z
(t; x; y; zi) = di+11

@ui+1

@z
(t; x; y; zi)

di2
@vi

@z
(t; x; y; zi) = di+12

@vi+1

@z
(t; x; y; zi)

ui(t; x; y; zi) = ui+1(t; x; y; zi)

vi(t; x; y; zi) = vi+1(t; x; y; zi)

1 � i � n� 1

en même temps avec une condition de Neumann sur le bord

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

@u1

@z
(t; x; y; 0) =

@un

@z
(t; x; y; z�) = 0

@v1

@z
(t; x; y; 0) =

@vn

@z
(t; x; y; z�) = 0

Puisque la di¤usion prend place seulement dans la direction verticale, le système au

dessus est dégénéré.

Désormais, on considère le système plus général suivant :
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8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

@

@t
ui � di1

@2ui

@z2
� wi1

@ui

@x
� wi2

@ui

@y
� wi3

@ui

@z
= f1(u

i; vi); dans 
i � (0; T ) ; 1 � i � n

@

@t
vi � di2

@2vi

@z2
� wi1

@vi

@x
� wi2

@vi

@y
� wi3

@vi

@z
= f2(u

i; vi); dans 
i � (0; T ); 1 � i � n

@u1

@z
(t; x; y; 0) =

@un

@z
(t; x; y; z�) = 0

@v1

@z
(t; x; y; 0) =

@vn

@z
(t; x; y; z�) = 0

di1
@ui

@z
(t; x; y; zi) = di+11

@ui+1

@z
(t; x; y; zi); 1 � i � n� 1

di2
@vi

@z
(t; x; y; zi) = di+12

@vi+1

@z
(t; x; y; zi); 1 � i � n� 1

ui(t; x; y; zi) = ui+1(t; x; y; zi); v
i(t; x; y; zi) = vi+1(t; x; y; zi); 1 � i � n� 1

ui(0; x; y; z) = ui0(x; y; z); v
i(0; x; y; z) = vi0(x; y; z); dans 
i

(4.1)

où on supposes que la nonlinéarité ( f1; f2) véri�e les conditions ci dessous.Notre but

est d�étudier le système général (4.1).

4.1.2 Hypothèses

� Dans tout ce chapitre, on suppose que la non linéarité (f1; f2) : R2 ! R
2 est

continument di¤érentiable.

� Pour préserver la positivité de la solution, on suppose que f est quasi-positive, ce
qui veut dire :
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8v 2 R+; f1(0; v) � 0 (4.2)

8u 2 R+; f2(u; 0) � 0

� Pour éviter l�explosion de la solution, on suppose que la non linéarité est au plus
linéaire dans le quadrant positif, ceci implique qu�il existe des constantes positives

ai; bi telles que

8(u; v) 2 R2+: fi(u; v) � aiu+ biv; i = 1; 2 (4.3)

� On met les hypothèses suivantes sur la vitesse du courant:

Dans chaque couche, la vitesse horizontale est indépendante de la variable verticale

z, pour 1 � i � n , on suppose que wi1,w
i
2 : R�D ! R sont continues et pour t �xé :

wi1(t; :); wi2(t; :) 2 C1(D)

De plus, pour chaque i, on suppose que la vitesse verticale wi3 : [zi�1; zi]! R dépend

seulement de la variable z et qu�elle est continument di¤érentiable sur [zi�1; zi].

Puisque on n�a pas mis des conditions bilatérales, on suppose que les données initiales

(ui0; v
i
0) 2 C(
i)� C(
i) sont à support horizontal compact à l�intérieur de D:

On commence par prouver l�existence locale, puis la positivité de la solution et on

montre par la suite l�existence globale de la solution. La sous section 4.2.5 contient

le résultat principal de ce chapitre. Nous utilisons pour cela quelques propriétés des

opérateurs quasi m� accrétifs données dans la section 1.6 .
Le problème est résolu sur les lignes caractéristiques. Sur ces lignes, le système est

réduit à une équation parabolique en dimension une.
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4.2 Etude de l�existence de solutions de (4.1)

4.2.1 Changement de variables

Pour chaque couche (zi�1; zi); on dé�nit les caractéristiques (x
i(t; x0; y0); y

i(t; x0; y0))

comme solutions du problème de Cauchy:

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

dxi

dt
= �wi1(t; xi; yi)

dyi

dt
= �wi2(t; xi; yi)

xi(0) = x0; y
i(0) = y0

Ici, (x0; y0) appartient au support de (u
i
0; v

i
0) .De la théorie des équations di¤érentielles,

ces solutions sont localement dé�nies et C1 par rapport à toutes les variables. Soit

It =
�

(x0; y0) : (x
i(t; x0; y0); y

i(t; x0; y0)) 2 D
	

Pour chaque i, et pour t �xé, on dé�nit l�application 	i : It ! D par

	it(x0; y0) = (x
i; yi):

L�application 	it dé�nit un di¤éomorphisme :

En e¤et, soit (xi; yi) �xé dans D; alors il existe (x0; y0) unique dé�nie par

(x0; y0) = 	
i
�t(x

i; yi)

Ecrivons la solution (ui; vi) dans les nouvelles coordonnées (t; x0; y0; z), nous avons

'i1(t; x0; y0; z) = ui(t;	it(x0; y0); z)

et

'i2(t; x0; y0; z) = vi(t;	it(x0; y0); z)
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En termes de 'i1; '
i
2, le modèle s�écrit:

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

@

@t
'i1 � di1

@2'i1
@z2

� wi3
@'i1
@z

= f1('
i
1; '

i
2); dans (zi�1; zi); 1 � i � n

@

@t
'i2 � di2

@2'i2
@z2

� wi3
@'i2
@z

= f2('
i
1; '

i
2); dans (zi�1; zi); 1 � i � n

@'1k
@z
(t; 0) =

@'nk
@z
(t; z�) = 0; pour z = 0; z�; k = 1; 2

dik
@'ik
@z
(t; zi) = di+1k

@'i+1k

@z
(t; zi); 1 � i � n� 1; k = 1; 2

'ik(t; zi) = 'i+1k (t; zi); k = 1; 2; 1 � i � n� 1

'i1(0; z) = ui0(x0; y0; z); '
i
2(0; z) = vi0(x0; y0; z)

(4.4)

Nous avons besoin de dé�nir les fonctions suivantes, pour k = 1; 2 :

'k =

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

'1k dans (z0; z1)

'2k dans (z1; z2)

:::

'nk dans (zn�1; zn)

Pour les données initiales, nous avons

'01 =

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

u10 dans (z0; z1)

u20 dans (z1; z2)

:::

un0 dans (zn�1; zn)
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et

'02 =

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

v10 dans (z0; z1)

v20 dans (z1; z2)

:::

vn0 dans (zn�1; zn)

Pour k = 1; 2, soit

dk =

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

d1k dans (z0; z1)

d2k dans (z1; z2)

:::

dnk dans (zn�1; zn)

De même, w3 est dé�nie par

w3 =

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

w13 dans (z0; z1)

w23 dans (z1; z2)

:::

wn3 dans (zn�1; zn)

Le système (4.4) se réécrit donc:

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

@

@t
'1 �

@

@z
(d1(z)

@'1
@z
)� w3

@'1
@z

= f1('1; '2) dans (0; z
�)� (0; T )

@

@t
'2 �

@

@z
(d2(z)

@'2
@z
)� w3

@'2
@z

= f2('1; '2); dans (0; z
�)� (0; T )

'1(0; z) = '01(z); '
2(0; z) = '20(z)

@'1
@z

=
@'2
@z

= 0; pour z = 0; z�

(4.5)
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Pour (x0; y0) appartenant au support de (u
i
0; v

i
0); soit:

T io = sup
�

t > 0;	it(x0; y0) 2 D
	

Alors, on dé�nit le temps d�observation par:

To = min
1�i�n

T io

4.2.2 Formulation du problème de Cauchy

Soit

Y = L2(0; z�)� L2(0; z�)

Pour transformer (4.5) en un problème de Cauchy, on dé�nit l�opérateur

A : D(A) � Y ! Y par

A('1; '2) = (A1'1; A2'2) = (�
@

@z
(d1(z)

@'1
@z
)� w3

@'1
@z

;� @

@z
(d2(z)

@'2
@z
)� w3

@'2
@z
)

où

D(A) =

�

' 2 Y \ (H2(zi�1; zi))
2; A' 2 Y; @'

@z
= 0 pour z = 0; z�

�

= D(A1)�D(A2)

Soient ' = ('1; '2) et F (') = (f1('1; '2); f2('1; '2)):Nous sommes conduits au prob-

lème de Cauchy suivant:

8

<

:

@

@t
'+ A' = F (')

'(0) = '0

(4.6)

68



Il est commode de travailler dans le cadre des fonctions continues. Soit

X = C[0; z�]� C[0; z�]

Soit C([0; �]; X) l�ensemble des fonctions continues ' dé�nies sur 0 � t � �; qui

prennent leurs valeurs dans X: Avec cette notation, on dit que ' 2 C([0; �]; X) est une

solution faible de (4.6) , si pour 0 � t � �, on a:

'(t) = S(t)'0 +

Z t

0

S(t� s)F ('(s))ds; 0 � t � �

où S(t) est le semi-groupe engendré sur X par A:

On accomplit dans ce qui suit une étude analytique de (4.6) en utilisant la théorie

des opérateurs m-accrétifs introduite dans la section 1.6.

Proposition 4.1 L�opérateur A est quasi accrétif sur Y:

Preuve: On note par (:; :) le produit scalaire dans L2 .On montre qu�il existe � > 0 tel

que

(�u+ A1u; u)L2(0;z�) � 0;8u 2 D(A1)

En e¤et, soit

c1 = min di; 1 � i � n

alors

(�u+ A1u; u)L2(0;z�) =

Z z�

0

�

�u2 + d1(z)(
@u

@z
)2 � w3(z)

@u

@z
u

�

dz

� �

Z z�

0

u2dz + c1

Z z�

0

(
@u

@z
)2dz �

Z z�

0

w3(z)
@u

@z
u dz

L�inégalité de Young donne:

69



Z z�

0

w3(z)
@u

@z
u dz � kw3k1 (�

Z z�

0

(
@u

@z
)2dz +

1

�

Z z�

0

u2dz)

pour un certain � > 0:

On aboutit ainsi à

(�u+ A1u; u)L2(0;z�) � �

Z z�

0

u2dz + c1

Z z�

0

(
@u

@z
)2dz � kw3k1 (�

Z z�

0

(
@u

@z
)2dz +

1

�

Z z�

0

u2dz)

= (�� kw3k1 =�)
Z z�

0

u2dz + (c1 � kw3k1 �)
Z z�

0

(
@u

@z
)2dz � 0

où � et � véri�ent:

(�� kw3k1 =�) > 0; (c1 � kw3k1 �) > 0

De même, nous avons:

(�u+ A2u; u)L2(0;z�) � 0;8u 2 D(A2)

On conclut qu�il existe � > 0 tel que :

(�'+ A';')Y � 0;8' 2 D(A)

par conséquent, A est quasi- accrétif.

Pour montrer que A est quasi m -accrétif sur Y , on a besoin de montrer que l�image

de (�I + A) est Y; c�est ce que nous démontrons dans le résultat suivant:

Proposition 4.2 L�opérateur A est quasi m -accrétif sur Y:

Preuve: Il existe � > 0 tel que pour tout f 2 L2(0; z�); il existe u 2 D(A1) tel que

�u+ A1u = f

70



En e¤et, pour u; v 2 H1(0; z�), soit

a(u; v) = �

Z z�

0

uvdz +

Z z�

0

d1(z)
@u

@z

@v

@z
dz �

Z z�

0

w3(z)
@u

@z
vdz

l(v) =

Z z�

0

fvdz

Il est facile de monter qu�il existe c > 0 :

ja(u; v)j � c kukH1(0;z�) kvkH1(0;z�)

et

jl(v)j � c kvkH1

De plus:

a(u; u) = (�u+ A1u; u)L2(0;z�)

� (�� kw3k1 =�)
Z z�

0

u2dz + (c1 � kw3k1 �)
Z z�

0

(
@u

@z
)2dz

� c kuk2H1(0;z�)

où � et � véri�ent:

(�� kw3k1 =�) > 0; (c1 � kw3k1 �) > 0

La forme bilinéaire a est alors coercive et le théorème de Lax- Milgram implique que

l�équation a(u; v) = l(v) admet une solution unique u 2 H1(0; z�):

Il reste à véri�er que

�u+ A1u = f

En e¤et, soit v 2 H1(0; z�), on obtient

Z z�

0

d1(z)
@u

@z

@v

@z
dz = ��

Z z�

0

uvdz +

Z z�

0

w3(z)
@u

@z
vdz +

Z z�

0

fvdz; (4.7)
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En particulier, pour tout v 2 C1c (0; z�) :

�

�

�

�

Z z�

0

d1(z)
@u

@z

@v

@z
dz

�

�

�

�

� �

Z z�

0

juvj dz +
Z z�

0

�

�

�

�

w3(z)
@u

@z
v

�

�

�

�

dz +

Z z�

0

jfvj dz

L�inégalité de Hölder donne

�

�

�

�

Z z�

0

d1(z)
@u

@z

@v

@z
dz

�

�

�

�

� c kvkL2(0;z�)

Un résultat classique (voir [7], page 124) implique que

d1(z)
@u

@z
2 H1(0; z�):

Maintenant, en choisissant v 2 C1c (zi�1; zi);dans (4.7),1 � i � n , on obtient

Z zi

zi�1

di1
@u

@z

@v

@z
dz = ��

Z zi

zi�1

uvdz +

Z zi

zi�1

w3(z)
@u

@z
vdz +

Z zi

zi�1

fvdz

donc
�

�

�

�

Z zi

zi�1

@u

@z

@v

@z
dz

�

�

�

�

� c kvkL2(zi�1;zi) ; 1 � i � n

D�où :
@u

@z
2 H1(zi�1; zi)

ie, u 2 H2(zi�1; zi); 1 � i � n:On conclut que u 2 D(A):
Puisque

d1(z)
@u

@z
2 H1(0; z�)

et

u 2 H2(zi�1; zi);

alors

u 2 C1[zi�1; zi]; 1 � i � n;

Intégrons par partie (4.7), on remarque que pour tout v 2 H1(0; z�) :
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�
Z z�

0

@

@z
(d1(z)

@u

@z
)vdz+dn1

@u

@z
(z�)v(z�)�d11

@u

@z
(0)v(0) = ��

Z z�

0

uv+

Z z�

0

w3(z)
@u

@z
v+

Z z�

0

fv

(4.8)

En particulier, pour tout v 2 H1
0 (0; z

�), on obtient:

�
Z z�

0

(
@

@z
(d1(z)

@u

@z
) + �u� w3(z)

@u

@z
� f )vdz = 0

donc

� @

@z
(d1(z)

@u

@z
) + �u� w3(z)

@u

@z
� f = 0

Par (4.8), il résulte que pour tout v 2 H1(0; z�)

dn1
@u

@z
(z�)v(z�)� d11

@u

@z
(0)v(0) = 0 (4.9)

Maintenant, on choisit v1(z) = exp(z) et v2(z) =
1

exp(z)
respectivement dans (4.9), on

obtient
@u

@z
(z�) =

@u

@z
(0) = 0

On conclut que u satisfait

8

>

<

>

:

�u� @

@z
(d1(z)

@u

@z
)� w3(z)

@u

@z
= f

@u

@z
(z�) =

@u

@z
(0) = 0

alors

u 2 D(A1),�u+ A1u = f

De même, on montre que A2 est quasi m� accrétif.
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Puisque A est quasi m- accrétif sur Y , alors -A engendre un semi-groupe S(t) sur Y

avec kS(t)kY � ewt:Ici, S(t) = (S1(t); S2(t)) sur Y; où S1(t); S2(t) sont des semi-groupes

engendrés respectivement par �A1;�A2. La solution faible du système:

8

<

:

@

@t
'+ A' = 0

'(0) = '0

est donnée par:

('1; '2) = S(t)'0:

Dans le lemme suivant, on montre que la restriction de A sur X engendre un C0

semi-groupe sur X:

Lemme 4.1 Soit Ac = AnX ,c�est à dire la restriction de A sur

D(Ac) = fu 2 D(A) \X;Au 2 Xg

Alors

a)Ac engendre un C0 semi-groupe Sc(t) sur X:

b)Pour tout '0 2 X; la solution faible S(t)'0 2 C([0;1[; X):

Preuve: a)Nous avons

A('1; '2) = (A1'1; A2'2) = (�
@

@z
(d1(z)

@'1
@z
)� w3

@'1
@z

;� @

@z
(d2(z)

@'2
@z
)� w3

@'2
@z
)

D(A) =

�

' 2 Y \ (H2(zi�1; zi))
2; A' 2 Y; @'

@z
= 0 pour z = 0; z�

�

= D(A1)�D(A2)
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Pour u; v 2 H1(0; z�) et � 2 R+, soit

a(u; v) = �

Z z�

0

uvdz +

Z z�

0

d1(z)
@u

@z

@v

@z
dz �

Z z�

0

w3(z)
@u

@z
vdz

et pour f 2 L2(0; z�)

l(v) =

Z z�

0

fvdz

D�abord, on a¢rme que

D(A1) = D(A2) =
�

u 2 H1(0; z�); il existe f 2 L2(0; z�) tq a(u; v) = l(v)
	

En e¤et, si

a(u; v) = l(v); alors u 2 D(A1) et �u+ A1u = f

Ceci découle de la preuve de la proposition 4.2.

Maintenant, si

u 2 D(A1); alors u 2 L2(0; z�); Au 2 L2(0; z�) et
@u

@z
= 0 pour z = 0 et z = z�

Soit

�u+ Au = f 2 L2(0; z�) pour u 2 D(A1)

On multiplie par v 2 H1(0; z�) et on intègre sur (0; z�) , on trouve que:

a(u; v) = l(v)

Par la remarque 1.2 et le théorème 1.15 on obtient le résultat désiré. On argumente de

la même façon pour D(A2):

b)Ce résultat découle directement du théorème 1.15.

Nous sommes maintenant prêts pour prouver l�existence locale de solutions de (4.5).
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Proposition 4.3 Il existe Tmax > 0 tel que pour toute donnée initiale (u0; v0) 2 D(Ac);
Le problème (4.6) admet une solution classique ('1; '2) où

('1; '2) 2 (C([0; Tmax[; X) \ C(]0; Tmax[; D(Ac)) \ C1(]0; Tmax[; X)):

De plus, si Tmax <1; alors:

lim
t!Tmax

k('1; '2)kX = +1

Preuve: Ce résultat devient maintenant classique, en e¤et :La première étape est de

convertir le système à une équation intégrale en utilisant la formule de variation de la

constante:

'(t) = Sc(t)'0 +

Z t

0

Sc(t� s)F ('(s))ds

Puisque F : X ! X est continument di¤érentiable, on peut monter l�existence d�une

solution faible dé�nie sur un intervalle maximal [0; Tmax[:Les hypothèses sur '0 et F

impliquent que cette solution existe au sens classique, (voir théorème 1.9 ):

4.2.3 Analyse de positivité de la solution de (4.5)

Le résultat que nous proposons dans ce qui suit montre que le système (4.5) préserve la

positivité.

Proposition 4.4 Si ('01; '
0
2) est positive, alors ('1(t; :); '2(t; :)) est positive.

Preuve: Soit � : R2 ! (R
+
)2 la projection orthogonale sur le cône positif (R

+
)2 de

R
2:On note par (u; v) la solution de (4.5).De (4.2) , il suit que

f1(�(u; v))u
� � 0; f2(�(u; v))v� � 0
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Considérons le système modi�é

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

@

@t
u� @

@z
(d1(z)

@u

@z
)� w3

@u

@z
= f1(�(u; v)); sur (0; z

�)� (0; Tmax)

@

@t
v � @

@z
(d2(z)

@v

@z
)� w3

@v

@z
= f2(�(u; v)); sur (0; z

�)� (0; Tmax)

u(0; z) = u0(z); v(0; z) = v0(z); sur (0; z
�)

@u

@z
=
@v

@z
= 0; pour z = 0; z�

(4.10)

Multiplions la première équation de (4.10) par u� et intégrons sur (0; z�) ; nous avons:

�1
2

d

dt



u�(t)




2

L2(0;z�)
�
Z z�

0

d1(z)(
@u�

@z
)2dz +

Z z�

0

w3
@u�

@z
u�dz � 0;

Cela implique que:

�1
2

d

dt



u�(t)




2

L2(0;z�)
�
Z z�

0

d1(z)(
@u�

@z
)2dz � �c1

Z z�

0

�

�

�

�

@u�

@z
u�
�

�

�

�

dz;

où c1 = max[0;z�] jw3(z)j :
Par l�inégalité de Young, nous avons que:

Z z�

0

�

�

�

�

@u�

@z
u�
�

�

�

�

dz �
Z z�

0

(�(
@u�

@z
)2 +

1

�
(u�)2)dz

donc

�1
2

d

dt



u�(t)




2

L2(0;z�)
�
Z z�

0

d1(z)(
@u�

@z
)2dz � �c1�

Z z�

0

(
@u�

@z
)2dz � c1

1

�

Z z�

0

(u�)2dz
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et

1

2

d

dt



u�(t)




2

L2(0;z�)
+

Z z�

0

d1(z)(
@u�

@z
)2dz � c1�

Z z�

0

(
@u�

@z
)2dz � c1

1

�

Z z�

0

(u�)2dz � 0

Par conséquent

1

2

d

dt



u�(t)




2

L2(0;z�)
+

Z z�

0

(d1(z)� c1�)(
@u�

@z
)2dz + (c2 �

c1
�
)

Z z�

0

(u�)2dz � c2

Z z�

0

(u�)2dz

avec c2 et � véri�ant

min
[0;z�]

d1(z)� c1� > 0; c2 �
c1
�
> 0

On déduit que
1

2

d

dt



u�(t)




2

L2(0;z�)
� c2

Z z�

0

(u�)2dz

Puisque '01 � 0; l�inégalité de Gronwall implique que u� = 0:
De même, v� = 0:

Puisque sur le cône positif, fi(u; v) = fi ��(u; v), on déduit que la solution (u; v) de (4.5)
est positive.

4.2.4 Etude de l�existence de solutions globales de (4.5)

L�existence globale (la norme de la solution dans L2 n�explose pas dans un temps �ni )

est établie pour les solutions positives :

Proposition 4.5 Soit (u; v) la solution de (4.5), alors :

pour tout t 2 (0; Tmax); ku(t)kL2(0;z�) + kv(t)k
L2(0;z�)

� c exp(t):

Preuve: De (4.3), il existe L > 0 tel que fk(u; v) � L(u+ v + 1); k = 1; 2:
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Soit Qt = [0; t]� (0; z�); t 2 (0; Tmax) et (u; v) la solution de

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

@

@t
u� @

@z
(d1(z)

@u

@z
)� w3

@u

@z
= L(u+ v + 1) dans (0; z�)� (0; t)

@

@t
v � @

@z
(d2(z)

@v

@z
)� w3

@v

@z
= L(u+ v + 1) dans (0; z�)� (0; t)

u(0; z) = v0; v(0; z) = v0 dans (0; z�)

@u

@z
=
@v

@z
= 0; pour z = 0; z�

avec v0 � u0; v0 � v0:

Puisque f1(u; v) � L(u + v + 1); f2(u; v) � L(u + v + 1), alors (w1; w2)=(u; v) � (u; v)
satisfait:

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

@

@t
w1 �

@

@z
(d1(z)

@w1
@z
)� w3

@w1
@z

� 0 dans (0; z�)� (0; t)

@

@t
w2 �

@

@z
(d2(z)

@w2
@z
)� w3

@w2
@z

� 0 dans (0; z�)� (0; t)

w1(0; z) � 0; w2(0; z) � 0 dans (0; z�)

@w1
@z

=
@w2
@z

= 0 pour (0; z�)

On montre que (w1; w2) est positive par le même argument donné pour montrer la posi-

tivité de la solution de (4.5).

Sous les hypothèses du théorème page 143 dans [13], nous avons l�estimation

8t 2 (0; Tmax); ku(t)kL2(0;z�) � c+

Z t

0

k(u+ v)(s)kL2(0;z�) ds

8t 2 (0; Tmax); kv(t)kL2(0;z�) � c+

Z t

0

k(u+ v)(s)kL2(0;z�) ds
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donc pour tout t 2 (0; Tmax) :

ku(t)kL2(0;z�) + kv(t)k
L2(0;z�)

� ku(t)kL2(0;z�) + kv(t)kL2(0;z�)

� c+

Z t

0

(ku(s)kL2(0;z�) + kv(s)kL2(0;z�))ds

L�inégalité de Gronwall implique que pour tout t 2 (0; Tmax)

ku(t)kL2(0;z�) + kv(t)k
L2(0;z�)

� c exp(t)

4.2.5 Etude de l�existence de solutions des problèmes (4.4) et(4.1)

Soit (x0; y0) dans le support de (u
i
0; v

i
0); alors:

Proposition 4.6 Supposons que ('01; '
0
2) 2 D(A): Le système (4.4) admet une solution

positive unique ('1; '2) telle que pour 1 � i � n

�

'i1; '
i
2

�

2 C([0; To]; H2(zi�1; zi)) \ C1(]0; To]; L2(zi�1; zi))

Preuve: Soit ('1; '2) la solution du système suivant:
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8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

@

@t
'1 �

@

@z
(d1(z)

@'1
@z
)� w3

@'1
@z

= f1('1; '2) dans (0; z�)� (0; T0]

@

@t
'2 �

@

@z
(d2(z)

@'2
@z
)� w3

@'2
@z

= f2('1; '2) dans (0; z�)� (0; T0]

'1(0; z) = '01(z); '
2(0; z) = '20(z)

@'1
@z

=
@'2
@z

= 0; pour z = 0; z�

(4.11)

Soit  2 C1c (0; z�).Nous avons:

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

Z z�

0

(
@

@t
'1 �

@

@z
(d1(z)

@'1
@z
)� w3(z)

@'1
@z
) dz =

Z z�

0

f1('1; '2) dz

Z z�

0

(
@'2
@t

� @

@z
(d2(z)

@'2
@z
)� w3

@'2
@z
) dz =

Z z�

0

f2('1; '2) dz

Donc

i=n
X

i=1

Z zi

zi�1

(
@

@t
'1 �

@

@z
(d1(z)

@'1
@z
)� w3(z)

@'1
@z
) =

i=n
X

i=1

Z zi

zi�1

f1('1; '2) 

i=n
X

i=1

Z zi

zi�1

(
@'2
@t

� @

@z
(d2(z)

@'2
@z
)� w3

@'2
@z
) =

i=n
X

i=1

Z zi

zi�1

f2('1; '2) 

Pour  2 C1c (zi�1; zi); 1 � i � n; on trouve que:

Z zi

zi�1

(
@

@t
'i1 � di1

@2'i1
@z2

� w3
@'i1
@z
) dz =

Z zi

zi�1

f1('
i
1; '

i
2) dz; 1 � i � n;

Z zi

zi�1

(
@'i2
@t

� di2
@2'i2
@z2

� w3
@'i2
@z
) dz =

Z zi

zi�1

f2('
i
1; '

i
2) dz; 1 � i � n
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Pour 1 � i � n; et au sens de distribution, on trouve que:

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

@

@t
'i1 � di1

@2'i1
@z2

� w3(z)
@'i1
@z

= f1('
i
1; '

i
2)

@

@t
'i2 � di2

@2'i2
@z2

� w3
@'i2
@z

= f2('
i
1; '

i
2)

Les conditions de transmission entre les couches donnent:

@'1k
@z
(t; 0) =

@'nk
@z
(t; z�) = 0; k = 1; 2:

Puisque ('1; '2) est continue alors:

'ik(t; zi) = 'i+1k (t; zi); k = 1; 2; 1 � i � n� 1

Pour  2 H1(0; z�), nous avons:

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

Z zi

0

(
@

@t
'1 �

@

@z
(d1(z)

@'1
@z
)� w3(z)

@'1
@z
) dz =

Z zi

0

f1('1; '2) dz

Z z�

zi

(
@'1
@t

� @

@z
(d2(z)

@'1
@z
)� w3

@'1
@z
) dz =

Z z�

zi

f1('1; '2) dz

L�intégration par partie donne:

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

Z zi

0

(
@'1
@t

 +

Z zi

0

d1(z)
@'1
@z

@ 

@z
�
Z zi

0

w3(z)
@'1
@z

 dz � di1
@'i1
@z
(zi) (zi) =

Z zi

0

f1('1; '2) dz

Z z�

zi

(
@'1
@t

 +

Z z�

zi

d1(z)
@'1
@z

@ 

@z
�
Z z�

zi

w3
@'1
@z

 dz + di+11

@'i+11

@z
(zi) (zi) =

Z z�

zi

f1('1; '2) dz

82



Faisons l�addition terme à terme, on trouve:

Z z�

0

(
@'1
@t

 dz +

Z z�

0

(d1(z)
@'1
@z

@ 

@z
� w3(z)

@'1
@z

 )dz � di1
@'i1
@z
(zi) (zi) + di+11

@'i+11

@z
(zi) (zi)

=

Z z�

0

f1('1; '2) dz

L�intégration par partie donne

Z z�

0

(
@'1
@t

� @

@z
(d1(z)

@'1
@z
)� w3(z)

@'1
@z
) dz � di1

@'i1
@z
(zi) (zi) + di+11

@'i+11

@z
(zi) (zi)

=

Z z�

0

f1('1; '2) dz

Puisque '1 est une solution de (4.11), on déduit que

�di1
@'i1
@z
(zi) (zi) + di+11

@'i+11

@z
(zi) (zi) = 0;8 2 H1(0; z�)

donc

di+11

@'i+11

@z
(zi) = di1

@'i1
@z
(zi); 1 � i � n� 1

On raisonne d�une manière analogue pour '2:

Proposition 4.7 Pour tout (x0; y0) dans le support de (u
i
0; v

i
0) , 1 � i � n , le sys-

tème (4.1) admet une solution positive unique (ui; vi) dé�nie sur le temps maximal

d�observation [0; To]

Preuve: Il su¢t de voir que pour t 2 [0; To] , (xi; yi) 2 D et z 2 [zi�1; zi; ];

(ui(t; xi; yi; z); vi(t; xi; yi; z)) = ('1(t;	
i
�t(x

i; yi); z); '2(t;	
i
�t(x

i; yi); z)); 1 � i � n
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On dé�nit une solution du système (4.1) en écrivant

u =

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

u1 dans (z0; z1)

u2 dans (z1; z2)

:::

un dans (zn�1; zn)

et

v =

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

v1 dans (z0; z1)

v2 dans (z1; z2)

:::

vn dans (zn�1; zn)

4.3 Remarques et perspectives

Le modèle étudié est important car il donne la distribution de la population des poissons

dans une région océanique spéci�que .On améliore partiellement les résultats de [1] ,

[12] et [19], où les auteurs ont mis l�hypothèse cruciale que la vitesse horizontale dépend

seulement des composantes horizontales .On n�a pas traité l�in�uence des hypothèses

concernant la di¤usion horizontale sur la position du problème .Il sera notre objectif

dans un prochain travail . L�existence globale est montrée par rapport à la norme de L2

et la question reste ouverte dans L1:
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Chapitre 5

Simulation numérique

On fait des simulations numériques pour le système sans di¤usion et le système avec

di¤usion introduits dans le chapitre 1 en utilisant le logiciel MAPLE et on compare

ces simulations avec les résultats mathématiques trouvés dans la section 2.2.1 et la sec-

tion.2.3.7.

5.1 Système sans di¤usion
8

>

>

>

<

>

>

>

:

:
u = �v � eu� cu(u+ v)
:
v = bu� fv � dv(u+ v)

u(0) = u0; v(0) = v0

cas où b� < ef

On choisit les conditions initiales et les coe¢cients tels que b� < ef; par exemple:

� e c b f d u0 v0

3 6 3 2 4 2 0:1 0:1
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et t (la durée)=10 ans ,on trouve les schémas suivants pour la solution (u; v) :

Les densités (u; v) convergent vers (0; 0);ce résultat est en accord avec le résultat

mathématique trouvés dans la section 2.2.1.

cas où b� > ef

On choisit les conditions initiales et les coe¢cients tels que b� > ef; par exemple

� e c b f d u0 v0

6 2 3 4 5 1 0:1 0:1
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et t (la durée)=10 ans ,on trouve les schémas suivants pour la solution (u(t); v(t)) :

On remarque que la solution (u(t); v(t)) converge vers (u�; v�) �= ( (0:4; 0:3):
Si on résout avec MAPLE le système

8

<

:

6v � 2u� 3(u+ v) = 0

4v � 5u� (u+ v) = 0

on trouve fu = 0; v = 0g; fu = 0:4296450297; v = 0:2999480247g. Les densités (u; v)
convergent donc vers l�équilibre positive f0:4296450297; 0:2999480247g ;ce résultat est en
accord avec le résultat mathématique trouvé dans la section 2.2.1.
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5.2 Système avec di¤usion

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

@

@t
u� d1�u = �v � eu� cu(u+ v) dans 
� [0; T ]

@

@t
v � d2�v = bu� fv � dv(u+ v) dans 
� [0; T ]

u(0; x) = u0, v(0; x) = v0 dans 


@u

@n
=
@v

@n
= 0 sur @
� [0; T ]

cas où b� < ef

on choisit le temps t=10 ans ,
 = ]0; 1[ et

� e c b f d u0 v0

3 6 3 2 4 2 0:1 0:1

on trouve les schémas suivants pour la solution (u; v) :
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Les densités (u; v) vers l�état stationnaire (0; 0);ce résultat est en accord avec le

résultat mathématique trouvés dans la section 2.3.7.

cas où b� > ef

on choisit le temps t=10 ans ,
 = ]0; 1[ et

� e c b f d u0 v0

6 2 3 4 5 1 0:1 0:1
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on trouve les schémas suivants pour la solution (u; v) :

Maintenant, on change les valeurs des coe¢cients et des valeurs initiales:

� e c b f d u0 v0

6 2 3 4 5 2 3 4
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On obtient les shémas suivants:

On remarque que les résultats ne changent pas et que Les densités (u; v) converge

vers l�état stationnaire (u�; v�) �= (0:4; 0:3):Ce résultat est en accord avec le résultat

mathématique trouvé dans la section 2.3.7.
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Résumé 

   L’objectif de cette thèse est d’étudier un système de réaction diffusion qui modélise la dynamique 

d’une population structurée en âge. On montre l’existence des solutions globales et on étudie leur 

comportement asymptotique. On suppose après que cette population est marine et qu’elle se diffuse 

seulement dans la direction verticale. On s’intéresse ici à l’existence des solutions positives. 

Finalement, on considère le cas où le domaine de vie de cette population est divisé en n couches. 

 

 

 

Abstract 

  The aim of this thesis is to study a system of reaction diffusion that describes the dynamic of an age 

structured population .We show the existence of global solutions and we study their asymptotic 

behavior. We suppose after that this population is marine and that it diffuse only in the vertical 

direction. Existence of positive solutions is established here. Finally, we consider the case where the 

habitat of this population is divided into n layers.  

 

 

 

 


