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Notations

Géométrie
Q: Ensemble ouvert borné de RY.
0Q: La frontiére de (.
|2]: La mesure de €.

r = (z1, T2,..., Txv): point générique de RY.

r=|z|=+/(22+22+ ..+ 2%): Module de .
dr = dxridxs...dxy: mesure de Lebesgue sur €.
ds,: La mesure de surface sur o).

0z, La mesure de Dirac centrée en xy.

v: La normale unitaire extérieure & €.

p-p-: presque partout.

Formules et fonctions
(., .): Le produit scalaire.
(u, v) > 0: i.e. u>0etv>0.

Vu = (g—;‘l, 63—;*2,..., 8?;jv): Le vecteur gradient de u.

Au: Le laplacian de u.

M=

div (u): La divergence d’'un vecteur u est: div (u) =

i=1
2% = ]\2,—11[2: Exposant critique de Sobolev pour N > 3..
2, = %: Exposant critique de Sobolev pour la trace.

supp (u):  Le support de la fonction u.




Br (20): La boule de RY de rayon R centrée en .
V*: Partie positive de la fonction V, V' = max (V, 0).
V~: Partie négative de la fonction V', V- = min (V, 0).

V,: Voisinage de .

Espaces

C (Q2): Espace des fonctions continues.

Cge (2): Espace des fonctions indéfiniments dérivables dans € a support compacte.
C* (Q): Espace des fonctions de classe k dans €.

LP (2): Espace des fonctions de puissance p-éme intégrables sur € pour la mesure dz.
Wh? (Q): Espace de Sobolev, a dérivée d’ordre 1 dans L ().

Hi (Q) ={ve H (Q), yov = v|r = 0}, ou 7, est Papplication trace.

X'": Espace dual de X.



Introduction

Les équations aux dérivées partielles permettent d’aborder d’un point de vue mathé-
matique certains phénoménes observés. Pour se fixer les idées, de ces équations découlent
des problémes de géométrie differentielle (probléeme de Yamabe [33]), des problémes
d’astrophysique (Yang Mills [34]) et des phénomeénes de reaction-diffusion en biologie

[24] qu’on appelle chemotaxie dans des états stationnaires.

L’objet de cette these est d’étudier les résultats d’existence d’'une classe de sys-
temes elliptiques de deux équations différentielles & deux inconnus faiblement couplés de
type Dirichlet ou Neumann dont les formes vectorielles sont les suivantes:

1)
—div(P(z)VU) = AU + VH, (U) dans (,

(a) ou (b) sur 02,
ou
(a): U=0¢et (b): Z—Z = —((z)U.
2)
—AU = AU +n(x) VHy (U) dans ,
o _ Q(z)VH; (U) sur 0f2,
v
ou
Hy (U) = [u* [v)’, Hy (U) = [uf* + [0, Hy (U) = [u|™ o] avec a + § = 2*
ou Ju v . e
et a1+ B, =2; — = (=, =—); U = (u, v); A est une matrice symétrique; P, @, C et
v v’ Jv

71 sont des fonctions poids.



Ces systémes contiennent des exposants critiques donnant lieu & une perte de compac-
ité en terme mathématique ou une perte d’équilibre en terme physique et des fonctions
poids qui représenteront les coefficients de diffusion des cellules. En biologie, les solutions

obtenues représentent les concentrations des cellules dans leur milieu et a 'extérieur.

L’une des difficultés majeures dans la recherche des solutions de ce genre de
problémes consiste a récupérer "la compacité". Ces questions ont été étudiées, & notre
connaissance, par Brezis et Nirenberg dans leur article bien connu [12]. Nos principales
contributions pour contourner la perte de compacité consistent & utiliser: la condition
de Palais-Smale (P-S), le principe de Concentration-Compacité da a Lions [25, 26] et le
principe d’Ekeland [18].

Cette these est constiuée de quatre chapitres qui présentent des résultats d’existence,
de non existence et de multiplicité des solutions pour la méme classe de systémes semil-
inéaires avec differentes conditions aux bords (Dirichlet ou Neumann).

Nous allons présenter ici d’une maniére détaillée le contenue de chacun d’eux.

Le chapitre 1 est entiérement consacré au rappel de quelques résultats de base sur
les espaces de Sobolev, on y trouve aussi les définitions et théorémes qui serons sollicités

dans la suite de ce travail.

Le chapitre 2 concerne I’étude de I'existence et la non existence du systéme suivant:

—div (p (2) Vu) = au+bv + (a+ 1) |ul* " u |v|’8+1 dans €,

(S,(LXM) ) —div(q(z)Vv) =bu+cv+ (B +1) |u]°‘Jrl |fu|[3_1 v dans €,
(@n) u>0,v>0 dans ©,
u=v=0 sur 09,

\

ot  C RY, un ouvert borné régulier, N > 3, p, ¢ sont des fonctions positives définies
sur Q, telles que p, g € H (Q)NC (Q), a,b,ce R, a, >0/ a+ f =2"—2. La valeur

2* est 'exposant critique de Sobolev pour I'injection H} () < L?" () qui est continue
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mais pas compacte.

Le but de ce chapitre est de généraliser les résultats de Alves et al. dans [4] pour un
systéme elliptique avec poids positifs. On étudie I'effet du comportement des poids p et
q au voisinage de leur minima sur ’existence des solutions. On suppose alors I'existence

de z; dans € telle que, dans un voisinage de =7 (V,), p et ¢ se comportent comme suit
pa) =p(@1) + Ao — o1 + v — 21" 0, (x), Vo€V, (1)

et

q(x)=q(x)+ Bz —n|' + |z —z|'0,(x), VrelV,, (2)

avec k, [, Ay, B; des constantes positives, 6, (z) et 0, (z) tend vers 0 lorsque = tend vers
xI1.
Pour 0 < k, [ < 2 la situation est plus délicate, on se restreint au cas ol p et ¢ vérifient

les conditions supplémentaires suivantes:

D (x
kA, < L)k, p.p. € (3)
T — 1|
et
[B; < ﬂ)l, p-p. = € €2, (4)
|z — 24|

respectivement, avec p (z) := Vp(x).(x — 1) et ¢(x) := Vq (). (z — x1).
a b

b ¢
On obtient plus précisement les principaux résultats suivants:

Soient 1y < . les valeurs propres de la matrice A =

Théoréme 0.1 Supposons que (H) est vérifiée, p,q € H' ()N C (Q) satisfont (1), (2)
respectivement et o, 3 > 0 tel que o + § = 2* — 2. Le systéme (8511?(2,5)) a une solution
positive dans chacun des cas suivants:

(La) N>4, E>2,1>2et0< 1y < iy < A (pg)-

(L) N>4, k>2,1=2et B<py <ty < Mg



(L) N>4, k=2,1>2 A< p; < 1y < M pg)-

(1d) N >4, k= l—26tA+B</L1<,u2<)\1(pq)

(l.e) N > 4,0 <k <2,1>2, p satisfait la condition (3) et p1* < py < piy < A (pq), aVEC
u* S [AkNTQ, )‘1,p|: et Ak = Ak min |:|Q|k_2 5 1:| .

(Lf) N >4,k >2,0<1<2,q satisfait la condition (4) et v* < p; < iy < A (pg)s
avec V* € [BZNTQ, )\Lq[ et B, = B;min [\Q|l_2 , 1}.

(2a) N=3,k>2,1>2et7(klp,q) <p < py <A, out(k, I, p,q) est une
constante positive.

(2.b) N =3,0< k <2,1>2, p satisfait la condition (3) et sup (u*, 72 (1)) < p; < py <
A, (p.g)s OU T2 (1) est une constante positive.

(2.c) N=3,k>2,0<1<2,q satisfait la condition (4) et sup (v*, 71 (k)) < p; < iy <
A, (pg)s 00 T1 (k) est une constante positive.

B) N>3,0<k<2,0<I<2,p etq satisfont les conditions (3) et (4) respectivement

et T < py < py < i (pg), avec TF € [sup (u*, V), Ar g [-

Les solutions sont obtenues, en faisant intervenir le principe de Concentration-Compacité
de Lions [25] et une version du Théoréme d’Ambrosetit-Rabinowitz [5].
On obtient également le résultat de non existence par 'application de l'identité de

Pohozaev dans un domaine borné étoilé.

Dans le chapitre 3, nous étudions le systéme de Neumann non linéaire contenant

deux exposants critiques de Sobolev et des fonctions poids suivant:

—div (p (z) Vu) = au+ bv +n |u]* 2u dans €,

(SW ) —div (p(2) Vo) = bu+ co+ o] v dans
- 3—2‘ = aQ () [u]**u |U\6 sur OS2,

L % = AQ (x) [ul” ‘U’ﬁ ? sur OS2,

ol p, @ sont des poids positifs et continus définis sur 2, 9 respectivement tel que

p € H'(Q); n est une constante réelle non négative; o, § > 1 tels que a + = 2,.



Ici 2, = Z%V:;) est Pexposant critique de Sobolev pour I'injection de trace H' () dans
L2 (09) et 2* = 25 désigne I'exposant critique de Sobolev pour I'injection H' (Q) dans
L* (). Ces injections sont continues, mais pas compactes.

Lecasoup =1, Q =0 et u = v a été traité par Wang [31] (voir aussi [2]). Il a

montré que le probléme

—Au+ M= |u]* % u dans Q,
% =0 sur 02,

admet une solution u, pour tout A > 0. Ces solutions sont non constantes pour \ >
Ao > 0.

Lecasoup=1=Q,u=vetn=0a été étudié¢ par [3].

Notre but est d’étendre les résultats obtenus dans [31] et [3] pour un systéme ellip-
tique avec poids. Plus précisement, on obtient les résultats suivants lorsque OS2 satisfait
la condition géométrique (en abrégé (c.g)) en un point sur la frontiére et la courbure

moyenne H en ce point est positive:
a b

b ¢
(1). Sip; < py < 0 le systéme admet une solution positive. La preuve est basée

Soient 1y < iy les valeurs propres de la matrice A =

sur le Lemme du col pour montrer que la fonctionnelle d’energie vérifie les conditions
géométriques, d’oul 'existence d’une suite de Palais-Smale. En utilisant aussi le principe

de Concentration par Compacité de Lions, et on obtient le résultat suivant:

Théoréme 0.2 Soit Q C RN, N > 3, un domaine borné tel que OS2 satisfait la (c.g) en

y et H (y) > 0. Supposons que p et Q) satisfont

P p@)
Q)™ =eon (Q ()™

p(z) —py)|=o(lz—yl),



et
Q@) = QW) =o(lz—yl),

respectivement pour x voisin de y, avec o (|x —y|) — 0 quand x — y. Alors, le systéeme

(ng’g’)ﬂﬂ admet une solution.

(2). Si0 < p; < py. On considére maintenant 'opérateur — div (p (z) V.) avec la
condition de Neumann homogeéne au bord. On note par (\;,,) la suite des valeurs propres
correspondantes, alors nous avons:

(2.1). Pour tout

Abp < g < flg < Apyips
Nep <@ [b < iy < 0+ Bl < Moyt < Mo < € bl < iz < e [bl < Ay

et sous les méme conditions sur p et () qui figurent dans le théoréme précédent, le systéme
admet une solution. On montre le résultat suivant en utilisant le Theoréme de Linking
[5].
(2.2). Pour tout a = A\, et ¢ = A\, U'existence de la solution est obtenue en
utilisant les méthodes variationnelles.
(3). Sip; <0 < py. On obtient la multiplicité des solutions en faisant usage du

méme principe utilisé dans (2.1).

Le chapitre 4 est une généralisation du probléeme de Wang [31] au systéme elliptique

suivant: )
—Au = au+bv + & ul®?ulvl? dans Q,
~Av=bu+cv+ L ul*|v]” v dans Q,
g_z + 1, (2)u=0 sur 02, (5)
P4y (z)v=0 sur 09,
u, v >0 sur €2,

\

ou 7, (), 1, (x) sont des fonctions non négatives telles que 7, 7y, € L™ (092).

10



On introduit la meilleure constante de Sobolev

Vul*d
S = inf fQ|—u!x2
wEHS MO} ([ 1y [* dar) >
On pose
Vul* +|Vol*) d
S g = int (VeI EIVel)d
u, vEH}(2)\{0} (f ‘u’a ‘U\B dx) 7
Q
d’apres [4]

() )

On considére la fonctionnelle associée au systéme (5)

1 1
(u,v) = 5/9(\Vu|2+\Vv]2—(AU, ) dw—g/ﬂlu\a ol d +
1
s3 [ @, (0)02) ds,
2 o0

Le résultat principal de cette partie est le suivant:

Théoréme 0.3 Supposons que A € M et (A) est vérifice. Alors si||n,||, et |1, sont
assez petites, le probleme (5) admet au moins une solution positive (u, v) € (H' (Q))?
qui satisfait I (u, v) < 5% (Sa8)""2.

Ou M = {A € My, matrice symétrique telle que a + ¢ < 0 et b* < ac} et 'hypothése
(A) Q@ c RY N {z = (z1,..., zx) ERY/ 2y > 0} est un domaine borné de classe C'' sue
le bord, H (0) > 0, 0 € 092, ou H (0) est la courbure moyenne a 'origine.

Pour établir 'existence de cette solution positive, on adopte les mémes méthodes que

celles utilisées dans le chapitre 2 dans (1).

11
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Chapitre 1
Préliminaires

L’objectif de ce chapitre est de rappeler 'essentiel des notions et résultats utilisés
tout au long de ce travail. Le chapitre est organisé comme suit: en premier lieu, nous
rappelons quelques définitions et résultats sur les espaces de Sobolev, puis les Sections 2
et 3 ont pour objet de présenter quelques lemmes, théorémes et outils essentiels que nous

utilisons au cours de cette thése.

1.1 Espaces fonctionnels

Les espaces de Sobolev sont un outil omniprésent dans 1’étude des équations aux
dérivées partielles elliptiques. Leur comprehension est donc une étape nécessaire avant
d’aborder les équations en question. Nous reprenons dans cette section certains énoncés
de O. Kavian [23] et de H. Brezis [10] sur le sujet, pour une présentation plus compléte
des espaces de Sobolev, on pourra consulter I'ouvrage de R. A. Adams [1].

Par la suite, © est un ouvert borné de RY. Pour 1 < p < oo, on note I'espace LP (1)

I’espace défini par

LP(Q) = {u: 2 — R mesurable; /

lul” dz < oo} ,
Q

13



muni de la norme

el = ( / |u\pdx) |
Q

et pour p = 00, on note
L™ (Q) = {u: 2 — R mesurable; esssup |u| < oo}
Q

que ’on munit de la norme

|ul|, = esssup|ul.
Q

Définition 1.1 Soient Q un espace de RY et 1 < p < co. L’ espace de Sobolev W P (£2)

est défini par

2

Wt r(Q) = {u € LP(Q); tels que gu eLr(Q)),vi=1,2,., N} .

On pose H' () = W 2(Q).

Théoréme 1.1 W' 7 (Q), muni de la norme

1
P P
2
Lr

1l est de plus séparable pour 1 < p < oo et reflexif pour 1 < p < oco.

ou
8$,-

N
falgn s = (uunfzp S
1=1

est un espace de Banach pour 1 < p < oo.

Théoréme 1.2 H' (Q), muni du produit scalaire

N ou ov
o =+ 2 (55 7).
est un espace de Hilbert séparable.

Définition 1.2 On définit Hy (Q) comme la fermeture de C3° (Q) dans H* (Q).

14



Remarque 1.1 On a: H' (RY) = H; (RY).

A présent rappelons quelques propriétés de base de ces espaces. Commencons par le

critere de compacité de Rellich-Kondrachov.

Théoréme 1.3 (Rellich-Kondrachov) Soit Q un domaine borné de classe C*, on a

WhP(Q) — L1(Q),VYqel,2] sip<N.

Q),
WhP(Q) — L1(Q),YVqe[l,x) sip=N.
Whr(Q) — C(Q), sip> N,
avec injections continues et compactes.

Il faut remarquer ici que l'injection W7 (Q) — L?" (Q) n’est pas compacte.

On peut mentionner le résultat suivant sur la trace des fonctions W7 (Q).

Théoréme 1.4 Soient Q un ouvert réqulier de RY et 1 < p < q. Alors il existe un

opérateur linéaire continu 7 : WP (Q) — LP (09), appelé opérateur trace, tel que
7 WhP(Q) — LP (0Q) est compact.

St q = 2,, Uopérateur T de trace est continu et pas compact.

1.2 Quelques Lemmes

Le résultat suivant de Brezis-Lieb est moins classique, mais nous 1'utiliserons plusieurs

fois au cours des chapitres suivants :

Lemme 1.1 Soient Q un ouvert de RN et u, € LP (Q), 1 < p < co. Si u, est bornée

dans L? () et u,, — u presque partout dans Q, alors

tim ([funlf i = = ull ey ) = Nl

15



Théoréme 1.5 (Principe du maximum fort) Soit 2 un domaine borné. Si u €
cr)ync (Q) vérifie —Au < 0 et u atteint un maximum > 0 a Uinterieur de €,

alors u est constante sur €.

Le lemme de Concentration-Compacité qui est une méthode introduite par P. L.
Lions est la plus générale pour traiter les probléemes de minimisation qui interviennent
dans les domaines les plus variés (équations aux dérivées partielles, calculs des varia-

tions...etc).

Définition 1.3 M () est l’ensemble des fonctionnelles linéaires continues sur Cy (2).

Une telle fonctionnelle est appelée une mesure finie sur €.

Lemme 1.2 (Concentration-Compacité) Soit (u,) € H' (RY) une suite telle que

u, — u dans H* (]RN)
IV (u, — )| — p dans M (RY)
lup —ul> — v dans M (RY)

u, — u p.p. dans RY.
Posons

Py = }%im lim sup / \Vu,|* dr et ve = I%im lim sup / |un|2 dzx.

—0  n—oo —0  n—oo

o[>R lel2R
Alors, on a
= ~1
”I/ /2\4(RN) < S H/’LHM(RN)
2
ng S Sil:uoo7
. 2 2
limsup || V| 2@vy = IVullfagny + 1l pesy + Hoo
. 2* 2"
et lim sup HunHLQ*(RN) = ||U||L2*(RN) + ”VHM(]RN) + Vo

16



2
2% —_ q—1 5
MERN) = S HuHM(RN), alors v et | sont concentrées en un seul

De plus, siu =0 et ||v

point.

Lemme 1.3 (Identité de Pohozaev) Soit u € C* (Q) une solution de

—Au=g(u) dans?,
u>0 dans €2,
u=20 sur OS2,

avec g une fonction continue sur R et Q borné. Posons G (u) = [} g (s)ds. Alors

QN/QG(u)dx—(N—Q)/Qg(u) .udx:/m (z.v) |Vul| ds,,

ot v =v(x) est le vecteur normal extérieur unitaire a 0 en x.

1.3 Point critique et théoréme du Col

Soit J : X — R une fonctionnelle définie sur un espace de Banach X différentiable
au sens de Fréchet, on appelle point critique de J un élément uv de X qui annule la
différentielle F' de F' et un régulier de J est un point u tel que J' (u) # 0. Une valeur
critique de J est un nombre réel c tel qu’il existe u € X point critique de J tel que
J (u) = ¢. Une valeur qui n’est pas critique est appelée valeur réguliere de J.

Pour exprimer la compacité des suites minimisantes, ou de fagcon générale des suites
qui convergent vers un point dont on espére montrer que c’est un point critique, on a

souvent recours a la condition de Palais-Smale (en abrégé (P-S)).

Définition 1.4 Soit X un espace de Banach et J: X — R de classe Ct. On dit que J

vérifie la condition de Palais-Smale ( au niveau ¢ ) si de toute suite de X telle que

J(u,) —cdansR et J' (u,) — 0 dans X',

17



on peut extraire une sous suite convergente.

Théoréme 1.6 (du Col) Soit X un espace de Banach, J € C* (X, R),e€ X etr >0
tel que |le|| > r et
b:=infJ (u) > J(0) > J(e).

Si J satisfait les conditions de (P-S), avec

:= inf J v (t
¢ = Inf max [y ()],

ol

I':= {IVEC([O: 1]7X);'7(0):O77<1):€}7

alors c est une valeur critique pour J.
Le théoréme suivant dit de Linking est une généralisation du Théoréme du Col:

Théoréme 1.7 Soit X =Y & Z un espace de Banach avec dimY < oco. On Suppose
que J € C' (X, R) et satisfait

(i) 1l existe p, o > 0 tel que J |pp,nx> .

(i) Il existe e € OB1NX et R > p tel que si Q = (BrNY) @ {re/ 0 <r < R}, alors
J log< 0. Si J satisfait les conditions de (P-S), avec

= inf
¢ hebugy Tl

ol

D= {heC(Q X);hlog=id |ag}-

Alors ¢ est une valeur critique pour J.
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1.4 Principe variationnel d’Ekeland

En général, une fonctionnelle bornée et semi-continue inférieurement J n’atteint pas
nécessairement son infinimum. Par exemple, la fonction analytique f () = arctan (x)

n’atteint ni son infinimum ni son supremum sur la droite réelle.

Théoréme 1.8 Soit (M, d) un espace métrique complet et soit J : M — RU+oo semi-
continue inférieurement, bornée inférieurement et £ +oc. Alors pour chaque €, 6 > 0 et
tout uw € M avec

J(u) <infJ +¢,
M

il existe un élément v € M minimisant strictement la fonctionnelle

J, (w) = J(w)+§d(v, w).

En plus on a

J(v) < J(u) dés que d(u, v) <9.
Comme corollaire du principe d’Ekeland, nous avons

Corollaire 1.1 Si X est un espace de Banach et J € C' (X)) bornée inférieurment alors

il existe une suite minimisante (v,,) pour J dans X telle que

J (v,) — igl{f J, J'(v,) — 0 dans X' quand n — oo.
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Chapitre 2

Systéme elliptique de Dirichlet avec
exposant critique de Sobolev et

poids

Ce chapitre est le développement de l'article [8].

2.1 Introduction et principaux résultats

Dans cet article, nous étudions ’existence et la non existence des solutions positives

pour le systéme elliptique suivant:

;

—div (p (z) Vu) = au+ bv + (a + 1) [u|* " u o™ dans ©,

(S,E,p’q) ) —div (¢ () Vo) = bu+cv + (B4 1) [ul* v v dans ©,
e u>0,v>0 dans ,
u=v=0>0 sur 0f),

\

ot € est un domaine ouvert borné dans R, N > 3, p et ¢ sont donnés des poids positifs
définis sur Q telle que p, ¢ € H'(Q) N C(Q), a, b, ¢ sont des paramétres réels et «,

£ > 0 satisfait o + § = 2* — 2. Ici 2" = % désigne I'exposant critique de Sobolev pour
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Iinjection H} (Q) dans L? ().

Le cas scalaire a été largement étudié. Le type modeéle s’écrit comme suit:

—div (h(2) Vu) = M+ |[ul* ?u  dans Q,
(Ph) u>0 dans €2,
u=20 sur 0f),

ou h est une fonction non négative mesurable pondérée.

Le cas ou h est une fonction constante positive a été traité par Brezis et Nirenberg
dans [12]. Tls ont prouvé que le probléme (P!) posséde au moins une solution positive
pour 0 < A\ < Ay si N >4 et pour \* < A < A\; si N = 3. )\ désigne ici la premieére
valeur propre de lopérateur (—A, Hj (€2)) et A" est une constante positive.

Le cas ou la fonction h n’est pas constante a été rarement étudié, nous ne trouvons
que des résultats [14, 22]. En [22], Hadiji et Yazidi établissent 1’existence de solutions au
probléme (Ph). Celle-ci dépend de la premiére valeur propre A, ;, de —div (h (x) V.) dans

H} (), le comportement de la fonction i au voisinage de ses minimas et la géométrie du

domaine €.
En notant
o a b . . a1 B4
A — b S MQXQ(R)vU - (U,’U), P - (p> Q)v H(U) - "U,| ‘/U‘ ’
c
et

div(PVU) = (div(pVu), div(¢Vv)).

Le systéme (ng’(‘g B)) peut étre réecrit sous la forme

—div(PVU) = AU+ VH dans ),
U>0 dans €,
U=0 sur 0f2.
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Par U > 0 on signifie que u > 0 et v > 0.

Les valeurs propres réelles de la matrice A seront notées par p,, p,, nous allons
supposer que fi; < fiy.

De nombreux résultats d’existence ont été donné pour les systemes elliptiques impli-
quant laplacien ou pseudo-laplacien opérateur qui dérivent du potentiel, voir, par exemple
de Figueiredo [20], de Thélin et Vélin [30], Boccardo et de Figueiredo [7] et les références
qui sont citées.

Le systeéme 51(41,’(276) a été étudié par Alves et al. [4]. Ils ont obtenu les résultats
suivants

(1) Si N >4 et 0< py <py <A, il existe une solution.

(2) Si Q C R? est une boule, alors pour % < iy < iy < Ap, le systéeme SX’(B’B) a une
solution et pour 0 < p; < py < A4—1, le systeme 81(41(2 5) n’a pas de solution.

(3) Si Q est un domaine étoilé par rapport a 0 et p, < 0, alors le systéme 81(41(2 5 n’a
pas de solution.

Une question naturelle se pose: peut-on étendre le travail de Alves et al. pour les
systémes avec des poids positifs?

Afin d’énoncer nos principaux résultats, nous introduisons quelques préliminaires.

Nous supposons 'existence de x; dans €2 telle que, dans V,,, p et ¢ se comportent

comme suit:

p(x):p($1)+Ak|$—$1|k+|5U—1‘1|k9p(95)> quevm (2.1)
et

q(z)=q(x1)+ B \$—$1|l+|$—$1\19q($); quevma (2.2)

avec k,l, Ay, B, des constantes positives, 0, () et 0, (z) tend vers 0 lorsque = tend vers
xq.
Les paramétres k et [ jouerons un role essentiel dans I’étude de notre systéme. En

effet,
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a) Si N > 4, le cas (k,l ) avec k > 2 et [ > 2 est traité par une approche classique.
Pour les autres cas, nous devons supposer que les fonctions p, ¢ satisfont aux conditions

supplémentaires suivantes

kA, < &)k, p-p.- x € €, (2.3)
|z — xq]
et
IB; < %, p.p. x € €2, respectivement (2.4)
Tr — T
ou

p(r):=Vp(x).(x —x1) et G(x):=Vq(x).(x— ).

b) Le cas N = 3, k > 0 et [ > 0 est beaucoup plus délicat et il existe une différence
avec N > 4 pour k> 2et [ > 2.

c) Notons que les éléments (k,1) de I'ensemble ]2, 00[x{2} [ J{2}x]2,00[lJ]0,2[ X
10,2[\U{(2,2)} sont des valeurs critiques dans la dimension N = 4.

Nous travaillons dans espace E = [H} (€2)]> muni de la norme
1/2
ol = ([romu@ia s [owvo@pa)
Q Q

La fonctionnelle d’énergie correspondante au systéme (8{?’(2 5)> est définie dans F par

1 1
T (,0) = S0P~ 5 / (AU,U) dar / [ o] da, (2.5)

ou (.,.) désigne le produit scalaire usuel R?.

Il est clair J € C' (E, R).

Un couple de fonctions (u, v) € E est dit solution de (S,(pr, gﬂ)) si u, v > 0 sur €,
satisfait (J' (u, v), (v, ¢)) =0, pour tout (p, ¢) € E. Ici J' (u, v) désigne la dérivée au
sens de Fréchet de J au point (u, v).

La théorie de la régularité elliptique standard du systéme montre que u, v € C? (Q)
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Définissons

@ . inf (p) t gPa) . (pa) 26
2 uelf&l?s2>\{rJ}Q"’2 (W) et Saes) (uv)eE\{O}QA(a’B)( V) (2:6)

ol

Q(p) (u) = Jop(2) \Vu|2 dj - leg ’u‘Q dx7
(fn |ul dx) -
Jo (p (@) [Vl + g (2) [Vof) dx — [, (AU, U) da

2
(fﬂ |u|a+1 |U|B+1 d[L') 2

fo:(qo)[’ﬁ) (U, ’U) =

bl

respectivement, et

,q) = inf I, . (u, v),

7 (P, q) L. ¢ (u, )
Jo (p()|Vul* +4(z)| Vo|* ) dz

avec I q (u, v) := % ( Jo W2 +v?)da :

Soit A1, (p,q) = min (A1, Aig),

. (N—2)N(N+2) . [(a+1)S9. N\
B= B 2
IN-1) QQ&ng+

et

L N=2NWN+2), (BHDSH N
A= A . 1 .
AN -1 Qmuwg+

L’hypotheése suivante est nécessaire:
(H) Les constantes réelles a et ¢ sont positives et b < ac.

Ainsi, 0 < g1y < .
Nos principaux résultats sont les suivants.

Théoréme 2.1 Supposons que jiy < v (p,q), a+ 3 =2*—2 et Q un domaine étoilé par
rapport a x1. Alors <Sﬁf’((g B)) n’a pas de solution.
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Théoréme 2.2 Supposons que (H) est vérifiée et
b2 0, ty 2 Apg)-

ou

b<0, p > Al,(p,q)'

Alors le systéme (Sg”(‘g ﬁ)> n’a pas de solution.

Théoréme 2.3 Supposons que (H) est vérifiée, p,q € H' (Q) N C (Q) satisfont (2.1),
(2.2) respectivement et o, f > 0 tel que o + = 2* — 2. Le systéme (SX&)’B)) a une
solution positive dans chacun des cas suivants:

(l.a) N>4,kE>2,1>2et0< p; < iy <M pg)-

(L) N>4, k>2,1=2et B<py <ty < Mg

(L) N>4, k=2,1>2 A< p; < 1y < M pg)-

(Ld) N>4, k=1=2et A+ B < j1; < iy < M (pg)-

(l.e) N >4,0 <k <2,1>2, p satisfait la condition (2.3) et p* < p; < iy < A (pg)s
avec |i* € [AkNT2, Al,p[ et A, = Ap min [|Q]k_2, 1} )

(Lf)y N>4,k>2,0<1<2, q satisfait la condition (2.4) et v* < p1; < iy < A (pg)»
avec V* € [BZNTQ, Al,q[ et B, = B;min [|Q|li2 , 1}.

(2a) N=3,k>2,12>2cet7(kl,pq) <py <o <Aipg, out(k,l,p,q) est une
constante positive.

(2.b) N =3,0< k < 2,1> 2, p satisfait la condition (2.3) et sup (u*, 72 (1)) < p; < py <
Ai,(pg)> 0U T2 (1) est une constante positive.

(2.c) N =3,k >2,0<1<2,q satisfait la condition (2.4) et sup (v*, 71 (k)) < p; <
o < M(pg), 00 T1 (k) est une constante positive.

(B) N>3,0<k<2,0<I1<2,p etq satisfont les conditions (2.3) et (2.4) respective-

ment et T < p1; < py < A (pq), avec TF € [sup (u*, V), A1 pg [-

Ce chapitre est organisé comme suit: Dans la Section 2.2, nous donnons quelques

estimations préliminaires. La Section 3.2 est concernée par des résultats de non existence.
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Dans la Section 4.2 nous établissons quelques relations pour prouver nos résultats, et la

Section 5.2 est consacrée aux résultats d’existence.

2.2 Préliminaires
On a besoin de l'inégalité de Hardy suivante, voir par exemple [13]:

Lemme 2.1 Soitt € R tel que N+t >0, on a
9 \2
/ 2| |ul? da < (N——Hf> / 2| |z.Vu|? dz, pour tout w € HE ().
Q Q

De plus, la constante (NLH)2 est optimale et elle n’est pas atteinte.

Donnons maintenant la proposition suivante pour 7 (p, q).

Proposition 2.1 (1) Supposons que p, ¢ € C* (Q) et il existe b € Q tel que p (b)+q (b) <
0, alors v (p,q) = —o0.

(2) Supposons que p,q € H' (Q) N C () satisfont (2.1), (2.2) respectivement et

p(x) >0, qG(x) >0 ppxeQ, ona pour

(24) Sik>2,1>2cetp, qeC* (), v(p, q) =0.

(241) Sik=2,1>20uk>2,1=2,

A B
0<v(p, q) < 72>\1 Q7 ou0<~v(p, q) < 72A1 Q%

respectivement.
(2.131) Si0 < k <2,0<1<2,p, q satisfont les conditions (2.3) et (2.4) respectivemenet,

alors
2

N= _ _
g min <kAk /"2, 1B, |/ 2) <7(p;q) -
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Remarque 2.1 Sik=1=2 etp, g€ C*(Q), on obtient l'estimation suivante:

N? | A1 2
— min (A, By) <v(p, q) < o (A2 + B) 2.

Preuve: (1) Soit ¢ € Cg° (RY) tel que 0 < ¢ < 1sur RV, ¢ =1sur B(0,7) et ¢ =0
sur RM\ B (0,2r), o0 0 < r < 1.
Posons ¢, () = ¢ (j (x — b)) pour j € N*, on a

1
v(pa) = g S{s@?(x)dx
[ (@) +d() |V, (@) do
- lB(b,Q’)
- [ ¢ @) da
B(b.5)

J
v, q) <=
P, 0) <3 [ ¥ (y)dy
B(0,2r)

Appliquons le Théoréeme de Convergence Dominé, on aboutit au resultat désiré lorsque

j tend vers l'infini.

Maintenant on va montrer (2.i).

Utilisons (2.1), (2.2) et puisque p, ¢ € C* (Q) dans un voisinage V de 1, on écrit
p(x) =p(r1) + A lo — 21|" + 0, (2) (2.7)

et
q(x)=q(z1)+ B, ]at—:cl\l+9q (x), (2.8)
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ou 0, et 6, € C* (V) sont tels que

0 0
lim L‘T)lk —0et lim Lx”l —0. (2.9)
T | — 1 T |z — 1

De (2.9), on obtient l'existence de r, 0 < r < 1, telle que
10, (2)] < |z —21|" et |0, ()] < |z —x1]", pour tout z € B(zy, 2r) C V.  (2.10)

Soit ¢, () = ¢ (j (x — x1)) définie comme dans la preuve de (1), on a

S B@) + 3 @) [V, (@) do
0<y(pq) < 7° IEOLT

Utilisons (2.7) et (2.8), il résulte

i kAk|x—x1|k+lBl|x—x1|l) |V, (x)‘de

0 < 7has ;LB(%;) T P +
5()
( / | (VO, (). (x — 21) + VO, (z) . (x — 21)) |V, (:E)‘de
1 B(z1,%
4 / gp? (x)dx
b %)

Par le changement de variable y = j (z — x1), et une intégration par partie, on obtient

[ W IVewldy [ 6, (4+a).div(yIVe )P dy
0<(pq) < kA B(02r) _ JBO2r) n
T T 4k I ¢*(y)dy 4 [ ¢*(y)dy
B(0,2r) B(0,2r)
J ol Ve @Pdy [ 0 (4 ) div (y Ve (n)) dy
IB; B(0,2r) _ JB02r)
4512 [ ¢* () dy 4 [ ¢* () dy
B(0,2r) B(0,2r)
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En utilisant (2.10), nous arrivons a

[yl Ve @) dy I |yt dy
0 < v(p g < kAL B(0,2r) n C  B(02r) N
- By Lt | ©*(y)dy U e (y) dy
B(0,2r) B(0,2r)
1l 1Ve ()P dy [ lyl'dy
IB; B(02r) n B(0,2r)
4512 [ ¥ dy I ety dy
B(0,2r) B(0,2r)

10 = div (y |V ()?)]-
od 0= max [div(y|Ve ()]
Par conséquent, pour k£ > 2 et [ > 2, nous atteignons que 7 (p, ¢) = 0. Ceci conclut la

preuve de (2.7).

Pour montrer (2.i7), nous commencgons par le cas k =2 et [ > 2.

Soit ¢, (7) = ¢, (j (v —x1)) pour j € N suffisamment grand, ot ¢, est la fonction
propre positive correspondante & la premiére valeur propre A\; de 'opérateur —A dans
H ().

Nous avons

&{(ﬁ(x) +q (@) V¢ (@) do

0<v(p, q <

Utilisons (2.7) et (2.8), on voit que

i (2A2|x—x1|2+lBl|x—x1|l> |VCj(:c)‘2d.7:
1:1:1-{-%9
0 < 7v(pa) =y

_|_

fl ¢ (x) da
[ (Y0, (2). (x — 21) + VO, (2) . (x — 1)) | V¢, ()] da
1:51—1—%5-2
4 [ Gayde

Par un simple changement de variable y = j (r — x1) et intégrant par partie, on obtient
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par (2.4)

[l Ve, () dy - [ lyl* dy
Q

0 < ~(p,q) < A2 +
> TP 49> 5 -
2 Jelly J et w)dy
)
S 1yl' Ve (y)IQdy f!yl dy
N IB; § C
4772 Jet(y)dy J* 1f<p
Q
ou C = max |div (y [V, (y )‘ tendant j — oo, on obtient
ye

[l Ve, () dy

Az g
2 f901 ,
Q

0<7v(p q <

donc

A
0< v(pq) < 72A1 Q7.

De méme, on déduit dans le cas k > 2 et [ = 2, que
B
0< 7, q) < 5 M0

Montrons maintenant (2.77i).

Puisque p et ¢ satisfont (2.3) et (2.4) respectivement, alors pour tout (u, v) € E\ {0},

nous avons
L, (u,v) > EA fg‘x—x1|k_2||£v—x1\.Vu\de —I—lB f9‘$_$1|l_2||$—$1\.Vvlzdx
P.q - 9 k fg (u2—|—02)dx 5 l fg (u2+v2)dx

> EA |Q\k 2 Jollo — o] Vu|® de —B |Q’z 2 Jo Il — 1] Vol* da

2 Jo (W +v?) dx Jo (u? +v?) dx

En appliquant le Lemme 2.1 pour ¢t = 0, on trouve

k wo (N\? [, ulde ! s (N\? [, v%dz
> - _ -

2 o (U2 +v?)de 2 o (ur+v?)de
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Donc
2

N= . - _
v (p,q) > g mmin (kAk 1Q*2 1B, 19/ 2) .

2.3 Reésultats de non existence

Le principal objectif de cette section est le résultat de non existence. En utilisant

I’identité de Pohozaev, nous prouvons le Théoréme 2.1.

Preuve: [Preuve du Théoréme 2.1] Supposons que (u, v) est une solution de (Sz(f ('2 B))
En multipliant la premiére équation dans le systéme <Sf’(i) B)) par Vu. (z — z1) et inté-

grant sur €2; on obtient
oul?

Q—N/ ) [V (2)]? dm—%/Qﬁ(xﬂvu(xﬁdﬂﬁ—%Lgp($>(x‘wl>'y v

= —3 / au2dl' + / buVu (.’L’) . (1‘ — xl) dr + \V/ (|u|a+1) ) ({L’ N 1‘1) |v|ﬁ+1 dx. (211)
Q [¢) Q

do

ou v est le vecteur normal extérieur du bord 9.

De méme, on obtient pour la seconde équation de <S£lp’((2 5))

2‘N/ ) [V (2)]? dx—%/ch(x)lvv(x)I?dw—%/mq(x)(x—xl)'”

2
do

ov

(2.12)
_ _E 2 o a+1 B+1 .
= cv'de + | buVu(x). (x —z)dz+ [ |u]" V (|v] (= xq) dx,
2 Jo Q Q
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Combinons (2.11) et (2.12), nous écrivons

Q‘N/ 2) [V @) +q(2) Vo (2)]) do + (2.13)
=5 | (@) Va @ +(@) 90 @) de -+
_%/m (p(x)(x—xl).v g—z’
N

= —= [ (au®+cv*) dz — N/ buvdz — N/ || o]t da
2 Ja Q Q

2

+q(x)(x—x1) v v

2
—>d:l:

ov

D’autre part, multiplions les équations de <S£f(’2 B)) par (N ) u et ( ) v, respective-

ment, intégrons et sommons les résultats obtenus, on aboutit

S5 [ @ Vu @ + 0 @) Ve @) do (2.14)
N —

2
= —/ (au® + cv*) dz + (N — 2) / buvdzr + N/ lul*™ o) da.
2 Ja Q %

Combinons (2.13) et (2.14), on obtient

/Q(AU, U)dw—%/ﬂ(ﬁ(x)|Vu(x)|2—i—(j(x)|Vv(x)|2) dr +

_%/m<p(x)(x—x1).1/ ! >dx:0.

? 0
+q(@)(z—21) V|-
Si © est étoilé par rapport a x1, on aura

ov

ov

1
/ (AU, U)dx > 5/ (B (2) |[Vu () + ¢ (2) Vo (2)[?) da.
Q Q
Puisque la forme quadratique (AU, U) est définie positive et satisfait

o (2 +0%) < (AU, U) < py (2 +0) (215)
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nous aboutissons a

4 > 2o (P () ’v; ((9;)2! j:g)(zl\vv @ dr _ v (pa),

qui est une contradiction. m

Montrons maintenant le Théoréme 2.2.

Preuve: [Preuve de Théoréme 2.2] Nous procédons par contradiction.

Supposons que (u, v) est une solution pour <S§f’{2 ﬁ)> et le vecteur propre X = (7, s)
associé a i, est non-négatif avec r > 0 ou s > 0.

Multiplions la premiére et la seconde équations dans (S,(f,&),ﬁ)) par 1o, , et soq

respectivement, et intégrons sur €2, on obtient

(A1p — Ho) / 7oy yudr = (o + 1) / r¢1,pu°‘vﬂ+1 + / b(rv —su) ¢y,
Q 0 Q

de méme

iy — 112) /Q sy ude = (64 1) /Q s u" NP d / b(ro — su) by,

Q

ou ¢y, ¢, sont des fonctions propres positives correspondantes aux valeurs propres
Alps A1 Tespectivement. Par suite, on a que gy < Ay ou piy < Ajg, ce qui est une
contradiction.

Le cas b < 0,suit en utilisant les mémes arguments. m

2.4 Relation importante

En s’inspirant de [4], on obtient la double inégalité suivante pour un domaine non

nécessairement borné et exposant non nécessairement critique.
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Proposition 2.2 Soit Q un domaine et o + 5 < 2* — 2. Alors, nous avons

_oa+4l _B+1
a+5+2 a+pB+2 s h
K (0, 8) (S8 a) ™ (S6002) T S ST S K (@,8) Sipen (216)

avec
B+1 a+1

a+1\5 (o 41) we
K P—
(@.5) <ﬂ+1) +(6+1> ’

a+1 B+1

h(x) = p(z)a+r+ g (x)a+5+2 .

et

. . o h
Preuve: On considére la suite minimisante w,, pour S (R)

0.t fi2e Sny tn > 0 seront choisis

plus tard. Prenons u, = s,w, et v, = t,w, dans le quotient (2.6), alors nous obtenons

o) o Jo(52p (@) + B0 (@) [Ve[*dr
0,(af) = g latl) o (B+1)

— (2.17)
Sna+5+2 tna+[3+2 (fQ ‘Wn’a+ﬁ+2 dl‘) atp+2

On voit que

(B+1) (a+1)
s2p (x) + t2q (z) Sp\ oA Sp\ CerEez

n2 (@D o ?ﬂ«kl) = (_n) p (x) + (_n) q ($> )
n

2 2 n
s a+pB+ tna+ﬁ+ t 12

2
soit r = (?—") et définissons la fonction
n

(B+1) (at1)
f(r)= ra+;i2p (x) +71~ a+gi2q (x), r>0.

Le minimum de la fonction f est atteint au point rq (z) = Egigiég avec valeur minimale
atl B+1

f(TO (5'3>) = K(Oé, ﬁ) p(x) atf+2 q(z)awu .
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Choisissons s, et t,, dans (2.17) tels que s2 (8 + 1) p(z) = 2 (a + 1) ¢ (x), pour = € Q,

on obtient

7 [o b (x) |[Vw,|* dx
Silies < K (a, §) —= )
(fQ |wn|a+[3+2 d:c> a+/3+

d’ou
(p,9) (h)
Sop(oqz g = K (o, B) So.atp+2°

Pour compléter la preuve, soit (u,, v,) une suite minimisante pour S((Jp (Q) g et on définie

Zn = SpUp, avec
jé|u”w+ﬁ+2dx

fﬂ’ n’a-‘rﬁ—b—Z de

(5 )a+6+2
n

Alors
/ |2, |22 e = / |t |2 daz, (2.18)
Q Q

Par I'inégalité de Young, il s’en suit

atl | (B+1 a+1 / atB+2 / a+B+2
Ll e < S [ L [

Par (2.18), on aura

2 2 2
atp+2 atp+2 atp+2
(/ |tp |2 |2, [P dx) < (/ |, |*TOF? dz) = (/ |2, | P2 dx) .
Q Q Q

Par conséquent,

Jo 0 (@) |V, + ¢ (2) [Vo,|?) da 2;_@;32]9( ) |Vun|? + ¢ (2) [Vo,|?) do

In = P = Pl
a+p3+2 a+p3+2
(fQ |un|a+1 |Un|[3+1 da;) <fg |un‘a+1 |Zn|[3+1 da;)
2 2
> Siu(i-gig fQ p(7) |V, dl; I Sia(i}gi)z 37:2 fQ q(7) [V, di
(Jo ol 27 ) ™ (JoJzal 2 ) 7
2 (B+1) _9 (a+1)
S(gp;+ﬁ+25"a+ﬂ+2 S(gqo)z+ﬁ+23n e,
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on sait que

(B+1) (a+1) (8+1)

. 2 o atp+2 at+pB+2
min (Sé?o)éwwt e A S((l(,]c)v+ﬂ+2t “*“2) = K (a, B) (Sc()z,)c)v+ﬂ+2> <Slg?«3z+ﬁ+2> ’

alors
R T R

Lz K (Oé, 5> (50?04-5-0-2) (SO,a+ﬂ+2> ’
donc

(p,a) (p) (igi)z (q) (ﬁ;i)z

p.q a -

SO,(a,B) Z K (047 ﬁ) (SO7Q+B+2) (So,oz+ﬁ+2> .

]

2.5 Preuve du Théoréme 2.3

N-—-2

On sait que Sé})Q* est atteinte par la fonction U (z) = C (14 |z — m1|2)_ > ou
(aprés mise a I'échelle) par n’importe qu'elle fonction U, (z) = C. (e + |z — x1|2)7¥,
ou C, C. sont des constantes normalisées et ¢ est une constante positive trés petite, pour
plus de détails voir Talenti [29].

On pose u. (z) = & (z) U (z), ou & € Cg° (Q) est une fonction fixée telle que 0 < £ < 1

et £ = 1 sur un voisinage de x.

Nous commencons par le lemme suivant:

Lemme 2.2 Soit Q0 un domaine borné. Supposons que (H) est vérifiée et l'une des
conditions suivantes est saisfaite

(lLa) N>4, k>2,1>2 et uy >0.
(1.b) N >4, k>2,1=2etpu > B.
(1)) N>4, k=2,1>2 et p, > A.
(1.d) N>4, k=2,1=2etpu, > A+ B.

(le) N>4,0<k<2,1>2etp >p, avec,u*>N72/~lk.
(LAN>4, kE>2,0<1<2etp >vr avecy*>NTZBl.
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(2a) N=3,k>2,1>2¢etpu, >7(k, 1, p, q).
(2b) N=3,0<k<2,1>2etp >sup(p*, m2(l)).
(2) N=3,k>2,0<1<2 ety >sup (v, 71(k)).
B)N>3,0<k<2,0<l<2etp >sup(p*, ).
Alors

(p.q) (p,q)
Sa(as) < Soas)-

IciTi(k), 72 (1), T(k, I, p, q) sont des constantes positives.

Preuve: Soit B, C' > 0 tel que

B\’ (a+1) Séq2)* 9 (B+1) (at1)
— ) =—=s"etn:=n(a, B, p, q) = <s2 7 g e ) (2.19)
<C) (B+1) 5%,

Alors, par (2.6), (2.15) et (2.19) on a

Q(p ) (Bue, Cu.) < fQ (p (x) B? + q ("T) 02) ’vus‘z dr — iy fQ <32 + Cz) ]u6|2 dx

A,(0,8) Z R
(Ba+10[3+1>22* (Jiy [z 2 dz)?
< 52([324*1) fg (p ':C) ’vue‘ - M "LL€| )
(f ‘us‘ )2
2
st Jo (10 Vel = g ) o
2
2% oF
(Jo luel™ d)?
6+ _glatl)
< S Q/(i)ﬂ* (ue) + 57272 Q/(Aql)z* (ue) -
On connait par [22], les estimations suivantes:
(
p(x1) Sélg — 1 Ale + o (e) siN >4, k> 2,
Qo () {4 pla1) S§5 — (y — A Aje+o(e)  siN >4, k=2 (220)

| P (1) 53 — (1 — A(€)) Ajez + O (e) siN=3,k>2,
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et

QY. (u.) <

\

avec A, = 1)

(N—2)N(N+2)

q(z1) S 3-
q(z1) 5312) -

q(z1) S5 —

Ay, Al =

+ (A + M) ) € ()P dr+ k[ | (r

— 1 Ale +o(e) siN>4,1>2,

(g — A5) Ale + 0 (e) siN>4,1=2,

(1 = B(§) Az + 0 () siN=31>2,

(N-2)N(N-+2) .

AN-1)

)|2 rR=2dr

+ (B My) ) € ()P dr + 1 [ e ()

Jo &) ar

\2 r=2dr

Jo 1) dr

et A}, Al sont des constantes positives.

Ici M, = max |0, (z)| et M,
%

e

Utilisons (2.20) et

— max|6, (2)].
>

xre

(2.21), nous distinguons les cas suivants:

(1) Pour N >4, k>2etl>2 ona

2(5+

Q(PJI) (BUE, OUE) S g% oF

A7(a75)

_2 (a+1)

)5512)* > Q(wl)S( —nAipe+ol(e).

(2.a) Pour N >4, k > 2 et | = 2, on obtient

Q) (Bue, Cu.) <s

A(a,B)

o (B41)

> p (1) 5(()12)* q(z1) Sé,lz)*Jr

_(a+1>A
_(M1_52 n)ﬂA15+0()

—92 (a+1)
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(2.b) De méme, pour N >4, k=2 et [ > 2, on aura

9(B+1) _glatl)

Q(:mq) (Bue, Cu.) <'s p(x1) 5612)* +s77 2 g (1) 58}2)

A(a,8)

(2.c) Pour N >4, k=2 et | = 2, il résulte

(5+1) _2(O¢+ )

fo,’(q;,ﬁ) (Bue, Cuc) < 877 p(a1) Sig- + 5772 q (1) So-+

*+

*

(2.24)

(2.25)

i (A e o),

(3) Pour N=3,k>2etl>2 0na

2 (B+1) _olatl) (Dé+

> p(r1) So o T

- (ul—%(A(ﬁ)SQ%tUJrB(&)S

+0 (g),

QP (Bu., Cu.) < s q(x1) S(()l?)

A(a,B)

En utilisant le fait que,
p(21) S53 < Sg3- et ¢ (w1) Soa- < Sg.

et d’apres la proposition 2.2, nous aurons

(B+1)
(B+1) _ (a+1) TR
5 (1) S0 + 5725 p (20) S0 < K (0, 9) (80) T (S
(p.q)
07(a76)

En combinant (2.22) — (2.27), (2.19) et par un calcul standard nous obtenons

40
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)

(2.26)
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Qg):(qa)é,g) (Bue ) CUE)

)
S(I%Q) —nA 4 ( ) . N Z 4>
0,(a,8) — A1 E T O(E si
k>21>2
! N >4
e — (M — ) nAle+o(e) s =
0,(c,3) +1 k>2’l:2
! N >4
= ShD . — (Ml — —142282) nAle +o(e) si -
e o k=21>2
’ A N >4
e o k=2 1=2
S(p7q) _ _ C A/ O . N = 47
ey = (= C (&) nAe +0(e)  si
. k>21>2,

ou C' (&) = =47 (A(§) 8* + B (£)), posons 7 (k,l,p,q) = i%fC’ (€) et H est defini, pour
un R fixé positif petit par

H:{feCS"(Q),ngg1,§:1dans{a:/ |x—x1|<§}et§:0dans{x/ |x—x1|2R}}.

Les assertions (1.a) — (1.d) et (2.a) du Lemme 2 se déduisent directement pour un e
tres petit.

Maintenant, on montre les assertions (1.e), (1.f), (2.b), (2.c) et (3). Par (2.20), (2.21)
et utilisons [[22], Lemmes 3.3 et 3.4], il existe des constantes Ay, B;, telles que

(l.e) Pour N >4,0 <k <2,1>2et u* > YA, on obtient

2(f8+1) —9 (Uttl)

Q(ﬁ’(qo)é,g) (BUE, CUE) < s p ({El) S(()}Q)* + s 2

q <[E1> Sé,lQ)*a

pour tout gy > p*.
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(1.f) De méme, pour N >4, k >2,0 <[ < 2 et v* > ¥ B, il résulte

(B+1) (at1)
275 —2

Q¥? (Bu., Cu.) < s

A () p(r1) Sé,lz)* +s q (1) 56,12)*7

pour tout p; > v*.

2b) Pour N=3,0< k<2 l>2¢t *nglk on trouve
( : : p > 1A,

(B+1) —olatl)
QLY ) (Bu, Cu.) < s* 2 p(a1) Sia. + 5722 q (1) S35,

pour tout py > sup (u*, 72 (1)), ou 79 (1) = iII_IIfB (&).

2.c) De méme, pour N =3, k > 2 O<l<2ety*29Bl on aura
( ) 7p bl b 4 )

9(B+1 (a+1)
2*

Q(;Dﬂ) (Bu., Cu.) < s )p(xl) Sé}z)* +s52 2 ¢ (1) S((),12)*7

A,(a,8)
pour tout uy > sup (v*, 71 (k)), ou 71 (k) = i%fA (&)
(3) PourlecasNZiS,()<k:<2,0<l<2,u*zNTzﬁkety*ZNT2Bl,ona

(B+1) _o(atl)
Qf}’aﬁ) (Bu., Cu.) < s* 2 p(xl)S(()}Q)* + 572 q(xl)SéB*,

pour tout u; > sup (pu*, v*).

Enfin, ceci avec (2.27) donne le résultat souhaité. m

Rappelons la variante suivante du théoréme du Col d’Ambrosetti-Rabinowitz sans les

conditions de (P-S), (voir [5]).

Théoréme 2.4 Soit J une fonctionelle de classe C* définie sur un espace de Banach E.

Supposons qu’il existe un voisinage V' de O dand E et une constante positive p tels que
(1) J(u, v) > p pour tout (u, v) dans un voisinage de V.

(17) J(0, 0) =0 et J(p, ) <0 pour ¥ := (p, ) ¢ V.
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On pose
¢ = inf max J (¢ (t)), (2.28)

peT te[0,1]

avec

I={peC([0,1],E): ¢(0)=0, ¢(1) = ¥}.

Alors il existe une suite (u,, v,,) dans E de Palais-Smale au niveau c, en bref (P-S),, i.e.

I (U, vy) — ¢ €t J (up, v,) — 0 dans E' (topological dual of E ) quand n — oo.

Dans le Lemme suivant, on voit que J satisfait (i) et (i7) dans le Théoréme 2.4 dans

notre situation.

Lemme 2.3 Supposons que (H) est vérifiée; alors

(2) Il existe p > 0 et R > 0 tel que J (u, v) > p pour tout (u, v) € E avec ||(u, v)|| =
R.

(i3) Il existe (p, 1) € E, avec ||(¢, ¥)|| > R tel que J(p, ¥) < 0.

Preuve: De l'inégalité de Holder, l'injection de Sobolev et (2.15) nous aurons

1 1
Two) = gl ol =5 [ (AU o= [ el e

1 *
> gl ol =2 [ (@) do - ¢, o)
Q
L. MQ) ( Ha )} 2 / 2
> —min||{l——], |1—— u, v)||° —c ||(u, v ,
> guin | (1= 22 ) (1= 2 |l ol = ¢ o)

ou ¢ est une constante positive. Alors, il existe (u, v) € E tel que J (u, v) > p > 0, pour
||(u, v)|| = R avec R > 0 trés petit, .

Puisque J (tp, t1)) — —oo quand t — oo, pour tout (p, ¥) € E\{(0,0)}, il existe
to > 0 tel que (top, tor)) ¢ V et J (top, tor)) < 0. m

On définie

ca = inf max.J (¢ (1),
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avec

F:{¢€C([07 1]7E): ¢(0):0> J(¢(1>) <0}'

Lemme 2.4 Supposons que pu > 0. Alors, il existe une constante positive C,, := C (N ,o,[5,11)

telle que
Gy (1, ) = [ul™™ [0 = (w2 +0%) = —C,

N-2

pour tout (u, v) € (R\{0}) x (R\{0}) et C, := 2pu(1+k?) 2’;$,ﬁ§ff))2avec k=
a+1 2
() -

Preuve: On dit que (u, v) est un point extremum de G, si

(a4 1) ulul* o™ = 2uu = 0, (2.29)

(B4 1) Ju|* o) = 2u0 = 0. (2.30)

En multipliant (2.29), (2.30) par (5 + 1) u, (o + 1) v respectivement et en les soustrayons,

‘E‘— ot 1)} ie. |v| =klul
o = \g1) o e = .

g () =Gy (lul, klul) =& ul = p (14 K)o,

nous obtenons

Mettons

la fonction ¢ (u) atteint son minimum au point

20 (1 + k2 2
Uy = (#) , avec ¢ (ug) = —C),.

N
2

N
Lemme 2.5 Sic < ¢y = = (&) 2 SPa) , alors J satisfait la condition de (P-5) .
0,(c,8) c
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Preuve: On montre que la suite (u,, v,) est bornée dans E. Puisque (u,, v,) satisfait

1 1
5 I (s vn)H2 — 5/ (AU, U,) dx — / \un]aH |Un|ﬁ+1 der =c+o(l), (2.31)
Q Q

et

[ (thn, Un)||2 - /Q (AU,, U,) dx — 2 /Q |u"|a+1 |Un|ﬂ+1 dr = (€n, (Un, vn)), (2.32)

avec £, — 0 dans £’ quand n — co. Avec (2.31) et (2.32) nous obtenons ce qui suit

2J (U, V) — (J (U, V)5 (U, v,)) = (2% — 2)/ |un|O‘Jr1 |vn|’8+1 dz
0

< 2c+4o(1). (2.33)
De (2.31) — (2.33) et Lemme 2.4, on a

Vs 0)[2 = 27 (1, ) + /

Q

2J (un, ’Un) + ,MQ/

Q

(AU, U,) dzx + 2 / Jun|* T 0| d
Q

IN

(uf1 + vi) dx + 2/Q |1, | \vn\ﬂﬂ dx

IN

&)

ce qui implique que (u,, v,) est bornée dans E. Quitte & extraire une sous suite si

nécessaire, on peut supposer que quand n — oo

(Up, v,) — (u,v) faiblement dans F,

(Up, v,) — (u, v) fortement dans L” x L? pour tout 1 < p,q < 27,

et

(U, v,) — (u, v) p.p. dans .
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Il s’en suit que (u, v) est une solution faible du systéme, i.e.

(J' (u, v), (p, ¥)) =0, pour tout (p, ¥) € E.

On pose

Up = Up — W €t v, = v, — V.

Du Lemme de Brezis-Lieb [11], on a les relations suivantes

IVually = [Vully + [Vl +o (1), (2.34)

Vol = [Vl + [ VEal; +o (1),
et
/|un\“+1 v, |7 H! dx:/|u|a+1 |v] Pt d:z:+/\ﬂn|a+1 |G, d + 0 (1) (2.35)
Q Q Q
En utilisant (2.34), (2.35), nous obtenons
1 o B
J () + 5 [, )l - / i | 8] T d = ¢ 40 (1), (2.36)
Q
et

1ty )2+ (G, 7)1 :/

(AU, U dow2 [ (™ o™ 4 i 7l ) dao ().
Q Q

Puisque (J' (u, v), (u, v)) =0, alors
I, I =2 [ [l 3, do 40 (1.
Q
Par conséquent, le long d’une séquence, on peut supposer que

(i, ©)||> = K et 2*/ |y | (5, [P de — K quand n — +oo.
0
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Par la définition de Sép (’i) g, on obtient

2
*

2
< 2 , ~ ja+l |~ 1
(@, Bn)lI* > S0, (/Q‘“n’ 5, P dg:) .

2
*

Donc, K > Sép(’i)ﬁ) (£).

Passons a la limite dans (2.36), il résulte

vz

Supposons que K > 0, alors K > (2*) S, (o)

N
(p,9) P
K 2 S0,(a,8)
J(“’”)+N_C<N—2( 2" ’

et donc J (u, v) <0, pour (u, v) € E.

D’autre part, nous avons

2*
J (u, v) = (3 — 1> /Q\any““ 16,7 da > 0,

qui est une contradiction. Donc (u,, v,) — (u, v) fortement dans £. m

Lemme 2.6 Nous avons

sup J (tBu, tCu.) < co.
£>0

Preuve: Soit B, C satisfont (2.19) et u. est définie comme dans le Lemme 2.2 avec

Jo luc|* dz = 1. Alors
1 *
J (tBu., tCu.) < §t2 (I1(Bue, Cue)||* = py (B* + C?) |luc|3) — t*" BT CPH.

Notons par r (tu.) la fonction a droite de la derniere inégalité. Puisque la fonction dérivée

de t — r (tu.) s’annule au point ¢ = ., nous aurons

t- (||(Bue, Cu) || — (B*>+C?) ||u5||§) —25F i petioftt —
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par conséquent

2 271 73
o | 1(Bue, Cud)||” = py (B + C7) luc] o
e 2% Ba+1(B+1
Donc
N N
2 _2(0‘+1)

J (tBu,, tCu.) < (%) (%)

Par la Proposition 2.2, Lemme 2.2 et pour ¢ petit, on obtient

25D, (w) + 5725 QW (w)]

sup J (tBu., tCu.) < co,

t>0

et donc, (2.37) est vérifice. m

Preuve: [Preuve du Théoréeme 3] Du Lemme 2.3, on sait que J satisfait (i) et (i7) dans
le Théoréme 2.4, alors il existe une suite de (P-S), dans E. Les Lemmes 2.5 et 2.6
impliquent que J vérifie la condition de (P-S), . En utilisant le Théoréme du Col chaque
fois que c4 > 0 et la version de Ghousoub-Preiss dans [21] quand ¢4 = 0 respectivement,
on obtient un point critique non trivial (u, v) de J.

Posons h*™ = max {h, 0}. Nous considérons

J+ (U7 U) B % H(u, ’U)H2 _ %/g; (AU+, U+) dr — /Q ‘u+‘o¢+1 ‘U+}ﬂ+1 d:p,

ou U = (u*, v"). Répétons le processus ci dessus pour J*, on obtient une solution
non négative (u, v) pour le probléme (Sf(q) 5)> De (H), et en utilisant le principe du

maximum, nous concluons que u >0et v >0. m
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Chapitre 3

Systéme elliptique de Neumann avec

des nonlinéarités critiques sur le

bord

Ce chapitre est le développement de l'article [9]

3.1 Introduction et principaux résultats

Dans ce chapitre, nous allons étudier le systéme elliptique non linéaire suivant:

—div (p (z) Vu) = au+bv+n|u!2*_2u dans €,

<Si1p’Q) ) —div (p(z) Vo) =bu+cv+n |U|2*72 v dans €,
COTY = aQ () ful R u o ur 90,

L 3—5 = pQ () |ul® ‘U’ﬁ_QU sur 0f2,

ou  est un domaine borné dans RY avec de bord régulier 9Q, N > 3; p, @ sont des
poids positifs, continus et définis sur Q, 9Q respectivement tel que p € H' (Q); a, b et
¢ sont des paramétres réels; n est une constante réelle non négative, o, S > 1 tel que

a+ =2, Ici 2, = % est 'exposant critique de Sobolev pour 'injection de trace
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H' (Q) dans L* (09) et 2* = 2% désigne 'exposant critique de Sobolev pour I'injection
H' (Q) dans L*" (). Ces injections sont continues, mais pas compactes.

Ce genre d’équations exprime la relation entre les différents domaines comme la biolo-
gie, la physique et les mathématiques. Par exemple, I’étude du mouvement des bactéries
en terme de réaction-diffusion conduit & ce probléme (voir [24, 27]).

Nous travaillons dans I'espace H = H' () x H' (€2) muni de la norme

2 2\ 1/2
[ (w, 0)I| = ([Jul® + flofI) ",

Jwll = ( / (IVwf + u?) dw) "

La fonctionnelle d’énergie correspondante au probléme (Sff’(? B)) est définie dans H

ou

par
Jy(u,v) @ o= %/ﬂ (p(z) (|Vu (@) + Vo (2)]*) = (AU, U)) dz + (3.1)
g [ (1ol de - /mp(w) Q (@) [ul” [o] ds.,

a b
ou (., .) désigne le produit scalaire usuel dans R?, A = € My(R)etU = (u)
b ¢ v
Il est bien connu que la solution non triviale du probléme (Sgp 736)) est équivalente
au point critique non nul de J,, dans H.

Une fonction (u, v) € H est dite solution faible du probléme (Sgg)ﬁ» si

(Jy (u, 0), (0, 9)) =0 pour tout (o, ¢) € H.

Le probléme décrit dans cet article est étroitement lié aux meilleurs constantes de
Sobolev S pour 'injection H'*! (RN ) dans L% (RN ) et S pour l'injection de trace H* (Rf )

dans L* (RN*). Ici RY = {a: = (2, 2n): 2 € RV oy > 0}.
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Nous rappelons que

S = inf{/ \Vul? dz; w € D (RN, / u|* dz = 1},
RN RN

Slzinf{/
R

sont atteintes par les fonctions

\Vul?dr; u € H' (RY), / u* ds, = 1} ;
ORY

N
+

Y
U (l’) = E (N=2) »

(1+ |3:|2) ’

et
CN

W(‘r): 9 gy N2
(I + (zx + (N = 2))7) 2

respectivement, ou v,, cy > 0 sont des constantes positives normalisées dépendent de
N et DY (RY) = {ue L* (RY); Vu € L* (R")}, (voir [19], pour plus de détails).

Pour y € 092 et £ > 0, on pose

U., () =5 U (‘” - y) (3.2)

et

W.,(z) =7 W (:,; - y) . (3.3)

Notons

S5 = inf {/ (|Vu|2 + |VU|2) dz; (u,v) € (H' (Rﬁ))Z, / lu|* |v]? ds, = 1} .
RY N

+ OR}

La relation entre S, g et S; est:



elle peut étre obtenue en modifiant la preuve du Théoréme 5 dans [4]. De plus si wy

réalise Sy alors (Bwy, Cwy) réalise S, g pour toutes constantes positives B et C' telles

B _
quea—\/%.

Nous rappelons la définition de la condition géométrique.

Définition 3.1 02 est dit étre satisfait a la condition géométrique (c.g) en xo € O s’il

existe un voisinage U (xg) de xq tel que QN U (o) est situé sur un coté du plan tangent

au point xg.
Lorsque a = § = %, a=c=M\b=0et u=uv, lesysteme <SX?’(§?B)> se réduit au
probléme suivant:
—div (p (z) Vu) = M+ 7 |u|" *u dans €,
% =Q(z)u 2y sur 0f2. (3:5)

Le probleme (3.5) avec p = 1 =1, Q@ = 0 et ¢ = 2* a été largement étudié, en
particulier par [2, 17, 31]. Les premiers résultats d’existence de solutions positives sont
dues & Adimurthi-Mancini [2] et X.J. Wang [31].Ils ont prouvé l’existence de solutions
pour A < Aol A est une constante négative, lorsque 0f2 satisfait la condition géométrique
(c.g) en un point zy et la courbure moyenne en ce point est positive.

Sip=1,n=0 et Q # constante, le probléme (3.5) a été traité par Chabrowski et
Yang dans [16], ils ont étudié Veffet conjoint de la courbure moyenne de 0f2 et la forme
de la courbe de @) sur 'existence de solutions.

Le cas ou p # 1 et () # constante, Yazidi [35] a considéré le probleme (3.5) avec
q < 2,. Il a prouvé I'existence de solutions sous certaines conditions suffisantes sur p, @
et la courbure moyenne sur le bord 9€2 en un point. Plus précisément, il considére les
cas suivants:

(I) N>3, A<0etneR.

(2) N >3, A€ Xip, Mir1p[ €t >0,

ou k € N* et A\, est la valeur propre de — div (p () Vu) avec les conditions aux limites
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de Neumann dans H' (Q).

Nous pouvons réécrire le systéme ci-dessus <S£1p’(§)ﬁ)> sous la forme vectorielle comme

—div (p(z) VU) = AU + %VH1 (U) dans ©,
au

= Q (x) VHy (U) sur 082,

1 * * o
ot Hy (U) = o (Juf* + o), Ha (U) = [ul* [0]”, 52 = (52, 82) et U = (u, v).

= ? 7 Ov (61/’ v
Les valeurs propres réelles de la matrice A seront notées par p; et p,, nous supposerons

tout au long de ce travail que p; < . Ainsi, la forme quadratique (AU, U) satisfait
iy (W* +0%) < (AU, U) < py (0 +07) . (3.6)

On note par H (y) la courbure moyenne du bord 92 en .

Remarque 3.1 Dans notre travail, nous distinguons différentes possibilités
(Ay) ac—b*> >0, a+c <0 alors ju; < py < 0.

(A2) ac—b*>0,a+c>0 alors 0 < py < ps.

(A3) ac —b* < 0 alors ju; < 0 < piy.

Nos principaux résultats sont les suivants:

Théoréme 3.1 Soit Q C RY, N > 3, un domaine borné tel que O satisfait la (c.g) en

y et H (y) > 0. Supposons que (A1) détient, p et Q satisfont

__P\) (y)N_2 = min — 2\ (w)N_w (3.7)
(@) v€09 (Q (z))
lp(z) —pY)|=o(lz—yl|), (3.8)
et
Q(z) = Q)| =o(lz—yl), (3.9)
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respectivement pour x voisin de y, avec o (|x —y|) — 0 quand x — y. Alors, le systéme

(ng’(g’)ﬁﬂ admet une solution.

Théoréme 3.2 Soit Q C RY, N > 3, un domaine borné tel que OS) satisfait la (c.g) eny
et H (y) > 0.Supposons que (Az) est vérifiée, p et Q satisfont (3.7) —(3.9) respectivement
et l'une des conditions suivantes est vérifiée:

(1) 1l existe k € N* tel que A\pp < p; < g < Npt1p-

(2) 1l existe k, k' € N*, k < k' tel que

MNep 0= 1B < iy S at bl < A < A < ¢ — 0] < g < €[] < Mg

Alors, le systéme (SX?,(?BQ admet une solution.

Théoréme 3.3 Supposons (Ay) et l'une des conditions suivantes est vérifiée:
(1) Il existe k, k' € N*, k < k' tel que a = Ay, p, ¢ = A\ pp €t [b] = min (Ngs1p — Meps Akrs1p — Awrp)-
(1) 1l existe k € N* tel que 1y = A .

Alors, le systéme <S£1p’(§)ﬂ)> a au moins une solution.

Théoréme 3.4 Soit Q@ C RY, N > 3 un domaine borné tel que 0S) satisfait la (c.g) eny
et H (y) > 0. Supposons que (As) est vérifiée, p et QQ satisfont (3.7)—(3.9) respectivement.
Soit Ay = min{ g ,; g < Ap}. Si

2

) 1 N 2-N
¢ =min(C, D) > = (A =) 21207, (3.10)

avec

w2

_ 2=x(p(y)S) 1 P (y) 1 A
C = n T, et D:= N —2 (Q (y))N_2 (— a,ﬂ) .
S(p’Q)

2,
Alors, le systéme ( Ao B)) admet au moins 2m paires de solutions, ot m est la multi-

plicité de A\, .

Ce chapitre est organisé comme suit. En Sect. 3.2, nous déterminons le niveau

d’énergie associé a notre systéme en utilisant le principe de concentration-compacité de

95



P. L. Lions, Sect. 3.3 s’intéresse a la preuve de la solution positive en utilisant le Lemme
du Col. Les sections 3.4 et 3.5 sont consacrées aux cas ou les parametres p; et fi,
interférent avec le spectre de l'opérateur — div(p(x)V.) avec les conditions aux limites de

Neumann.

3.2 La condition de Palais-Smale locale

Dans cette Section, nous allons trouver le rang ¢ ot les conditions de Palais Smale au
niveau ¢ pour la fonctionnelle J,, est vérifiée(en abrégé (P-S),).
On dit que J, satisfait les conditions de (P-S), au niveau ¢ € R, si pour toute suite
(Un, v,) € H telle que
Jyy (U, v,) — ¢ dans H, (3.11)

et

J} (U, vn) — 0 dans H' (le dual de P'espace H), lorsque n — oo, (3.12)

possede une sous suite convergente.

Lemme 3.1 Pour tout n > 0 fizé, J,, satisfait les conditions de (P-S). pour tout ¢ < c*.

Preuve: Soit (uy, v,) C H une suite de (P-S), avec ¢ < ¢* pour J,,. Il est tres simple de
voir que (uy,, v,) est bornée dans H. D’apres le Principe de Concentration-Compacité de

P. L. Lions, (voir [25] et [26]), il existe une sous suite, notée {(un,, v,)} un ensemble

neN?
au plus dénombrable J = J; U Jo, une famille de points distincts {xj}jeJ dans Q) et des

nombres réels o, Pz;> Tays Oxjy Pa, Jj € J, tels que la convergence suivante est vérifiée
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au sens de mesure

(
Vu,|* = do > |[Vul’ + ) 0,0,
JEJ
Vo, |> = da > |Vol* + 25%5%’
JEJ
2* 2
un|™ —dp=lul” + ZP%%» (3.13)
JEJ
|Un|2 - dp - |U|2 + prjéxp
JEI
|t |® [0n]” — dr = [u]™ |v]® + Z T2,0a;,
JEJ2

ou d, est la masse de Dirac au point x.
Pour & > 0 petit, prenons ¢; € Cg° (B: (z;)) la fonction de plateau tel que ¢ =1
dans B> (z;), 0 <4y <1et ‘V@Zzij < 2 dans B (z;). Alors

(s 0) (w5, 0)) = [ (@) Va5 do [ p(o) P,V do— o [ s dao +
Q Q Q
i [ Jnf o= [ @) Q) lual” ol 5, ds.
Q o0

De (2.3), on a

lim lim [ p(x) u,Vu,Vipg dr = 0, lim lim uid);daﬁ =0,

e—0n—oo Q e—0n—oo

e—0n—oo

lim lim | p(x)|Vu,|"¥S de = lim/ Yy, do
Q J e—0 Q J

E—

>t ([ 9@ [VoP vz de 4 p)as, ) =p(a) o,
Q
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lim Tim / BRC N lim/w;dp:hm (/ fuf® zp;dﬁpx_) .
a j e—0 Jo T 0 0 j J J

e—0n—oo

lim lim [ p () Q (&) [us|* [va]” 5, ds; = lim / Ui, dr
el Jan

e—0n—oo 90

=ty ([ pOQE@I b s+ 0 (0) Q) 7, ) = () Qo) 7

Par conséquent,

0 = lim lim <J' (Un, V), <unz/zij, O>> > p(x)) 00y — NPy, — ap (x5) Q (¥7) Ta

e—0n—oo n

De méme,

0 =lim lim () (un, v), (0, 0a05)) ) = p(23) 50y = s, = Bp (27 Q () Ty,

e—0n—oo

0 = lim lim <J7'] (Un, V), <un¢;, Un¢;j>>

e—0n—oo

> p () (00, +2,) =1 (s, +5s, ) = 20 (25) Q () 7,

Par I'inégalité de Sobolev on aura

2

S <pxj>27 <0, S </‘)xj)2* < 0,y for j € 31 (3.14)
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et

S i S /N _ _ 2 _ .
— (sz) < 0wy (sz) <Gz Sap (ij)z* < 04, + 04y, for j € 3o, (3.15)

g (sz * f’z]-) +2.Q () 7a;, J €. (3.16)

g ((pmj)z* + (,0%)2*) < p(;)ﬁ (/)xj +/3xj> )

J

ou . 1

s (p.,)" - TP S0

et dans le cas ol j € Jo, de (3.15) et (3.16), on aboutit a
2

= ((p) T+ (p)) + S (7)< p(i,j)n (pr, +72,) +2:Q(2) 7,

M

(ﬁ (/@)2* —1 1j pxj)+(£2 (Z@)zi - n]%wﬁxj)Jr(Sa,g (Tz].)% -2.Q (a:j)nj> <0,

2%

Qui implique que soit

S ( )f 1 0

2% pa:]' 77p (ZE]) px] —
ou

S (_ )22 1 0

2% pzj 77p (-T/'J) pz] — Y
ou
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Par conséquent, I'un des cings cas suivants doivent étre vrais

N
1 ) S\ 2
J est finie et soit p,, = O0oup, > 3 (M) , pour z; € 052, (3.17)
U
N
1 S\ 2
J est finie et soit p, = 0oup, > 5 <M) , pour z; € 09, (3.18)
U
g N-1
J est finie et soit 7,, = 0ou 7, > (#(B)) , pour z; € 02,  (3.19)
* wj
N
S\ z
J est finie et soit p,, = Ooup, > (p (z;) > , pour z; € €, (3.20)
n
9\ 2
J est finie et soit p,, = 0Ooup, > (p (;) ) , pour z; € €. (3.21)
n

D’autre part, de (3.11) et (3.12), nous avons

¢ = T, (um, vn)—%<Jf7(un, o) s (ttn, 1)) + 00 (1)

= u(5-5) [ 4 nl) s (5-1) [ p@Q@ kol ds. + 0, ().

Tendant n — 0o, on obtient

c = %/ﬂ <|“|2*+|U|2*+Z<ij+/_’wj)> dx +

JEJ

1

+v 5 /m (p () Q () |ul]* [v]” + jzé;p(xj) Q (acj)rx]) ds,.

Utilisant 'hypothése que ¢ < ¢* et de (3.17) — (3.21), il résulte

Pa; = Pp, = Ty =0, for all j € 3.

J

Cela donne la convergence forte de (uy,, v,) — (u, v) dans [L* (Q)}Z et [L2 (0Q)]%.
Puisque (uy, v,) — (u, v) converge fortement dans [L2 (Q2)]” et testons (3.12) successive-

ment par (u,, v,) et (u, v), nous déduisons que (u,, v,) — (u, v) fortement dans H.
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Donc la preuve du Lemme est confirmée. m

3.3 Existence de solution positive

Rappelons la variante suivante du théoréeme du Col d’Ambrosetti-Rabinowitz sans les

conditions de (P-S), (voir [5]).
Théoréme 3.5 Soit J, une fonctionnelle de classe C* dans 'espace de Banach H. Sup-
posons qu’il existe un voisinage V de 0 dans H et une constante positive p telle que

(i) Jy(u, v) > p pour tout (u, v) dans un voisinage de V.

(i1) J,(0,0) = 0 et J,(i2,0) < 0 pour (p, ¥) ¢ V.

On pose
¢ = inf max J, (¢ (1)), (3.22)

o€l te(0,1]

avec

I={¢ecC(0, 1], H): ¢(0) =0, Jy(¢(1)) <0}.

Alors il existe une suite de (P-95),.
Dans le lemme suivant, on voit que J, satisfait (i) et (¢¢) du Théoréme 5.

Lemme 3.2 Supposons que (A;) est satisfaite, alors

(i) Il existe p > 0 and R > 0 tel que J, (u, v) > p pour tout (u, v) € H avec
I(u, )| = R.

(1) 1l existe (ug, vo) € H, avec ||(ug, vo)|| > R tel que J,(ug, vo) < 0.
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Preuve: Sous 'hypothése (A;), et utilisant les injections de Sobolev, on obtient

gy (u, v) = E/Qp@a) (IVul® +|Vol?) dx—%/Q(AU, U)dx +

2
L () de = [ p@Q @) ol ds,

_§Q

24

1 2 2*
> Senll v~ ea s )P s s, )
ol ¢1, ¢y et ¢z sont des constantes positives. Alors, il existe (u, v) € H tel que J, (u, v) >
p > 0, pour ||(u, v)|| = R avec R > 0 assez petit.
Puisque J, (tu, tv) — —oo quand ¢t — +o0, pour tout (u, v) € H\{(0, 0)}, alors on
peut trouver t, > 0 tel que ||(tou, tov)|| > R et J, (tou, tov) < 0. Il suffit de prendre

Uy = tou et vg = tov. |

Lemme 3.3 Avec les hypothéses du Théoréme 3.1, il existe (a, v) € H\{(0, 0)} tel que

sup J, (ta, tv) < c*.
>0

Preuve: Nous vérifions ce Lemme dans deux cas:

1 Cas. ¢* =C.

Choisissons la fonction plateau ¢ € C§° (B, (z0)) tel que 0 < ¢ < 1 dans B, () et
¢ = 1 dans B, /3 (w9). Posons uc gz, (x) = ¢ () Uz a, (), o0t Usz, () est définie comme
dans (3.2).

De [31], on obtient

1
/P(f) ‘Vus,xo|2 du < 5P (w0) K1 — p () Kae'/? |loge| + o (€1/2) si N =3, (3.23)
Q

1
/p (2) |Vte 4| d = P (xo) K1 —p(x0) 1 (e) + 0 (51/2) si N >4, (3.24)
0
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;

O (%) siN =3,
/ ez dz = ¢ O (e |loge|) si N =4, (3.25)
Q
| O () si N > 5,
et
1Ks — H (z0) Kae'/? + 0 ('/?) si N =3,
/ |the 2y | dz = (3.26)
Q
1K — I (e) + 0 (e1?) si N >4,
ou {K;};_, sont des constantes positives.
K
Notons que L = Set I (¢), I (¢) satisfont
K3)%

lime 21 (¢) = H (z) By and lim e 21, (¢) = H (x0) Dy,

E—

respectivement, avec By, Dy sont des constantes positives dépendantes de N.

Par (3.6), nous obtenons

o2t .
Iy (tusm vtus,xo) <gi(t) = t? / (p (7) |Vua,xo|2 - Mluixo) dr — Z* / |u6,xo|2 de,
Q Q

alors

vz

(2—N)/2 V., 2 _ 2 d
I?ongl (t) S n N fQ (p (LU) ’ UE, 0’ - Mlzs,xo) x
) (Jo lttesao|*” dr) ™

En combinant les estimations ci-dessus (3.23) —(3.26), nous dérivons 'estimation suivante
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pour g (t)

( p2-N)/2

: oy (P (@) S)N? — H (x0) ane/? — 1,0 (e) si N > 5,
77(27N)/2 N/2
max g, (1) < s (P (0) S) /2 _ H (o) bye'/? — 11,0 (e [loge|)  si N =4,
77(2—1\7)/2
v (0 (@0) ) = H (20) dye'/? Jloge| = i, O (1) si N =3,

ol ay, by et dy sont des constantes positives.

2¢me Cas. ¢* = D.

Posons @ = /aV. o, 0 = /BVey, OU Veyy (2) = ¢ (2) We s, (2) avec We 4, () est
définie comme dans (3.3) et ¢ € C5° (B, (z9)) la fonction de Plateau, 0 < ¢ < 1 dans
B, (z9) et ¢ =1 dans B, (x¢). Utilisant (3.6) et le fait que n > 0, on aura

Iy (Voo tV/BVor) < 02 (1),

ou

t2

g2 <t> = 5 (Oé + ﬁ) /{; (p (‘1"> |v‘/€,x0|2 - /“Ll‘/a?xo) dr — tZ*Q%ﬁg /s;p(m> Q (CIZ’) |‘/;,xo|2* dsy.

On peut voir que

sup JW <t\/a‘/€,z07 t\/g‘/;:,mo) < sup gz <t) :

t>0 t>0

En utilisant (3.8), (3.9) et de [3], on obtient les estimations suivantes:

Asel|loge| +o(el|loge|) si N =3,
/ P (2) [V 2 d = p (20) Ar — p (o) H (o)
Q

Ase + o (e) si N >4,
(3.27)
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/ Vi |2 i =
Q

et
| p@ Q@) Ve s,
o0

ou A; sont des constantes positives pour ¢ = 1,...,6. Notons que S; =

O (e)

@)

si N =3,

(e?[loge|) si N =4,

\ Age? +0(e?) si N > 5,

p(20) Q (x0) (A5 — H (x0) Age) + 0 (g),

Ay
(A5)>

(3.28)

(3.29)

Selon les équations (3.27) — (3.29), un calcul direct montre que les cas N = 3 ey

N > 4 sont différents. Par conséquent, nous distinguons deux cas:

Si N = 3, on obtient

2

1| a+p Jo (p(2) [VVeio|* + 12V2,,) da
maxgs (t) = 5| 1 o
) (a353)) \ (op@) Qo) Vol dss)”
2
N p(xo) [ A1 — H (z9) Ase|loge| + o (e]logel) —u10(5)>2
16 (Oéaﬁﬁ)i Q (x0) (As — H (z9) Age + 0 (5))% 7

en utilisant le Théoréme des accroissements finis, on aura

1 p(x) a
e T 160 ) ((E
< Qe (S0

(07
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Si N > 4, nous avons
) 207V [ a+p
max =
>0 92 N —2 (&aﬁﬁ) 2
21N a+p
N - 2 (aaﬂﬂ) 24
27N p(xo)
N =2 (Q (%))N_2
1 p (950)

(

N =2 (@ (5U()))N_2

N-1

(

1

2,

«

B

Jo (0 |vvszo! w2 )ydr)
(fﬂp ) |V 2 - alsw)Z
p (o) <A1 — H (29) Ase +o(e) — 1110 (
(@ ()" 2 (As — H (x0) Age + 0 (€))

«

B

)

N—-1
S(a,m) ,

ou Ay sont des constantes positives qui dépendent de N. m

Preuve:

vergente, notée par (u,, vy,), ,

(um Un) -

Par conséquent, (u, v) est un point critique pour J, satisfait <

max {u, 0}. Remplagons les termes

ﬁ
2*

dans (3.1) par

n
2*

telle que

(u, v) fortement dans H.

(p,.Q)
S (a8)

(e + o) det | p(@)Q o) ul” of ds,
Q oN

L[ (@) + ) Yot [ p@Qw) () () dss

N—1
g2 ]loge[))
2
3

) ) SN=Y — ANH (z0)e +o(e

)

[Preuve du Theoréme 3.1] Du Lemme 3.1, (u,,, v,) admet une sous suite con-

> Posons ut =

respectivement. Répétons le processus ci dessus, on peut obtenir une solution non néga-

S(P Q)

tive (u, v) de ( Alof)

dans ). m
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3.4 Existence de solutions pour ( Ao ﬂ)) avec

0 <py < po

Nous permettons maintenant aux parametres i, et i, dans le systéme (S;p ’(g)ﬂ)> d’interférer
avec le spectre de —div (p (z) V.). On note par (\,) la suite des valeurs propres pour

le probléme de Neumann:

—div (p(z) Vu) = Au  dans Q,
gu — sur 0f2 .

On sait que 0 = A1, < Ay, < ... et les fonctions propres associées a A1, sont des fonctions
constantes.

Dans cette section, nous considérons les cas ot les valeurs propres p; et u, satisfont
Mep < g < g < A ps
et
Mep <a— b <y <a+ 0] <XApg1p < Ay <c— b <y < e+ 0] < Aprgap,

respectivement pour k, K/ > 1. Pour appliquer le principe du min-max basé sur le

Théoréme topologique de linking [5], nous définissons les sous espaces H, et H, par
H, = span{e;, i=1,.., k} et H} = (H,;)L,

ou ey,..., e; sont des fonctions propres correspondantes au valeurs propres i p,..., Agp-

Les Lemmes suivants sont standards.

Lemme 3.4 Si (z,) est une suite de (P-S), pour J,, alors (2,) est bornée dans H.

67



Preuve: Soit z, = (up, v,) une suite de (P-S), pour J, i.e.

Iy (U, vp) = ¢, et J) (U, v,) — 0 dans H'.

Procédons par contradiction, supposons que ||z,|| — oco. On pose
N A
o= i) = (2 7).
Puisque ||Z,|| = 1 pour tout n, on conclut que
2, = 2= (0, 8) dans H, [L* (2)]” et dans [L* (99)]°,

Up — U, 0, — ¥ fortement dans L° (02), pour 1 < s < 2,,

t,, — 1, D, — © fortement dans L' (Q), pour 1 < s < 2*,

et
U, — U, U, — U p.p. dans (.

Pour tout (¢, ©) € H, nous avons
| p@) (Vo Vo, v0ydo - [ (A, (o)) do+
Q Q
22 L o12v -2 . 252
17/ (\un Unp + |0n] vngb) dz +

Q
22, / (@) Q () i | tinipdss +

09

2.2 g / P () Q (@) [in]* |62 Dutpds, = 04 (1).
o0

= Iz

(3.30)

= Iz

= |lzn
Comme 2 < 2, < 2*, On déduit de (3.30) que

/ (|a|2**2 i + ]2 w) dz = lim n/ (|an|2“2 i + [0,]7 2 fw) dz = 0.
Q = Ja
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Ainsi « = v = 0 p.p. dans Q.

D’autre part, on a

c+ o, (1) > Jp (up, v,) — QL (J)) (tn, 0n) s (Uny v5)) -

*

Alors
1 1 9 9
c+o,(1) > 5o p (@) (|Vun|* + [Vua|?) do — [ (AU, U,) dx
* Q Q
1 / 2 2 2 2 )
> p(z) (|Vu,|”™ + Vo, dac—,u/un—H)n dz | .
s ([ p) (Ve + 90y o= [ (a2 4e2)
Cela donne
lim [ p(2) (V| + |Vi,|*) dz = 0.
Alors lim ||2,]| = 0, qui contredit le fait que ||Z,]| = 1 pour tout n. =

Lemme 3.5 Si (u,, v,) est une suite de (P-S), pour J, avec ¢ < c*, alors (u,, v,) est

relativement compacte dans H .

La preuve de ce Lemme est une application directe du principe de Concentration-
Compacité et elle est omise.
Nous appliquons maintenant le Theéoréme de Linking [5] pour notre cas, nous avons

ce qui suit:

Théoréme 3.6 Soit H un espace de Banach avec H = H, & H;" ou dim H, < oo.
Supposons qu’il existe k € N* tel que Mg, < py < ptg < N1 €t J, € C1(H, R) satisfait:
(i) Il eziste p, o > 0 tel que J, (u, v) > o pour tout (u, v) € (9B, N H;)Q.

(13) Il existe R > p tel que si

Q- = ((BrNHy) @0, R {w.}) x ((Br N Hy) @0, R]. {w.}),

69



alors

J, <0.

Noa: —
St on définit

Ce 1= hléllfg (u,nzl;?eXQg Jy (h(u, v)), pour e >0 petit

ol

I..={heC(Q., H): h=1Id sur 0Q.},

alors il existe une suite (uy,, v,) C (H,;)2 de (P-9)..

Preuve: Pour tout (u, v) € (H,j)2, on a

Q

/Qp(x) (IVul* + | Vo)) do > /\k+17p/ (v + v?) du, (3.31)
et
/Qp(:c) (\Vu|2 + \VU!Z) dz > Oy ||(u, v)||> > Cs /Qp(:c) (|Vu\2 + \VU|2) dr. (3.32)

De (3.6), (3.31), (3.32) et par les injections de Sobolev, nous écrivons

24
Y

a0 2 3 (1= 222 Y el 0 - el oI = el

2 k41, p

ol c1, co et c3 sont des constantes positives. Par conséquent, il existe 0 > 0 et R > 0 tel
que

Jy (u, v) > o, pour (u,v) € (0B, N H/,j)2

D’autre part, nous avons

/Qp(x) (IVul* + |Vo|*) do < A,w,/g (u* +0?) d, (3.33)
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alors par (3.32) et (3.33), nous obtenons

) < 5 (1= L5 ) el o = 2w

; 2w )3~ [ )@ @)l ol s,
k, p o0

Nous pouvons utiliser I’équivalence des normes dans I'espace H,  de dimension finie pour

obtenir

\2
Jy (1, ) = —00 quand [|(u, v)|| = +o0, (u, v) € (Hj)®.
Ainsi, la condition (ii) est satisfaite pour R > 0 suffisamment grand. =

Lemme 3.6 Supposons qu’il existe k, k' € N* tel que
Mep S a— bl < py Sa+[b] < Apsrp S My S = [b] < gy S e [b] < Apriap,

alors
(i) Il existe p, o > 0 tel que J,, (u, v) > o pour tout (u, v) € (0B, N H}) x (0B, N H};).

(1) 1l existe R > p tel que J, <0, ou

‘BQE

Q- = ((BanHy) &[0, R {w.}) x ((Ban Hy) &[0, R {w.}).

Preuve: Pour tout (u, v) € H x H,’, nous avons

/p(:c) \Vul|? de > )‘k+1,p/ wldr et /p (z) |Vo|* dz > )\kurl’p/ vidzr.  (3.34)
0 0 0 0

A partir de ces relations, nous obtenons

1 b .
Jy(u,v) > = (1—L||)/p(x)|vu|2dx—i/|u|2 dx +
2 Net1p ) Ja PAR

1 b «
4= (1 . L") /p(x)|VU|2dx— E/ o> d +
2 )\k:’+1,p Q 2* Q

Qs [ ol ol s
oN
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En utilisant les injections de Sobolev et le fait que
/p(ac) \Vw|* dz > ¢ ||w|® > 02/]9(96) |Vw|?, pour tout w € H; ou Hy,
Q Q

nous obtenons

1 a+[b .
aytw ) = g (1= ) g - el - el +

2 /\k+1,p
1 c+ 0] 2 2+ 2
Sl O [} _ _ .

vy (1= 5 ol = ca ol = call

Par conséquent, nous pouvons choisir ||(u, v)|| = p suffisamment petite et 6 > 0 tels que

J, > 0.

77‘ (oBonmf ) x(9Bpnm)

Pour (u, v) € H, x H,,, nous avons

1 a/—|b|)/ 2 1( C—|b|)/ 2

11— — z)|Vu d.’lj—f—— l1—— z) |V dx
5 (1- 50 [rowatae 5 (1- 55 [@iw

1 a— |b] 2, 1 c— |b] 2

— 1= — 11—

eng (1= S )l - cuy (1= 5 ) o

1 a1 c— |1 :
- 1—— 1—— :
! ( ( o ) G ( s JLLCRO

En conséquence, J, (u, v) — —oo quand |[|(u, v)|| = +00. =

Iy (u, v)

IN

IN

IN

Lemme 3.7 Sous les hypothéses du Théoréme 3.2 aet supposons que l’'une des conditions
suivantes est satisfaite
(a) I existe k € N* tel que

)\k,p < < Heo < >\k+1,p-

(b) Il existe k, k' € N*, k # k', tel que

N S @ = 0] < iy S at [b] < Aesrp € Mg < €= 1B < pty < ¢ Bl < v
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nous avons

e (h(u, v)) < ¢,

ot Q. et I'. sont définis comme dans le Théoréme 3.6 et Lemme 3.6, respectivement.

Preuve: Premier cas: Nous commencons par vérifier que c. < D.

Tant que n > 0, nous avons

1
Iy (u, v) < §/p(x) (IVul® + |Vu]?) dx—%/ (u® +v*) dz +
Q Q

- / p(2) Q () [ul* |o)” ds...
o0

Comme l'ensemble {(u, v) € Q.; J, (u, v) > 0} est compact, il existe (w?, w?) € (Hk_)2

et t > 0 tels que

Iy (Ue, v;) = (ung)agé2 Jyy (u, v), pour u, = w; + t\/anO et v, = w? + t\/BVmO

en utilisant (i7) dans le Théoreme 3.6 et le fait que supp (w!) N supp (Vz.,) = 0 et supp

(w?) N supp (Vz4,) = 0, nous obtenons

¢ < maxJ,(u, v)=J, (w;, w?) + Jy <t\/ave,z0; t\/BVe,mo)
< maxJy (/aVeuy, tv/BVew )

Comme dans la preuve du premier cas dans le Lemme 3.3, on obtient le résultat souhaité.

Deuxiéme cas: c¢. < C.

Nous avons

nt*” *
Iy (Pt Tieay) < 7SZ/Q (p (x) |Vua,xo|2 - ulug,zo) dr — N /Q |u5,xo|2 dz.

Pour le reste de cette preuve, nous procédons comme dans la preuve du Lemme 3.3. m
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Preuve: [Proof of Theorem 3.2] De la combinaison des Lemmes 3.4—3.7 et le Théoréme

3.6, nous concluons la preuve du Théoréme 3.2. m

3.5 Preuves des Théorémes 3.3 et 3.4

Proposition 3.1 Supposons qu’il existe k, k' € N* tel que a = X\, et ¢ = A\, avec
k< k' et |b| < min ()‘k+1,p — )\k7p, )\k’+1,p — )\k’,p)' Alors
(i) Ils existe p, o > 0 tel que J, (u, v) > o pour tout (u, v) € (0B, N H}) x (0B, N H}}).

(i1) Il existe R > p tel que J, <0, ou

|8Qs

Q- = ((BrN Hy) @[0.R].{w.}) x ((Br N Hy,) & [0.R] . {w.}) .

Preuve: Pour tout (u, v) € H;” X H,}, nous avons

T . Aep+ b Akp+b .
s 0) 2 guin (1= 2220) (12 2000 Yy, P 0 -G 0

Aetip A 41,p

p

Y

et par conséquent, nous pouvons procéder comme dans la preuve du Lemme 3.6 pour

conclure que J, satisfait la condition (i) du résultat abstrait précédent.Nous avons aussi

b C1 Co 2
J < = = .
n (U, U) = 2 max ()\k,p7 )\k/,p> ||(u7 U)H

En conséquence

Jy (u, v) — —oo quand ||(u, v)|| — +oc.
Ainsi, la condition (i7) est satisfaite pour p > 0 suffisamment grand. m

Proposition 3.1 Supposons qu’il existe k € N* tel que j1y = A, Alors
(i) Il existe p, o > 0 tel que J,, (u, v) > o pour tout (u, v) € (8Bp N H/,j)2

(21) 1l existe R > p tel que J, <0, ou

‘BQE
Q- = ((BrNHy) @®[0,R]. {w.}) x ((BrN H; ) & [0,R] . {w.}) .
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Preuve: La preuve est la méme que dans la Proposition 3.1. m

Lemme 3.8 Supposons que l'une des conditions suivantes est satisfaite:
(1) Il existe k, k' € N*, k < k' tel que a = Ay p, ¢ = A\ .

(2) 1l existe k € N* tel que j1, = Ay, p. Alors, nous avons

c. < c'.

Preuve: La preuve est similaire a celle du Lemme 3.7. =

Preuve: [Proof of Theorem 3| D’aprés les Propositions 3.1, 3.2 et le Lemme 3.8, nous
concluons la preuve du Théoréme 3.3. =

Pour démontrer le Théoréme 3.4, nous allons utiliser le théoréme abstrait de point
critique suivant qui est une variante du Théoréme d’Ambrosetti et Rabinowitz (voir [6,

Theorem 2.4]).

Théoréme 3.7 Soit H un espace d’Hilbert réel de norme ||.|. Supposons que J €
C! (H, R) est une fonctionnelle définie sur H qui satisfait les conditions suivantes:
(J1) J(u, v) =J(—u, —v), J(0,0)=0;
(J2) Il existe une constante 3 > 0 tel que (P-S), est vérifiée pour tout ¢ € (0, B);
(J3) 1l emiste deuz sous espaces fermés V, W C H et des constantes positives p, 5, 3
avec § < ' < B tel que:
(i) J (u, v) < B, pour tout (u, v) € W?;
(17) J (u, v) > 6, pour tout (u, v) € V, ||(u, v)|| = p;
(7i1) codimV < oo and dimW >codimV .
Alors il existe au moins dimW —codimV paire de points critiques pour J avec la valeur

critique appartenant a intervalle [§, (].

On note par M™ et M~ les sous espaces suivants:

M'= @& MOM,), M = & M(\,),

Akep> At Akp <At
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ou la fermeture est prise sur H' (Q2) et M (\x,,) est I'espace propre correspond au valeur

propre Ay p.

Lemme 3.9 Nous avons

2—N

N 2-N
Buy = sup Ty (u, 0) < = (A — ) 2 [Qf 2

2
(u,v)e(M—)2 N

Preuve: Pour a, b > 0, nous avons

2172 (g +b)* pour 0 < a <1,
a® + b < (a+ o) » = (3.35)
(a+b)*  pour a>1 :

/qua: < QPN (/ |u
Q Q

Utilisant la définition des sous espaces M+ et M, nous avons les inégalités variationnelles

et

2/2*
2 dx) : (3.36)

suivantes:
/Qp(:c) (IVul* + |Vo[?) do < >\+/Q (u? + 0?) da, pour (uw) € (M™)?, (3.37)
ot
/Qp(x) (Ivuf+ Vo) de > A+/Q (u? +v?) do, pour (up) € (M*)?. (3.38)

Tenant compte de (3.6), (3.37), (3.36) et (3.35), nous avons pour (u,v) € (M~)>.

Iy (u, v) <

o =) [ (o) do = 2l of”) da
Q 2 Q

2/2*
B 2/N 2 2* o n 2* 2*
O =) IO ([ (1 ol Y ae) = [ (1l 4 )

IN
N~ DN
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o* 9% 1/2*
Posons s = (fQ <]u\ + |v] ) dx) et

(=) @IQYPY 2 = L s > 0,

N |

t(s) =

Alors, nous avons

2 2-N
supt (s) = — (A4 = )90
s>0

Lemme 3.10 Soit 1, > 0. Alors il existe des constantes p,, et 0,, € (O, ﬁul) tel que

Jﬂ (U, U) Z 6#2 pour (U, U) € <M+)27 ||(U, U)H = p;@'

Preuve: Soit (u, v) € (MT)*. De (1.6), (5.1), (5.4), les injections de Sobolev et le fait

que
/p(x) (1Vul? + [Vo2) dz > C, ||(u, 0)[2 > C'g/p(:l,’) (IVul? + |Vof?) de,
Q Q
on obtient
1 Ho 2 2% 2,
Jy(u,v) > (1= e |[(u, 0)]]” = e ||(u, v)||7 — e (u, v)
2 N
2 5#27

pour p, = [|(u, v)|| petite, puisque Ay > .
2
Tant que M+ N M~ = M (\;), nous avons pour tout (u, v) € (M (As) N 8B,,H2>

satisfaisant 0,, < J, (u, v) < ( )Slzp . p(u,v) < B, =
u,v)e(M—

Preuve: [Preuve of Théoreme 3.4] Il suffit de voir que la fonctionnelle J,, satisfait les

hypothéses du Theoréme 3.7. En effet, choisissons les sous espaces
W= (M) et V=(M).
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Du Lemme 3.9, J, vérifie toutes les conditions J; (i) avec 5 = 3 ., et en prenant § =04,
dans le Lemme 3.10 nous atteignons que J, satisfait J3 (i¢). Choisissons § = ¢*, notre
fonctionnelle J, vérifie Jo. Maintenant, de (3.10) nous pouvons supposer que 3’ = /3 by <
c*, et puisque

dimW — codimV = 2dimM ~ — 2codimM ™+ = 2m,

la preuve du Téoreme 3.4 est controlé. m
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Chapitre 4

Systéme elliptique avec condition de

Robin contenant ’exposant critique

de Sobolev

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons étudier l’existence d’une solution positive pour le

systeme elliptique suivant:

—Au = au+bv+ < ul* " u v’ dans Q,

—Av =bu+cv + 2 |ul® | %v  dans Q,

g_z -+ M (m) u=20 sur 89, (41>
%+772 (:1;)'1):0 sur 89,
u, v >0 sur €2,

ou ) C RY, N > 3, est un domaine borné de classe C! sur la frontiére 9Q; a b et ¢ sont
des parametres réels, a, f > 1 tel que ar+ 3 = 2*. Ici 2* = 225 est 'exposant critique de

Sobolev pour linjection H' (Q) < L* () qui est continue mais pas compacte. 7, (),
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1, (x) sont des fonctions non négatives telles que 7, 1, € L (092).

Dans le cas scalaire, ’existence d’une solution positive du probléme suivant:

—Au=u?"1+ f(x, u) dans ,
% + n (3’;) u=>0 sur 8@, (42>
u >0 sur €2,

a été considéré par Wang [31], ou 1 (z) une fonction non négative, f (z, u) est une pér-
turbation d’ordre inférieur & u? ~! & linfini, et f (z, 0) = 0.
Notre but est de généraliser partiellement le résultat de [31] & un systéme faiblement

couplé.

Définition 4.1 Une fonction positive (u, v) € H' (Q) x H' (Q), est dite solution faible

du probléme (4.1) si

/ (VuVe + VoV) dx — / (aup + bvp + bup + cvyp) dx +
Q Q
1
-/
+ [ @)t (@) o) ds,
o0
= 0, V(QO, w)EHl(Q)XHl(Q)7

(a \u]o‘_zu |v\6 o+ B |ul ]v[ﬁ_z v;b) dx +

ou H' () est l'espace de Hilbert muni la norme ||ul g1 oy = (fo (IVul* +u?) dz) 2.

La fonctionnelle d’energie correspondante au systéme (4.1) est définie par

1 1
I(u,v) = §/Q(|Vu|2+|Vv]2—(AU, U)) dm—§A|u|a v|? dz +

w5 [ @)+ @) 0?) ds.,

onAd=|" € My(R), U =
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On sait que les solutions non triviales du Systéme (4.1) sont équivalentes aux points
critiques de I dans H' (Q) x H' (Q).

On pose

9 2
S )= o Aa(VelFIVel)dr
u, veH;(2)\{0} (fﬂ ’u‘a ’1}’6 dﬂf) g

et
IVul” 4 |V|?) do
Em 8= inf fRf ( ) .

2
PN (ol o )
+

On sait que (voir [4])

= ((5)7+ () )

ou S est la bonne constante de Sobolev définie par

Jo IV d

o dm) 2

S = inf
u€Hg ()\{0} (Jiy I

qui est atteinte si est seulement si Q = R et la fonction test est choisie pour étre

U@=(N$9S?m9%2

On pose

U., (z) = e W22y (ﬂ) :
g

pour y € RV, ¢ > 0.
8
2*

Q.

+ (%)72*, alors S (o, ) = Ka, 5S.

)

Dans ce qui suit, posons K, g = (%)
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Similaire & la preuve du Théoréme 5 dans [4], nous obtenons facilement

2
fRﬁ |Vu|” dz

Zaﬂ = Ka”g inf

2
*

WEPEENOY ([ ol dr)?
+
B S _ 5 f)
T Telfor T T2

Nous pouvons voir que pour tout A <0, n(z) >0 et n(zx) #Z0,

|lul| == (/Q (IVul® = M?) dz + /mn(x) u2dsm) ’

est une norme dans H' (Q), qui est équivalente & la norme usuelle ||u/| i)
On note par ||n;]|,, et |7/, la norme dans L (99Q). E := H" () x H* () l'espace

muni de la norme
2 2 1/2
I, )1l = (el ey + I0l5y) -

Soit M = {A € My, matrice symétrique telle que a + ¢ < 0 et b* < ac}. Si A € M

alors il existe deux valeurs propres i, p telles que p1; < p15 < 0. Nous avons
py (u* +0%) < (AU, U) < py (u® +0%) , pour tout (u, v) € R (4.3)

Nous supposons que
(A) Q@ c RV N {z = (z1,..., zy) €ERY/ 2y > 0} est un domaine borné de classe C*
sue le bord, H (0) > 0, 0 € 09, ou H (0) est la courbure moyenne a l'origine.

Dans ce chapitre, nous prouvons le résultat suivant:

Théoréme 4.1 Supposons que A € M et (A) est vérifice. Alors si ||n,]l,, et |72
sont assez petites, le probléme (4.1) admet au moins une solution positive (u, v) € E qui

satisfait I (u, v) < 75 (Sap)V2.

83



4.2 Reésultats Préliminaires

Lemme 4.1 Soit u,, — u et v, — v dans H* (Q). Alors
lim /|un|a v,|? dz = lim /|un—u|a |vn—v|ﬁdx+/|u|a | de.  (4.4)
Q Q Q

Preuve: Par les injections de Sobolev, nous pouvons supposer que u, — u et v, — v

dans L? (2) pour 1 < p < 2*. Nous écrivons

/|un|a|vn|6dx—/|un—u|a|vn—v|5dx

Q Q
= [ (1l (joul = o = o) o = o " =t = "))

1 1

Q
= —/|un|a/%]vn—tv|5dtd:r—/|vn—1}\6/%|un—tu\adtd1’
Q Q

0 0

1
= 5 [ [l = 0l o) i
Q0
1

+a // v — 0] |y — tu|®? (u, — tu) udtda.

Q0
Puisque
1
B lim // un|® [0y — t0]" 72 (v, — tv) vdtda = / u|® [v]® da
n—oo
Q0 0
et

1
lim // 0 — 0] g — tu|*? (u, — tu) udtdz = 0,
Q0

le résultat se déduit facilement m

Proposition 4.1 Soit u,, — u et v, — v dans H* (Q). Supposons que

(i) |Vun|” + |V |> = u faiblement au sens des mesures.
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(1) |un|® [vn]” — v faiblement au sens des mesures.
Alors il existe un ensemble au plus dénombrable J, une suite (x;) C 0Q et (uj), (vj) C

(0, 00) tels que
y= o+ S vty 1> [Vl Vel 4 Y i,
jeJ jeJ

et
(i34) (5(‘* a)) V% < iy sim; € 09

22/N J

Preuve: 1l s’agit d’'une modification du principe de Concentration-Compacité de P.-L.
Lions [25]. Nous esquissons seulement la preuve. Tout d’abord, nous démontrons le
résultat en supposant que u = v = 0 sur 9§2. Pour obtenir (ii7) nous avons besoin de la
modification suivante du résultat da a X. J. Wang [31]:

Soit B = B (0, 1) N {zx > h(2)}, on B(0, 1) est la boule unité dans RN, h (z') est
une fonction de classe C* définie sur {2’ € RN™!; |2/| < 1} avec h, Dh tendant vers 0.
Alors pour tout u, v € H* (B (0, 1)) avec supp u, supp v C B, nous avons:

(A) si h =0, alors (voir [4])

2/2*
/(lvu\2+\Vvl2) dzr > 272N S (a (/ Jul® \vlﬁdx) ,
B

(B) pour tout € > 0 il existe un 0 > 0 ne dépendant que de ¢ de telle sorte que si

|Vh| < 0, alors

/B(IW|2+IW\2) d > (Szw - )(/ Ju|® |v|’8d$> 2*.

En utilisant ce résultat, on déduit (ii7). Le cas général u # 0 et v # 0 peut étre réduit
au cas ci dessus par la substitution u} = u, —u, v} = v, — v et le Lemme 4.1 (voir [32]).
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4.3 Reésultat d’existence

Lemme 4.2 Soit I une fonctionnelle de classe C' sur un espace de Banach E. Nous
avons

(1) 1l existe des constantes «, p > 0 telles que
I(u, v) > a pour tout (u, v) € E avec ||(u, v)|| = p.
(17) 11 existe (ug, vo) € E tel que
| (uo, vo)|l > p et I (ug, vy) <O0.

Preuve: (i) Par I'inégalité de Sobolev, (4.3) et du fait que [|.|| est équivalente & .|| ;1 g,

nous avons

I(u,v) > %/ Vul? + |Vol? = g (u? +U))dx——/|u| v|? da: +
%/ (ny () w® + ny (2) v*) ds,
> %(/ﬂ(wuﬁﬂwtul (u2+02))dx—i—/m (1, () o + 7y0?) dsx) n
= N, o)l
> o [|(u, 0)|* = ea || (w, 0) |

Alors, il existe «, p > 0 tel que I (u, v) > « avec ||(u, v)|| = p, pour tout (u,v) € E.

(7i) Nous avons

I (tu, tv) < —/ \Vul? + |Vo]? = gy (u? +0?)) do — — /|u| o] dx +
t2 2 2
—1—5 (7}1 () u® + nyo )dsx
o0

Nous déduisons que tlim I (tu, tv) — —oo. Par conséquent, on peut choisir tq > 0, tel
—00
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que |[(tou, tov)|| > p et I (tou, tov) < 0. Soit (ug, vo) = (tou, tev), alors (ii) est verifiée.

n
Posons ¢ = inf sup I (h(t)), ou
hel 4eo, 1
I'={heC(0,1], E)/ h(0) =0, I(n(1)) <0},
Nous avons le Lemme suivant:
Lemme 4.3 Pour tout 0 < ¢ < 55 (S (a, BNN2, il existe au moins une solution non

triviale (u, v) € E du probléme (4.1) qui satisfait I (u, v) < c.

Preuve: Par le Lemme du Col sans les conditions de (P-S), il existe une suite (u,,, v,)

telle que, quand n — oo, I (uy,, v,) — ¢, I' (u,, v,) — 0 dans E’. Clest a dire

2

—&—1 /ag (11 () u? + n, (z) v*) ds, (4.5)

1 1
I (up, v,) = —/Q (IVul® + |Vol* — (AU, U)) dx — §/Q|u|a v|? da +
2

= c+o,(1),

(I (U, V) 5 (Uny ) = /Q(]Vu\QHVvF—(AU, U))dx—/ﬂ\u|a\v]6dzx+

+ /(m (171 (z) u? + 1y (v) 1)2) ds, (4.6)
= 0, (1)
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Par (4.5) et (4.6), nous obtenons

ct+o,(1) = I(uy, v,)—

Donc (uy,, v,) est bornée dans E.

Par le Théoreme de Vitali, quitte a extraire une sous suite, quand n — oo, on aura

dans F,

)
u, v) dans L* (Q),
)
)

<
5

S
3

dans [L*(0Q)] 2,

<
3

S
3

(
(

—  (u, v
(u, v) p.p. dans Q.

Par (4.6), il résulte que u satisfait

lim <], (u7 U)? (307 Q/))> =0, v(@v ¢) €L (47>

n—:oo

Donc (u, v) est un point critique pour I.
Maintenant, on montre que u % 0.
Posons 4, = u, — u et v, = v, —v. Du Lemme de Brezis-Lieb, on a les relations

suivantes:

IVually = IVully + [Vl +0(1),

IVoall; = IIVoll; + IVEally +0 (1),
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et

/|un|a |vn|5dx:/]u|o‘ yvyﬂdx+/ |G |* 5] dz + 0 (1)
Q Q Q

Le fait que I (uy,, v,) — ¢, on peut déduire que
1 1 @ |~
I (u, v) + —/ (IVitn|? + |V, dz — —/ | |* 5| dz = ¢+ 0(1). (4.8)
2 Jq 2* Ja
Puisque (I’ (un, vn), (Un, v,)) — 0 quand n — oo, le Lemme de Brezis-Lieb nous donne

o(1) = /(|van|2+|wn|2) dx+/(|Vu|2+|Vv|2) dx—/(AU, U)dz +
Q Q Q

_/Q(|u|a|y\ﬁ+|an\“|an|ﬂ> dm+/m (m) (@) 0 4y (2) o) ds,. (4.9)

Soit (¢, 1) = (u, v) dans (4.7), on aura

0:/ (IVul® + |Vol* — (AU, 1)) dm—/ \u!a\v\ﬂdx+/ (1 () u® + ny (2) v*) ds,.
Q Q 0

(4.10)
Il résulte de (4.9) et (4.10) que
/(!Vﬂnl2+ V%) dw—/ i 5] da = 0 (1) .
Q Q
Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que
lim [ (Vi + |V5,*) dr = lim / || |5, | da = E, (4.11)
n—oo n—oo Q

ol k > 0 est une constante positive.

D’aprés la proposition 4.1, nous avons

IS 2/2*
/Q(|V’lj,n’2—|— ]Vﬁnﬁ) dr > ( 2(20;]’\[5) _g> (/Q|i1n|“|ﬁn\ﬁ dx) .
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Alors
k> (M - 5) k*?", quand n — oo. (4.12)

922/N

Nous supposons que (u, v) = 0. Quand k = 0, De (4.8), ¢ = I (0, 0) = 0 qui contredit
que ¢ > 0. Si k > 0, de (4.12), on obtient

B2 5 (S (@),

puisque ¢ est arbitraire. De (4.7), on obtient

qui contredit le fait que ¢ < 5% (S (a,3))™2. Donc, (u, v) # 0 et (u, v) est une solution
non trivale du probleme (4.1).

Par (4.8) et (4.11), nous avons

qui implique que I (u, v) < ¢. La preuve du Lemme 4.3 est compléte. m
Grace a 'hypothese (\A), la frontiere 02 peut étre représentée prés de lorigine par

(rotation des directions x1,..., zy_1 si nécessaire)

N-1
1
o = (@) = 5> Nt +o (o), Va! = (w1, 1) € DO, ),
i=1
pour un certain ¢ > 0, ol Aq,..., Ay_1 sont les principales courbures du 0f2 a l'origine et

D (0, 8) = Bs (0) N {ay = 0}

Pour tout € > 0 assez petit, posons

b = e/ (g 4 |g2) VD2 (4.13)
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alors le Lemme suivant est vérifié.

Lemme 4.4 Sous Uhypotheése (A), pour N > 4, les estimations suivantes sont vérifiées:

VP de = / Vol de — I() + 0 () . (4.14)
Q Rﬁ
R / ue|* da — 11 () + o (¢'/?) (4.15)
Q RY
/ n(x)uids, < Cln|le"*+0 (51/2) . (4.16)
[2/9)
et
O (') si N =3
/uzdx —{ O(Flogel), siN =4 (4.17)
Q
O (g) si N >5
De plus, nous avons
et = (v [ WOy (418)
e—0 RN-1 (1+ ’y/‘ )
—- I
et
/
lime Y211 () = / %dy’ (4.19)
a o (Ll )
= I,
Oug( )_22 1yz? (y].?"'? nyl)eD((); 5)
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Pour N = 3, nous avons

IN

1
/ V. |? dz 5/ V| do — ce/? [loge| + o (¢'/?) (4.20)
Q RY
* 1 *
/|u€\2 da 5/ w2 do — O (V) (4.21)
Q R

N
/ n () Ugdscv
a0

4.4 Preuve du résultat principal

v

IN

Clnll?+0 (7). (4.22)

Avant de démontrer notre résultat, nous allons donner un Lemme important:

Lemme 4.5 Sous 'hypothése (A) et pour |||, |02l assez petites, il existe une fonc-

tion non négative (u, v) € E, (u, v) # (0, 0) qui satisfait

sup I (tu, tv) < % (S (o, 8))N? . (4.23)

>0
Preuve: Nous considérons la fonction suivante avec u = /au., v = v/Bu,,

gty : =1 (t\/aug, t\/Bug)

t2 9 ) t2 )
< Stars) [ (Vo — ) v+ 5 [ (n, @)+ o, o)) s, +

2 o0
7 a .
——oﬁﬁg lu|* dx
2% Q
Notons que tliin g(t) = —o0, g(0) = 0, g(t) > 0, donc supg (t) est atteinte pour
—+o0 >0

un certain t, > 0 et t. est uniformement borné pour ¢ > 0 suffisamment petit. Par
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conséquent, il résulte de (4.16) que

0t = sup () [ (VP — et dor G [ () + o (o) s+

10 2 Jon
——oz2ﬁ2/|u8 dx).

t 2 . .
sup (5 (0 +) [ (Vul =) do - Fratot [ fuf ar) +
2 Q 2% Q

>0

t(era Il + o Inall.0) €72 + 0 (£77)

1 V|’ — pyu?) dz H
- N&w<k“ =) ) + (010 [l + 2B [all) 2+ O (172).
(Jo luel™ dx)

Du Lemme 4.3, on obtient

ler cas: SiN > 4:

IN

/|Vu5|2dx = / |Vu€|2dx—l(5)+o(5l/2)
Q RY

+

= M, (1-MI(e)+ (%)),

et
(/ Jue|” dx) = lu|* do — 11 () + o (51/2)
0 f
_ -5 — 2,1 1/2
= M, 1+ N Mz IT(e)+o0(?) ),
ou
1 2 1 2*
M, == |Vu.|” dz et My = - lue|” dz. (4.24)
2 RN 2 RN
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Ensuite

f (‘Vue:’ - )dx

(fo e )™

My — M (e —N_2 - € o (?
_ MQNT <1 M () + ¥ My T (€) + o ( )).

Par (4.24), on obtient

On montre maintenant que

. N—-2_ _
lim <TM2 UT(e)— M (5)> <0,

pour £ > 0 assez petit, ce qui implique (4.23). En effet, si (4.25) est vérifiée alors il existe
g0 >0, o/ > 0 tel que

(4.25)

1 N
iggl(t\/_ug, t\/_ue> S_N S( B))? —

pour ¢ € (0, £). Soit (crex [[mlg + 2B n2ll0) =

1 N
sup I (#v/aue, tv/Buc) < 5 (8 (0, 9)F

Maintenant, nous prouvons que (4.25) est vérifice. Par (4.18), (4.19) et (4.25) elle est
équivalente a

N —2
Donc

N-2M I
L 4.26
N M, I’ (4.26)
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De (4.18) et (4.19), nous avons

I 2 v gy) a@) .\
E W INWY) g « ACD R,
1 (( ) /RN_1 (1+\y’|2)N y) </RN-1 1+ )" y)

00 -1

o 2
B / (1+7r2)Y O/ 1+7r2)N

0

Pour tout 2 < 0 < 2N — 1, intégrons par partie, nous aurons

T a2
———dr = /
0/(1+T2)N_1 9—1 (1+r2)

Observons que

on obtient - .
/ r? 0—1 / rf=2
dr
) (1+1r?) 2N—9—10 (1+41r2)
Par conséquent
. () o N +1
1 = —2) ——
011 (2) ( VN3

D’autre part, de (4.14) et (4.15), nous avons

oo

N-2M, (N 3/ / dr = (N —2)°
N 1, N (1+12) (1+712)

0

Donc (4.26) est vérifié.

2é&me cas: Si N = 3:
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Utilisons (4.17), (4.20) — (4.22) et (2.24), nous obtenons facilement

1 V| = pyu?) da) *
g(t) < Kas (fQ ( - 12/2)* + (1|l + 2B Imallo) €72 + O (') .
(fﬂ ’ua dx)
1
< 5 (S(a B = e 2 loge] — 1,0 (12),

ol c3 est une constante positive.

Par suite le Lemme 4.5 est vérifié. m
Preuve: [Preuve du Théoréme 4.1] Combinons les Lemmes 4.2 et 4.3, on aura

1
c=1nf sup I (h(t)) < sup I (ttov) <supl (tv) < — (Sa,[;)Nm,
heT 4e[0,1) t€[0.1] >0 2N

ol v est comme dans le Lemme 4.3.
Suite du Lemme 4.2, (u, v) est un point critique de I et le systéme (4.1) a une solution
non négative dans E. Par le principe du maximum fort, (u, v) > 0 dans 2. La preuve

du Théoréme 4.1 est accomplie. m
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Perspectives

1. Dans le Chapitre 1, nous avons étudié 'existence de solution qui dépend du com-
portement asymptotique des poids p et ¢ au voisinage du méme minimum. Le cas ot p

et ¢ ont deux minimums différents serait & envisager.

2. 1l serait intéressant d’étudier le comportement des solutions de moindre énergie

du systeme (Sff’(? B))’ dans le Chapitre 3, quand f,, py — 00.
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RESUME (Frangais)

L’objectif de ce travail est 1’étude d’un systéme de deux équations aux dérivées partielles semi
linéaires a deux variables faiblement couplées contenant des exposants critiques et des fonctions poids
sous des conditions de Dirichlet puis de Neumann. La difficult¢é majeure dans la recherche des
solutions consiste a récupérer la compacité. Apres un bref exposé de définitions et résultats nécessaires
dans ce travail, nous prouvons au chapitre 2 1’existence et la non existence des solutions qui dépendent
du comportement des poids au voisinage de leur minima. Les chapitres 3 et 4, ont pour but de
présenter des résultats d’existence et multiplicité de solutions pour des systémes faiblement couplés
lorsque la frontiére satisfait la condition géométrique en un point et la courbure moyenne en ce point
est positive.

Mots-clés : Exposant critique de Sobolev, Condition de Palais-Smale, Principe de Concentration-
Compacité, Probleme de Neumann, Systéme elliptique semilinéaire.

ABSTRACT (English)

The objective of this work is the study of various systems of semilinear partial differential equations of
Dirichlet or Neumann type, involving weights and critical Sobolev exponents. The major difficulty in
the search for solutions is to retrieve compactness. After a brief review of definitions and results
needed for further work, we prove in Chapter 2 the existence and nonexistence of solutions that
depend on the behavior of the weights near their minima. Chapters 3 and 4 are intended to present the
results of existence and multiplicity of solutions for weakly coupled systems where the boundary
satisfies the geometric condition at a point and the mean curvature at that point is positive.

Key words: Critical Sobolev exponents, Palais-Smale condition, Concentration-Compactness
principle, Neumann problem, Semilinear elliptic systems.



