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Introduction

Nous étudions une classe de processus de diffusion & temps continu X = (X, ¢ > 0)
solutions d’équations differentielles stochastiques ot la dérive est une fonctionnelle de la tra-
jectoire définie sur un passé de longueur finie. La dérive est définie par une mesure impli-
quant des retards. Plus précisement, nous considérons 1’équation différentielle stochastique

suivante :

dX; = ( s Xt_sdu(s)) dt + edW (t) te 5, 1]

Xs = 20, —1<s5<$

(0.1)

ol 4 est une mesure positive de support [d, 1] appellée mesure des retards et le
coefficient de diffusion, e € ]0, 1] est supposé connu et (W} ) est un processus de Wiener stan-
dard. Sila mesure p est discréte nous retrouvons les équations differentielles stochastiques
avec retards classiques.

Notre travail s’interesse & I'inférence statistique sur la dérive S (drift) définie par

1
S<t7:u’7X>:/(; Xt—sdu(s)

plus particulierement sur la mesure des retards p & partir d’une observation de
trajectoire (X (t),t € [d,T]) et dans le cadre des petites diffusions € — 0.

Plusieurs problémes d’estimations statistiques ont été consacrés a cette classe de
processus de diffusion avec retards ot on considére p comme une mesure discrete. Nous
citons les premiers travaux de Yuri Kutoyants ([10], [12] ) ou 'auteur développe 'estimation
et les tests dans le cas d’un seul retard. Par la suite, ces travaux ont été généralisés au cas
de plusieurs retards par les auteurs Y. Kutoyants , T. Mourid et D. Bosq (c¢f. [14]). Nous
notons aussi que. M. Korso-Feciane a traité le probléme de ’estimation et tests dans une
dérive non linéaire avec retards de la forme Y7 | S;(X;¢_p,) pour p =1 et p =2 ou S; sont

des fonctions données (cf. [15]).



Dans ce travail nous étudions Iestimation paramétrique du drift S(¢, u, X) dans

le cas ou la mesure p admet une densité f par rapport & la mesure de Lebesgue :

du L
fls)=—2(s) = > cieils)
=1

ol ci,c,...,cr, sont les coefficient de f dans un systéme de fonctions ej,eo,...,e;, dans
L?([6,1]) et L est un entier fixé.

Cette these est composée de quatre chapitres que nous résumons briévement.

Dans Chapitre 1, nous rappellons la théorie générale de Ibragimov-Hasminski [7]
sur le comportement asymptotique du rapport de vraisemblance dans le cadre des processus
de diffusion. Dans un probléme d’estimation paramétrique d’un parameétre § € RL, deux
solutions d’une équation différentielle stochastique induisent deux lois de probabilités Pg et
Pg, sur Uespace C5 1) des fonctions continues sur [0, T . Le rapport de vraisemblance Z g(.)
calculé pour 'observation X¢ = (X, t € [§,T]) est défini par :

_ Pora.0)u

dP, (X)), ue Us 6

Zeg(u) :

ou 6 € O, les valeurs 0 + ®. (f)u € O correspondent aux autres valeurs possibles du
parametre et ®. est une normalisation adéquate, donc u € U,y := <I>€_1 (©—0) c RE. Le
processus (Za7g(u), u € RL) est défini par la suite par un prolongement par continuité pour
tout u € RE.

Par un choix approprié de la matrice ®., nous avons la convergente faible de
la famille des processus de vraisemblance (Z.g(u),u € REF) dans l'espace Cypr pour ¢ —

0. L’estimateur du maximum de vraisemlance 6. est défini comme une solution de I’équation

08 9 15
= X
i A O

Nous rappellons la condition de Local Asymptotic Normality de LeCam (condition
LAN) vérifiée par la familles des lois (g, 0 € ©). Sous cette condition, nous avons I'inégalité
de Hajek :

limliminf sup Ej[w (<I>€_1 (60) (02 —0))] = E[w (¢)]
0=0 =20 jl0—6o]|<s

pour tout estimateur 6% et w € W, o: un espace de fonctions de pertes, fy € ©. La variable
aléatoire ¢ est gaussienne centrée réduite dans RY. Cette inégalité donne une minoration

du risque pour tout estimateur du paramétre.



Nous résumons quelques résultats de cette théorie.

Convergence en probabilité

f. — 90H > ﬁ) <0 exp(’fjﬁ),cl >0, Cy>0

VB >0, sup Py, (’
OoeK

Loi limite
(I>E_1 (00) (éa - 90) =e—0 5

Par la suite nous rappellons les résultats obtenus par Y. Kutoyants, D. Bosq et T.
Mourid sur 'estimation des retards mutiples dans le cadre des processus de diffusions avec

une mesure 4 de la forme (cf. [14]) :

p
po= Z a;0p,
i—1

Nous terminons par rappeler les résultats de M. Korso Feciane sur l’estimation
d’un retard et deux retards dans le cas d’un drift non linéaire défini par > ¢, S;(X;_p,)
pour p = 1 et p = 2. Tous ces résultats ont leurs extentions au cas des estimateurs de
Bayes.

Dans Chapitre 2, nous étudions 'estimation paramétrique du drift

1
S(t,/,L,X):/é Xt—sdu(s)

ou u admet une densité f.

A partir d’'une trajectoire compleéte X¢ = (X5, t € [6,7]) vérifiant (0.1), nous
nous intéressons a ’estimation de la mesure p dans le cadre e — 0. Nous supposons que la
mesure g dans (0.1) admet une densité par rapport a la mesure de Lebesgue de la forme

suivante :
du L
f(s) = g(s) = Zciei(s)
=1
ou
e e1,63,...,er est un systéme de fonctions dans L ([§,1]).
® C1,Co,...,cr, sont les coefficients de f dans le systéme ey, eo, ..., e5.

e [ est un entier fixé.



Pour une mesure p, nous notons u = u (f) ou le parameétre 0 = (cy,ca,...,cr)
appartenant a ’espace paramétrique © = |0, D[L avec D > 0 est la suite des coefficients de
la densité f.

Deux solutions de ’équation (0.1) correspondantes a deux mesures p1; = p11(01), py =
po(f2) distinctes, induisent deux lois de probabilités Py et Pj, sur 'espace Cs ). Nous
deéfinissons le processus rapport de vraisemblance Z; g(u) calculé pour I'observation X¢ =

(X¢,t € [0,T]) est défini par :

dPg i _(0)u
Z. g(u) = Wf) (X9), ue Uy

ou # € O, les valeurs 0 + ®. () u € © correspondent aux autres valeurs du parameétre et .
est une paramétrisation adéquate.
L’estimateur du maximum de vraisemlance 6. du parametre 0 = (c1,ca,...,cr)

€ RE est solution de I’équation

0 0 15
e = X
ap S g (X

En utilisant la théorie générale de Ibragimov-Hasminski [7], nous établissons la
condition LAN de LeCam (Local Asymptotic Normality ) et nous en déduisons la borne de
Hajek donnant une minoration du risque de tout estimateur. Nous montrons par la suite
les propriétés asymptotiques (convergence et loi limite) des estimateurs du maximum de
vraisemblance et de Bayes du parameétre 0 = (ci,ca,...,cr). L'espace paramétrique © =
J0, D[*.

Dans notre travail, nous imposons la condition suivante :

C1. Les fonctions ej,es,..., e; sont continues, linéairement indépen-
dantes et d’intégrales positives (f; ei(s)ds > 0) et}

Notre premier résultat est la condition LAN de LeCam. Plus précisemment, la
famille des lois (Pg, 0 € ©) induites par les solutions de (0.1) vérifie :

Théoréme. Sous la condition C1, la famille des lois (5,0 € ©) vérifie la con-

dition LAN de LeCam avec une matrice ®. définie par

ot la matrice



05,

le vecteur g (XO) = 20

(XO,H) et X0 est la solution déterministe correspondant a (0.1)
pour € =0
Le risque de tout estimateur admet la minoration suivante (Inégalité de Hajek) :
Pour tout estimateur 95, 0p €O et we Weo

%ig(l) lim nf iggf He_s;ﬁ@ Ej (w (<I>; " (6o) (95 - 9))) > E(w(€))

ou & est un vecteur aléatoire gaussien centré réduit dans RE.
Le résultat suivant donne la convergence, la normalité asymptotique et la conver-
gence des moments de tout ordre de ’estimateur du maximum de vraisemblance.
Théoréme. Sous la condition C1, et sous P, Uestimateur du mazimum de

vraisemblance 96 vérifie uniformément sur tout compact K de ©, les propriétés suivantes:
1. Convergence en probabilité
lim 6. = 6
50 € 0
Plus précisement, V3 > 0,

0.~ 00| > ) < Crexp(~2)

sup Pg, (‘
OoeK

ot C1 >0 et Cy>0.

2. Lot limite
(I)s_l (90) (és - 00) =0 f
ot € — N(0,1d) dans R-.
3. Convergence des moments.

Pour tout p > 0,

lim E;
e—0 %o

- P
@2 (00) (0=~ 00) | = B lg]”
4. L’ estimateur @5 est asymptotiquement efficace.

Remarque: Il nous a été signalé que les résultats obtenus sur I’estimation paramétrique
de f peuvent étre considérés comme un cas particulier des résultats du théoréme 2.2 et

théoréme 2.3 du chap.2 de [7].



Dans Chapitre 3, nous abordons 'estimation paramétrique de la densité de u
par la méthode de la distance minimale de P.W. Millar [19]. Nous nous intéressons d’abord

a l'estimation non paramétrique de la fonction f définie par

£ = [ X0, n(ds)
0

Nous rappellons les résultats de Y. Kutoyants et T. Mourid dans [13] sur un estimateur a

noyau f (t) de f défini par
A 17 T—1 -
fo=- [ () o

ou la fenétre ), — 0 avec ¢, K un noyau borné, fj;o K(u)du =1 et de support compact
[A,B] ou A.B < 0.

L’ensemble des parameétres est © = |0, D[L ou D > 0. Nous définissons un estima-

teur du parametre 6 = (c1, ¢, ..., cr,) € © par la méthode de la distance minimale en posant

~ be R L 1 2
bomargint [ (R0~ Lo [ X2 als)ds) via
0€0 Jq. i=1 Js
ou v est une mesure positive finie sur |0, 7| et a., b, vérifiant certaines conditions.

Posons .
L
S(0,X) = 3 / X, _seils)ds
=1 1)

Pour 8 > 0 et pour K compact de ©, on définit

= inf inf ||S(¢, 0, X3) — S(t, 00, X3
6:(8) = infint (4.0, X5) = (000, X,
ot ||.||, désigne la norme dans L? ([a., b:],v) espace des fonctions définie et de carré inté-
grable par rapport & la mesure v sur [a., b] et ||.|| la norme euclidienne dans R”.

On note par S (¢, Q,Xg) le vecteur des dérivées partielles de S par rapport a 0 et
1(0) la matrice

1(0) = (S(t,0, X), 8 (t.0, X))
( ) ( s Yy Q)a ( ; 6) £2(0,T )

Nous avons le résultat suivant qui donne une loi limite de I’estimateur 0.
Proposition Supposons C1 et que v une mesure discréte sur 10, T[. Si pour tout

compact K C © et >0, g-(8) >0, alors

3 (0~ 00) =eo €



ot la v.a

C= 11 (0y) /0 ' [( / uK(u)du> < /6 X (ds)> + Yo(t)] $ (£.600, X3.) v (dt)

La v.a. YO(t) est gaussienne centrée de variance [ K?(u)du et de covariance E(Y?(t)Y?(s)) =
0 pour s #t.

Nous terminons ce chapitre par ’estimation de la dimension L.

Dans Chapitre 4, nous présentons des simulations numériques des estimateurs

étudiés en utilisant le logiciel R version 2.14.0.

Articles:

1. Mourid, T. Benyahia,W., Estimation de la densité des retards dans un processus
de type diffusion. Annales de I’ISUP. Vol. 55, Fasc. 2-3, 2011, /3-64.

2. Mourid, T. Benyahia,W., Estimateur de distance minimale de la densité des

retards (En préparation).



Chapitre 1

Définitions et Préliminaires

En statistiques des processus, les processus autoregressifs & temps continu d’ordre
k, ou k est un entier donné, sont usuellement définis dans la litérature par une équation

différentielle stochastique de type :
AXE(t) + (@ X () + aa XD (@) + ... + ap XEV(1))dt = odY (1) teR (1.1)

otl les constantes aj # 0, les diffentielles dX*(t), dY (t) sont au sens de Ito, les dérivées
X® sont en moyenne quadratique et (Y (t), t € R) est un processus stationnaire. Le
processus (X (t), t € R) est centré et admet la représentation suivante.
t
X(t) = / g(t —u)dY (t), teR
—o00

ol g est la fonction de "Green" solution de I’équation différentielle ordinaire:
aoy + ... + aky(k) =0

Sile processus (Y (), t € R) est le processus de Wiener standard, alors(X (¢), ¢t € R)

est gaussien et sa densité spectrale est donnée par

o 1 R
fA) = 7 X W ou o> 0. (1.2)

k .
P(A) = > ajN et XeC.
j=1

Les processus autorégressifs AR(k) a temps discret possédent une densité spéctrale
de la méme forme que (1.2). D’ou analogie des processus vérifiant (1.1) avec les processus

autoregressifs AR (k) a temps discret.



D’autre part, si dans (1.1) le processus Y est gaussien, alors le processus (X;, ¢t € R)
est k fois dérivable en moyenne quadratique et posséde une version dont presque siirement
les trajectoire soit k dérivable.

Dans ce travail, nous étudions un modéle de "type diffusion" solution d’une équa-
tion différentielle stochastique largement étudié dans [7], [10], [12] et qui présente un
autre aspect naturel de l'autorégression a temps continu. Dans le modele (1.1), lordre
d’autorégression porte sur ’ordre de dérivation, tandis que dans le modeéle que nous allons
étudier, 'ordre d’autorégression est un nombre réel strictement positif qui est la longueur du
passé de la trajectoire définissant le drift de I’équation. Notons qu’en statistiques des proces-
sus a temps continu, il existe plusieurs types d’observations. On peut disposer d’observations
completes de la trajectoire sur un intervalle [0,77] (cf. [7], [12]), ou d’observations a des
instants réguliérement espacés entre [0, 7] (cf [21]), ou encore d’observations de franchisse-
ment d’un niveau donné par le processus (cf. [5]).

Dans cette étude, nous nous interessons aux observations d’un processus vérifie
I’équation différentielle suivante :

1
dX§ = (/ X, p(ds))dt +edWy site[d,T] (1.3)
] :

X =x9 si —1<s<d
ou
- (W, t € RM) est un processus de Wiener.
- 4 une mesure positive sur [0, 1], > 0.
- xg est une constante strictement positive

Nous associons a (1.3) ’équation différentielle déterministe suivante :

dXO 1
= [ X n | rep)

X9 =12 si —1<s<9

(1.4)

En suppose que I'on dispose d’observation de trajectoire compléte X¢ = (X3, ¢ € [§,T])
vérifiant (1.3) et nous nous interessons a 'estimation de la dérive dans le cadre asympto-
tique ot ¢ — 0 (cadre des petites variances). Pour cela, on suppose que la mesure p dans
(1.3) admet une densité f par rapport a la mesure de Lebesgue admettant le developement

suivant:

£6) = ) = Y ciea(s)
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ou
e (e1,e2,...,er) est un systéme de fonctions dans L2 ([d, 1])
® C1,Co,...,cr, sont les coefficient de f
e [ est un entier fixé.
Notre paramétre d’interet est
0 = (c1,¢2,...,c1) €©=10,D[* on D>0

et notre objectif est I’estimation paramétrique de 8 par la méthode du maximum de vraisem-
blance et de Bayes.

Pour deux valeurs différentes 81 et 85 du parametre 6, les solutions correspondantes
de (1.3) induisent deux mesures de probabilité P et Pg sur I'espace Cs ) des fonctions
réelles définies et contines sur [§, 7] (muni de la tribu Borellienne). Sous des conditions (voir
les condions L et Lo dans [16], chapitre 4), ces deux lois sont équivalentes. Le théoréme
de Girsanov (cf. [16]) permet d’expliciter la densit¢ de Radon-Nikodym de deux lois P} et
IP5, qu'on appelle processus de rapport de vraisemblance. L’é¢tude des propriétés asympto-
tiques des estimateurs étudiés est fondée sur des propriétés de la condition LAN (normalité
asymptotique locale) et de convergence faible des processus du rapport de vraisemblance
dans I'espace Co(RY) des fonctions réelles définies et continues sur R” et tendant vers 0
a l'infini muni de la norme suprémum. Dans [7], les auteurs montrent pour différentes
modeles statistiques la condition LAN et la convergence faible du processus de rapport de
vraisemblance dans Cp(R¥). Pour I’estimation du paramétre 6 dans le modéle (1.3), nous

suivons cette théorie et nous étudions les propriétés des estimateurs

1.1 Estimateur du maximum de vraisemblance

Pour une observation compléte X¢ = (X, ¢t € [§,T]) de (1.3), lestimateur du

maximum de vraisemlance 6. est solution de

dP% dPe
95 3 [ &
(X?) =sup (X9) (1.5)
d]P)go 0O d]pgo

ol Ay est une valeur fixée du parametre et © désigne la ferméture de © dans RZ.

Si (1.5) admet plusieurs solutions, 6, désigne 'une d’entre elles.
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1.2 Estimateurs de Bayes

On considére que le parameétre 6 est une variable aléatoire & valeurs RY de densité a
priori 7 (A). L’estimateur de Bays 6. associé a la fonction de risque w (6 — ) = |0 — y|?, ¢ >

0, est définie comme solution de I’équation:
E (w (05 —9)) = ;g(faE(w (y—0))
ou encore par:
/ w (6-0.) p(6/X%)d6 = inf ( / w(®—y) p(e/Xf)de>
y€eO

ou p(0/X°?) est la densité a postériori de 6 .

Pour le risque quadratique ¢ = 2, ’esimateur de Bayes est donné par:
0. =E(0/X°)

Pour I’étude du risque associé a 'estimation du parametre § dans (1.3), on intro-

duit la classe W des fonctions de pertes w(.) a valeurs réelles et vérifiant (cf. [2]) :

1. w(.) est définie positive sur R, w(0) = 0 et w(.) est continue en 0 et non identique-

ment nulle.
2. w(.) est symétrique i.e. w(u) = w(—u).
3. Les ensembles {u/w(u) < ¢} sont convexes pour tout ¢ > 0.

4. majorant exponentiel : w(u) < exp(y||u|?), pour ¥ > 0 quand |ju| — +oc.

1.3 Processus de rapport de vraisemblance

Notons par Z. 4(.) le processus de rapport de vraisemblance calculé pour 'observation

X¢ vérifiant (1.3) :
dp
Zeg(u) = —22 O (%) we R
’ dPy
ou 0 € O. Les valeurs 0 + ®. (0) u correspondent aux autres valeurs possibles du parameétre

pour une normalisation adéquate ®.. Un choix adéquat de la matrice ®. fait que la famille
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des processus de vraisemblance converge faiblement dans Co(R%). Notons que la matrice

®. (0) de dimension L x L est telle que :
0+ . (0)u €O.
Le processus (Zs,g(u), u € RL) est défini seulement pour tout u tel que :
u€U.g:=d1(0-0) CcR-

Dans ([7], p.104-105), sous certains hypothéses, les trajectoires sont presque stire-
ment dans CO(RL ) ot le processus est prolongé a I'exterieur de U, g de la facon suivante

On considére la spheére :
Sr = {u/ |lu] <7||®[]} dans R”

ot 7 est choisi suffisamment petit tel que S, C U.g. Notons a.(y) la fonction

continue égale & 1 sur ’ensemble

{lyl <7/ [1®ell}

0 a I'extérieur de
{lyl < 2r/ ||}

et linéaire ailleurs on elle prend des valeurs entre 0 et 1. On pose pour u € R,
Ac(u) = ac(u) et Zeg(u) = Ac(u) Zeg(u)

Toutes les inégalités établies pour le processus Z. g(.) restent valables pour le

processus Z. o(.) mais avec d’autres coefficients.

1.4 Condition LAN

Une notion de base qui joue un réle crucial dans cette étude est la condition de
normalité asymptotique locale de LeCam (LAN condition). Une famille de lois (P, 6 € ©)
vérifie la condition LAN en un point 8y € © quand ¢ tend vers 0.si le rapport de vraisem-

blance admet, sous une normalisation adéquate ®.(fp), la représentation suivante :

1
Ze go(u) = exp {(u, A; (00, X%)) — 5 ||u||2 + 0, (Q,U,XE)} , u e RE (1.6)
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ol A; et U, sont des variables aléatoires vérifiant sous Pa,:
A (00, X°) = N (0,1d)

en loi dans RY quand ¢ tend vers 0 ou Id est la matrice identité et
;ii% U, (0p,u, X°) =0

en Py -probabilité.

Les notations (.,.) et ||.|| désignent respectivement le produit scalaire et la norme
euclidienne dans R”.

Dans le chapitre 2, nous montrons que la famille des lois de probabilité (Pg, 6 € ©)
induites par des solutions de ’équation (1.3), vérifie la condition LAN uniformement sur tout
compact K de ©. On en déduit comme dans ([7], p. 162) une borne minimax asymptotique
pour le risque associé a la famille W, o, (appelé borne de Hajek) :

lim liminf sup Ej [w <<I>E_1 (0o) (@6 - 6))} > Ew ()] (1.7)
0=0 =0 y9_gy|<s
pour tout w € W o, 8y € O et pour tout estimateur f.. La variable aléatoire £ est gaussienne
centrée réduite dans RE.

les estimateurs qui réalisent 1’égalité dans (1.7) sont dits asymptotiqument efficaces
au sens de Hajek.

La condition LAN implique en particulier la convergence des lois de dimension
finie du processus du rapport de vraisemblance. Dans le chapitre 2, nous montrons que
les estimateurs de maximum de vraisemblance et de Bayes sont asymtotiquement efficaces
au sens de Hajek. Nous obtenons la convergence des estimateurs, les lois limites et la

convergences des moments de tout ordre. Plus precisement, on a :

1. V8 > 0,

b 0| > ) < Crexp(~2)

sup P, (‘
OoeK

oi Cq >0et Cy > 0.

=1 (00) (0 —00) =0 €

ot £ = N(0, Id) dans R”.



3. Pour tout p > 0,

@ (60) (6-— 00 )| =B eI

lim Ej
e—0 %o

4. L estimateur 6, est asymptotiquement efficace.
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Pour terminer ce chapitre sur les rappels, nous signalons quelques travaux liés

directement au sujet des équations differentielles stochastiques avec retards. Y.Kutoyants,

D.Bosq et T.Mourid (cf. [14]) ont étudié les propriétés asymptotiques des estimateurs de

maximum de vraisemblance et de Bayes du paramétres
0= (al, -eey Ap, bl, ceey bp)

représentant les poids et les retards dans la mesure p définie par

P
p= Z a;0p,
i—1

ol J, est la mesure de Dirac au point = et p est un entier donné, avec

p
e =10 AP x H]aiq,ai[

=1

ou A>0,(a;, i =0,...,p) sont des réels strictement positifs vérifiants
O0<ap<...<ap<oo
Dans ce cas, I’équation (1.3) se transforme en

p
dXE = (3 aiX5(t — b;))dt + edW,

=1

(1.8)

Ils notent par ¢(t,0, X°) le vecteur dérivé de la dérive (drift) par rapport au paramétre 6,

et I (0) la matrice (1;;(6),4,5 =1,...,2p), définie par:

T
I ; (0) :/0 qi(0,t, X%)q;(0,t, X°)dt

ot X0 désigne la solution déterministe.

Ils montrent que pour tout compact K de ©, la famille des mesures (P35, 6 € ©),

lois des solutions de (1.8), vérifie la condition LAN (1.6) uniformément en 6 € K. De plus,

dans la représentation (1.6), la matrice de normalisation est

P (0) =I72 (0)
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La variable aléatoire
1 T p
A (0, X)=¢"T2 (9)/ q(0,t, X°) [ dX=(t) — 3 a; XC(s — b;)dt
0 j=1

est gaussienne centrée réduite N (0, I;) dans R?P.

Alors, il déduisent la convergence faible du processus de rapport de vraisemblance
(Z&g0 (u), u e RQP) . D’ou, la convergence en probabilité, une loi limite et la convergence
des moments de tout ordre p > 0 des estimateurs @5 et ég. Les deux estimateurs convergent
en loi vers la vraie valeur du paramétre a la vitesse e~ *(cf. [17]).

D’autre part, M™¢ Korco feciane traité le probléme d’estimation paramétrique
de retards ainsi que certains problémes de tests d’hypothéses pour des processus de type

diffusion non linéaire.

p
dX; = Z Si(Xt_gi)dt + edWy; 0<t<Ty
i=1

ou = (61,...,0,) € RP (cf. [15]).
D’abord, elle considére ’équation différentielle sthochastique de type diffusion non

linaire suivante :

dX; = S(X,_g)dt + edW,

ot S(.) est une fonction positive deux fois contintiment dérivable de dérivée non nulle sur
un intervalle [a, b] et bornée sur R. Elle étudie les propriétés asymptotiques de 'estimateur
du maximum de vraisemblance du paramétre 6 dans le cadre des petites diffusions (¢ — 0),
elle montre que cet estimateur est consistent, asymptotiquement normal et efficace. Par la

suite, elle généralise a 1’équation :
dXt = (Sl(Xt_gl) + SQ(Xt_gg)) dt + Eth, 0 <t< T

ou S1(.), S2(.) sont deux fonctions deux fois contintiment dérivables de dérivés bornés sur
R et avec une hypothése d’identifiabilité pour ce probléme. Elle montre que l'estimateur
de maximum de vraisemblance du parameétre § = (61,60:)" € (0,T)® vérifie les mémes
propriétés.

De méme, dans le cadre de processus de diffusions stationnaires X7 = (X, t € [0,77)
et T' — 00, des problémes d’estimations paramétriques et non paramétriques ont été con-
sidérés Par plusieurs auteurs. Nous signalons particulierement les travaux de M. Reiss [21],

Kutoyants-Kuachler [8] et Ktchler-Sgrensen [9]. Remarquons que dans certains cas de ces
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problémes, 'estimation du retard devient singulier avec des vitesses de convergence des

estimateurs égales & T et des lois limites des estimateurs non gaussiennes.
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Chapitre 2

Estimation de la densité des

retards

2.1 Introduction

Nous considérons un processus de type diffusion X¢ = (X7,t € [-1,T]) pour ¢ €
10, 1], défini sur un espace de probabilité complet (2, A, P, (F;)) et solution de 1’équation

différentielle stochastique suivante :

dXE = ( /X . u(ds))dt +edWy , te[5,T] o

=z st —1<s<$d
ou
- (W, t e RT, (F)) est un processus de Wiener adapté a la filtration (F),. et
défini sur le méme espace (2, A, P, (F;))
- 4 une mesure positive sur [d,1], 6 >0
- To est une constante strictement positif.

Nous associons a (2.1) ’équation différentielle déterministe suivante :

dX
—t /thluds 7t€[67T]
0

XS::BO si —1<s<$§

(2.2)

Pour ¢ petit ’équation (2.1) est considérée comme des petites perturbations de

(2.2). Pour une mesure p a variations finies, ’équation (2.1) admet une solution unique
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presque stirement et les lois induites sur ’espace (C[(;,T],]: ) o Cls,1) est 'espace des fonc-

tions réelles continue définies sur [§,T], F = |J Fi, Fr = 0 (X5, s <t), par les processus
t>4
solutions de (2.1) correspondants & des mesures u; et uy distinctes sont équivalentes ([16]

(chap.4), et [12]). Dans ce chapitre, nous étudions le probléme de 'estimation de la mesure
u dans le cas ou elle admet une densité par rapport a la mesure de Lebesgue admettant le

dévelopement suivant :
L
dp
fls) = (s) = > cieils) (2.3)
i=1

ol

- (e1, ez, ...er) est un systéme de fonctions dans L?([6,1])

- €1, Ca,...,cp, sont les coefficients de f

- L est un entier fixé.

Notre objectif est estimation du parametre 6 = (c1, ca, ...,cp)t € © =10, D[¥ o
D > 0, des coefficients de f a partir de 'observation d’une trajectoire compléte X =
(X5,t €[6,T)) de (2.1) (on u! désigne le transposé du vecteur u).

Nous construisons les estimateurs du maximum de vraisemblance et de Bayes et
nous étudions leurs propriétés asymtotiques quand € — 0. Nous utilisons la théorie générale
de Ibragimov-Hasminski (cf.[7], [12]) pour montrer que la famille des lois (P3, 6§ € ©)
induites par les processus solutions de (2.1) vérifient la condition LAN (local asymptotic
normality) de L. LeCam pour en déduire ensuite la borne de Hajek. L’étude de la tension
du processus de vraisemblance et sa convergence faible dans ’espace Cy (RL) des fonctions
continues tendant vers 0 & U'infini, permet de montrer la convergence des estimateurs du
maximum de vraisemblance et de Bayes, la normalité asymptotique et la convergence des
moments de tout ordre quand € — 0.

Le probléme d’estimation des retards dans les processus de type diffusion a été
considéré par plusieurs auteurs. Dans le cadre des petites diffusions, ces auteurs montrent
que les estimateurs du maximum de vraisemblance et Bayes sont consistants, asympotique-
ment normaux et efficaces (cf. [8], [9], [11], [14], [21]). Nous citons comme exemple dans
le cadre des observations (X, t € [0,7]) avec T — oo, U.Kiichler -Y.Kutoyants. [8], qui
ont étudié dans le cas d’un processus de type diffusion linéaire 'estimation du retard en
donnant une vitesse de convergence en 7" et des lois limites non gaussiennes (voir aussi [9]).
Dans [21], M.Reiss a étudié¢ 'estimation non paramétrique de la densité des retards dans

les processus de type difusion stationnaires.



19

Dans le paragraphe 2, nous rappelons les notations et hypothéses sur le modéle
étudié. Dans le paragraphe 3, nous donnons les résultats sur la condition LAN, la conver-
gence, la loi et l'efficacité asymtotique des estimateurs du maximum de vraisemblance et

de Bayes. Enfin, les preuves des résultats sont présentées dans le paragraphe 4.

2.2 Notations et Hypothéses

Nous considérons 'équation différentielle stochastique (2.1) dans le cas ou la
mesure 4 admet une densité par rapport a la mesure de Lebesgue de la forme (2.3).

L’équation (2.1) se transforme en

=1 (24)

1
dX{ = Zci/Xf_s ei(s)ds | dt+edW; si teld,T]
6
X, =z si —1<s<4d
Nous notons par = (c1, ¢z, ...cp)! le paramétre & estimer appartenant a I’espace paramétrique
© =10,D[* ou D >0et IP; désigne la loi du processus de type diffusion (X7,t € [6,77)
solution de (2.4) induite sur 1 ’espace des trajectoires (C[()’T],.’F ) Pour 6y une valeur fixée
du parametre dans O et une observation d’une trajectoire complete X¢ = (X§,t € [4,7T))

de (2.4), rappellons que estimateur du maximum de vraisemblance (EMV) 0. est défini

comme une solution de I’équation

(2.5)

ol © désigne la ferméture de ©.

En notant Py = Py la loi du processus de Wiener et en posant :

L 1
St (X7,0) = & Ci/(s Xisei(s)ds  site(0,T]
S (X5,0):=0 si tel0,0

la vraisemblance est donnée par

dPZ‘Xa = 1TSX€9dX6 1TSX592dt
dTDO( )—eXp? t( 7) t_@(t( 7))
0 0
L7 1
5 € € 2
— o | 5 [S%00aX; - o [ (S0 0) ar
) )
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Et dans la suite, nous conservons la premiére forme de la vraisemblance.

L’estimateur EMV 6, vérifie le systéme suivant :

ou A; la matrice (L x L) définie par

T
A= | [ve Vs @
g ij=1,....L

et
T t

T
vo— | [vi®ax;. .. [vi®ax;
é §
avec

1
VE(D) = [Xi (o) ds
1)

Remarquons que la matrice A, est asymptotiquement inversible (p.s.) (cf. Lemme
Annexe). Nous rappellons la propriété de la normalité asymptotique locale ( LAN condition
ou condition de LeCam) qui joue un réle fondamental dans ce type de probleéme ([6], [7]).

La famille des lois (P, 0 € ©) vérifie la condition LAN en un point # € © si le rapport de

vraisemblance
dP
Zep(u) = —22O% (x2) | w e RE (2.6)
dPg
admet la représentation suivante
1
Zep(u) = exp | (u, Ac (0, X7)) — [ul® + e (0, u, X*) (2.7)

ot @, () une matrice de normalisation (L x L), et sous P, on a
A. (0, X%) = N(0,Id) dans R quand ¢ — 0,

liH(l) U, (0,u,X®) =0 en probabilité
E—>

(.,.) et ||.|| désignent respectivement le produit scalaire et la norme euclédienne dans Rlet
Id est la matrice identité (L x L).

Si la famille de mesures (P, 6 € ©) est LAN en tout point § € ©, on dit qu’elle
est LAN sur ©. La famille des lois (3,6 € ©) vérifie la condition LAN uniforme si nous
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avons les relations précédentes pour tout compact K C ©, et pour toutes les suites (6,,) C
K,(en) CR, g, — 0, (u,) C RE, u, — u vérifiant (0, + ®.(0,)u,) € O.

D’autre part, notons par W2 I’ espace des fonctions de perte w définies sur RE
continues symétriques non identiquement nulles vérifiant :

-w(0) =0

- pour tout ¢ > 0 les ensembles {u / w(u) < ¢} sont convexes

- w(u) < exp(y [[u]*) pour v > 0 quand [Ju] — oo

Si la famille (Pg, 6 € ©) satisfait la condition LAN en tout point § € © avec une
matrice de normalisation ®.(6), alors pour tout estimateur 95, et w € W2, nous avons

I'inégalité suivante dite aussi borne de Hajek :

P 1
lim liminf sup E§ |w (®-1(60)(0- — 0))| > /
0—0 e—0 “9700”<5 o |: ( ( 0)( ¢ ))] (271-)%

w(z) exp (—H$2H2> dx  (2.8)
Les estimateurs qui réalisent ’égalité dans (2.8) sont dits asymptotiquement effi-

caces [6].
C1. les fonctions ej,es,..., e sont continues, linéairement indépen-
dantes et d’intégrale positif. (/ ei(s)ds > 0>
0 i€{0,...,L}

2.3 Reésultats

Le théoréme suivant donne la condition LAN de LeCam de la famille de lois

(P, 6 € ©) solution de (2.4) et la borne de Hajek.

Théoréme 2.1 . Sous la condition C1, la famille des lois (P, 0 € ©) solution (2.4) vérifie
la condition LAN (2.7) avec la matrice ®. définie par

T
. (0)=cI2(0) ou I(0)= /qs (X°) ¢t (X°) ds
0 (X0) = 922 (X0,0) et A (0, X0) = / (. e (X)) dW.
0

La fonction risque admet la minoration suivante (Inégalité de Hajek) :  pour tout

estimateur @5, 0o €O etwe Weo

lim lim nf i_glgf IIe—S;lQIﬁ<n Ej (w (‘D; " (60) (95 - 9))) > E(w(§))

ou & est un vecteur aléatoire gaussien centré réduit dans RE.
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L’estimateur du maximum de vraisemblance du parameétre 6 est défini par (2.5).
Le théoréme suivant donne la convergence, la normalité asymptotique et la convergence des

moments de tout ordre de cet estimateur.

Théoréme 2.2 . Sous la condition C1, I’ estimateur du mazximum de vraisemblance @g

vérifie sous Py et uniformément sur tout compact K de ©, les propriétés suivantes :

1. lin% 0. =6, en probabilité. Plus précisement, V(5 > 0,
E—>

—Csp

e2

sup P, (||6: — 00 > 8) < Crexp(—37)

6o Ko

01201>06t02>0.

o (6o) (95 - 90) =0 &

ot € — N(0,Id) dans R-.

3. Pour tout p > 0,
@ (60) (6. — o) | =B

lim Ej
00
4. L’ estimateur @g est asymptotiquement efficace.

Pour montrer les deux théorémes, nous suivons [7] et (chap.2 de [10]). Pour cela
nous avons besoin d’établir les lemmes suivants qui montrent que la famille des processus de
vraisemblance (Z. g (u),u € R¥) est tendue dans Cy (R¥) I'espace des fonctions continues

tendant vers 0 & l'infini. Les preuves de ces lemmes sont reportées au paragraphe 4.

Lemme 2.1 .Sous la condition C1, pour tout compact K de ® ,¥ m > L et R >0, on a

1 m

27 (ug) — Z7 (u1)| < C(1+R™)

sup sup lue —u|| " Eq
0eK {ul,ugeUgyaz lujll<R , j:1,2}

ot Up. =P-1(© —0) CRE et C > 0.

Lemme 2.2 . Sous la condition C1, Ve >0, Yu € Ug. et pour tout compact K de ©, on

a
sup P (72 (u) > eII°) < ce vl
0K o -

oy >0etC>0.
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Le théoréme 2.1 implique la convergence des lois de dimensions finies du proces-
sus de vraisemblance (Z.g (u),u € RE). Par suite, des Lemmes 2.1 et 2.2 le processus
(Zz0 (u) ,u € RY) converge faiblement dans Cp (R*) vers un processus (Zp(u),u € RF). La
preuve des résultats du théoréme 2.2 suivent les mémes étapes que celle du Théoréme 1.1
p.174 de [7] ou du Théoréme 5.3.3 p.188 de [10]. Les résultats sur les estimateurs de Bayes

sont obtenus de fagon similaires.

2.4 Preuves

Preuve du Théoréme 2.1. Soit u = (uy,us,...,ur)! € RY. Pour montrer le théoréme,
on utilise comme dans [7], le changement de variable u = I 3 (f)v ou la matrice I ()
est inversible sous la condition C1 (cf. Lemme en Annexe ). La condition LAN (2.7) se

transforme donc

. dIP)9+q>E(9)u eN de—&-av c
1
= exp [<v,]é (0) Az (9,X5)> —5 (v, I(0)v)+ U, (0,1% (9) U,XE):|

ou sous P :
12 (0) A- (6, X%) = N(0,1(0)) dans RY quand e — 0,
ii_r)% U, (0, Iz (0) v, XE) =0 en probabilité
Par suite si 'observation X¢ vérifie (2.4), le théoreme de Girsanov ([16]. chap 7 ) donne

Zeg(u) @ =——7(X°)

ol
L

1
Sy (X5,0) =3 ci/st ei (s)ds

=1 5
et

. 1
St (X5,0+cu) =3 (¢ + euy) /st ei(s)ds
i=1

5
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Par conséquent

T
In Z, — /(st (X%,0+ ) — Sy (X7, 0)) [dXE — Sy (XF,0) dt] —
0
1 T
/ (S; (X%,0 +eu) — S; (X°,0))% dt
0
1 T
- /(st (X5,0+2u) — S, (X°,0)) AW, —
0

T
1/ (Si (X0 + cu) — S, (X°,0))? dt
0
C Ay — Ay, (2.9)

Nous pouvons écrire

)

T
i = 500 = 5.00.0) (e (X)) a4
0

05,

avec g (XO) 0

Posons

(X°,6) et X° la solution du systéme déterministe (2.2).

A (6, X°) : u/@% %)) dW;

alors le vecteur A (0, X 0) est gaussien centré de matrice de covariance

T
1@:/%uﬂguﬂw
0

Ecrivons

Al,e = Ha (u) + A (H,XO)

ou

—_

T
IL (u) = / (S¢ (X%, 04 eu) — S¢ (X°,0) — (u,eq (X0)>) AW
0
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Montrons que sous P la v.a Il (u) tend vers 0 quand € — 0.
Pour a > 0, v > 0, par l'inégalité de Lenglart, nous avons (cf. [16] )
T

1
P (I ()] > ) < 5+ P | 5 [ (S (X0 eu) = 81 (X°,0) — (weau (X)) dt >

0

Pour le second terme ci-dessus, nous allons appliquer 'inégalité de Markov.

D’une part, on a

St (X%, 0+ eu) — S (X5, 0) —e(uyqr (X°)) = [Sp(X%,0+eu) — S; (X%0 +cu)]
—[Se (X=,0) — S, (X°,0)]
+[S: (X°,0 +eu) — S, (X°,0)]
—& (a0 (X7))
Comme

1 1
VE (1) = / X, ei(s)ds, VO(t) = / X0, e (s) ds
) )

nous en déduisons

S (X%,04cu) — Sy (X°,0 +eu) = 3 (ci +ew;) [VE () = VP ()] (2.10)
=1
et .
S (X%,0) = 8¢ (X°,0) = Yo [V (1) = V)2 (1)] (2.11)
=1

La différence entre les expressions (2.10 ) et (2.11) est égale a
L 0
e ui [Vi (1) = Vi’ (V)]

=1

Par le changement de variable v = ¢ — s, nous obtenons
1
V-V = [ (- XD el)ds

t—5
= / (X5 —XD) e (t—v)dv
t—1

En utilisant la formule de Taylor a Pordre 1, Vinégalité (a + b)? < 2a2 + 202, les propriétés
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du processus de Wiener et la condition C1, nous obtenons pour tout ¢ € [0,77] :

By [S; (X°,0 + cu) — S; (X°,60) — & (u, q; (X°))]?
— [5 il wi [VE (£) = VO (£)] + (51 (X060 + cu) — S (X°,60)) — & (u, s (X°))

2

= Ey [5 i u; /;5 (X5 — X)) e; (t—v)dv —es. (t)]

i=1 -1
L t—0 2

< 3B | sup ‘Xi_XS‘Zui/ e (t —v)dv—qc ()

0<v<T =1 Jt-1

L t—0 2
< 5Bp |Kie sup [Wi| X uy ei (t —v)dv—qc ()
0<t<T =1 Ji-1

< &2 (2K +262 (1))

ol ¢¢ (t) — 0 est le reste de la formule de Taylor, K1 > 0 et Ky > 0.
Donc

sup [y [St (X%,0 +cu) — St (X5,0) —¢ <u, q (XU)>]2 < e,
te[0,TEO

ouT'e — 0 carg.(t) — 0 avec e et Ko > 0. On en déduit que

T

1 1
B ( & [ (500r7020) = . (X%.0) (e (X)) > 7| = .
0

Par suite, par I'inégalité de Lenglart, on en déduit que II. (u) — 0 en probabilité quand

e — 0.
Pour Aj . définie dans (2.9), on a
1 1
Ay, = §K€7u (X®) + 5 (u, I(0)u)
ou
. T
K (X®) = 52/ (Sy (XE,0 4 cu) — Sy (X2,0))2dt — (u, I (0)u)

0
Montrons que K., (X¢) — 0 en probabilité. En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
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nous avons
9

T
Y (12/ (81 (X%,0 4 2u) = 0 (X,0)) = & (.1 (x°))] dt)
0

1
- -E
g2

/ ((S¢ (X5,0 +eu) — S¢(X5,0)) — e (u, g (X0)>) -
0

((Se (X=,0 +eu) — S, (X%,0)) + e (u,q (X)) dt]

(S

Sy (X€,0 4 eu) — S (X,0)) — & (u, q; (X°)))*dt|
(

IN

1
2l

[N

1
?Ee Sp(X%,0+cu) — S; (X°,0)) + & (u,q (X0)>)2dt

2
2

Le premier facteur ci-dessus a été étudié précédement et tend vers 0 avec . Pour le deuxiéme

facteur, nous avons
T

Eg/ ((S¢ (X5,0+ cu) — Sy (X=,0)) + & (u, e (XO)))° de
0

(S, (X=,0 +cu) — S, (X°,0

) + (u, gt (X0)>>2dt

9

(
C_ ZL:ecl-Vf (t) + (u, (X°)>> 2 dt

IA

<!

)
VR

V)

(ZL: ciVi (t)) +2 luf? [|g: (X°) H2> dt

IN
=
>

2
2 (£ (O - V20 +12 () +2ul? o (XO)HQ) at

3 2 2 2 2
Clgc? (2 (VF ) =V (0)) +2(V @) )+2|yuu g (X0 >dt

A
&

IA
&
O\ﬂ o\ﬂ O\H

55 (B (7 (0~ VO 0) + 21 (0)°) 2l ()]

IA
2
ml\)
_l’_

Q
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C3,C4 > 0 et on a utilisé le fait

L 2 L
(Z ai> <C> af, By (VE (1) — V2 (1)) < C'?
i=1 i=1
et V0 (t) < oo sur [0,7T].

Par conséquent

Eg | K- (X7)| < Te x (C3e® + Cy)

et comme I'; — 0 donc K., (X®) — 0 en probabilitée quand £ — 0.

Finalement on en déduit que

Z.p(u) = exp (<u, A (0, X0)> _ % (u, T (0)u) + Vg (u))

ou
Vu € RE, glir(l) V.0 (u) =0 en proba.
D’ott la condition LAN pour la famille des lois (IPg), ¢ induite par la solution de
(2.4).
La minoration du risque est une conséquence directe de théoréme 12.1 p.162 dans
(7. m

Preuve du lemme 2.1. Soit K un compact de O, posons §; = 0 + cu; (i =1,2) ou
u; = (uij)z.zl _ est un vecteur de R et 6 = (c1, co, wner)t, 0; € K.

Posons

AXE = S, (X°,00) — S, (X*,00)
L
= > (citeun) Vi (t) — > (ci+eug) Vi (1)
=1 =1

L
= e (u1 —uz) V(1)

=1

Le rapport de vraisemblance pour deux valeurs 67 et 5 du parameétre est

dP: T T
01 (XY = exp [ = / (AXE)dW; — — / (AXE)? dt
dP;, e Jo e ¢




Soit m > L. Posons V (T')

1
d £ m
< 91) , de la définition de Z. p(u), on a

1

vy - (En)"
dP;,
1
(P, AP\
dpy  dP;

O+-cus
(Z2w)

-
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Ecrivons V(t) = exp (Y'(¢)) ou le processus Y (t) est tel que Y (0) = 0. La formule de Ito

pour V(t) := f(¢,Y(t)) donne

W) = |feY@) +AEYO) (5 (AXF )+
S Y () <m;€2 (AXf)zﬂ dt +

ey @) (o (AxD) am

Donc
(1 =2 LY () 1 a2\ Y ()
av(t) = K ST (AX}) ) e "4 5202 (AX)" | e dt
+ (1 (AXf)) ¥ Ddw,
me
Comme V(0) = 1, on en déduit
V) =142 ! (AXE?V ()t + —— /T (AXE) V(t)dW:
a 2m282 0 t me Jo ¢ T

D’une part, nous avons

1 1
Eg | Z (U2) — Z" (Ul)

" =Ty Zj (u2) (1 — Lj (ul)>
Z&" (ug)

De (a+b)™ < 2™~ 1 (a™ + b™), l'inégalitée de Holder avec les exposants m et

m
m—1’

on
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obtient
1 m
1 L m dP5,\
Eg | Z" (U2) —Z" (ul) = [Eo dPe (1 - V(T))
o
Eg [(1 —V(T))|™ dPgQ
= Eo|(1-V(D]))] e
= B, (1 - V(T))"
- E 1_m/T (AX5)2V(t)dt+1/T (AX?) V(t)dWmm
R P 0 t me J t r

IN

om1(By, | (2= / D ax? V)
02 2m?2e2 0 t

(e [ " axp) v<t>dWT)m>

me

< gm-t(l=m\ g (pme TAXEMthdt om-1 L g (gm-1 TAX“”thdt
< om2e2 ) o O( i) (1) + e 02 0( +) (1)

c, [T

< P,
— 52m 0

o, ((AXFP" V(1)) di + 2 /0 " Bu, (AX)" V(1) de

ou C1, Co > 0. Pour le premier terme de l'inégalité ci-dessus, du fait que le processus

(V™(t),t € [0,T]) est une martingale par rapport a la tribu F;, nous en déduisons que
4 2 T 2
/ By, ((AX)" V(1)) dt = By, / (AXF)2™ By, (V™(T)/Fy) dt
0 0
r 2
_ / Eg,Bo, ((AXF)" VI(T)/F) di
0
T
_ / By, ((AX,?)% Vm(T)) dt
0

= [y, <vm(T) /0 ! (AXE)?™ dt)

= By, ( /0 ' (AXE)*™ dt>

En faisant le méme calcul pour le second terme, nous arrivons a :

1 1

O T
Ep | Z2 (us) — Z2" (u1) -

cm

" CI T e\2m
S 527777, E91 (AXt) dt +
0

Eo, (AX?)™ dt



D’autre part

L 2m
Eg, (AXf)zm = (5 Z (u1; — u2;) (t)>
=1

IN

m kE6’1 ( ulz - u21)2m (Vv5 ( ))2m>

< G Y (27 (uas = i)™ By (VF (6)")

=1

et en appliquant 'inégalité de Holder avec les exposants

o ([ 5oeios)”

Eo, (Vi ()™

IN
=
>

2m
2m—1

et 2m

0eK 0<s<T

Par suite

—1

2m 1 2m 272”77:1 am
(/ Xfﬁds) (/ et (s) ds)
19 1)
1 1 2m
< E91 </ XthédS) (/ €Z2m
o 1
1

< K1/ sup sup g, |Xsl2mds = K>
4

L
Egl (AX?)Qm § K3€2m Z (’LLM — u2i)2m

< K3 ||ug — ug)®™

De méme, de I'inégalité

‘ m

L
Kae™ ) (ui — ug;)™

+ G4 [Jur — ug||™

" (1+R™)

1 m

Z& (uy)] <C(1+R™)

Bp, (AXF)™ <
i=1
< Kae™ flup — ugl™
on a
1 1 m ,
Eo, | Z" (u2) — Z&* (w1)| < Cfflur — ug
< Kjllur — ug
Finalement, on aboutit a
1
sup sup lug — ur|| " Be | Z2" (ug2) —
0c© {u1,u2€U5,9:||uj||<R, j:l,Q}

ou C > 0. D’ou le lemme. =

31
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Preuve du lemme 2.2. Soit ¢ vérifiant 0 < a < 2, b > 0 et u € RL. Notons 6; =

2
0+ ecu;i=1,2.

Par I'inégalité de Markov et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

P5 <Z€ (u) > 6—7IIUH2> < e gy (Z. (u))®

2 [ a T a T 2
< ea’YHu“ EG exp/ (AX?) th - 2/ (AXta) dt:|
L g Jo 2e 0
avllulze | a [T b (T 2 (b—a) [T 2
< el o /0 (AXF) W, — /O (ax7)ar+ /0 (AX?) dt)]
ay|lu|? [ a T € b T 5 (b_a) T 5
< enllul"g, _eXp<€/0 (AXE) dW; — 252/0 (AXt)th) Xexp( 522 /0 (Axt)%zt)]
1
9 T T 2
< ewrlul? [Ee <exp(6a / (AXf)th—é% / (AXE)th)ﬂ X
0 0

S

o AX; = S (X¢,01) — S; (X#,602). Par le théoréme.6.1 p.216 de [16], on a :

T T 2
exp( —QQAX‘E dW; — 1 —2aAX‘E dt| <1
t t
2
0 € 0 €

Si on choisit b = 2a?, on aura donc

P; (ZE (u) > e—wuun?) < elul? [Ee <eXp <_a(1€2_2a) /OT (AXE)th»F

Posons A = AX{ et B = AX?. En utilisant I'inégalité —A? < —B? + 2|B||B — A|, nous

Eq

obtenons
—a(1—2a) [T
P (Z€ (u) > 6_7“u“2) < egWIIUHZ [E@ (exp <a(€2a)/0 (AX?)2dt (2.12)
1
— T 2
+2“(122“)/ AX?||AX? —AXE\dt))]
€ 0
arvllull2 —a(l—2a T
< ol [Ee (exp <(€2)/0 (AX?)2dt>
2a(1—-2a) (T o 0 :
X exp <52/ AXY||AXS - AX?) dtm
0

Pour majorer le membre de droite de (2.12) , on minore AX} et on majore |[AX?||AXF — AXP|.
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Minorons maintenant AX? =5 (X0,91) — S (X0,92) . Pour 0 <t <Tetu=

ur — uz € Up., on applique la formule de Taylor & I'ordre 1 pour avoir
A == (0,8 (3,X°))
Donc
(AXI) =2 (0,8 (5,50)Y =2 (w1 (3) )
ot O € B(#,e|ul|) (boule dans R” de centre @ et de rayon ¢ ||u]) et S est la dérivée de

S par rapport & 6. La condition C1 implique que la matrice I (#) est définie positive (voir

lemme de I'annexe), il existe donc 8 > 0 tel que
(AXP)" = 8 [lu]?
Il en résulte que
o (ZH20 [T (@) < e (F2E2 s p2)
exp (—Lalul)

Majorons maintenant ‘AXtO‘ et ‘AXf — AX?‘ pour 0 <t < T etuc Up.. Comme les

IN

fonctions e; sont continues sur [0, 1] donc bornées par M, on en déduit que

1=

1
t L
X = :Uo+/ ci/X;f_S ei(s)ds | dv
0 1
1)

IN

6—1
L t
xo—i-MZci/ (/XZ du)dv
i=1 0
t—1
t
< xo+ Ml/XZ du
0

L
ou My =TM Z ¢;. Par suite, le lemme de Granwall (cf. [16]) donne
i=1

X? < zoeht

La fonction Xy = z¢ pour ¢ < §. Alors pour tout t € [§,26] et s € [§,1], X , = mg. Par

conséquent, de la condition C1 on en déduit
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Par induction X} est strictement croissante sur [§, T (cf. preuve du lemme en annexe). Par
suite

Ty < X? < moeMlt

Alors

[AXD| = |8 (X°,0+eu) — S, (X°,0)| (2.13)

1 1
L L
= > (¢ +ew) /Xtos ei(s)ds— > ci/X?s ei (s)ds
i=1 =1
6 0

L
= |eXu [ XD, ei(s)ds
=1 p
6—1
L
< ey }Xgel(t—u)‘du
=t
T
L
< eM > ui/Xg du
i=1 0
<

cxoM ||ul] /eMludu = My [Jul|

D’autre part, nous avons

1 1
L L
AXE-axY = e / X2 ei(s)ds— 23 ug / X0 ei(s)ds|  (214)
=1 =1
1
L
< 521@/ Xf_st?_S’ e (s)ds
i=1 s
L
< 62”1‘ sup |Xg — XS‘ e (t —u)du
i

=1 0<u<t
0

IA

z-:ZuZ Ce sup |Wy| | M3 < €2M4 SUP ‘Wu’ (]
i=1 o<u<t

En utilisant la majoration suivante (cf. p.18 de [12])

1
Eq (exp (l sup ]Wt|>> (1 + Tl2) exp <T12)
0<t<T 2
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et les relations (2.13) et (2.14), on obtient

r . T
Eq |exp (2“(;‘1)/0 \AX?HAX,?—AXHdt)]

< Ey |exp(2a(l — a)eMaMyT ||u|| sup ]Wt\]

I 0<t<T
< By |exp(eM,T ||u| sup ]Wt|]

I 0<t<T

1
< 21+ Te M [Jull) exp(5 T M |lul®)
3

< 20xp(ST2M2 )

D’ou

5(Z€<u)26—vnuu2) < 2em Il = Lallul® (9 (3T=M2ul))

2
< gellul(er-LatiTe20s2)

Si on choisit a et 7 tels que L, > 2T?M2, 0 < v < L., nous arrivons a

1
4(a+1)
B (2 (w) 2 ) < el (er-Lutite)

gellull®(ar—1La)

<
< 2ellull*(@y=(a+1)y)
< gelul?

Dot le lemme. =

Preuve du théoréme 2.2. Pour la demonstration de ce théoréme, nous suivons le
théoréeme 1.1 p.174 de [7]. Soit K un compact de ©. Dans la suite on note 6 pour 6.
Posons @ = ®_1 () (95 - 9). De la définition de 6. et des équivalences des lois induites par

les solutions de (2.1), @ vérifie :

Zey (@) = sup Zep (u)
UGUE.;’g

Les relations du processus (Z. g (u), u € R”) sont dans Cy (RF) (cf. [7]).
Notons par p. g la loi du processus Z. g (.) induite sur cet espace. On déduit de
la condition LAN, la convergence des lois de dimension finies du processus Z. g (.) uni-

formément par rapport a 6 dans K. Des lemmes 2.1 et 2.2, on en déduit que la famille
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des processus (ueﬂ, XS @) est relativement compact dans Cj (RL) uniformément pour
0 € K (cf. [7]). Donc
Heg = Hg quand € —0

ol py est la loi du processus défini par

Zo ) i= exp | (u,€) = 3 ]

avec L (§) = N (0, Idgr) . la convergence est uniforme par rapport a 6 € K.

1°) Convergence en probabilité.

D’une part, des lemmes 2.1 et 2.2, on déduit comme dans ([7], p.433), pour tout
[>0

sup P ( sup Zeg (u) > exp ((—3) l2)> <Cexp((-3)?) (2.15)
0eK lluf >

oty > 0et C > 0.1l en résulte des formules (2.11) et (2.15) et Z. ¢ (0) = 1, pour tout 5 > 0

sup 5 [[0- 0] > 6] = supP5 (@2 (0)al > 5
e K eK
= supPj sup Ze g (u) > sup Zeg(u) > Z:9(0)
oeK [[ul| > B @< (0) ]| l[ul|<B|®e ()]~

IN

sup Py [ sup Zeg(u) >1
0K [Jlull>Bllg-(O)I7

clexp( & . 0)] )
¢ Crem (L)

< G (“2)

Le majorant ci-dessus tend vers 0 quand € tend vers 0, d’otl la convergence de I’éstimateur.

IA
00‘4 OO‘Q

2°) Normalitée asymptotique

Soit D un pavé borné de R” tel que
P;(ueoD)=0

oul 0D est la frontiere de D. Considérons les fonctionnelles Lp et L pe définies sur Cy (]RL)
par :

Lp (h) = s%p h(z) et Lpe (h) = SB? h(z)
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Lp et Lpe sont continues par rapport & la métrique uniforme sur Cjy (RL). Comme le

processus Zy (.) atteint son maximum au point & ~ N (0, Idgz ), alors
P (Lp (Zy) — Lpe (Zp) =0) =Py ({ € D) =0

Soit A, les points de R” o le processus Z.p (.) atteint son maximum, puisque Z. g = Zp

quand € — 0, alors

Py (A. € D) = Pj(Lp(Zep) — Lpe (Zep) > 0)
— Py (LD (Z@) — Lpe (Z@) > 0) =Py (f S D)

or le diametre de A, tend vers 0 en probabilité avec €, donc
Py (4 e D) — Py (£ € D)

D’ou la convergence en loi.
3°) Convergence des moments
On a pour tout p >0

sup sup Ep

e€)0,1[ 0K 2" (0) (é8 B 9) Hp s swp i (L +1)°

£€]0,1[1=0

x sup P H 0. — HH |- (0)] > l]
0eK

< {1 O (1+ 1)?] exp <_7 W)
1=0 8
< o0

Donc la famille des variables aléatoires (||@]|” , € € ]0,1]) est uniformément intégrables ou 4 =
o1 () (98 — 9) . Le résultat se déduit de la normalité asymptotique obtenue précedementet
de [1] p.32.

4°) Efficacité asymptotique

Les estimateurs qui réalisent I'inégalité dans le théoréme ci-dessus (borne de Hajek)
pour tout 8y € O, sont dites asymptotiquement efficaces. Pour I’étude du risque quadra-
tique, on considere les fonctions w de la forme w(z) = ||z||*, d > 0 et z € RE . Comme
la famille des lois (IP3,0 € ©) est LAN en tout point de ©, pour montrer l'efficacité des
estimateurs il suffit de prouver qu'il existe A dans |0, 1] tel que

hy o B [H@; (60) (6.~ 0) Hd] = B [J¢)"] (2.16)
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(cf. [10] p.77). Pour tout #p € ©, on a I'identité suivante :
. d
sup Ejp {H@E_l (0o) (05 — 9) H ]

l0—6oll<| =" (00)]|
(80005 (70(0-9)

= sup 7

16—60<||®= 2 (60) "

d]
ot Id est la matrice identité de RY. Donc pour montrer (2.16), il suffit de vérifier les deux
affirmations suivantes:
a)
hH(l) sup | @< (6) o1 (o) —Id||=0
e—
l6—60]l<|| @z (60) ||
or ceci découle du fait que ¢, (0) = el —2 (0) et que I () est uniformément continu sur le
compact K.
b)
. -1 0 d d
i s B |[est @) (0. - 0) || =B [l

0
T 0—00ll<]| @ (00) ||

qui n’est autre que la convergence des moments établie en 3°). D’ou le théoréme. m

2.5 Estimateurs Bayesiens

On considére le parametre 6 dans (2.4) comme une variable aléatoire a valeurs
dans RY de densité a priori 7 (f) définie sur ©. On note 0. I'estimateur de Bayes relative a

la fonction de perte w (0 —y) = ||0 — y||?; ¢ > 1. L’estimateur . est solution de I'équation
0 —0-)p(0/X°)do = inf 0 —y)p(6/X°)do
Jow ( )p(0/X°) inf Jow (0 —y)p(0/X7)

ou p(0/X¢) est la densité a posteriori de 6 étant donnée I'observation X¢ (densité obtenue
par la régle de Bayes). Dans le cas des fonctions de perte quadratique (¢ = 2), 0. est donné

par :

0- (X°) =E(0/X°) = [gy p(y/X")dy

Les propriétés asymptotiques de 6. se démontrent de la méme maniére que celles de ’estimateur
du maximum de vraisemblance 6, en utilisant les propriétés du processus Z. g (théoréme

2.1, lemme 2.1 et lemme 2.2), on obtient :
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Théoréme 2.3 Sila densité w (0) est continue, bornée et strictement positive, alors 0. possede
les propriétés de l'estimateur @g mentionnées dans le théoréme 2.2 pour les fonctions de perte

quadratique.

Preuve Similaire a celle du théoréme 2.2 en appliquant le théoréme 2.1 dans [7] p.179.
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Annexe

Lemme 2.3 Avec les notations du paragraphes 2 et sous la condition C1, la matrice I (0)

définie par
T
1(9) = / a (X°) qf (X°)at
0

est définie positive pour tout 0 € © ou le vecteur
98, S, 88, 95 \"
X0 = ==L (X0 0) = (| ==, 2= =
@ (X7) =5 (X7.0) <301’602’ ’acL>

Preuve Le déterminant de I (f) etant un déterminant de Gram, il suffit de montrer que
les fonctions q; = ¢; (t, 0, XO) , i=1,..,L sont linéairement indépendantes dans L? ([§,1]).

Soient A1, Ao, ..., Az, des réels tels que

M@+ A2g2 + ...+ Apgr, =0

.
Il
—

1 1
L
Rappellons que S; (X°,6) := > ci/XtO_s ei(s)ds et py, == /ek (s)ds .
6 6

De la relation

k=1
d
nous obtenons pour § <t < 26 :
. 1
XY = zo+zo(t—0)(> ck/ e (s)ds) (2.17)
k=1
L
= xo+z0(t —0) (> criy)
k=1
D’ou en dérivant par rapport au parameétre
8St 0
qi = aCi (X ,0)
= Toly-

Ainsi nous obtenons ’équivalence suivante (car zg > 0)
L L
Aigi =06 > Aip; =0
i=1 i=1
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De méme pour 26 <t < 39, on a

- 25 1
dx? = i Ck /X?s ek (s)ds + /X,?S er (s)ds | | dt
=S 25
w 25 1
= | > /X?_S ek (s)ds + :L’o/ er(s)ds || dt
= 5 26
Par un changement de variable nous avons
26 t—9
/Xto_S e (s)ds = /XS e (t —v)dv
0 t—20
t—4
= /Xoek (t—v) dv-i—/XSekt—v
t—20 é
-6
= :1:0/ g (t—v) dv—i—/XOekt—v)d
t—26

Par la relation (2.17), on a

L
X0 = g0+ <:L'0 > cj,uj> (v—=19)
j=1

Par suite

t—48

t—4 t— —

/Xgek(t—v)dv = xo/ek(t—v)dv—F(moilcj,uj)/(v—&)ek(t—v)dv
j=

0 3/6 0

0

t—6

= zo [ ex(s)ds+ o <icjuj> / (t—30—s)er(s)ds
J=1 s
Donc
20 t—4d t—od
/X?s er (s)ds = / ds—i—xo/ dS—l-l‘o(Z c]u]> /(t—é—s)ek(s)ds
é é

)

5
t—
L
= / ds+xo<z cjuj> t—5—s)ek(s)d5
5

Jj=1
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D’ou
é
(t—0—s)er(s)ds +

26
L L
dx? = [Z Ck (xo/ek (s)ds + xo (Z Cj/Lj)
k=1 j=1
)

T~—T

. 1 t—6
= Z Ck (330/ e (s)ds + xo <é:1 cj,uj> 5/ (t—0—s)ek(s) ds)} dt

0

. -
= D ($0Mk+x0 (Z Cyﬂy) /(t53)€k(3)d3>]dt
=1 s

Le calcul de la dérivée ¢; donne

t—6 t—0
gi = Top; + To (Z c]/L]) /(t—é—s) i (8)ds + zop; (kilck (t&s)ek(s)ds)

6 0

t—o
L L L
dYoNig = o [Z il + (Z CJ/‘J) DA (t—6—s)ei(s)ds+
=1

i=1 i=1
1
t—9
L L
(Z ck/ (t—0—s)ek (s)ds) > )\iMi]
k=1 i=1
é
L L L
En utilisant le fait que Y A\ig; =0 <= > Aip; =0, 20 > 0 et > cju; # 0, nous arrivons
i=1 i=1 j=1
a
t—48
L
>N t—=50—35)ei(s)ds=0
=1
é
— t_
En posons G ( / s)ds et L; ( / s) ds 'expression précédente devient
é é

L

D Xil(t=0)Gi(t) — Li ()] =0

i=1

En la dérivant par rapport a t, nous obtenons

ZA (=) Gi () +Gi(t) - Li (t)] =0
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ou encore
)

i (t—é)ei(t—6)+/ei(s)ds—(t—5)ei(t—5) =0
0

R

=1

Par suite 5

L
S\ [ ei(s)ds=0

11=

%\T

L

En dérivant une deuxiéme fois ’expression précédente, on obtient > A;e; (t — ) = 0 pour
i=1

20 <t < 340. En continuant le méme calcul pour les intervalles i6 < t < (i + 1)d , pour

i = 3,4.., on aboutit a la fin que Z Aiei(t) = 0 pour tout ¢t € [d,1]. Comme les fonctions
e1,es,...er, sont linéairement 1ndependantes nous déduisons que \; = 0 pour ¢ = 1,.., L.

D’ou le lemme. m
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Chapitre 3

Estimation de la densité par la

distance minimale

3.1 Introduction

On considére un processus de type diffusion X¢ = (Xy,t € [6,T]) pour € € |0, 1], solution

de I’équation différentielle stochastique suivante :

1
dXt = (/th ﬂ(dS))dt+€th , t e [(S,T]
0

(3.1)
X, =z st —1<s<$é
ou
o (Wi, t >0) est un processus de Wiener
e L est une mesure positive de support [6,1] et § >0
e 1 est une constante strictement positive
On associe a (3.1) I’équation intégro-différentielle
axy ;
t 0
—t =X ds) , tels,T
dt / t—s /JJ( ) [ ) ] (32)
4

X0 =2y si —1<s<$

s
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Nous nous intéréssons tout d’abord a ’estimation de la fonction f définie par

£(t) = / X0, pu(ds) (3.3)
)

Nous rappellons les résultats de Y.Kutoyants et T.Mourid [13] sur un estimateur de type
noyau pour f. L’estimateur de la distance minimale introduit dans cette partie est défini par
une distance L? entre cet estimateur non-paramétrique et f. Les résultats de convergence
obtenus sont uniforme par rapport & p décrivant une classe ©1 (L) définie par,

pour L >0 :

©1(L)={pn / 36>0 ; Supp(n)=1[5,1] et |lull,, <L}

ott Supp (p) et ||pll,,, désignent respectivement le support et la variation totale

de la mesure p.

3.2 Estimateur non paramétrique

3.2.1 Notations et Hypotheéses

On observe une trajectoire du processus (X{,t € [§,T]) solution de (3.1) et nous

considérons 'estimateur a noyau de f est défini par (cf.[13])

. 1 [T T—1
f(t) = / K ( ) dx: (3.4)
¢e 0 ¢z—:
ot 9, tend vers 0 avec €. Le noyau K est borné, fj;o K(u)du = 1 et K(u) = 0 pour
u ¢ [A,B] ou AB < 0.

Nous rappelons les inégalités suivantes (voir par exemple [10])

sup  sup ‘Xf—XH < eefaT sup |Wy|
1€O1 (L) 0<t<T 0<t<T
2
sup sup [j {Xf — X?‘ < Te2efeT
pEd: (L) 0<t<T

(3.5)

ou K; et K5 sont des constantes strictement postives.

3.2.2 Convergence en moyenne quadratique
Proposition 3.1 (cf.[15]). Soit [a,b] C |0, T[. Si 1. — 0, >t — 0 quand & — 0, alors:

~ 2
lim sup sup Eg [f(t)—f(t)} =0
€=0 €0, (L) a<t<b
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Preuve De la définition de I'estimateur (3.4), de équation (3.1) et de I'inégalité (a + b + ¢)*
3 (a2 +b% + 02), pour ¢ € [a,b] on a:

_ ) 5
; 2 1 T T—1
B [F0) - 1] = By |- [ K( )dx;_ /Xtosﬂ(ds>
Qpa 0 1/}5
) 1
T T—t> / /
— [ K s, pn(ds) 2 u(ds) | dr
g o <¢g s i
B 1 1
- f(;‘FK( > / _s 1 (ds) dT—/th,u(ds)
Ve
13 T T—1
+— K( )dWT
wsfo (U8
2
1 [T —
SSEZ/ <T t)/Tsuds /Ts,uds dr
wa 0
2
1 [T -
3 / <r t> /Tsﬂds dT—/thu(dS)
we 0
2 T N2
+3€2/ K<T t) dr
ws 0 wa
On posons u = T %5 & —sup {e > 0 0.< v <~ < = sup e >0 0 < v < Tt
g

nous avons pour ¢ < £1 := min (¢/,¢”)

T 2 B
31‘;/0 K(Tw_t> dr = 3;2/A K2(u)du

Du fait que X© est de classe C! et K a support compact, nous appliquons le théoréme des

accroissements finis, nous avons
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L) ([ o ) o
1

— /ABK(U) /(Xt(ﬂrws_s —X?fs)u(ds) du
(5

B
= A U Uy, t+’yuw —s plas u
K (u) | [up.X] (ds) | d

B
< v/ |uK<u>|du) sup ] sup |7
A neO1(L) 0<t<T
2 2 0’
< 4, (/ du) ( / K2 du) sup ] sup | x|
pedL (L) O0<t<T

< O,

ol désigne X?I la dérivée de X par rapport at, v € ]0,1[ et Cy est une constante positive.
Enfin, pour € < 1 et en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et les inégalités

(3.5), nous obtenons

o J/OT <T_t> / X2, u(ds) - / X0, pu(ds) | dr
E; [/ABK(U) (/5 (Xf+u¢5—s - XEJFWE_S) ,u(ds)) dur

2

B 2 ! 0 2
< @) [ w2 s (I? [ (X~ ) 0@ ) do
< (B-4) swp |l </ K2 (u)du) sup B3 (X - XY

1€01 (L) 0<t<T
< 0362

ou ('3 est une constante strictement positive. Alors
e |4 2 2, —1 2 2
By [£(5) — £(8)] < Cre®yt + Cot? + G
d’ou

~ 2
lim sup sup Eg [f(t)— f(t)} =0
€=0 €0, (L) a<t<b

La proposition suivante permet de saffranchir d’un intervalle fixé [a, b] .
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Proposition 3.2 (cf.[13]). Soit [a.,b.] C ]0,T| tel que a. — 0 et b. — T. Si aspst —
+oo, (T'—b) 1/15_1 — 400, ¥, — 0 et swgl — 0 quand ¢ — 0, alors

R 2
lim sup sup Ej [f(t) - f(t)} =0
e70 e@1 (L) as<t<be

Preuve On définit ¢’ = sup {5 >0; P, < —%} ; €7 = sup {5 >0; P, < T_Bbs

}, pour € <
g1 := min (¢',¢”), on obtient les mémes majorations précédentes et on prend le suprémum

sur l'intervalle [ac,b.]. ®

Corollaire 3.1 (cf.[13]). Pour tout t € |0,T[, f(t) converge en moyennne quadratique
vers f(t) quand ¢ — 0.

Preuve Directe de la proposition 3.2. =

3.2.3 Vitesse de convergence

Proposition 3.3 (¢f.[153]). Sous les hypothéses de la proposition 3.2, on a

N 2
)= o] <

. _4
limsup sup sup Ej [e 3
e—=0 pueOi(L) as<t<b.

Preuve De la démonstration de la proposition 3.1 et pour € < €1, nous avons
; 2 2, -1 2 2
fey - 1| < Cretuit+ G+ Cne

sup Ej
ae<t<bc

< Y2 (Cre*P? + Oy + Cse?y?)

Si on choisit 9, tel que €223 =1 i.e. b, = 5%, alors

-
sup Ej|e3
ae <t<be

)= 0] < Cr+ Cas Cact

d’ou le résultat. m

3.2.4 Convergence en loi

Proposition 3.4 (¢f.[13]). Pour e > 0 et a., b. vérifiant les conditions de la proposition

3.2, on pose pour t € [ag,b] :

Ye(t) = ( /_ :O uK(u)du> ( /0 X8 ,u(ds)) e
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ol

Alors
sup sup Ej [57 P.S.

De plus pour t € [az,be], la v.a & (t)est gaussienne centrée de covariance [ K?(u)du et si

t#s,ona
tim 5 [6°(1)E7(5)] =
Preuve De la définition de f et de 'équation (3.1), on a pour ¢ € |a., b.]
2 1 /T T—1 ! e (T T—1
f(t):/ K( > </ Xﬁ_s,u(ds))d7'+/ K< )dWT
ws 0 ws 1) ¢s 0 ws
—t
En posant u = T o I’expression précédente devient
o 1
f(t) — B c K(u) </5 ( §+u,¢}575 - X g+u¢575> ,LL(dS)) du +
Pe
z;t !
+/ts K (u) (/ <X ?+uws_s)u(ds)> du
e 1)
+5 [ K (uyd,
(R
- 1
ou [ W, =2 (Wt+uwe — Wt) , A<u< B) est un processus de Wiener bilatéral pour ¢ <
€1. De la définition de f, on en déduit que pour € < &7 :
T—1 1
p Ve
fo-rw = [ RK@ ([ (- X ) n(a9) du (3.5)
Pe
= 1
—i—/t K (u) </ (X fup—s — X ?+u¢5_5) M(ds)) du
ot b
T—t
€ Ve
1 - K (U) qu
(e
En appliquant le théoréme des accroissements finis pour le premier terme dans (3.6), nous
obtenons
T—t 1 T—t 1
P P ’
([ X)) Jdu = [ ) ([ ) (@) du
Pe
(3.7)

e
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ou 7y € ]0,1[. Posons
Vet =<3 (f) - 1)

Pour ¢, = £3; on deduit de (3.6) et (3.7) et de la définition de Y que

VI -YE () = /uK<u> (/ 1 X Yo s) 10(05))
Ve

(
ek _T:b_et K (u) (/ ( frup,—s ~ X s+uws> ,u(ds)) du
(a2

Donc

Ve -Ye ) < / K (u VA

1 <ds>) W (38)

T—t X € _ X 0
Ve - -
—i—Eil’)/ K(u) (/ t+up,.—s t—s+uip, "u‘ (ds) du
=t FY 9
Pe
D’autre part, de 'équation (3.2), on a
‘X t+uyp,—s X ?—s ”U,| ’Qbs

ot C est une constante strictement positive. En utilisant les inégalités (3.5), (3.7) et (3.8),

on obtient
:/—t
2 be
Ve@)-Ye@)| < Cies (/t IUIQIK(U)IdU> sup |||
Ve peEO1(L)

1
+Coes sup |ul| sup [W(u)
peO1(L)  0<u<T

ou Cy > 0. Commme la variable aléatoire sup |W(u)| est p.s. finie a le noyau K est a
0<u<T
support compact, on en déduit le résultat. m

Comme conséquence de la proposition 3.4, on a le résultat suivant :

Corollaire 3.2 (c¢f.[13]). Si le noyau K vérifie [uK(u)du = 0, alors pour tout p €
©1(L) ett€]0,T[, on a
(O —10) =0 Y

ot la variable aléatoire Y est gaussiénne centré de variance [ K?(u)du.



o1

3.2.5 Convergence des lois de dimensions finies

Des notations de la proposition 3.4, des définitions de f et f et pour tout ¢t €
[as,bs], € > 0, on pose
;2 A
Vet =<7 (f) - 1)
Corollaire 3.3 (c¢f.[13]). Soit | € N*. "Pour tout t1,ts,...t; € ]0,T[, on a
(VE(t1),VE(t2),... V(1)) = N,

quand e — 0 ot Ny est un vecteur gaussien de R de moyenne le vecteur (m (t1) ,m (t2) ,...,m (t;))

m (t) = < / uK(u)du> ( /5 1 (x0.)n (ds))

i=1,...,1 et de matrice de covariance

définie par

> =0

ot 0% = [ K*(u)du et I; est la matrice identité dans R'.

Preuve Nous utilisons le critére de Gramer-Wold. Soit A1, A2, ..., A\, € R. On a

max
i :

311 AjVE(t) — Ji:l AYE ()] < Ji)l |Aj] max [V (t;) — Y* (¢)]
ou le maximum est pris pour tous les choix de [ points de ]0,T7[.

D’apres la proposition 3.4, le majorant ci-dessus tend vers 0 p.s. et pour € < €3
les variables aléatoires Y¢ sont gaussiennes de moyenne m (¢;) de 'enoncé et de variance o2.
De plus si e < g1
Ej ((Y* (t:) —m () (Y2 (t;) — m (t;))) = bij0°

di; est le symbole de Kronecker. m

3.3 Estimation de la densité par la distance minimale

3.3.1 Notations et hypotheéses

Dans cet partie, nous étudions 'estimateur de la mesure p dans le modeéle (3.1) par
une méthode de type "distance minimale". On supose que p € ©1 (L) et que
L

dp
f - a - Z; Ci€4
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ou (e;) i1, est un systéme de fonctions indépendantes vérifiants la condition C1 (voir p.
21 du chapitre 2) et ¢; > 0. On se propose d’estimer le paramétre 6 = (¢, ca, ...,cr) € © =
10, D[*on D > 0.

L’estimateur de la distance minimale EMD de 6 est défini par :

~ bE

0. := arg inf (ﬂ(t) _:Zl ¢i /5 1X?sez-<s>ds>2v(dt> (3.9)

0€6 Ja,

ou 'estimateur fs(t) est donné par (3.4) avec 1, = 8%, v est une mesure positive finie sur
10, T et a., b vérifient les conditions de Proposition 3.2. Nous suivons I’étude faite dans [13]
pour étudier éstimateur (3.9). Si (3.9) admet plusieurs solutions, on choisit pour . I'une
d’elles.

Posons )
L
S(t.0.3) = S ci [ Xiel)ds
=1 )

Pour tout 5 > 0 et pour tout compact K de O, on définit

o : 0y 0
9:(8) = it inf [|S(t,6,X5) - S(t. 60, X5, (3.10)

ot |.|, désigne la norme dans L? ([az,b.],v) : espace des fonctions définie et de
carré intégrable par rapport & la mesure v sur |a.,b] et ||.|| la norme euclidienne dans R”.
On note par S(t, 6, X3) le vecteur des dérivés partiels de S par rapport a 6 et I(6)

la matrice
1(6) = <S’ t,0,X9), 84(t,0, X9 >
0) = (300,39, 8'.0.XD) ,

3.3.2 Convergence de ’estimateur

Proposition 3.5 Si pour tout 5 > 0 et pour tout compact K de ©, g-(8) > 0, alors il

existe 2 > 0, tel que

Ve, 0 <e<ex= sup Py, <‘
boeK

0. — 90H > ﬂ) < 3exp (_098(5)2)

4
€3

ou C > 0.

Preuve De la définition de 6, et pour §y € ©, 8> 0on a

|

éEfHOH >B= inf ‘
l0—6oll<p

- 0 |
fo=$00.X9)],> int

i- S(.,e,Xg)H2 (3.11)
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D’autre part :

fe - S('797Xgo)

(.,9,X3)H2 <

,HI8C0.X5) = 5.0, X9,

D’ou

i 5(.,0,X3)H2 <

fe = 800, X4,)| (3.12)

inf
16—60]I<s
On obtient de (3.11) et (3.12)

. : i f.—8(,0,X9)|| < : 0 :
75, ([o- - 60| > 5) <5, <019r3f|>5 fo- 5,6, X9)|| < <,00,X90>H2) (3.13)
Or
(0, X9)|, 2 115, 6, X9) = (.00, X[, — || £ = (.00, X8,)]|
Donc
f - S(.,0,X2 > inf  [|S(.,0,X9) — S(.,00, Xl —
L 152||>6Hf Goxp), = o315 1500 X8) = S 0. Koy,
fE_S('a907XgO) 9
Z g&‘(ﬁ) ('7007Xgo) 9
Par suite (3.13) donnne
B, ([0 - 00| > 8) <P, (2[4 = 5C.00.X5,)||, = 0-(8))
D’aprés (3.6)et (3.7) et pour f(t) = S(t,00,Xp ), w ch f5 ei(s)ds, on a pour tout
e<er:
o)~ (.00, X3, = ) ([ X i) ) (314
/ </6 t s+yup, Xto s—i—’yuzp) (ds)) du
+TC (t)
Y2

ot v € ]0,1[. Pour le premier terme de (3.14), les hypothéses sur K, pet X° € C° implique

he(t) = /A BuK < / XY i, u(ds)) du

est bornée par une constante Cy sur [0,77].

que la fonction
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Le deuxiéme terme est majoré presque siirement grace aux inégalités (3.5) par

Cae sup Wy ou Cy > 0.
0<t<T

En utilisant les propriétés de l’intégrale stochastique, on peut écrire que pour

e <eq, ¢E:5§ett€]0 T[:

;/ KD (7) = Wi (o)

ott Wi est un processus de Wiener et o2 = [ K?(u)du.

3
95(6)5 C’3(73 )
6C1 ’ OQT%

Par conséquent si € < €9 := min (51,

o ([0 =00 > 8) < B3, (2] £ -5 00.X5)||, > 9-9)
1
< PG, (C'ﬂf)g + Coes sup |Wi| + Cs Wy (0%)] > 25§gg(ﬁ)>
0<t<T
9:(B) 9:(B)
< P sup |Wl > +P Wy > —F=
fo <0<t£T| | 6Cs¢e ) 0o (’ (#*) 6C3e5
-1 g:(8)? -1 g.(B)?
< 2
= 2P <72c§1ﬂ 2 ) TP\ ot
2
< 3e p(—C’ga(é) >
£3
ou C = i i ! L d’ou la proposition. =

7 ( 02 Y 2032 )7
3.3.3 Loi limite

Nous rappellons la méthode de P.W.Millar pour la construction des estimateurs
de la distance minimale (cf. [19]). Pour § un ouvert de R, soit &, (,w) une v.a. a valeurs

dans un espace de Hilbert (H;|.||;) (la v.a. &, est définie & partir d’une suite de variables

aléatoires i.i.d.). Les estimateurs du minimum de distance 6,, vérifient :

&n (8a:-)]|,, = int igw 0. )1l
Pour 6y fixé dans ©, on introduit les hypothéses suivantes :

H1. Identifiabilité

Ve >0, Ve >0, 30 > 0 tel que Yn € N

P< inf Mﬁwm)_gx%me>5>>1—e

[10—60l|>c
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H2. Bornitude

La v.a.\/n&, (6o,.) est bornée en probabilité.
(Dans les applications cette hypothése est remplacée par une condition plus forte

H’2. La v.a. £, converge en loi dans H vers une v.a.Z.)

H3. Différentiabilité

In (0o) = (01,2, M) 5 Mm; € H, tel que :
£, (0,.) =&, (0o,.) + (1,0 —0o) + |0 — 6ol £ (]|0 — ol ,.)

ou pour tout w, &, (.,w) est une fonction définie sur R, tel que Yoo > 0, Ve >0, 36 > 0

1611>6

P ( sup (| ([[61],w)ll 7 < C) >1-a

et les n; sont linéairement indépendants dans H ((.,.) est le produit scalaire dans R¥).
On note By, le sous-espace de H engendré par n = (1y,7s, ...,n7,) et II le projecteur

orthogonal sur B;,. Soit 1" I'application linéaire de RE dans B, définie par

L
T()= 3w,

Les vecteurs 7, étant linéairement indépendants, ’application 7" est continue, bi-
jective et T~! est linéaire et continue. (cf. [19]).

Théoréme M ([14])

Sous les hypothéses H1, H2, H3, on a, quand n tend vers l'infini:

1.
P (én existe et unique ) —1
2.
& (8n) = (1 =D&, (60) + o (Vi)
3.

6 — 00 =T ' oTlo &, (60) + o (1/v/)
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4. Si de plus, on suppose que H’2 est vérifiée, alors
NG (gn (én) —¢, (00)> = Moz

et
ﬁ(én—G()) = -T1lolloZ

dans R¥. (o désigne la composition des applications)

Sous les conditions H1, H2, H3 l'estimateur de la distance minimale 0, est
convergeant et admet une loi limite.
On note 6y la vraie valeur du parameétre 6 = (cq, co, ..., ¢r) . On obtient la loi limite

suivante :

Proposition 3.6 Supposons que la mesure v est une mesure discréte sur |0,T[. Si pour

tout compact K C © et B> 0, g- (8) > 0, alors:

e 3 (95 . 90) = ¢

¢=1"1(6p) /OT [(/ uK(u)du> </51 XY (ds)> + Yo(t)] S (t, 00, X9.) v (dt)

La v.a. YO(t) est gaussienne centrée de variance

ol

/Kz(u)du et B(YO(t)Y?(s)) =0 si s £ 1

Preuve Nous vérifions les hypothéses H1, H2, H3.
Dans notre cas étudié, espace de hilbert H est 'espace L? (]0,T[, v) et la variable

aléatoire hilbertienne £, est

0= (L0-xa 1 X0 (5)ds

L’hypothese d’identifiabilité H1 d’écoule de la condition sur la fonction g.(f).
L’hypothése H2 est une conséquence du corollaire 3.2.

L’hypothése H3 découle de la dérivabilité de S (t, 0, X g) par rapport au parameétre
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Du théoréme M, on a :

2 (9 _ 90) — 11 (6y) <g—% (fa e (.,eo,XgO)) s> +or (1)

L2(]0,T, v)

m
Soit v = Y ;04 ot oy € R, ¢; €]0,T] et m est un entier positif. On obtient donc
i=1

6_% (és — (90) = I_l (90) Zaie_% (fs (tz) — S (ti,eo,X30)> S (ti,eo,XgO) + oy, (1) (315)
D’autre part

e

Wi

(Fe (6 =S (11,00 X8,)) 8 (1.0, %5) = (75 (fe (1) = § (1.0, X§,) ) = Y*(t)) S (1,60, X3,)
+Y2(1:)S (ti, 00, X3,

De la proposition 3.4, on a :

‘ ~3 (fs( i) — (tu@o,Xeo)) —Ye(t;)

—0  ps (3.16)

quand e — 0, et pour tout £ < 1, les v.a. Y(¢;) sont gaussiennes N (m (¢;),0?) o

m (t;) est donnée dans le corollaire 3.2.

Comme max ’S (ti,Ho,Xgo)‘ < 00, il en résulte de (3.15) et (3.16) que :

£5 (és _90) =T ial [</uK du> (/ XY . (ds)) +Y0(tl-)} S (t:, 00, X9

ot YO(¢;) est une gaussienne centrée de variance 02 = [ K%(u)du. D’ou la proposition. m

Remarque 3.1 Comme dans [13], nous notons que la condition que la mesure v soit une
mesure discréte sur |0,T[ est indispensable. En effet, si v est absolument continue par
rapport & la mesure de Lebesgue, la loi limite dans la proposition précédente est dégénérée.

9 /- 2
En particulier, si [ uK(u)du =0, on a en calculant B (672 (95 — 00))

eF (éa —00) — 0

en probabilité quand € tend vers 0. Et nous nous pouvons pas appliquer le résultat de Millar.
Nous remarquons aussi que la démonstration reste la méme si on suppose que

o
V= 0y 0l Y 0y < 0.
i=1
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3.4 Estimation du nombre de coefficients de la densité des

retards

3.4.1 Introduction

Nous reprenons le modéle précédent :

I 1
O / Xo_s ei(s)ds | dt +edW, si te[5,T] -
=1 5 '

Xs=290>0 si —1<s<$

Les coefficients ¢; sont des réels strictement positifs connus et le paramétre d’interet
est [ appartenant a l’espace paramétrique © = {1,2,3,..., L}, ou L € N* est un entier connu.
Notre but est ’estimation de du nombre de coefficients [ dans des processus de

diffusion par les méthodes : maximum de vraisemblance, Bayes et distance minimale.

3.4.2 Estimation par Maximum de vraisemblance

Notons par P} la loi de probabilité induite par la solution de (3.17) sur I'espace
(Clo,17: C) des fonctions continues sur [0,7]. On défini un estimateur l. comme solution de

I’équation suivante :

le € l &
L (x°) = b'e
ap: ) = e (X)

oll Iy est une valeur arbitraire du parameétre.

Convergence

Proposition 3.7 Sous la condition C1, Il existe des constantes C1 > 0, Cy > 0 tel que :

max P}, (lA6 # lo) < Ciexp <_<§2>

loeO

Preuve Soit € € [0,1]. Le processus de vraisemblance est défini pour I'observation X¢

par:
dPi,+

o) = SHote
€7lo(u) dPlo

(X°) (3.18)
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onu€{l—1Ip,1—1lp+1,....L—1lo}—{0}. Comme X¢ vérifie (3.17), le rapport de vraisem-

blance s’écrit :

1 l0+u
Zejy(u) = exp| - / ¢ / X; e AW, (3.19)
€ 1= l()+1
1 / l0+u / e g
T 5.9 C’L S Z S t
252 1= l0+1 =

Dans la derniére sommation, on suppose que u > 1, sinon on inverse les bornes.
Posons @ = [ — Iy et d un réel appartenant a 10,1 [. De la définition (3.18) et de

I'inégalité de Markov, on a

P, (L #) = P, (|i

IA IA
=)
M %)
ﬁ o
S c
R S
NN
[=} T~
/-\ o
< E
IV
= V
N
=
I
[S—
N——

IN

Z Ez0< Ze gy (u )d) (3.20)

Ju|>1

D’autre part, de (3.18)et (3.19) et I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a pour tout C' > 0 :



€ d\ _ me ﬂ l0+u . d
lo Zf—:,lo(u) = Ly, | Xp Ci Xt s €i Wi
€ 1= lo+1
d l0+u
- X¢ ; dt
282/ (Z 104_162/ s )
R d l0+u
=E, | exp / Cl/ Xi s e dW,
€ i=lp+1
¢ 850 X dt
22 )\ loﬁ/ is i
c—d lotu
X? ; dt
+ 2e2 / (1 10+1Cl/ tos )

. 2d ik
o exp
€ = l0+1
l0+u
C
—— ( cz/ X7
e
i=lo+1

R _ d l0+u
lo eXp 2 Cl
€ 1= l0+1

/Xg“. o)
2
)dt X

/X,;“. )dt

Pour ¢ = 2d?, le théoréme 6.1 p.216, de [16] donne

B

0

2d lo+u
exp /

€ 1= lo+1
1 d lOJF“
P
2o \ e = lo+1

<1

Par conséquent, (3.21) se transforme en

Ej, (Ze,lo (U)d) <Ej, |exp

—d(1—2d)/ gk
62 1= lo+1

)dt

N

[NIES
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(3.21)

(3.22)
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Posons
l0+u
A = C; X
i= l0+1
l0+u
B = CZ Xt s ’l
1= l0+1

En utilisant I'inégalité A2 < —B? + 2|B||B — A, il en résulte de (3.22)

2
2 —d(1—2d) [T [ lotu
[ i (Za,lo(u)dﬂ < Ej, |exp (2)/ ST oaXP, ei(s)ds | dt (3.23)
& 0 \i=lo+1

d(1—2d) [T] lotu

+2(2)/ cZ/XtH- )ds| x
€ 0 |i=lo+1

lotu 1

> Ci/ (XD, — X5 ,)ei(s)ds|dt

i=lo+1 Jo

2
—d(1—2d) [T [ lodu
< exp (2)/ ST oaX  ei(s)ds | dt | x
€ 0 \i=lo+1
d(l1—2d) (T lo+u
o [exp <2(€2)/ ¢ Xt s€il
i=lp+1

lo+u 1

> Ci/ (X?_S—Xf_s) e (s)ds|dt

i=lp+1 [

D’autre part, pour tout t € [0,T], X2 > z¢ (cf. [18] ), on en déduit que

lo+u lo+u

ST oaXP  ei(s)ds > x2oC Y ¢ > xoC u|/min (¢;) > 0
i=lp+1 i=lg+1
Par suite
—d(1—2d) [T e ’ —d(1-2d),.
exp 2/ > aXi g ei(s)ds) dt| <exp <2TK1u ) (3.24)
€ 0 \i=lp+1 €

ot K est une constante strictement positive.

Par ailleurs, pour tout ¢ € [0,77],
X < zoeMT
ou

M = ngp\ei(S)! (fﬁ Ci)

=1
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(cf. p.34 du chapitre 2).

Donc,
lo+’u, l0+u
CZ/ Xt s i < /Xt s i
i=lp+1 = lo+1
0
< wzoM’ Z lc;| eMT
i=lg+1
< Koyl (3.25)
Des inégalités (3.5), on a
lot+u 1 lo+u
> ci/ (X?_S—Xf_s) ei(s)ds| < C > ¢ sup ‘X?—Xﬂ
i=lp+1 1 i=lp+1 t€[0,T]

lo+u

< Ce >, ¢ sup |Wy
i=lo+1  t€[0,T]

< Kse sup |W (3.26)
t€[0,T7]

ou K3 est une constante strictement positive.

En utilisant la majoration suivante (cf. [12], p. 18)

1
Ej |exp | k sup |Wi| <2 (1 + Tk2) exp | =Tk? pour tout k > 0
0 0<t<T 2

les inégalités (3.24), (3.25) et (3.26) , il en résulte de (3.23) et de I'inégalité 1+u < e* pour

u € R,
2 —d(1—2d d(l—2d
5 ()] = 5o (S 00 o (MR s )

—d(1—2d d(1 —2d 2
2 exp <(€2)TK1u2> <1 + T <<€2)uK45> > X

—d(1—2d
< 2exp <(52)TK1u2 (1 - Ksd*(1 — 2d)2)>

IA

ou K4, K5 sont des constantes strictement positives.
Si on pose Dy = K1d(1 —2d) (1 — K4d?(1 — 2d)?), alors il existe d € |0, 1] tel que
Dg > 0. (du fait que la fonction Dy est de classe C! sur R, Dy = 0 et la dérivée au point

0 est strictement positive).
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Finalement, on en déduit par (3.21):

. —u2
lso (lE ?é lo) S Z 2eXp(€TDd)
u€{1-1o,...L—lo}—{0}
-C
< Crexp(—)

ou C; et Cy sont strictement positifs, d’otu le résultat. m

3.4.3 Estimateur de Bayes

On considére le parametre | dans (3.17) comme une variable aléatoire réelle de
densité a priori 7 (0) définie sur {1,2,..., L}. On note I. 'estimateur de Bayes relative a la
fonction de perte

wl—y)=l—y*, d>0

L’estimateur [ est solution de I'équation
L . ) L
dow(l=lop(l /) X°) = min > w(l—y)p(l / X7)
=1 ye{1,2,...L} =)
ou p(l / X¢) est la densité a postériori de [ étant donné 1’observation X¢ (densité
obtenue par la régle de Bayes).

Dans le cas des fonctions de perte quadratique (d = 2), I, est donné par

L(X)=E(/X°) = éiw(i/m

Les propriétés asymptotique de [ sont obtenues de la méme maniére que celles de

I’e.m.v I.. Nous énoncons :

Proposition 3.8 Sily est la vrai valeur du paramétre et 7w (0) est bornée et positive, alors
sous Py -

gl = o

3.4.4 Estimateur de la distance minimale

L’observation X< vérifie (3.17) et on se propose d’estimer l'ordre [ avec les nota-

tions précédentes par

- be s l 1 2
l. =arg min / (fs(t)—z;ci/é X?Sei(s)ds) v(dt)

le{1,2,....L}
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ol fe est 'estimateur non paramétrique définie par (3.4) de la fonction

l 1
St1L,X% =% Ci/ X ei(s)ds
=1 Js

avec XY est la solution déterministe associée a (3.17) pour € = 0 et v est une
mesure bornée sur |0, 77.
Pour tout v € N*, on pose

1
2

be
he () =  min min (/ (S (t,l,XlO) - S (t,lo,Xl%))Zu(dt)>

lo€{1,2,....L} |i-lo|>u

Proposition 3.9 Si pour tout uw € N*| h. (u) > 0, alors il existe C > 0 tel que

max  Pj <l~€ o+ lo) < 3exp <_Cha (U))

loe{1,2,...,.L} c

4
3

Preuve Identique & celle de la proposition 3.5 ou I’on remplace g. par h. et S (t, 0, X 0)
par S (t,l,XO) .
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Chapitre 4

Simulations

4.1 Introduction

Pour illustrer le comportement des estimateurs du maximum de vraisemblance
étudiés dans Chapitre 2, nous simulons des trajectoires de processus de diffusion.par la
méthode d’Euler-Maruyama (cf. [2], [3], [4]). Nous utilisons le logiciel R pour l’analyse sta-
tistique des estimateurs. Nous simulons des trajectoires du mouvement brownien a ’aide de
la bibliothéque "far" développée par J.Damons et S.Guillas ( Modelization for Functional
AutoRegressive processes Package: far Version: 0.6-0 (2005-01-10) License: LGPL-2.1 ver-
sion 2.14.0 (31-10-2011) du logiciel R). Plus précisement, elle utilise la décomposition de

Karhunen Loéve du mouvement brownien sur U'intervalle [§, 7] :

W, = i VaTY; sin[(G - 1/2) %] e [0.1]

2 w (G- 172)

ou Y}* sont des variables aléatoires i.i.d N (0,1) et ou les sommes infinies sont approximées
par des sommes finies (cf. [20]). Par la suite, a I’aide de la la méthode d’Euler-Maruyama
nous simulons des trajectoires de processus de diffusions définies par les EDS ci dessous.
Les graphes sont obtenus par le Logiciel R qui possede des possibilités pour explorer les

données et illustrer les comportements des estimateurs.
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4.2 1ler Cas. Estimation d’un paramétre

Nous simulons les trajectoires de processus de diffusion vérifiant I’équation dif-

férentielle stochastique suivante:

1
dXi = cl/st e1(s)ds | dt+edW; si te[s,T]
6

Xs =9 si —1<s<$¢

on choisit ¢ =1, § = 0.1, o =2, T =2 et e1(s) = cos((pi/2) * s).

La figure suivante présente une trajectoire observée de (X5 ,t € [4,7]) pour € = 0.9

£=0.9 o poR
3.0 —
w28
20
[ I [ I
0.5 1.0 1.5 2.0

temps

JABBT Facultée des sciences, Département de Mathématiques, Tlemcen

figure 1

La figure suivante présente une trajectoire observée de (X;,t € [0,7]) pour e = 0.1



&
[

(s3]
I
(=

£=1.7 C1=1 X

45 7

4.0

| | | |
0.5 1.0 1.5 2.0

temps

|JABBT Facultée des sciences, Département de Mathématiques, Tlemcen

figure 2

4.2.1 Comportement de ’estimateur EMV

67

La figure 3 présente le comportement de 1’ estimateur EMV ¢é; du coefficient ¢; = 1

quand ¢ tend vers 0
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-1.0
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| | | | | |
0.0 0.2 04 06 0.8 1.0

epsilan

figure 3

4.3 2éme Cas. Estimation de deux paramétres

Nous simulons les trajectoires de processus de diffusion vérifiant I’équation dif-

férentielle stochastique suivante:

1 1
dX; = cl/Xf_S el(s)ds+02/Xf_s ez (s)ds | dt+edWy si te[d,T]

1) 1)

X, =z si —1<s<$é

on choisit c; =1, co =3, d=0.1, zo=1, T =2, e1(s) = = et ez(s) = 2>
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La figure suivante présente une trajectoire observée de (X5,t € [0,7]) pour € = 0.9

il e =3 poR
5 —
4 —
S
3 —
2 —
‘1 —
[ I [ I
05 1.0 15 20
temps

|JABBT Facultée des sciences Département de Mathématiques, Tlemcen

figure 4
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La figure suivante présente une trajectoire observée de (X5 ,t € [0,7]) pour e = 0.1

=01 &=1 =3 o
5 -t
4 —]

»
3 —
2 =
1 —_
[ I [ I
05 1.0 1.5 20

temps

|JABBT Facultée des sciences Département de Mathématiques, Tlemcen

figure 5

4.3.1 Comportement des estimateurs EMV des deux paramétres

La figure 6 présente le comportement de Iestimateur ¢; de ¢; = 1 quand ¢ tend

vers 0
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Convergence de I'estimateur de ¢1

A
N aavirn AT

estimateur de c1
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0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

epsilan

figure 6

La figure 7 présente le comportement de ’estimateur ¢ de co = 3 quand ¢ tend

vers 0
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Convergence de I'estimateur de c2

10
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N f\ /\ f\/\u/w
VL\N
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I I I I I I
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

epsilan

figure 7

4.4 3éme Cas. Estimation de trois parameétres

Nous simulons les trajectoires de processus de diffusion vérifiant I’équation dif-

férentielle stochastique suivante:

1 1 1
dX§ = cl/st e1(s)ds + cz/XfS ez (s)ds + 03/thS es(s)ds | dt+edWy si teld,T]
5 5 5

Xs =9 si —1<s<d
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on choisit ¢; = 0.5, ca =1, c3 =2, § = 0.1, 3o =1, T = 2, e1(s) = 7, ez(s) = 2% et
e3(s) = 23

La figure suivante présente une trajectoire observée de (X5,t € [0,7]) pour € = 0.9

£=0.79 Cy =0.5 CQ=1 Ca= 2 5:32:]]
25
20
e
1.5
181
I I I I
0.5 1.0 1.5 2.0
temps

|JABBT Facultée des sciences, Département de Mathématiques, Tlemcen

figure 8
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La figure suivante présente une trajectoire observée de (X5 ,t € [0,7]) pour e = 0.1
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Il
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L]

4.0 7

35

20

1.5

| | | |
0.5 1.0 1.5 20

temps

|JABBT Facultée des sciences Département de Mathématiques, Tlemcen

figure 9

4.4.1 Comportement des estimateurs EMYV des trois parameétres

La figure 10 présente le comportement de ’estimateur ¢; de ¢; = 0.5 quand ¢ tend

vers 0
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figure 10

La figure 11 présente le comportement de I'estimateur ¢o de co = 1 quand ¢ tend
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figure 11

La figure 12 présente le comportement de I'estimateur ¢3 de ¢3 = 2 quand ¢ tend
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vers 0
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figure 12

4.5 Conclusion

Nous remarquons que dans tous les cas de simulation, un bon comportement des
estimateurs quand e tend vers 0. Dans les simulations précédentes nous avons pris un
nombre fini de coefficients (ou parameétres) dans le drift (L = 1,L = 2, L = 3), cependant
nous pouvons augmenter le nombre de parameétres & estimer mais les formules permettant

I'obtention des estimateurs sont plus compliquées a implémenter numériquement.
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Conclusion

Dans cette thése nous avons étudié 'estimation paramétrique d’un drift dans un
processus de type diffusion avec une mesure des retards par la théorie générale de Ibragimov-
Hasminski [7] et Y. Kutoyants [10]. Nous avons supposé que la mesure des retards admet
une densité avec un developpement fini sur un systeme de fonctions données.

Nous avons étudié les estimateurs du maximum de vraisemblance et de Bayes des
coefficients de la densité des retards. Nous avons aussi étudié I'estimation de ces coefficients
par la distance minimale.

Nous avons aussi présenté des simulations numeériques pour illuster le comporte-
ment de ces estimateurs.

Nous avons supposé que la densité admet un developpement fini dans un systeme

de fonctions ce qui appelle & continuer cette étude dans le cas de developpement infini.
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