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Introduction

Nous étudions une classe de processus de di¤usion à temps continu X = (Xt; t � 0)
solutions d�équations di¤erentielles stochastiques où la dérive est une fonctionnelle de la tra-

jectoire dé�nie sur un passé de longueur �nie. La dérive est dé�nie par une mesure impli-

quant des retards. Plus précisement, nous considérons l�équation di¤érentielle stochastique

suivante : 8<: dXt =
�R 1

� Xt�sd�(s)
�
dt+ "dW (t) t 2 [�; T ]

Xs = x0; � 1 � s � �
(0.1)

où � est une mesure positive de support [�; 1] appellée mesure des retards et le

coe¢ cient de di¤usion, " 2 ]0; 1] est supposé connu et (Wt ) est un processus de Wiener stan-

dard. Si la mesure � est discrète nous retrouvons les équations di¤erentielles stochastiques

avec retards classiques.

Notre travail s�interesse à l�inférence statistique sur la dérive S (drift) dé�nie par

S(t; �;X) =

Z 1

�
Xt�sd�(s)

plus particulièrement sur la mesure des retards � à partir d�une observation de

trajectoire (X(t); t 2 [�; T ]) et dans le cadre des petites di¤usions "! 0:

Plusieurs problèmes d�estimations statistiques ont été consacrés à cette classe de

processus de di¤usion avec retards où on considère � comme une mesure discrete. Nous

citons les premiers travaux de Yuri Kutoyants ([10], [12] ) où l�auteur développe l�estimation

et les tests dans le cas d�un seul retard. Par la suite, ces travaux ont été généralisés au cas

de plusieurs retards par les auteurs Y. Kutoyants , T. Mourid et D. Bosq (cf: [14]) : Nous

notons aussi que. M. Korso-Feciane a traité le problème de l�estimation et tests dans une

dérive non linéaire avec retards de la forme
Pp

i=1 Si(Xt��i) pour p = 1 et p = 2 où Si sont

des fonctions données (cf. [15]).
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Dans ce travail nous étudions l�estimation paramétrique du drift S(t; �;X) dans

le cas où la mesure � admet une densité f par rapport à la mesure de Lebesgue :

f(s) =
d�

ds
(s) =

LX
i=1

ciei(s)

où c1; c2; :::; cL sont les coe¢ cient de f dans un système de fonctions e1; e2; :::; eL dans

L2 ([�; 1]) et L est un entier �xé.

Cette thèse est composée de quatre chapitres que nous résumons brièvement.

Dans Chapitre 1, nous rappellons la théorie générale de Ibragimov-Hasminski [7]

sur le comportement asymptotique du rapport de vraisemblance dans le cadre des processus

de di¤usion. Dans un problème d�estimation paramétrique d�un paramètre � 2 RL; deux
solutions d�une équation di¤érentielle stochastique induisent deux lois de probabilités P"�1 et

P"�2 sur l�espace C[�;T ] des fonctions continues sur [�; T ] : Le rapport de vraisemblance Z";�(:)

calculé pour l�observation X" = (Xt; t 2 [�; T ]) est dé�ni par :

Z";�(u) :=
dP�+�"(�)u

dP�
(X") , u 2 U";�

où � 2 �; les valeurs � + �" (�)u 2 � correspondent aux autres valeurs possibles du

paramètre et �" est une normalisation adéquate, donc u 2 U";� := ��1" (�� �) � RL: Le

processus
�
Z";�(u); u 2 RL

�
est dé�ni par la suite par un prolongement par continuité pour

tout u 2 RL:
Par un choix approprié de la matrice �"; nous avons la convergente faible de

la famille des processus de vraisemblance (Z";�(u); u 2 RL) dans l�espace CRL pour " !
0: L�estimateur du maximum de vraisemlance �̂" est dé�ni comme une solution de l�équation

dP"
�̂"

dP"�0
= sup

�2��

dP"�
dP"�0

(X")

Nous rappellons la condition de Local Asymptotic Normality de LeCam (condition

LAN) véri�ée par la familles des lois (P"�; � 2 �): Sous cette condition, nous avons l�inégalité
de Hajek :

lim
�!0

lim inf
"!0

sup
k���0k<�

E"�
�
w
�
��1" (�0) (�

�
" � �)

��
� E [w (�)]

pour tout estimateur ��" et w 2We;�: un espace de fonctions de pertes, �0 2 �: La variable
aléatoire � est gaussienne centrée réduite dans RL. Cette inégalité donne une minoration

du risque pour tout estimateur du paramètre.
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Nous résumons quelques résultats de cette théorie.

Convergence en probabilité

8� > 0; sup
�02K

P"�0
�


�̂" � �0


 > �

�
� C1 exp(

�C2�
"2

); C1 > 0; C2 > 0

Loi limite

��1" (�0)
�
�̂" � �0

�
)"!0 �

Par la suite nous rappellons les résultats obtenus par Y. Kutoyants, D. Bosq et T.

Mourid sur l�estimation des retards mutiples dans le cadre des processus de di¤usions avec

une mesure � de la forme (cf. [14]) :

� =

pX
i=1

ai�bi

Nous terminons par rappeler les résultats de M. Korso Feciane sur l�estimation

d�un retard et deux retards dans le cas d�un drift non linéaire dé�ni par
Pp

i=1 Si(Xt��i)

pour p = 1 et p = 2. Tous ces résultats ont leurs extentions au cas des estimateurs de

Bayes.

Dans Chapitre 2, nous étudions l�estimation paramétrique du drift

S(t; �;X) =

Z 1

�
Xt�sd�(s)

où � admet une densité f .

A partir d�une trajectoire complète X" = (X"
t ; t 2 [�; T ]) véri�ant (0:1) ; nous

nous intéressons à l�estimation de la mesure � dans le cadre "! 0. Nous supposons que la

mesure � dans (0:1) admet une densité par rapport à la mesure de Lebesgue de la forme

suivante :

f(s) =
d�

ds
(s) =

LX
i=1

ciei(s)

où

� e1; e2; :::; eL est un système de fonctions dans L2 ([�; 1]) :

� c1; c2; :::; cL sont les coe¢ cients de f dans le système e1; e2; :::; eL:

� L est un entier �xé.
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Pour une mesure �; nous notons � = � (�) où le paramètre � = (c1; c2; :::; cL)

appartenant à l�espace paramétrique � = ]0; D[L avec D > 0 est la suite des coe¢ cients de

la densité f:

Deux solutions de l�équation (0:1) correspondantes à deux mesures �1 = �1(�1); �2 =

�2(�2) distinctes; induisent deux lois de probabilités P"�1 et P
"
�2
sur l�espace C[�;T ]: Nous

dé�nissons le processus rapport de vraisemblance Z";�(u) calculé pour l�observation X" =

(Xt; t 2 [�; T ]) est dé�ni par :

Z";�(u) :=
dP�+�"(�)u

dP�
(X") , u 2 U";�

où � 2 �; les valeurs �+�" (�)u 2 � correspondent aux autres valeurs du paramètre et �"
est une paramétrisation adéquate.

L�estimateur du maximum de vraisemlance �̂" du paramètre � = (c1; c2; :::; cL)

2 RL est solution de l�équation

dP"
�̂"

dP"�0
= sup

�2��

dP"�
dP"�0

(X")

En utilisant la théorie générale de Ibragimov-Hasminski [7], nous établissons la

condition LAN de LeCam (Local Asymptotic Normality ) et nous en déduisons la borne de

Hajek donnant une minoration du risque de tout estimateur. Nous montrons par la suite

les propriétés asymptotiques (convergence et loi limite) des estimateurs du maximum de

vraisemblance et de Bayes du paramètre � = (c1; c2; :::; cL) : L�espace paramétrique � =

]0; D[L :

Dans notre travail, nous imposons la condition suivante :

C1. Les fonctions e1; e2; :::; eL sont continues, linéairement indépen-

dantes et d�intégrales positives
�R 1

� ei (s) ds > 0
�
i2f1;:::;Lg

:

Notre premier résultat est la condition LAN de LeCam. Plus précisemment, la

famille des lois (P"�; � 2 �) induites par les solutions de (0:1) véri�e :
Théorème. Sous la condition C1, la famille des lois (P"�; � 2 �) véri�e la con-

dition LAN de LeCam avec une matrice �" dé�nie par

�" (�) = "I�
1
2 (�)

où la matrice

I (�) =

Z T

0
qs
�
X0
�
qts
�
X0
�
ds
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le vecteur qs
�
X0
�
=
@Ss
@�

�
X0; �

�
et X0 est la solution déterministe correspondant à (0:1)

pour " = 0

Le risque de tout estimateur admet la minoration suivante (Inégalité de Hajek) :

Pour tout estimateur �̂"; �0 2 � et w 2We;2

lim
�!0

lim inf
"!0

infe�" sup
k���0k<�

E"�
�
w
�
��1" (�0)

�
�̂" � �

���
� E (w (�))

où � est un vecteur aléatoire gaussien centré réduit dans RL:

Le résultat suivant donne la convergence, la normalité asymptotique et la conver-

gence des moments de tout ordre de l�estimateur du maximum de vraisemblance.

Théorème. Sous la condition C1, et sous P"�0 ; l�estimateur du maximum de

vraisemblance �̂" véri�e uniformément sur tout compact K de �, les propriétés suivantes:

1. Convergence en probabilité

lim
"!0

�̂" = �0

Plus précisement, 8� > 0;

sup
�02K

P"�0
�


�̂" � �0


 > �

�
� C1 exp(

�C2�
"2

)

oú C1 > 0 et C2 > 0.

2. Loi limite

��1" (�0)
�
�̂" � �0

�
)"!0 �

où � ,! N(0; Id) dans RL:

3. Convergence des moments.

Pour tout p > 0;

lim
"!0

E"�0



��1" (�0)

�
�̂" � �0

�


p = E k�kp
4. L�estimateur �̂" est asymptotiquement e¢ cace.

Remarque: Il nous a été signalé que les résultats obtenus sur l�estimation paramétrique

de f peuvent être considérés comme un cas particulier des résultats du théorème 2.2 et

théorème 2.3 du chap.2 de [7].
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Dans Chapitre 3, nous abordons l�estimation paramétrique de la densité de �

par la méthode de la distance minimale de P.W. Millar [19]. Nous nous intéressons d�abord

à l�estimation non paramétrique de la fonction f dé�nie par

f(t) =

1Z
�

X0
t�s � (ds)

Nous rappellons les résultats de Y. Kutoyants et T. Mourid dans [13] sur un estimateur à

noyau f̂(t) de f dé�ni par

f̂(t) =
1

 "

Z T

0
K

�
� � t
 "

�
dX"

�

où la fenêtre  " ! 0 avec "; K un noyau borné,
R +1
�1 K(u)du = 1 et de support compact

[A;B] où A:B < 0:

L�ensemble des paramètres est � = ]0; D[L où D > 0: Nous dé�nissons un estima-

teur du paramètre � = (c1; c2; :::; cL) 2 � par la méthode de la distance minimale en posant
:

~�" := arg inf
�2��

Z b"

a"

�
f̂"(t)�

LP
i=1

ci

Z 1

�
X0
t�sei(s)ds

�2
�(dt)

où � est une mesure positive �nie sur ]0; T [ et a"; b" véri�ant certaines conditions.

Posons

S(t; �;X) :=
LP
i=1

ci

Z 1

�
Xt�sei(s)ds

Pour � > 0 et pour K compact de �; on dé�nit

g"(�) := inf
�02K

inf
k���0k>�



S(t; �;X0
� )� S(t; �0; X0

�0)
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où k:k2 désigne la norme dans L2 ([a"; b"] ; �) espace des fonctions dé�nie et de carré inté-
grable par rapport à la mesure � sur [a"; b"] et k:k la norme euclidienne dans RL:

On note par _S(t; �;X0
� ) le vecteur des dérivées partielles de S par rapport à � et

I(�) la matrice

I(�) =
D
_S(t; �;X0

� );
_St(t; �;X0

� )
E
L2(]0;T [;�)

Nous avons le résultat suivant qui donne une loi limite de l�estimateur ~�":

Proposition Supposons C1 et que � une mesure discrète sur ]0; T [. Si pour tout

compact K � � et � > 0; g" (�) > 0; alors

"�
2
3

�
~�" � �0

�
)"!0 �
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où la v.a

� = I�1 (�0)

Z T

0

��Z
uK(u)du

��Z 1

�
X00
t�s� (ds)

�
+ Y 0(t)

�
_S
�
t; �0; X

0
�0

�
� (dt)

La v.a. Y 0(t) est gaussienne centrée de variance
R
K2(u)du et de covariance E(Y 0(t)Y 0(s)) =

0 pour s 6= t:

Nous terminons ce chapitre par l�estimation de la dimension L.

Dans Chapitre 4, nous présentons des simulations numériques des estimateurs

étudiés en utilisant le logiciel R version 2.14.0.

Articles:

1. Mourid, T. Benyahia,W., Estimation de la densité des retards dans un processus

de type di¤usion. Annales de l�ISUP. Vol. 55, Fasc. 2-3, 2011, 43-64.

2. Mourid, T. Benyahia,W., Estimateur de distance minimale de la densité des

retards (En préparation).
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Chapitre 1

Dé�nitions et Préliminaires

En statistiques des processus, les processus autoregressifs à temps continu d�ordre

k, où k est un entier donné, sont usuellement dé�nis dans la litérature par une équation

di¤érentielle stochastique de type :

dXk(t) + (a1X(t) + a2X
(1)(t) + :::+ akX

(k�1)(t))dt = �dY (t) t 2 R (1.1)

où les constantes ak 6= 0; les di¤entielles dXk(t), dY (t) sont au sens de Ito, les dérivées

X(i) sont en moyenne quadratique et (Y (t); t 2 R) est un processus stationnaire. Le

processus (X(t); t 2 R) est centré et admet la représentation suivante.

X(t) =

Z t

�1
g(t� u)dY (t); t 2 R

où g est la fonction de "Green" solution de l�équation di¤érentielle ordinaire:

a0y + :::+ aky
(k) = 0

Si le processus (Y (t); t 2 R) est le processus deWiener standard, alors(X(t); t 2 R)
est gaussien et sa densité spectrale est donnée par

f(�) =
�2

2�
� 1

jP (i�)j2
où � > 0: (1.2)

P (�) =
kP
j=1

aj�
j et � 2 C:

Les processus autorégressifs AR(k) à temps discret possèdent une densité spéctrale

de la même forme que (1.2). D�où l�analogie des processus véri�ant (1:1) avec les processus

autoregressifs AR(k) à temps discret.
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D�autre part, si dans (1:1) le processus Y est gaussien, alors le processus (Xt; t 2 R)
est k fois dérivable en moyenne quadratique et possède une version dont presque sûrement

les trajectoire soit k dérivable.

Dans ce travail, nous étudions un modèle de "type di¤usion" solution d�une équa-

tion di¤érentielle stochastique largement étudié dans [7], [10], [12] et qui présente un

autre aspect naturel de l�autorégression à temps continu. Dans le modèle (1:1) ; l�ordre

d�autorégression porte sur l�ordre de dérivation, tandis que dans le modèle que nous allons

étudier, l�ordre d�autorégression est un nombre réel strictement positif qui est la longueur du

passé de la trajectoire dé�nissant le drift de l�équation. Notons qu�en statistiques des proces-

sus à temps continu, il existe plusieurs types d�observations. On peut disposer d�observations

complètes de la trajectoire sur un intervalle [0; T ] (cf. [7], [12]), ou d�observations à des

instants régulièrement espacés entre [0; T ] (cf [21]), ou encore d�observations de franchisse-

ment d�un niveau donné par le processus (cf. [5]).

Dans cette étude, nous nous interessons aux observations d�un processus véri�e

l�équation di¤érentielle suivante :8><>: dX"
t = (

Z 1

�
X"
t�s � (ds))dt+ "dWt si t 2 [�; T ]

X"
s = x0 si � 1 � s < �

(1.3)

où

� (Wt; t 2 R+) est un processus de Wiener:
� � une mesure positive sur [�; 1] ; � > 0:
� x0 est une constante strictement positive
Nous associons à (1.3) l�équation di¤érentielle déterministe suivante :8><>:

dX0
t

dt
=

Z 1

�
X0
t�s � (ds) , t 2 [�; T ]

X0
s = x0 si � 1 � s < �

(1.4)

En suppose que l�on dispose d�observation de trajectoire complèteX" = (Xt; t 2 [�; T ])
véri�ant (1:3) et nous nous interessons à l�estimation de la dérive dans le cadre asympto-

tique où " ! 0 (cadre des petites variances). Pour cela, on suppose que la mesure � dans

(1:3) admet une densité f par rapport à la mesure de Lebesgue admettant le developement

suivant:

f(s) =
d�

ds
(s) =

LX
i=1

ciei(s)
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où

� (e1; e2; :::; eL) est un système de fonctions dans L2 ([�; 1])

� c1; c2; :::; cL sont les coe¢ cient de f

� L est un entier �xé.

Notre paramètre d�interet est

� = (c1; c2; :::; cL) 2 � = ]0; D[L où D > 0

et notre objectif est l�estimation paramétrique de � par la méthode du maximum de vraisem-

blance et de Bayes.

Pour deux valeurs di¤érentes �1 et �2 du paramètre �; les solutions correspondantes

de (1:3) induisent deux mesures de probabilité P"�1 et P
"
�2
sur l�espace C[�;T ] des fonctions

réelles dé�nies et contines sur [�; T ] (muni de la tribu Borellienne). Sous des conditions (voir

les condions L1 et L2 dans [16], chapitre 4); ces deux lois sont équivalentes. Le théorème

de Girsanov (cf. [16]) permet d�expliciter la densité de Radon-Nikodym de deux lois P"�1 et

P"�2 qu�on appelle processus de rapport de vraisemblance. L�étude des propriétés asympto-

tiques des estimateurs étudiés est fondée sur des propriétés de la condition LAN (normalité

asymptotique locale) et de convergence faible des processus du rapport de vraisemblance

dans l�espace C0(RL) des fonctions réelles dé�nies et continues sur RL et tendant vers 0

à l�in�ni muni de la norme suprêmum. Dans [7], les auteurs montrent pour di¤érentes

modèles statistiques la condition LAN et la convergence faible du processus de rapport de

vraisemblance dans C0(RL): Pour l�estimation du paramètre � dans le modèle (1:3), nous

suivons cette théorie et nous étudions les propriétés des estimateurs

1.1 Estimateur du maximum de vraisemblance

Pour une observation complète X" = (Xt; t 2 [�; T ]) de (1:3) ; l�estimateur du
maximum de vraisemlance �̂" est solution de

dP"
�̂"

dP"�0
(X") = sup

�2��

dP"�
dP"�0

(X") (1.5)

où �0 est une valeur �xée du paramètre et �� désigne la ferméture de � dans RL:

Si (1:5) admet plusieurs solutions, �̂" désigne l�une d�entre elles.
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1.2 Estimateurs de Bayes

On considère que le paramètre � est une variable aléatoire à valeurs RL de densité à

priori � (�). L�estimateur de Bays ~�" associé à la fonction de risque w (� � y) = j� � yjq ; q >
0; est dé�nie comme solution de l�équation:

E
�
w
�
~�" � �

��
= inf

y2�
E (w (y � �))

ou encore par:Z
w
�
� � ~�"

�
p(�=X")d� = inf

y2�

�Z
w (� � y) p(�=X")d�

�
où p(�=X") est la densité à postériori de � .

Pour le risque quadratique q = 2; l�esimateur de Bayes est donné par:

~�" = E (�=X")

Pour l�étude du risque associé à l�estimation du paramètre � dans (1:3) ; on intro-

duit la classe W des fonctions de pertes w(:) à valeurs réelles et véri�ant (cf. [2]) :

1. w(:) est dé�nie positive sur RL; w(0) = 0 et w(:) est continue en 0 et non identique-

ment nulle:

2. w(:) est symétrique i.e. w(u) = w(�u):

3. Les ensembles fu=w(u) < cg sont convexes pour tout c > 0:

4. majorant exponentiel : w(u) � exp(
 kuk2); pour 
 > 0 quand kuk ! +1:

1.3 Processus de rapport de vraisemblance

Notons par Z";�(:) le processus de rapport de vraisemblance calculé pour l�observation

X" véri�ant (1:3) :

Z";�(u) :=
dP�+�"(�)u

dP�
(X") , u 2 RL

où � 2 �: Les valeurs �+�" (�)u correspondent aux autres valeurs possibles du paramètre
pour une normalisation adéquate �": Un choix adéquat de la matrice �" fait que la famille
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des processus de vraisemblance converge faiblement dans C0(RL): Notons que la matrice

�" (�) de dimension L� L est telle que :

� +�" (�)u 2 �:

Le processus
�
Z";�(u); u 2 RL

�
est dé�ni seulement pour tout u tel que :

u 2 U";� := ��1" (�� �) � RL

Dans ([7]; p.104-105), sous certains hypothèses, les trajectoires sont presque sûre-

ment dans C0(RL) où le processus est prolongé à l�exterieur de U";� de la façon suivante

On considère la sphère :

Sr = fu= kuk � r k�"kg dans RL

où r est choisi su¢ samment petit tel que Sr � U";�: Notons a"(y) la fonction

continue égale à 1 sur l�ensemble

fjyj � r= k�"kg

0 à l�extérieur de

fjyj � 2r= k�"kg

et linéaire ailleurs où elle prend des valeurs entre 0 et 1. On pose pour u 2 RL;

A"(u) = a"(u) et ~Z";�(u) = A"(u) Z";�(u)

Toutes les inégalités établies pour le processus Z";�(:) restent valables pour le

processus ~Z";�(:) mais avec d�autres coe¢ cients.

1.4 Condition LAN

Une notion de base qui joue un rôle crucial dans cette étude est la condition de

normalité asymptotique locale de LeCam (LAN condition). Une famille de lois (P"�; � 2 �)
véri�e la condition LAN en un point �0 2 � quand " tend vers 0:si le rapport de vraisem-

blance admet, sous une normalisation adéquate �"(�0), la représentation suivante :

Z";�0(u) = exp

�
hu;�" (�0; X

")i � 1
2
kuk2 +	" (�; u;X")

�
; u 2 RL (1.6)



13

où �" et 	" sont des variables aléatoires véri�ant sous P"�0 :

�" (�0; X
")) N (0; Id)

en loi dans RL quand " tend vers 0 où Id est la matrice identité et

lim
"!0

	" (�0; u;X
") = 0

en P"�0-probabilité.

Les notations h:; :i et k:k désignent respectivement le produit scalaire et la norme
euclidienne dans RL:

Dans le chapitre 2, nous montrons que la famille des lois de probabilité (P"�; � 2 �)
induites par des solutions de l�équation (1:3), véri�e la condition LAN uniformement sur tout

compact K de �: On en déduit comme dans ([7], p. 162) une borne minimax asymptotique

pour le risque associé à la famille We;� (appelé borne de Hàjek) :

lim
�!0

lim inf
"!0

sup
k���0k<�

E"�
h
w
�
��1" (�0)

�
�̂" � �

��i
� E [w (�)] (1.7)

pour tout w 2We;�, �0 2 � et pour tout estimateur �̂": La variable aléatoire � est gaussienne
centrée réduite dans RL.

les estimateurs qui réalisent l�égalité dans (1:7) sont dits asymptotiqument e¢ caces

au sens de Hàjek.

La condition LAN implique en particulier la convergence des lois de dimension

�nie du processus du rapport de vraisemblance. Dans le chapitre 2, nous montrons que

les estimateurs de maximum de vraisemblance et de Bayes sont asymtotiquement e¢ caces

au sens de Hàjek. Nous obtenons la convergence des estimateurs, les lois limites et la

convergences des moments de tout ordre. Plus precisement, on a :

1. 8� > 0;
sup
�02K

P"�0
�


�̂" � �0


 > �

�
� C1 exp(

�C2�
"2

)

oú C1 > 0 et C2 > 0.

2.

��1" (�0)
�
�̂" � �0

�
)"!0 �

où � ) N(0; Id) dans RL:
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3. Pour tout p > 0;

lim
"!0

E"�0



��1" (�0)

�
�̂" � �0

�


p = E k�kp
4. L�estimateur �̂" est asymptotiquement e¢ cace.

Pour terminer ce chapitre sur les rappels, nous signalons quelques travaux liés

directement au sujet des équations di¤erentielles stochastiques avec retards. Y.Kutoyants,

D.Bosq et T.Mourid (cf. [14]) ont étudié les propriétés asymptotiques des estimateurs de

maximum de vraisemblance et de Bayes du paramètres

� = (a1; :::; ap; b1; :::; bp)

représentant les poids et les retards dans la mesure � dé�nie par

� =

pX
i=1

ai�bi

où �x est la mesure de Dirac au point x et p est un entier donné, avec

� 2 � = ]0; A[p �
pY
i=1

]�i�1; �i[

où A > 0; (�i; i = 0; :::; p) sont des réels strictement positifs véri�ants

0 < �0 < ::: < �p <1

Dans ce cas, l�équation (1:3) se transforme en

dX"
t = (

pP
i=1

aiX
"(t� bi))dt+ "dWt (1.8)

Ils notent par q(t; �;X0) le vecteur dérivé de la dérive (drift) par rapport au paramètre �;

et I (�) la matrice (Ii;j (�) ; i; j = 1; :::; 2p) ; dé�nie par:

Ii;j (�) =

Z T

0
qi(�; t;X

0)qj(�; t;X
0)dt

où X0 désigne la solution déterministe.

Ils montrent que pour tout compact K de �; la famille des mesures (P"�; � 2 �) ;
lois des solutions de (1:8), véri�e la condition LAN (1:6) uniformément en � 2 K: De plus,
dans la représentation (1:6), la matrice de normalisation est

�" (�) = "I�
1
2 (�)
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La variable aléatoire

�" (�;X
") = "�1I�

1
2 (�)

Z T

0
q(�; t;X0)

 
dX" (t)�

pP
j=1

aiX
"(s� bi)dt

!

est gaussienne centrée réduite N(0; Id) dans R2p:

Alors, il déduisent la convergence faible du processus de rapport de vraisemblance�
Z";�0(u); u 2 R2p

�
: D�où, la convergence en probabilité, une loi limite et la convergence

des moments de tout ordre p > 0 des estimateurs �̂" et ~�": Les deux estimateurs convergent

en loi vers la vraie valeur du paramètre à la vitesse "�1(cf. [17]):

D�autre part, Mme Korco feciane traité le problème d�estimation paramétrique

de retards ainsi que certains problèmes de tests d�hypothèses pour des processus de type

di¤usion non linéaire.

dXt =

pX
i=1

Si(Xt��i)dt+ "dWt; 0 � t � T ;

où � = (�1; :::; �p) 2 Rp (cf: [15]).
D�abord, elle considère l�équation di¤érentielle sthochastique de type di¤usion non

linaire suivante :

dXt = S(Xt��)dt+ "dWt

où S(:) est une fonction positive deux fois continûment dérivable de dérivée non nulle sur

un intervalle [a; b] et bornée sur R. Elle étudie les propriétés asymptotiques de l�estimateur

du maximum de vraisemblance du paramètre � dans le cadre des petites di¤usions ("! 0),

elle montre que cet estimateur est consistent, asymptotiquement normal et e¢ cace. Par la

suite, elle généralise à l�équation :

dXt = (S1(Xt��1) + S2(Xt��2)) dt+ "dWt; 0 � t � T

où S1(:); S2(:) sont deux fonctions deux fois continûment dérivables de dérivés bornés sur

R et avec une hypothèse d�identi�abilité pour ce problème. Elle montre que l�estimateur

de maximum de vraisemblance du paramètre � = (�1; �2)
t 2 (0; T )2 véri�e les mêmes

propriétés.

De même, dans le cadre de processus de di¤usions stationnairesXT = (Xt; t 2 [0; T ])
et T ! 1, des problèmes d�estimations paramétriques et non paramétriques ont été con-
sidérés Par plusieurs auteurs. Nous signalons particulierement les travaux de M. Reiss [21],

Kutoyants-Kûchler [8] et Kûchler-Sørensen [9]. Remarquons que dans certains cas de ces
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problèmes, l�estimation du retard devient singulier avec des vitesses de convergence des

estimateurs égales à T et des lois limites des estimateurs non gaussiennes.
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Chapitre 2

Estimation de la densité des

retards

2.1 Introduction

Nous considérons un processus de type di¤usion X" = (X"
t ; t 2 [�1; T ]) pour " 2

]0; 1], dé�ni sur un espace de probabilité complet (
; A; P; (Ft)) et solution de l�équation
di¤érentielle stochastique suivante :8><>: dX"

t = (

Z 1

�
X"
t�s � (ds))dt+ "dWt , t 2 [�; T ]

X"
s = x0 si � 1 � s < �

(2.1)

où

� (Wt; t 2 R+; (Ft)) est un processus de Wiener adapté à la �ltration (Ft)t>0 et
dé�ni sur le même espace (
; A; P; (Ft))

� � une mesure positive sur [�; 1] ; � > 0
� x0 est une constante strictement positif.
Nous associons à (2.1) l�équation di¤érentielle déterministe suivante :8><>:

dX0
t

dt
=

Z 1

�
X0
t�s � (ds) , t 2 [�; T ]

X0
s = x0 si � 1 � s < �

(2.2)

Pour " petit l�équation (2:1) est considérée comme des petites perturbations de

(2.2). Pour une mesure � à variations �nies, l�équation (2.1) admet une solution unique
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presque sûrement et les lois induites sur l�espace (C[�;T ];F) où C[�;T ] est l�espace des fonc-
tions réelles continue dé�nies sur [�; T ] ; F =

S
t��
Ft, Ft = � (Xs; s � t), par les processus

solutions de (2.1) correspondants à des mesures �1 et �2 distinctes sont équivalentes ([16]

(chap.4), et [12]). Dans ce chapitre, nous étudions le problème de l�estimation de la mesure

� dans le cas où elle admet une densité par rapport à la mesure de Lebesgue admettant le

dévelopement suivant :

f(s) =
d�

ds
(s) =

LX
i=1

ciei(s) (2.3)

où

� (e1; e2; :::eL) est un système de fonctions dans L2([�; 1])
� c1; c2; :::; cL sont les coe¢ cients de f
� L est un entier �xé.
Notre objectif est l�estimation du paramètre � = (c1; c2; :::; cL)t 2 � = ]0; D[L où

D > 0; des coe¢ cients de f à partir de l�observation d�une trajectoire complète X" =

(X"
t ; t 2 [�; T ]) de (2.1) (où ut désigne le transposé du vecteur u).

Nous construisons les estimateurs du maximum de vraisemblance et de Bayes et

nous étudions leurs propriétés asymtotiques quand "! 0. Nous utilisons la théorie générale

de Ibragimov-Hasminski (cf.[7], [12]) pour montrer que la famille des lois (P"�; � 2 �)

induites par les processus solutions de (2.1) véri�ent la condition LAN (local asymptotic

normality) de L. LeCam pour en déduire ensuite la borne de Hàjek. L�étude de la tension

du processus de vraisemblance et sa convergence faible dans l�espace C0
�
RL
�
des fonctions

continues tendant vers 0 à l�in�ni, permet de montrer la convergence des estimateurs du

maximum de vraisemblance et de Bayes, la normalité asymptotique et la convergence des

moments de tout ordre quand "! 0:

Le problème d�estimation des retards dans les processus de type di¤usion a été

considéré par plusieurs auteurs. Dans le cadre des petites di¤usions, ces auteurs montrent

que les estimateurs du maximum de vraisemblance et Bayes sont consistants, asympotique-

ment normaux et e¢ caces (cf. [8], [9]; [11]; [14], [21]): Nous citons comme exemple dans

le cadre des observations (Xt; t 2 [0; T ]) avec T ! 1, U.Küchler -Y.Kutoyants. [8]; qui
ont étudié dans le cas d�un processus de type di¤usion linéaire l�estimation du retard en

donnant une vitesse de convergence en T et des lois limites non gaussiennes (voir aussi [9]).

Dans [21]; M.Reiss a étudié l�estimation non paramétrique de la densité des retards dans

les processus de type difusion stationnaires.
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Dans le paragraphe 2, nous rappelons les notations et hypothèses sur le modèle

étudié. Dans le paragraphe 3, nous donnons les résultats sur la condition LAN, la conver-

gence, la loi et l�e¢ cacité asymtotique des estimateurs du maximum de vraisemblance et

de Bayes. En�n, les preuves des résultats sont présentées dans le paragraphe 4.

2.2 Notations et Hypothèses

Nous considérons l�équation di¤érentielle stochastique (2.1) dans le cas où la

mesure � admet une densité par rapport à la mesure de Lebesgue de la forme (2.3).

L�équation (2.1) se transforme en

8>>><>>>:
dX"

t =

0@ LX
i=1

ci

1Z
�

X"
t�s ei (s) ds

1A dt+ "dWt si t 2 [�; T ]

Xs = x0 si � 1 � s < �

(2.4)

Nous notons par � = (c1; c2; :::cL)t le paramètre à estimer appartenant à l�espace paramétrique

� = ]0; D[L où D > 0 et P"� désigne la loi du processus de type di¤usion (X
"
t ; t 2 [�; T ])

solution de (2.4) induite sur l �espace des trajectoires
�
C[0;T ];F

�
. Pour �0 une valeur �xée

du paramètre dans � et une observation d�une trajectoire complète X" = (X"
t ; t 2 [�; T ])

de (2.4), rappellons que l�estimateur du maximum de vraisemblance (EMV) �̂" est dé�ni

comme une solution de l�équation

dP"
�̂"

dP"�0
(X") = sup

�2��

dP"�
dP"�0

(X") (2.5)

où �� désigne la ferméture de �.

En notant P"�0 = P0 la loi du processus de Wiener et en posant :

St (X
"; �) :=

8><>:
LP
i=1

ci

Z 1

�
X"
t�s ei (s) ds si t 2 [�; T ]

St (X
"; �) := 0 si t 2 [0; �[

la vraisemblance est donnée par

dP"�
dP0

(X") = exp

0@ 1

"2

TZ
0

St (X
"; �) dX"

t �
1

2"2

TZ
0

(St (X
"; �))2 dt

1A
= exp

0@ 1

"2

TZ
�

St (X
"; �) dX"

t �
1

2"2

TZ
�

(St (X
"; �))2 dt

1A
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Et dans la suite, nous conservons la première forme de la vraisemblance.

L�estimateur EMV �̂" véri�e le système suivant :

A"�̂" = Y"

où A" la matrice (L� L) dé�nie par

A" =

24 TZ
�

V "
i (t)V

"
j (t) dt

35
i;j=1;:::;L

et

Y" =

0@ TZ
�

V "
1 (t) dX

"
t ; :::;

TZ
�

V "
L (t) dX

"
t

1At

avec

V "
i (t) =

1Z
�

X"
t�s ei (s) ds

Remarquons que la matrice A" est asymptotiquement inversible (p.s.) (cf. Lemme

Annexe). Nous rappellons la propriété de la normalité asymptotique locale ( LAN condition

ou condition de LeCam) qui joue un rôle fondamental dans ce type de problème ([6], [7]).

La famille des lois (P"�; � 2 �) véri�e la condition LAN en un point � 2 � si le rapport de

vraisemblance

Z";�(u) =
dP�+�"(�)u

dP�
(X") , u 2 RL (2.6)

admet la représentation suivante

Z";�(u) = exp

�
hu;�" (�;X

")i � 1
2
kuk2 +	" (�; u;X")

�
(2.7)

où �" (�) une matrice de normalisation (L� L); et sous P"�; on a

�" (�;X
")) N(0; Id) dans RL quand "! 0;

lim
"!0

	" (�; u;X
") = 0 en probabilité

h:; :i et k:k désignent respectivement le produit scalaire et la norme euclédienne dans RLet
Id est la matrice identité (L� L).

Si la famille de mesures (P"�; � 2 �) est LAN en tout point � 2 �; on dit qu�elle
est LAN sur �: La famille des lois (P"�; � 2 �) véri�e la condition LAN uniforme si nous
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avons les relations précédentes pour tout compact K � �, et pour toutes les suites (�n) �
K; ("n) � R; "n ! 0; (un) � RL; un ! u véri�ant (�n +�"(�n)un) 2 �:

D�autre part, notons par We;2 l�espace des fonctions de perte w dé�nies sur RL

continues symétriques non identiquement nulles véri�ant :

� w(0) = 0
� pour tout c > 0 les ensembles fu = w(u) < cg sont convexes
� w(u) � exp(
 kuk2) pour 
 > 0 quand kuk ! 1
Si la famille (P"�; � 2 �) satisfait la condition LAN en tout point � 2 � avec une

matrice de normalisation �"(�), alors pour tout estimateur �̂", et w 2 We;2, nous avons

l�inégalité suivante dite aussi borne de Hàjek :

lim
�!0

lim inf
"!0

sup
k���0k<�

E"�
h
w
�
��1" (�0)(�̂" � �)

�i
� 1

(2�)
L
2

Z
RL
w(x) exp

 
�kxk

2

2

!
dx (2.8)

Les estimateurs qui réalisent l�égalité dans (2:8) sont dits asymptotiquement e¢ -

caces [6].

C1. les fonctions e1; e2; :::; eL sont continues, linéairement indépen-

dantes et d�intégrale positif.
�Z 1

�
ei (s) ds > 0

�
i2f0;:::;Lg

2.3 Résultats

Le théorème suivant donne la condition LAN de LeCam de la famille de lois

(P"�; � 2 �) solution de (2.4) et la borne de Hàjek.

Théorème 2.1 . Sous la condition C1, la famille des lois (P"�; � 2 �) solution (2.4) véri�e
la condition LAN (2:7) avec la matrice �" dé�nie par

�" (�) = "I�
1
2 (�) où I (�) =

TZ
0

qs
�
X0
�
qts
�
X0
�
ds

qs
�
X0
�
=
@Ss
@�

�
X0; �

�
et �"

�
�;X0

�
=

TZ
0



u; qt

�
X0
��
dWt:

La fonction risque admet la minoration suivante (Inégalité de Hajek) : pour tout

estimateur �̂"; �0 2 � et w 2We;2

lim
�!0

lim inf
"!0

infe�" sup
k���0k<�

E"�
�
w
�
��1" (�0)

�
�̂" � �

���
� E (w (�))

où � est un vecteur aléatoire gaussien centré réduit dans RL:
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L�estimateur du maximum de vraisemblance du paramètre � est dé�ni par (2.5).

Le théorème suivant donne la convergence, la normalité asymptotique et la convergence des

moments de tout ordre de cet estimateur.

Théorème 2.2 . Sous la condition C1, l� estimateur du maximum de vraisemblance �̂"

véri�e sous P"�0 et uniformément sur tout compact K de �, les propriétés suivantes :

1. lim
"!0

�̂" = �0 en probabilité. Plus précisement, 8� > 0;

sup
�02K0

P"�0
�


�̂" � �0


 > �

�
� C1 exp(

�C2�
"2

)

oú C1 > 0 et C2 > 0.

2.

��1" (�0)
�
�̂" � �0

�
)"!0 �

où � ,! N(0; Id) dans RL:

3. Pour tout p > 0;

lim
"!0

E"�



��1" (�0)

�
�̂" � �0

�


p = E k�kp
4. L�estimateur �̂" est asymptotiquement e¢ cace.

Pour montrer les deux théorèmes, nous suivons [7] et (chap.2 de [10]). Pour cela

nous avons besoin d�établir les lemmes suivants qui montrent que la famille des processus de

vraisemblance (Z";� (u) ; u 2 RL) est tendue dans C0
�
RL
�
l�espace des fonctions continues

tendant vers 0 à l�in�ni. Les preuves de ces lemmes sont reportées au paragraphe 4.

Lemme 2.1 .Sous la condition C1, pour tout compact K de �� , 8 m > L et R > 0; on a

sup
�2K

sup
fu1;u22U�;": kujk<R , j=1;2g

ku2 � u1k�m E�
����Z 1

m
" (u2)� Z

1
m
" (u1)

����m � C (1 +Rm)

où U�;" =��1" (�� �) � RL et C > 0:

Lemme 2.2 . Sous la condition C1, 8" > 0; 8u 2 U�;" et pour tout compact K de �; on

a

sup
�2K

P"�
�
Z" (u) � e�
kuk

2
�
� Ce�
kuk

2

où 
 > 0 et C > 0:
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Le théorème 2.1 implique la convergence des lois de dimensions �nies du proces-

sus de vraisemblance (Z";� (u) ; u 2 RL). Par suite, des Lemmes 2.1 et 2.2 le processus

(Z";� (u) ; u 2 RL) converge faiblement dans C0
�
RL
�
vers un processus (Z�(u); u 2 RL): La

preuve des résultats du théorème 2.2 suivent les mêmes étapes que celle du Théorème 1.1

p.174 de [7] ou du Théorème 5.3.3 p.188 de [10]. Les résultats sur les estimateurs de Bayes

sont obtenus de façon similaires.

2.4 Preuves

Preuve du Th�eor�eme 2:1: Soit u = (u1; u2; :::; uL)
t 2 RL: Pour montrer le théorème,

on utilise comme dans [7], le changement de variable u = I
1
2 (�) v où la matrice I (�)

est inversible sous la condition C1 (cf. Lemme en Annexe ): La condition LAN (2.7) se

transforme donc

Z";�(u) =
dP�+�"(�)u

dP�
(X") =

dP�+"v
dP�

(X")

= exp

�D
v; I

1
2 (�)�" (�;X

")
E
� 1
2
hv; I (�) vi+	"

�
�; I

1
2 (�) v;X"

��
où sous P"� :

I
1
2 (�)�" (�;X

")) N(0; I (�)) dans RL quand "! 0;

lim
"!0

	"

�
�; I

1
2 (�) v;X"

�
= 0 en probabilité

Par suite si l�observation X" véri�e (2:4) ; le théorème de Girsanov ([16]. chap 7 ) donne

Z";�(u) : =
dP�+"u
dP�

(X")

= exp(
1

"2

TZ
0

(St (X
"; � + "u)� St (X"; �)) dX"

t �

1

2"2

TZ
0

�
S2t (X

"; � + "u)� S2t (X"; �)
�
dt)

où

St (X
"; �) =

LP
i=1

ci

1Z
�

X"
t�s ei (s) ds

et

St (X
"; � + "u) =

LP
i=1
(ci + "ui)

1Z
�

X"
t�s ei (s) ds
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Par conséquent

ln Z";� =
1

"2

TZ
0

(St (X
"; � + "u)� St (X"; �)) [dX"

t � St (X"; �) dt]�

1

2"2

TZ
0

(St (X
"; � + "u)� St (X"; �))2 dt

=
1

"

TZ
0

(St (X
"; � + "u)� St (X"; �)) dWt �

1

2"2

TZ
0

(St (X
"; � + "u)� St (X"; �))2 dt

: = A1;" �A2;" (2.9)

Nous pouvons écrire

A1;" =
1

"

TZ
0

�
St (X

"; � + "u)� St (X"; �)�


u; "qt

�
X0
���

dWt +

TZ
0



u; qt

�
X0
��
dWt:

avec qt
�
X0
�
=
@St
@�

�
X0; �

�
et X0 la solution du système déterministe (2.2).

Posons

�
�
�;X0

�
:=

TZ
0



u; qt

�
X0
��
dWt

alors le vecteur �
�
�;X0

�
est gaussien centré de matrice de covariance

I (�) =

TZ
0

qs
�
X0
�
qts
�
X0
�
ds

Ecrivons

A1;" := �" (u) + �
�
�;X0

�
où

�" (u) =
1

"

TZ
0

�
St (X

"; � + "u)� St (X"; �)�


u; "qt

�
X0
���

dWt
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Montrons que sous P"� la v.a �" (u) tend vers 0 quand "! 0:

Pour � > 0, 
 > 0; par l�inégalité de Lenglart, nous avons (cf. [16] )

P"� (j�" (u)j > �) � 


�2
+ P"�

0@ 1

"2

TZ
0

�
St (X

"; � + "u)� St (X"; �)�


u; "qt

�
X0
���2

dt > 


1A
Pour le second terme ci-dessus, nous allons appliquer l�inégalité de Markov.

D�une part, on a

St (X
"; � + "u)� St (X"; �)� "



u; qt

�
X0
��

=
�
St (X

"; � + "u)� St
�
X0; � + "u

��
�
�
St (X

"; �)� St
�
X0; �

��
+
�
St
�
X0; � + "u

�
� St

�
X0; �

��
�"


u; qt

�
X0
��

Comme

V "
i (t) =

1Z
�

X"
t�s ei (s) ds; V 0i (t) =

1Z
�

X0
t�s ei (s) ds

nous en déduisons

St (X
"; � + "u)� St

�
X0; � + "u

�
=

LP
i=1
(ci + "ui)

�
V "
i (t)� V 0i (t)

�
(2.10)

et

St (X
"; �)� St

�
X0; �

�
=

LP
i=1

ci
�
V "
i (t)� V 0i (t)

�
(2.11)

La di¤érence entre les expressions (2.10 ) et (2.11) est égale à

"
LP
i=1

ui
�
V "
i (t)� V 0i (t)

�
Par le changement de variable v = t� s; nous obtenons

V "
i (t)� V 0i (t) =

Z 1

�

�
X"
t�s �X0

t�s
�
ei (s) ds

=

Z t��

t�1

�
X"
v �X0

v

�
ei (t� v) dv

En utilisant la formule de Taylor à l�ordre 1, l�inégalité (a+ b)2 � 2a2 + 2b2; les propriétés
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du processus de Wiener et la condition C1, nous obtenons pour tout t 2 [0; T ] :

E�
�
St (X

"; � + "u)� St (X"; �)� "


u; qt

�
X0
���2

= E�
�
"
LP
i=1

ui
�
V "
i (t)� V 0i (t)

�
+
�
St
�
X0; � + "u

�
� St

�
X0; �

��
� "



u; qt

�
X0
���2

= E�
�
"
LP
i=1

ui

Z t��

t�1

�
X"
v �X0

v

�
ei (t� v) dv � "&" (t)

�2
� "2�E�

"
sup
0�v�T

��X"
v �X0

v

�� LP
i=1

ui

Z t��

t�1
ei (t� v) dv � &" (t)

#2

� "2�E�

"
K1" sup

0�t�T
jWtj

LP
i=1

ui

Z t��

t�1
ei (t� v) dv � &" (t)

#2
� "2

�
"2K2 + 2&

2
" (t)

�
où &" (t)! 0 est le reste de la formule de Taylor, K1 > 0 et K2 > 0.

Donc

sup
t2[0;T ]E�

E�
�
St (X

"; � + "u)� St (X"; �)� "


u; qt

�
X0
���2 � "2�"

où �" ! 0 car &" (t) ! 0 avec " et K2 > 0. On en déduit que

P"�

0@ 1

"2

TZ
0

�
St (X

"; � + "u)� St (X"; �)�


u; "qt

�
X0
���2

dt > 


1A � 1


2
T�"

Par suite, par l�inégalité de Lenglart, on en déduit que �" (u) ! 0 en probabilité quand

"! 0.

Pour A2;" dé�nie dans (2:9) ; on a

A2;" :=
1

2
K";u (X

") +
1

2
hu; I (�)ui

où

K";u (X
") =

1

"2

TZ
0

(St (X
"; � + "u)� St (X"; �))2 dt� hu; I (�)ui

Montrons que K";u (X
") ! 0 en probabilité. En appliquant l�inégalité de Cauchy-Schwarz,
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nous avons

E�

0@ 1

"2

TZ
0

h
(St (X

"; � + "u)� St (X"; �))2 � "2


u; qt

�
X0
��2i

dt

1A
=

1

"2
E�

24 TZ
0

�
(St (X

"; � + "u)� St (X"; �))� "


u; qt

�
X0
���

�

�
(St (X

"; � + "u)� St (X"; �)) + "


u; qt

�
X0
���

dt
�

�

24 1
"2
E�

TZ
0

�
(St (X

"; � + "u)� St (X"; �))� "


u; qt

�
X0
���2

dt

35
1
2

�

24 1
"2
E�

TZ
0

�
(St (X

"; � + "u)� St (X"; �)) + "


u; qt

�
X0
���2

dt

35
1
2

Le premier facteur ci-dessus a été étudié précédement et tend vers 0 avec ": Pour le deuxième

facteur, nous avons

1

"2
E�

TZ
0

�
(St (X

"; � + "u)� St (X"; �)) + "


u; qt

�
X0
���2

dt

= E�

TZ
0

�
(St (X

"; � + "u)� St (X"; �))

"
+


u; qt

�
X0
���2

dt

= E�

TZ
0

 
1

"

LX
i=1

"ciV
"
i (t) +



u; qt

�
X0
��!2

dt

� E�

TZ
0

 
2

�
LP
i=1

ciV
"
i (t)

�2
+ 2 kuk2



qt �X0
�

2! dt

� E�

TZ
0

 
2

�
LP
i=1

ci
�
V "
i (t)� V 0i (t) + V 0i (t)

��2
+ 2 kuk2



qt �X0
�

2! dt

� E�

TZ
0

�
C1

LP
i=1

c2i

�
2
�
V "
i (t)� V 0i (t)

�2
+ 2

�
V 0i (t)

�2�
+ 2 kuk2



qt �X0
�

2� dt

� C2

TZ
0

�
LP
i=1

c2i

�
E�
�
V "
i (t)� V 0i (t)

�2
+ 2

�
V 0i (t)

�2�
+ 2 kuk2



qt �X0
�

2� dt

� C3"
2 + C4



28

C3; C4 > 0 et on a utilisé le fait 
LX
i=1

ai

!2
� C

LX
i=1

a2i ; E�
�
V "
i (t)� V 0i (t)

�2 � C 0"2

et V 0i (t) <1 sur [0; T ] :

Par conséquent

E� jK";u (X
")j � �" �

�
C3"

2 + C4
�

et comme �" ! 0 donc K";u (X
")! 0 en probabilitée quand "! 0:

Finalement on en déduit que

Z";� (u) = exp

�

u;�

�
�;X0

��
� 1
2
hu; I (�)ui+	";� (u)

�
où

8u 2 RL; lim
"!0

	";� (u) = 0 en proba:

D�où la condition LAN pour la famille des lois (P"�)�2� induite par la solution de

(2:4) :

La minoration du risque est une conséquence directe de théorème 12.1 p.162 dans

[7].

Preuve du lemme 2:1: Soit K un compact de �; posons �i = � + "ui (i = 1; 2) où

ui = (uij)
t
j=1;:::;L est un vecteur de R

L et � = (c1; c2; :::; cL)
t ; �i 2 K:

Posons

�X"
t = St (X

"; �1)� St (X"; �2)

=
LP
i=1
(ci + "u1i)V

"
i (t)�

LP
i=1
(ci + "u2i)V

"
i (t)

= "
LP
i=1
(u1i � u2i)V "

i (t)

Le rapport de vraisemblance pour deux valeurs �1 et �2 du paramètre est

dP"�1
dP"�2

(X") = exp

�
1

"

Z T

0
(�X"

t ) dWt �
1

2"2

Z T

0
(�X"

t )
2 dt

�
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Soit m > L: Posons V (T ) =

 
dP"�1
dP"�2

! 1
m

, de la dé�nition de Z";�(u); on a

V (T ) =

 
dP"�1
dP"�2

! 1
m

=

 
dP"�+"u1
dP"�

� dP"�
dP"�+"u2

! 1
m

=

�
Z";� (u1)

Z";� (u2)

� 1
m

Ecrivons V (t) = exp (Y (t)) où le processus Y (t) est tel que Y (0) = 0: La formule de Itô

pour V (t) := f(t; Y (t)) donne

dV (t) =

�
f
0
t (t; Y (t)) + f

0
y(t; Y (t))

�
� 1

2m"2
(�X"

t )
2

�
+

1

2
f 00yy(t; Y (t))

�
1

m2"2
(�X"

t )
2

��
dt+

f
0
y(t; Y (t))

�
1

m"
(�X"

t )

�
dWt

Donc

dV (t) =

��
� 1

2m"2
(�X"

t )
2

�
eY (t) +

�
1

2m2"2
(�X"

t )
2

�
eY (t)

�
dt

+

�
1

m"
(�X"

t )

�
eY (t)dWt

Comme V (0) = 1; on en déduit

V (T ) = 1 +
1�m
2m2"2

Z T

0
(�X"

t )
2 V (t)dt+

1

m"

Z T

0
(�X"

t )V (t)dWT

D�une part, nous avons

E�
����Z 1

m
" (u2)� Z

1
m
" (u1)

����m = E�
������Z

1
m
" (u2)

0@1� Z
1
m
" (u1)

Z
1
m
" (u2)

1A������
m

De (a+ b)m � 2m�1 (am + bm), l�inégalitée de Hölder avec les exposants m et
m

m� 1 , on
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obtient

E�
����Z 1

m
" (u2)� Z

1
m
" (u1)

����m = E�

�����
�
dP"�2
dP"�

� 1
m

(1� V (T ))
�����
m

= E� j(1� V (T ))jm
����dP"�2dP"�

����
= E�2 j(1� V (T ))j

m

= E�2

���� 1�m2m2"2

Z T

0
(�X"

t )
2 V (t)dt+

1

m"

Z T

0
(�X"

t )V (t)dW
m
T

����m

� 2m�1(E�2

�����
�
1�m
2m2"2

Z T

0
(�X"

t )
2 V (t)dt

�m�����+
�
1

m"

Z T

0
(�X"

t )V (t)dWT

�m
)

� 2m�1
�
1�m
2m2"2

�
E�2

�
Tm�1

Z T

0
(�X"

t )
2m V m(t)dt

�
+ 2m�1

1

m"
E�2

�
Tm�1

Z T

0
(�X"

t )
m V m(t)dt

�
� C1

"2m

Z T

0
E�2

�
(�X"

t )
2m V m(t)

�
dt+

C2
"m

Z T

0
E�2 ((�X

"
t )
m V m(t)) dt

où C1; C2 > 0. Pour le premier terme de l�inégalité ci-dessus, du fait que le processus

(V m(t); t 2 [0; T ]) est une martingale par rapport à la tribu Ft; nous en déduisons queZ T

0
E�2

�
(�X"

t )
2m V m(t)

�
dt = E�2

Z T

0
(�X"

t )
2m E�2 (V

m(T )=Ft) dt

=

Z T

0
E�2E�2

�
(�X"

t )
2m V m(T )=Ft

�
dt

=

Z T

0
E�2

�
(�X"

t )
2m V m(T )

�
dt

= E�2

�
V m(T )

Z T

0
(�X"

t )
2m dt

�
= E�1

�Z T

0
(�X"

t )
2m dt

�
En faisant le même calcul pour le second terme, nous arrivons à :

E�
����Z 1

m
" (u2)� Z

1
m
" (u1)

����m � C1
"2m

Z T

0
E�1 (�X

"
t )
2m dt+

C2
"m

Z T

0
E�1 (�X

"
t )
m dt
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D�autre part

E�1 (�X
"
t )
2m = E�1

 
"

LX
i=1

(u1i � u2i)V "
i (t)

!2m

� Cm;kE�1

 
"2m

LX
i=1

(u1i � u2i)2m (V "
i (t))

2m

!

� Cm;k

LX
i=1

�
"2m (u1i � u2i)2m E�1 (V "

i (t))
2m
�

et en appliquant l�inégalité de Holder avec les exposants 2m
2m�1 et 2m

E�1 (V
"
i (t))

2m = E�1

�Z 1

�
Xt�sei (s) ds

�2m

� E�1

"�Z 1

�
X2m
t�sds

� 1
2m
�Z 1

�
e

2m
2m�1
i (s) ds

� 2m�1
2m

#2m

� E�1

�Z 1

�
X2m
t�sds

��Z 1

�
e

2m
2m�1
i (s) ds

�2m�1
� K1

Z 1

�
sup
�2K

sup
0�s�T

E�1 jXsj2m ds := K2

Par suite

E�1 (�X
"
t )
2m � K3"

2m
LX
i=1

(u1i � u2i)2m

� K3"
2m ku1 � u2k2m

De même, de l�inégalité

E�1 (�X
"
t )
m � K4"

m
LX
i=1

(u1i � u2i)m

� K4"
m ku1 � u2km

on a

E�1

����Z 1
m
" (u2)� Z

1
m
" (u1)

����m � C 01 ku1 � u2k
m + C 02 ku1 � u2k

m

� K3 ku1 � u2km (1 +Rm)

Finalement, on aboutit à

sup
�2�

sup
fu1;u22U";�:kujk<R; j=1;2g

ku2 � u1k�m E�
����Z 1

m
" (u2)� Z

1
m
" (u1)

����m � C (1 +Rm)

où C > 0: D�où le lemme.
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Preuve du lemme 2:2: Soit a véri�ant 0 < a < 1
2 ; b > 0 et u 2 RL: Notons �i =

� + "ui; i = 1; 2:

Par l�inégalité de Markov et l�inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

P"�
�
Z" (u) � e�
kuk

2
�
� ea
kuk

2

E� (Z" (u))a

� ea
kuk
2

E�
�
exp

a

"

Z T

0
(�X"

t ) dWt �
a

2"2

Z T

0
(�X"

t )
2 dt

�
� ea
kuk

2

E�
�
exp(

a

"

Z T

0
(�X"

t ) dWt �
b

2"2

Z T

0
(�X"

t )
2 dt+

(b� a)
2"2

Z T

0
(�X"

t )
2 dt)

�
� ea
kuk

2

E�
�
exp(

a

"

Z T

0
(�X"

t ) dWt �
b

2"2

Z T

0
(�X"

t )
2 dt)� exp

�
(b� a)
2"2

Z T

0
(�X"

t )
2 dt

��
� ea
kuk

2
�
E�
�
exp(

2a

"

Z T

0
(�X"

t ) dWt �
b

"2

Z T

0
(�X"

t )
2 dt)

�� 1
2

��
E�
�
exp

�
(b� a)
"2

Z T

0
(�X"

t )
2 dt

��� 1
2

où �X"
t = St (X

"; �1)� St (X"; �2) : Par le théorème.6.1 p.216 de [16]; on a :

E�

"
exp(

Z T

0

�
2a

"
�X"

t

�
dWt �

1

2

Z T

0

�
2a

"
�X"

t

�2
dt

#
� 1

Si on choisit b = 2a2; on aura donc

P"�
�
Z" (u) � e�
kuk

2
�
� ea
kuk

2
�
E�
�
exp

�
�a (1� 2a)

"2

Z T

0
(�X"

t )
2 dt

��� 1
2

Posons A = �X"
t et B = �X0

t . En utilisant l�inégalité �A2 � �B2 + 2 jBj jB �Aj, nous
obtenons

P"�
�
Z" (u) � e�
kuk

2
�

� e
a
kuk2
�

�
E�
�
exp

�
�a (1� 2a)

"2

Z T

0

�
�X0

t

�2
dt (2.12)

+
2a (1� 2a)

"2

Z T

0

���X0
t

�� ���X"
t ��X0

t

�� dt��� 12
� e

a
kuk2
�

�
E�
�
exp

�
�a (1� 2a)

"2

Z T

0

�
�X0

t

�2
dt

�
� exp

�
2a (1� 2a)

"2

Z T

0

���X0
t

�� ���X"
t ��X0

t

�� dt��� 12
Pour majorer le membre de droite de (2:12) ; on minore �X0

t et on majore
���X0

t

�� ���X"
t ��X0

t

�� :
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Minorons maintenant �X0
t = St

�
X0; �1

�
� St

�
X0; �2

�
: Pour 0 � t � T et u =

u1 � u2 2 U�;"; on applique la formule de Taylor à l�ordre 1 pour avoir

�X0
t = "

D
u; _S

�
~�;X0

�E
Donc �

�X0
t

�2
= "2

D
u; _S

�
~�;X0

�E2
= "2

D
u; I

�
~�
�
u
E

où ~� 2 B (�; " kuk) (boule dans RL de centre � et de rayon " kuk) et _S est la dérivée de
S par rapport à �: La condition C1 implique que la matrice I (�) est dé�nie positive (voir

lemme de l�annexe), il existe donc � > 0 tel que�
�X0

t

�2 � "2� kuk2

Il en résulte que

exp

�
�a (1� 2a)

"2

Z T

0

�
�X0

t

�2
dt

�
� exp

�
�a (1� 2a)

"2
"2� kuk2

�
� exp

�
�La kuk2

�
Majorons maintenant

���X0
t

�� et ���X"
t ��X0

t

�� pour 0 � t � T et u 2 U�;": Comme les

fonctions ei sont continues sur [�; 1] donc bornées par M; on en déduit que

X0
t = x0 +

Z t

0

0@ LP
i=1

ci

1Z
�

X"
v�s ei (s) ds

1A dv

� x0 +M
LP
i=1

ci

Z t

0
(

��1Z
t�1

X"
u du)dv

� x0 +M1

tZ
0

X"
u du

où M1 = TM

LX
i=1

ci: Par suite, le lemme de Granwall (cf. [16]) donne

X0
t � x0e

M1t

La fonction X0
t = x0 pour t < �: Alors pour tout t 2 [�; 2�] et s 2 [�; 1] ; X0

t�s = x0. Par

conséquent, de la condition C1 on en déduit

dX0
t

dt
= x0

LP
i=1

ci

1Z
�

ei (s) ds > 0
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Par induction X0
t est strictement croissante sur [�; T ] (cf. preuve du lemme en annexe): Par

suite

x0 � X0
t � x0e

M1t

Alors ���X0
t

�� =
��St �X0; � + "u

�
� St

�
X0; �

��� (2.13)

=

������
LP
i=1
(ci + "ui)

1Z
�

X0
t�s ei (s) ds�

LP
i=1

ci

1Z
�

X0
t�s ei (s) ds

������
=

������"
LP
i=1

ui

1Z
�

X0
t�s ei (s) ds

������
� "

LP
i=1

ui

��1Z
t�1

��X0
u ei (t� u)

�� du
� "M

LP
i=1

ui

TZ
0

X0
u du

� "x0M kuk
TZ
0

eM1udu := "M2 kuk

D�autre part, nous avons

���X"
t ��X0

t

�� =

������"
LP
i=1

ui

1Z
�

X"
t�s ei (s) ds� "

LP
i=1

ui

1Z
�

X0
t�s ei (s) ds

������ (2.14)

� "
LP
i=1

ui

1Z
�

��X"
t�s �X0

t�s
�� ei (s) ds

� "
LP
i=1

ui

1Z
�

sup
��u�t

��X"
u �X0

u

�� ei (t� u) du
� "

LP
i=1

ui

 
C" sup

��u�t
jWuj

!
M3 � "2M4 sup

��u�t
jWuj kuk

En utilisant la majoration suivante (cf. p.18 de [12])

E�

 
exp

 
l sup
0�t�T

jWtj
!!

� 2
�
1 + T l2

�
exp

�
1

2
T l2
�
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et les relations (2:13) et (2:14) ; on obtient

E�
�
exp

�
2a (1� a)

"2

Z T

0

���X0
t

�� ���X"
t ��X0

t

�� dt��
� E�

"
exp(2a(1� a)"M2M4T kuk sup

0�t�T
jWtj

#

� E�

"
exp("MaT kuk sup

0�t�T
jWtj

#
� 2(1 + T"2M2

a kuk
2) exp(

1

2
T"2M2

a kuk
2)

� 2 exp(
3

2
T"2M2

a kuk
2)

D�où

P"�
�
Z" (u) � e�
kuk

2
�

� 2ea
kuk
2

e�Lakuk
2

(2e(
3
2
T"2M2

akuk2))

� 2ekuk
2(a
�La+ 3

2
T"2M2

a)

Si on choisit a et 
 tels que La � 2T"2M2
a , 0 < 
 � 1

4(a+ 1)
La; nous arrivons à

P"�
�
Z" (u) � e�
kuk

2
�

� 2ekuk
2(a
�La+ 3

2
La)

� 2ekuk
2(a
� 1

4
La)

� 2ekuk
2(a
�(a+1)
)

� 2e�
kuk
2

D�où le lemme.

Preuve du th�eor�eme 2:2: Pour la demonstration de ce théorème, nous suivons le

théorème 1.1 p.174 de [7]. Soit K un compact de �. Dans la suite on note � pour �0:

Posons û = ��1" (�)
�
�̂" � �

�
. De la dé�nition de �̂" et des équivalences des lois induites par

les solutions de (2:1), û véri�e :

Z";� (û) = sup
u2U";�

Z";� (u)

Les relations du processus
�
Z";� (u) ; u 2 RL

�
sont dans C0

�
RL
�
(cf. [7]).

Notons par �";� la loi du processus Z";� (:) induite sur cet espace. On déduit de

la condition LAN, la convergence des lois de dimension �nies du processus Z";� (:) uni-

formément par rapport à � dans K. Des lemmes 2.1 et 2.2, on en déduit que la famille
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des processus
�
�";�; � 2 �

�
est relativement compact dans C0

�
RL
�
uniformément pour

� 2 K (cf. [7]) : Donc

�";� ) �� quand "! 0

où �� est la loi du processus dé�ni par

Z� (u) := exp

�
hu; �i � 1

2
kuk2

�
avec L (�) = N (0; IdRL) : la convergence est uniforme par rapport à � 2 K:

1�) Convergence en probabilité.

D�une part, des lemmes 2.1 et 2.2, on déduit comme dans ([7]; p.433), pour tout

l > 0

sup
�2K

P"�

 
sup
kuk�l

Z";� (u) > exp
��
�

4

�
l2
�!

� C exp
��
�

8

�
l2
�

(2.15)

où 
 > 0 et C > 0: Il en résulte des formules (2:11) et (2:15) et Z";� (0) = 1, pour tout � > 0

sup
�2K

P"�
h


�̂" � �


 > �

i
= sup

�2K
P"� [k�" (�) ûk > �]

= sup
�2K

P"�

"
sup

kuk>�k�"(�)k�1
Z";� (u) > sup

kuk<�k�"(�)k�1
Z";� (u) � Z";� (0)

#

� sup
�2K

P"�

"
sup

kuk>�k�"(�)k�1
Z";� (u) � 1

#

� C1 exp

�
�

8
�2 k�" (�)k�2

�
� C1 exp

�
�

8
�2
kI (�)k
"2

�
� C1 exp

�
�C2 (�)
"2

�
Le majorant ci-dessus tend vers 0 quand " tend vers 0, d�où la convergence de l�éstimateur.

2�) Normalitée asymptotique

Soit D un pavé borné de RL tel que

P "� (û 2 @D) = 0

où @D est la frontière de D: Considérons les fonctionnelles LD et LDc dé�nies sur C0
�
RL
�

par :

LD (h) = sup
D
h(x) et LDc (h) = sup

Dc
h(x)
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LD et LDc sont continues par rapport à la métrique uniforme sur C0
�
RL
�
. Comme le

processus Z� (:) atteint son maximum au point � ' N (0; IdRL), alors

P"� (LD (Z�)� LDc (Z�) = 0) = P"� (� 2 @D) = 0

Soit A" les points de RL où le processus Z";� (:) atteint son maximum, puisque Z";� ) Z�

quand "! 0; alors

P"� (A" � D) = P"� (LD (Z";�)� LDc (Z";�) > 0)

! P� (LD (Z�)� LDc (Z�) > 0) = P� (� 2 D)

or le diamètre de A" tend vers 0 en probabilité avec ", donc

P"� (û 2 D)! P� (� 2 D)

D�où la convergence en loi.

3�) Convergence des moments

On a pour tout p > 0

sup
"2]0;1[

sup
�2K

E"�



��1" (�)

�
�̂" � �

�


p � sup
"2]0;1[

1P
l=0

(l + 1)p

� sup
�2K

P"�
h


�̂" � �




��1" (�)



 > l
i

�
�
1 + C

1P
l=0

(l + 1)p
�
exp

�
�

8
klk2

�
< 1

Donc la famille des variables aléatoires (kûkp ; " 2 ]0; 1]) est uniformément intégrables où û =
��1" (�)

�
�̂" � �

�
. Le résultat se déduit de la normalité asymptotique obtenue précedementet

de [1] p.32.

4�) E¢ cacité asymptotique

Les estimateurs qui réalisent l�inégalité dans le théorème ci-dessus (borne de Hàjek)

pour tout �0 2 �; sont dites asymptotiquement e¢ caces. Pour l�étude du risque quadra-
tique, on considère les fonctions w de la forme w(x) = kxkd ; d > 0 et x 2 RL : Comme
la famille des lois (P"�; � 2 �) est LAN en tout point de �; pour montrer l�e¢ cacité des

estimateurs il su¢ t de prouver qu�il existe � dans ]0; 1] tel que

lim
"!0

sup
k���0k<k��1" (�0)k�

E"�
�


��1" (�0)

�
�̂" � �

�


d� = E hk�kdi (2.16)
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(cf. [10] p.77). Pour tout �0 2 �; on a l�identité suivante :

sup
k���0k<k��1" (�0)k�

E"�
�


��1" (�0)

�
�̂" � �

�


d�

= sup
k���0k<k��1" (�0)k�

E"�

"



���1" (�0)

��1" (�)
� Id+ Id

��
��1" (�)

�
�̂" � �

��



d
#

où Id est la matrice identité de RL: Donc pour montrer (2:16), il su¢ t de véri�er les deux

a¢ rmations suivantes:

a)

lim
"!0

sup
k���0k<k��1" (�0)k�



�" (�) ��1" (�0)� Id


 = 0

or ceci découle du fait que �" (�) = "I�
1
2 (�) et que I (�) est uniformément continu sur le

compact K:

b)

lim
"!0

sup
k���0k<k��1" (�0)k�

E"�
�


��1" (�)

�
�̂" � �

�


d� = E hk�kdi
qui n�est autre que la convergence des moments établie en 3�): D�où le théorème.

2.5 Estimateurs Bayesiens

On considère le paramètre � dans (2:4) comme une variable aléatoire à valeurs

dans RL de densité à priori � (�) dé�nie sur �: On note ��" l�estimateur de Bayes relative à

la fonction de perte w (� � y) = k� � ykq ; q > 1: L�estimateur ~�" est solution de l�équationR
�w
�
� � ��"

�
p (�=X") d� = inf

y2�

R
�w (� � y) p (�=X

") d�

où p (�=X") est la densité à posteriori de � étant donnée l�observation X" (densité obtenue

par la règle de Bayes): Dans le cas des fonctions de perte quadratique (q = 2), ��" est donné

par :

��" (X
") = E (�=X") =

R
�y p (y=X

") dy

Les propriétés asymptotiques de ��" se démontrent de la même manière que celles de l�estimateur

du maximum de vraisemblance �̂", en utilisant les propriétés du processus Z";� (théorème

2.1, lemme 2.1 et lemme 2.2), on obtient :
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Théorème 2.3 Si la densité � (�) est continue, bornée et strictement positive, alors ��" possède

les propriétés de l�estimateur �̂" mentionnées dans le théorème 2.2 pour les fonctions de perte

quadratique.

Preuve Similaire à celle du théorème 2.2 en appliquant le théorème 2.1 dans [7] p.179.
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Annexe

Lemme 2.3 Avec les notations du paragraphes 2 et sous la condition C1, la matrice I (�)

dé�nie par

I (�) =

TZ
0

qt
�
X0
�
qtt
�
X0
�
dt

est dé�nie positive pour tout � 2 � où le vecteur

qt
�
X0
�
:=

@St
@�

�
X0; �

�
=

�
@St
@c1

;
@St
@c2

; :::;
@St
@cL

�t
Preuve Le déterminant de I (�) etant un déterminant de Gram, il su¢ t de montrer que

les fonctions qi = qi
�
t; �;X0

�
; i = 1; ::; L sont linéairement indépendantes dans L2 ([�; 1]).

Soient �1; �2; :::; �L des réels tels que

�1q1 + �2q2 + :::+ �LqL = 0

Rappellons que St
�
X0; �

�
:=

LP
i=1

ci

1Z
�

X0
t�s ei (s) ds et �k :=

1Z
�

ek (s) ds :

De la relation

X0
t = x0 +

Z t

�

0@ LP
k=1

ck

1Z
�

X0
v�s ek (s) ds

1A dv; t � �

nous obtenons pour � � t � 2� :

X0
t = x0 + x0 (t� �) (

LP
k=1

ck

1Z
�

ek (s) ds) (2.17)

= x0 + x0 (t� �) (
LP
k=1

ck�k)

D�où en dérivant par rapport au paramètre

qi : =
@St
@ci

�
X0; �

�
= x0�i:

Ainsi nous obtenons l�équivalence suivante (car x0 > 0)

LP
i=1

�iqi = 0,
LP
i=1

�i�i = 0
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De même pour 2� � t � 3�; on a

dX0
t =

24 LP
k=1

ck

0@ 2�Z
�

X0
t�s ek (s) ds+

1Z
2�

X0
t�s ek (s) ds

1A35 dt
=

24 LP
k=1

ck

0@ 2�Z
�

X0
t�s ek (s) ds+ x0

1Z
2�

ek (s) ds

1A35 dt
Par un changement de variable nous avons

2�Z
�

X0
t�s ek (s) ds =

t��Z
t�2�

X0
v ek (t� v) dv

=

�Z
t�2�

X0
v ek (t� v) dv +

t��Z
�

X0
v ek (t� v) dv

= x0

�Z
t�2�

ek (t� v) dv +
t��Z
�

X0
v ek (t� v) dv

Par la relation (2:17), on a

X0
v = x0 +

 
x0

LP
j=1

cj�j

!
(v � �)

Par suite

t��Z
�

X0
v ek (t� v) dv = x0

t��Z
�

ek (t� v) dv +
 
x0

LP
j=1

cj�j

! t��Z
�

(v � �) ek (t� v) dv

= x0

t��Z
�

ek (s) ds+ x0

 
LP
j=1

cj�j

! t��Z
�

(t� � � s) ek (s) ds

Donc

2�Z
�

X0
t�s ek (s) ds = x0

2�Z
t��

ek (s) ds+ x0

t��Z
�

ek (s) ds+ x0

 
LP
j=1

cj�j

! t��Z
�

(t� � � s) ek (s) ds

= x0

2�Z
�

ek (s) ds+ x0

 
LP
j=1

cj�j

! t��Z
�

(t� � � s) ek (s) ds
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D�où

dX0
t =

24 LP
k=1

ck

0@x0 2�Z
�

ek (s) ds+ x0

 
LP
j=1

cj�j

! t��Z
�

(t� � � s) ek (s) ds +

x0

1Z
2�

ek (s) ds

1A dt

35
=

24 LX
k=1

ck

0@x0 1Z
�

ek (s) ds+ x0

 
LP
j=1

cj�j

! t��Z
�

(t� � � s) ek (s) ds

1A35 dt
=

24 LX
k=1

ck

0@x0�k + x0
 

LP
j=1

cj�j

! t��Z
�

(t� � � s) ek (s) ds

1A35 dt
Le calcul de la dérivée qi donne

qi = x0�i + x0

 
LP
j=1

cj�j

! t��Z
�

(t� � � s) ei (s) ds+ x0�i

0@ LP
k=1

ck

t��Z
�

(t� � � s) ek (s) ds

1A

LP
i=1

�iqi = x0

24 LP
i=1

�i�i +

 
LP
j=1

cj�j

!
LP
i=1

�i

t��Z
�

(t� � � s) ei (s) ds+

0@ LP
k=1

ck

t��Z
�

(t� � � s) ek (s) ds

1A LP
i=1

�i�i

35
En utilisant le fait que

LP
i=1

�iqi = 0 ()
LP
i=1

�i�i = 0, x0 > 0 et
LP
j=1

cj�j 6= 0; nous arrivons

à
LP
i=1

�i

t��Z
�

(t� � � s) ei (s) ds = 0

En posons Gi (t) :=

t��Z
�

ei (s) ds et Li (t) :=

t��Z
�

sei (s) ds l�expression précédente devient

LX
i=1

�i [(t� �)Gi (t)� Li (t)] = 0

En la dérivant par rapport à t, nous obtenons

LP
i=1

�i
�
(t� �)G0i (t) +Gi (t)� L0i (t)

�
= 0
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ou encore
LP
i=1

�i

24(t� �) ei (t� �) + t��Z
�

ei (s) ds� (t� �) ei (t� �)

35 = 0
Par suite

LP
i1=

�i

t��Z
�

ei (s) ds = 0

En dérivant une deuxième fois l�expression précédente, on obtient
LP
i=1

�iei (t� �) = 0 pour

2� � t � 3�: En continuant le même calcul pour les intervalles i� � t � (i + 1)� , pour

i = 3; 4.., on aboutit à la �n que
LP
i=1

�iei(t) = 0 pour tout t 2 [�; 1]: Comme les fonctions
e1; e2; :::eL sont linéairement indépendantes nous déduisons que �i = 0 pour i = 1; ::; L:

D�où le lemme.
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Chapitre 3

Estimation de la densité par la

distance minimale

3.1 Introduction

On considère un processus de type di¤usionX" = (Xt; t 2 [�; T ]) pour " 2 ]0; 1] ; solution
de l�équation di¤érentielle stochastique suivante :8>>><>>>:

dXt = (

1Z
�

Xt�s � (ds))dt+ "dWt , t 2 [�; T ]

Xs = x0 si � 1 � s < �

(3.1)

où

� (Wt; t � 0) est un processus de Wiener

� � est une mesure positive de support [�; 1] et � > 0

� x0 est une constante strictement positive

On associe à (3:1) l�équation intégro-di¤érentielle8>>><>>>:
dX0

t

dt
=

1Z
�

X0
t�s � (ds) , t 2 [�; T ]

X0
s = x0 si � 1 � s < �

(3.2)
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Nous nous intéréssons tout d�abord à l�estimation de la fonction f dé�nie par

f(t) =

1Z
�

X0
t�s � (ds) (3.3)

Nous rappellons les résultats de Y.Kutoyants et T.Mourid [13] sur un estimateur de type

noyau pour f . L�estimateur de la distance minimale introduit dans cette partie est dé�ni par

une distance L2 entre cet estimateur non-paramétrique et f . Les résultats de convergence

obtenus sont uniforme par rapport à � décrivant une classe �1 (L) dé�nie par,

pour L > 0 :

�1 (L) = f� = 9� > 0 ; Supp (�) = [�; 1] et k�kvar � Lg

où Supp (�) et k�kvar désignent respectivement le support et la variation totale
de la mesure �:

3.2 Estimateur non paramétrique

3.2.1 Notations et Hypothèses

On observe une trajectoire du processus (X"
t ; t 2 [�; T ]) solution de (3:1) et nous

considérons l�estimateur à noyau de f est dé�ni par (cf.[13])

f̂(t) =
1

 "

Z T

0
K

�
� � t
 "

�
dX"

� (3.4)

où  " tend vers 0 avec ": Le noyau K est borné,
R +1
�1 K(u)du = 1 et K(u) = 0 pour

u =2 [A;B] où AB < 0:

Nous rappelons les inégalités suivantes (voir par exemple [10])8>><>>:
sup

�2�1(L)
sup
0�t�T

��X"
t �X0

t

�� � "eK1T sup
0�t�T

jWtj

sup
�2�1(L)

sup
0�t�T

E"�
��X"

t �X0
t

�� � T"2eK2T 2
(3.5)

où K1 et K2 sont des constantes strictement postives.

3.2.2 Convergence en moyenne quadratique

Proposition 3.1 (cf.[13]). Soit [a; b] � ]0; T [ : Si  " ! 0; "2 �1" ! 0 quand "! 0, alors:

lim
"!0

sup
�2�1(L)

sup
a�t�b

E"�
h
f̂(t)� f(t)

i2
= 0
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Preuve De la dé�nition de l�estimateur (3:4), de l�équation (3:1) et de l�inégalité (a+ b+ c)2 �
3
�
a2 + b2 + c2

�
, pour t 2 [a; b] on a:

E"�
h
f̂(t)� f(t)

i2
= E"�

24 1
 "

Z T

0
K

�
� � t
 "

�
dX"

� �
1Z
�

X0
t�s � (ds)

352

= E"�

0BBBBBBBBBB@

24 1
 "

R T
0 K

�
� � t
 "

�0@ 1Z
�

X"
��s � (ds)�

1Z
�

X0
��s � (ds)

1A d�

35
+

24 1
 "

R T
0 K

�
� � t
 "

�0@ 1Z
�

X0
��s � (ds)

1A d� �
1Z
�

X0
t�s � (ds)

35
+
"

 "

R T
0 K

�
� � t
 "

�
dW�

1CCCCCCCCCCA

2

� 3E"�

24 1
 "

Z T

0
K

�
� � t
 "

�0@ 1Z
�

X"
��s � (ds)�

1Z
�

X0
��s � (ds)

1A d�

352

+3E"�

24 1
 "

Z T

0
K

�
� � t
 "

�0@ 1Z
�

X0
��s � (ds)

1A d� �
1Z
�

X0
t�s � (ds)

352

+3
"2

 2"

Z T

0
K

�
� � t
 "

�2
d�

On posons u =
� � t
 "

; "0 = sup
�
" > 0; 0 <  " < � a

A

	
; "" = sup

�
" > 0; 0 <  " <

T�b
B

	
,

nous avons pour " < "1 := min ("
0; "")

3
"2

 2"

Z T

0
K

�
� � t
 "

�2
d� = 3

"2

 "

Z B

A
K2(u)du

= C1"
2 �1"

Du fait que X0 est de classe C1 et K a support compact, nous appliquons le théorème des

accroissements �nis, nous avons
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������ 1 "
Z T

0
K

�
� � t
 "

�0@ 1Z
�

�
X0
��s �X0

t�s
�
� (ds)

1A d�

������
=

������
Z B

A
K (u)

0@ 1Z
�

�
X0
t+u "�s �X

0
t�s

�
� (ds)

1A du

������
=

������
Z B

A
K (u)

0@ 1Z
�

u "X
00
t+
u "�s � (ds)

1A du

������
�  "

�Z B

A
juK(u)j du

�
sup

�2�1(L)
k�k sup

0�t�T

���X00
t

���
�  "

�Z B

A
u2du

� 1
2
�Z B

A
K2(u)du

� 1
2

sup
�2�1(L)

k�k sup
0�t�T

���X00
t

���
� C2 "

où désigne X00
t la dérivée de X0

t par rapport à t; 
 2 ]0; 1[ et C2 est une constante positive.
En�n, pour " < "1 et en utilisant l�inégalité de Cauchy-Schwarz et les inégalités

(3:5), nous obtenons

E"�

24 1
 "

Z T

0
K

�
� � t
 "

�0@ 1Z
�

X"
��s � (ds)�

1Z
�

X0
��s � (ds)

1A d�

352

= E"�
�Z B

A
K (u)

�Z 1

�

�
X"
t+u "�s �X

0
t+u "�s

�2
� (ds)

�
du

�2
� (B �A)

Z B

A
K2 (u)E"�

�
k�k2

Z 1

�

�
X"
t+u "�s �X

0
t+u "�s

�2
� (ds)

�
du

� (B �A) sup
�2�1(L)

k�k2
�Z B

A
K2 (u) du

�
sup
0�t�T

E"�
�
X"
t �X0

t

�2
� C3"

2

où C3 est une constante strictement positive. Alors

E"�
h
f̂(t)� f(t)

i2
� C1"

2 �1" + C2 
2
" + C3"

2

d�où

lim
"!0

sup
�2�1(L)

sup
a�t�b

E"�
h
f̂(t)� f(t)

i2
= 0

La proposition suivante permet de sà¤ranchir d�un intervalle �xé [a; b] :
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Proposition 3.2 (cf.[13]). Soit [a"; b"] � ]0; T [ tel que a" ! 0 et b" ! T: Si a" �1" !
+1; (T � b") �1" ! +1;  " ! 0 et " �1" ! 0 quand "! 0, alors

lim
"!0

sup
�2�1(L)

sup
a"�t�b"

E"�
h
f̂(t)� f(t)

i2
= 0

Preuve On dé�nit "0 = sup
�
" > 0;  " < �a"

A

	
; "" = sup

�
" > 0;  " <

T�b"
B

	
, pour " <

"1 := min ("
0; ""), on obtient les mêmes majorations précédentes et on prend le suprêmum

sur l�intervalle [a"; b"] :

Corollaire 3.1 (cf.[13]). Pour tout t 2 ]0; T [ ; f̂(t) converge en moyennne quadratique
vers f(t) quand "! 0:

Preuve Directe de la proposition 3.2.

3.2.3 Vitesse de convergence

Proposition 3.3 (cf.[13]). Sous les hypothèses de la proposition 3.2, on a

lim sup
"!0

sup
�2�1(L)

sup
a"�t�b"

E"�
�
"�

4
3

���f̂(t)� f(t)���2� <1
Preuve De la démonstration de la proposition 3.1 et pour " < "1; nous avons

sup
a"�t�b"

E"�
���f̂(t)� f(t)���2 � C1"

2 �1" + C2 
2
" + C3"

2

�  2"
�
C1"

2 �3" + C2 + C3"
2 �2"

�
Si on choisit  " tel que "

2 �3" = 1 i.e.  " = "
2
3 , alors

sup
a"�t�b"

E"�
�
"
�4
3

���f̂(t)� f(t)���2� < C1 + C2 + C3"
2
3

d�où le résultat.

3.2.4 Convergence en loi

Proposition 3.4 (cf.[13]). Pour " > 0 et a"; b" véri�ant les conditions de la proposition

3.2, on pose pour t 2 [a"; b"] :

Y "(t) =

�Z +1

�1
uK(u)du

��Z �

0
X00 (t� s)�(ds)

�
+ �"(t)
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où

�"(t) =
1

 
1
2
"

Z T

0
K

�
� � t
 "

�
dW� ;  " = "

2
3

Alors

lim
"!0

sup
�2�1(L)

sup
a"�t�b"

E"�
h
"�

2
3

�
f̂(t)� f(t)

�
� Y "(t)

i
= 0 p:s:

De plus pour t 2 [a"; b"] ; la v.a �"(t)est gaussienne centrée de covariance
R
K2(u)du et si

t 6= s; on a

lim
"!0

E"� [�
"(t)�"(s)] = 0

Preuve De la dé�nition de f̂ et de l�équation (3:1), on a pour t 2 [a"; b"]

f̂(t) =
1

 "

Z T

0
K

�
� � t
 "

��Z 1

�
X"
��s � (ds)

�
d� +

"

 "

Z T

0
K

�
� � t
 "

�
dW�

En posant u =
� � t
 "

; l�expression précédente devient

f̂(t) =

Z ��t
 "

�t
 "

K (u)

�Z 1

�

�
X "

t+u "�s �X
0
t+u "�s

�
� (ds)

�
du+

+

Z ��t
 "

�t
 "

K (u)

�Z 1

�

�
X 0

t+u "�s

�
� (ds)

�
du

+
"

 
1
2
"

Z ��t
 "

�t
 "

K (u) d ~Wu

où
�
~Wu =  

1
2
"

�
Wt+u " �Wt

�
; A � u � B

�
est un processus de Wiener bilatéral pour " <

"1: De la dé�nition de f , on en déduit que pour " < "1 :

f̂(t)� f(t) =

Z ��t
 "

�t
 "

K (u)

�Z 1

�

�
X 0

t+u "�s �X
0
t�s

�
� (ds)

�
du (3.6)

+

Z ��t
 "

�t
 "

K (u)

�Z 1

�

�
X "

t+u "�s �X
0
t+u "�s

�
� (ds)

�
du

+
"

 
1
2
"

Z ��t
 "

�t
 "

K (u) d ~Wu

En appliquant le théorème des accroissements �nis pour le premier terme dans (3.6), nous

obtenonsZ ��t
 "

�t
 "

K (u)

�Z 1

�

�
X 0

t+u "�s �X
0
t�s

�
� (ds)

�
du =  "

Z ��t
 "

�t
 "

uK(u)

�Z 1

�

�
X 00

t+u
 "�s

�
� (ds)

�
du

(3.7)
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où 
 2 ]0; 1[ : Posons
V " (t) = "

�2
3

�
f̂(t)� f(t)

�
Pour  " = "

2
3 ; on déduit de (3:6) et (3:7) et de la dé�nition de Y " que

V " (t)� Y " (t) =

Z ��t
 "

�t
 "

uK(u)

�Z 1

�

�
X 00

t+u
 "�s

�
� (ds)

�
du

+"
1
3

Z ��t
 "

�t
 "

K (u)

 Z 1

�

 
X "

t+u "�s �X
0
t�s+u "

"

!
� (ds)

!
du

�
 Z ��t

 "

�t
 "

uK(u)du

!�Z 1

�

�
X 00

t�s

�
� (ds)

�
Donc

jV " (t)� Y " (t)j �
Z ��t

 "

�t
 "

juK(u)j
�Z 1

�

���X 00
t+u
 "�s �X

00
t�s

��� j�j (ds)� du (3.8)

+"
1
3

Z ��t
 "

�t
 "

K (u)

 Z 1

�

�����X
"
t+u "�s �X

0
t�s+u "

"

����� j�j (ds)
!
du

D�autre part, de l�équation (3:2) ; on a���X 00
t+u
 "�s �X

00
t�s

��� � C1 juj "

où C1 est une constante strictement positive. En utilisant les inégalités (3:5), (3:7) et (3:8) ;

on obtient

jV " (t)� Y " (t)j � C1"
2
3

 Z ��t
 "

�t
 "

juj2 jK(u)j du
!

sup
�2�1(L)

k�k

+C2"
1
3 sup
�2�1(L)

k�k sup
0�u�T

jW (u)j

où C2 > 0: Commme la variable aléatoire sup
0�u�T

jW (u)j est p.s. �nie a le noyau K est à

support compact, on en déduit le résultat.

Comme conséquence de la proposition 3.4, on a le résultat suivant :

Corollaire 3.2 (cf.[13]). Si le noyau K véri�e
R
uK(u)du = 0, alors pour tout � 2

�1 (L) et t 2 ]0; T [, on a
"�

2
3

�
f̂(t)� f(t)

�
=)"!0 Y

où la variable aléatoire Y est gaussiènne centré de variance
R
K2(u)du:
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3.2.5 Convergence des lois de dimensions �nies

Des notations de la proposition 3.4, des dé�nitions de f et f̂ et pour tout t 2
[a"; b"] ; " > 0; on pose

V " (t) = "
�2
3

�
f̂(t)� f(t)

�
Corollaire 3.3 (cf.[13]). Soit l 2 N�:¨ Pour tout t1; t2; :::tl 2 ]0; T [ ; on a

(V " (t1) ; V
" (t2) ; :::; V

" (tl)) =) Nl

quand "! 0 où Nl est un vecteur gaussien de Rl de moyenne le vecteur (m (t1) ;m (t2) ; :::;m (tl))

dé�nie par

m (ti) =

�Z
uK(u)du

��Z 1

�

�
X 00

ti�s

�
� (ds)

�
i = 1; :::; l et de matrice de covariance P

= �2Il

où �2 =
R
K2(u)du et Il est la matrice identité dans Rl.

Preuve Nous utilisons le critère de Gramer-Wold. Soit �1; �2; :::; �l 2 R: On a

max
ti

����� lP
j=1

�jV
" (tj)�

lP
j=1

�jY
" (tj)

����� � lP
j=1

j�j jmax
ti
jV " (tj)� Y " (tj)j

où le maximum est pris pour tous les choix de l points de ]0; T [.

D�après la proposition 3.4, le majorant ci-dessus tend vers 0 p.s. et pour " < "1

les variables aléatoires Y " sont gaussiennes de moyenne m (ti) de l�enoncé et de variance �2:

De plus si " < "1

E"� ((Y
" (ti)�m (ti)) (Y " (tj)�m (tj))) = �ij�

2

�ij est le symbole de Kronecker.

3.3 Estimation de la densité par la distance minimale

3.3.1 Notations et hypothèses

Dans cet partie, nous étudions l�estimateur de la mesure � dans le modèle (3:1) par

une méthode de type "distance minimale". On supose que � 2 �1 (L) et que

f =
d�

d�
=

LP
i=1

ciei
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où (ei)i=1;:::;L est un système de fonctions indépendantes véri�ants la condition C1 (voir p.

21 du chapitre 2) et ci > 0: On se propose d�estimer le paramètre � = (c1; c2; :::; cL) 2 � =
]0; D[Loù D > 0:

L�estimateur de la distance minimale EMD de � est dé�ni par :

~�" := arg inf
�2��

Z b"

a"

�
f̂"(t)�

LP
i=1

ci

Z 1

�
X0
t�sei(s)ds

�2
�(dt) (3.9)

où l�estimateur f̂"(t) est donné par (3:4) avec  " = "
2
3 ; � est une mesure positive �nie sur

]0; T [ et a"; b" véri�ent les conditions de Proposition 3.2. Nous suivons l�étude faite dans [13]

pour étudier l�éstimateur (3:9) : Si (3:9) admet plusieurs solutions, on choisit pour ~�" l�une

d�elles.

Posons

S(t; �;X) =
LP
i=1

ci

Z 1

�
Xt�sei(s)ds

Pour tout � > 0 et pour tout compact K de �; on dé�nit

g"(�) := inf
�02K

inf
k���0k>�



S(t; �;X0
� )� S(t; �0; X0

�0)



2

(3.10)

où k:k2 désigne la norme dans L2 ([a"; b"] ; �) : espace des fonctions dé�nie et de
carré intégrable par rapport à la mesure � sur [a"; b"] et k:k la norme euclidienne dans RL:

On note par _S(t; �;X0
� ) le vecteur des dérivés partiels de S par rapport à � et I(�)

la matrice

I(�) =
D
_S(t; �;X0

� );
_St(t; �;X0

� )
E
L2(]0;T [;�)

3.3.2 Convergence de l�estimateur

Proposition 3.5 Si pour tout � > 0 et pour tout compact K de �; g"(�) > 0; alors il

existe "2 > 0, tel que

8"; 0 < " < "2 ) sup
�02K

P"�0
�


~�" � �0


 > �

�
� 3 exp

�
�C g"(�)

2

"
4
3

�
où C > 0:

Preuve De la dé�nition de ~�" et pour �0 2 �; � > 0 on a


~�" � �0


 > � ) inf
k���0k��




f̂" � S(:; �;X0
� )




2
> inf
k���0k>�




f̂" � S(:; �;X0
� )




2

(3.11)
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D�autre part :


f̂" � S(:; �;X0
� )




2
�



f̂" � S(:; �;X0

�0)




2
+


S(:; �;X0

�0)� S(:; �;X
0
� )



2

D�où

inf
k���0k��




f̂" � S(:; �;X0
� )




2
�



f̂" � S(:; �0; X0

�0)




2

(3.12)

On obtient de (3:11) et (3:12)

P"�0
�


~�" � �0


 > �

�
� P"�0

�
inf

k���0k>�




f̂" � S(:; �;X0
� )




2
�



f̂" � S(:; �0; X0

�0)




2

�
(3.13)

Or 


f̂" � S(:; �;X0
� )




2
�


S(:; �;X0

� )� S(:; �0; X0
�0)



2
�



f̂" � S(:; �0; X0

�0)




2

Donc

inf
k���0k>�




f̂" � S(:; �;X0
� )




2
� inf

k���0k>�



S(:; �;X0
� )� S(:; �0; X0

�0)



2
�


f̂" � S(:; �0; X0

�0)




2

� g"(�)�



f̂" � S(:; �0; X0

�0)




2

Par suite (3:13) donnne

P"�0
�


~�" � �0


 > �

�
� P"�0

�
2



f̂" � S(:; �0; X0

�0)




2
� g"(�)

�
D�après (3:6)et (3:7) et pour f(t) = S(t; �0; X

0
�0
); � =

LP
i=1

ci
R 1
� ei(s)ds, on a pour tout

" < "1 :


f̂" (t)� S(t; �0; X0
�0)




2
=  "

Z B

A
uK(u)

�Z 1

�
X00
t�s+
u "�(ds)

�
du (3.14)

+

Z B

A
K(u)

�Z 1

�

�
X"
t�s+
u " �X

0
t�s+
u "

�
�(ds)

�
du

+
"

 
1
2
"

�"(t)

où 
 2 ]0; 1[ : Pour le premier terme de (3:14), les hypothèses sur K; � et X0 2 C0 implique
que la fonction

h"(t) =

Z B

A
uK(u)

�Z 1

�
X00
t�s+
u "�(ds)

�
du

est bornée par une constante C1 sur [0; T ] :
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Le deuxième terme est majoré presque sûrement gràce aux inégalités (3:5) par

C2" sup
0�t�T

jWtj où C2 > 0.

En utilisant les propriétés de l�intégrale stochastique, on peut écrire que pour

" < "1;  " = "
2
3 et t 2 ]0; T [ :

�"(t) =
1

 
1
2
"

Z T

0
K(

� � t
 "

)dW (�) =W1

�
�2
�

où W1 est un processus de Wiener et �2 =
R
K2(u)du:

Par conséquent si " < "2 := min

 
"1;

g"(�)
3
2

6C1
;
C3�

3

C2T
1
2

!
:

P"�0
�


~�" � �0


 > �

�
� P"�0

�
2



f̂" � S(:; �0; X0

�0)




2
� g"(�)

�
� P"�0

 
C1 " + C2"

1
3 sup
0�t�T

jWtj+ C3
��W1

�
�2
��� � 1

2
"
2
3 g"(�)

!

� P"�0

 
sup
0�t�T

jWtj �
g"(�)

6C2"

!
+ P"�0

 ��W1

�
�2
��� � g"(�)

6C3"
2
3

!

� 2 exp

�
�1

72C22T

g"(�)
2

"2

�
+ exp

�
�1

72C23�
2

g"(�)
2

"
4
3

�
� 3 exp

�
�C g"(�)

2

"
4
3

�
où C =

1

72
min(

1

TC22
;
1

�2C23
), d�où la proposition.

3.3.3 Loi limite

Nous rappellons la méthode de P.W.Millar pour la construction des estimateurs

de la distance minimale (cf. [19]). Pour � un ouvert de RL, soit �n (�; !) une v.a. à valeurs

dans un espace de Hilbert (H; k:kH) (la v.a. �n est dé�nie à partir d�une suite de variables
aléatoires i.i.d.). Les estimateurs du minimum de distance ~�n véri�ent :


�n �~�n; :�




H
= inf

�2�
k�n (�; :)kH

Pour �0 �xé dans �; on introduit les hypothèses suivantes :

H1. Identi�abilité

8" > 0; 8c > 0; 9� > 0 tel que 8n 2 N

P
�

inf
k���0k>c

k�n (�n; :)� �n (�0; :)kH > �

�
> 1� "
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H2. Bornitude

La v.a.
p
n�n (�0; :) est bornée en probabilité.

(Dans les applications cette hypothèse est remplacée par une condition plus forte

H�2. La v.a. �n converge en loi dans H vers une v.a.Z:)

H3. Di¤érentiabilité

9� (�0) = (�1; �2; :::; �n) ; �i 2 H, tel que :

�n (�; :) = �n (�0; :) + h�; � � �0i+ k� � �0k � (k� � �0k ; :)

où pour tout !; �n (:; !) est une fonction dé�nie sur R, tel que 8� > 0; 8c > 0; 9� > 0

P

 
sup
k�k>�

k� (k�k ; !)kH < c

!
> 1� �

et les �i sont linéairement indépendants dans H (h:; :i est le produit scalaire dans RL):
On note B� le sous-espace de H engendré par � = (�1; �2; :::; �L) et � le projecteur

orthogonal sur B�: Soit T l�application linéaire de RL dans B�, dé�nie par

T (x) =
LP
i=1

xi�i

Les vecteurs �i étant linéairement indépendants, l�application T est continue, bi-

jective et T�1 est linéaire et continue. (cf. [19]).

Théorème M ([14])

Sous les hypothèses H1, H2, H3, on a, quand n tend vers l�in�ni:

1.

P
�
~�n existe et unique

�
! 1

2.

�n

�
~�n

�
= (I ��) �n (�0) + �p

�p
n
�

3.

~�n � �0 = T�1 �� � �n (�0) + �p
�
1=
p
n
�
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4. Si de plus, on suppose que H�2 est véri�ée, alors

p
n
�
�n

�
~�n

�
� �n (�0)

�
) �� � Z

et
p
n
�
~�n � �0

�
) �T�1 �� � Z

dans RL: (� désigne la composition des applications)

Sous les conditions H1, H2, H3 l�estimateur de la distance minimale ~�n est

convergeant et admet une loi limite.

On note �0 la vraie valeur du paramètre � = (c1; c2; :::; cL) : On obtient la loi limite

suivante :

Proposition 3.6 Supposons que la mesure � est une mesure discrète sur ]0; T [. Si pour

tout compact K � � et � > 0; g" (�) > 0; alors:

"�
2
3

�
~�" � �0

�
) �

où

� = I�1 (�0)

Z T

0

��Z
uK(u)du

��Z 1

�
X00
t�s� (ds)

�
+ Y 0(t)

�
_S
�
t; �0; X

0
�0

�
� (dt)

La v.a. Y 0(t) est gaussienne centrée de varianceZ
K2(u)du et E(Y 0(t)Y 0(s)) = 0 si s 6= t

Preuve Nous véri�ons les hypothèses H1, H2, H3.

Dans notre cas étudié, l�espace de hilbert H est l�espace L2 (]0; T [ ; �) et la variable

aléatoire hilbertienne �" est

�" (:) = "�
2
3

�
f̂" (:)�

LP
i=1

ci

Z 1

�
X0
:�sei(s)ds

�
L�hypothèse d�identi�abilité H1 d�écoule de la condition sur la fonction g"(�):

L�hypothèse H2 est une conséquence du corollaire 3.2.

L�hypothèseH3 découle de la dérivabilité de S
�
t; �;X0

�

�
par rapport au paramètre

�:
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Du théorème M, on a :

"�
2
3

�
~�" � �0

�
= I�1 (�0)

D
"�

2
3

�
f̂" � S

�
:; �0; X

0
�0

��
; _S
E
L2(]0;T [; �)

+ �L (1)

Soit � =
mP
i=1

�i�ti où �i 2 R; ti 2 ]0; T [ et m est un entier positif. On obtient donc

"�
2
3

�
~�" � �0

�
= I�1 (�0)

mX
i=1

�i"
� 2
3

�
f̂" (ti)� S

�
ti; �0; X

0
�0

��
_S
�
ti; �0; X

0
�0

�
+ �L (1) (3.15)

D�autre part

"�
2
3

�
f̂" (ti)� S

�
ti; �0; X

0
�0

��
_S
�
ti; �0; X

0
�0

�
=

�
"�

2
3

�
f̂" (ti)� S

�
ti; �0; X

0
�0

��
� Y "(ti)

�
_S
�
ti; �0; X

0
�0

�
+Y "(ti) _S

�
ti; �0; X

0
�0

�
De la proposition 3.4, on a :���"� 2

3

�
f̂" (ti)� S

�
ti; �0; X

0
�0

��
� Y "(ti)

���! 0 p:s (3.16)

quand "! 0; et pour tout " < "1, les v.a. Y "(ti) sont gaussiennesN
�
m (ti) ; �

2
�
où

m (ti) est donnée dans le corollaire 3.2.

Comme max
ti

��S �ti; �0; X0
�0

��� <1; il en résulte de (3:15) et (3:16) que :
"
�2
3

�
~�" � �0

�
) I�1 (�0)

mX
i=1

�i

��Z
uK(u)du

��Z 1

�
X00
t�s� (ds)

�
+ Y 0(ti)

�
_S
�
ti; �0; X

0
�0

�
où Y 0(ti) est une gaussienne centrée de variance �2 =

R
K2(u)du: D�où la proposition.

Remarque 3.1 Comme dans [13], nous notons que la condition que la mesure � soit une

mesure discrète sur ]0; T [ est indispensable. En e¤et, si � est absolument continue par

rapport à la mesure de Lebesgue, la loi limite dans la proposition précédente est dégénérée.

En particulier, si
R
uK(u)du = 0; on a en calculant E

�
"
�2
3

�
~�" � �0

��2
:

"
�2
3

�
~�" � �0

�
! 0

en probabilité quand " tend vers 0: Et nous nous pouvons pas appliquer le résultat de Millar.

Nous remarquons aussi que la démonstration reste la même si on suppose que

� =
1P
i=1

�i�ti où
P
�i <1:
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3.4 Estimation du nombre de coe¢ cients de la densité des

retards

3.4.1 Introduction

Nous reprenons le modèle précédent :8>>><>>>:
dXt =

0@ lX
i=1

ci

1Z
�

Xt�s ei (s) ds

1A dt+ "dWt si t 2 [�; T ]

Xs = x0 > 0 si � 1 � s < �

(3.17)

Les coe¢ cients ci sont des réels strictement positifs connus et le paramètre d�interet

est l appartenant à l�espace paramétrique� = f1; 2; 3; :::; Lg ; où L 2 N� est un entier connu.
Notre but est l�estimation de du nombre de coe¢ cients l dans des processus de

di¤usion par les méthodes : maximum de vraisemblance, Bayes et distance minimale.

3.4.2 Estimation par Maximum de vraisemblance

Notons par P"l la loi de probabilité induite par la solution de (3:17) sur l�espace�
C[0;T ]; C

�
des fonctions continues sur [0; T ] : On dé�ni un estimateur l̂" comme solution de

l�équation suivante :
dP"

l̂"

dP"l0
(X") = max

l2�

dP"l
dP"l0

(X")

où l0 est une valeur arbitraire du paramètre.

Convergence

Proposition 3.7 Sous la condition C1, Il existe des constantes C1 > 0; C2 > 0 tel que :

max
l02�

P"l0
�
l̂" 6= l0

�
� C1 exp

�
�C2
"2

�
Preuve Soit " 2 [0; 1[. Le processus de vraisemblance est dé�ni pour l�observation X"

par:

Z";l0(u) =
dPl0+u
dPl0

(X") (3.18)



59

où u 2 f1� l0; 1� l0 + 1; :::; L� l0g�f0g : Comme X" véri�e (3:17), le rapport de vraisem-

blance s�écrit :

Z";l0(u) = exp

 
1

"

Z T

0

 
l0+uP
i=l0+1

ci

Z 1

�
X"
t�s ei (s) ds

!
dWt (3.19)

� 1

2"2

Z T

0

 
l0+uP
i=l0+1

ci

Z 1

�
X"
t�s ei (s) ds

!2
dt

1A
Dans la dernière sommation, on suppose que u � 1, sinon on inverse les bornes.
Posons û = l̂" � l0 et d un réel appartenant à

�
0; 12
�
. De la dé�nition (3:18) et de

l�inégalité de Markov, on a

P"l0
�
l̂" 6= l0

�
= P"l0

����l̂" � l0��� � 1�
= P"l0 (jûj � 1)

� P"l0

 
sup
juj�1

Z";l0(u) � Z";l0(0) = 1

!
�

P
juj�1

P"l0 (Z";l0(u) � 1)

�
P
juj�1

E"l0
�
Z";l0(u)

d
�

(3.20)

D�autre part, de (3:18)et (3:19) et l�inégalité de Cauchy-Schwartz, on a pour tout C > 0 :
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E"l0
�
Z";l0(u)

d
�
= E"l0

 
exp

 
d

"

Z T

0

 
l0+uP
i=l0+1

ci

Z 1

�
X"
t�s ei (s) ds

!
dWt

� d

2"2

Z T

0

 
l0+uP
i=l0+1

ci

Z 1

�
X"
t�s ei (s) ds

!2
dt

1A1A
= E"l0

 
exp

 
d

"

Z T

0

 
l0+uP
i=l0+1

ci

Z 1

�
X"
t�s ei (s) ds

!
dWt

� c

2"2

Z T

0

 
l0+uP
i=l0+1

ci

Z 1

�
X"
t�s ei (s) ds

!2
dt

+
c� d
2"2

Z T

0

 
l0+uP
i=l0+1

ci

Z 1

�
X"
t�s ei (s) ds

!2
dt

1A1A
� E"l0

"
exp

 
2d

"

Z T

0

 
l0+uP
i=l0+1

ci

Z 1

�
X"
t�s ei (s) ds

!
dWt (3.21)

� c

"2

Z T

0

 
l0+uP
i=l0+1

ci

Z 1

�
X"
t�s ei (s) ds

!2
dt

35 1
2

�

E"l0

24exp
0@c� d

"2

Z T

0

 
l0+uP
i=l0+1

ci

Z 1

�
X"
t�s ei (s) ds

!2
dt

1A35 1
2

Pour c = 2d2; le théorème 6.1 p.216, de [16] donne

E"l0

"
exp

 
2d

"

Z T

0

 
l0+uP
i=l0+1

ci

Z 1

�
X"
t�s ei (s) ds

!
dWt�

1

2

Z T

0

 
2d

"

l0+uP
i=l0+1

ci

Z 1

�
X"
t�s ei (s) ds

!2
dt

1A35
� 1

Par conséquent, (3:21) se transforme en

E"l0
�
Z";l0(u)

d
�
� E"l0

24exp
0@�d(1� 2d)

"2

Z T

0

 
l0+uP
i=l0+1

ci

Z 1

�
X"
t�s ei (s) ds

!2
dt

1A35 1
2

(3.22)
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Posons

A =
l0+uP
i=l0+1

ci

Z 1

�
X"
t�s ei (s) ds

B =
l0+uP
i=l0+1

ci

Z 1

�
X0
t�s ei (s) ds

En utilisant l�inégalité A2 � �B2 + 2 jBj jB �Aj, il en résulte de (3:22)

h
E"l0
�
Z";l0(u)

d
�i2

� E"l0

24exp
0@�d(1� 2d)

"2

Z T

0

 
l0+uP
i=l0+1

ciX
0
t�s ei (s) ds

!2
dt (3.23)

+2
d(1� 2d)

"2

Z T

0

����� l0+uPi=l0+1 ci
Z 1

�
X0
t�s ei (s) ds

����������� l0+uPi=l0+1 ci
Z 1

�

�
X0
t�s �X"

t�s
�
ei (s) ds

����� dt
#

� exp

0@�d(1� 2d)
"2

Z T

0

 
l0+uP
i=l0+1

ciX
0
t�s ei (s) ds

!2
dt

1A�
E"l0

"
exp

 
2
d(1� 2d)

"2

Z T

0

����� l0+uPi=l0+1 ci
Z 1

�
X0
t�s ei (s) ds

����� ������ l0+uPi=l0+1 ci
Z 1

�

�
X0
t�s �X"

t�s
�
ei (s) ds

����� dt
!#

D�autre part, pour tout t 2 [0; T ], X0
t � x0 (cf. [18] ), on en déduit que

l0+uP
i=l0+1

ciX
0
t�s ei (s) ds � x0C

l0+uP
i=l0+1

ci � x0C jujmin (ci) > 0

Par suite

exp

0@�d(1� 2d)
"2

Z T

0

 
l0+uP
i=l0+1

ciX
0
t�s ei (s) ds

!2
dt

1A � exp
�
�d(1� 2d)

"2
TK1u

2

�
(3.24)

où K1 est une constante strictement positive.

Par ailleurs, pour tout t 2 [0; T ] ;

X0
t � x0e

MT

où

M = T sup
i
jei(s)j

�
l0P
i=1

ci

�
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(cf. p.34 du chapitre 2).

Donc, ����� l0+uPi=l0+1 ci
Z 1

�
X0
t�s ei (s) ds

����� �
l0+uP
i=l0+1

����ci Z 1

�
X0
t�s ei (s) ds

����
� x0M

0
l0+uP
i=l0+1

jcij eMT

� K2 juj (3.25)

Des inégalités (3:5), on a����� l0+uPi=l0+1 ci
Z 1

�

�
X0
t�s �X"

t�s
�
ei (s) ds

����� � C
l0+uP
i=l0+1

ci sup
t2[0;T ]

��X0
t �X"

t

��
� C"

l0+uP
i=l0+1

ci sup
t2[0;T ]

jWtj

� K3" sup
t2[0;T ]

jWtj (3.26)

où K3 est une constante strictement positive.

En utilisant la majoration suivante (cf. [12], p. 18)

E"l0

 
exp

 
k sup
0�t�T

jWtj
!!

� 2
�
1 + Tk2

�
exp

�
1

2
Tk2

�
pour tout k > 0

les inégalités (3:24) ; (3:25) et (3:26) ; il en résulte de (3:23) et de l�inégalité 1+u � eu pour

u 2 R;

h
E"l0
�
Z";l0(u)

d
�i2

� E"l0

"
exp

�
�d(1� 2d)

"2
TK1u

2

�
� exp

 
d(1� 2d)

"2
K4u" sup

t2[0;T ]
jWtj

!#

� 2 exp

�
�d(1� 2d)

"2
TK1u

2

� 
1 + T

�
d(1� 2d)

"2
uK4"

�2!
�

exp

 
1

2
T

�
d(1� 2d)

"2
uK4"

�2!

� 2 exp

�
�d(1� 2d)

"2
TK1u

2
�
1�K5d

2(1� 2d)2
��

où K4; K5 sont des constantes strictement positives.

Si on pose Dd = K1d(1� 2d)
�
1�K4d

2(1� 2d)2
�
, alors il existe d 2

�
0; 12
�
tel que

Dd > 0: (du fait que la fonction Dd est de classe C1 sur R; D0 = 0 et la dérivée au point

0 est strictement positive).
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Finalement, on en déduit par (3:21):

P"l0
�
l̂" 6= l0

�
�

X
u2f1�l0;:::;L�l0g�f0g

2 exp(
�u2
"2

Dd)

� C1 exp(
�C2
"2

)

où C1 et C2 sont strictement positifs, d�où le résultat.

3.4.3 Estimateur de Bayes

On considère le paramètre l dans (3:17) comme une variable aléatoire réelle de

densité à priori � (�) dé�nie sur f1; 2; :::; Lg. On note �l" l�estimateur de Bayes relative à la
fonction de perte

w(l � y) = jl � yjd ; d > 0

L�estimateur �l" est solution de l�équation

LP
l=1

w(l � �l")p(l = X") = min
y2f1;2;:::;Lg

LP
l=1

w(l � y)p(l = X")

où p(l = X") est la densité à postériori de l étant donné l�observation X" (densité

obtenue par la règle de Bayes).

Dans le cas des fonctions de perte quadratique (d = 2), �l" est donné par

�l" (X
") = E (l = X") =

LP
i=1

i� p(i = X")

Les propriétés asymptotique de �l" sont obtenues de la même manière que celles de

l�e.m.v l̂". Nous énonçons :

Proposition 3.8 Si l0 est la vrai valeur du paramètre et � (�) est bornée et positive, alors

sous P"l0 :

lim
"!0

�l" = l0

3.4.4 Estimateur de la distance minimale

L�observation X" véri�e (3:17) et on se propose d�estimer l�ordre l avec les nota-

tions précédentes par

~l" = arg min
l2f1;2;:::;Lg

Z b"

a"

�
f̂"(t)�

lP
i=1

ci

Z 1

�
X0
t�sei(s)ds

�2
�(dt)
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où f̂" est l�estimateur non paramétrique dé�nie par (3:4) de la fonction

S
�
t; l;X0

�
=

lP
i=1

ci

Z 1

�
X0
t�sei(s)ds

avec X0 est la solution déterministe associée à (3:17) pour " = 0 et � est une

mesure bornée sur ]0; T [ :

Pour tout u 2 N�, on pose

h" (u) = min
l02f1;2;:::;Lg

min
jl�l0j�u

�Z b"

a"

�
S
�
t; l;X0

l

�
� S

�
t; l0; X

0
l0

��2
�(dt)

� 1
2

Proposition 3.9 Si pour tout u 2 N�; h" (u) > 0; alors il existe C > 0 tel que

max
l02f1;2;:::;Lg

P"l0
�
~l" 6= l0

�
� 3 exp

�
�Ch" (u)

"
4
3

�

Preuve Identique à celle de la proposition 3.5 où l�on remplace g" par h" et S
�
t; �;X0

�
par S

�
t; l;X0

�
:
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Chapitre 4

Simulations

4.1 Introduction

Pour illustrer le comportement des estimateurs du maximum de vraisemblance

étudiés dans Chapitre 2, nous simulons des trajectoires de processus de di¤usion.par la

méthode d�Euler-Maruyama (cf. [2], [3], [4]). Nous utilisons le logiciel R pour l�analyse sta-

tistique des estimateurs. Nous simulons des trajectoires du mouvement brownien à l�aide de

la bibliothèque "far" développée par J.Damons et S.Guillas ( Modelization for Functional

AutoRegressive processes Package: far Version: 0.6-0 (2005-01-10) License: LGPL-2.1 ver-

sion 2.14.0 (31-10-2011) du logiciel R). Plus précisement, elle utilise la décomposition de

Karhunen Loève du mouvement brownien sur l�intervalle [�; T ] :

Wu =
1X
j=1

p
2TY �j

sin
�
(j � 1=2) �uT

�
� (j � 1=2) ; u 2 [�:T ]

où Y �j sont des variables aléatoires i.i.d N (0; 1) et où les sommes in�nies sont approximées

par des sommes �nies (cf. [20]). Par la suite, à l�aide de la la méthode d�Euler-Maruyama

nous simulons des trajectoires de processus de di¤usions dé�nies par les EDS ci dessous.

Les graphes sont obtenus par le Logiciel R qui possède des possibilités pour explorer les

données et illustrer les comportements des estimateurs.
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4.2 1er Cas. Estimation d�un paramètre

Nous simulons les trajectoires de processus de di¤usion véri�ant l�équation dif-

férentielle stochastique suivante:8>>><>>>:
dX"

t =

0@c1 1Z
�

X"
t�s e1 (s) ds

1A dt+ "dWt si t 2 [�; T ]

Xs = x0 si � 1 � s < �

on choisit c1 = 1; � = 0:1; x0 = 2; T = 2 et e1(s) = cos((pi=2) � s):
La �gure suivante présente une trajectoire observée de (X"

t ; t 2 [�; T ]) pour " = 0:9

�gure 1

La �gure suivante présente une trajectoire observée de (X"
t ; t 2 [�; T ]) pour " = 0:1
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�gure 2

4.2.1 Comportement de l�estimateur EMV

La �gure 3 présente le comportement de l�estimateur EMV ĉ1 du coe¢ cient c1 = 1

quand " tend vers 0
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�gure 3

4.3 2ème Cas. Estimation de deux paramètres

Nous simulons les trajectoires de processus de di¤usion véri�ant l�équation dif-

férentielle stochastique suivante:8>>><>>>:
dX"

t =

0@c1 1Z
�

X"
t�s e1 (s) ds+ c2

1Z
�

X"
t�s e2 (s) ds

1A dt+ "dWt si t 2 [�; T ]

Xs = x0 si � 1 � s < �

on choisit c1 = 1; c2 = 3; � = 0:1; x0 = 1; T = 2; e1(s) = x et e2(s) = x2
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La �gure suivante présente une trajectoire observée de (X"
t ; t 2 [�; T ]) pour " = 0:9

�gure 4
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La �gure suivante présente une trajectoire observée de (X"
t ; t 2 [�; T ]) pour " = 0:1

�gure 5

4.3.1 Comportement des estimateurs EMV des deux paramètres

La �gure 6 présente le comportement de l�estimateur ĉ1 de c1 = 1 quand " tend

vers 0
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�gure 6

La �gure 7 présente le comportement de l�estimateur ĉ2 de c2 = 3 quand " tend

vers 0
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�gure 7

4.4 3ème Cas. Estimation de trois paramètres

Nous simulons les trajectoires de processus de di¤usion véri�ant l�équation dif-

férentielle stochastique suivante:

8>>><>>>:
dX"

t =

0@c1 1Z
�

X"
t�s e1 (s) ds+ c2

1Z
�

X"
t�s e2 (s) ds+ c3

1Z
�

X"
t�s e3 (s) ds

1A dt+ "dWt si t 2 [�; T ]

Xs = x0 si � 1 � s < �
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on choisit c1 = 0:5; c2 = 1; c3 = 2; � = 0:1; x0 = 1; T = 2; e1(s) = x , e2(s) = x2 et

e3(s) = x3:

La �gure suivante présente une trajectoire observée de (X"
t ; t 2 [�; T ]) pour " = 0:9

�gure 8
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La �gure suivante présente une trajectoire observée de (X"
t ; t 2 [�; T ]) pour " = 0:1

�gure 9

4.4.1 Comportement des estimateurs EMV des trois paramètres

La �gure 10 présente le comportement de l�estimateur ĉ1 de c1 = 0:5 quand " tend

vers 0
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�gure 10

La �gure 11 présente le comportement de l�estimateur ĉ2 de c2 = 1 quand " tend
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vers 0

�gure 11

La �gure 12 présente le comportement de l�estimateur ĉ3 de c3 = 2 quand " tend
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vers 0

�gure 12

4.5 Conclusion

Nous remarquons que dans tous les cas de simulation, un bon comportement des

estimateurs quand " tend vers 0. Dans les simulations précédentes nous avons pris un

nombre �ni de coe¢ cients (ou paramètres) dans le drift (L = 1; L = 2; L = 3), cependant

nous pouvons augmenter le nombre de paramètres à estimer mais les formules permettant

l�obtention des estimateurs sont plus compliquées à implémenter numériquement.
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Conclusion

Dans cette thèse nous avons étudié l�estimation paramétrique d�un drift dans un

processus de type di¤usion avec une mesure des retards par la théorie générale de Ibragimov-

Hasminski [7] et Y. Kutoyants [10]. Nous avons supposé que la mesure des retards admet

une densité avec un developpement �ni sur un systeme de fonctions données.

Nous avons étudié les estimateurs du maximum de vraisemblance et de Bayes des

coe¢ cients de la densité des retards. Nous avons aussi étudié l�estimation de ces coe¢ cients

par la distance minimale.

Nous avons aussi présenté des simulations numériques pour illuster le comporte-

ment de ces estimateurs.

Nous avons supposé que la densité admet un developpement �ni dans un systeme

de fonctions ce qui appelle à continuer cette étude dans le cas de developpement in�ni.
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