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Introduction

0.1 Motivations

L’étude des équations aux dérivées partielles elliptiques est 'un des sujets de recherche
de grande importance dans ’analyse sur les variétés développé ces derniéres années dans
de nombreux travaux [7], [8], [9].

Différentes techniques sont employées pour la résolution d’équations aux dérivées
partielles elliptiques comme par exemple "la méthode variationnelle" développée par

Yamabé lui méme pour résoudre le probleme de la courbure scalaire prescrite.

0.2 Enoncé du probléme

Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte de classe C*°de dimension n > 5 et de
métrique g.

On note par HZ(M) I'espace de Sobolev standard qui est le complétement de 'espace
C3(M) ={p € C®(M) : |lplly, < +oo}

par rapport a la norme
k=2
||90||2,2 = Z Hvk<ﬂH2~
k=0

L’espace HZ(M) sera muni de la norme équivalente



1
||u||H§(M) - (/M |Agu|2 + |vgu‘2 +uldu(g))?.

Le probléme que nous nous sommes proposés de résoudre peut étre énoncé de la fagon
suivante:

existe-il une fonction u € HZ(M) solution de ’équation

AZu — divy (a(x)Vgu) + b(z)u = A w2 u+ f(2) |ul¥ P u (1)

ou a, b et f sont trois fonctions de classe C'*° sur M et f est supposée en plus strictement
positive, A > 0 suffisamment petit et 1 < ¢ < 2 (N = %) I’exposent critique de
Sobolev.

En 1979 Michel Vaugon a prouvé 'existence d’un réel A et d’une fonction de classe
C*sur M non identiquement nulle vérifiant une équation du type (2.1) avec un second
membre de la forme \f(¢,z) ou f(¢,x) est une fonction impaire croissante en ¢ et vérifiant
I'inégalité :

n+4
n—4

lf(t,x)| <a+bl|t

Depuis 1990 des résultats ont été établis pour des fonctions f, a et b bien précises.
D.E.Edminds, D.Fortunato et E.Jannelli ont montré que les seules solutions dans R"
de I’équation

+4
A2'U, = U 'Z74

sont les fonctions positives, symétriques, radiales et décroissantes suivantes

((n — 4)n(n? - z_x>e4>"8“.

(r2 +e2)" 7

uc(z) =

En 1996, F.Bernis, J.Garcia-Azorero et I.Peral ont montré ’existence d’au moins

deux solutions positives du probléme



A —duful'? =u |u\% dans €,
Au=u =0 sur 0f2,

ou €2 est un domaine borné de R"et 1 < ¢ < 2, A > 0 dans un certain intervalle.

En 2001, [7], D.Caraffa a prouvé l'existence d’une solution non triviale de classe C**
vérifiant une équation du type (2.1) avec le second membre de la forme Af(z) [u|™ 2w,
A > 0 d’ abord pour f une constante et ensuite f une fonction positive. Recemment M.
Benalili [3], [4] a considéré le probléme de multiplicité des solutions.

Dans notre travail nous étudions 1’équation (2.1), nous utiliserons une méthode dévélop-
pée par Ambrosetti et Peral dans [1] et appliquée dans le cas du p-Laplacian [2].

Nous considérons la fonctionnelle

/|A ul —a(2) |V ul+b(a)ado(g ——/ luf? du(g) /f ™ du(g)

que nous ferons varier sur la variété

My ={ue Hj(M): ®\(u) = (VJr(u),u) =0et |lu]| >p>0}
et on prendra les fonctions a(x) et b(x) de telle maniére que

1
2

foll = ([ 180" = o) (9,01 + st

soit une norme équivalente de H2(M).
On cherche les solutions de ’équation (2.1) comme des points critiques de la fonction-
nelle Jy(u) sur M. On montre que la fonctionnelle J vérifie la condition de Palais-Smale

sur la contrainte M, au niveau

O<e<

n KI(Maz pen f(x))"T



ou )
1 [ Aull;

= infueH%(Rn)—{O}W
N

On montre P'éxistence d’une solution u € C**(M), 0 < a < 1, non nulle avec sa
fonction d’énergie J) strictement positive sur Myet A > 0 dans un certain intervalle. Le

résultat obtenu s’énonce comme suit

Théoréme 0.1 Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n > 6 et
a, b, f trois fonctions de classes C™ sur M telles que

1) f(z) > 0 sur toute la variété M.

2) Au point x, ot [ atteint son mazximum, on suppose que

Sy(zs) + 3a(xs) > 0 pourn =6

(n2+4n—20) (n—1)
2(n+2)(n—6) Sg(s) + ma(%)

f(xo)
alors, I’équation (2.1) admet une solution u non triviale de classe C**, a € (0,1).

et( —%Af(x°)> >0 pourn > 6



Chapitre 1

NOTIONS PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, nous introduisons les notions d’analyse nécessaires a la compréhension
de la suite de notre travail.

Pour plus d’information sur le sujet on renvoie le lecteur aux références [1] et [2] .

1.1 Définitions et propriétés

Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension n > 1 et V la connexion de Levi-Civita

donnée par son expression locale

1 g | Ogu  0Ogy
pk — = ki 990 _ Y9
i = 99 (8% + oxj 8ml>

ol g;; et g désignent respectivement le tenseur riemannien et son inverse .

Le tenseur de courbure R relatif a la connexion V s’écrit

CL 8@ 8xk

l a l «
+ Fja ki Pka ji

celui de Riemann Rm, est alors donné par :
o
Rijr = giaRjkl

9



Le tenseur de courbure de Ricci est obtenu par contraction de R

Rij = R, = gaBijB

(1o %]

La courbure scalaire est la fonction numérique de classe C*°sur M notée par S, est

définie par

Sg = Rijgij

1.2 Classe conforme de g

Définition 1.1 Si f > 0, est une fonction de classe C*sur M strictement positive,

g = fg est dite métrique conforme a g. La classe conforme de g est notée

gl =1 fg, feC®(M)etf>0}.

La méthode variationelle est essentiellement basée sur le théoréme suivant

1.3 Théoréme de Rellich-Kondrakov

Théoréme 1.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n > 5, q
> 1 réel, et m < k deux entiers.

- Sh
- Sh

- Pour N = 2% Uinclusion H3 (M) dans L™ (M) cesse d’étre compacte.

> E=m - glors HY (M) C HE (M) pour tout p > 1 tel que 1 > %— kem

1
p
> % — "C_Tm,alors ["inclusion est compacte.

DW= Q=

Un invariant conforme a été découvert par Paneitz en dimension 4 et généralisé par

Branson pour les dimensions supérieures [5].

10



1.4 Opérateur de Paneitz-Branson

Définition 1.2 Pour n > 5, l'opérateur de Paneitz -Branson est donné par

(n—2)%+4 4 n—4
2(n—2)(n—1)Sg'g —n_2chg)du)+—2 Qqu

Pl (u) = A2u — divy((
ol
1 n3 — 4n? + 16n — 16 2
- A 2 _
=1 T o222 0 (n—2)

Qqu = |Ricg|2

et Agu est Uopérateur de Laplace-Beltrami.
Syt la courbure scalaire

Ric, : le tenseur de Ricci

Qg : la Q-courbure

du : la différentielle de u.

Définition 1.3 Soit g = u%?lg , u > 0, une métrique conforme a g, alors l'opérateur

P} est conformément invariant dans le sens suivant : pour tout f € C*(M),

n+4

Py (fu) =u""P;(f)

1.5 Solutions faibles

Dans les méthodes variationnelles, les solutions obtenues, points critiques de fonction-
nelles, sont dans les espaces fonctionnelles de Sobolev, elles sont dites distribustionnelles

ou faibles.

Définition 1.4 Soient (M, g) une variété Riemannienne, a et b deuz fonctions réelles

de classe C* sur M et f € Li, (M), alors u est dite solution faible de l’équation

loc

A2u — divg (a(x)Vgu) + b(z)u = A lul"?u+ f(2) |ul¥ Pu

11



si pour tout ¢ € C*(M),

[ (@80}, +a (V0. V), + bug)dv, = [ (Ml ut f@) [ul ) oo,
M

M

Le théoréme suivant est clé dans la recherche des solutions faibles

1.6 Théoréme des multiplicateurs de Lagrange

Théoréme 1.2 Soient (E,|.||) un espace de Banach, Q2 un ouvert de E et f : Q@ — R
une fonction différentiable sur Q et ® : Q — R"™ une application de classe C' sur
de composantes ®1,..,®,. Etant donné a un point de R", on pose K = ®~!(a) que 'on
suppose non vide, si en un point r, € K

f(z) = int f(x) (L.1)

zeK

et si de plus ladifférentielle dP(z,) € L(E , R") est surjective alors ils existent des réels

A1, .., Ay pour lesquels
df(xo) = /\1d(1)1<1’o) + ...+ )\ndq)n(flfo>

Cette équation est I’équation d’Euler-Lagrange associée au probléme de minimisation con-
sidéré (1.1), les \; sont les coefficients de Lagrange de cette équation.
Une fois les solutions faibles obtenues on les régularise afin qu’elles deviennent des

solutions classiques de ces équations.

12



1.7 Théoréme de régularité

Théoréme 1.3 Soit L un opérateur linéaire elliptique du second ordre & coefficients de

classe C'™ et soit u une solution faible de l’équation :

L(u) = f

avec f € L*(M) alors
- SifeCh (M), keNetaec(0,1), alors u € CFH2( M).

loc

- Si fe HY(M), k€ Netp>1, alors u € Hy, o ,,.(M).
Dans les applications et particulierement a la géométrie différentielle, on cherche des

solutions positives qui sont obtenues grace au principe suivant

1.8 Principe du maximum

Théoréme 1.4 Soit Q2 un ouvert borné de R" et
L(u) = a" (z) Dyju(u) + b'(z) Dau(x) + c(z)u

un opérateur elliptique sur Q & coefficients continus sur §) et telque c(x) < 0, Vo € §, si
une fonction u € C?(2) N C°(Q) et telle que L(u) > 0 sur et si le mazimum de u est
M sur Q) est a la fois positif ou nul et atteint en un point de ) alors u est nécessairement

constante égale a M sur §2.

Un résultat important en analyse du type du lemme Fatou généralisé est donné par:

13



1.9 Lemme de Brézis-Lieb

Lemme 1.1 [}] Soient Q2 un ouvert borné de R" et 1 < p < 400, (fn)n une suite bornée

de fonctions de LP(S)) convergeant p.p vers f. Alors :

ferr) et £, = tim(lfully = 1fa = F13)-

On cite une inégalité du type de Sobolev obtenue dans [6] et [7]

1.10 Inégalité de Sobolev

Théoréme 1.5 Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n > 5.

Pour tout € > 0 il existe une constante A, € R telle que :
Vue HHOD): [ully < (L4 K [ (807 + Vyul do(g) + A [ Jul* dulg
M M

?((i)) }% ouI' est la fonction de Gamma I’Euler.

avec N = 2 et KLO = m?n(n—4)(n*—4){

1.11 Les conditions de Palais-Smale sur une contrainte

Soit X un espace de Banach .Dans toute la suite lorsque 1’on considére une contrainte

du type
S:={ueX; F(u)=0} (1.2)

on suppose toujours que

FeCYX,R), et Yue S, VF#0 (1.3)

Définition 1.5 [3] Soient X wun espace de Banach, F' wvérifiant (1.3), S une variété
définie par (1.2) et J € CY(X, R). Sic € R, on dit que J vérifie la condition de Palais-

14



Smale sur la contrainte S au niveau ¢, si toute suite (uy, j,), € S X R telle que
Ja(uy) — ¢ dans R et VJy(un) — 1, Vr(up) — 0 dans X'

contient une sous suite notée (uy, (i,), convergeant vers (u, 1) dans S x R.

15



Chapitre 2

Existence d’une solution.

2.1 Introduction.

Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n > 5. Soient a, b et f
trois fonctions de classe C*> sur M avec f strictement positive. On consideére I’équation
suivante:

A2y — divg (a(z)Vgu) + b(x)u = N ul* 2 u + f(z) [ul¥ 2 u (2.1)

g

oul<g<2et N= 2” = I'exposent critique de Sobolev et A un réel strictement positif.
Dans cette section, on démontre I’existence d’une solution non triviale, en procédant par
la technique variationnelle.

On considere sur H2(M) la fonctionnelle

/|A WP —a(z) |V jul2+b(z)edv(g ——/ luf? dv(g) /f Vul™ do(g).

On pose
Py(u) = (VJA(u), u

By /|A ul? = a(z) |V ul® + b(z)dv(g /|uyqdv /f V™ du(g)

16



On considére ’ensemble M, donné par
My ={ue€ H}(M): ®)\(u)=0et [ju]| >p>0}
On prendra les fonctions a(z) et b(z) de telle maniére que :

ol = [ 1850 = ) IV, + et

soit une norme équivalente de H2(M).

Exemple 2.1 Pour avoir une norme équivalente a celle de H2(M), on peut prendre par

exemple a(x) et b(x) comme suit

inf .
sg}\l/)[ a(x) <0 et nf b(z) >0

Définition 2.1 On dit que Uopérateur A2u—divg (a(x)Vgu)+b(z)u est coercif s’il existe

A > 0 telle que pour tout u € HZ(M)

/M(Aﬁu — divy (a(x)Vgu) + ba)u)udv(g) = A ulgs

proposition 2.1

lull = (/M Agul” = a(@) [Vyul” + ba)u’du(g))2
est une norme équivalente a celle de H3(M) si et seulement si 'opérateur
A2u — divy (a(x)V gu) + b(z)u
est coercif.

Preuve: (=)

On a supposé que ||.||soit une norme équivalente a celle de H2(M) i.e. ils existent deux

17



constantes o et 8 > 0 telles que pour tout u € H2(M)

o ||u||H22(M) <lull <8 ||U||H22(M)

Donc 'opérateur

A2u — divy (a(x)Vgu) + b(z)u

est coercif.
(=)

Si on suppose que 'opérateur
A2u — divg (a(x)V gu) + b(z)u
est coercif, il existe A > 0 tel que pour tout u € HZ2(M) :
/M(Agu — divg (a(x)Vgu) + b(x)u)udv(g) > A Hqu%(M)

Comme M est compacte et a(x) et b(z) deux fonctions de classe C*(M),

/M (A2u — div, (a(z) V) + b()uudv(g) <

. 2
o (1~ i (o), mpe ) ) g

J/

-~

>0
D’ou le résultat. m
Lemme 2.1 L’ensemble M, est non vide pour A € (0, \,) ot

N—q

(2q—2 — Qq—N) AN=2

2

)\O - 2—q —q

V(M) (maxgens f(2)) 72 (max((1+ ) K,, A.))¥=2

18



Preuve: Soient t > 0 et u € H3(M) tels que [Ju| > p > 0,

alors
Oy (tu) = £ [Ju]* — M7 [Ju)|? — tN/f(ﬂf) ul™ dv(g).
M
Posons
a(t) = lull* = £ [ 50 ul" dolg)
M
et

B(t) = M7 [lullg

q

par 'inégalité de Sobolev, on obtient
NN -
at) = Jull” — max f(z)(max((1 + &) Ko, A)) 2 Jull gzt

Par la coercitivité de I'opérateur A2u — divg (a(x)Vgu) + b(x)u, il existe une constante

A > 0 telle que:

at) > |lul® —A~% max f () (max((1 +¢) Ko, A))? (a2
En posant:

on(t) = Jlul® = A™% max f () (max((1 + £) K-, AN [V V-2
Par I'inégalités de Holder et de Sobolev, on obtient

B(t) < AV(M)E%) (max((1 + ) Ko, A))? (|3 1972

19



et par la coercitivité de Popérateur A2u — div, (a(x)Vu) 4 b(x)u, il existe une constante

A > 0 telle que
B(t) < MV () B (max((1 + ) Ko, A))S Ju]? 1972

Si
B1(t) = M72V(M) R (max((1 + &) Ko, A.))# [|u* 77

Pour a4 (t) est une fonction décroissante en ¢ et concave et pour [3;(t) est une fonction
décroissante en t et convexe.

a4 (t) s’annule au point

AZ(NN72)

to = : ]
l[ul| (max,eps f(2)) 72 (max((1 + ) Ko, A)) 22

et en prenant u € H2(M), telle que

N
A2V=2)

(max;enr f(ilU))ﬁ (max((1+ ¢) Ko, AE))wgiﬂ)

ce qui est possible pour un p > 0 suffisament petit, ce qui donne ¢, = 1. Alors

GE)
min Ckl(t) = 061(1) = > A N (1 - 227N)
e, } 2" (maxgen f(2))72 (max((1 + &) K,, A)) ™2

1
a(z) 2 (1 =227) >0

et,

min 3,(t) = 51(%) >0

t €(0, 3]

ou

20



5 (1) )\22_‘1V(M)(1_%)Aﬁ
12 (max((1 4+ ¢) Ko, As))ﬁ (max;enr f(x))i_2

L’ équation @, (tu) = 0 posseéde une solution si

min oy (t) > min §(t)
t €(0, 3] t €(0, 3]

c-a-d

(2q72 — 2q7N> ANS
0<A< 5 — =X
V(M) %) (maxger f(x)) V2 (max((1+ ) Ko, Ao)) V=

L’ensemble M, est alors non vide pour tout A € (0, A,). =

2.2 Etude de la fonctionnelle J, sur M),

Lemme 2.2 Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n > 5. Il

existe A > 0 telque Jy(u) > A > 0 pour tout u € My et pour tout X\ € (0, min(Ao, \1)) ou

(N— 2)qA,
)\1 — 2(N—q)

V(M) % (max((1 4 ) K,, A.))2p1=2

Preuve: Soit u € M),
=2 [ fuftavt) + [ 1) al” dolo)

N — N —q
I) = gl =3 [ i),

pour u € M)

Les inégalités de Holder et Sobolev donnent

N —2 N — q q
) = ALy (M) (max((1 + £) K., A))?

>
J,\(u) = Nq

el

21



et par la coercitivité de Popérateur A2u — div, (a(x)Vu) 4 b(x)u, il existe une constante

A > 0 telle que

N —2
J,\(u) 2

N—-q,_q _q q
Jull = AL AHY () (max((1+ £) K, A [l

N —2 N—q q q q _
> ||ul® - ~3 -% 3 uf|*? .
> Jul? (M - AN ATV (ax((1 4 ) A [l ?) >0

Comme |lul]| > p >0

N—2 N—q. .
> 2 . -4 q—2
Ja() > Jul ( S~ A e AV O max((1 +2) K, A) )
Sic: V-2
0<\< 2AN—q) =\

V(M)'=~ (max((1+¢)K,, A.))? pa—2

alors, J\(u) > 0 pour tout v € M,. =

Lemme 2.3 Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimensionn > 5, alors
les deux assertions suivantes sont vraies
(i) (V®x(u), u) <0 pour tout u € My et pour tout A € (0, min(As, \1))

(i)  Les points critiques de J sont les points de M.

Preuve: (i) Soit u € M,, alors

=2 [ fuftavte) + [ g ul” dolo)

(Vs (1), 1) = 2 [[u]]? — Ag / [ul? du(g) — N / £(@) ful” du(g)

et

— 2 Juf? — Aq /M ul do(g) — N(Jul]* - A /M ] do(g))

(V@r(u), u) = (2= N) [lul® + X (N =) [|ull].-

22



Par les inégalités de Holder et Sobolev, on obtient
(VO (u), u)

< (2= N) [Jul* + AN = q) V(M) (max((1+ ) Ko, A2))2 [[ullhs o,

et en tenant compte de la coercitivité de I'opérateur AZu — divy (a(x)Vgu) + b(z)u, il

existe une constante A > 0 telle que
(V& (u), u)

< (2= N)JJul® + A (N = q) A3V (M) F (max((1 + £) Ko, A))# [Ju]?
< JulP[(2 = N) + A (N = ) A5V (M) & (max((1 + £) K, A))3 Juf*?)

(VOx(u),u) < [[ull* [(2 = N) + A (N — q) A3V (M) (max((1 + £) Ko, A.))3 07

et puisque
(N—2)q 5 2
0<A< 2(N-q)
V(M)l—%(max((l + ) Ko, AE))%pq—Q
on obtient
(VOr(u), u) <0
(i) (=)

Soit u € My < déf = (VJ\(u), u) =0 et v un point critique de J sur M,.
(<)
En appliquant le théoréme des multiplicateurs de Lagrange, il existe ;1 € R tel que pour
tout u € M)
VJa(u) = pVe,(u) (2.2)

En testant au point u € M) I’équation (2.2), on obtient
Dy (u) = (VIx(u),u) = p(VOx(u),u) =0
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et alors, pour tout u € M)

(VP (u),u) = 0.

Et comme
(VPy(u),u) <0
alors
p=20
d’out pour tout u € M)

2.3 Existence d’une solution non triviale de I’équation

(2.1) sur M,

On va voir dans ce qui suit que la fonctionnelle d’énergie J, vérifie les conditions de

Palais-Smale sur la contrainte M.

Lemme 2.4 Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n > 5. Soit

(un), une suite dans M) telle que:

I(uy) < ¢
VJ)\(Un) — uan)A(un) — 0

Supposons que
2
n—4

c< -
n K& (Max zepf(x)) 3

Alors il existe une sous-suite de (uy), convergente fortement dans H3(M).
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Preuve: Soit (u,), C M)

N -2 N —q
Ix(uy,) = N [ ||” — AN—q /M |un|* dv(g)

Dans un premier temps on montre que la suite(u,), est bornée dans H(M).

Par le Lemme 2, on obtient que :

Ta(t) > A—qA“V(M) % (max((1 + ) Ko, A2))? |||
N —2 N — q
Intn) = ual (S~ = A quA‘zv(M) # (max((1+ €) Ko, A:))3p72) > 0
(N— Q)QA%
et comme 0 < \ < — - et Jy(u,) < c, alors
V(M)'™ N (max((1+¢) Ko, Ac)) % pa-2
c > Ja(up)
N -2 N —( q
> — - q—2
> Sy Ay A SV (M) (max((1 + £) Ko, A))? p72) |Ju|* > 0
d’ou
0 < Jlun|)? < ‘ < +00
T T AR ASEATV (M) R (max((1 + ) Ko, A))Epr2 |

Donc (u,), est bornée dans H3(M). La réflexivité de 'espace HZ(M) et la compacité
de I'inclusion H3 (M) C Hy(M) (k =0,1; p < N ), implique qu’il existe une sous-suite
notée (u,),, telle que :

1. u, — u faiblement dans HZ(M).

2. u, — u et Vu, — Vu fortement dans LP(M) ou p < N

3. u, — u presque partout dans M.

D’aprés le lemme de Brézis-Lieb, on peut écrire

/M (Agun)2 dv(g) = /M (Agu)2 dv(g) + /M (Ag(u, — u))2 dv(g) + o(1)
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et aussi

/f ) ] dv(g /f ) Juf¥ du(g /f )l — ™ dolg) +o(1).

On va montrer que u € M,.

u, — u faiblement dans HZ(M) i.e. si pour tout ¢ € HZ(M),

/M (AgunAg¢ —a(x) (Vu,, Vo), + aunqS) dv(g) =

/M <AguAg¢ —a(z) (Vu, Vo), + au<;5) dv(g) + o(1)

En particulier pour ¢ = u, on obtient,
/M <Ag“nAgU — a(x) (Vun, Vu), + aunu) dv(g) = |Jul® + o(1)
et aussi pour ¢ = uy,,
/M (Ag“nAgu —a(z) (Vun, Vu), + aunu) dv(g) = |Jun|)* + o(1)
et puisque (uy,), C M), i.e.
/M ()\ |92 w4 f(2) )V 2 unu> dvo(g) = ||ul® + o(1)
mais quand n — +00

(Ml e+ ) ¥ ) dotg) = [ (Al + 160 ) ot

ce qui donne

Ba(,) = Ba() = [l =% [ Jul"dolg) = [ fta)ul doto) =
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ou encore

[ull +o(1) = [lunll = p

D’ou u € M,.
On va montrer que p,, — 0 quand n — 400

En testant avec u,,, on obtient

(VI (upn) — w1, VP (1), up) = o(1)

= (VIA(un), tn) — i, (VOA(Un), up) = 0o(1)
~—

=0

Donc,

fin (V@A (un), tn) = 0(1)

D’apres le Lemme 2, on a que limsup (V®,(u,,), u,) < 0
et par consequent

t, — 0 quand n — +o0.

On va montrer que u,, — u converge fortement dans H2(M), nous avons

J,\(un) — J)\<'LL)

1

Puisque u,, — v — 0 faiblement dans H2(M), on teste avec V.Jy(u,) — V.Jy(u)

(VI\(up) — VIr(u), u, —u) =o(1)

= [ @yt = ) dute) = [ 1)l =l dola) = o)

27
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De sorte que

/M (gt — w)) do(g) = /M £(@) lun — ul” do(g) + of1)

et en tenant compte de (2.3), on obtient

I = I0) = 5 [ (Bl =) dol) = 55 [ (A6 =) dol) + o(1)

2 M

Tt — Ja(u) = 2 /M (At — w)) do(g).

n

Independament, d’aprés I'inégalité de Sobolev, on obtient pout tout v € HZ(M)

Jully < K. | Qg+ Vg olg) + A. [ aPdota)

En testant I'inégalité de Sobolev par u,, — u, on obtient

= ully < (1 +€) Ko /M (Ay(un —u))* du(g) + o(1). (2.5)

Comme

[ 1@ =¥ dot) < mae @) [ =l dolo)

en remplacant dans (2.5), on obtient

[ @)t =l do(g) < (142)75 mae F@)KE 8y (0 — )} + o)
M

et faisant appel a 'égalité (2.4),

0(1) 2 [|Ag(un = u)ll3 — (1 + )7 max () K& || Ag(un — )y + (1)
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> (|8 (un = u)ll3 (1= (1 + )77 mas () K& || Ag(un — )y 7) +0(1)

et par conséquent si

N-2 1
I

limsup | A, (u, — u) <

(14 &)1 K2 maxgen f(2)

on trouve que

%/M 1Ay (u, — u)|2dv(g) <ec.

Comme
2
c< a n—4
n K (Max zepf(x)) ©
alors
1
[ 18 = dole) < —
M K (maxgen f(x)) T

Par conséquent

0(1) = [|Ay (un — )|y (1 — (1 + )7~ max F@) KT ([ Ay — w)[[3 %) +o(1)

~~
>0

ou encore

2
[Ag (un — )l = o(1)

i.e. u, — u converge fortement dans H2(M). m

Lemme 2.5 Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimensionn > 5, alors

Jy posséde un maximum global sur My pour tout X € (0, min(X., A\1)).

Preuve: D’apres les Lemmes 2 et 4, on a démontré que si u € Myon a les deux asser-
tions: pour tout u € M,

(VJy(u), u)y =0
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(V2 (w)(u), u) = (VOx(u), u) <0
i.e. que la fonctionnelle J)(u)est concave ce qu'implique que J, posséde un maximum

global sur M,, il existe u € Mytel que

J)\(’Zj) = Imax J)\(U)

ue My

D’apreés la définition du maximum et le théoréme des multiplicateurs de Lagrange il existe
une suite (uy,, p,) € My x R telle que: VJy(uy,) — p, VO (u,) — 0 dans R et que J)(uy,)

est bornée. m
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Chapitre 3

Fonctions tests

Dans ce chapitre, on démontre le théoréme principal.

Considérons un systéme de coordonnées normales géodésiques (y?, ..., y") centré en x..
Soit S(r) Pensemble des points situés a la distance r de z, (r < d le rayon d’injectivité)
et dQ Iélément volume de la sphére S™71(1) unité de dimension (n — 1).

Posouns :

6) = —— [ Vistalao
S(r)

w,_1 désigne laire de S"71(1) et |g(z)| le déterminant de la métrique g. Un développe-

ment limité de G(r) au voisinage de r = 0 est donné par

Sy
G(r)y=1- %ﬁ + o(r?)
ol S,(x,) est la courbure scalaire de M au point .

Soit B(x,,d) la boule centrée en x, et de rayon 0 telle que 0 < 2§ < d .

On considére les fonctions tests suivantes
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ou

f(xo) = max f(z)

zeM
ici 7 est une fonction de classe C*égale a 1 sur B(z.,d) et 0 sur M — B(z,,2J) ou
r = d(z,,.) désigne la distance géodésique au point .
Pour les calculs qui suivent nous utilisons les résultats suivants: p et ¢ étant deux réels

positifs , posons p — ¢ > 1 pour assurer la convergence de I'intégrale

11 et d
= t
p ,/g (L+t)r

nous avons les relations utiles suivantes

p—q—1
p

q q+1 __
I et 10 =

q+1
111(?1—1—1'

fpr = pP—q-—
3.1 Application aux variétés Riemanniennes compactes

de dimensions n > 6

Théoréme 3.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n > 6, si

en un point x, o f atteint son mazrimum, la condition

(n? +4n —20)n ) (n—1)n R Af(x,)
<2<n2—4><n—6>59( I Dm0 T 8w —2) S > =0

est vérifiée alors l’équation (2.1) admet une solution u non triviale de classe C*® avec

a € (0,1) vérifiant

Preuve: Pour calculer le terme [, f(z) luc ()| dv(g), on considere le développement
de f

0% f (o)
20yt 0y?

f(@) = flwo) + Yy +o(r?)
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et aussi celui de la mesure riémannienne au voisinage de r = 0.
1 i) j 2
dv(g) =1- éRij($0)y y' +o(r7)

ol R;j(x,) désigne le tenseur de Ricci au point x,. Alors

flayolg) = ) + (G5~ L8 syt + o).

Maintenant on calcule

/M 1) [ue(@)]" du(g) = /B @@ wlg / £(@) lue(@)] do(g).

B(20,26)—B(z0,d)

Le premier terme de droite s’écrit

6
/B( 5)f(w)|ue(w)|Ndv(g)=/0 P Hud@)N (] f@)]g()]dQ)dr

5(r)

_(n—4)n(n? — 1) 2 > ! ) — Af(xs) | flxo) 22 4 o
- (T e [ ) = (R T oy + o)
_ ((n — 4)n(n? — 4)64)%0.%71 .

(1000 [ g = AL Ly [ o).

En faisant le changement de variable suivant

<g; _ (g)z,dr - ;il/%et r= e\/z>

on obtient pour € — 0

(n —4)n(n? —4)
ey

Wnp—1
2

A= / @ @) de) = )i
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2n 6n (x+1)"

Wl =) s (e AfE) | ) e

= (=i (g - (AR B s aert o)
et puisque

Ir? _n In%_l
n—2
on obtient
_(n—4)n(n* —4) 2 Wyt N Af(x,) f(zo) e NRIE T 4 ofe

A= (Rt (and ™ - I sy e o))

5 1y (f(l’o) - (2A(7{(_£Eo2)) + G{n(I_O)Q) Sg(xa))e” + 0(52)> :

Sachant que,
16

3

(n —4)n(n? — 4)2n-1 <I§71wn_1>

on obtient

N _ 1 _ Af(xo) Sg(s) 2 1 ofe?
LémmquW@”(w@>K§gwgff(l =27 Tom—2) T 0

Il nous reste & calculer 'intégrale

0 /B(:ro,%)B(zo,a) f(@) [ue(x)|™ dv(g) = n (zo)™ (
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(f(:co)/((e) vi da:—(Af(%)+f<g°)sg(xo))62/((e) vt da:+0(e2)>

)2 (:L' + 1)" 2n

alors,

(%6)2 x%_l (%)2 x%
/ F(@) Juc(2)|N do(g)| < ¢ / dr + € / “—dz + o(e?)
B(x,26)—B(xo,6) (&)? x" (3)2 xn

< c(e" 4+ 6"74)

ol ¢ une constante positive universelle. Comme n > 6 alors,

/ £() Jue() [N dv(g) = ofe)
B(20,26)—B(x0,d)

WY do(a) = 1 B Af(xo) Sg(@o) €2 4 ofe2
[ @ o) = 2 (1= (i gy + gy o)

Maintenant

et donc

/M o(z) [ Va2 do(g) = / @) [Vl () + / o(z) [V do(g).

B(20,26)—B(x0,0)

On calcule a présent le terme

[ at)1vudetg) = - Dl = 4)el oz / 6 (— ( / i a<x>¢mdg> dro
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pour cela on utilise le développement limité de la fonction a(z)

0?a(x,)

i 2
2agiag Y o)

a(r) = a(x,) +

DPa(zo)  a(ze)Rij(wo)

a(x T dQ:/ N
/S Vil = [ s -

Aa(z,)  a(wo)
2n * 6n

~ (ate -

/M a(z) |Vu* dv(g) = (n — 4)2((

<a(xo) +( - )y'y + 0(r2)> 9

Sg(xo))r* + o(r2)) W1

[ s (ot - AR g o Y

72 4 €2 2n 6n

En faisant le changement de variable suivant

<x = Otar = Qdft . \r>

on obtient

() r2 a(z,)  a(z, ) e 9
(a<xo> |7 et - G s e [ e ol >).

x+1)n2

Pour ¢ — 0 on a

1 <<4(n — Da(z,)

/B(:co,5) ale) [Vud dvlg) = Kﬁ(f(a;o))"%“ n? —4)(n — 6)

Il nous reste a calculer l'intégrale fB(mo 26)— B(ze.5) a(z) |Vu? dv(g).

Toutes les intégrales sont du type

(%)

e+ 0(62)>

74 1 2(qg—p+1) -
h(z) de| <C (= = CPrmab)
(8)2 (CL‘ + 1)p - €



et comme p — ¢ =n —4 > 3, on obtient

(22)2 24
/ hr)—"—d = o(?)
(

é)2 (I + 1)p

et par conséquent

/ a(2) [Vl du(g) = ofc2).
B(x0,26)—B(x0,9)

Finalement, on a

/Ma(a:) |Vuﬁ|2dv(9) = K(?(f(xo))nT_Zl ((n2 —4)(n f 6)6 + 0(52)) )

Maintenant on calcule

/Mb(a;)ufdv(g) = /B(%’(s) b(x)uidv(g) +/ b(x)uldv(g)

B(z0,26)—B(x0,9)

Le premier terme devient

(n —4)n(n? —4)et nt 5 o
- fla) ) " /0 (r2 4 e2)n—4

(b(a:o) — (Al;(;") + b(;:)sg(:co))r? + 0(7’2)> dr

et avec les mémes calculs que ci-dessus, on obtient

/ b(z)utdv(g) = ofc?).
B(zo,6)

37



Pour le calcul de

/ (Au)? du(g) = / (A du(g) + / (D) do(g)
M B(xo,0) B(x0,26)—B(20,0)

on rappelle d’abord 'expression radiale du laplacien

1 8 Oue auc
—Au, = Tnilg(r 5 — og Vg

(r2 +€2)z

:(4_n)<<n—4)n(n —4)6 )anzl (7?,6 —|—27“ +_10g\/—r2+62 )

) 2
/ (TlE + 27“ i —log\/— (1 . Sg(‘xo)?ﬁ + 0(7‘2))7“n_1d7“
0

(TQ + 62) r2 + 62 61

=(n—4)° T Wi
(n ) ( f(«ro) ) Wn—1
1 (TLE +9or )2 n—1 n+1 (n€2 +2,,,.2)2
</o (r2 +e2)n ( og ) (r2 + e2)n—2 +2 (r2 + e2)n—1 or log
(1-— Sgéxo)TQ + 0(7‘2))(17“
n
ou bien
1 n_ n n o n n n
= {n% "pdngp 44zt - %8@% tan 2T Aty 0(62)}
€N n

1 3 (n(n2 —4)  (n®*+4) Sg(mo)62 N 0(62)) _

2en—4 (n—4)  6(n—06)

Pour la troisieme intégrale, rappelons que
0 Sg(o
=~ log /[g(@)] = —%r +o(r?)

38



ce qui donne

°2(ne* + 2r2)%r" 9 Sy(xo) ,
/o (T3 a1 gy 8 V@I = =g 4 o(r))dr

Sy [ (4 20) oF )
= W(/o de) +o(€%))
(

Sg(ws) 21 (2n(n —1)
= Gp il ( (n—4)(n — 6)

n—2) ,

e + 0(62)) .

La derniére intégrale s’écrit

5/ 9 2t 1 S2(z,) (€ R

—log / ————— (1+o(r?))dr = g 1+o(e?

/0 ((% og ]g(m)\) (7’24—62)"*2( +o(r?))dr R /0 i :c)”*Q( +o(€?))dx
1
- 6n740(64)
ce qui permet d’écrire
1 n? + 4n — 20
Au€2dvg: = (1— S:L‘o€2+062)
/B(%,@( Paoe) = g (1= G g e ol

Les intégrales sur B(x,,20) — B(x,, ) sont toutes du type

1 2(qg—p+1)
< cste (—) = cste 2171
€

()

h “
/<i>2 D™

et puisque p —q=n —4 > 3, alors

(22)2 74
/ h(z) dx = o(é?).
(
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En fin

Au)dv(g) = ——
X P K (flan)

Récapitulant, on obtient

AgAmf—auMVmF+mmﬁmww= _

_ TL2+4TL—2O x 4(n_1) a\xr 62 062
(1~ e e * = s e + o)

Tenant compte de ’expression de .J

2 A q
Iy = 5l = 2 el = 7 [ 5@ o) ol

ou

|W4”—AﬁAmf—a@Hv%F+bumwmm

et A > 0, on obtient

I ( —nn——/f ) ()] do(g)

< — — X
mum»4
2 n? + 4n — 20 . 2(n—1) ) — 1 Af(z,) 21 o2
[n (m%+wn—®%(”+@ﬂ—®m—ﬁ>(” 4@—2)ﬂ%)) " (4
2 X
n Ka (f(zo))"5
B (n? 4+ 4n —20)n . (n—1)n alp) — " Af(xo) 21 (e

P (mﬁ—4xn—m%(”+0ﬂ—®m~ﬁ><J 8@—2>ﬂ%>) * (ﬂ
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Pour assurer

on prend

((n2 + 4n — 20) nsg@O) N

2(n? —4)(n —6)

Ce qui achéve la preuve. m

3.2 Application aux variétés Riemanniennes compactes
de dimensions n = 6.

Théoréme 3.2 Lorsque n = 6, s’il existe un point x, € M ot Sy(x,) > —3a(z,) alors

(2.1) admet une solution u non triviale de classe C** «a € (0,1).

Preuve: Le developpement de 'intégrale

N1 B
[ o) = (1 5

Af(xo) Sy(@o)
n—2)f(z,) 6(n—2)

)+ ofe)

reste le méme.Quand a l'intégrale

LIS

2 b

2 = (n—4)* (n—4)n(n® —4) st Ut () e ( g to(e
/B(xoma(x)'w' delg) = (n=4 f(zs) F <(°) /o (a:+1)n—2d Fof ))

on fait le changement de variable

y=x+1

ce qui permet d’écrire

n—4)nn?—4) na

/B( 5 CL(I> |vue‘2dv(g) = (n _ 4)2((
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(z)
(- 420 = ‘?Zc(n; ) e wg—l [a(g; )e? (0 (1) + /;)2+1 yﬁi d:c) +o(e)
— (n— 2= 4}2?;7;2 — )y ol [a(x )e? (o (1) + log ((é)? + 1>) + 0(62)}
= (= (I 0 (o) + 0@
Donc,

[ 1P ant) - (n— (!

nn+2)(n—2) 21 2 2210 1 2
( RO 2w ton( ) + Of >)

Le developpement du premier terme de la fonctionnelle J) reste inchangé et par suite

[ 180 (o) (9 + baadolg) = (n - a2

{n(n ?jz(:f)_ 2)]”%_1 — <%Sg(xo) - a(a:o)> e2 1Og(612) n 0(62)]

1
/ Al — a(@) [Va? + b(a)udv(g) = — y
M

= n—4

Kot (f(xo)) *
— (n—4) 2 x a(z.) | €2lo 1 €
<1 n( 1 ( Sg(@s) + af o)) 1 g<62) + O( ))

n2—4)12 " \n

[ s ante) = ——— (1= (2 e o)
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INO) MM——/f ) Jue()]" du(g)

J)\ (ue) S n n_4 X

1 1 (n—4) 20y ale)) 2los( L P
(2 N 2n(n2—4)]§*1 (nSg( o) + a( o)) lg(€2)+0( ))

2 — (n—=4) z T alx € lo l €
= i (1 A(n2—4)12" <nSg( )t (°)) () + O )>

n
2 n

T (1) < A <1 _ 4(n£”__4)4;n . <zsg(xo) +a(xo)) & 1og(612) +O(e2)> |

Ce qui donne pour € — 0"

2
J)\ (U/e) < n

= n—4

nie (f (o)) T

pourvu qu’il existe un point z, de M tel que
2
—Sy(xs) + a(xs) >0
n

i.e.

Sy(zs) > —3a(z,).
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