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Introduction

Les processus moyenne mobile (M A pour moving average) abordés dans ce mémoire
trouvent leurs applications dans plusieurs domaines, économie, biologie, medecine ect...

Un processus (X;) est une moyenne mobile d’ordre q¢ M A(q) si il est défini par
q
X :St—zejé?t_j (tG Z)
j=1

ou (g¢) est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de
moyenne zéro et de variance o (bruit blanc) et 6; sont des constantes en module inférieures a

un.

Parmi les problémes abordés dans cette classe de processus nous relevons

I'importance de I'estimation des paramétres 6; définissant le modele M A(q).

Dans ce mémoire nous développons les résultats traitants 'estimation des paramétres dans
un modele M A par la méthode suivante :

*Méthode du Maximum de Vraisemblance ML ( Maximum Likelihood).

Nous développons les résultats des articles suivants:

1 Maximum likelihood estimation of moving average processes.

.DeniseR.Osborn(1976).Annals of Economic and Social Measurement 5/1,1976.

2. Exact and approximate Maximum likelihood estimators for vector moving
average processes .
DeniseR.Osborn(1976).National Institute of Economic and Social research ,london.

3_The first-order moving average process.Charles R.Nelson(1973).Graduats
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School of Busines University of Chicago,ll11,60637,USA.

Dans le chapitre 1, nous rappellons les modeéles et quelques propriétés des processus
MA(q), AR(p) et ARM A(p,q).

Dans le chapitre 2, nous considérons deux classes d’estimateurs(estimateurs des moindres
carrées et Maximum de vraisemblance ) pour des modeles statistiques généraux .

Dans le chapitre 3, nous appliquons la méthode d’estimation du Maximum de vraisemblance
ML (Maximum likelihood) pour une moyenne mobile ,dans le cas scalaire. Elle est basée sur
une maximisation de la fonction de vraisemblance.Dans une premiére étape on suppose que les
valeurs initiales sont des nombres fixés. Dans la deuxiéme étape on suppose que les valeurs
initiales sont des variables aléatoires,avec utilisation d’ estimateurs des moindres carrés (LS).

Dans le chapitre 4,nous donnons la fonction exacte de vraisemblance pour les processus
Moyenne mobile vectoriel. La méthode utilisée est une généralisation de celle du chapitre
précédent.

En Annexe ,nous présentons des résultats de simulations numeériques sur le comportement
du P'estimateur de Maximum de vraisemblance pour un processus moyenne mobile d’ordre un

MA(1) en utilisant le logiciel R.



Chapitre 1

Généralités sur les Processus MA(q)

- AR(p) et ARMA(p,q)

Dans ce chapitre nous présentons des définitions et propriétées des processus M A, AR et
ARM A qui seront utilisées par la suite.
Séries chronologiques:définitions et exemples :
La théorie des séries temporelles (ou chronologiques) est appliquée de nos jours dans
des domaines aussi divers que I’économétrie, la médecine ou la démographie, pour n’en cité

qu’une petite partie.

Une série chronologique est une suite de données formée d’observations au cours du temps:
I’évolution du nombre de voyageurs utilisant le train, & ’accroissement relatif mensuel de I’indice
des prix ou encore & des phénomeénes naturels (comme le nombre de taches solaires).

La définition mathématique d’une série chronologique est la donnée d’une famille de variables
aléatoires (X (t), t € T') définie sur un espace de probabilité, ou T est un intervalle de temps

qui est discret (dans ce cas T= {1,2,3,...n } ).
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1.1 Processus Stationnaires
Définition 1.1

le processus (X (t), t € T') est dit strictement ou fortement stationnaire si pour
toute partie définie (ty,ta,

wotn) €T et pour tout s >0 on a :
L (Xt1+$7 Xt2+8) ) th-i-s) =L (Xt17Xt27 cee th)

ot L(Y') désigne loi de probabilité de Y.

Un processus (X (t), t € T') est dit faiblement stationnaire (ou stationnaire) si

i) E(Xy) =m <oo.Vt (indépendant de t)



i) B(X?) <oco. Vt
il ) cov(Xgypn, Xern) = cov(Xs, Xy), Vi, s,h

Lemme 1.1
Si (X¢) est fortement stationnaire et E(X?) < 0o, alors X; est faiblement stationnaire.

La réciproque est fausse en général.

Preuve:

Si (X¢) est fortement stationnaire alors

L(X:) = L(Xp) et donc E(Xy) = E(Xy)

D’autre part, on a aussi V ¢,s,h € T

L(Xt, Xs) = L(Xpph, Xsin) -Donc cov(Xy, Xs) = cov(Xeqn, Xsin)

Donc X; est faiblement stationnaire .

1.1.1 Fonction d’autocovariance et fonction d’autocorrelation

Pour un processus (X;) faiblement stationnaire on definit:

i)la fonction

vx(h) = cov(Xs, Xepn) h € Z

dite fonction d’autocovariance de processus (ACVF).

ii) la fonction

est dite fonction d’autocorrelation (ACF)
Propriétés:

1) vx(0) = 0% et [yx(h)| <vx(0)



3) Yai,as, ..... ,an €ER [ ty,t0, ..., t, €ER

n

n

> 2 aiajyx(ti —t;) >0
i=1j=1

Preuve:

Supposons que E(X;) =0. On a :

1) vx(0) = var(X;) = 0% > 0 et par l'inegalité de Cauchy-Shwartz :
rx (W] = | B(XiXeen)| < (B(XP)VHEXE,)Y? = B(XF) = 7x(0)

2) vx(h) = cov(X;, X¢ip) ;on pose t =tg—h
Yx(h) = COU(Xto—h:Xto) = COU(XtO’ Xto—h) =7vx(—h)

M=
M=

3) 0<war() a;Xy) = E(
i=1 '

(2

‘ aiantith)

J

I
—
Il
—

[INgE
M=

aia;yx (ti — t)-
i=17=1
Dans la classe des processus stationnaires il existe des processus particuliers qui sont les

processus bruit blanc (White noise).

Définition 1.2

Une suite de variable aléatoires (g¢) constitue un bruit blanc faible (resp fort) si :

E() = 0 vVt e Z
E(e?) = o?est constante strictement positive
cov( €r,65) = 0sit#s (resp e sont iid)



Notation :
Si (g¢) un bruit blanc faible gaussien on notera (g;) < WN(0,0?)

Si (g¢) est bruit blanc fort gaussien (g¢) < I1D(0, 0?)

sim.bruitblanc

0 20 40 60 80 100

Time

Reéalisation d’un bruit blanc (e¢)

avec E(e) = 0 et var(e;) = o2

1.2 Processus linéaires

Deux exemples importants dans la classe de processus linéaires sont les processus autorégressifs
(AR) et les processus moyennes mobiles (moving average MA).
Les processus ARMA sont des généralisations de MA et AR et sont trés importants dans la

modélisation des séries chronologiques.

Définition 1.3

Une série temporelle (Xi)icz est un processus linéaire si elle admet une représentation

o0 [e.9]
X = Z\Pjst_j pour tout t , (1) — WN(0,0?) et Z |W,| < oo
Jj=0 Jj=0
On definit B l'opérateur du retard sur une suite (Y;) par:

BY;=Yi1 et BY,=Y:

10



Le processus linéaire (X;)icz peut s’ecrire
e .
X, =U(B)e, avec U(B)= > U;B’
j=0

Proposition 1.1

Soit  (X¢) un processus stationnaire centré et de fonction d’autocovariance vx(.) et tel

que
o0

> <o

=0

Alors
U(B)X; =Y U;BIX; =Y U;X;
=0 j=0

ot la série converge absolument (en prob) et en moyenne quadratique .

Si Y, =U(B)X: Alors le processus (Y;) est stationnaire de centré et de fonction

d’auto-covariane
o0 o0

Yy (B) =N WUy, (h—j+ k)

k=0 j=0

Preuve:
Des conditions sur le processus (X;) on a:
E(Xy) =0 , var(X;) =7,(0) = 0? = BE(X}?).
D’autre part,
[ee] . n
B(SS 051X 1) = B(lm 35 (91X ). (1)
j=0 N0 =0

D’apreés le théoréme de convergence monotone
n
(1) = lim 3 0] B(1Xi)) < o0
=0
* On va appliquer le critére de Cauchy

11



car

q
car » |¥;| < o0 .

j=p
U(B)Y;  converge en moyenne quadratique.

Si S désigne la limite de moyenne quadratique donc d’aprés le Lemme de FATTOU

2 2
E[S-¥(B)X; |*=Eliminf|S-> ¥,;X, ; | <lminfE|S—> ¥;X, ; | =0

n—=o0 n—-aoo

J=0 J=0

On conclut que la limite S et W(B)X; sont égales en probabilité
d’oti la lere condition de la stationnarité (E(Y;?) < o) est vérifiée.

i) B = B WX ) = > W E(Xe ) = 0
7=0 7=0

s

<
Il
o

oo
iii) E(YiunYy) = B[ (3 Vi Xern—j)( 30 ViXeg)
k=0

I
r
18

<

I
o
ES

Il
o

UV E(Xtyn—j Xi—r)

I
M3
18

~

Il
o
B

I
o

VWi, (h—j—k)=y(h) =

1.2.1 Processus ARMA (p,q)

Définition 1.4
Un processus linéaire stationnaire (X;) centré est appelée ARMA(p,q) p>,q>0 s’

existe des constantes o, ..., ap (ap # 0)etfy, ...,04 (04 # 0) et un processus () un bruit blanc

(faible)

tel que :

p q
Xt — Z akXt_k =&+ Z Hje’:‘t_j
k=1 7=1

12



anmaz sim

Simulation d’un ARMA(2,2)
0, = —0.22 , 6y = 0.24

avec
o] = 0.88 , Qg = —0.48

Le processus(ey) est appelé processus des innovations.
Pour p=q=0 ona
Xt =&t

Un processus ARM A(0,0) est un bruit blanc faible
Deuz classes de processus ARMA que nous étudierons dans un premier temps sont ceux
pour les quels un des deux paramétres p ou q est nul.

Si p=0 et g > 0,un processus ARMA(0,q) noté M A(q) est de la forme
q
Xi=¢e1+ Z 0ici—;
j=1

ot g — N (0,02) .
Ce processus est appelé processus moyenne mobile d’ordre q.

Sip>0 et q=0, un processus ARM A(p,0), noté AR(p), .est de la forme

p
Xy =¢er+ Z ap Xk
k=1

ot g — N (0,0?).
Ce processus est appelé processus autorégressif d’ordre p

13



1.2.2 Processus AR(p)

Les processus AR(p) forment une classe de modeéles pour de nombreux phénomeénes observés.

Ils sont définis implicitement par la relation :

P
Xy=e+ Y apXip
k=1
Cette définition pose quelques problémes :
Le processus est-t-il stationnaire 7 Quelle est sa forme explicite ?
Soit B l'opérateur du retard, BX; = X;_1,Vt€Z
BX; =X, et BIX;=X;;

Nous avons

p
X =Y opXyp=e 6 (1—aB— .. —pB")X; = & a(B) X, = &
k=1
ol aB)=(1—-uB—..—«a,BP)

ts.sim

T
0 50 100 150 200

Time

Simulation d’un AR(1)

avec o = 0.7

Stationnarité et Inversibilité

Un processus (X;) satisfaisant une représentation AR est toujours inversible par définition, ce

résultat indique que tout processus AR peut étre inverseé .

14



On va étudier la stationnarité et donné des conditions sur les parameétres ay.

*Cas AR(1) :

Proposition 1.2 soit (X;) un processus autorégressif d’ordre 1
X =aXi1+e (%)

avec (g¢) un bruit blanc fort gaussien , E(Xgey) = 0.
Si

lal <1

Alors il eziste une solution unique stationnaire de l’équation (*) donnée par :

(e, 0]
X, = g alepj
j=0

Preuve:
Existance :
Soit B l'opérateur du retard
()= Xt —aXy 1= (1-aB)X; = & .

Si |a| < 1 Topérateur (I — aB) est inversible d’inverse > o/ B7 :
J

(1—aB)lim (14 aB + ....... +ao/BYy=lim(1+aB+..+a’B —aB — o/ B — o/t BIT)

j—00 j—00

= lim(1—a/ 1 BIt1)

J—0o0 )
=1 car limao/ =0 quand |a] <1
j—o0
Donc X; = (1 — aB) tg ()
(1—aB)™te = lim(1+aB+.. + o/ BY)gy
—00
(x%) & Xy =) odBlegg =) aleyj
J=0 J=0
D’aprés la proposition 1.1
S .
on a (g¢)un processus stationnaire et > |af | < oo c’est une série géométrique (|| < 1)
j=0

15



Finalement
o
_ J .
X = g a’erj
Jj=0

est stationnaire et de fonction d’autocovariance

o0
Txlh) = 3 ol tho? -
j=0
Unicité : Supposons qu’il existe un autre processus (Y;) tq :

V; = aYioi+e =6 +ag1+ Yo

= &g toagi—1+ ...+ OzkEt_k + ak—HY;_k_l

Or (Y;) est stationnaire,alors E(Y;?) est finie et indépendant de t

k
E(Y, — Zajgt_j)2 = ?FVE(Y,_1_1) — 0 quand k — oo
=0

0 .
Donc Vi=> e
=0
et alors Yi=X:ps m

Proposition 1.3
(Xt) est un processus autorégressif d’ordre p stationnaire si et seulement si les racines du

polyndéme

p
A(z)=1- Zakzk
k=1

sont en module supérieur strictement a 1.

Preuve:
*cas AR(1) :
Xi=aXi 1+t & (1 — OZB)Xt = &t

Mq (X}) est stationnaire si et seulement si la racine de (1 — az) supérieur stricte a 1.

16



La racine de
1
A(z)=1—az est z = —
e
c.a.d (Xy) est stationnaire si et seulement si |af < 1

D’aprés la propositionl.1 on a la 1ére implication,il nous reste la 2éme implication c.a.d: st

(X}) est stationnaire alors |a| < 1

On a: Xi=aXy 1+ & th = oz2Xt2_1 + 5? + 20 X184
Dongc : E(X?) = ?E(X2 )+ E(e?) & (1 — a?)yx(0) = o2

—= (1-a)>0=a’<1l=]a| <1

*cas AR(p) :
Soit Xy = o Xi 1+ ...+ Oszt_p + & < Oé(B)Xt = &t
ot a(B) = 1—a1B—....—qpB?
on ecrit  X; = o YB)e siafB) est inversible

Considerons a(z) tel que:

a(z) = (1=M2)(1 = Aaz)e(l = Np2) = H(1 - \i2)

comme dans le cas de AR(1) il faut et il suffit que |\;| < 1pour la stationnarité.

1
FEt X sont des racines de
i

A(z) = (1= M2) (1= Xg2) (1= Mp2) =1 = a2
k=1

17



Ce qui nous montre que

> 1.

Fonction d’autocorrelation : les équations de Yule-Walker

De Xy = X+ .. +apXe,te
ona,pour h > 0:
Xipn Xy = X pXea+ .o+ o Xe by Xy p + Xy pes
Donc E(Xi—pXi) = oE(X—pXi1)+ ...+ 0 E(Xip Xi—p) + E(Xi_per)
& Yh T Q1Vpo1 T2V o T Yy,

avec  E(Xj_pey) = 0 et ph:ﬂ
Yo

ol pp, ¢ la fonction d’autocorrection

v, ¢ la fonction d’auto covariance.

Ainsi
Ph=01pp_1 + Q2pp_p+ -+ appy_y, €t v = E(Xp Xy)
De méme:
XtXt = OélXtXt_l + ...+ OépXtXt_p + XtEt
Donc

BE(XiXt) =79 =17 + a2y + .. + oy,

18



Les Equations de Yule-Walker :

si b= 1,2 . D
p1 = artazppt..tapp, g
p2 = aipptazt..tapp, o
Pn = 1P, T Q20,9+ ...+ ap

Ce systéme peut s’écrire sous forme matricielle

Qi P1
Qg P2
a = b, =
Qp pp
1 P1 P2 Pp—1
P1 Lopr o o ppo
P, =
Pp—1 Pp—2 - - - - 1
_ p-l1
a = F7b

Elles relient les paramétres oy, du processus autoregressif a la fonction d’autocorrection

théorique,qui définit b, et P,

19
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Fonction d’autocorrelation de AR(2),a; = 0.1 et ag = 0.7

1.2.3 Processus MA(q)

Les processus MA(q) apparaissent naturellement comme un cas particulier d’un processus

linéaire.

Définition 1.5 Un processus & moyenne mobile d’ordre q est définit par:

q
Xt = 5t—£ 0j€t7j
j=1

ou  (g4) b.b.fort — N (0,0%).etteZ 0y=1,B(X;)=0.

On peut ecrire :

20



ot B est l'opérateur du retard BY; =Y; 3

tssim

0 50 100 150 200

Time

Simulation d'un MA(1), # = 0.5

Stationnarité et inversibilté

Un processus (X;) MA(q) est toujours stationnaire car il n’est autre qu'une somme pondérée

de bruits blanc (v.a iid).

Définition 1.6

Si (X¢) est un processus M A(q), on dit que X; est inversible lorsqu’il existe

une suite W; avec ) |V | < oo tgq
J

00
&t — Z \IJth_j.
7=0

Proposition 1.4
Un processus (X¢) MA(q) est inversible lorsque toutes les racines du polynéme 6(B)

notées a; € C ,Vj < q sont en module strictement supérieur a 1.

q
Hl——B et |aj| >1Vy

J=1

Preuve:

21



La démonstration est faite de la méme fagon que dans la section précédente (stationnaire de
AR) en échangeant uniquement les e, par X; alors la relation (2) implique sous des conditions
sur @ discutées.

Cas MA(1) :

Soit

X =6(B)ey = (1 — 60B)ey

Par inversion du polynéme #(B) , on peut exprimer X; sous la forme d’'un AR(c0):
g =071(B)X,
De la méme fagon que précédente on montre que si |#] < 1,0(B) inversible et son inverse est :

(1-6B)"" = > ¢/B
j=0

donc ¢ = v
o0 o0
Z|\Il]] < oo<:>Z‘9j|<oo
j=0 Jj=0

C’est une série géométrique convergente ssi |#] < 1 .Donc

&t = G*I(B)Xt = Z QJXt_j
7=0

1
a1 = = est la racine du polynome 0(z) = (1 — 0z).

0
Cas MA(q) :
1
o) =J[a-—B)
s J
7=1
Posons

22



Donc si [Aj| <1 ,0(B) inversible et son inverse

071 (B)=>_ M;(1—\B)""

j=1
aj = les racines de 0(z) sont strictement supérieur & 1 en module alors
J
q
gt = ZMj(l — )\jB)_lXt
=1

Remarque 1.1

Ce résultat indique qu’un processus (Xy) de M A(q) peut étre exprimé sous la forme AR(c0)
si le polynome O(B) est inversible c’est-a-dire si les racines de 0(z) sont toutes supérieur o 1
en module.

Fonction d’autocorrelation

La fonction d’autocovariance de M A(q) est :

Y = El(er —0O160—1 — ... —0481—g) (t—pn — O160—h—1 — ... — 0gEt—_p—q)]

avec E(giep) = 0, t#t

23
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Fonction d’autocorrélation d'un MA(1)
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Chapitre 2

Estimateurs des Moindres Carrés Et

du Maximum de Vraisemblance

2.1 Estimateurs des moindres carrés

Soit (21,1); -+, (2n, Yn) un nuage de points dans R2. IL s’agit de trouver la meilleure

droite
y==00g+ 01z
pour approximer les observations y1,....,y, d'une variable dépendante y prise aux valeurs
fixes z1,....,2, de la variable indépendante z.

Les estimateurs des moindres carrés ordinaires (OLS) HAO , 9: de 6y,07 sont definis par la

minimisation de la somme :

n

S(00,61) ==Y (s — 00— 0120)°

t=1
[ la quantité S(6o,01) est identique a la distance carré euclidienne entre
y et 0ol + 012 ie:
S(00,01) = lly — 0ol + 012

25



ou

z = (zla ,Zn),
I = (Lo 1)
y = (yla‘ 7yn)

Posons les dérivées partielles de S par rapport a g et 61 égales a zéro, nous trouvons le

vecteur 0 = ( GAO ) 9A1) qui satisfait « les équations normales » :
7'70 = Z'y

ol Z est la matrice de dimension (nx2) : Z = (I, z2).
Ona:
S(@) >0et S(O) — 0o qd ||0]] — 0

Donc les équations normales ont aux moins une solutions.

En effet:
Si 5(1) , @(2) sont deux solutions de les équations normales alors un calcul simple montre
cela :
(/9\(1) B @(2))2/2(5(1) _§(2)) —0
ie: 28" = 7g®

La solution des équations normales est unique si et seulement si la matrice Z’Z est
non singuliéere.

Mais les calculs précédents montrent cela méme si Z’'Z est singuliere le vecteur y = 70 des
valeurs adaptées est le méme pour n’importe quel 8 solution des équations normales.
L’argument juste donné s’applique également bien & I’estimation des moindres carrées pour le

modele linéaire générale. Donné un ensemble de point .

(Zt1y ooy 2tmyyt) t=1,.,ntqm <mn
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Les estimateurs des moindres carrées

rendent maximum

5(0) = Z( Yr — 01z — oo — Omzem)
t=1
2
= H y—0120 — . — Hmz(m)H
ou
y = (y,vn)
Z(]) = (le,....,znj),
j = lo..... m

Comme dans le cas spécial précédent le 0 satisfait les équations :
7'70 = 7'y

ot Z la matrice (n x m) , Z = (2, .., 20™) La solution de cette équation est unique si et

seulement si le X’X est non singuliere. Dans ce cas :
Oors = (Z'2)" 12"y

Si Z'Z est singulier, il ya infinité de solutions § mais le vecteur des valeurs adaptée Z0

est le méme pour tous.

Exemple 2.1 Pour illustrer le cas général, adaptons la fonction quadratique

y = 0y + 012 + Oo2?
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z=0 12 3 4
Aux données

y=1 035 8

On pose
21 = Tt et zpp = mf
donc
yp =00+ 01200 + 022 , t=1,..,5
avec

1) (2 1=(0,1,2,3,4,5)
2= (21, 2) tq {2(2):(0,1,479,16)

La matrice Z pour ce probléme est

1 0 0
1 1 1
7 = 1 2 4 =(1,2)
1 3 9
1 4 16

124 —108 20

- 1
(Z'2)7' = 0| 108 174 —a0
20  —40 10

lestimation des moindres carrées 6 = ( 6y, 61,602) est donc unique et donnépar

0.6
0=(Z2) ' Zy=| —o01
0.5

le vecteur des valeurs est donnée par :
J=20=1(06,1,2.4,48,8.2)

par rapport aux valeurs observées y = (1,0, 3,5,8)’.
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2.1.1 Théoréme de Gauss-Markov

Supposons que les observations yi, ...., yn sont des réalisations des variables aléatoires Y7, ...., Y,

Y, = Oizp+ ...+ 0z + Vi

tq V; < WN(0,0?) un bruit blanc fort
Posons:

= (Vi V)

= (Vi V)
Nous pouvons écrire ces équations comme :
Y=20+V

Supposons pour la simplicité que la matrice Z’Z est non singuliere (pour le cas général
voir ; ex : SILVEY 1975) .

Alors l'estimation des moindres carrés de 0 est :
Oors = (Z'2)'2'Y

L’estimateur des moindres carrés de paramétre o2 est I’ estimateur sans biais

1

n—m

02 =

112
| - 20
Il est facile de voir que le 0 est également sans biais ie:
E0) =06

I1 suit que si C’6 est une combinaison linéaire des parameétres 6; ,i = 1,....,m, alors C’6 est

un estimateur sans biais de C'6 .
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Le Théoreme de Gauss Markov indique que tous les estimateurs sans biais de C'# de la

n o~
forme > a.Y; de la forme C'0 ont la plus petite variance.

=1
Dans le cas particulier ot Vi, ....,V,, sont IIDN(0,0?) , Pestimateur des moindres 6 carrés
_ 2
suit une loi N(0,0%(Z'Z)7!) et M Soit une loi x? de degré de liberté (n — m).
o

2.1.2 Les moindres carrés généralisé [GLS]

Le Théoréme de Gauss Markov utilise ’hypotheése que le vecteur V = (V4,....,V;,)" est centré
et de matrice de covariance non singuliére 2% ;3 # I, et les V; sont non correlées.

Considérons le vecteur transformé d’observation
U=R1'Y
ol R est une matrice non singuliére tel que
RR' =%
Alors

U = R'YZ0+R'WV=MI+W

o M = R'Z W=R1V
et W centré de matrice de covarience o21 car:

cov(W) = E(WW')=ER 'V(RV))
= R'E(VV)RY =R '9’RR'R!

= ¢%I onutilise (Ar!=A"")

Théoréeme de Gauss Markov implique maintenant que la meilleure estimation linéaire de

n’importe quelle combinaison linéaire C'0 est C'6 .

Ou 6 est I’estimateur des moindres carrés généralisé (GLS) qui réduit au minimum
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la quantité:

lU — Me||*

Dans le cas ou Vi, .., V,, sont non-corrélées et V; centré , var( V;) = ‘727}‘2 Jestimateurs des
moindres carrés généralisé (GLS) minimisent la somme suivante:
n
Z 1 2
ﬁ(Y;g — 012,51 — . — sztm)

r4
t=1 1

Dans le cas général, si Z'Z et ¥ sont tous les deux non singuliere. L’estimateur des moindres

carré généralisé (GLS) est donné par :
Ocrs = (M'M)"*M'U
encore:

Oors = (M'M)'M'U=(R'2) R'Z)YY R 'Z)YR 'Y
= (Z'(RRY'2)"'Z(RR)™'Y car (Ar'=47Y)

Oars = (Z's'2)"'Z's 7y

2.2 Meéthode du Maximum de Vraisemblance

Les techniques d’estimations comme les moindres carrés, sont applicable aux modeéles de
régression. Dans quelques cas les moindres carrés et autres estimateurs sont tout simplement
pas appropriés.

Nous introduisons une méthode d’estimation qui est beaucoup plus largement applicable
que les moindres carrés mais qui nécessite également d’assez fortes hypothéses.

Il s’agit de l’estimation par la méthode du maximum de vraisemblance (ML).

L’idée fondamentale de ’estimation par maximum de vraisemblance est de trouver un ensem-
ble d’estimation de parameétres g,telle que la vraisemblance de I’échantillon que nous utilisons
soit maximale.

La densité de probabilité jointe ou vraisemblance pour le modeéle que 'on estime est évaluée
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aux valeurs observées de la (des) variable(s) dépendante(s) et traitée comme une fonction de
parameétres du modéle.

Le vecteur § des estimateurs ML donne alors le maximum de cette fonction. Ce principe
d’estimation est trés largement applicable : si nous pouvons écrire la densité jointe de ’échantillon,
nous pouvons en principe utilisé 'estimateur ML, sous certaines conditions de régularité.

Soit y un échantillon de taille n , la densité jointe sera désigné sous le nom de fonction de
vraisemblance est noté L(y, ) tel que :

L:Ax0—-R yeA etfec® y=(y1,.,Yn).

avec A : un sous ensemble de R”

O : Espace paramétrique et est un sous ensemble de R”
Si les observations y; sont indépendantes et de densité de probabilité L;(y;, ) , la fonction

de vraisemblance est :

L(y,6) = [ Le(w:0) (*)
t=1

11 est usage de maximiser log L(y, 0) := £(y,0), car le log est une fonction croissante. (y, )
est appelé fonction de log- vraisemblance.
Si § maximise 0(y,0), il maximise L(y,0).

Si on ne peut pas écrire L(y, 0) sous la forme (*), il est parfois possible de la factoriser

sous
L(y,0) = JIZe@e\ oty Ly1,0)
t=1
= Li(y1,0)La(y2 \ y1,0)... Ln(yn \ Yn—1, -, y1,0)
Donc
E(y7 9) = t; ft(?/t \ Yt—1, - Z/l,‘g)
ou

&(yt \ Yt—1, -, Y1, 9) = log Lt(yt \ Yt—1,--, Y1, 9)

Nous donnons la définition de ’estimation par maximum de vraisemblance.

Nous disons que § € © est une estimation par maximum de vraisemblance (ML) pour les
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observations y si

~

£y, 0) = maxt(y, 0)

c’est & due:

-~

Uy, 0) > l(y,0) V0 € ©

Si ﬁ(y,@) > ((y,0), v 0O alors 0 est unique .

Dans ce cas 0 est dit estimateur ML de typel.

Il est souvent commode d’utiliser une autre définition de ML ; lorsque la fonction da vraisem-
blance L est deux fois continiiment différentiable parrapport & 6 et la matrice

Hessienne H (y, ) d’element: )
1 :0) = o)
est une matrice definie négative.
Dans ce cas ,vV0 € O 0 est esimateur de maximum de vraisemblance est solution du
systéme suivant:

9(y,6) =0 (**)

o~

et 0 est de type2

oll g est le vecteur gradient , g € R* | défini par:

9" (y,0) = Dol(y,0) = ;1 Dyly(y, 0)

Puisque Dyl est un vecteur ligne,g est le vecteur colonne des dérivées partielles de la fonction
de log- vraisemblance ¢ par rapport aux parameétres 6.

Nous pouvons définir une matrice G(y, §) de dimension n x k ,d’éléments

90, (y. 0
Gi(y,0) :== ta(z)

G(y,0) : Matrice des contributions au gradient (CG) tel que g7 est un vecteur de G .
La matrice Hessienne H(y, ) associée a la fonction de vraisemblance ¢(y, 0) est la matrice
de dimension k x k d’element :
0%((y, 0)

Hij(y,0) := W
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L’espérance de la Hessienne pour un échantillon de taille n est définie par :
J=["(8) := Ep(n"'H(y,0))
La limite de la Hessienne ou Hessienne asymptotique si elle existe est définie par :

J=[(6) == lim ]—["(6)
n—oo
Cette matrice symétrique, et en générale semi définie négative.
Nous définissons la matrice [;(f) d’information contenue dans y; la matrice k£ X k

d’element :

(1:(0))ij := Ep(G1i(0)G;(0))

La matrice d’'information moyenne pour un échantillon y de taille n est définie par :

37(9) = til L(0) = 1

SHE

La matrice d’information asymptotique si elle existe est définie par :

F(0) ;= lim I"(0)

La matrice I;(0) mesure la quantité d’information contenue dans 1’ observation y;.
I = nS™ : mesure la quantité d’information contenue dans ’échantillon .
Nous commencons notre analyse par le lemme suivant ,en démontrant un résultat simple

mais fondamental concernant le gradient g et la matrice G

Lemme 2.1

Supposons que y; a une densité Li(y:,0), et le(y,0) = log Li(y,0) et Gy(0) = 8?9(0).
i
Alors:
00 (0
Eo(@u(0) = BP0y — g

Ceci implique que

Ey(9(0)) = 0 et Ey(G(0)) =0
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Preuve: On a

Dlog Ly (1. 0
Eo(Gii(ye,0)) = /th(ytaQ)dyt

= / L 9Ly, Q)Lt(yta 0)dy;
Ly(

i 0)  00;
DLy (1,0 9
= /ta(zj )y, = %/Lt(yt,ﬁ)dyt
1
= 891‘(1)_0

Remarque 2.1

Ce Lemme permet d’ appliquer le Théoréme central limite & la quantité

Le résultat suivant donne des propriétés asymptotiques des estimateurs de maximum de

vraisemblance (ML).

2.2.1 Théoréme

Sous les conditions :
i) ¢:(y,0) sont au moins deux fois continiment différentiables en § € © et les dérivés

sont intégrables.

. 0?0y (y, 0
ii) E(89t(8y0)) <0
i0Uj

Nous avons:

1) 0, — 0 p.s

2) nY2(6,— 0) — N0, S7L(8))
Preuve:

On admet 1).

Pour 2) nous commengons par le développement de Taylor des équations de vraisemblance
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(**) autour de 6 pour obtenir (avec g(y,0) = g(0) ):

on 0 € (0,,0)

ce qui implique nl/?( 0,— 0) = —(n_lH(E))fl(nlﬂg(e))
Tle: " vecteur (k)
matrice X

Asymptotiquement la matrice est non aléatoire et le vecteur suit une loi normale.

Ce qui implique que nt/ 2( gn— 0) asymptotiquement normal .

Montrons que n~ ' H(f) tend vers une matrice deterministe quand n tend vers I'infini.

Rappellons que le (i,j)éme élément de n = H() est :

~ 1 2 0%44(9) ~
_1H = t cvalué _
(n (0))i; nt; 20,00, évalué en 0 =40
Posons
020,(0)
Z —
' 90,00,
Donc

(n'H(0))y; =

On applique la loi forte des grands nombre pour avoir:
Zy — p=EB(Z)

Donc

et on a par 1)

Donc
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Alors
n'2(0 - 0) = ][ (0)(n'9(0)) (**%)

L’ élément stochastique dans le membre droite est n'/?¢(#) donné par :
/2 35 QB L ) _ e 5

=1 00; B =1

Nous avons d’apreés le Lemme 2.1 : E(G;(6)) = 0 . On applique le T.C.L(EG%(0) < 00)

n'/2¢(6) converge en loi vers une loi normale.

Par suite n'/? (5 — 0) est asymptotique normale.

La matrice de covariance asymptotique de nt/ 2(5 — 0) est lespérance asymptotique de

n(®—0)6—0)7 :

V(n'/2(0 - 0)) = Eg(n(6 — 0)(@ — 6)T)

En utilisant (***), nous avons

V20 -0) = (=]-["0)(=Ealg(®)g" O))(=]-["" (0)"

ona (J-[)"

Un élément de I'espérance dans le facteur central est

M=

iEg(tz;L:l Gu(0))( X Gsi(0))

s=1

Olog L:0log Ly
et Gy (0)Gs(0) = ——————
J 00;00

=0 si t#s

Ey(Gi(0)Gs;(0)) {
#0 sit=s
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Donc

n

LEo((32 Gul0)(32 G (9))

_ % E"é Gii(0)Gi; (). (+)

on a

L(0)ij = Ep(G(0)Gy;(0))
37(0) = L i L(0) =n~tI"
t=1

Nous voyons que le membre droite de (4) correspond & J™(6) et
V2@ -0) == 0)30)]-[" ()

On va simplifier Pexpression (4++) et on a:

En effet

-10) - w(ﬂ; E (Zfé?)

B 0404,
= - JLI%o(n tZ Eo( 500,
= — lim $"(0)

n—oo

— —3()

Conclusion :
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2.2.2 Fonction de Log-vraisemblance Concentrée :

Souvent les paramétres dans une fonction de logvraisemblance sont partitionnés en deux en-
semble de fagon a rendre l’écriture de I'estimation ML d’un groupe de paramétres comme
une fonction des valeurs de 'autre groupe. Nous rencontrons un exemple en connexion avec
I’estimation ML dans des modeéles de régression. Dans la suite il peut étre trés pratique
d’exprimer la fonction de logvraisemblance comme une fonction d’un seul des deux groupe
de paramétre.

Soit l(y,0) = £(y,01,02) donc 61 , 0, sont solution de :

0l(y, 01,0
Dlg(y701,92) = @8012) =0

0l(y. 61,0
Dall(y, 01, 0) — @89;2) _0

Supposons qu’il soit possible de résoudre la seconde équation afin de pouvoir écrire

02 = 7(y,01) ceci implique que identiquement en 6

DQE(ya 017 T(y7 91)) =0

Donc la fonction logvraisemblance concentrée :

Ec(ya 01) = é(ya 017 T(ya 01))

Si#7 maximise celle ci alors on a :

et de plus

£

gc(y’ 91) = é(ya
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Chapitre 3

Estimateur de Maximum de
Vraisemblance dans une Moyenne

mobile :Cas Scalaire

3.1 Introduction

Un processus moyenne mobile d’ordre q est défini par :

Xi=e1+ 0161+ e + Hqgt_q (311)

ol (g) est un bruit blanc & — N (0,0?)
le processus (3.1.1) est écrit de maniére compacte en utilisant 'opérateur retard
L par :
ot Lxy=ux4-1 et 6(L) est definie par (14 61L+ ...+ 6,L9)
q
0(L) =]J(1-al) (3.1.4)

=1

De plus si les racines de  6(L) sont en module strictement supérieur a 1
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c-a-d : & > 14 Ja;l <1 alors (1,1) est inversible (Voir la propositionl.4)

Souvent l’éstimation des parameétres ' = (61,..,0,) par le maximum de vraisemblance
procéde généralement par un calcul numérique [en pratique, les estimateurs ML sont deter-
minés numériquement par des algorithmes itératifs : la méthode de Newton-Raphson] .

Durbin (1959) et Walker (1961) ont consideré d’ autres méthodes que le maximum de
vraisemblance, parce que la maximisation de la fonction de vraisemblance ne pourrait pas étre
effectuée par des méthodes linéaires.

Une classe d’estimateur non linéaire (les estimateurs des moindres carrées (LS)) est considéré
asymptotiquement comme des estimateur (ML).

Le calcul, des estimateurs (LS), considére les conditions initiales e = (' e1_, ..., €9) deter-

ministes fixés. Dans ce cas ’expréssion de la fonction de log-vraisemblance est donné dans le

lemme suivant :

Lemme 3.1

q
Soit (Xi)¢ un processus MA(q) : Xy =& — ZHjst_j avec ey — N (0, 02) :
j=1
On suppose que € = (€1_q,..., €0) sont des nombres fizes .

Alors le logarithme de la fonction de vraisemblance pour un échantillon de n observation

X =(Xy1,....,X,) est:

9 n n 9 1
(z,0,07) 5 log2m — S logo 2025(9) (3.1.5)
ot
S(0) =€
Preuve:
Casqg=1":

Xy =¢et+0g-1 ot g — N(0,0%)
d’ou la loi conditionnelle:

E(Xt\ 61571) — N (961571,0'2)
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et sa densité est:
1 _ (@g=0e4_1)?

(& 20
V2ro

f(xt \ Et—1; 9702) =

Supposons que ¢gg est fixé et 1 = X1 — Ogg

On a €1 en fonction de X7 et go alors
E(XQ\ Xl,z’:“()) =£(X2\ 81)
De cette relation on obtient la densité: .

f(@2\ 21 £0;0,0%) = f(22\ e1;0,0%)

Si &7 est fixé, €9 peut se calcule & partir de :

g9 = XQ — 981
Ainsi, en fixant ¢g la séquence €1,€9,...., €, peut se calculer par:
Eo = €0
g1 = Xl — 980
€9 = X2 - 981

En — Xn - 0571—1
Pour t =1,2,3,...n la densité conditionnelle de X; sachant X; 1,.., X1,¢q est:
LXe\ X1, X2, ..., X1,60) = L(Xy\ 1)
d’ou

flae \ w1, 22, .., x1,€0) = f(zs \ €4-1)
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Par suite

L(ea 02) — f(.'En \ Tn—1yTn—2y .5 L1, 60)

L(0,0%) = f(z1\ €0;0,0%) [] f(ze\ 21, .., 21,050,07)
t=2

ce résultat est obtenue par la factorisation de

s

f@r, ) I floe \ 2i—1, .., 21)

t=1

Par exemple (n = 3)

f(xr,20,23 ) = f(ws\ @2, 1) f(z2\ 21)f( 21)

f(il?l,ibg,l’g ) f(.’L‘l,LEQ )

= x
v ) Y
Enfin:
1 _@-tn)? 1
L(0,0%) = e 3 I fzr\ 0-1;0,0%)
2o =9
1 _(z1-0c9)? M _(zt*‘gst—l)Q

— eTHe 20

V2ro =2

et comme ¢&; = Xy — 641 ,donc

2mo?

L(G,UQ):[ ! ]"/2€—i2

la fonction de log-vraisemblance ( remplagant £(y, 6, 0) par £(6, 02) pour faciliter écriture).
2 2 n n 3 & 5?
E(Q,U)ZIOgL(e,U):—§log2ﬂ'—§loga _t;ﬁ

Cas :q > 1

q
Xt =&t — E ejEt_j
j=1
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Pour e = (€1_g, ..., €0) fixé et & I’aide de ces valeurs on peut itérer la relation:

Et = Xt - 91815,1 . — Gqst,q pour t=1.... n

Deéfinissons ¢p comme ( €1_g, ..., €0)’ on a le méme résultat comme dans le

cas précedent (¢ = 1)

5(9,02) = log f(zn,Tn-1,.., 1 \ €0s.,€1—¢)
n o 2
9 n n 9 £
= ogor — Ploge? — 3 FL
00,0°) 5 log2m — 5 logo t§:1 552

Proprietes :

1) &2 Pestimateur du maximum de vraisemblance de o2 est donné par:

52 =2Y (3.1.6)

CO) = 00,7(0) = —g log 27 — g - glog 57(? (3.1.7)
avec 7(0) = Sf)

Preuve:

1) % = (0 entraine que

_n o 50)
202 202
Donc
L, S0)
n

2) en remplagant o2 dans (3.1.5), la fonction de log-vraisemblance concentré s’exprime
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uniquement en fonction du parametre 6 par:

. n n. SO n

o) = —ilogQW—Elog 7(1)25(9) (9)
oo n n._ S0
= §log27r 5 §log—

Remarque 3.1

1) Minimiser la somme de résidues S(0) est équivalent a mazimiser (3.1.5).

La formule (3.1.5), (et par conséquent les estimateurs des moindres carrés), dépend des
conditions initiales €* (qui sont considérées des constantes).

Si ces conditions sont supposés des variables aléatoires, alors la fonction de vraisemblance
(globale) est donnée dans la prochaine section .

2) Kang (1975) a prouvé que ’hypotheése que le processus soit inversible est nécessaire avant
toute estimation par les moindres carrés. L’estimation de maximum de vraisemblance exige

cette condition pour l'identification.

3.2 Fonction de vraisemblance

Ecrivant (3.1.1) en tant que systeme de (n + q) équations en &; :

€l1—q¢ = €1—¢

g =¢
0 (3.2.1)
€1 = X1 — 9180 — . — qul—q
En = Xn — 015n_1 — . — HqEn_q
Proposition 3.1
Posons € = (e1-qy ceeoes €n) . X = (X1,., Xy ) , € = (€1-¢-.-s€0) -
Alors le systéme (3.2.1) se réduit a:
e=MX+We* (3.2.2)
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ot M etW sont deux matrices données dependant de 6 seulement (voir la demonstration

pour leurs expressions).

Application: On applique I'expression (3.2.2) pour deux cas:
Casg=1

pour tout n on a:

0= €0

g1 = X7 — b1e0

(3.2.1) & €2 = X2 —01e1

En = Xn - 9157171

E0 = €p
g1 = X1 — B1e9
g9 = Xo — 01(X1 — O160) = Xz — 01X + H2eg
e3 = X3 — 01(Xo — 01 X1 + 0%c0) = X3 — 01 X2 + 02X — 03¢
e4=X4— 01 X3+ 02X — 03X, + 01e

en =X, — 01 X1+ (—91)2Xn72 —+ ..+ (—Hl)nlel + (—91)”60

Donc

i—1
gi=Xi+ > (-DPIX; . + (-1)'01e0
k=1
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(3.2.1) &

€0 0 0 0 0 X 1
€1 1 0 0 0 —6,
€2 —6, 1 0 0 6?
€3 , 6? —6, 1 0 0 —63
=1 + €0
€4 —63 6? —0; 1 0 0
En (—Ql)n_l (—91)"—2 . o001 Xn (—91)”
——
M X _/_/
w

&S e=MX+Wet tq ef=¢p t1=1l.n+q et j=1l..n

Cas ¢=2 (n=4,par exemple)

€1 = -1
g0 = €0
g1 = X1 — 9160 — 92 g1

g9 = Xo—01(X1—01e0— O2e_1) — 02 ¢
= X2—01X1—|—( — 03) g9+ 0102 €1

g3 = X3—601(Xo—01X1+ (0 — 03) g9+ 0102 c_1) — 02(X1 — 0160 — 02 £_1)
= X3—01Xo+4 (67 — 02)X1 +01(205 — 03)eg + 02(02 — 03)e_4

e = Xa—01X5+ (07— 02)Xo+01(202 — 07) Xy + [03(67 — 302) + 03] 0 —

—0102(205 — 63)e_4
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alors le systéme (3.2.1) est donné par :

€_1 0 0 0 O
€0 0 0 0 0 X1
€1 1 0 0 0 XQ
= +
9 —0, 1 0 0 Xs
3 9% — 92 —91 1 0 X4
N—_——
€4 91 (292 — 9%) 9% — 92 —91 1 X
—
€ M
1 0
0 1
— 02 —91 1
+
616 02 — 0, €0
N—_——
92(92 — 9%) 01(292 — 9%) e*

—9192(292 — 9%) 9%(0% — 392) + 9%

w

Preuve:
Il suffit de remplager successivement dans le systéme (3.2.1), &, ¢t > 1 en
foncyion de (X7, ..., X,—1) et de (e1_g,...,€0) pour obtenir (3.2.2).
Montrons par récurrence la relation (3.2.2) :

n=1

€1-¢q = €l
o = €&o
g1 = X1 - 9160 — 925_1_.... — 9q51—q
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El_q 0 0 0 X1 1 0 0 El_q
0 0 0 10
= +
0 1
€1 1 0 0 Xn —9q —91 €0

Se=MX+We*.
Donc la relation est vraie pour n =1
On suppose que la relation est juste pour n . Montrons la relation pour n 41 :

Le systéme (3.2.2), s’ecrit pour n :

mi1 mia. . min w11 wi2. . Wiq
ma1 ma2 . man w21 w22 .. W2q
M = . . et W=
Mgl Mgn Wq1 Wqq
Mp+q1 Mn+q2 Mn+qn Wn+q1 Wn+q2 Wn+qq

n q
€l—q = Z mlini + Z W1 € —q = El—qeereree (3221)
=1 t=1

n q
€2 g = Z m27iX¢ +
=1

W2 (Ef—q = E2—grree-e (3.2.2.2)
1= t=1

n q
(322) ~ £0 = Z mq,iXZ' + Z Wq tEt—g = EQwvrrevee (3223)
i=1 =1
n q
€1 =), Mgy1,iXi+ Y Wet1,tEt—q = X1 — b160 — .. — ge1—4
i=1 =1

n

q
En = ) MqiniXi+ ) Waini€t—q
L i=1 t=1

n q
& = E Mg X+ E WatjtEt—q
=1 t=1

Avant d’exprimer €,11, nous dévelopons des résultats utiles pour la suite.

Nous remarquons de (3.2.2.1) et (3.2.2.2) et (3.2.2.3) que
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mj; =0 j=1.q eti=1.n (3.2.2.4)

Wt = 1 t= 1(]

wis=0 t#j] t,j=1.4q

(3.2.2.5)

et

€1 depend seulement de X1 = mg111 =1 et mgi1,; =0 pour i =2..n

€2 depend seulement de X1, X2 = mgi22 =1et myy2; =0 pour ¢=3..n

En_1 ~ X1, Xpn1 = Mggn-1pn-1=1 et mgip_1;,=0 pour i=n

En =~ Xl) ..,Xn = Mog4nn = 1

\

mj; =0 t>=7—q Jj=q+1,..n4+q
par suite (3.2.2.6) " J J
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Donc

En+1 = Xn+1 — 01571 — . — 9q5n+1fq

n q
= Xpy1—01( E Mgn,iXi + E Wytn,t€t—q)
i=1 t=1

= Xpp1+ (=01mging — Oomgin—1,1-.. — Ogmni1,1) X1
+H(—=01Mgqn2 — O2mgin—12 — ... — Ogmpy1,2) X2
+(—91mq+n7i - Ggmﬁn_l,i T oeeeenees - qunﬂ,i)Xi
+(—91mq+n7n — 92mq+n,17n — e — qunﬂ,n)Xﬂ
+(—91wq+n,1 — 92wq+n7171 — e — qun+171)€1,q
+(—01wq+n,q — 02wq+n—1,q — e — qun—i-l,q)g()

Nous remarquons aussi

my.; = —le]‘_lﬂ‘ — ngj_gyi T oeeeeeae — quj_q,i (3 99 7)
1<7—q j=q+1, ... ,q+n
Wyt = —Qle_Lt — ngj_gﬂg T qu]—(bt (3 99 8)
t=1,....q j=q+1,.... ,q+1n
Donc l'expression de €y,11 est donnée par:
Eny1 = Xpyp1+ mq+n+1,an + ...+ mq+n+1,1X1 +

FWgtn+1,161—q + -oevneee + Wgtn+1,4€0

D’ou le résultat. :

e=MX+We*
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Le resultat suivant pemet d’estimer les valeurs initiales ¢*.

Proposition 3.2
Posons €* = (e1—¢...,€0)-
L’estimateur de mazimum de vraisemblance € de &* est obtenue & partir de(3.2.2) par les

moindres carrés ordinaires :

= —(WW)T'WMX (3.2.3)
ot M et W sont défini precedement.

Preuve: Pour les notations de la preuve voir

( Section 2.1.1 du chap.2 (théoréme de Gauss Markov)).

Soit

Y=20+V ou V= (V)etV;— N(0,5%
on a OoLs = (Z'2)12'Y
or

e=MX+We* o & — N(0,0°)

qui est équivalent &

—MX = We*— ¢

A

= (WW)'W'(-MX)
= —(WwW)"'wW'Mx

Corollaire 3.1

q
Soit Xy =1 — E Ojei—j ol g — N (O, 02) id ,et €1—g, ..., €0 sont supposés des variables
=1
aléatoires.

Soit K = 0V la matrice de covariance de X = (X1,.., X, ),
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ot V' une matrice (n X n) .
Alors la fonction de log- vraisemblance (globale) est :

1 1
00,0%) = —g log 27 — glog 0” = Slog|V| = 5 X'V TIX (3.1.8)

o

Preuve: On a

e=MX+We*
ce ci entraine

e-—We*=MX
D’ou M= (e—-We*) =X.
or (&—We*) est gaussienne
Donc X = (X7i,.., X, ) est un vecteur gaussien de densité:

_ 1 X K-1x
f(:L‘]_, ey I ) = (277)”/2(det K)1/2e < >

»

On a |02V | = (0?)"|V| et la log-vraisemblance est :

1 1
00, 0% = _% log 2 — glog o? — 3 log |V| — EX’V_lX

Box et Jenkins ont clarifiés le lien entre (3.1.5) et (3.1.8) dans le theoreme suivant:

Théoréme 3.1 Soient W la matrice de dimention (n+ q) X q definie dans la proposition 3.1

et S(0) =¢e'e .Alors:

1 1
((0,0%) = —g log 27 — gloga2 - §log w'w| - @5(0) (3.2.4)

Preuve: On a

SO)=c'e=(MX+W ) (MX +W &)
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et posons

5(0) = (MX +W ) (MX + We*)

or

MX4+We* = MX+WE -WE+We*

= MX+WZe +W(e*-¢")
Donc

SO) = (MX+WE HW(e" — ) (MX W E +W(e' —2))
= [(MX+WE Y + (& =YW [(MX + W E) + W(e" —2)

= (MX+WEY(MX +XE)V+H(MX +WEYW(e* -+
=0
+( e =YW/ (MX +W )+ (e —)YWW(e* —2&%)
=0
SO) = SO)+ (e —)YWW(e 2" (3.2.4.1)

car  (MX +WE*) et W(e*—E") sont orthogonales

En effet

(MX + WE YW (e —8) = (MX)YW & — (MX)W &* +

H(WEYW & — (W YW &*

comime

WWe*=-W'MX de (3.2.3)
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(We*)We* = —(MX)'We*
- { (WeYWwe* = —-(MX)W &*

On obtient donc :
(MX +WEYW(e*—2)=0

On a
_(ntq) _ee
fle:0,0) = (2m0%)" 2 e 207
et ¢ est une fonction de (¢*, X)
car e=MX+W¢e*
De plus
fla,e") = f(h™ (2, €9)) | Jp-1 (2, )]
avec
(X,e*)=h(e) e e=h"}(X,e")=MX +W &
| Jp-1(z,e")| =1
Donc
(ntd| D _50)
flz.e6,0) = (2m0®) ™ 2 |- (x(i)*) e 207 ....(3.2.4.2)
—_——

jacobien=1

en remplagant S(0) par S(0) + (e* — )Y W'W(e* —2*) voir (3.2.4.1)
(3.24.2) &

506)  (e*-eH)'W'W(e*-2%)

f(z,e%0,0) = (2m2)*%(2m2)*%e‘2726 222 ... (3.2.4.3)

Cependant :

f(z,e%0,0) = [f(x,;0,0)f(e"\2:0,0)
avec L(0,0) = f(x,;0,0) de (3.1.8)
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n q _
(3243) & f(z,e%0,0) = (2n0%) " 2(2n0?) 2 [W'W|"* [w'w |/
7& 7( E*—E*)/W/W( 5*—?*)
xXe 202¢ 202
n B _% q q e*—?*)'W’W( ¥ _2%)
= | (2r0?) "2 (W'W| 12 =202 (2mo?) "2 ‘W’W‘lﬂe 202
f(@i0.0) F(e\aib,0)

n _ S(9)
L(0,0) = f(z,;0,0) = (2m0?)"2 |[W'W| 1/2 e_%....(3.2.4.4)

Comparons (3.2.4.4) et la fonction de vraisemblance (3.1.8)

VI =WW|
5(0) = X'Vix

D’ou le résultat final :

1 1
0(0,0% = —g log 27 — gloga2 - §log w'w| - ﬁS(G) (3.2.4)

Proprietés :

’ estimateur de maximum de vraisemblance de ¢® qui est

2250
n
donné par (3.1.6).

2) (4(0) : la fonction de log-vraisemblance concentrée est donnée par

N n S@O) 1 , n
(°(0) = =5 log 27 — 5 log -3 log [W'W | — 5 (3.2.5)
Preuve:
1)
o n S(0)
do2 202 204
o 2 S(0)
Pr
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S(6)

2) En remplagant o2 par — dans (3.2.4) on obtient (3.2.5)
n

Remarque 3.2

La mazximisation de la fonction de vraisemblance (3.2.5) est équivalente & la minimisation
de
0*(0) = nlog S(0) + log |[W'W | (3.2.6)

Resumons les résultats obinus dans la démonstration de la proposition 3.1:

Soient les matrices M et W données par (prop 3.1) :

(3224) & m;;=0 j=1.q eti=1.n (3.2.7)

mj; =0 1=j7—q j=q+1,..,n+q
(3.2.2.6) < - g J

mj;=1 1=7—-q Jj=q+1,.,n+q

e — o o
(32.27) = ’ ’ ’

Le (j,i) éme élément de W est donné par :

Wt = 1 t= 1...q

(3.2.25) « (3.2.8)
wig=0 t#] t,j=1..q
(3 2.9 8) PN Wyt = —ele_Lt — 92?1}]'_2715 T qu]_qt
t=1,....q j=q+1, ... ,q+mn

Utilisons ces résultats pour exprimer chaque colonne de W et de M . Ces matrices peuvent

étre ecrites comme:

o7



0 0 0
0 0 0
0 0
— 0 0 0
g+1-
(2.6) = M = 1 0 0
Mg+2,1 1 0.. 0
mgy32 L. 0
Mgtnl Mgin2 - Mgrnn—1

Les élements de chaque colonne de M sont obtenus par la relation de récurrence(3.2.2.7) ,

et on remarque que

Mg+1,1 = Mg422 = eenennnns = Mg4n—1,n—1 = 1

Par consequent:

Mg42,1 = Mg432 = ceenennnns = Mg4nn—1

mj;=mj_1i-1 j=2.n+q ; i=2.n
It I (3.2.9)
mlﬂ = O 7:: 2,....,”

Ansi pour obtenir la matrice M il suffit de connaitre la lere colonne.

Aussi on a:
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7,9)

qtl—
(328) =W "= Wg+1,1 . co Wet1,q

’U)q_i_n’l wq+n7q

On remarque:
i) de la premiere colonne de M que:

mi1 = 0 , T2 1 = 0 , M31 = 0.... , Mg1 = 0 , Mg+11 = 1
ii) de la ¢ éme colonne colonne de W que:

wie =10, Wog=0.cccce oo ois We—1,4=0 , Wq,q = 1
Alors

m11 =0
mj1 = Wj-1q J=2,.q

De plus on a la méme relation de récurrence avec la méme valeur de départ égale
a1, or dans M la premiére colonne commence de j=qg+1 etdans W la ¢ éme
colonne commence de j =gq .

En concluson

mi1 =0
o (3.2.10)
mj1 = Wj—14 j:2,...,q—|—n

En combinant (3.2.9) et (3.2.10), les éléments différents de zéro de la ¢ eme colonne de M

peuvent étre obtenus a partir de la derniére (¢ eme) colonne de W' :

mji =Wj—iq 1<j—q; j=q+1l..,9+n (3.2.11)
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3.2.1 Evaluation de la fonction de vraisemblance /¢*(0)

De la relation (3.2.6) , £*(0) peut étre évalue comme suit :

D’une part les résidus initiaux €* = ( €1_q, ..., £9) sont estimés par la relation
= —(WW)T'WMX

ou W et M sont les matrices données par ¢ = MX + W £* et la relation (3.2.11).
D’autre part les résidus (g1, ..., 5,) sont calculables recurisivement par la relation(3.2.1).

Finalement,

ﬂmzﬁiﬁ (3.2.12)

t=1—q

D’ou ’évaluation de £*(6).

3.3 Difficultés de I’évaluation directe

Pratiquement, le calcul des estimateurs du maximum de vraisemblance sont determinés par
minimisation de (3.2.6) en utilisaant un procédé d’optimisation numeérique.

Quand les éléments de 6 sont sans contraintes, le probléme d’identification se pose dés que
certaines racines, du polynome associés au processus moyenne mobile se situent & I'intérieur et
d’autres & l'extérieur du cercle unité.

Afin d’illustrer 'origine de ces problémes, considérons une moyenne mobile de second ordre.

Xt = &+ 0161‘,71 + 0281‘/72 = Q(L)ét

oty O(L) = 1+46,L+0,L2
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On utilise (3.1.4)

2
(L) = J[a- L)
=1
= (1 — OdlL)(l - OQL)

= 1— (a1 +a2)l +ajasl?

01 = —(Oél + ag) (3.3.1)
(92 = (V12 (3.3.2)
oll a1, a9 sont réels.
La matrice W est donnée par :
1 0
0 1
—Q10 (o1 + ag2)
—apag(ag + a2 a1+ arag + a3
W — ( ) 2) (3.3.3)
n—1 n—2 n n—1
—oqaz(a]” ol fan... al +af ag + ..
o taray 4+ ah™h et aray T
en effet pour n = 2
=2
Woyg1 = wa1 = —01w3z 1 — Ooway = 0102 = —ajas(a; + as)
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Suppose qu’elle est vraie pour n .Montrons la relation pour n + 1.

= Sy 0
Wn+4q+1,1 = Wp431 = —U1Wp421 — V2Wn421

-1 -2 —2 -1
= —oqaz(ar +a)(a] " +al fag. taral  +ah ) +
—2 —1 -3 —2
faraz(araz(a]™ + o ag. Faray T +ay?)

-1 2 n-2 -1 1
= —oqag(a] +af T+ .t afay Tt ajay T Fal T o

—&—0/1‘_2043 + ...+ alag_l + ay — 0/1‘_1042 — o/fa% — =
—Oz%ag_Q — alag_l
-1 -1
= —arag(a] + o] o+ .. +ajoh " +ay)

D’ou la formule pour n + 1.

.Si par exemple |a1] > 1 et |as] < 1, les élements de la matrice (W'W) seront dominés
par des puissances positifs de a1, par consequent les elements de (W/W)~! tendent vers 'infini
avec n.

Afin d’ssurer l'inversibilité du processus et d’eviter le probléme d’identification, nous adop-

tons 'hypothese que toutes les racines sont & l'intérieur du cercle unité.

3.4 Inversibilité

Proposition 3.3
Soit (Xy): satisfaisant une représentation (3.1.1) .le processus (X;) est inversible si les
racines du polynome Q(N) notées a; € C, Vi < q sont en module strictement inférieur o 1

ol .
Q) =JJ(r - ) et Jou| < 1

i=1

Preuve:

Q;

On a vu que si les racines de 0(\) sont en module supérieure & 1 (c’est a dire : > 1)

alors (3.1.1) est inversible ou
q

o) =1 — )

=1
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1
Dongc il suffit de remplacer A par X dans le polynéme P ie :

o3 = T[0-aip) =3 I3 -

*Considérons de nouveau «; , i = 1, .., g, les racines de Q(\) : elles peuvent étre regroupées

comine:

QM) = [A—a)(A—ag)][(A—a3z)(A —as)] ... [(A = &) (A — aiy1)] ...
X [(A = ag-1)(A — ag)]

avec ¢ un nombre pair et ¢=1,3,5,..,q — 1.
Soit

{(a1, @2); (a3, ) eeeennen (s Q1) eeeanenee (og—1,04)}

oll chaque couple peut étre considéré comme les racines de 1’équation suivante :
()\ — Ozz>()\ — ai+1) =\2 + a;A+ b; (3.4.1)

pourt=1,3,..,q—1
ai = —(a; + @it1)

bi = (viviy1)

les «;, ;11 sont reels, ou bien complexes .

Lemme 3.2

Le processus (X;)¢ est inversible si et seulement si a; et b; definis par (3.4.1) verifient

il <1 et |a;| <1+b; i=1,3,5,.q—1 (3.4.2)
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Preuve:

Il suffit de montrer seulement pour (ai,a2) et ai, by

by = ajag et |ag| <1 et o] <1 &b <1
“1<ao <1

ap = —(o1+ ) et pa
—1l<ag<l1

1+a71>0 ¢ 1—a; >0

~ e
1+ay>0 1—ay >0
donc
(1+O¢1)(1—|—0&2) > 0<:>1+(a1+a2)+a1a2>0
= —(Oz1+a2> <1+ ajaz
S a1 <1+bloiin. (*)
et
lI-—a)(l—a2) > 0 —(a1+a2)+1+aiae >0
& —(a14a2) > —(1+aja9)
S a1 > —(140b1) e ()
de (x) et (%) : —(14+b) <a1<l+b.<|a|<1+b; =

Remarque 3.3

1) Les conditions (3.4.2) sont satisfaites si on definit les a; et b; par :

d;
P = 3.4.3
1+ [0;] (3:4.3)
vi(1+b;)
=Y 3.4.4
T+l (344)

ot 03, y; sont des paramétres sans contraintes.

C’est a dire, avec a; et b; défini par (3.4.3) et (3.4.4) L’équation (3.4.1) peut étre
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résolue pour obtenir un couple de racine satisfaisant la condition d’inversibilité.
2) Si lordre de la moyenne mobile q est impair, la racine restante (aprés la prise des couples

de racines), est réelle notée d , definie par

™

d=——"_
1+ |7

(3.4.5)

ot T est un parametre sans contrainte.

Un procedé par etape serait adopté pour I’estimation des paramétre d’une moyenne mobile
MA(q) pour ¢ > 1.
3.5 Inférence

Rappelons les propriétés asymptotiques de I'estimateur du maximum de vraisemblance @n de 0

(voir la section 2.2.1 du chap. 2 ):
n'2(6, — 6) — N(0, u™")

ou

w o= S(0)= lim S"(0):= lim ~3° L(0)
n—->00 n—oo N j=1
L L8 p@00060)

n—00 N 1 —1 8989, )

et I;(0) linformation de Fischer.

Comme:
0(0) = ¢(0)
oLe)oLo), 020(0)
E 00 ) = ~E o000
Alors
2
U= nli_)moo —E(g;(g?) (3.5.1)
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De plus on a vu aussi que :

000 (3.5.2)

-1
Vo (nl/2@ - 0) = S71(0) =u = — [625(9)]

D’apres (3.2.5) et (3.2.6) la maximisation de ¢(0) c’est équivalent a la minimisation

de ¢*(9) .On remarque aussi que max ¢() = min(—3¢*(6)) alors:

o= ()"~ (]

N 2 px -1
V(0) =2 [aaga(ee’)] (3.5.3)

Puisque la fonction de vraisemblance L(#) a été concentrée par rapport a €* , son utilisation
dans (3.5.2) ou (3.5.3) est valable seulement quand les valeurs initiaux et les estimations de
ceefficients sont asymptotiquement indépendants. Par conséquent, si ces formules sont utilisées

pour 'inférence, le processus estimé devrait étre limité a la région d’inversibilité.

3.6 Exemple

Box et Jenkins[2] etudient 1’estimation dans les modeles ARMA .

Les deux séries les plus courtes pour les quelles il ya identification & des modeéles de moyenne

mobile ( M A) sont Aet C .

Tablel

Estimation des modéles pour les séries A et B

Séries | n | Méthode Model Adapté 52
A 197 BJ VXi = e — oo L e 0.101
ML VXi =& — oo L e 0.101

C 226 BJ | VXi=¢e— g3 L o1 — (007 L E2 | 0.019

ML | V2Xy =& — o7 L &1~ gom | -2 | 0.019

Le tableaul compare les estimations données par Box-Jenkins[2] & ceux obtenus par le
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maximum de vraisemblance.

Les erreurs standards (celles ecrites entre parenthése) sont estimées a partir de (3.5.3) pour
des valeurs de maximum de vraisemblance, o2 est Vestimation ML de o , v lopérateur de
différence.

Pour chaque série,dans les deux exemples nous avons obtenu les meme estimations .Ce n’est
pas surprenant, car la série contenant environ 200 observations.

Les séries de Box-Jenkins sont utiles comme point de référence car ce sont des données réelles
Afin d’obtenir une série plus courte pour des comparaisons, nous avons subdivisé la série C
(contenant 224 observations) en huit sous-séries de 28 observations , apres différentiation d’ordre
2 (ie /2 ).

L’estimation par le maximum de vraisemblanc( ML) pour cette série , ne présente aucun
probleme et donne des racines a I'intérieur de la région d’inversibilité (a3 = 0.41, az = —0.29

). Ces meme resultats sont en principe attendus pour les sous-séries.
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Tableau2

Modéles ARIM A(0,2,2) estimé pour les sub-series de C

Méthode Evaluations de Fonction Estimation Contraintes de Parameétre
Sans contr. Contr. 0, 6, e racines |a]
1 ML 42 A7 ©031) (s 0016 0.5-0.31
LS 31 36 029 046 0016 0.44,-0.32
2 ML 39 44 030) (0o 0011 051-0.73
LS 73 165 Go6) (os 0011 0.65-0.92
3 ML 42 44 o5 (01 0.033 -0.34,40.67i 0.75
LS 32 35 oso) (a2  0-039 -0.32,40.67i 0.74
4 ML 33 31 (02%) (022 0.0069 0.29,£0.04i 0.30
LS 33 33 023 (02) 0-0069 0.31,40.09 0.32
5 ML 32 38 02) (% 00094 0.54,-0.50
LS 36 38 020) (s 00094 0.54,—0.50
6 ML 28 4 o) o 0017 0.20+047i 051
LS 31 4 o) ©an 0017 0.19£0.49i  0.52
7 ML 30 105 o1 (02 00031  0.4940.87i 0.99
LS 43 137 oih 1y 0-0039  0.46+0.77i 0.89
8 ML 18 25 oo se 0011 0.10-0.06
LS 23 21 —0.04 - ~0.01 0.011  0.12,-0.08

(0.22)  (0.29)

Les resultats des estimations du tableau 2 sont obtenus, par les moindres carrés (pour des
conditions initiales nulles) et par le maximum de vraisemblance, et dans les deux cas sous la
contrainte de appartenance des racines a la région d’inversibilité (Voir la section 3.4).

Pour la comparaison de I'exécution et le cotit du calcul une estimation sans contrainte a été
également effectuée dans chaque cas.

A Texception des sous-série 2 et 7, les méthodes d’estimation (ML) et (LS) ont données des

resultats comparables pour les six autres sous-series.
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Nous remarquons pour la sous-serie 2,que 'une des deux racines, obtenues par les moindres
carrés est proche de la frontiére de la region d’inversibilité, alors que les racines estimées par
le maximum de vraisemblance,sont & l'interieur. Cette situation est inversé dans le cas de
sous-série 7 .

Il est possible que la contrainte d’une estimation a la région d’inversibilité a plus de con-
séquence sur ’évaluation de la fonction, sur tout quand les racines estimées sont plus prés de
la frontiére de la région d’inversibilité.

11 est naturel que le cotit du calcul de la fonction de vraisemblance totale soit plus chére que
I’évaluation de la somme des carrés.

Le cotit supplémentaire (qui dépend de taille de I’échantillon) est en grande partie engagé

dans 'estimation des conditions initiales supposées aleatoires.

3.7 Conclusion

L’estimation de maximum de vraisemblance des processus M A n’est pas adapté pour des échan-
tillons de petites tailles.

Une recherche approfondie sur ’exécution relative de la procédure maximum de vraisem-
blance et moindres carrés exigerait une étude de simulation a grande échelle, que nous n’avons
pas essayé d’effectuer ici.

Le procédé de maximum de vraisemblance est efficace dans l'estimation numérique des

parameétres proche & la frontiére de la région d’inversibilité .
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Chapitre 4

Estimateurs Exacte et Conditionnel

du Maximum de Vraisemblance d’un

MA(q) Vectoriel

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons un processus vectoriel moyenne mobile d’ordre ¢ donné par

Xi=e1+ 0161+ e + Hqgt_q (411)

Avec gy un vecteur g x 1 tel que ¢4 — N (0,X) iid , et 6; (i = 1,...,q) matrices g X g , 2
matrice de covariance sont les paramétres & estimer.
La fonction exacte de vraisemblance pour le processus de moyenne mobile est obtenue dans

la section 2, et la procédure approximative est examinée dans la section suivante.

4.2 Fonction de Vraisemblance Exacte

La fonction de vraisemblance exacte pour le modeéle vectoriel est obtenu en généralisant ’approche
de Box et Jenkins (1970, A7.4) .

A partir de n observations du processus X; .
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Nous définissons le vecteur € de dimension g(n + ¢) x 1 comme :
€= (€1_¢» €0, € - ) (4.2.1)

ou (* :est le transposer).
Propriétés :.
1) e est un vecteur gaussien tq & <— N (0,A)
ou

A=I®X% (4.2.2)

avec I matrice unitaire de dimension (n 4 ¢) X (n + q), et ® le produit de KRONIKER.

2) La densité du vecteur ¢ est donnée par:

_g9(n+q) ~1/2 _gATle
fle)=02m)" 2 |A] e’ 2 (4.2.3)

preuve:
1) les composantes du vecteur € sont des v.a gaussienne iid normalement distribuées
par hypothése

(e — N (0,X)) alors £ est un vecteur gaussien tq . <— N (0, A)

E(‘S) = (E(Ellfq% 7E(56)7E(€/1)7 7E(€;z))
= (0yceueeens ,0)
donc
A = cov(e)
Comme

et = N(0,X) = cov(e) =2
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d’ou

cov(e1—q)
0
A =cov(e) = cov(gt)
0
cov(ey)
by
by 0
= X
0
by
Ainsi
A=1TR3%

2) Comme ¢ est vecteur gaussien alors la fonction de densité est :

g(n+q) AL
fle)=(2m) "2 ATV T

Considerons le systeme suivant obtenu a partir de (4.1.1) :

€1—q = €1—¢

o = €0
g1 = X1 — 9180 — . — 9q81_q
L En = Xn — 91€n,1 — . — Gqsn,q
Proposition 4.1
Posons
/ ’ * ’ AV ! I
E = (51—(17 ...... 5 En) ,6 - (51_q, 750) 5 X - (Xl’ 7X7’L)

4.24

(4.2.5)



de taille (n+q)g x 1 ; qg x 1 ;ng x 1 respectivement.
Alors le systéme (4.2.4) se réduit a :

e=MX+K & (4.2.6)

ot M et K sont deux matrices données ,dependant seulement de 6 et de dimentions respec-

tives (n+ q)g X ng ; (n+ q) X gq.(voir la demonstration pour leurs expressions)

Preuve:
Il suffit de remplager successivement dans le systéme (4.2.4), &, ¢t > 1 en fonction de
(X1,...,Xp-1) etde (e1—g,...,€0) pour obtenir (4.2.6).

On utilise le résultat (3.2.2) (comme le cas scalaire du chap. 3):

g, = M;X; + K; 6?

avec

€i = (E1—qyiser - Emyi) €t € = (E1—-g,iy - €0,i) et Xi = (X1, ..., Xni)

)

et dimg; =n+g¢q,dim X; =n ,dimef =¢q , dimM;, K; est (n+q) xn,

(n+q) X q resp

pour:=1,...... ,g on a le systéme suivant :
E1-g,1 X11 €1—q,1
g1 =M X1+ K4 6? . = M, ‘ + K3
En,1 Xn1 £0,1
-~
€l—qyg X1,9 €l—qyg
g = MyXy+ Ky € ' =M, | = |+K,
\ L En,g Xn,g €0,9




€1—q,1 Xi11 €1-¢,1

€l—qyg X1,9 €l-q,9
& =M + K

En1 Xn1 €0,1

€n,g Xn,g €0,9

Lemme 4.1

_g(n+q) _1/2 _gATle
Si e=MX+Kce*et fe)=2m)" 2 |A] e 2 Alors :

g(n+q) 1/2 (MX+K a*)’A*l(MX-i-K e*)
flz,e®)=@2m) 2 |A7Y2e 2 (4.2.7)

Preuve:

Remplacons ¢ par MX + K £* dans (4.2.3) pour obtenir (4.2.7).

En effet
fx,e*) = f(h™H(@,%) | Jp-1 (2,
avec
(X,e")=h(e) @ e=h"}X,e*) = MX + K &*
Ty (6] = 1
donc

Fz,e") = f(Mz+ K €*) x 1

d’otu le resultat. m
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Proposition 4.2
Posons e* = (e1—q...,€0). L’estimateur de mazimum de vraisemblance €* de €* est obtenu a

partir de (4.2.6) par les moindres carrés généralisés :

ef = —(K'AYK)'K'ATMX (4.2.8)

ou M et K sont définies précédement.

Preuve:

Pour les notations (voir la section 2.1.2 du chap. 2)

Soit

Y =2Z0+V ou V< N(0,%)
on a

Oars = (Z/>7'2)" 172’y
or

e=MX+Kce on &= N(0,A)

qui est équivalent &

—MX=K¢e"—¢
e = (KA 'R)'K'A Y (-MX)

e = —(K'AN'RK)'K'ATTMX

Lemme 4.2

Soit A matrice de covariance de € ,Alors e’ A~ e peut se décomposer comme:

A le = (MX + K &)YA N MX + K &) + (" — &)K'AK(e - &) (4.2.9)
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Preuve:
De (4.2.6) nous avons

e=MX+K &*

d’ou

AN le=(MX + K )N Y MX + K &)

et par suite

MX+Ke=MX+Ke -Ke+Kee=MX+Ke +K(e"— &

donc
fAle = MX+K&4+K(ef— AN MX+ K& 4+ K(ef— &)
= (MX+K&)YAN Y MX+KE)+ (e — KA K(e*— &)
+(MX +K&YATK(e*— &)+ (e — &K'AN ' (MX + K &)
=0 =0
car:

(MX+K&)YANK(e*— &) = (MX)AN'Ke* — (MX)AN 'K &*

+HK&)YAN'Ke* — (K &*)A 'K &
de (4.2.8) on a :

(K'AIK)e = —K'A'MX
& (Ke)'(K'A™Y = —(MX)/(K'AYY
& (KA 'K = —(MX)A'K car (A1 =A"Y)

Comme A~ :diagonalisable

(Ke*) AT Ke* = —(MX) A Ke*
(Ke*)YA'K&* = —-(MX)A 'Kz

4
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de ce systéme on obtient
(MX +K&YAK(e*— &) =0
d’oti le resultat finale. m

Théoréme 4.1

La densité de vecteur €* est donnée par:
« 9D 1 12 (e B Y RIATR( e )
fe\z)=2m) 2 |[K'A'K| e 2 (4.2.10)
et la fonction de vraisemblance exacte est donnée par:
1 KN — P~
fl) = (2m) 2 |A]7V2 | KIAK| T2 e 3 MXHR S AT (MXH E) (4.2.11)

Preuve:

La densité conditionnelle s’écrit comme suit :

flz, &) = fla)f(e"\ =) (4.2.12)

De la forme (4.2.7) et (4.2.9) on obtient:

MX+K e*)A~Y(MX+K &)

|[K'ATT K|

1 1 e _ e
><€*§( % eii( e*— EYK'ATIK( e*— &%)

= (@n) T AP RN e a0 AT K )

f(x)

><(27r)*% }K’AflK{l/ﬂ e*%( e — BYKIA-LK( eF— 2)

f(e*\x)
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4.3 Approximation de la fonction de vraisemblance

Sous les conditions initiales £* = (¢7_,,...,ep) = 0, La fonction de

/

vraisemblance du vecteur € = (£, ...,£/,) est définie par:

L<$75*) = f(g) = f(glla "'7541)

d’ou

L(z,e") = f(z\ " =0) =[] f(e})

t=1
avec ¢; un vecteur gaussien centré de dimention g X 1 et de matrice de covariance 3. .

Ainsi
1= ter

fle) = (2m) B |m V2

ce qui entraine que
ng
L(z,&*) = (2m) "2 |52 "= (4.3.1)

Définition 4.1

L(z,e*) est dite vraisemblance conditionnelle.

Remarque 4.1

Le facteur de l’exponentielle de la fonction de vraisemblance exacte (4.2.11) est égal a :

r S A — e I~ 1 J 1~
—IMX+Ke)YAN I MX+KE )=—5¢'A 15:—5 S gynlg (4.3.2)
t=1—¢q

Le facteur équivalent de la fonction de vraisemblance conditionnelle est consideré comme son

approzimatif, ceci pour deux raison: la premiére c’est d’avoir considerer les conditions initiales

—n/2

e" = (e1_¢> - €0) nulles et la seconde l'utilisation de || au lieu de l’expression exacte

1/2 —-1/2

A2 KA KT = e K (T e B YK
|A| X ( )

Ces approzimations sont examinés par la suite composante par composante.
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Remarque 4.2
1/ Concernant lidentification d’un processus moyenne mobile M A(q), nous adoptons la
terminologie de Boz-Jenkins,q’un processus moyenne mobile est inversible si toute les racines
de
0(z) =I+012+ ...... + 60,21 (4.3.3)

sont situées en dehors de cercle unité.

2/Ces conditions sont necessaires, pour justifier [’approzimation de (4.2.11) par (4.3.1)

Nous retournons maintenant pour examiner les approximations implicites par 1'utilisation
de (4.3.1). L’effet de &* sur ¢ dans (4.2.6) est déterminé par la matrice K,d’ou la proprité
suivante:

Propriété

Chaque bloc de colonne de la matrice K (definie par la proposition 4.1) verifié les relations

de récurrence suivantes :

Kitrq; = —01Kipq-1;—02Kitq2;— oienn. —0,K; (4.3.5)
? = 17 7n j = 17 7q
et K;;= 52']‘1 1,5 =1,...... ,q (4.3.6)

Preuve:
On utilise le procédé du cas scalaire pour obtenir la relation de récurrence dans le cas

vectoriel.

On a

Witq,; = _lei"rq—ld — gg’wi_:,_q_gd‘ T e — ngi,j

Dans ce cas les vecteurs ¢; sont de dimention g x 1 ,donc les produits des elements de K
(K; ;) par e; sont des matrices de dimension g x g,alors il suffit de remplacer w; ; par K ;.

Ainsi
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W = 1 izl,....,q

equivalent & K;; = d;;/ et par consequent

Ki+q,j = _elKi—&-q—l,j — 92Kz'+q—2,j e — quz',j

1 = 1,.5n ji=1..,q

Proposition 4.3
Considérons le terme |K'(I @ S™1)K| de (4.2.12) alors le (i,j)éme bloc de
K'(I ® X"Y)K est donné par:
n—+q
Z in,izflKr,j
r=1

de plus
e el 1 gt -1 ' —1 / —1

Zle'E Krj = 0i 2 + Ky 1,5 Ko i+ Koo X7 Kopajt 4K 57 Knggy (4.3.7)
r=

80



Preuve:

Kn K1z K K K,
K = K Ko K, K,; K,q
KnJrq,l Kn+q,2 .. KnJrq,i .. Kn+q,j .. Kn+q7q
Ky oo Koo o Ky
K, . K. v K
K =
Ky K7 K g
Kiq K;‘q K;Hrq,q
et
Kyt . . KLyt oL K;Hrq’lE_l
Kyt . KLU S A
Koyt =
K{jZ*l oo KT{jZ* e Kq’Hq’j,E*l
K{qZ—l . K;qz—l .. . K;H%qz—l

Donc le (4, §) éme bloc deK'(I @ X1 K est :

KuS 'Ky 4+ Ky S Ko+ o+ KL ST K+ o+ K S K

n-+q
= X Krl*,iz_lKT,j
r=1
Puisque les ¢ premiers blocs de K forment une matrice d’unité
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n-+q
(K;j=0d;j1i,7=1,..,q) Alors: Zl KAiE’le- = (5@271—l—K;JrLZ-E’1Kq+17j+K('I+27iE’1Kq+2,j+
r=

e+ K ST K

+q,%

Lemme 4.3

Sous les conditions d’inversibilité du processus MA(q), nous avons
Ki+q,j —0 qd 1 — 00

et

g S ' Kiyg; — 0  si t— 00 (4.3.8)

et les conditions initiales ont un effet asymptotiquement négligeable.

Preuve:
Si toutes les racines de (4.3.4) se situent en dehors du cercle unité alors les
éléments de la matrice K, j, ont des puissances en i et en module inférieur a 1
donc Kjy4j; — 0 quand 7 — oo .

Comme ¢* = —(K'A"'K) 'K'A"'MX et K;iq; —0alorse* —0. m

Remarque 4.3
Les resultats précedents montrent que seul I’element 5ij271 intervient asymtotiquement dans

Uexpression de lelement (i, j) de la matrice K'(I@ XV K, ce qui justifier notre approzimation.

4.4 Evaluation de la Vraisemblance

La Maximisation de la fonction de vraisemblance exacte (4.2.11), pour estimer les parame-
tres 6; (i = 1,...,q) et 3, par la méthode du maximum de vraisemblance, est équivalente a la

minimisation de la fonction L*, et est donnée par la proposition suivante:
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Proposition 4.4

n
L*=(n+q)log|S| +log |[K'I @ HK|+ Y X7 (4.4.1)
t=1—q
Preuve:
gn 1 1 1A —1
L = logf(x)= —?10g(27r) - §log |A| — §log ’KA K‘
—I(MX+K&)YAN'(MX +KEY)
comme
nt
A2 =572 et A=I®X
(432) e (MX + K& )YA Y (MX + K )
n
= X gyx7'%
t=1—q
donc
o an 1 n+q / -1 L NN PN
L = —?log(27r) - i(loglE\ +log |[K'(I@S K|+ Y gX7'g)
t=1—q
- gn 1 / -1 L NN PN
= —?log(QW)—5((n+q)log\2]+log |K'I@Y K|+ > g3 &)
t=1—q
[ |

Proposition 4.5

Sous les conditions €* = 0 , alors le i éme bloc de K'A™YMX est donné par:
= ! 1—~
> KX o (4.4.2)
t=1

ol Eo¢ le vecteur de résidues pour le temps t calculé avec e* = 0.

Preuve:

De (4.2.6): &9 =MW quand e* =0
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de plus on a vu que le (4,5) eme bloc de K'Q 'K est:

n+q n
S KL ST K = 3 K5 Kisgy  dapres (4.3.7)
r=1 t=1

les ¢ premier bloc sont nul car e* =0 (c’est & dire les ¢ premier de la somme
de (4.3.7)) et en remplacant Ky, ,; par les elements de M X = &g

on obtient :

n
/ -1~
Zl K{ .5 " %0
t=

Remarque 4.4

L’evaluation de la fonction de vraisemblance L* se fait en deux etapes .

D’abord , on détermine les matrices K'A"'MX et K'A"VK , ceci permet d’estimer les
conditions initiales par la relation e = —(K'A"'K) ' K'A~'M X.

Ensuite, on calcule €; et la matrice €578, , t =1,...,n.

Bien que les matrices M et K soient de grandes tailles, ni l'une ni l'autre n’a besoins d’étre
stoker entierement:en effet, la matrice M n’est utilisée que dans le produit M X exigé dans
(4.2.8) ou bient MX = ¢ quand €* = 0.

Quand & la matrice K, seul les q bloc lignes sont utilisés pour calculer Ki1qi(j = 1,...,q)
de ’équation (4.3.5), ce traitement par étapes de K est commode pour accumuler les produits
K'A'MX et K'A"'K en raison de la forme diagonale de de A~1.

Par rapport a lutilisation de la fonction approzimative (4.3.1) ,l’évaluation de la vraisem-
blance exacte nécessite des opérations supplémentaires.

Dans les deux cas l'estimation, des parametres 0; (i = 1,..,q) et X utilise une technique

d’optimisation nonlinéaire appropriée.

4.5 Conclusion

Une etude comparative proposé par Tuniliffe Wilson, de 'estimateur exacte du maximum de

vraisemblance des parametres d’un processus moyenne mobile, et de son approximation asymp-
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toyique, a montré que la procedure exacte est preferable & la seconde que le cout des cacul la

rend infaisable dans certains cas.
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Annexel

Le cas du premier ordre fournit une forme d’illustration naturel pour le
le comportement du l'estimateur de maximum de vraisemblance.

Un processus de moyenne mobile d’ordre un est définit par :
Xt =¢e; +0egiq t=1,...,n & <—>N(0,02) *)

Nous représentons les deux estimateurs de # d’un modele M A(1).

En pratique les estimateurs du maximum de vraisemblance sont trouvés numériquement

par les algorithmes itératifs, on cherche le maximum de la fonction de

vraisemblance numériquement (par exemple : par la méthode de Newton-Raphson),

démarrant d’une valeur initiale pour le vecteur du paramétre recherché. Cette

valeur peut étre fournie par les estimateurs des moindres carrés, ou bien supposons

quel est donnée donc on obtient deux estimateurs

?0\0. .1 :C’est Uestimateur de max de vraisemblance conditionné & une valeur initiale
donnée (dans notre cas la valeur initiale égal a zéro).

Ou arp Pestimateur de max de vraisemblance sans condition
Avec

O¢.ar. = min A
|
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telque £4(0) sont calculés comme :

() & e0) = Xi— i (0)

go = 0,51:X1, ...... En = .

- n
Ouarr =min >, eX(f) pour g =1
0 t=1—¢

ce resultat est obtenu par 3.2.12
Les statistiques descriptives pour les deux estimateurs du 8 appraissent dans les trois
tableaux obtenus & 'aide du logiciel R, les expériences ont été réaliser
pour 02 =1et =0 et § =+0.2 et § = +0.5 et # = £0.9, le nombre de répliques
était 500 pour n = 30, et 200 pour n = 100 et 50 pour n = 300, et 'espace de
parameétre & été confiner a|f| < 1 parce que les valeurs de parameétres en dehors de

la région d’inversibilité sont superflue donc ignorée
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Tableaul

Statistiques descriptives pour les deux estimateurs du 6, n-30(500réplique)

0 Estimateur de # | Moyenne | Variance | Biais | Er.quadratique
-0.9 C.M.L -0.818 0.016 0.081 0.023
U.M.L -0.924 0.012 | -0.024 0.013
-0.5 C.M.L -0.517 0.038 | -0.017 0.039
U.M.L -0.520 0.042 | -0.020 0.042
-0.2 C.M.L -0.208 0.047 | -0.008 0.047
U.M.L -0.181 0.050 0.018 0.050
0.0 C.M.L -0.005 0.048 | -0.005 0.048
U.M.L 0.017 0.050 0.017 0.050
+0.2 C.M.L 0.209 0.043 0.009 0.043
U.M.L 0.197 0.053 | -0.002 0.053
+0.5 C.M.L 0.511 0.040 0.011 0.040
U.M.L 0.513 0.041 0.013 0.041
+0.9 C.M.L 0.818 0.017 | -0.081 0.024
U.M.L 0.923 0.012 0.023 0.013
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Tableau?2

Statistiques descriptives pour les deux estimateurs du 6, n- 100(200réplique)

0 Estimateur de § | Moyenne | Variance | Biais | Er.quadratique
-0.9 C.M.L -0.870 0.003 0.029 0.003
U.M.L -0.904 0.002 | -0.004 0.002
-0.5 C.M.L -0.501 0.008 | -0.001 0.008
U.M.L -0.514 0.008 | -0.014 0.008
-0.2 C.M.L -0.193 0.010 0.006 0.010
U.M.L -0.195 0.010 0.004 0.010
0.0 C.M.L -0.003 0.008 | -0.003 0.008
U.M.L -0.007 0.009 | -0.007 0.009
+0.2 C.M.L 0.203 0.009 0.003 0.009
U.M.L 0.209 0.010 0.009 0.010
+0.5 C.M.L 0.500 0.008 0.000 0.008
U.M.L 0.514 0.009 0.014 0.009
+0.9 C.M.L 0.878 0.003 | -0.021 0.003
U.M.L 0.906 0.002 0.006 0.003
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Tableau3

Statistiques descriptives pour les deux estimateurs du 6, n-300(50réplique)

0 Estimateur de # | Moyenne | Variance | Biais | Er.quadratique

-0.9 C.M.L -0.893 0.0008 0.006 0.0008
U.M.L -0.904 0.0005 | -0.004 0.0005

-0.5 C.M.L -0.498 0.001 0.001 0.001
U.M.L -0.492 0.002 0.007 0.002

-0.2 C.M.L -0.199 0.002 0.0001 0.002
U.M.L -0.201 0.002 -0.001 0.002

0.0 C.M.L -0.001 0.003 -0.001 0.003
U.M.L 0.005 0.002 0.005 0.002

+0.2 C.M.L 0.196 0.002 -0.003 0.002
U.M.L 0.206 0.002 0.006 0.002

+0.5 C.M.L 0.499 0.002 | -0.0003 0.002
U.M.L 0.501 0.002 0.001 0.002

+0.9 C.M.L 0.890 0.0008 | -0.009 0.0008
U.M.L 0.896 0.0005 | -0.003 0.0005

*Nous remarquons que les valeurs estimées du paramétres sont trés proches aux valeurs
exactes avec des variances et des erreurs trés petites.
Ces derniéres diminues et sont trés proche de zéro, chaque fois que n (taille de
Iechatillon) augmente .
Ceci confirme l'utilité des resultats théoriques et des propriétés asymptotiques de
I’estimateur du maximum de vraisemblance.

Enfin nous presentons quelques trajectoires d’un processus moyenne mobile d’ordre un M A(1)

pour des échantillons de tailles différentes.
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pour n=30 nous obtenons trajectoire suivante

Graphel

simu MA1

Simu.MA(0.5,1,30,0)

pour n=100 nous obtenons trajectoire suivante

Graph2

simu MA1

Simu.MA(0.5,1,100,0)

91



pour n=200 nous obtenons trajectoire suivante

Graphe3

simu.MAT

0 50 100 150 200

Time

Simu.MA(0.5,1,200,0)

Pour n=500 nous obtenons la trajectoire suivante

Garphed

simu MA1
0
I

T T T T T T
0 100 200 300 400 500

Time

Simu.MA(0.5,1,500,0)
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Annexe2

PROGRAME De 0¢ 1 :
simu.Bl<-function(teta,sigma2,n){
simu.mal <-function(teta,sigma2,n)
{
epsilon<-rnorm(n,0,sigma2)
x<-numeric(n)
x[1]<-epsilon[1]+teta
for(i in 2:n)

{
x[i]<-epsilonli]+teta*epsilon|i-1]
}

X

}

simu.mal(0.2,1.000,30)
x<-simu.mal(0.2,1.000,30)
X

f<-function(teta)

{

e<-numeric(30)

e[0]<-0

e[l]<-x[1]

for (i in 2:30)
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{

eli]<-x[i]-teta*e[i-1]

}

e

res<-sum(e”2)

res

}

nlm(f,0)

tetachapo<-nlm(f,0)

tetachapol <-as.matrix(tetachapo)
tetachapol[2,]

bl<-tetachapol[2,]

bl

Bl<-as.numeric(bl)

B1

}

Bl<-numeric(500)

for(i in 1:500){
B1]i]<-simu.B1(0.2,1.000,30)

}

mean(B1)

var(B1)

mean(B1)-0.2 #biais
mean((B1-0.2) ~2)#erreur quadratique
PROGRAME De 7.1/, :
simu.Bl<-function(teta,sigma2,n){
simu.mal<-function(teta,sigma2,n)
{

epsilon<-rnorm(n,0,sigma2)

x<-numeric(n)
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x[1]<-epsilon[1]+teta

for(i in 2:n)

{

x[i] <-epsilonli]+teta*epsilon|i-1]
¥

X

}

simu.mal(0.2,1.000,30)
x<-simu.mal(0.2,1.000,30)
X

f<-function(teta)

{

e<-numeric(30)
e[l]<-x[1]-teta*0.96

for (i in 2:30)

{

eli] <-x[i]-teta*e[i-1]

¥

e

res<-sum(e”2)

res

}

nlm(f,0)
tetachapo<-nlm(f,0)
tetachapol <-as.matrix(tetachapo)
tetachapol|2,)]
bl<-tetachapol[2,]

bl

Bl<-as.numeric(bl)

B1
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}

Bl<-numeric(500)

for(i in 1:500){
B1[i]<-simu.B1(0.2,1.000,30)
}

mean(B1)

var(B1)

mean(B1)-0.2 #biais

mean((B1-0.2)"2)#erreur quadratique
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons présenté une méthode d’estimation M L des parametre d’une
moyenne mobile d’ordre ¢ M A(q), Elle est due aux auteurs Denise.R.Osborn et CharleR.
Nélson, I'estimateur est obtenu en maximisant la fonction de vraisemblance ,En pratique cette
maximisation obtenu numeriquement par des algorithms itératifs.

Des resultats de simulations confirment les resultats theoriques.
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