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Introduction

L’analyse des équations différentielles a retard, a commencé dans les années (50) ;
et l'une des premiéres approches est présenté par 'Krasovskii’ (1977), qui généralise
la deuxiéme méthode de ’Lyaponov’. Ensuite de nombreux auteurs, ont développé
différents problémes, concernant ’analyse de la stabilité des équations différentielles,
avec un argument retardé. Parmi les équations différentielles a retard, on distingue
ceux qui sont a retard constant. Par exemple : Lorsque, nous passons notre permis
de conduire, nous apprenons que le temps de réaction de notre systéme nerveux,
lors de la conduite, est de 'ordre de quelques secondes, et qu’il faut prendre soin de
mettre une distance suffisante entre deux voitures qui se suivent, les épidémies, les
maladies, possédent un temps d’incubation, la dynamite inventé par ’Alfred Nobel’
dispose d’un dispositif (la méche) pour retarder le déclenchement de son explosion,
son utilisation, serait difficile sans cet artifice. D’apreés cet exemple, on remarque que
le retard peut étre utile, il peut méme étre absolument nécessaire
Le retard multiple :

Comme exemple, les organistes nécessitent un certain temps d’adaptation, lorsqu’ils
jouent sur un orgue qu’ils ne connaissent pas. En effet a cause du temps de propa-
gation de l'air dans les tuyaux, le retard entre le moment ou le musicien enfonce
la touche du clavier et le moment ou le son retentit dans la salle, peut étre assez
conséquent, de l'ordre de la demie seconde, pour certains grands orgues, théorique-
ment, ce retard varie en fonction de la hauteur de la note, puisque les tuyaux sont de
longueurs différentes, ce qui est en fait un exemple des systémes a retards multiples
Dans ce travail ; on propose de donner une introduction aux équations différentielles
a retard (concernant la définition, existence et unicité.)

Dans un premier temps, on donne un exemple o ce genre d’équations se présente
comme le modéle le plus adéquat, il sera suivit par une présentation de la méthode
des pas pour l'intégration des équations différentielles a retard.

Une fois, que le théoréme d’existence et d’unicité est présenté, une comparaison avec
les équations différentielles ordinaire sera faite.

Dans le deuxiéme chapitre; on va s’intéresser & la linéarisation des équations dif-
férentielles a retard (lorsque le retard est nul et différent de zéro). Afin d’étudier
I’existence des solutions et leur stabilité, puis on termine dans le troisiéme chapitre

avec les équations différentielles a retard dépendant de 1’état; ot on s’intéressera a
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la définition, existence et unicité, ainsi qu’a la solution constante.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Un apercu historique sur les équations différen-
tielle avec retard

Rappelons; que les équations a retard, ont été introduites, pour modéliser des
phénomeénes dans lesquels, il y’a un mélange temporel entre I'action sur le systéme
et la réponse du systéme a cette action. Par exemple, dans le processus de naissance
des populations biologiques (cellules, bactéries, ...etc.). Beaucoup de phénoménes
rencontrés en physiques, biologie, chimie, ...etc., ont trouvé dans la théorie des équa-
tions, a retard, un bon moyen de modélisation, (un moyen plus réaliste que dans le
cas des équations différentielles ordinaires). A partir des années (40), la théorie des
équations a retard a connu, un grand développement, notamment on trouve "Bel-
man” et "Cooke” (1963), "Hale” (1977). Mais récemment, de nombreux phénomeénes
ont été proposé pour la modélisation de certaines situations compliquées, ou il y’a
un mélange temporel entre 'action sur le systéme et la réponse du systéme. A cette
notion, le retard peut étre donné comme une intégrale et donc il dépend, des fonc-
tions inconnues, qui sont les solutions du probléme, il est appelé dans ce cas, retard
distribué ou retard dépendant de I’état.

Des exemples :

Exemple 1 :
La chauve souris, a la chasse, étant aveugle, elle émet des sons, pour utiliser les
parois des grottes, afin de localiser sa proie. L’écho obtenu par le rebondissement de
ces cris représente le retard qui dépend de I’état, qui est le prédateur.

Exemple 2 :
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Imaginons, une population biologique, composée d’individus jeunes et adultes. Soit
N(t), indiquant la densité d’adultes, & un temps t. Supposons que la longueur de la
période juvénile est exactement h unité de temps pour chaque individu et supposons
que les adultes produisent une mutation a un taux « par téte et que leur probabilité
par unité de temps pour mourir est p. Supposons que les nouveaux nés survivant la
période juvénile avec une probabilité p et posons t = ap. Alors les dynamiques de
N, peuvent étre décrites par I’équation différentielle suivante

P (. (e~ 1) (1)
rN(t — h) : Signifie que les nouveaux nées deviennent adultes avec un retard, alors
la variation de la densité de population N comprend des valeurs courantes, ainsi
que des valeurs au passé. Pour intégrer, I’équation (1.1) en certains temps t € [0, h),
on nécessite de prescrire la valeur N (¢ — h). Alors on doit considérer une fonction,
sur un intervalle de longueur h, pour cela on prescris N sur Uintervalle [—h, 0], et
ensuite utiliser (1.1) pour ¢ > 0, alors on supplémente (1.1) par N(#) = ¢(¢) pour
—h <0 <0 ou p est une fonction donnée.

Explicitement, on a alors pour tout ¢ € [0, h]
t
N(t) = pl0) expl—pt) + 7 [ exp(-ult = r)p(r — h))dr
0

1.2 Equation différentielle a retard constant

Définition 1.1 On appelle équation différentielle a retard constant, une équation

différentielle de la forme
a(t) = f(t,x(t),x(t — 7)) (1.2)

ot f:R3 — R, une fonction continue, et r un nombre réel strictement positif que

l’on appelle le retard.
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Remarque :
Pour déterminer la solution de I’équation différentielle (1.2) sur un intervalle
[to, to + 7], il faut connaitre z(¢) sur un intervalle antérieur [ty — 7, to]. Soit ¢ une

fonction continue sur Uintervalle [to — r,to] & valeurs dans R.

1.3 Existence, unicité et prolongement, des solu-
tions :

Définition 1.2 Soit Q un ouvert de R?, on dit que la fonction

h: Q> (t,x) — h(t,xz) € R est lipschitzienne par rapport a x uniformement par
rapport a t, si et seulement si Ik > 0, tel que :

V(t,z1), (t,x2) € Q on a :

|h(t, 1) — h(t, x0)| < k|zy — 29|

Définition 1.3 On dit que la fonction h : Q C R* —€ R est localement lipschit-
zienne par rapport a x, si pour tout point (to,xzo) de S il existe un voisinage de
(to, z0) dans lequel h est lipschitzienne dans ce voisinage autrement dit k dépend de
(to, o).

Soit le probleme de Cauchy suivant :

(t) = f(t,x(t),z(t — 7)), pourt>0
(1.3)
z(t) = (1), pour t € [—r,0] et ¢ € C([-r,0], R)

Théoréme 1.1 Si f : R* — R est continue, alors le probléme (1.3) admet au
moins une solution, si de plus [ est localement lipschitzienne par rapport auxr deux

derniéres variables, alors cette solution est unique

Soit x une solution de I’équation (1.2), définie sur léintervalle [ty — 7, af, a > tg

Définition 1.4 On dit que T est un prolongement de x, s’il existe § > « tel que
T est définie sur [to — 1, B[, coincide avec x sur [ty — 7, [ et vérifie l’équation (1.2)

sur [to —r, ]
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Définition 1.5 La solution x est dite mazimale, si elle n’admet pas de prolonge-

ment, i.e. que l'intervalle [to—r, o est Uintervalle mazimal d’ezistence de la solution

x.

Définition 1.6 Une fonction sur [to — r,00), @ valeurs dans R, différentiable sur
[to, 00) est solution de 'équation (1.2), si et seulement si elle vérifie les conditions

sutvantes :
i)x“to—’“,to] =¥ (14)
i)z(t) = f(t,z(t),x(t — 1)), pour t € [tg,o0)
Autrement dit ;

(), pour t € [ty —r,to

fE(t) = t
o(t) + /t f(s,z(s),x(s —r))ds, pour t€ [tog—r,00)

Exemple

Soit I'’équation différentielle a retard constant.
(t) = —x(t — 7/2) (1.5)

qui admet comme solution z(t) = sint.
Cette solution s’annule pour t = km, tel que k € Z, mais elle n’est pas identiquement

nulle, dont le graphe y est (11).

1.4 Propriétés générales : Comparaison avec les équa-
tions différentielles ordinaires :

i/ Pour résoudre I’équation différentielle a retard :

w(t) = f(t,2(t),z(t — 1)) (1.6)

il faut connaitre x(t) sur un intervalle [ty — 7,%o], de longueur r. Par contre,
pour résoudre une équation différentielle ordinaire il suffit de connaitre x(¢) en

un seul point.
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ii/ Une équation différentielle a retard linéaire et homogeéne, peut avoir des solutions
oscillantes non triviales, c’est a dire des solutions qui s’annulent plusieurs fois,
mais elles ne sont pas identiquement nulles, or si la solution d’une équation
différentielle ordinaire linéaire et homogéne, s’annule en un point, elle est nulle
partout (grace a l'unicité de la solution). D’une maniére générale, si deux
solutions d’une équation différentielle, ordinaire se rencontrent en un point,
et si la condition d’unicité est satisfaite, alors elles sont égales, sur tout le
domaine de définition.

Par contre, deux solutions, d’une équation différentielle, a retard peuvent se ren-
contrer en plusieurs points, sans qu’elles soient égales

Exemple

Soit I'equation suivante @(t) = —z(t — 7/2) qui admet comme solutions :

x(t) = cost et y(t) = sint

voir graphe (1.2)

On remarque que x(§) = y(§) et © # .

Remarque Soit 2% et 2 deux solutions de I'équation (1.2) de conditions ini-

tiales Tl ) = ¢ etz = 1) respectivement.

Ta——
Si 2% = ¥, sur un intervalle [t — r,t], de longueur r, alors Vo > t, 2% = ¥ sur
[t —7, al.

Les solutions d'une équation différentielle & retard, ne sont pas en général prolon-
geables vers la gauche, et quand, c’est le cas, le prolongement n’est pas unique.

Exemple Considérons le probléme suivant :

&= —px(t) + f(t,z(t —1))

(1.7)
(t) = (t), pour t € [—1,0]
1 2t 2 1 2 2
avec ¢(t) = — <t2 - —+ —2) - — <1 + =+ —2) e M ot f(z) = 2?
7 poop?) T
Soit x : [—1,00) — R, la solution, définissons deux fonctions " et = comme suit :
(1), —2<t< 1 (1), —2<t< 1
= s =
x(t),t > —1 x(t), t > —1
T (t) et 7 (t) : [-2,00) — R sont continues, puisque ;" =z etz =z,

lI—1,00) l[=1,00)
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alors

i = pat () + fat (= 1)), 2 0

+ _
I\[ﬂ,o] =0
et
7 = —pr~(t) + fz=(t—1)),t >0
Vg = @

Pour t € [-1,0]; on a :

—pat(t) + faT(t 1)) =

et

—prm () + fz7(t=1)) = —po(t) + f(=1)

l=1,0

B (21& 2
poop?
= (1)
D’autre part, on a &+ | = gz'S, car o=

l[=1,0

= ¢ alors les fonctions 1 et z~, vérifient

I'équation (1.7) sur lintervalle [—1,0]. Ainsi, 27 et = sont deux prolongements

différents de la solution sur [—2, —1]
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1.5 Dépendance continue des solutions par-rapport

aux conditions initiales :

Les solutions de I’équation (1.2), dépendent continument des conditions, initiales

dans le sens suivant :
Pour tout ¢ € C([to—r,to], R), t > tg,e > 0,35 > 0, telle que Yy € C([to—r, 0], R);
on a:

o — || <= 2%(s) —2¥(s)| < ¢, Vs € [to —1,1]

1.6 Intégration par la méthode des pas

Avant de traiter la méthode d’intégration; on considére ’exemple suivant, sur
lequel, on applique I'intégration par la méthode des pas.
Considérons, une population biologique ou atomique de taille N(¢) a l'instant ¢,

soumise & des processus de reproduction ou de disparition. Supposons que la vitesse

dAN(t)
dt

de croissance est proportionnelle & N (t), a 'instant ¢.

Cette population sera gouvernée par ’équation différentielle ordinaire suivante :

dN(t)
— = =AN().

La solution de cette équation est N (t) = NyeM, ot Ny est la taille de cette population
a l'instant t =0
Remarque :

1/ Si A > 0; on a une explosion de la population (t lifrn N(t) = +00).
—+00

2/ Si A <0; on a une extinction de la population (t liin N(t) =0).
—+o0

3/ Si A =0; la population, reste constante (IN(t) = Ny, Vt).

On remplace, le facteur A par, une quantité qui décroit, quand N(t) croit et inver-
sement, et on propose comme deuxiéme modéle, I’équation suivante
dN (t)

i S N
i |

N0

p 1 N(t),k,p € R (1.8)

I'équation (1.8) s’écrit sous la forme :

N() kK _
N N +p 0 (1.9)
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Posons y(1) = o
osons y(t) = NO
N'(t

alors y/(t) = _NQ((t)) I'équation (1.9) devient :

k
y'(t) + ky(t) = ; (1.10)
Résolvons 1I’équation homogene suivante :

y'(t) + ky(t) = 0
Y (1) + ky(t) = 0 = y(t) = yoe ™

La solution de ’équation (1.9) est donnée comme suit :

t
k
y(t) = yoe_ktJr/ e Hm) = ds
0 p

1 t
= yoe M4 —6_kt/ keksds
p 0

1
— yoe—kt + _e—kt(ekt o 1)

p
yo + 5 (e — 1)
- okt
E | ty(t —, et —
n remplagant y(t), par N () et yo par Ny on aura

Noekt . .
N(t) = ~ ,k,p € R ; on remarque que : thm N(t) = p.

p

Le facteur (1 — N(t)/p), joue un role de régulateur.

On remarque, que le modéle (1.8), présente un défaut de principe, car on ne peut
pas avoir une connaissance claire de la capacité démographique d’une population.
On propose un troisitme modéle dans lequel, le facteur régulateur fait intervenir la

taille de la population & un instant antérieur t —r. On aura donc I’équation suivante

dN(t) _ | [1 _ N(t-r)
t p

} N(t) (1.11)
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I'équation (1.11) est une équation différentielle, a retard.
Maintenant, on passe a la méthode d’intégration de 'équation (1.11) qui s’écrira,

sous la forme intégrale suivante

/ot %’((Ss)) ds = /Ot g [1 - ¥1 ds (1.12)

on remarque que pour résoudre cette équation sur Uintervalle [0, 7], il faut connaitre

N(t) sur [—r,0].

Ainsi; on se donne, une fonction 6, continue sur [—r, 0] ; et on pose comme condition
initiale N(t) = 0(t) sur lintervalle [—r, 0.
En considérant, le changement de variable u = s — r I’équation (1.12) devient, pour

t e |0,r]

t !
/ N (S)ds {1 — M} du
o N(s) p
{1 — w] du
p
la solution sur [0, 7], qu’on notera N;(t) est donnée par

Ny(t) = Noe/_trr " [1 N ?] du,t € [0,r]

t—r
/ K
t—r
/ K

on refait 'opération sur [r, 2r|, en considérant comme condition initiale N (t) = Ny(t)
sur [0, 7] et ainsi de suite, cette méthode s’appelle la méthode des pas.
On se propose de donner une illustration détaillée sur 'exemple élémentaire suivant.

Soit le probléme de Cauchy suivant :

(1.13)
x(t) = 1,pour t € [—r,0]..(2)
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) & / s)ds = / x(s —r)ds; en posant u = s — r, on obtient ;

/Ota':(s)ds = /_tr_rx(u)du
e

Donc z1(t) =t +z(0) =t +1

x1(t) =t + 1. Posons zy(t) =t + 1, t€|0,r].
La résolution de I'équation (1), sur [r, 2r];
On considére, la condition initiale

|, = L1 pour tout t € [r,2r] = x1;0n a:

(i)/ ds-/ x(s —r)ds;

en posant : 4 = s — r; on obtient :
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/rtjc(s)ds _ /Ot_rx(u)du

u2+ :|t7"
= |—4u
2 0
(t—r)
= t —
5 + T
2+ r?—2rt
= 5 ttr

= %[t2+r2—2rt+2t—2r}

- %[t2+2(1—7’)t+7’2—2r}

1
xo(t) = §[t2—|—2(1—7*)t—|—7’2—2r} +7r+1

1
= —[P+2(1—r)t+1r°—2r+2r+2]

N}

- %[2+2(1—7’)t+7’2+2]

La résolution [2r,3r]; On considére, comme condition initiale

|, 4, = T2, pour tout t € [2r,3r]; on a :

(1){:)/2:i(s)ds:/2:x(s—r)ds;
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posant : u = s — r; on obtient :

/2:50(3)655 _ /Ttrx(u)du
= /rt_rxg(u)du

t—r
= / 1/2[s* +2(1 —r)s+r*+ 2] ds

3 52 e
= 1/2 3 2(1 — 7“)5 + (r? + 2)3}

T

— 1) “‘3” +2<1—r)(t_27”) —|—(r2—|—2)(t—r)}
— 1/2 —%3+2(1—r)%2+(7’2+2)7“]
_ 1 t3—37’t2—|?:37‘2t—7“3+(1_T)t2+2(r2_r)t]

r 3
+ 1/2 —r3+r2+(r2+2)t—r3—27’—%—7“2—1-7’3—7’3—27“}

t° —3rt? + 3r% — 1’

= 1/2
/ 3

+ (1=t + @27 =2r+1r° + z)t]
r 3
+o1/2 -2 —4r — %

= [ +*(—=3r +3—3r) + t(3r* + 9r* — 6r + 6) — 6r° — 12r — 1|
= 1/6 [t* + t*(—=6r + 3) + t(12r* — 6r + 6) — 6r° — 12r — ]

= 1/6[* +£*(—2r + )3+ t(2r° — Ir + 1)6 — 7r® — 127]

z3(t) = 1/6 [t°+3(=2r + 1)t +6(2r* — Ir + 1)t — 7r® — 12r] 4 25(2r)

= 1/6 [t° +3(=2r + 1)t* +6(2r* — Lr + 1)t — 7r® — 12r] + 1/2(r* + 4r + 2)
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Exemple 2
on propose un autre exemple, plus spécifique, sur lequel, on va appliquer de méme

I'intégration par la méthode des pas.

(1.14)

La résolution sur [0, 1];

soit t € [0, 1]

) & / s)ds = / x(s — 1)ds, en posant u = s — 1, obtient,

/Otx'(s)ds _ /_tl_lx(u)du
_ /_tl_ladu

Donc z(t) = at + z(0) = at + a.
Posons z1(t) = at + a,t € [0, 1].
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La résolution sur [1,2]; on considére la condition initiale x|, = w1,

pour ¢ € [1,2]; on a donc;

) & / s)ds = / x(s — 1)ds; en posant u = s — 1; on obtient

/ltjs(s)ds = /Ot_lx(u)du

t—1

x1(u)du

I
S—

t—1

(au + u)du

Il
S—

t—1
u_ + au}
2 0

I
oIS

(t—1>%+a(t—1)

r 1+1—|—t 1
e a _— f— J—
2 2

Il s’en suit que x(t) — (1) = $(t* — 1) or (1) = x1(t) = 2a;
alors x(t) = 2752 + S?a

Posons x,(t) = 42 4+ 32t € [1, 2]
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La résolution sur [2, 3]; on considére la condition x|, , = . Pour ¢ € [2,3]; on

1) & /;a‘c(s)ds - /th(s —1)ds

en posant u = s — 1, on obtient :

/2 Ci(s)ds — /1 T wdu

a 3a 5a
= — (3 —-=3t2-1 —(t—1) — —

a a 5
= —t* — —t* +2at — =
6 5 + Za 3a

5 7
on a alors z(t) — z(2) = %tS - th + 2at — 30 o x(2) = x9(2) = 3@ alors

|
o(t) = %t3 . th +2at + a

1
Posons z3(t) = %tg - th + 2at + éa,t €[2,3].

1.7 Etude de la continuité de la solution aux points
0,1,2

li t) =a;
"=

li t) =
St =

Donc x est continue en t = 0

e lim z(t) = lim z(t) = 2a.
t—1- t—1-

li t)=1i t)y=2
Jim z(t) = lim z5(t) = 2a
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Donc x est continue en ¢t = 1
7

li t)= 1 t) = —a.
o lm z(t) = lim 2(t) = Sa

7
lim z(t) = li )=~
Jim z(t) = lim z5(t) = Za

Donc x est continue en t = 2

1.8 Etude de la dérivabilité de la solution aux points

0,1,2
e lim M =0,
t—0— t
i 2 =2 _ . atta—a
t—0+ t t—0+ t

Donc x n’est pas dérivable au point ¢ = 0

z(t) — z(1) ~ lim at +a — 2a

t—1— t—1 t—1— t—a -
t) — (1 242 + 3¢ — 2q
lim M = lim 2——2—— = g Donc x est dérivable au point ¢t = 1
t—1+ t—1 t—1+ t—1
. x(t) — z(2) I o A7) a
| = lim2—2 2 — Jlim —(t+2)=2
o fm g S i e = i o) =2
t) — x(2 a3 942 4 9at 4 ¢ — Ig
M = lim & 2 6 2 — 92g Donc z est dérivable au
t—2+ t—2 t—2+ t—2
point ¢t = 2

Remarque : Considérons la condition, initiale plus générale; z) =6, tel que 0

~1,0]
est une fonction continue sur l'intervalle [—1, 0].

e Pour ¢t € [0,1]; 0on a:

(1) e i(s)=x(t—1)=0(t—1) = 0(u), avec u € [—1,0], € est continue sur [—1,0];
donc Z est continue sur [—1,0], et par suite x est de classe C* sur [0, 1].

e Pour t € [1,2];0on a:

(1) & z(t) =x(t — 1) = x1(u), avec u € [0, 1], x est de classe C* sur [0, 1],

donc 7z est de classe C! sur [1,2]; il s’en suit que x est de classe C? sur [1,2].

e Pour t € [2,3];0n a:
(1) & i@(s) =x(t — 1) = x(u), avec u € [1,2], x est de classe C? sur [1,2],
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donc 7 est de classe C? sur [2,3]; il s’en suit que z est de classe C® sur [2, 3].

En général, sur I'intervalle [n,n + 1], z est de classe C™"1.
Ainsi, la régularité de la solution, augmente au fur et & mesure, que le nombre de

pas d’intégration devient plus grand.

1.9 Cas particulier :
Soit I'équation différentielle a retard suivante :

z(t) = f(t,x(t),z(t —7r)), t>0
(1.15)
x(to) = p(to), pour t € [tg — T, to]

1.9.1 Conditions d’existence et d’unicité :

Définition 1.7 On dit que x : RT™ — R est une solution de I’équation (1.15) satis-
faisant le probléeme de Cauchy, si

i(t) = f(t,2(0); ¥t € R*
x(ty) = a
Définition 1.8 Si f : Rt x R — R est une fonction continue et de plus lipschit-
zienne, c’est a dire qu’il existe un k > 0, tel que :

| f(t,z) — f(t,y)| < kl|lz—vyl|, pour V(z,y) € R x R, alors l’équation (1.15) admet

une solution unique.

1.10 Généralité :

Soit I’équation differentiélle a retard suivante :

i(t) = f(ta(t), 2t — 1)), >0
(1.16)
(1) = (1), pour t € [=r,0]
Par la méthode des pas I’équation (1.15) admet les solutions suivantes sur les diffé-

rents intervalles ou (segments).
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[ p(t), pour t € [ty — r,to]
x1(t),  pourt € [tg,to+ 1]

xo(t),  pourt € [ty + r,to + 2r]

*9

[ 2a(t),  pourt € [to(n — 1)r, ty + nr]

ou x1(t), z2(t),...., x,(t) sont les solutions locales de 1’équation :
Remarque :

La méthode des pas nous donne, I'existence de solutions.

Ceci nous méne a énoncer les définitions suivantes :

Définition 1.9 Par la méthode des pas, toute fonction ¢ continue sur l’intervalle

[to — 7, to] définit une solution de [’équation (1.15)

Définition 1.10 Si de plus f est localement lipschitzienne par rapport au troisiéme

argument x(t — r) alors la solution est unique.

Théoréme 1.2 Soit f : R®* — R; une fonction continue, localement lipschitzienne
par rapport a la troisiéme variable pour tout to € R, on se donne une fonction

¢ [to — 7, to] = R continue

#(t) = f(t.a(t),a(t — 7)), t >t
(1.17)

l"[tofr,to] = SO
admet une solution unique sur tout intervalle [ty — r, o] avec ty < a < 400

Pour la démonstration de ce théoréme ; on a besoin du lemme suivant :

Lemme 1.1 de Granwall [22]
Soit ¢ une constante donnée, k une fonction continue sur un intervalle J a valeurs
dans R*, soit xqg € J
Siv:J— (0,400) est une autre fonction continue et

v(t) <c+

/t k(s)v(s)ds| VteJ (1.18)

to
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alors v(t) < ce/to Vie J
Preuve :
t
k(s)v(s) > 0= / k(s)v(s)ds est positif, si t > t, et négatif si t < to.
to

l-cas : t >t

L’inégalité (1.17) peut s’écrire sous la forme :

kE(t)v(t) — k(t)[c +/ k(s)v(s)ds] <0 (1.19)

to

Posons Q(t) = ¢ +/ k(s)v(s)ds, alors Q'(t) = k(t)v(t).

to

L’inégalité (1.8) devient Q'(t) — kQ(t) < 0.

t
- / k(s)ds
En multipliant par le facteur intégrant e “to , on obtient :

_/ k(s)ds —/ k(s)ds ,
Q' (e — Q)k(t)e Tt <0 ie.

En intégrant cette derniére inégalité entre ¢y et ¢ et en remarquant que

Q(to) = ¢, on obtient :

— | k(s)d k(s)d
Q(t)e /to (5)ds — ¢ < 0; ou bien Qt) < ce/to (5)ds

— /t k(s)ds
or v(t) < Q(t), alors : v(t) < ce o (cqfd)

2-cas : t <

/t k(s)v(s)ds

to

_ —/Otk;(s)z/(s)ds

L’inégalité (1.17) s’écrira, sous la forme suivante :

k(t)v(t) — k(t)[c — / k(s)v(s)ds] <0 (1.20)

to
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t
Posons P(t) = ¢ — / k(s)v(s)ds, alors P'(t) = —k(t)v(t)
to
L’inégalité (1.19) devient —P'(t) — k(t)P(t) <0, i.e.
Pt)+k()P(t)>0
t
/ k(s)ds
En multipliant cette inégalité par le facteur intégrant e to on obtient
t
d - /t k(s)ds -
JE— e to
dt -
en intégrant cette inégalité entre ¢ et ¢, on obtient :
t t
/ k(s)ds —/ k(s)ds
c— P(t)elto > 0; ou bien P(t) < ce “to

- — /t k(s)ds
or v(t) < P(t), alors : v(t) < ce to (cqfd)

/to h(s)ds

Maintenant entamons la démonstration du théoréme :

Conclusion : Vt € J : v(t) < ce

Démonstration :

Faisons un raisonnement par ’absurde.

Supposons qu’il existe, deux solutions = et T définies de [tg — r, a] & valeurs dans R,

telle que z(t) # ()
Soit t; = inf{t € (to, @), telle que x(t) # z(t)}.
on a donc x(t) = Z(t), pour t € [tg — 1, t1].

Comme f est localement lipschitzienne, alors de; > 0, des > 0 telle que f est loca-

lement lipschitzienne sur (t; — ey, ¢ + €)% (x(t; — 1) — €3, x(t; — 7) + €.

l-cas : Sie >r
Soit t € [t1,t1 + €1), alors :

£(t) — F(t) = / (s, 2(8), (s — 1)) — F(s, F(5), F(s — )] ds

to

_ /t O+ a0+ 1), 2(0)) — O+ 3O + 1), 5(0))] dO

o—T
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puisque t <ty + €y et ¢ < r,alors t <t +7r,
Le.t—r <ty.
or x(0) = z(0), pour 0 € [ty — r,t1], alors x(t) — z(t) = ¢
Ainsi z(t) = Z(t), pour tout t € [tg — r,t1 + €1),
ce qui contredit la définition 1.
2-cas : Si € > rsoit t € [ty,11 + €1)
1/ Sit <ty +7;on aleméme résultat précedent
2/Sit>t;+r;ona:

z(t) —2(t)] = / [f(s,2(s),2(s = 7)) = f(s,2(s),2(s — 7))] ds

to

t

|f(s,2(s), 2(s — 7)) — f(s,2(s), 2(s —r))| ds

to

IN

Pour s € [tg,t1 +€1);ona: x(s—r)=2(s —r), alors :

(1) —z(t)] < /t [f(s,2(s), (s — 7)) = f(s,2(s), T(s —7))| ds

< k:/t;r]x(s—r)—%(s—rﬂds

< k/t:_r|x(0)—'a?(9)]d6

< k/tl”u(e) —5(9)]d9+k/; 2(6) — 7(60)| do
< k/tlt|x(9)—%(9)\d9

Posons v(t) = |z(t) — z(t)|; on a donc v(t) < k/ v(0)do

t1
v(t) vérifie ’hypothése du lemme avec ¢ = 0, alors v(t) <0,
(i.e.) z(t) = Z(t). 1l s’en suit que z(t) = z(t), pour tout t € [to —r,t; + €1), ce
qui contredit la définition de ;.

Donc la solution du probléme posé est unique.



Chapitre 2

Etude des points d’équilibre

Dans ce chapitre on va s’intéresser a I’étude des points d’équilibre d’une équation
différentielle a retard, et a la linéarisation de cette équation au voisinage d’un point

d’équilibre

2.1 Points d’équilibre :
Soit I'équation differentielle a retard suivante :

= f(t,z(t),z(t —7r)), t>ty
(2.1)
x(t) = ¢(1), te[—r0]

Définition 2.1 On appelle point d’équilibre d’une équation différentielle a retard,
une solution que ’on note x*, vérifiant la condition suivante :

f(t,z*,2*) =0, donc * = 0, implique que x* = C'ste.

Résultat : Le point d’équilibre d’une équation différentielle a retard est une solution
constante.

Remarque : Si 7 = 0; I'équation (1.2) devient : & = f(t,2(t),xz(t)) = g(t, z(t)).
Qui est une équation différentielle ordinaire.

En changeant la condition initiale un peu de la solution constante ; on obtient
x(to) = x(t) = z* + ¢, soit y(t) = x(t) — z*, donc

y(t) = a(t) — " = x(t)

y(t) = [t x(t), 2(t) = g(t, x(t)) (2.2)

28
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En appliquant le développement limité de Taylor & ¢(t) ; on obtient

i) = (10" a)olt) ~ 27) + Gt ) () - )

*

En posant : z(t) — 2* = y(¢) ; on obtient,

I0) = (b2 )ylt) + G (e
et en posant
0 0
St ) = alt), 5t a) = b0

on aura finalement :
y(t) = a(t)y(t) + b(t)y(t) = (alt) + b(t))y(t) Soit c(t) = a(t) + b(t);
donc
y(t) = c(t)y(t) (2.3)

2.2 Etude de I’équation (y(t) = C(t)y(t)) :

Supposons que ¢ est continue et périodique, de période w > 0, i.e. c(t+w) = c(t).
Dans ce cas; on fait appel au théoréeme de Floquet pour déterminer la solution de
I'équation (2.3)

Théoréme de Floquet Soit I'équation linéaire
X'(t) = A(t)X (2.4)

ot A est continue, périodique, par rapport a t et de période w (w > 0); i.e. :
AeC(R,M,(R)) et A(t +w) = A(t).

Si Y (t) = Y(t+ w) est une autre solution.

eneffet : Y'(t) = X'(t+w) = At + w) X(t +w) = A(t)Y (¢)

Théoréme 2.1 Toute base de solutions X du systeme 2.4, peut se représentée sous

la forme :

X(t) = P(t).exp(Rt), t € Ret R € M,(R)
ot P € C'(R,M,(R)) et P est inversible, périodique, i.e.

detP #0 et P(t+w)=P(t), w>0
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Preuve du théoréme de Floquet :

X
Ona X' = A()X = dy = A(t)dt

X = ABX = dyX — A(t)dt

¢
= InX —InX(0) :/ A(s)ds
0
tH+w
= X = Xoexp/ A(s)ds
0
ttw
= X(t+w)= Xoexp/ A(s)ds
0
Donc

t+w

Xt+w) = Xoe:vp(/otA(S)dS+/t

= X (eon [ A@)as ) (can [ tA(s)) ds

— OX(t)

A(s)ds)

avec C' = ea:p/ A(s)ds
0

donc C' = expRw
Soit P(t) = X (t)exp(—Rt)

Plt+w) = X(t+w)exp(—R(t+w))
= X(t)exp(Rw) exp(—Rw) exp(—Rt)
= X(t)exp(—Rt)
D’ou X(t) = P(t) exp(Rt)
X' = P'expRt + RPexpRt = A(t)X
Donc P'expRt + RPexpRt = A(t)P(t)expRt,

en simplifiant par exp(Rt) on obtient finalement :

P + RP = AP
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on pose X = PY, obtient
PY + PY'=APY = P'Y + PRY
ce qui implique

Y' = RY (2.5)

Le changement X = PY transforme I’équation (2.4) a coefficients périodiques, en

un systéme (2.5) a coefficients constants.

2.3 Les multiplicateurs de Floquet :

Soit I'équation :

ou A est continue, périodique, par rapport a t et de période w (w > 0); i.e :
AeC(R,M,(R)) et A(t +w) = A(t)
Si X une base de solution de (2.4) d’aprés les résultats vu précédaments dans la

preuve On a :

X(t+w) = X()C
= X(w)=X(0)C
= O=X10)X(w)

X(w) = X(0)exp /Ow A(s)ds
= X(0)exp(Rw)
Donc exp(Rw) = X 10) X (w) = C

Définition 2.2 On appelle multiplicateur de Floquet, les valeurs propres de la ma-

trice C

Remarque Si X est base de solutions de (2.4), alors si X; est une autre solution :
X, = XT, avec T inversible, appartenant a M, (R);
X1<t +CL)) = Xl(t)Cl, t e R.
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Donc €1 = X1(0) X (w) =T X 1H0)X (w)T =T~ 'CT
D’ou Cy est semblable a C

2.4 Reésultats

Résultat 2.1 X;(t+w) = X;(t)C;
A chaque matrice fondamentale X;(t), correspond un opérateur C; différent, mais le
point essentiel est que tous ces operateurs, ont les mémes valeurs propres ji;

(car elle sont semblables).

Les nombres complexes p;, (i — 1, ..n) valeurs propres des matrices C;, sont appelés,
les multiplicateurs de Floquet de I’équation périodique X’ = A(t)X, et dépendent

du choix de la matrice A(t).

Théoréme 2.2 Le systeme (2.4), admet une solution non triviale, telle que :

X(t+w)=puX(t) (2.6)
si et seulement si, j est multiplicateur de (2.4) en particulier, si pp =1, la solution
est périodique.

Preuve : Si X est une base de solutions, i.e. X est la matrice fondamentale de
(2.4) ; alors la solution s’écrit : X = Xe, ¢ = Cste

Donc

Xt+w) = X(t+w)e
(

Résultat 2.2 Soit X, la base de solutions de (2.4) qui satisfait X (0) = I, avec
exp(Rw) = X (w). Les multiplicateurs de (2.4) sont les valeurs propres de X (w)

Résultat 2.3 Dans le systéeme périodique, on a plusieurs solutions, il suffit de trou-
ver la matrice fondamentale X et les autres solutions sont des combinaisons linéaire
de X.
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Appliquons directement & notre equation (2.3) ce résultat :

Donc si Y la solution fondamentale de Uéquation (2.3) qui est exprimée d’apres
le théoreme de Floquet par Y (t) = P(t)exp(Rt), avect € R et R € M,(R) ou
P e CYR,M,(R)) et P est inversible, périodique alors Y1(t) = QY (t), tel que Yi(t)

est une autre solution de (2.3) et QQ; une matrice inversible.

Théoréme 2.3 Toutes les solutions de I’équation
X' =At)X (2.7)
ot

At +w) = A(t)

ont les mémes propriétés de stabilité.

i/ pour que les solutions de I’équation (2.7) soient stables, il faut et il suffit que

|| de chaque multiplicateur soit< 1.

ii/ Pour que les solutions de (2.7) soient asymptotiquement stable, il faut et il suffit
que le module |p;| de chaque multiplicateur < 1, i.e. :

X(t) = 0,quand t — co < |p;| <1

2.5 Systéme non homogéne du premier ordre
Considérons le systéme non homogéne du premier ordre suivant :
X'(t) = A@t)X(t) + B(t) (2.8)

avec A € C(R,M,(R)) et B € C(R,R") et A, B périodique de méme période
w (w > 0). On ’intéresse aux solutions périodiques de période w de (2.8).
Notons S,(B), ’ensemble des solutions non homogénes et S, ’ensemble des solutions

homogeénes
Sp(B)=v+ S, ={X/X =v+w,weS,}

Exemple
Soit I’équation

X' = —cos(t) X + cos(t) (2.9)
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A(t) = — cos(t) est périodique de période 27, B(t) = cos(t) avec X(0) =aetn=1

Déterminons la solution homogéne de (2.9).

dX
X' '=—cos() X = ~ = — cos(t)

= InX = —sin(t) + ¢
= X(t) = Kexp(—sin(t))

La solution non homogéne de (2.9) :

X(t) = K(t) exp(—sint)

Donc X'(t) = K'(t) exp(—sint) + K (t) cost exp(—sint)
On remplace dans (2.9), on obtient :

K'(t) exp(—sint) + K(t) cost exp(—sint) = cos(t) K (t) exp(—sint) + cos(t)

K'(t) exp(—sint) = cos(t)
K'(t) = cos(t) exp(sin(t))
K(t) = exp(sin(t)) + Cy

X(t) = exp(—sin(t))[exp(sin(t)) + C4]

U

X(t) =1+ C} exp(—sin(t))

on a .

X0)=a = X0)=1+c=q«
= c=a-1
= X(t) =1+ (a—1)exp(—sin(t))
= X(t) =1—exp(—sint) + aexp(—sint)

Cette solutions est périodique de période 2.

Exemple

Soit I’équation : X'(t) = —cos(t)X + 1, A(t) = —cost; B(t) = 1, sont périodiques
de période 2w, X(0) =, a € R.

t
Donc X (t) = exp(—sint) / exp(sin s)ds + o exp(—sint)
0
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X(2m) — X(0) = /0 ﬂexp(sin s)ds > 0.

Cette solution n’est pas périodique.

2.6 Equation homogene du second ordre
Soit le systéme suivant :
X"+ a ()X’ + ag(t)X =0 (2.10)

avec a; € C(R,C) et a;(t +w) = a;(t) :i=0,1

X1 =X X{ - X2
Si on pose : =
XQ = X/ Xé = —al(t)XQ — G,Q(t)Xl
X1 ' 0 1 Xl
= -
X2 —ao(t) —al(t) XQ
X, 0 1
On prend y = ;on aura iy = A(t)y avec A(t) =
Xo —ap —m
X = (X1, Xy); base de solutions de (2.9) ssi
X1 X5
X =(X1,Xy) = est base de (2.9)
X X

Soit X la base de (2.9) tel que X (0) = I5, alors les multiplicateurs de (2.9) sont les
valeurs propres de la matrice X (w)

Les valeurs propres pi, pe de X(w) sont solutions de Iéquation caractéristique :
det(X (w) — ply) = 0, qui implique :

p? —2ap+b =0, avec 2a = tr(X(w)).

or tr(X(w)) = X (@) + X}(w) = 1 + pa

d’ont 2a = piy + po et b= det(X (w)) = pypo.

Notons que le Wronskien W, = det(X), qui satisfait :

det(x0) = e (= [ 0u(6)ds) =

Si a; est de période 0, alors 1o = 1 or b = pyue ce qui donne b = 1.
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Donc pq, pio sont solutions de 1’équation :

p? —2ap+1 =0, avec 2a = X;(w) + X4 (w)

d’ou ,u1:a+\/ma ,ugza—\/m.

Les propriétés de stabilité de ’équation et I'existence de solutions périodiques dé-
pendent des valeurs de a.

Pour illustrer ces notions, nous étudions un exemple de systéme linéaire a coefficients
périodiques, qui est 'I’équation de Mathieu’.

Soit I’équation différentielle du second ordre de période 27 :

"+ (a+ Bceos(t)z =0 ou a, B € R, qui est équivalente au systéme différentiel :

0 1
X' =A(t)X ou A(t) = = A(t + 2m)
—a — fcos(t) 0
Xl — X
et on X = (X3, Xy) avec )
X2 - X/

Il existe deux multiplicateurs p; et po dont on ne sait pas calculer les valeurs exactes,
qui dépendent de « et [ puisque tr(A(t)) = 0, alors pypus = 1, g et ps sont des
valeurs propres de X (27) et sont solutions d’une équation du second degré de la

forme :

12— (e B+ 1 =0, o pla, B) = + s = tr(X (2m))

1
Donc py et pg = 3 (go:l:\/<p2—4)

Les propriétés de stabilité des solutions de I'équation de "Mathieu’ et 'existence de
solutions périodiques dépendent des valeurs de ¢(«, ). Sans connaitre explicitement

o(a, B); on peut en deduire de ’équation de 'Mathieu’

1) Si¢? > 4p > 2 ou ¢ < 2, les multiplicateurs sont réels et différent, il résulte que
soit 0 < py < let pug>1,s0it =1 <y <0et up < —1.
Il n’existe donc, pas de solution périodique d’aprés le théoréme (2.3) et toutes
les solutions sont instables d’aprés le théoréme précédent. Dans ’espace des
paramétres « et [, les régions p(a, 5) > 2 et ¢(a, ) < —2 sont des régions
d’instabilité.

2) Si —2 < ¢? < 2, les multiplicateurs sont complexes, p; = i et |u1| = |u2| = 1;

w1 = exp(if) et ps = exp(—if), avec 0 < # < m. En vertu du théoréme 5 la
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région —2 < p(a, f) < 2 dans l'espace des paramétres « et [ est une region
de stabilité.

3) Si ¢ =2, 1y = pe = 1, alors toutes solutions du systéme X' = A(t)X sont
periodique, de période 27 et le systéme est stable.

4) Sip=—2, 3 = g = —1, alors d’aprés le théoréme 5, le systéme est stable ;
on étudie maintenant la périodicité.
Ona X(t+2m)=—-X(t)= X(t+2(2m)) = —X(t + 2n)
or —X(t+2m) = X(t); donc X(t + 2(27)) = X (¢).

Alors le systéme est périodique de période 4.

2.7 Les équations non homogéne du second ordre

Soit I'équation suivante :
X"+ a1(t) X"+ ap(t) X = b(t) (2.11)

ou aj(t+w) =a,;(t); avec aj et b € C(R,C) j =0.1
Sop(b) est Pensemble de toutes les solutions de (2.10) qui sont périodiques,

de période w > 0
Sap(b) = v+ Sop = {z/x = v + p, p € Sap}

v est la solution particuliére de Sap(b) et Sap I'ensemble de toutes les solutions de

I'équation homogeéne, de période w), le systéme associé a (2.10) est

Y = A(t)Y + B(t) (2.12)

ou A= et B =
—Qap —aq b

A et B sont périodiques de période w, les solutions de (2.10) sont périodiques de
période w ssi Y est solution de de période (2.10) est périodique de période w,

le théoréme précédent, implique que si 'équation homogéne de (2.10) n’a pas de
solutions de période w, alors il existe de I’équation (2.10), une unique solution de
période w, pour chaque b € C(R, () de période w

Conclusion :
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Il n’existe pas de méthode générale pour étudier, toutes les équations linéaires pé-
riodiques, mais on a montré que les propriétés qualitatives des solutions de chaque
équation sont déterminées par un ensemble de nombres complexes p;, appelés mul-

tiplicateurs de ’équation correspondante.
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2éme cas :

Sir # 0; le développement limité de y(t) donne

0 0
IE) = G (6O + S (6 e =)

olt f: R®— R, fonction continue et tel que f(t,z*, z*) =0

En posant :
%(t,x , ") = a(t) et ay(t,w , ™) = b(t)
on obtient :

y(t) = a(t)y(t) +o(t)y(t — ) (2.13)
Considérons le cas ou a(t) et b(t) sont des constantes i.e. :
a(t)=aet b(t)=">

L’équation («) devient :

y(t) = ay(t) +by(t —r) (2.14)
On va s’intéresser particuliérement aux solutions de la forme :
y(t) = e,
y(t) = et =
y(t) = deM (2.15)

En remplacant dans (2.14) dans (2.13); on obtient
e’ = ae® + b’V = §eM = aelby®he ™ (3)

En simplifiant par e’ dans (3); on obtient
Yy=a+be " =y —a=be " = (y—a) =b=
(v — a)elrtar=en) — p = (§ — a)re@=or = phe-or
En posant :

A=(0—a)reta=—rbe

on obtient I’équation suivante :
et +a=0 (2.16)
Théoréeme 2.4 Soit I’équation

At a=0s N\t = —a (2.17)
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1) Sia > et les racines de l'équation (2.15) se présentent en couples de racines

complezes conjuguées A, et A, avec les propriétés suivantes :

Ay = 0p +ity, avec 2pm < t, < 2p+1)m, p=0.1.2....

A\p = 0p — 1t

2) Si0 < a<el le méme résultat reste valable, sauf pour o et Xo qui se rem-

placent par :
(L/)\O :XO = —1, St o= 6_1.
b/ pour a < et N\g =0y et Ao = ¢ avec g < loga < —1 < Ao < 0.

¢/ si o < 7 ; chaque racine & une partie réelle négative

s> 5, alors :
200 —
op > 0, selon que p < i
0. sel 20 —
op =0, selon que p =
47
20 —
op < 0, selon que p < i

En particulier, 'équation (2.15), admet deuz racines avec la partie réelle nulle,

sst o =2km +7/2, sik € N*, ainsi 0o =0, si « =7/2 et 09 >0 si a > 7/2,

on a aussi opr1 < 0, pour tout « et tout p > 0 et tan(t, + 1) > tan(t,)
i/ Pour tout o, quand o, < —1

i/ pour a < w/2 et Vp > 1

pour p, plus grand ;

( 2pm 2
log=L~ logp
=2 2 =298
t, =2pm +m/ oo —1—0{( ) )
2+ 1/2 o
Up:—log{—( pt1/ )W}+O{(_logp) }
o p

Preuve :
Si on écrit ®(v) = ve¥

Pv)=e?V—ve " =(1—-v)e"

on a ®(v) est définie, quelque soit v, elle est croissante si ®'(v) > 0; i.e. v < 1.

et décroissante si ¢'(v) < 0;ie. v > 1.
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Si®'(v)=0=v=1= ®(v) =e!, qui est une valeur maximale, donc 1’équation
®(v) = ve¥ = o admet :

1/ Deux racines réelles v/ et v tel que

0<vV <l<log(:) <V’ sia<e™
2/Une racine double v =1, si a = ¢!

3/ Pas de racine réelle, si a > e !

4/ Une racine réelle, v < 0, si a < 0.

L’illustration de ces résultats est donnée selon le graghe (2.1)

Si on écrit A = —v; on trouve toutes les racines réelles de (2.15)

On va s’intéresser aux solutions complexes :

Posant A = o + it pour n’importe qu’elle racine de I’équation (2.15) avec t # 0 et

b= —0;o0na:

Met=a = (0+it)e = —a
= (—p+it)e " = —a
= —(u—it)e " = —q
- LT
e,ufzt

= pu—it = aet"

= p— it = ae’(cost —isint)

[ = aercost (1)
Par identification ; on obtient

t = aetisint (2)
K _
i cotg(t) = p = teotg(t)

La deuxieme équation, nous donne

t = aetWigint = o = Le’tcmtg(t)
sint
notons coswt = - d’ont o = te~"*coswt
on ecrit maintenant :
z(T) = Te 7D cos ecT (2.18)

on a: Te Te(T) > 0 ainsi z(t) <0sicosecT = - <0ie 2p— )7 <T < 2pr
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Supposons que 2pm < T < (2p + 1)7, tel que z(T') > 0.

"T) 1 1 — Tcotgt)? + T*?
on a: xx((T)) =T 2cotgT + tcoswT = ( Cng )+
Donc 2/(T) > 0, pour 2pr < T < (2p+ 1)w

lim  z(T) =400, lim z(T)=0,sip>0
T—(2p+1)7— T—(2p)mt

>0

D’ou Iillustration graphique est donnée par (2.2)

Par conséquent, pour tout entier p positive, il existe seulement une valeur qui satisfait
(2.17) et telle que 2pm < T < (2p+ )7

On appelle cette valeur t,

Sip=0,z(T) > e, quand T — 0T

D’ou Iillustration graphique est donnée par (2.3)

! ou non, il existe au plus une valeur de ¢ satisfaisant (2.17) et

Selon que a > e~
2pm <t < (2p + 1), si elle existe on 'appelle g, ceci achéve la premiére partie du
théoréme.

La seconde partie suit, lorsqu’on observe que, z(T') = Te=Teots(T) cos ecT,

avec

et
x(2pm + 7/2) = (2pm + w/2)e” TR/ Deotd@pIT/D) o0 (2pm + 7/2) = 2pm + T/2

on a:

1/ t, =2pm +7/2 et 0, = —t,cotgt, = 0, selon que o = 2pm + /2
2/ t, >2pn +1m/2 et 0, = —t,cotgt, > 0, selon que @ > 2pmw + /2
3/ t, < 2pm+ /2 et 0, = —t,cotgt, <0, selon que o < 2pm + /2

Si on ecrit p, = —0, et v = a?e? — u?

on a .

2 _ 22 200 2.2
t, =a e (1 —cos™(t)) = a”e™(1 —

2.2 2
:aeup_#p
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On suppose a > /2 pour p > 0; on a :

d

Y gaet 24

dp
= 2(a’e® — p)

2
= 62“(2042 — T/i)
e

= *(2a% — 2ue™ )

— (207 - B(2p))

dv
Ainsi I > e?(2a% — e7') > 0, pour tout p, pourvu que (2a% —e~!) > 0,
1

Il suit que v(u) est croissante en p, si o > /2 > e™1/2

Comme tf,ﬂ > tf); on conclut que fipr1 > pp, d’ott 0y < 0p, Vp >0

On suppose a < 7/2, pour p > 1, on a :
1 s+t t

fp = —ZOQ(TP) > log(

Ep) > log(j—;;) =log(4) > 1

encore, pour p > i1 > 1;on a:

d
d—U:2(a262“—u):2(y+u2—u)>y et viu) =1 >0
1

v croissante avec p, pour tout g > pq.

Ainsi i1 > pp, Vp > 1.

Mais si o > p1;

on a t3 = v(ug) > v(p) = t3, ce qui est impossible, ainsi 1 > .
Dot op1 < 0p, Vp >0

encore Yo, par les équations :

W= et cost
et les calculs qui s’en suivent,
t = aetsint

la fonction ®(v) = acost est décroissante.
Quand g croissante, pourvu que g > 1.

Ainsi, si g, > 1 (i.e. 0, < —1); 0on a cost,yy < cost, et par consequent
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tant,,, > tant,, mais par les inégalités

1 p2 + 2 t 2
y = §l0g ( poﬂ p> > log (ﬁ) > log (7‘('_/2) =log4 > 1

ou pu; > 1, pour a < /2, ceci achéve la démonstration de la troisiéme partie du

théoréme.

Finalement, on ecrit
t=tp, 1= p1p, P = (2p+ 3)m et n =4 = cotg(t)
quand
o p? + t2 t
p — 00, 0on a j= ;log 3 >log | — ) = o0
« a

acost = pe * =d(u) — 0

et de la n = cotg(t) — 0.
Par conséquent 0 < P —t — 0 et n = tan(P —t) tel que t = P —n + O(n3)

24 ¢ t
Dans la suite 4 = 3log (N —Z ) = log (—) +O(n?)
« «
(M logt logP
et”‘(t) ( t ) ( P

Ainsi u = log <§> +0 <%) +O0(n*) = log (g) +0(n?)

log (£) +06r)  log(H)

K o 2
n:(?>: prom ~ p Tow)
log(2)
ett =P — Pa +O0(n?)

Ce qui achéve la démonstration de la derniére partie du théoréme.



Chapitre 3

Equation a retard dépendant de
I’état

3.1 Equation a retard dépendant de I’état :

Définition 3.1 On appelle équation différentiélle a retard dépendant de [’état ; une

équation de la forme :

(t) = f(t,z(t), z(t — r(x(t)))), pour tout t>0
(3.1)
z(t) = ¢(t), Vte|—o,0]

ot f: R® — R, fonction continue
etr: R—[0,00), 0 = maé(T(x) et o € C([—0,0],R)
xe

On remarque que 7 est fonction de z(t).

3.2 Exemple et commentaires :

Citons I'exemple suivant qui a été proposé récemment par Arino, Hbid et Bravo
[15], comme modéle décrivant I’évolution d’une population de poissons dont les larves
consomment une nourriture, supposée limitée.

Le modéle est sous la forme suivant

#(t) = f(t x(t), z(t — (1))
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ou x est le nombre total de la population et r représente la durée nécessaire, pour
que les larves deviennent des juvéniles, la deuxiéme équation différentielle ordinaire,
elle dépend de la variable x, c¢’est pourquoi I’équation est dite, équation différentielle
a retard dépendant de l'etat.

Ces derniéres années, ces équations ont fait 'objet de plusieurs études, voir par
exemple Kuang et Smith [21], Mallet-Aret et Nussbaum [11] qui ont étudié les équa-

tions de la forme

#(t) = f{t,2(t),x(t = r(1))),t > 0

3.3 Existences et unicité de la solution :

Soit I'équation différentielle a retard dépendant de I’état :

(t) = f(t,x(t), z(t — r(z(t)))), pour tout t>0

(t) = o(t), Vite|-0,0]

ou f: R® — R, fonction continue et r : R — [0, 00),

o= I?EaécT(x) et ¢ € C([—0,0], R).

Supposons que f et r vérifient les hypothéses suivantes :

1/ f est localement lipschitzienne, par rapport a z(t) et x(t — r(x(t))).
2/ r est localement lipschitzienne

3/ [ est bornée sur les bornes.

Pour un nombre positif T, soit X 'ensemble des fonctions continues de [—o,T] a
valeurs réelles, muni de la norme du sup, X est un espace de Banach pour w et p,

deux réels positifs, soit C le sous ensemble de X, définit par :

r € X, z(s) = ¢(s), Vs € [—o,0]
Cor =

)

||| < p, et |z(t) —x(s)| Swl|t —s| Vt,s€|[—0,T)|
Proposition 3.1 Cy 1 est compact.

Preuve :
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a/ Montrons d’abord que Cy r est relativement compact, pour cela, il suffit d’aprés
le théoréme d’Ascoli (voir annexe, (3.2), que Cy 7 soit borné et uniformément
equicontinu.

i/ Il est clair que Cy r est bornée par construction

ii/ Pour tout ¢, s € [—o,r] et pour tout x € Cyr on a :
2(8) — 2(s)| < wlt — (3.3)

pour € > 0, pour [t — s| < £, (3.3) donne |z(t) — x(s)| < € ce qui prouve que
Cy,r est relativement compact.

b/ Montrons maintenant que Cy 7 est fermé.

Prenons donc, une suite (z,),eny dans Cy 1, telle que lim z,,(t) = z(¢) et mon-
n—oo

trons que z(t) € Cyr
D’une part, pour n € N, on a x,(s) = ¢(s);Vs € [—0,0] :
En passant a la limite, on trouve :

nh~>nolo zp(t) = ¢(t) Vs € [—0,0] :

|2(s) = ()] < [x(s) = zn(n)] + [2n(s) —2a ()] + |2a(t) —2()]  (3.4)
D’aprés la définition de la limite , (3.4) devient :
€ w
lz(s) — z(t)| < §—|—u|s—t|+§ =€+ R|s—t[,Ye>0, R>0
Ainsi :
[2(s) — x(t)] < wls — ]
o/ Jloll = | i | < lim oo | < p

Alors * € Cyr et par consequent Cyr est fermé; on conclut que Cyr est

compact.

Théoréme 3.1 Supposons que les hypotheses 1/, 2/ et 3/ sont vérifiées, alors pour
toute fonction ¢ dérivable avec |¢'(t)] < R (R > 0), alors le probléme (3.2) admet

une solution unique x(t).

Preuve : Pour la démonstration, on applique le théoréme du point fixe (voir ap-

pendice, théoréme 3.3).
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1/ Soit N la borne de ¢, M la borne de f, supposons que R > M
Pour w = R et p =N +TM, on définit, Cy .

D’aprés la proposition, précédente, Cy r est compact.

2/ Montrons qu'’il est convexe :

a/ Soit a € [0,1] et z,y € Cyr :

ar(s) + (1 —ajy(s) = ag(s)+ (1 —a)e(s),Vs € [-0,0]
= ¢(s),Vs € [~0,0]

b/ Pour tout t,s € [—0,T] on a :

|z (s) + (1 = a)y(s) —ax(t) + (1 —a)y(t)] < [alz(s) —2(t)) + (1 - a)(y(s) —y(0))|
< af(z(s) = z(t)] + (1 = )l(y(s) — y(1))l
< aR|s—t|+ (1 —a)R|s —t
< Rl|s—t]

Alors axz+ (1 —a)y est lipschitzienne sur [—o, T'], avec la constante de lipschitz
egale a R.

¢/ x et y sont bornées par p, alors :
o + (1 = a)yl| < aflz]| + (1 —a)llyll <p

Donc ax + (1 — a)y € Cyr et par suite Cy 1 est convexe.

3/ Posons J = [—0,T] et considérons Papplication :

F: Cyr — X, définie par :

(1) —o<t<0

(Fz)(t) = .
#(0) + /0 f(s,z(s),x(s —r(x(s))))ds, VO<t<T

si I est complétement continue et F'(Cy ) C Cyr; Alors F' admet un point
fixe (voir appendice théoréme (3.3)). Ce point fixe est une solution de 1'équa-
tion (3.2)

> Montrons que F(Cyr) C Cy .

on sait que(Fx)(t) = ¢(t) pour V—o <t < 0 comme ¢ est une fonction bornée
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par N et R lipschitzienne alors F/(Cyr) C Cyr
-a/ Sixz € Cyp, on a, pour 0 <t <T

(Fz)(t)] < !‘D(O)Jr/o f(s,2(s),2(s —r(z(s))))ds]

IN

|D(0)] + /Ot Mds

|D(0)| +TM
< N+TM
P

IA

Donc F' est bornée
|

-b/ Pour prouver que F'(z) est R-lipschitzienne, il suffit de montrer que |(F'(z)(t))

est bornée par R
En effet :
(F(2)(®) = f(t,x(t), x(t — 7(x(t))))

I(F(x)(t))]] < M d’aprés I hypothése (3/).
[(F(x)®)|| <M <R

4/ Montrons maintenant que F' est complétement continue

a/ Supposons que x; € Cy 1 et ||z; — x[/oc — O.

Notons par p;(s) = r(z;(s)), p(s) = r(z(s)), [ la constante de lipschitz
de r et k la constante de lipschitz de f.
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Donc pour tout t € [0,77], on a :

|(Fz;)(1) — (Fa)(8)] < I/Of(Sa%(S)wj(S—pj(S)))—f(syx(S),fC(S—p(S)))!dS

IA

/0 [f(s,25(s), 25(s = pi(s))) = f(s,2(s), x(s = p(s)))|ds

IA

/O [f(s,(s), 25(s = ps(s))) = f(s,2(s), (s — p;(s)))|ds

+ /0If(s,x(S)yx(S—pj(S)))—f(s,ﬂf(S),x(s—p(S)))lds

IA

5 / ksup{ sup_|z,(s) — (s)l, sup _|e;(s — py(s)) — als — py(s))]}a

s€l—a,T] s€[—a,T]

+ k/o ksup{ sup |z(s)—z(s)], sup |z;(s— p;(s)) —x(s— p(s))}ds

s€[—o,T)] s€[—0o,T)

IN

t
/ ksup{lle; — @lloos 1) — 2o} ds
0

+ /0 ksup{0, sup |z(s — p;(s)) —z(s — p(s))|}ds

s€lo,T]

< /Okaj—xHoods—i—/o k sup |z(s—pj(s)) —x(s—p(s))|ds

s€l—0,T]

t t
< /k||xj—xHoods+/ k sup R|s—p;(s) —s— p(s)|ds
0 0

s€[—a,T]

¢ ¢
< / k:||:pj—:17||oods+/ kR sup |p;(s) — p(s)|ds
0 0

s€lo,T)

t t
< /k||xj—xHood8+/ KRL sup |2;(s) — w(s)|ds
0 0

s€[—o,T]

|Fj(2)(t) — F(2)()] < Tlkl|z; — 2o + ERI|[2; — 2| o0]
< Tkl + Rll||x; — e

Donc F' est lipschitzienne dans Cy 7 et par conséquent elle est continue.
b/ F est compact, en effet :

Soit B un ensemble borné de Cy 7.
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F(B); un fermé inclu dans Cyr qui est compact par conséquent, F'(B) est
compact. Ainsi F' est complétement continue.

Le théoréme du point fixe, nous donne.

Pour tout nombre 7" > 0, il existe une fonction = € Cyr, tel que

(Fz)(t) = x(t), pour tout ¢ € [0, T

Dans ce qui suit, on montre, I'unicité de la solution.

On procéde par 'absurde.

Supposons qu’il existe deux solutions x(t), y(t); pour ¢t € [0,T], on a :

z(t) —y@)] < | /0 (f(s,2(s), (s — 7(s))) = f(s,4(s),y(s —r(s))))ds]

IN

/0 |(f (s, 2(s), 2(s — p(s))) = f(s,4(s),y(s — p(s))))lds

t
< /k||:nj—if||oods+/ kRl sup |z(s) —y(s)|ds

0 0 SE[*O’,T}

IN

(1 =p)k[1 + Rl]lz — ylls
< TE[1+ Rl|z — ylle

1
pour T' < m, on obtient :

(t) —y()] < |z =yl
contradiction, et par consequent, on a :
x(s) = y(s), pour s € [0, T].

Exemple

Considérons I’équation suivante :

02 (1~ CZ)) i
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Il est clair que v est une fonction lipschitzienne, f est de classe C!, par rapport a
x, donc elle est localement lipschitzienne et comme la fonction sinx est bornée par
1 pout tout x, alors f est bornée par 2.

de méme ¢ est une fonction de classe C! et sa dérivée est bornée par 1.

Alors toutes les hypothéses du théoréme précédent sont vérifiées, donc cette équa-

tion, admet une solution unique.

3.4 Solution constante d’une équation différentielle
a retard dépendant de I’état non linéaire :

3.4.1 Principaux résultats :

Considérons I'équation a retard dépendant de ’état non linéaire suivante :

#(t) = f(t,z(t),r(z(t))), >0 (3.5.1)

(3.5)
z(0) = ¢(0), pe[-r0] (35.2)
Si z(t) = T(t) = T est solution constante de (3.5) tel que
T : [-r,00) — R, alors on obtient :
f(t,z,7), t>0
(3.6)

Soient les données suivantes :

Ty(s) = T(t + s) = Ty, pour s € [—r,0], 'espace de Banach des fonctions continues
Ty : [—7,0] = R muni de la norme : ||¢|| = max{|p(s)|; pour s € [-r,0]} = ||Z||
dénoté par C = C([—r,0], R).

Un voisinage fermé de rayon (), d’'un ensemble A dans un espace de Banach X est
dénoté par Bx(A;0) = {z € X; |z —alx < Q, pour a € A}, notons par |.| la norme
de R, L(C, R) désigne I'espace des applications de C' dans R.

Soient les hypotheéses suivantes :

Hy f :]0,00) x Q1 x Q5 — R, continiment différentielle; on €y, Qs sont des

intervalles de R
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Hy i/ 7:[0,00) x Q3 — [0, 7] continiment différentielle ; ot 23 est un sous-ensemble
ouvert de C'

ii/ 7 est localement, continue, lipschitzienne dans le sens suivant

Pour chaque sous-ensemble, fermé et borné M de C, il existe une constante

Ly = Ly(M) > 0 telle que

IT(t,y) — T(t,0)| < |71 — T, t€[0,T]et Ty, Ty € M.

T : [-r,00) — R, solution constante de (3.5), la réstriction de T sur l'intervalle
[—7, 0] est notée par Ty, i.e. que T est la solution de (3.5.1) st (3.5.2) correspondante
a la condition initiale .

On remarque que la continuité de la condition initiale n’est pas suffisante pour I'uni-

cité de la solution.

Pour avoir I'unicité de la solution, il faut que la condition initiale soit au moins
localement lipschitzienne, ce qui est le cas pour les conditions initiales de classes C!
(voir J,H).

On notera; par z(t, ¢) n'importe qu’elle solution de (3.5.1) et (3.5.2)
correspondante a la fonction initiale ¢ € C' et par

e(t)y=z(t—71(t,zy)), E(t) =Tt —7(t, 7)) =T

on définit, donc les ensembles suivants associés a la solution constante T

Ay =A{z(t);t € [0,T)} = {7}, Ay = {E(¢);t € [0,T]} = {7}

et Ay = {7;;t € [0,T]}, on remarque que A; = A,

Ay, Ay et Az sont des sous ensembles compactes d’espaces respectifs R et C.
Puisque T est continue, les ensembles €2, {25 et {23 sont des sous ensembles ouverts
des espaces R et C respectivement.

Donc il existe des constantes positives 1, Qo et Q3 tel que Br(A;, Q1) C O,
Br(Az,Qs) C Qs et Br(As, Q3) C Q3.

Puisque f est contintiment différentiable par rapport & son second et troisiéme ar-
gument, il existe une constante N; > 0 tel que :

|Dof(t, 7, | < Ny et |Dsf(t,z,z| < Ny pour t > 0.

Lemme 3.1 Considérons (Hy) et soit T|—r,00) — R, solution constante de (3.5),
pour n'importe qu’elle s > 0 ;
le(t) —E(t)| < ||zt — Tt||, pour t € [0, s] et pour n'importe qu’elle fonction continue

x:[—r,00) = R satisfaisant x; € Bc(As, 03) pour t € [0, s].
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non linéaire :

54

Preuve : Soit L;; la constante de (Hs) (ii), associé a I’ensemble B (As, 63); en

utilisant la définition de ¢ et €, 'inégalité triangulaire et le théoréme de la valeur

moyenne ; on obtient :

e(t) —e()] =

<

onarte€el0r]=

2t — 7(t,2,) — T(t — 7(t, 7))
ot — r(t,2,) — Tt — 7(t, 7)) + Tt — 7(t, 7)) — T(t — 7(£, 7))

|ZL’(t - T(tu xt)) - f(t - T(t7ft))| + |f(t - T(taft)) - E<t - T(tuft)”

—7 € [—r,0], prenons comme —7(t,z;) = 6; on obtient

() =20 < sup |o(t+0) =7t +0)| + 77 (t 2) — 7(t,)]

oe[—r,0]

< sup |z (0) — 7 (0)]
0e[—r,0]

< lwe — T

Pour 7 ; solution constante de (3.5) et pour n'importe quel ¢ fixé > 0; on définit

l'opérateur linéaire F'(t) tel que F(t) : C'— R, défini comme suit :

F(t)y = Do f (6,7, 7)(0) + D3 f(t, 7, 7)) (=7 (t, 7))

et la fonction g : tel que :

g: [07 OO) X Q?: — Ret g(t7w> - f(tvw(o)a ¢(—T(ta¢>> - F(t)l/J

Il est evident que I'opérateur linéaire F'(t) soit borné, puisque par (Hy), il satisfait

F(9] < (max Dof (4.7 7)] + max |Dsf<t,f,f>|) e

te[0,T) t€[0,T]

pour ces notations; on peut réecrire (2.1) comme

(t) = F(t)xy + g(t,xy), t>0 (3.7)

a qui lui est associée I’équation linéaire homogeéne suivante :

y(t) =F(t)y, t=0 (3.8)

qui se traduit aussi par I’équation :

St ) = Ft)ult,s), ¢> s (3.9)
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1, st t=s
u(t,s) = (3.10)

I1 est comme (voir eq [9]) que la stabilité asymptotique de la solution zéro (trivial)
de (3.4) est équivalente a sa stabilité exponentielle, i.e. qu’il existe des constantes

Ko > 1 etag > 0 tel que
lu(t,s)| < Koe @) ¢t > (3.11)
La preuve de notre principal théoréme sera basée sur la serie de lemmes suivant :

Lemme 3.2 En tenant compte des hypothése (Hy) et (Hy) et soit
T : [-r,00) = R, solution constante de (2.1) correspondante a la fonction initiale

To, alors il existe une constante Ny > 0, tel que pour n’importe qu’elle s > 0
2(8)| < Nallze —zf], t€]0,] (3.12)

et
e — Tl| < Ml —Toll, te€0,s] (3.13)

pour n’importe qu’elle solution x de (3.5.1) et (3.5.2) satisfaisant

t e Bc<A3, 93) (314)



Chapitre 4

Appendice

Définition 4.1 On dit qu’un ensemble est relativement compact si sa fermeture est

compact.

Théoréme 4.1 (d’Ascoli [7])

Soit K ; un espace métrique compact, soit H un sous espace de C(K), qui est l’en-
semble des fonctions continues de K dans K. On suppose que H est uniformément
equicontinue, i.e.

Ve > 0,30 > 0, tel que d(z1,x2) <6 = |f(x1) — f(x2)| <€, Vf € H.

Alors H est relativement compact dans C(K).

Définition 4.2 [7]
On dit qu’un ensemble A est convere si on a tr + (1 —t)y € A, Yo,y € A, pour
vt € [0, 1].

Définition 4.3 Soient E et I, deux espaces topologiques. Une fonction H : E — F

est dite compact, si ['image de tout borné de E est relativement compact dans F'.

Définition 4.4 Soient E et F', deux espaces topologiques. Une fonction h : E — F

est dite complétement continue, si elle set continue et compact.

Théoréme 4.2 [9]
Sotent X, un espace de Banach U un convexe, fermé borné de X etT : U — U, un

opérateur complétement continu, alors T a un point fixe dans U.

Théoréme 4.3 [13] d’inversibilité de 'opérateur I-C
Soit un espace de Banach X et un operateur C € L(X), tel que ||c|[| < 1. Alors

o6
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Uoperateur I-C' est contindment, inversible et vérifie la majoration suivante :

1

[(I-C)—1] < =
Théoréme 4.4 [8] (principe des applications contractantes)
Soient M un espace métrique complet, muni de la distance d, et A un operateur,
vérifiant les conditions suivantes :
1/ Pour tout élément x de M, Az est un élément de M.
2/ 1l existe, un réel o, avec a € [0, 1], tel que pour tout element y, z de M, on a :
d(Ay, Az) < ad(y, 2).

Alors il existe un point fixe unique y de l'operateur A dans M, avec y = lim vy, o
n—oo

Yn = Ayn; n = 172, e
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