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Introduction

0.1 Motivations

L’étude des équations aux dérivées partielles elliptiques est I'un des sujets de
recherche de grande importance dans ’analyse sur les variétés développé ces derniéres
années dans de nombreux travaux (voir [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7], [9], [10]).

Différentes techniques sont employées pour la résolution d’équations aux dérivées par-
tielles elliptiques comme par exemple "la méthode variationnelle" développée par Yam-
abe lui méme pour résoudre le probléme de la courbure scalaire prescrite. Par ailleurs
la théorie des champs scalaires d’Einstein a connu des dévéloppements considérables ces
derniéres années. Parmi ces avancées, on peut citer les récentes tentatives pour expli-
quer par cette théorie 'accélération de I’expansion de l'univers observée. Utilisant la
méthode conforme, Choquet-Bruhat, Isenberg et Pollack ont reformulé les équations de
contraintes du champ scalaire d’Einstein comme un systéme déterministe d’équation aux
dérivées partielles nonlinéaires. L’une de ces équations est celle appelée communément

équation de Lichnerowicz des champs scalaires d’Einstein ( voir [8]) et qui s’écrit:
- A
Agu+hu:Bu2 1+W

(1)

u>0

ou n = dim(M) > 3, les fonctions h, A, B > 0 sont de classe C*(M), 2* = 2

est ’exposant critique de I’espace de Sobolev H? (R™) dans L* (R") et A, = —div(V,).

Cette équation qui contient une nonlinéarité critique de Sobolev et une puissance négative
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devient mathématiquement intéréssante. Comparativement a 1’équation (1 ) on consideére
I’équation

A2y — div (aVgu) + bu = Bu¥ ! + 4= 4+ C (2)

u>0

oun = dim(M) > 5, a, b, A, B et C sont des fonctions de classe C® (M); p > 1 et
28 = % est I’exposant critique pour les inclusions de I’espace de Sobolev H2 (R") dans

L% (R™). Dans ce mémoire on étudie partiellement I'équation (2).

0.2 Enoncé du probléme

Etant donnée une variété Riemannienne compacte (M, g) de dimension n > 5 et de
métrique g. On désigne pour H,? (M) I’espace de Sobolev qui est par définition le complété

de I'espace C% (M) pour la norme

2

ol =3 ([ [V a0 (0))

1=0

'espace H,? (M) sera muni de la norme équivalente suivante:

b= (3 I9ofanto)

Notre probléme peut étre énoncé de la facon suivante:
Existe-t-il une fonction v > 0 solution de I’équation suivante
A(z)  C(z)

+
u2*+1 upP

Alu — divg (a(z) Vyu) + b (z)u = B (z) w4 (3)

ol a, b, A, B et C des fonctions de classe C™ sur M et 2° I'exposant critique pour
inclusion de Sobolev H,? (M) dans L? (M)? ou Ayu = —div(V,u) est le Laplacien

Riemannien.



Pour aborder 1’équation (3), on introduit les équations e—approchées suivantes:

A(x)u N C(z)u

(e+u2)® ™ (e u2)®

A2u — divg (a (z) Vyu) +b(z)u = B () w4

ou 2 = 2—; et p > 1 puis on fait tendre € vers 0 pour obtenir la solution désirée.

Il existe des méthodes pour étudier ce type d’équations citons entre autres: le théoreme du
point fixe; la méthode des barriéres; et la méthode du semi-groupe. L’approche utilisée
ici, s’y réfere traditionnellement d’approche variationnelle utilisée par Hebey, Pacard
et Pollack dans [8] ou la solution s’obtient comme point critique de la fonctionnelle
appropriée.

Une classe importante d’équations aux dérivées partielles elliptiques du 4**™€ordre sont
celles qui contiennent 1'opérateur de Paneitz-Branson sur les variétés Riemannienne de
dimension n > 5.

Par analogie avec le probléme de Yamabe on peut se poser la question de savoir s’il existe
une métrique g conforme a g telle que la Q-courbure de g soit égale a une fonction f
positive de classe C'*° donnée sur M 7

Répondre a cette question revient a étudier I’équation du 4iéme ordre suivante

P (u) = f(z) |u* 2u

g

ou Pl est Popérateur de Paneitz-Branson. Dans le cas particulier ou ce dernier est a
coefficients constants i.e.

P (u) = AZu+ aAgu + Bu

avec «, (3 des constantes. Alors d’aprés un résultat de Djadli-Hebey-Ledoux ( [7] corollaire

(2.1)) si & — 3> 0

et
f]\/[ fdv(g) % %71



ou K est la meilleure constante dans I'inégalité de Sobolev i.e.

1 Jan (Au)? dx

— = inf
Ko ueCse (R™)—{0 =1
€0 (R™)—{0} <f[[gn |u|2ﬁ d:l?) of

alors I’équation précédente posséde une solution positive de classe C™ (M).
On sait pour une variété d’Einstein ( le tenseur de Ricci est multiplicateur du tenseur
métrique) les coefficients a et § sont constants. En particulier pour la sphére unité S
on a

(n* —2n — 4)

= —-— t —
@ 2 ot S 16

Le calcul du membre de droite dans 'inégalité qu’on a vue précédemment donne

off
2

(B.I0)% (V, ()5 =1

et par suite cette inégalité n’est pas satisfaite donc on ne peut pas appliquer le resultat
de Djadli-Hebey-Ledoux .

Djadli, Malchiodi et Ould-Ahmedou [6] ont montré I’existence de solutions dans le cas de
la sphere S, ils ont utilisé la méthode du Blow-up. Les équations contenant ’opérateur
de Paneitz-Branson ont attiré l'intension de beaucoup d’auteurs pour leur intéret a
lapplication a la géométrie différentielle et a la physique ( voir [5], [6], [7], [9], [12],
[13] ). Des conditions nécessaires a la positivité de 'opérateur de Paneitz-Branson sont
données dans [11]. Les conditions nécéssaires et suffisantes a la coercivité de cet opérateur

sont formulées dans [9].



Chapitre 1

Notions Préliminaires

Dans ce chapitre, nous donnons les notions d’analyse nécessaires a la compréhension de

la suite de notre travail.

1.1 Définitions et propriétés

Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n > 1 et V la connexion de Levi-

Civita donnée par son expression locale

1 0,095  Ogi 09y
k. — = ki 99 i 0O8ij
Y 2g (Bxi + Oz, 8355)

ou g;; et g” désignent respectivement le tenseur métrique riemannien et son inverse.

Le tenseur de courbure R relatif a la connexion V s’écrit

ort.  ork.
l ki J? l a l «
Bie = 32, ~ Ba, T el Hiall

celui de Riemann Rm, est alors donné par

o
Rijr = giaRjkl-



Le tenseur de courbure de Ricci est obtenu par contraction de R i.e.

Ricij = Riaaj = gaﬁijB-
La courbure scalaire est la fonction numeérique de classe C°°sur M notée par S, est définie
par

Sg = Rijgij

1.2 Classe conforme

Comme la famille des métriques Riemanniennes est trés large on se restreint a une classe

importante appelée la classe conforme.

Définition 1 Si f > 0 une fonction de classe C®sur M , g = fg est dite métrique

conforme a g. La classe conforme de g est notée [g] est donnée par

lg] ={fg, feC®(M)etf>0}.

La méthode variationelle est essentiellement basée sur le théoréme important suivant:

1.3 Théoréme de Rellich-Kondrakov

Théoréme 1.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n > 5,

q > 1 réel, et m < k deux entiers

1. Si % > k= glors HY (M) C HP, (M) pour tout p > 1 tel que L > i — kom

1
p n

> % — meJ alors ['inclusion est compacte.

2. S

D=

8. Pour N = 2% Uinclusion de H3 (M) dans LN (M) cesse d’étre compacte.

N = % est dit exposant critique de Sobolev.

9



1.4 Solutions faibles

On précise la notion de solution faible, celle-ci fait intervenir les espaces de Sobolev qui

sont le cadre approprié.

Définition 1.1 Soient (M, g) une variété Riemannienne, a, b, A, B et C' des fonctions
réelles de classe C™ sur M et alors u est dite solution faible de l’équation
A(z)  C(z)

+

AZu — divg (a (x) Vyu) +b(2) u = B (z) w4

si pour tout p € C* (M)

(B(a:) oty A @) odv (g)

/M (Agu.Ago +a(x) g(Vgu, V) +b(z)up)dv(g) = /

M

Les solutions obtenues par la méthode variationnelle sont les points critiques de fonc-
tionnelles, sont dans les espaces fonctionnelles de Sobolev, elles sont dites distribution-

nelles ou faibles.

1.5 Inégalité de Sobolev

Théoréme 1.2 Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n > 5.

Pour tout € > 0 il existe une constante A, € R telle que :

Vue HHOD): [ully < (L4 K, [ (807 4 Vyul do(g) + A [ Jul* du(g
M M

S

I(
I'(n

ol

avec N = 24 et K;' = 7%n(n — 4)(n® — 4) (
[’Euler.

)> ou I' est la fonction de Gamma

=

On établit I'existence de solution faible par la méthode variationnelle, via le Théoréme

suivant
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1.6 Lemme du col (Ambrosetti-Rabinowitz).

Théoréme 1.3 Soit F' une fonctionnelle de classe C* sur un espace de Banach E, telle

que

1. Il existe ug € E, p > 0, et a > 0 tels que pour tout u € E vérifiant ||u — ug|| = p on
a

F(u) > F (u) + «
2. 1l existe un point uy € E  tel que
lug —ur|| > p et F(uy) < F (up) + .
Soit T I’ensemble des chemins reliant ug & uq, ¢’est-a-dire
I'={yeC(0,1],F) tels que v(0) =ug, v(1) =uy}.

Si

€L\ tefo,1)

B = inf (sup F (v (t)))

alors

> F (up) +a

et B est une valeur critique de F'.

1.7 Théorémes de régularité

Pour traiter la question de régularité des solutions faibles d’une équation elliptique, on a

besoin des Théorémes suivants
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1.7.1 Inclusions de Sobolev

Théoréme 1.4 Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n > 1.
Soient p > 1 et 0 < m < k deux entiers tels que n > p(k —m). Alors Hy (M) C HS, (M)

k—m

ot % = - — ==, De plus linclusion est continue. En d’autres termes pour tout u €

1
p
HY (M) il existe une constante C' > 0 telle que ||Ju|| e < C HUHH,‘;

Théoréme 1.5 Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n > 1.
Soient p > 1 et 0 < m < k deux entiers tels que n = p(k —m). Alors Hy (M) C HZ (M)
pour tout ¢ > 1. De plus linclusion est continue. En d’autres termes pour tout ¢ > 1 il

existe une constante C (q) > 0 telle que pour tout u € Hy (M), u € HE (M) et |lul[ g <
C (q) ul -

Etant donné a € (0,1), on dit que u € C%* (M) sl existe C' > 0 tel que |u (z) — u (y)| <

Cdg (x,y) pour tous x, y € M, ou d, désigne la distance géodésique.

lu(@) —u(y)|

4, (z)" est un
g Iy

L’espace C%* (M) muni de la norme |[ullqoa = |ullo + Sup, yens
Ay

espace de Banach.

Théoréme 1.6 Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n > 1.
Soient p > 1 et un entier k > 1 tels que pk > n. Alors HY (M) C C%*(M) pour tout
a € (0,1) avec a < k — 5. De plus Uinclusion est continue et il existe C () > 0 tel que

pour tout u € HY (M), u € CO(M) et [ull coaary < C () HuHHf

1.7.2 Théorémes de régularité

Ici on donne deux résultats de régularité dans le contexte des variétés Riemanniennes:

On suit les notes de Fréderic Robert (Fourth order Equations with critical growth in
Riemannian Geometry)

Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte, A un tenseur symétrique de type
(0,2) et de classe C*(M) et a € C*(M). On considére 'opérateur P, = A2 —
divg <A (V.)h> + a, ici A(Vu)® est le (1,0)-tenseur qui en coordonnées est donné par
A(Vu)i = Ayg™* (Vu),,.

12



Soit f € L* (M), on dira que u € H3 (M) est une solution faible de I’équation P,u = f
sl
/ (Agu.Aggo + A (Vu”tho) + augp) dvy = / fedu,
M M
pour tout ¢ € C™ (M).
LP—Théorie

Théoréme 1.7 Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte et a € C*°(M). Soient
A un tenseur symétrique de type (0,2) de classe C* sur M et f € HY (M). Siu € Hz (M)

est une solution faible de Pyu = f alors w € Hp,,(M). En plus nous avons

lllp., < € (1 lzan) + Nelloan)

k+4

o C(M,g,K) et

lall grrrary + Al grreary < K-

Théorie de Schauder

Théoréme 1.8 Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte et a € C*°(M). Soient
A un tenseur symétrique de type (0,2) de classe C* sur M et o € (0,1). Soit encore
f e (M). Siue HZ (M) est une solution faible de Pyu = f alors u € C** (M). En

plus nous avons
sy < € (1 leoan + Nellcopn)

ot C(M,g,K) et

Ha“ck+1(M) + HAHck+2(M) < K.

1.7.3 Meéthode du bootstrap

Vu l'impotance de la régularité des solutions faibles nous allons exposer en détail la

méthode

13



Proposition 2 Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n > 5.
Soit A un champ de tenseurs symétrique de type (0,2) et de classe C* (M) et a, f €
C>™ (M) telle que f > 0. Soit u € H2 (M) une solution faible de l’équation

Pyu = Nou — div, (A (Vu)”) +au=flu"u (1.1)
avec 2 < q < 20 = %, alors u € C* (M) et c’est une solution au sens classique de

léquation (1.1).

Preuve: Cette méthode est appelée la méthode du bootstrap. Soit p, = max{p > 1:u € LP (M)},
il résulte de I'inclusion de Sobolev ( voir Théoréme 1.4) que p, > 2¢. Nous voulons mon-
trer que p, = +oo. Suppons que p, < 400 et soit p € (2,p,). Alors u € LP (M)
et |u|"%u € La1 (M) et puisque Pyu = flu/"?u il résulte du Théoreme 1.7 que
u € H zf’%l (M). D’apres les Théoremes 1.4, 1.5, et 1.6 nous avons les situations suiv-
antes:
(i) q;fl — 2 < 0 alors u € C°(M) et par conséquent u € L" (M) Vr > 1 et donc
P, = +00, une contradiction.

(ii) q% — 2 =0alorsu € L" (M) Vr > 1 et encore p, = 400, une contradiction.

(iii) =1 _ 4 > 0 alorsu € L" (M) avec * = a1
p n r

4 .
> T et par suite nous avons p, > 1 > p

ainsi nous avons amélioré la régularité. Comme cela étant vraie pour tout p € (2, p,), on

4

n(g—2)
n 4

fait tendre p vers p, et on obtient pio < qp;ol — = le. p, < < 2% Une contradiction
avec p, > 2°. Ainsi p, = 400 et donc P,u € LP(M) pour tout p > 1 et par le Théoréme
1.7 w € HY (M) pour tout p > 1 et encore par le Théoréme 1.6 nous obtenons que
u € C% (M), a € (0,1) et par conséquent P,(u) € C%* (M) et par le Théoréme 1.8
ueCH(M). =

La méthode du bootstrap ne fonctionne pas dans le cas critique i.e. si ¢ = 27 car la
méthode ne permet pas le gain en régularité on expose alors une méthode développée
par Von Der Vorst dans le cas des domaines de R" et par Djadli-Hebey- Ledoux [7] et

Espisito-Robert [12] dans le contexte des variétés Riemanniennes.
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Proposition 3 Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n > 5.
Soit A un champ de tenseurs symétrique de type (0,2) et de classe C* (M) et a, f €
C>™ (M) telle que f > 0. Soit u € H2 (M) une solution faible de l’équation

Pyu = Nlu — div, (A (Vu)h> +au=f |u|2h_2 u (1.2)

ot 28 = 22 alors u € C* (M) et c’est une solution au sens classique de l'équation (1.2).

Preuve: On suppose d’abord que P, est coercifi.e. il existe A > 0 tel que f o WlPyudvg >
A||u||§{22(M). Soient p > 1, R > 0 et v € LP(M). Par l'inégalité de Holder f|u|2h_2

Lysrv € L"(M) avec 1 = % + 2 et

hi hf
|10 V]| < o [l

ol
4
D’apres la théorie de la régularité il existe w € Hj (M) tel que
h_
P = Fluf* Lo
et il existe une constante C(n,p,r) > 0 telle que
282
I gary < €, || £ 1™ 2 Tz -

Par ailleurs et d’aprés le Théoreme 1.4 Hj (M) C L9(M) avec % =1_42_ % ie.

w € LP (M) et aussi

202
loll oy < Cp7) 1 g |10l Vuiza] |, 101,
4
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On définit Popérateur suivant T, p : LP(M) — LP (M) tel que T, p(v) = w ou w est

construite ci-dessus. T, r est un opérateur continu et comme

4
2h n
[Torll = sup (Tpr (W)l poar < Cln,p,7) [|fll </ Jul 1u2Rdvg>
||U||LP(M):1 M

et puisque u € L¥(M) il existe R, = R, (n,p,7) > 0 tel que ||T,z,|| < 1. Alors
I'opérateur linéaire continu Ir»ny — Tpr, : LP (M) — LP (M) est inversible d’inverse
linéaire continu.

Maintenant, puisque |u|2L2 uljy<r € L>°(M) par Théoréme 1.7 alors pour tout p > 2°
il existe u € Hy (M) tel que Py(u) = f ]u\2h_2 ul |y <g- Posons @ = (I1e(ar) — Tp,R)_l (u) €
LP (M).

b h_

Py(u) = flu” ulpysr + flul” 2 uljy<r
h_ ~
= flul* 7 uljusr + Py(a)

ou encore

~ h_
Pylu—u)=f |U|2 ? uljy>r

et par conséquent

et alors
(ILzb(M) - Tzh,R> (U) =u= <]L2h (M) szz) (ﬂ)

ie. u=mu € LP(M) pour tout p > 2% Par la méthode du bootstrap on conclut que
ue C*H(M).

Le cas ou l'opérateur n’est pas coercif on prend un K > 0 tel que P, + K soit
coercif et donc inversible. On définit 'opérateur T, g : L (M) — LP (M) par T}, g(v) =
(P, + K)™t <f |u|2L2 1|u|2Rv> pour tout on prend p > 2 tel que u € LP(M)et comme

ci-dessus on obtient que u € L (M) pour tout ¢ > 2°. La conclusion s’ensuit. m
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1.8 Fonctions de Green

1.8.1 Fonction de Green du Laplacien

Définition 1.2 Soit M une variété Riemannienne compacte de volume V (M). La fonc-
tion de Green G(x,y) de l'opérateur Laplacien est solution au sens des distributions a

[’équation
1
AG(xy) =0.(y) — ——

ot 9, est la fonction de Dirac.

Dans ce cas la fonction de Green est déterminée modulo une constante.

Théoréme 1.9 Soit M wune variété Riemannienne compacte de classe C*. Le

Laplacin admet une fonction de Green G(x,y) qui satisfait les conditions suivantes:

(a) pour tout o € C*(M)

o(x) = /M G y)Ap(y)dv, <y>+% /M o ()dvy(v)

(b) Il existe une constante k telle que
|G (z,y)| < k(1 +[logr]), pourn =2

|G(z,y)| < kr?=™, pour n > 2, \V,G(z,y)| < krl—n

et
}V;G(x, y)| < kr

ot r =d(z,y).
(b) G(z,y) est de classe C* sur M x M privé de la diagonale (x # y).

(c) G(z,y) = G(y,z)

17



(d) Il existe une constante A telle que G(x,y) > A. Comme la fonction de Green

est déterminée a une constante prés, on peut choisir la fonction de Green partout

positive.

1.8.2 Fonction de Green du bi-Laplacien

Soit p € C*(M) et posons Ay € C?(M) alors d’aprés le paragraphe précédent

Ap(y) = /M Gy, 2)A%0(2)du, (2)

Multipliant (1.3) par G(x,y), et intégrant sur M

| Gasemdn )= [ [ G628 () iy ).

En posant

Golz,2) = /M G, y)Gly, 2)dv, (4)

et en tenant compte de

/M Gla)Ae (4) vy (1) = ¢ (2) = 575 /M o ()dv, (1)

on obtient que

¢ (r) = /M Gy (x,y)AQsO(y)dvg(y)Jrﬁ /M e(y)dug (y) -

(1.3)

Pour avoir des estimations de la fonction G,(x,y) on a besoin de la proposition suivante:

Proposition 4 ( Lemme de Giraud) Soient Q0 un ouvert borné de R™ et X(z,y), Y(z,y)

deuz fonctions continues sur Q x Q privé de la diagonale telles que | X (x,y)| < const x

d(z,y)*™", |Y(z,y)| < const x d(z,y)’™" avec o, 3 € (0,n). Alors la fonction Z (x,y) =
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X(x,2)Y (z,y)dv(z) est continue pour x # vy
Q

|Z (x,y)| < const x d(z,y)*P™ sia+p<n
|Z (z,y)| < const x (1 +logd(z,y) ) sia+S=mn
| Z (z,y)| < const  sia+ > n.

dans le dernier cas Z(x,y) est continue sur  x €.

Si M est une variété Riemannienne compacte de dimension n > 5, par lemme de
Giraud, on obtient en tenant compte des estimations de la fonction de Green données

dans le Théoréme 1.9 que:

Gol)] = ' [ GGG )

< /M 1G(z, 2)G(z, )| duy(2)

< const x r4 "

our =d(z,y).

1.9 Opérateur de Paneitz-Branson

Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n > 5, H2(M) I'espace

de Sobolev des fonctions de L?(M) telles que Vu € L?(M) et V?u € L*(M) muni de la

bl = ([ (94 10 ) )
M

Considérons 'opérateur de Paneitz-Branson

norme usuelle

P C* (M) — C° (M)
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défini par
-4
Pyu = A*u — div, ((anRg.g + b, Ricy) (Vu)u> + nTqu

ou f I'opérateur musical,

2
0 (n—2)°+4 = 4
2(n—1)(n—2) n—2
et
1 n® —4n? + 16n — 16 2 9
— AR, + R — Ric
@ 2(n—1)"""7  8n—-17mn-2)7> " (n—2)2| oly

est la Q-courbure. Considérons la métrique g = gpﬁ g, ou ¢ > 0 est une fonction lisse
sur M, qui est conforme & g. P, est un opérateur conforme dans le sens que pour tout
ue CHM)
_nt4
Pyu = o™ n=1 Py (pu)

et en prenant © = 1, on obtient

n—4
2

ntd
P, () = Qgpn4.

Etant donnée une fonction ¢ : M — R , de classe C*°(M), on définit le champ scalaire

conforme de l'opérateur de Paneitz-Branson P, par: pour tout u € C*(M)

n —

. , 4
Pyyu = Nou — div, <(anRg.g + by Ricy) (Vu)ﬁ> + <Qg - |V@Z)|§) u.

~ 4 . . .
Si g = ¢n»-1g pour une certaine ¢ > 0, alors tenant compte de I'invariance conforme de

I'opérateur de Paneitz-Branson, on obtient que

+4

Py yu = @ 4P, y(pu)
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et prenant v = 1, on déduit la relation

n_4 n+4

5 (Qg - IWJE) =@ T Pu(p).

. . s e 2 e
qui nous montre comment varie la quantité ”T4 (Qg — |V g> dans la classe des métriques

conformes.

On considére la fonctionnelle d’énergie associée

Egy(u) = / uPy s (u) dvg .
M
Le quotient de Sobolev du champ scalaire est alors donné par: pour tout v € H3(M)—{0}

Egp(u)

2
b

Qgp(u) =

Jur (0 + (@ fy [Vul? + b Ricy (Vu, Vu)) + 252 (Q, = [V[2) u?) du

n—4

<fM |u]2h dvg> "

ou 2% = 2% est I'exposant critique de I'injection de Sobolev H3 (R™) «— L (R"), ¢ < 2%,

Si [g] désigne la classe conforme de la métrique g i.e. [g] = {(pﬁg tp € C’OO(M)},
I'invariant conforme du champ scalaire de 'opérateur de Paneitz-Branson est alors défini

par

Ij(g)= inf .
+(9) ueHgl(?@_{O}Qg""(“)

Par une inégalité bien connue voir le livre de T. Aubin ( Some Problems in Riemannian

Geometry ), pour tout € > 0, il existe une constante C'(¢) > 0 telle que

[Vully < e llAgull, + C(e) fJull, (1.4)

21



et u € H3(M), alors

'/M (an Ry Vul* + buRicg (Vu, Vu)) dvg| < (an || Ryll, + bn || Ricy]l ) ||VU||§

2 2
< 5 [[Agully + Clully

N | —

donc

Egy(u) 2 =C |ull;

ou C' > 0 est une constante universelle. L’inégalité de Holder donne
2
Egp(u) > —=C'ull3

et en conséquence

I = inf > —o00.
v(9) e o Qg.p(u) > —00

Proposition 5 Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n > 6.
Les assertions sutvantes sont équivalentes
(i) Iu(g) > 0
(it) Pour toute métrique g € [g], la premiére valeur propre Ay de Py, est strictement

positive.

Preuve: (ii)=(i) De la définition de Ay, nous avons

E
g,w(;)) Z )\1 >0
o]l
pour tout v € HZ(M) — {0} alors
E
Iy (g) = inf By (v) > 0.

ve H2(M)—{0} HvHiu
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Si I (g) = 0, il existe une suite (vx), qui par ’homogénéité du quotient de Sobolev peut
étre choisie de nome |[jvg|l,; = 1, telle que Ey,(vy) — 0. Ce qui entraine que A; = 0.
Donc Iy (g) > 0.

(i)=(ii) De I'inégalité de Bochner on déduit que

/ (Agu) dv, = / <‘V2u|2 + Ric, (Vu, Vu)) dv,
M M

= / (Ayu)? dv, + / Ric, (Vu, Vu) dv,
M M

n

v

ce qui nous meéne a écrire

/M(Agu)2dvgz nl/MRicg(Vu,Vu)dvg.

n —

Donc si A; est la premiere valeur propre non nulle de 1’ opérateur P, et u la fonction

propre non nulle correspondante on obtient

[—)\1/ u*dv, —i—/ (anRg |Vu|? + (bn + L) Ric, (Vu, Vu)) dvg] <0
M M n—1

—I—/M (Qg — |V¢|2) u’dv,.

Maintenant puisque pour n > 6

by + —— >0
n—1

on déduit que Ay > 0. =
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Chapitre 2

Existence de Solutions

Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n > 5 et de métrique g.

Considérons I’équation suivante:

A2y — div, (a (x) Vyu) + b () u = B (z)u? "1 4 A2 4 Clo) -

u >0

Son 2
ouZU_n—_”Lletp>1.

Il s’agit de montrer l’existence d'une fonction v > 0 de classe C**, pour un certain
A € 1]0,1] , vérifiant (2.1). Ce type d’équation constitue un type limite; a cause des
exposants & puissance positive et négative de u au deuxieme membre.

Dans toute la suite on prend a (z) et b (z) de tels sorte que opérateur
Alu — divg (a (z) Vyu) + b (z) u

soit coercif.

Il convient alors d’introduire dans H,? (M) la norme appropriée équivalente suivante

1

lull = (/M ((Agu)® +a(z) |[Vyul* + b () u?) dv (g)> 2

cela résulte du fait que notre opérateur est coercif et grace a la proposition (2.1) de [10].
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Il suit de cette définition et de la continuité de I'inclusion H,? (M) C L (M), Iexistence

d’une constante S, > 0

f #
lully: < Sap Ilul (2.2)

2n

ou 2f = 2

Un des résultats principals de notre travail s’énonce comme suit

Théoréme 2.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n > 5
et soit a, b, A > 0, B > 0 et C > 0 des fonctions de classe C* (M), pour lesquelles
Vopérateur Py = A2 — divg (a (2) V) + b(x) soit coercif. Supposons qu’ il existe une

constante C' (n,p) > 0 qui ne dépend que de n et de p telle que

lel® [ A(x)
g | o e < C(n.p) ( SapmaxB(a) (23)

et

_(p+H(n=49)
8

lel”™" [ C()
p—1 /M pp—1 dvg < C (n,p) Sa,blgle%{B((E)

pour une certaine fonction ¢ > 0 de classe C*® (M). Alors l’équation (2.1) posséde une
solution de classe C* (M).
Si en outre, l'opérateur P, posséde une fonction de Green positive alors la solution

de (2.1) est positive.

Preuve: La démonstration de ce théoréeme passe par plusieurs étapes.
1¢7¢ étape :

Pour prouver I'existence de u on considére I’équation e-approchée suivante:

A(x)u C(z)u

(e +u2)?* 2

Aﬁ“ — divg (a () Vyu) + b(z)u = B (x) w14 -
(€4 u?) 2

(2.4)

0f12b:2—;etp>1.

Puis on passe a la limite quand € — 0.
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La fonctionnelle adaptée a (2.4) est
Ie (w) = 1" (w) + I (u)

ot M : H2 (M) — R est défini par :

1

S (u) = 3 /M ((Agu)2 +a(x) |Vgu|2 +b(z) u2) dv, — %/M B (z) |u|2ﬁ dvg

et I H,2 (M) — R est défini par:

I® (u) = l/ A) ~dvg + ! / Cz) —duv,,.
2! M(z—:+u2)2 p—1 M(6+u2)pT

Tout d’abord on établit que I'inégalité suivante est vérifiée

® (JJull) < 1Y (u) < @ (Jlull)

avec
1, %
@ (t) = 5t = (sa,b mﬁxB(x)) o
et n
1, t?
W) =5+ (S max B(x)) -

Clairement on a
1 1
I @)= 3l = 5 [ B lu()” o,
2 2/,

Comme B (z) est une fonction positive et continue sur M alors

1 1
I (@) 2 3 ol = grmaxB(a) [ Ju(@)] do,
M

2ﬁ xeM

Par ailleurs

off off off
/M (@) doy = [[ullZ: < Se [lul
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Donc

#
10 ) > gl = 5 (SaomaxB(@) - Jul?

Il vient que

I (u) > @ (Jlull)

d’otu la premiére inégalité.

D’autre part nous avons

1 1 §
1) 4 2, 1 2
10 () < 3l + gmaxBle) [ futo)l” do,

1 2 1 oft
<z — <
< 5l + 5 (Sa,bgne%B(ﬂﬁ)) [Jul ™ < @ (Jlul)

i.e. on obtient (2.5). m

Remarque 2.1 On remarque que ® (t) est une fonction croissante sur [0,to] et décrois-

sante sur [to, +00| , ou

4—n
=
to = <Sa7bmaXB(x)>
zeM
Lemme 2.1 Soit 6 > 0 tel que
1
0<60>< ——
n—2
et posons
t = Oto
alors on a l’inégalité suivante
2f +2 1
W (1) < 0 (1) < 5P (1) (26)
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Preuve: En effet

1 2 1
VU (ty) = 575% + (Smbrﬁréz}écB(x)) ? =3 (0t0)? + Sa,b-lgﬁz(B(f)( .

=0? l252%—5’ maxB(x)HQLzﬁ
20 e 20 |

Or nous avons

et donc u u
1 02 —2 1 02 —2
2 L2 2| _ p22 |t
1 n—-4 2n — 4 12
<02 (= < 6*2 < (n-—2)6%2,
- 0 (2 + 2n ) - 0 op = (n ) n
De plus
242 n-2 1 12
= t =D (ty) = 2
¥ o 3 o 3Pl)=7

Finalement on trouve que

2 42 1
2

Maintenant on vérifie les conditions du lemme du Col.
Lemme 2.2 La fonctionnelle 1. satisfait les conditions suivantes:

(i) Tl existe ug € Hy2 (M) , p> 0 et to > 0 tels que
I (ug) = p pour |luoll = to
(i) il existe uy € Hy? (M) avec

|ug|| = ta > to tel que : I (uz) < 0.
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Preuve: Soit o € C* (M), p > 0sur M et sans perdre de généralité on peut supposer

que ||¢|| = 1. Posons
92ﬁ+p 62ﬁ
= < = — 2.
cop=""<om=2 (2.9
'inégalité (2.3) devient
1 A(z) 1
— ———dv, < -® (ty). 2.9
7 =2 (29)
En effet, nous avons
2
O(t,) = 2 — (sa,b maXB(a:)) =
et en tenant compte de (2.7), on obtient
1 1 2
dt) = (= = )2 =22
(t0> (2 2u) ZSO ntO
Par ailleurs et en vertu de (2.8), nous avons
1 A C -3
= L)ﬁ v, < Lnb) (Sab.maxB(l')> ’
2wt (trp)? A
1
= —-P(t,).
L)
De fagons analogue et en prenant
v
on obtient que
1 C 1
/ ("””Ldvg < Z(t,). (2.10)
p—1Jum (tip)” 4

Prouvons maintenant 1’assersion (i ). Des relations (2.5), (2.6), (2.9) et (2.10) on tire

A(x) do + C(z)
(e+ (tlgo)Q)2 p—1 /M (e + (t1p)®) =

1
I (tip) <V (||tie]]) + g/
M
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1 A(z) 1 C(x)
<)+ — 2, 4 v, <D (o). (211)
/]\4 (5 -+ p— 1 /J\/[ (5 T (t1§0)2) 2

% (1r0)%)

Encore de (2.5), on déduit que

]E(togo)zq)(to)—y%/( Alx) devﬁpil/( LG
M M (e +

e+ (toy)”) (top)?) =

comme A et C sont supposées & valeurs positives, on trouve que
I (top) > P (to) - (2.12)
Finalement de (2.11) et (2.12), on tire que
I (t1p) < @ (to) < L (top) -
Maintenant pour avoir (7) il suffit de prendre
ug = top et p=>(ty).
Il reste a prouver la condition (i7); pour cela on remarque

: ) 1 1 t Az 2t Clx
Jim L) = tim |5 leel = 5 [ | B @ a0 - —2 - 2 SO g,
> M e+ te)’)” P70 (e+(tp)?) °

1 1 #
= lim ¥ ( - —/ B (x) ¢* dv (9)) .
t—+o0 212 -2 2t M

Comme par hypothése B > 0 alors

lim I, (tg) = —o0

t——+o0
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et par conséquent on peut choisir un ¢ tel que

to >ty et I, (tg(ﬂ) < 0.

Donc si on pose us = ta on obtient la condition (i7) du Lemme 2.2.
2¢ étape : Le lemme 2.2 nous permet d’appliquer le théoréme du col & la fonctionnelle
I.. Soit

C. = infmax/, (u)
vyel uey

ou ' est 'ensemble des chemins reliant uy; = t1.0 & us = t2.¢ .

Alors C. est une valeur critique pour I, et on a de plus

C. > ® (to)

et si on prend 7 (t) = t.p pour t € [t1,t5] on voit que C. est bornée uniformément quand

¢ tend vers 0 et on a de plus :
0<P(ty) <C.<C (2.13)

pour toute ¢ suffisament petit et C' > 0 indépendant de ¢.

Par conséquence il existe une suite de fonctions (uy,), dans Hy* (M) telles que:

I (uy) — C. et DI (uy) — O (2.14)

k—4o00 k—+4o00

Comme il est d’usage, on va montrer que la suite de Palais-Smale est bornée.

Lemme 2.3 La suite de Palais-Smale (uy), est bornée dans H,* (M), de plus la limite

de cette suite qu’on note par u. est une solution faible de l’équation (2.4).
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Preuve: De (2.14) on déduit que Vo € H,? (M)
DI, (ug) .o =0(1)
c’est-a-dire Vo € Hy? (M) on a

/ (Do +a (2) (Vgur, Vo) + b () uxp) du, = / B (@) [ pdv,  (2.15)
M M

A (z) upp C(x)urp
+/M ( 2b+1dvg+/M ( s dvg +o(1)

e+ (up)?) e+ (up)?) *

en particulier pour ¢ = u; on trouve

2 2 2 _ ) |y, 2 gy — Alz)ui
/M((Aguk) + a(2) |Vu|” + b (x)up) dug /MB( ) |ug|” dv, / " e

M(€+(Uk )

dvg

ou encore que

1

1
_5/ ((Aguk)2 +a(x) ]Vguk|2 +b(z) ui) dvg + 5/ B(x) ]u;.fﬁ dv,
M M

__1 Alwug L CWU g vor).  (216)
2 /M (e + (uk)2)2 ! 2 /M (&T + (u/rc)z)pT

D’autre part il vient de (2.14) que
I (ug) — C.=0(1)

1.e.
1 1
— | (Ayun)? +a (@) [Veu + b (2) ud) dvg — = [ B(x) [ur|* do,
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1 A(x) 1 C(x)
LAY )R- —dvy+0(1) = Co+o(1).  (217)
% Ju (e + (w)?) p-1 /M (2 + (up)?) 2

Donc par addition de (2.16) et (2.17) on obtient

%/MB(I) g do, +%/M - +A(Z);I;2b+ldvg +% L +A(—Z))2)2b dv,  (2.18)
1 C(x)u? 1 C(z)
+5 S dug + —dvy, = C.+o(l).
2/M (e + (w)”) * p_l/M (e+ (w)?) *

Pour k assez grand on déduit que

2/ B(z) |ur|” dv, < 20, + o (1)
M

n

ou encore
1

f n
5 | Bl dv(9) < HO o (1)

combinant cette inégalité dans (2.17) nous obtenons

%/M ((Aguk)2 +a(x)|Vour® + b () up) dv(g) < Co + %Ce +o0(1)

(n—4)

< nC, + - s—Ceto(l)<2(n—2)C+o(1).

Et pour k£ assez grand
/ ((Aguk)2 +a(x) |Vyur* + b (z) up) dv (g) < 4nCe+ 0 (1) < 4nC. + 1
M

i.e.

|ug|? < 4nC. + 1. (2.19)
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De (2.17) on a aussi

1
—— | B@) |wlFdv(g) <C +o(1).
2% /s

Pour k assez grand:

2nC.
n—4

| B@ il dvtg) = 20> -
M
Or on sait que
/ B (2) |ul? dv (g) < nC. + 0 (1)
M

donc pour k assez grand

/ B () |ux)* dv (g) < 2nC..
M

En conclusion on a

_2710; < /M B (2) [us|? dv (g) < 2nC.. (2.20)
Ainsi on a démontrer que la suite (uy), est bornée dans H,? (M) donc on peut extraire
une sous-suite qu’on note encore par (uy),qui vérifie

1. uj, — u, faiblement dans H,2 (M) .

2. uy — u, fortement dans L™ (M), Vr < 22

3. ux — ue p.p dans M.

4. (uk)mj_1 — w2~ faiblement dans L% (M).

On pose g (z) = ei oue > 0 et g > 0 alors on a d’apres le théoréme de convergence

q

dominée de Lebesgue:
Vk e N: ((uk)2 + e)_q <elet elel’ (M) Vr>1

donc ((uk)2 +¢€) I ((u5)2 +¢) " fortement dans L™ (M) Vr > 1 avec (i) on déduit
que:

(u2“+’“€)q — (azy fortement dans L% (M). Ainsi si on fait tendre k vers +oo dans (2.15)
k €
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on obtient que u,. est une solution faible de 1’équation :

A(x)u C(z)u

(e + u2)2b+1 (e + u2)pT+1

Alu — div (a(z) Vgu) + b(z)u = B (z) |u|2ﬁ72u +

avech:%etp>1.
Notre solution u. est non identiquement nulle.

En effet: de (2.17) nous avons

_% B (@) |ug* dv () < C. +0(1) < 2C. +0(1)
M

ou encore

2

4
——/ B. |uk|2n dv(g) < =.2°C. 4+ 0(1).
nJm n

D’autre part de (2.18) on obtient

1 A(z) J 2 24
il — v(g) <C.—— | B(z)|ug|” dv(g)
2! S (e + (Uk)2) " /M

4
< Cg+ﬁ2ﬁ06+0(1) <(2"-1)C.+0(1).
Quand k — 400 et avec (2.13) on déduit

1 A(x)

o7 - dev(9>§ (2ﬁ_1)0
ot M (€+ (Us)z)

ou C' est la borne supérieure des C..

(2.21)

(2.22)

Maintenant si pour une suite €; — 0 ( Avec ¢; > 0Vj € N ) ; u., vaut 0 alors on aurra

j—+oo

1

FEoF ), AW e

Et quand ;7 — 400 on aboutit & une contradiction car on & supposé que A > 0.
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Finalement on déduit que pour ¢ suffisament petit ; u. est une solution non identique-
ment nulle de I’équation (2.4).

Maintenant en écrivant 1’équation (2.21) sous la forme

Azu — div (a(z)Vu) + <b(x) R (£)2b+1 ¢ (x)p - ) u= B (z) ]u|2h_2u
(€ + u?) (€4 u?) >
et en remarquant que
Al(x) C(z) o
b(x)— — — — € L™(M
(@) (e+u2)®* (e+u2)= <L

on déduit par la propostion (3) que u. € C* (M).

3¢ étape :(le passage a la limite)
D’aprés ce qui précéde u, est une solution non identiquement nulle de I’équation (2.4)
de plus u, est une limite faible de la suite (uy), et par la semi-continuité inférieure de la
norme, NOuUS avons

luel| < lim inf ||uy|
k—+o00

et par l'inégalité (2.19), nous obtenons
ue|* < 4nC +1 (2.23)

pour toute € > 0 suffisament petit. Maintenant on prend une suite dénombrable (e),

convergente vers 0 et en posant u, = u, , nous avons

) A C
A2y, — div [a () Vgug] + b (x) we = B (z) |ur]* 2 ug + (@) - (”“")“’“ﬂ
(e + u) (er +ug) 2
(2.24)

Par (2.23) la suite (u), est bornée indépendament de e dans Hj (M) et par suite on
peut extraire une sous-suite qu’on note encore (uy), vérifiant

i) up — u faiblement dans H2 (M)
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i) up — u fortement dans LP (M) Vp < 2*

iii) uy — w p.p dans M.

#
. f_ g . _2F
vi) up ' — u?'~! faiblement dans L1 (M).
Par ailleurs la suite (uy), est bornée inférieurement: en effet comme les u;, sont continues,
notons par xj le minimum de uy et x, = limy 25 ( une sous-suite encore notée (zy)) et

comme 'opérateur posséde une fonction de Green positive G par supposition alors

wle) = [ Gl () (B(y)ui“ )+ AW, C(y)“’“(yll)dvg
M el W) (e ()

et par le Lemme de Fatou

lim inf uy, () > / lim inf Gz, ux (y)) (B(y)ugﬁl(yH A (y) ur(y) C (x) ur (y})}

Mk

_ U u2h—2 Ay) C (x) u v
— [ Gt (B2 0 (y)pﬂ) (v)dv,

et comme par hypothése B > 0, A > 0 et C' > 0 alors limy inf uy () = 0 entraine que

u = 0 ce qui contredit la relation (2.22) alors il existe 6 > 0 tel que uy > § . On peut

utiliser le théoreme de convergence dominée de Lebesgue et on obtient

1

1
m — fortement dans LP (M) Vp > 1, Vg > 1.

Finalement avec (ii) il vient que

U 1 U

i 1 2
(e + u%)2b+1 P et —w» fortement dans L* (M) .

p+1

(Ek -+ ui) 2

Evidemment v > § > 0.
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Par conséquent u est une solution positive de I’équation

A(z) | Cx)

u2t+1 up

Alu — div[a(z) Vyu] + b(x) u= B (z) W4
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Chapitre 3

Non Existence de Solution.

Dans ce chapitre on va présenter un résultat de non existence

Théoréme 3.1 Etant donnée (M , g) une variété Riemannienne compacte de dimension
n>5eta, b, A, B et C des fonctions de classe C* (M) avec A >0 et C' > 0 sur M
etl<p<241.

Alors si
h_ of Kab _12
V A+ Cu?~Pidy, > SA +— + maxB (3.1)
M SAn-1 M
ot A >0, B~ = max (0,—B) et S la meilleure constante dans l'inclusion de Sobolev

H2 (M) c L¥ (M),

Alors I'équation(2.1) ne posséde pas de solution positive vérifiant
[ullgzeary < A

Preuve: Supposons que u € H,? (M) soit une solution positive de I’équation (2.1) telle
que [Ju 1 < A.

Posons b = max (0, ) et a™ = max (0, a) et soit

K, = max (1,maxa+,maxb+)
M M
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alors

/((Agu)2+a|vgu|2+bu2) oy < Kapllt s (32)
M

En multipliant (2.1) par u et en intégrant sur M on obtient
A C
2 2 ¢
/ ((Agu) +al|Vul”+ buQ) dv, = /M (Bu 2 4 7 + _upl) dv,
M

et en tenant compte de (3.2) il vient

A C
2t K 2
/MB u dUg —l-/MﬂdUg‘F/M w1 < a,b”u HH%(M).

Or par hypothese nous avons ||ul[gz < A, ainsi

¢ A C
/M (B u 2 + ﬂ + m) dUg S Ka,b Az. (33)
Par ailleurs nous avons
/ Bu%dv (9) > — <maXB_) / u? dv (9)
M M M
et par définition de S il vient que
/ Bu¥dv, > — <max B-) SAZ. (3.4)
M M
De (3.3) on déduit que
A C _ #
/]\w (ﬁ —|— m) dvg S KmbAz + <mﬁX B > SA2 . (35)

L’inégalité de Holder nous donne

% 28—p+1
/ (A+Cu'rH1) ay, = / AT Cl S,
M M

u?
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et avec (3.5) on tire

[ (30 ) < [ e ) (5
M

< <SA2")§ {SA” (mj\?x B~ + %)} ’

1
3
< SAY <maX B~ + Ka’s )
M SAn—

d’ou le résultat. m
Remarque 6
Si on suppose que B > 0 dans le Théoréme 3.1 on obtient une autre forme pour (3.1).

En effet si B > 0 alors :

/ Bu¥dv(g) > minB/ uw¥dv(g) >0
M

M

et par suite et avec (3.3) on obtient

A C . #
/M (ﬁ + F) dvg < Ka,b/\2 — mA}nB/Mu 2 dv,

< Ka,bA2 .

Par ailleurs

‘ ; i A C
mj\}nB/Muzdvgg/MBquUQjL/M(ﬂ—i—m)dvg

S [(a,bj\2
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ainsi

K, ,A?
/ uZdv (g) < =20
M m]\/lan

Finalement avec l'inégalité de Holder

Ko pA\?

1
/ (A+ Cu=rn) ay, < Hut
M /m]\}nB

et par conséquent si

1 2
/ (A + 0u2”*p+1) * dv, > Hah”
M

(mj\/i{nB) :

alors (2.1) ne posséde pas de solution positive.
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