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صـملخ

متغیرة الالمتعرضة لظروف التشغیل القاسیةالعمل المقدم حول السلوك الاھتزازي للمحاور الدورانیة

الحرارة .

.معادلات الحركة لإنشاء اللازمة،طاقة التشوهوالطاقة الحركیةلاستخراجالدراسة النظریةیتم إجراء

شروط الحدودتحدید ویتم حولتمعادلات الحركةالمحور.لنموذجأولر-برنوليواستخدمنا نظریة

ظام یتم نالترددات الطبیعیة لل"أسلوبتحویلالتفاضلیة "التحویل التفاضلي باستخدام أسلوبالمرتبطة

في المرجع النتائج التي عثر علیھاالنتائج معمقارنة دراسة مصادقة، ثم تتمو.استخراجھا فیما بعد ذلك

ثم .على التردداتالتدرج الحراري و، وشروط الحدود سرعة دورانتأثیرو في الأخیر یأخذ  المعتمد.

.النتائج على نحو رسوم بیانیة وجداولعرضت
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Résumé

Le travail présenté concerne le comportement vibratoire des arbres tournants

soumis à des conditions de fonctionnement difficiles de variation de

température. Une étude théorique permettant l’établissement des énergies

cinétique et de déformation de l’arbre, nécessaires à l’établissement des

équations de mouvement est faite. La théorie d’Euler-Bernoulli est utilisée

pour modéliser l’arbre. Les équations de mouvement transformées ainsi que les

conditions aux limites associées sont déterminées en utilisant la méthode de

transformation différentielle « Differential Transform Method ». Les fréquences

propres du système étudié sont déterminées par la suite. Une étude de

validation est faite, les résultats trouvés sont comparés aux résultats de la

littérature. En fin, l’influence de la vitesse de rotation, les conditions aux

limites ainsi que le gradient thermique sur les fréquences propres est

considérée.Les résultats obtenus ont été représentés sous forme de graphes et de

tableaux.
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Abstract

The work presented concern the vibrational behavior of rotating Shafts subjected

to hard operating conditions of temperature variation.

A theoretical study for the establishment of kinetic energy and strain energy of

the shaft, necessary to establish the equations of motion is made.

Bernoulli-Euler's theory is used to modelise the shaft. The transformed

equations of motion and the associated boundary conditions are determined

using the differential transformation method .The natural frequencies of the

studied system are determined there after. A validation study is done, the results

are compared with the results which are found in the literature.

End, the influence of the rotational speed, the boundary conditions and the

thermal gradient on the frequencies is considered .The results were presented in

the form of graphs and tables.
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Introduction

Les arbres tournants sont des éléments de machines très utilisés en

mécanique, leurs rôles est de transmettre de la puissance d’un organe moteur

vers un organe récepteur. Les arbres tournants sont aux cœurs des équipements

industriels :

 Dans la fabrication mécanique : arbres tournants des machines outils.

 Dans la transformation d’énergie : arbres d’alternateurs des centrales

électriques.

 Dans le transport : arbres de transmission des véhicules et engins ,

roulants , arbres d’hélice des sous marins , des méthaniers et des

grands bateaux pour le transport de gaz et des marchandises.

 Dans l’aéronautiques : arbres des réacteurs d’avions et arbres multi

rotor concentriques.

 Dans le nucléaire ; arbres des centrifugeuses nucléaires

Le comportement vibratoire des arbres tournants a un grand intérêt pratique

dans l'industrie, notamment pour les concepteurs et les ingénieurs en

maintenance qui doivent prédire exactement les paramètres vibratoires tels que

les fréquences propres, modes propres, réponse dynamique, etc. En effet, les

défauts d’alignement, les défauts d'usinage, le frottement, les fissures et le

balourd d’origine thermique sont les causes principales des vibrations dans les

machines tournantes. Lorsque les rotors ne sont pas homogènes, ou lorsque la

température n'est pas répartie de façon uniforme, les rotors se déforment sous

l'effet de contraintes thermiques. S’ils se déforment de façon dissymétrique, les

centres de gravité se déplacent et les efforts varient. Un exemple concret est

celui des rotors d'alternateurs ou de moteurs électriques, en raison de l'énergie

importante dissipée par effet Joule ou par hystérésis, il est nécessaire de refroidir

les rotors. Toute dissymétrie de débit (canaux de ventilation bouchés ou pertes

de charge différentes) se traduira automatiquement par des vibrations.

Le comportement dynamique des arbres tournants a fait l’objet de plusieurs

études, beaucoup d’auteurs ont contribué au développement de modèles

mathématiques et numériques de ce comportement. On peut citer entre autres,
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Bauer [1] qui fut le premier à étudier le comportement vibratoire d’une poutre

d’Euler-Bernoulli en mouvement de rotation par rapport à son axe. Zu et al [2]

ont étudié l’effet des conditions aux limites sur les fréquences propres des arbres

tournants. L’effet gyroscopique et le couplage entre mouvements rigides et

élastiques a été étudié par Hu et al [3] en utilisant la méthode des éléments finis.

Nelson et al [4] ont utilisé la méthode des éléments finis pour l’étude d’un arbre

composé de disques et de paliers. D’autres chercheurs ont étudiés le

comportement dynamique en associant d’autres paramètres tels que les

matériaux composites, stabilité, excitation sismique, impact, etc, voir en

particulier [5-10].

Dans cette étude la méthode de transformation différentielle « Differential

Transform Method » est utilisée pour prédire les fréquences propres d’un arbre

tournant soumis à un gradient thermique. La méthode de transformation

différentielle est une méthode analytique, basée sur le développement en série de

Taylor utilisée pour résoudre les équations différentielles. Elle a été utilisée pour

la première fois par Zhou [11] pour résoudre les problèmes de circuits

électriques. Pour plus de détails sur la méthode le lecteur pourra consulter [12].

Chen et Ho [13] sont les premiers à utiliser cette méthode aux problèmes aux

valeurs propres. Beaucoup de problèmes d’engineering ont été résolus par la

suite en utilisant cette méthode, pour plus de précision, le lecteur pourra

consulter les références suivantes [14-19].

Notre travail consiste à étudier l'influence du gradient thermique sur les

fréquences propres des arbres tournants en utilisant la méthode de

transformation différentielle « DTM ».

Le travail est présenté en quatre chapitres :

Introduction : Une revue bibliographique qui illustre les développements et

les recherches actuels dans le domaine des vibrations des arbres tournants, ainsi

que la méthode de transformation différentielle.

Chapitre 1 : on présente la théorie des poutres d’Euler- Bernoulli, et les

expressions des énergies de déformation et cinétique de l'arbre en mouvement de

rotation sous l’effet d’un gradient thermique. Les équations de mouvement de

l'arbre sont déterminées.

Chapitre 2 : on détaille la formulation par la méthode de transformation

différentielle, les équations de mouvement ainsi que les conditions aux limites

associées transformées sont déterminées.
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Chapitre 3 : Dans ce chapitre est décrit le programme de calcul avec ses

différentes étapes.

Chapitre 4 : Les résultats obtenus sont comparés avec d'autres résultats de la

littérature, une étude de convergence est faite. L'influence de la vitesse de

rotation, des conditions aux limites et du gradient thermique sur les fréquences

propres est étudiée en dernier lieu.

Nous clôturerons évidement cette étude par un ensemble de conclusions et de

perspectives de recherche.
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CHAPITRE I

Equations de mouvement d’un arbre

tournant soumis à un gradient

thermique

I-1.Introduction

Dans ce chapitre les équations de mouvement d’un arbre tournant seront déterminées en
utilisant le principe de Hamilton. Pour cela l’énergie cinétique et de déformation dans le cas
du modèle d’Euler-Bernoulli sont utilisées.

I-2.Energie de déformation de la poutre

Un arbre tournant est assimilé à une poutre de section circulaire ou rectangulaire

ayant une ligne moyenne passant par le centre de surface des sections droites,

voir (figure 1.1).

Figure 1.1 : Poutre en rotation.
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La théorie d’Euler-Bernoulli est utiliséequand le rapport longueur sur diamètre

équivalent est supérieure à vingt. D’après les hypothèses d’Euler-Bernoulli, la

déformation due cisaillement transversale n’est pas prise en compte, en plus toute

section droite reste plane et perpendiculaire à la ligne moyenne après déformation,

voir (figure 1.2). Dans notre cas l’effet de torsion est négligeable [6]. Ces

hypothèses se traduisent par la relation suivante :

௫௭ߛ =
ݓ߲

ݔ߲
− ߮

= 0 (1.1)

Figure 1.2 :Déformation de la poutre
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Où ݓ est le déplacement transversal de la poutre suivant l’axe z, ௫௭ߛ est la
déformation angulaire.
డ௪

డ௫
= ߮ : est la rotation de la section droite de la poutre.

Le champ de déplacement définissant les déplacements d’un point de la poutre
dans le repère est(ݖ,ݕ,ݔ) donné par

⎩
⎨

(ݖ,ݕ,ݔ)∗ܷ⎧ = ݕ−
(ݔ)ݒ߲

ݔ߲
+ ݖ

(ݔ)ݓ߲

ݔ߲
(ݖ,ݕ,ݔ)∗ܸ = (ݔ)ݒ

ܹ (ݖ,ݕ,ݔ)∗ = (ݔ)ݓ

(1.2)

ܷ∗, ܸ∗et ܹ ∗ représentent les déplacements suivant les trois axes x, y et z d’un
point quelconque de la poutre, alors queݒ et ݓ sont les déplacements du centre
géométrique G suivant les axes y et z (dans le repère de la poutre).
La déformation longitudinale d’un point quelconque de la poutre de
coordonnées y et z dans le repère lié à l’arbre s’écrit

=ߝ
߲ܷ∗

ݔ߲
= �ݕ−

߲ଶݒ

�ଶݔ߲
+ �ݖ

߲ଶݓ

ଶݔ߲
(1.3)

La relation liant la contrainte normale et la déformation longitudinale est donnée
par la loi de Hooke. Sous l’hypothèse de petites déplacements et déformations ,
pour un matériau homogène, linéaire et isotrope, la loi de comportement
s’exprime par

=�ߪ (1.4)�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ߝܧ
où
:ߪ est la contrainte normale dans la poutre et ܧ le module d’Young.

L’expression générale de l’énergie de déformation est donnée par :
ܷ�

=
1

2
න v݀��ߝߪ
௏

(1.5)

=
1

2
�නܧ ቆ−ݕ�

߲ଶݒ

�ଶݔ߲
+ �ݖ

߲ଶݓ

ଶݔ߲
ቇ

ଶ

ݔ݀

௅

(1.6)

����ܷ �=
1

2
�නܧ ൭ܫ௭௭�ቆ

߲ଶݒ

�ଶݔ߲
ቇ

ଶ

+ ௬௬�ቆܫ
߲ଶݓ

ଶݔ߲
ቇ

ଶ

− )�௬௭ܫ2
߲ଶݒ

�ଶݔ߲
)(
߲ଶݓ

ଶݔ߲
)൱݀ݔ��

௅

(1.7)
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Avecܫ௬௬�, �௭௭ܫ les moments d’inertie de la poutre suivant les axes y et z,

௬௭�représenteܫ le produit d’inertie.

=�௬௬ܫ න (1.8)����������������������������������������������������������������������������������������������������ܣଶ݀ݖ
஺

=�௭௭ܫ න (1.9)����������������������������������������������������������������������������������������������������ܣଶ݀ݕ
஺

=�௬௭ܫ න ݖ݀ݕ (1.10)����������������������������������������������������������������������������������������������������ܣ
஺

v݀ : est l’élément de volume.

v݀ = Adx (1.11)

Avec A la section de la poutre.

Lorsque la sectionde la poutre est symétrique ௬௭�estܫ nul.

I-3.Energie de déformation due au gradient thermique

L’énergie de déformation due au gradient thermique est donnée par l’expression

suivante [7]

்ܷ =
1

2
න ்ܰ൬(

ݒ߲

ݔ߲
)ଶ + (

ݓ߲

ݔ߲
)ଶ൰݀ݔ

௅

(1.12)

Avec ்ܰ l’effort normal provoqué par le gradient thermique, et qui est donnépar

்ܰ = න (1.13)������������������������������������������������������������������������������������������������������������ܣ݀ܶ∆ߙܧ

estߙ le coefficient de dilatation thermique, ∆ܶ représente le gradient thermique.

I-4. Energie cinétiquede la poutre

ܸீ �
ሬሬሬሬሬ⃗Représentele vecteur vitesse du point G centre de surface de la section droite

située à une distance x de l’origine du repère fixe, et Ωᇱሬሬሬሬ⃗ est la vitesse de rotation

instantanée de la section droite. La vitesse d’un point P quelconque de la poutre est

donnée par
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௉ܸ
ሬሬሬሬ⃗= ܸீ �

ሬሬሬሬሬ⃗+ Ω∗ሬሬሬሬ⃗ ∧ ሬሬሬሬሬ⃗ܲܩ (1.14)

ܸீ �
ሬሬሬሬሬ⃗Représente le vecteur vitesse du point G centre de surface de la section droite

située à une distance x de l’origine du repère fixe, et Ω∗ሬሬሬሬ⃗ est la vitesse de rotation

instantanée de la section droite.

Le vecteur vitesse du point G est donné par :

ܸீ �
ሬሬሬሬሬ⃗=

ሬሬሬሬሬ⃗ܩܱ݀

ݐ݀ ோబ

+ Ωᇱሬሬሬሬ⃗∧ ሬሬሬሬሬ⃗ܩܱ (1. 15)

Ce qui nous donne

ܸீ �
ሬሬሬሬሬ⃗= ൝

0
−ሶݒ Ωݓ
+ሶݓ Ωݒ

ൡ (1.16)

Une fois ܸீ �calculée, on peut par la suite déterminer la vitesse du point P

௉ܸ
ሬሬሬሬ⃗=

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

ሶݓ߲

ݔ߲
−
ሶݒ߲

ݔ߲

−ሶݒ Ωݓ + Ω − Ω
ݓ߲

ݔ߲

+ሶݓ Ωݒ + Ω + Ω
ݒ߲

⎭ݔ߲
⎪
⎬

⎪
⎫

(1.17)

Une fois la vitesse du point P déterminée, l’énergie cinétique peut être calculée et

qui est donnée par la relation suivante

ܶ

=
1

2
නߩ ௉ܸ

ሬሬሬሬ⃗
ଶ

v݀ (1.18)

En injectant (1.17) , dans (1.18) on obtient

ܶ =
1

2
නܣߩ ଶ(ሶݒ)) + (ଶ(ሶݓ) + ௢2Ωܫ

ଶ + ൬Ω
ݓ߲

ݔ߲
−
ሶݒ߲

ݔ߲
൰
ଶ

+ ൬Ω
ݒ߲

ݔ߲
−
ሶݓ߲

ݔ߲
൰
ଶ

௅

଴

(1.19)���ݔ݀
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I-5.Equations de mouvement

Les équations de mouvement sont déterminées à partir du principe de la moindre

action de Hamilton, exprimé par

නߜ (ܶ− ܷ − =ݐ݀(்ܷ 0
௧మ

௧భ

(1.20)

L’intervalle [ଶݐ,�ଵݐ] représente le temps de l’action de Hamilton.

:ߜ Opérateurvariationel.

En remplaçant les énergies par leurs expressions, on obtient

δන ቌ
1

2
නܣߩ ଶ(ሶݒ)) + (ଶ(ሶݓ) + ௢2Ωܫ

ଶ + ൬−
ሶݒ߲

ݔ߲
+ Ω

ݓ߲

ݔ߲
൰
ଶ

௅

଴

୲మ

୲భ

+ ൬−
ሶݓ߲

ݔ߲
+ Ω

ݒ߲

ݔ߲
൰
ଶ

ݔ݀

− �නܧ ൭ܫ௭௭�ቆ
߲ଶݒ

�ଶݔ߲
ቇ

ଶ

+ ௬௬�ቆܫ
߲ଶݓ

ଶݔ߲
ቇ

ଶ

− )�௬௭ܫ2
߲ଶݒ

�ଶݔ߲
)(
߲ଶݓ

ଶݔ߲
)൱݀ݔ��

௅

−
1

2
න ்ܰ൬(

ݒ߲

ݔ߲
)ଶ + (

ݓ߲

ݔ߲
)ଶ൰݀ݔ

௟

଴

ቍ dt = 0 (1.21)

Après intégration par partie les équations de mouvement suivantes sont

obtenues

௭௭ܫܧ
డ௩ర

డ௫ర
− ݉Ωଶݒ+ −ሷݒ݉ 2݉Ωݓሶ− ்ܰቀ

డ௩మ

డ௫మ
ቁ= 0 (1.22)

௬௬ܫܧ
ସݓ߲

ସݔ߲
+ −ሷݓ݉ ݉Ωଶݓ + 2݉Ωݒሶ− ்ܰቆ

ଶݓ߲

ଶݔ߲
ቇ= 0 (1.23)

Avec ݉ = ܣߩ
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Avec les conditions aux limites associées suivantes

௬௬ܫܧ
߲ଶݓ

ଶݔ߲
ݓߜ߲

ݔ߲
ቚ
ܮ
0

= 0 (1.24)

ቈܫܧ௬௬
߲ଷݓ

ଷݔ߲
− ்ܰ

ݓ߲

ݔ߲
቉ݓߜ ቚ

ܮ
0

= 0 (1.25)

௬௬ܫܧ
߲ଶݒ

ଶݔ߲
ݒߜ߲

ݔ߲
ቚ
ܮ
0

= 0 (1.26)

ቈܫܧ௭௭
߲ଷݒ

ଷݔ߲
− ்ܰ

ݒ߲

ݔ߲
቉ݒߜቚ

ܮ
0

= 0 (1.27)

On suppose que le mouvement est harmonique

(ݐ,ݔ)ݒ = ఠ௧݁(ݔ)ܸ (1.28)

(ݐ,ݔ)ݓ = ܹ ఠ௧݁(ݔ) (1.29)

Les équations de mouvement deviennent

௭௭ܫܧ
డర௏

డ௫ర
− ்ܰቀ

డమ௏

డ௫మ
ቁ− ݉Ωଶܸ− ݉߱ଶܸ + 2݉Ωܸ߱ = 0 (1.30)

௬௬ܫܧ
߲ସݓ

ସݔ߲
− ்ܰቆ

߲ଶݓ

ଶݔ߲
ቇ− ݉Ωଶܹ − ݉߱ଶܹ − 2݉Ωܹ߱ = 0 (1.31)

Où le terme݉Ωଶܸ caractérise l’effet centrifuge, le terme 2݉Ωܸ߱ représente

l’effet gyroscopique et lestermes்ܰቀ
డ௩మ

డ௫మ
ቁ, ்ܰቀ

డమ௪

డ௫మ
ቁreprésentant l’effet de la

température.
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Chapitre II

Méthode de transformation

différentielle

II-1 Introduction

Avec le dévelpopement de l’outil informatique et le calcul symbolique les méthodes de

résolution analytique sont devenues très pratique, parmis les techniques et les approches on

trouve la méthode de la transformation défferentielle qui permet d’analyser des systémes très

complexes.

II-2 Méthode de transformation différentielle

II-2.1 Définition

Soit (ݔ݂) une fonction analytique dans un domaine D , soit x = x଴ un point

quelconque du domaine D. La fonction (ݔ݂) est représentée par une série de

centre x଴. La transformation différentielle de (ݔ݂) est donnée par [ 7] :

)ܨ )݇ =
1

!݇
ቆ

d୩ (ݔ݂)

dݔ௞
ቇ
௫ୀ୶బ

(2.1)

où )ܨ )݇ est la fonction transformée de la fonction originale f(x).

La transformation inverse est définie par

(ݔ݂) = ෍ −ݔ) x଴)୩ܨ( )݇

ஶ

୩ୀ଴

(2.2)

En injectant l’équation (2.1) dans ( 2.2), on obtient

(ݔ݂) = ෍ −ݔ) x଴)୩
1

!݇
ቆ

d୩ (ݔ݂)

dݔ௞
ቇ
௫ୀ୶బ

ஶ

୩ୀ଴

(2.3)
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D’après cette équation on remarque que le concept de la transformation

différentielle est basé sur le développement en série de Taylor de la fonction

.(ݔ݂)

L’équation (2.3) peut être écrite comme suite si on limite le nombre de séries à

N séries.

(ݔ݂) = ෍ −ݔ) x଴)୩
1

!݇
ቆ

d୩ (ݔ݂)

dݔ௞
ቇ
௫ୀ୶బ

୒

୩ୀ଴

(2.4)

Le nombre N est défini en fonction du critère de convergence de la solution.

II-3. Propriétés d’opérations de la transformation différentielle

Soit (ݔ݂) et (ݔ)݃ deux fonctions quelconques et soit F(k) et G(k) les fonctions

transformées des deux fonctions originales, les Propriétés d’opérations de la

transformation différentielle sont donnée par tableaux (2.1)

II-4 Application de la DTM dans le cas d’un arbre tournant

En utilisant les propriétés de la DTM on peut transformer les équations de

mouvement obtenues au chapitre précédant. Noue réécrirons ces équations pour

pouvoir les transformer

Tableaux 2.1 : Théorèmes de base utilisés dans la DTM [12]

Fonction originale DTM

(ݔ݂) = ℎ(ݔ) ± �݃ (ݔ) )ܨ )݇ = )ܪ� )݇ ± )ܩ )݇

(ݔ݂) = (ݔ)݃ߚ� )ܨ )݇ = )ܩߚ� )݇

(ݔ)�݂ = ℎ(ݔ).݃(ݔ) )ܨ )݇ = )ܪ� )݇ ∑ (݇− )ܩ݈( )݈௟
௞ୀ଴

(ݔ݂) =�ቂ
ௗ௚(௫)೙

ௗ(௫)೙
ቃ )ܨ )݇ = [(݇+ ܭ)ܩ�[!݊( + )݊.

(ݔ݂) = ௡ݔ )ܨ )݇ = −݇)ߜ )݊ = ቄ
݇��ݏ0�݅ ≠ ݊
ݏ1�݅ �݇ = ݊
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௭௭ቀܫܧ
డర௏

డర௫
ቁ− ݉ (Ωଶ + ߱ଶ)ܸ(ݔ)− 2݉Ωܹ߱ (ݔ) − ்ܰቀ

డమ௏

డమ௫
ቁ= 0 (2.5)

௬௬ܫܧ ቆ
߲ସݓ

߲ସݔ
ቇ− ݉ (߱ଶ+ Ωଶ)ܹ (ݔ) + 2݉Ωܸ߱(ݔ) − ்ܰቆ

߲ଶݓ

߲ଶݔ
ቇ= 0 (2.6)

En utilisant la coordonnée adimensionnelle =ߦ
௫

௅
, où 0 ≤ ≥ߦ 1 on obtient

ாூ೥೥

௅ర
ቀ
డర௏

డరక
ቁ− ݉ (Ωଶ + ߱ଶ)ܸ(ߦ) − 2݉Ωܹ߱ −(ߦ)

ே೅

௅మ
ቀ
డమ௏

డమక
ቁ= 0 (2.7)

௬௬ܫܧ
ସܮ

ቆ
߲ସݓ

߲ସߦ
ቇ− ݉ (߱ଶ+ Ωଶ)ܹ (ߦ) + 2݉Ωܸ߱(ߦ) −

்ܰ

ଶܮ
ቆ
߲ଶݓ

߲ଶߦ
ቇ= 0 (2.8)

Les transformées de chaque terme des équations de mouvement sont données

par :

(ߦ)ܸ = )ܨ )݇ (2.9)

ܹ (ߦ) = )ܩ )݇ (2.10)

Où )ܨ )݇ et )ܩ )݇ sont les transformées de (ߦ)ܸ et ܹ ,(ߦ) respectivement.

De même pour les dérivées de ces deux fonctions

ቀ
డమ௏

డమక
ቁ= (݇+ 1)(݇+ +݇)ܨ(2 2) (2.11)

ቀ
డమௐ

డమక
ቁ= (݇+ 1)(݇+ +݇)ܩ(2 2) (2.12)

ቀ
డర௏

డరక
ቁ= (݇+ 1)(݇+ 2)(݇+ ܭ)(3 + +݇)ܨ(4 4) (2.13)

ቀ
డరௐ

డరక
ቁ= (k + 1)(k + 2)(k + 3)(K + 4)G(k + 4) (2.14)
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En remplaçant les équations (2.9), (2.10) , (2.11) , (2.12) , (2.13) et (2.14) dans

les équations (2.7), (2.8) on obtient :

ாூ೥೥

௅ర
(݇+ 4)(݇+ 3)(݇+ 2)(݇+ +݇)ܨ(1 4)(−݉ (Ωଶ + ߱ଶ))ܨ( )݇

−2݉Ω߱ܩ( )݇ +
்ܰ

ଶܮ
(݇+ 1)(݇+ +݇)ܨ(2 2) = 0 (2.15)

ாூ೤೤

௅ర
(݇+ 4)(݇+ 3)(݇+ 2)(݇+ +݇)ܩ(1 4)(−݉ (Ωଶ + ߱ଶ))ܩ( )݇

+2݉Ω߱ܨ( )݇ +
்ܰ

ଶܮ
(݇+ 1)(݇+ +݇)ܩ(2 2) = 0 (2.16)

II-5 Conditions aux limites

Les conditions aux limites dans le cas général sont explicitées dans le tableau

suivant

Tableaux 2. : Conditions aux limites

߲ଶܸ(0)

ଶߦ߲
= (2)ܨ����������������������������������������������������������������0 = 0

߲ଶܹ (0)

ଶߦ߲
= (2)ܩ�������������������������������������������������������������0 = 0

௭௭ܫܧ
ଶܮ

߲ଷܸ(0)

ଷߦ߲
− ்ܰቆ

��߲ܸ(0)

ߦ߲
ቇ= 0

௭௭ܫܧ
ଶܮ

(3)ܨ − (1)ܨ்ܰ = 0

௬௬ܫܧ
ଶܮ

߲ଷܹ (0)

ଷߦ߲
− ்ܰ

��߲ܹ (0)

ߦ߲
= 0

௬௬ܫܧ
ଶܮ

−(3)ܩ (1)ܩ்ܰ = 0

=ߦ 0

ܸ(0) = (0)ܨ��������������������������������������������������������������������0 = 0

ܹ (0) = (0)ܩ�������������������������������������������������������������������0 = 0

డ௏(଴)

డߦ
= 0 (1)ܨ = 0

డௐ (଴)

డߦ
= 0 (1)ܩ = 0
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En remplaçant les conditions aux limites dans (2.15) et (2.16) le système

d’équations obtenu sera de la forme :

௝ଵܣ
ே (߱) ଵܿ + ௝ଶܣ

ே (߱) ଶܿ + ௝ଷܣ
ே (߱) ଷܿ + ௝ସܣ

ே (߱) ସܿ = 0, ݆= 1,2,3 …ܰ�����(2.17)

où ௝ଵܣ
ே (߱) , ௝ଶܣ

ே (߱) sont des fonctions polynômiales correspondant au nième

terme. Le système d’équations sous forme matricielle est donné par :

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
ଵଵܣ
ே (߱) ଵଶܣ

ே (߱) ଵଷܣ
ே (߱) ଵସܣ

ே (߱)

ଶଵܣ
ே (߱) ଶଶܣ

ே (߱) ଶଷܣ
ே (߱) ଶସܣ

ே (߱)

ଷଵܣ
ே (߱) ଷଶܣ

ே (߱) ଷଷܣ
ே (߱) ଷସܣ

ே (߱)

ସଵܣ
ே (߱) ସଶܣ

ே (߱) ସଷܣ
ே (߱) ସସܣ

ே (߱)⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

൞

ଵܿ

ଶܿ

ଷܿ

ସܿ

ൢ = 0 (2.18)

Où ଵܿ ,�ܿଶ ,�ܿଷ, et ସܿ dépendent des conditions aux limites choisies.

=ߦ 1

ܸ(1) = )ܨ��������������������������������������������������0 )݇ = 0

௭௭ܫܧ
ଶܮ

߲ଷܸ(1)

ଷߦ߲
− ்ܰ ቆ

��߲ܸ(1)

ߦ߲
ቇ= 0��������෍

௭௭ܫܧ
ଶܮ

[݇(݇− 1)(݇− )ܨ�[(2 )݇ − �ܰ ் )ܨ݇ )݇

ே

௞ୀ଴

= 0

௬௬ܫܧ

ଶܮ
߲ଷܹ (1)

ଷߦ߲
− ்ܰ

��߲ܹ (1)

ߦ߲
= 0��������෍

௬௬ܫܧ

ଶܮ
[݇(݇− 1)(݇− )ܩ�[(2 )݇ − �ܰ ் )ܩ݇ )݇ = 0

ே

௞ୀ଴

ܹ (1) = )ܩ�������������������������������������������������0 )݇=0

డ௏(ଵ)

డక
= 0 ∑ [݇(݇− )ܨ�[(1 )݇ே

௞ୀ଴ =0

డௐ (ଵ)

డక
= 0 ∑ [݇(݇− )ܩ�[(1 )݇ே

௞ୀ଴ =0

డమ௏(ଵ)

డకమ
= 0 ∑ [݇(݇− )ܨ�[(1 )݇ே

௞ୀ଴ =0

డమௐ (ଵ)

డకమ
= 0 ∑ [݇(݇− )ܩ�[(1 )݇ே

௞ୀ଴ =0
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L’équation caractéristique du système est déterminée à partir du déterminant du

système d’équations précédant

ተተ

ଵଵܣ
ே (߱) ଵଶܣ

ே (߱) ଵଷܣ
ே (߱) ଵସܣ

ே (߱)

ଶଵܣ
ே (߱) ଶଶܣ

ே (߱) ଶଷܣ
ே (߱) ଶସܣ

ே (߱)

ଷଵܣ
ே (߱) ଷଶܣ

ே (߱) ଷଷܣ
ே (߱) ଷସܣ

ே (߱)

ସଵܣ
ே (߱) ସଶܣ

ே (߱) ସଷܣ
ே (߱) ସସܣ

ே (߱)

ተተ= 0 (2.19)

La valeur de N est obtenue en fonction du critère de convergence suivant

ห߱ ௝
(ே ) − ߱௝

(ேିଵ)ห≤ ݈݋ܶ �����������������������������������������������������������������������������������������(2.20)

où ݈݋ܶ est la tolérance exigée.
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Chapitre III

Organisation de la

programmation

III-1Introduction :

Dans ce chapitre les étapes de calcul sont éclairées. Un programme en MATHCAD

est réalisé pour déterminer les fréquences propres du système.

III-2 Organigramme :

L’organigramme suivant montre toutes les étapes de calcul réalisées de la

lecture des données jusqu’à l’affichage des résultats.

III-3 Programme principal :

Le programme principal pour la résolution des équations de mouvement

transformées et les différentes étapes utilisées sont décrites dans la suite

de cette étude :

1. Lecture des données physiques et géométriques de l’arbre

2. Introduction des la condition aux limites

3. Calcul des fonctions transformées

4. Formation du système d’équations algébrique

5. Calcul du déterminant de la matrice

6. Résolution de l’équation caractéristique du système

7. Affichage des fréquences propres
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Figure 3.1 : Schéma de calcul global

STOP

DEBUT

LECTURES DES DONNES PHYSIQUES

ET GEOMETRIQUES

INTRODUCTION DES CONDITIONS AUX LIMITES

CALCUL DES FONCTIONS TRANSFORMMEES )ܨ )ܩ,݇( )݇

FORMATION DU SYSTEME ALGEBRIQUE (EQ. (2.19))

CALCUL DU DETERMINANT DE LA MATRICE

AFFICHAGES DES

FREQUENCES PROPRES

CALCUL DES RACINES DE L’EQUATION CARACTERISTIQUE



Organisation de la programmation

19

III-4Description du programme :

1. Fichier de données

Tous les paramètres les données physiques et géométriques utilisés,

décrivant l’arbre, sont données dans un fichier« DONNEES.txt » au début

du programme

Les données du problème sont:

Moduled’élasticité:ܧ

Section:ܣ droite de l’arbre

Longueur:ܮ de l’arbre

N : Nombre de terme.

Masse:ߩ volumique

Ω:Vitesses de rotation de l’arbre

௬௬:Momentܫ d’inertie de l’arbre suivant l’axe y

:௭௭ܫ Moment d’inertie de l’arbre suivant l’axe z

ߙ : Coefficient de la dilatation thermique

∆ :ܶGradient thermique

2. Sous-programme pour le calcul des fonctions transformées

3. Après avoir introduit les données nécessaires l’étape suivante

consiste à calculer :

)ܨ )݇: Le déplacement suivant l’axe y

)ܩ )݇ : Le déplacement suivant l’axe z

En introduisant les conditions aux limites. Le sous-programmedévelloppé

est appelé « TRANSF.xmcd »

4. Formation du systèmealgébrique et calcul du déterminant
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La formation de la matrice du système est obtenue à partir des conditions

aux limites et des fonctions transformées de chaque cas, finalement nous

obtenons le système algébrique suivant :

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
ଵଵܣ
ே (߱) ଵଶܣ

ே (߱) ଵଷܣ
ே (߱) ଵସܣ

ே (߱)

ଶଵܣ
ே (߱) ଶଶܣ

ே (߱) ଶଷܣ
ே (߱) ଶସܣ

ே (߱)

ଷଵܣ
ே (߱) ଷଶܣ

ே (߱) ଷଷܣ
ே (߱) ଷସܣ

ே (߱)

ସଵܣ
ே (߱) ସଶܣ

ே (߱) ସଷܣ
ே (߱) ସସܣ

ே (߱)⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

൞

ଵܿ

ଶܿ

ଷܿ

ସܿ

ൢ = 0 (3.1)

Le calcul du déterminant de la matrice est obtenue en utilisant la

fonction déterminant de MATHCAD.

ተተ

ଵଵܣ
ே (߱) ଵଶܣ

ே (߱) ଵଷܣ
ே (߱) ଵସܣ

ே (߱)

ଶଵܣ
ே (߱) ଶଶܣ

ே (߱) ଶଷܣ
ே (߱) ଶସܣ

ே (߱)

ଷଵܣ
ே (߱) ଷଶܣ

ே (߱) ଷଷܣ
ே (߱) ଷସܣ

ே (߱)

ସଵܣ
ே (߱) ସଶܣ

ே (߱) ସଷܣ
ே (߱) ସସܣ

ே (߱)

ተተ= 0 (3.2)

Le sous- programme développé est appelé « DETER.xmcd »

5. Résolution de l’équation caractéristique du système :

Résolution de l’équation caractéristique du système se fait

numériquement pour déterminer à la fin les fréquences propres du

système, en utilisant la fonction polyroots de Mathcad . Le sous

programme est appelé « FREQ.xmcd ». Les résultats obtenus sont les

fréquences propres du système.

6. Affichage des fréquences propres

Les résultats obtenus sont affichés dans un fichier de sortie appellé

« RESULTS.txt ».





Validation, comparaison et analyse des cas

21

Chapitre IV

Validations, comparaisons

et analyse de cas

IV-1 Introduction

Nous présenterons dans ce chapitre une analyse dynamique d’un arbre tournant

soumis à un gradient de température provoqué par les conditions de l’environnement.

La première partie de ce chapitre met en évidence la validité du programme

développé, ainsi une étude comparative est faite avec des travaux de différents

auteurs. La deuxième partie fait l’objet d’une étude d’un arbre tournant soumis à un

gradient thermique,

IV-2 Validations et comparaisons des résultats dans le cas

stationnaire :

Les résultats obtenus seront validés avec des résultats de la littérature.

Différentes conditions aux limites sont considérées.

IV-2.1 Arbre sans l’effet du gradient de température à

section circulaire ࢟࢟ࡵ) = ࢠࢠࡵ = (ࡵ

 Cas stationnaire

Dans ce cas l’arbre est dans un état stationnaire Ω = ૙, il n’est soumis à

aucun effet de température, les résultats du paramètre de fréquence

obtenu par calcul en utilisant la méthode de transformation différentielle

sont validés avec ceux obtenus par la solution exacte, pour différentes

conditions aux limites. Les paramètres de fréquence et de vitesse utilisés

dans ce cas sont donné par

߱∗ = ଶඨܮ߱
ܫܧ

ܣߩ
(4.1)
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Ω∗ = Ωܮଶඨ
ܫܧ

ܣߩ
(4.2)

Tableau 4.1 : convergence dans le cas d’une poutre Appuyée-Appuyée :

Ω∗ = 0

N
mode

1 2 3 4

10 9.672 - - -

20 9.867 39.398 - -

30 9.867 39.459 88.737 -

40 9.866 39.459 88.752 157.754

50 9.866 39.478 88.826 157.913

Solution 9.866 39.478 88.826 157.913

Exacte 9.986 39.478 88.826 157.913

Tableau 4.2 : Convergence dans le cas d’une poutre Encastré –libre:

Ω∗ = 0

N
mode

1 2 3 4

10 3.507 - - -

20 3.516 22.034 - -

30 3.516 22.034 61.697

40 3.516 22.034 61.697 120.902

Solution 3.516 22.034 61.697 120.902

Exacte 3.516 22.034 61.697 120.902

Les tableaux (4.1) et (4.2) montrent que la convergence des quatre

premiers modes est assurée en faisant augmenter le nombre N jusqu’à

40 pour une poutre Encastrée-Libre et 50 termes pour une poutre

Appuyée-Appuyée. Les résultats obtenus sont identiques aux résultats

de la solution exacte.
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 Cas d’un arbre en mouvement de rotation

Le problème traité concerne un arbre en mouvement de rotation. La

solution obtenue en faisant varier Ω dans le cas dune poutre

Encastre –Libre et comparée avec la solution exacte [6].

Tableau 4.3 : Convergence dans le cas d’une poutre Encastré –

libre :Ω∗ = 2

N
mode

1 2 3 4 5 6

10 1.507 5.507 - - - -

20 1 .516 5.516 - - - -

30 1.516 5.516 22.034 24.034 59.696 -

40 1.516 5.516 22.034 24.034 59.696 63.697

solution 1.516 5.516 20.034 24.034 59.697 63.697

Exacte 1.516 5.516 20.034 24.034 59.697 63.697

Tableau 4.3 : Convergence dans le cas d’une poutre Encastré –libre :

Ω∗ = 3.5

N
mode

1 2 3 4 5 6

10 7.007 - - - - -

20 0.001 7.016 18.534 - - -

30 0.001 7.016 18.534 25.534 - -

40 0.001 7.016 18.534 25.534 58.697 65.697

Solution 0.000 7.016 18.534 25.534 58.697 65.697

Exacte 0 7.016 18.534 25.534 58.697 65.697
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Tableau4.5 : Convergence dans le cas d’une poutre Encastré –libre ∶

Ω∗ = 4

N
mode

1 2 3 4 5 6

10 0.049 7.507 - - - -

20 0.048 7.516 18.034 26.034 - -

30 0.048 7.516 18.035 26.034 57.697 -

40 0.001 7.016 18.034 26.034 57.697 65.697

solution 0 7.016 18.034 26.034 57.697 65.697

Exacte 0 7.516 18.034 26.034 57.697 65.697

Tableau4.6 : Convergence dans le cas d’une poutre Encastre-libre :

Ω∗ = 8

N
mode

1 2 3 4 5 6

10 - 11.507 - - - -

20 - 11.516 14.034 30.034 - -

30 - 11.516 14.034 30.034 53.696 -

40 - 11.516 14.034 30.034 53.696 69.697

solution - 11.516 14.034 30.034 53.697 69.697

Exacte - 11.516 14.034 30.034 53.697 69.697

Les tableaux (4.3), (4.4), (4.5) et (4.6) montrent que la convergence est assurée

en faisant augmenter le nombre des itérations, 40 itérations sont suffisantes

pour assurer la convergence des six premiers modes. Les résultats obtenus sont

identiques aux résultats de la solution exacte donnée par [6].
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IV-2.2 Arbre sans l’effet du gradient de température à

section rectangulaire ࢟࢟ࡵ) = ૚૙૙ࢠࢠࡵ )

 Cas d’un arbre en mouvement de rotation

Le problème traité concerne un arbre en mouvement de rotation de

section rectangulaire. La solution obtenue en faisant varier Ω dans le

cas dune poutre Encastre – libre est comparée avec la solution

exacte [6].

Tableau4.7 : Convergence dans le cas d’une poutre Encastre –libre :

Ω∗ = 1.1

N
mode

1 2 3 4

10 0 - - -

20 0 6.886 - -

30 0 6.886 11.307 19.473

solution 0 6.886 11.307 19.473

Exacte 0 6.866 11.307 19.473

Tableau4.8 : Convergence dans le cas d’une poutre Encastre –libre:

Ω∗ = 2

N
mode

1 2 3 4

10 - - - -

20 - 6.663 - -

30 - 6.663 11.632 19 .404

solution - 6.663 11.632 19 .404

Exacte - 6.663 11.632 19.404



Validation, comparaison et analyse des cas

26

Tableau4.9 : Convergence dans le cas d’une poutre Encastre –libre :

Ω∗ = 4

N
mode

1 2 3 4

10 - - - -

20 - 5.667 - -

30 - 5.667 12.900 19.080

solution - 5.667 12.900 19.080

Exacte - 5.667 12.900 19.080

Tableau4.10 : Convergence dans le cas d’une poutre Encastre –libre:

Ω∗ = 6

N
mode

1 2 3 4

10 - - - -

20 - 3.490 14.536 -

30 - 3.491 14.536 18.530

solution - 3.491 14.543 18.530

Exacte - 3.491 14.536 18.530

Tableau4.11 : Convergence dans le cas d’une poutre Encastre –libre:

Ω∗ = 7.1

N
mode

1 2 3 4

10 - - - -

20 - 0 - -

30 - 0 15.526 -

solution - 0 15.526 18.118

Exacte - 0 15.526 18.118
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Tableau4.12 : Convergence dans le cas d’une poutre Encastre –libre:

Ω∗ = 8

N
mode

1 2 3 4

10 - - - -

20 - - - -

30 - - 16.336 -

solution - - 16.336 17.734

[6] - - 16.336 17.734

Les tableaux (4.7) ,(4.8) ,(4.9) ,(4.10) ,(4.11) ,(4.12) montrent que la

convergence est assurée en faisant augmenter le nombre des itérations, 30

itérations sont suffisantes pour assurer la convergence des quatre

premiers modes. Les résultats obtenus sont identiques aux résultats de la

solution exacte donnée par [6].

IV-2.Diagramme de Campbell :

Les graphes qui suivent donnent la variation du paramètre de fréquence

en fonction de la variation de la vitesse de rotation, appelés diagramme de

Campbell. Différentes conditions aux limites sont considérées pour deux

types de sections : circulaire et rectangulaire.

Les figures (4.1), (4.2) et (4.3) montrent respectivement la variation

du paramètre de fréquence ω* en fonction du paramètre de vitesse de 

rotation Ω* (diagramme de Campbell) dans le cas des poutres avec les 

conditions aux limites E-L, et A-A en prenant en compote deux sections

différentes : une circulaire et l’autre rectangulaire. Ces figures montrent

l'influence de la vitesse de rotation sur les fréquences propres d’un arbre

tournant. Dans le cas où nous avons I୷୷ = I୸୸, on remarque que pour

chaque vitesse de rotation, il existe deux fréquences , il y a des valeurs

croissantes en fonction de la vitesse de rotation appelées modes en

précession directe ; et d'autres décroissantes appelées modes rétrogrades.
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Ce phénomène est provoqué par l'effet gyroscopique. En effet, on

remarque aussi qu’il existe une variation proportionnelle entre la vitesse

de rotation et la fréquence propre provoquée par la rigidification

centrifuge. On constate aussi qu’il existe une vitesse critique une à

Ω∗ = 3.5 dans le cas E-L et une autre à Ω∗ = 10.1 dans le cas A-A.

Dans le cas où nous avons I୷୷ = 100I୸୸, on remarque que le

comportement est completement différent du premier cas. La premiere, la

deuxieme et la quatrieme fréquence diminue avec la vitesse de rotation,

par contre la troisième fréquence augmente avec cette dernière. Et ceci est

du au faite que les rigidités de la poutre suivant les deux axes sont

différentes (I୷୷ est largement superieure à I୸୸). On constate qu’il existe

deux vitesses critiques une à Ω∗ = 1.1 et l’autre à Ω∗ = 7.1.

Figure 4.1 : Diagramme de Campbell dans le cas de poutre E-L avec

࢟࢟ࡵ = ࢠࢠࡵ
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Figure 4.2 : Diagramme de Campbell dans le cas de poutre Appuyée-

Appuyée avec ࢟࢟ࡵ = ࢠࢠࡵ

Figure 4.3 : Diagramme de Campbell dans le cas de poutre Encastré-

Libre avec ࢟࢟ࡵ = ૚૙૙ࢠࢠࡵ.

W1 α(10)

w3

w5

w6

w2

w4

0

20

40

60

80

100

120

0 2 4 6 8 10 12

w1
α1.1

w3

w4

6,663

3,491

α=7.1
0

5

10

15

20

25

0 2 4 6 8 10 12

Ω∗

߱
∗

߱
∗

Ω∗



Validation, comparaison et analyse des cas

30

IV-3.Arbre avec l’effet du gradient de température

Les graphes qui suivent donnent la variation du paramètre de fréquence

en fonction du gradient thermique dans le cas stationnaire et en rotation

d’une poutre ayant ࢟࢟ࡵ = .ࢠࢠࡵ

Les figures (4.4), (4.5) montrent respectivement la variation du paramètre

de fréquence ω* en fonction du gradient thermique d’une poutre E-L dans 

le cas stationnaire et en rotation. On constate que la première fréquence

augmente avec le gradient thermique.

Figure 4.4 :Variation de la première fréquence en fonction de la

température propre d’un arbre E-L soumis de l’effet gradient thermique
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Figure 4.5:Variation de la première fréquence en fonction de la

température propre d’un arbre E-L soumis de l’effet gradient thermique
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Conclusion

Le travail réalisé est une étude sur la prédiction des fréquences propres d’un

arbre tournant soumis à un gradient thermique. Une étude théorique a permis la

détermination des équations de mouvement de l’arbre. La méthode de

transformation différentielle a été utilisée pour déterminer les fréquences

propres du système en faisant varier la vitesse de rotation, les conditions aux

limites, ainsi que le gradient thermique.

Cette étude nous à permis d'aboutir aux conclusions suivantes :

- Pour différentes conditions aux limites, dans le cas stationnaire et en

rotation, la convergence de la solution est assurée en faisant augmenter N

le nombre de terme de la série. Les résultats sont en concordance avec les

solutions exactes dans le cas stationnaire et en rotation.

- L'effet gyroscopique provoque un couplage des déplacements

orthogonaux ce qui a pour conséquence de séparer les fréquences propres

en deux branches : mode en précession directe et mode rétrograde.

- La variation de la vitesse de rotation provoque une rigidification de

l’arbre dans le cas des modes en précession directe qui se traduit par une

croissance de la fréquence avec la vitesse de rotation.

- Les arbres tournants traversent plusieurs vitesses critiques en mode

rétrograde.

- L’effet de température a un effet rigidifiant, la fréquence propre du

système augmente avec le gradient thermique.

Les perspectives d'études qui peuvent être menée à la suite de ce travail

sont: intégration d’un matériau composite, prise en compte des supports
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élastiques et leurs mouvements dans le cas d'un rotor embarqué comme le cas

des réacteurs d'avion, analyse des vibrations forcées, etc.…
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