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Résumeé :

Le but de ce travail permit de résoudre 1’équation de 1I’écoulement dans le

sol non saturé,

Le deuxieme but est d’utiliser un code de calcul basé sur la méthode des
¢léments finis, pour résoudre cette ¢quation non linéaire dans le milieu non

saturé.

Ce code permet de calculer des grandeurs telles que : la charge

hydraulique, la pression interstiticlle le gradient et la vitesse d’écoulement.

Notre modélisation numérique par la méthode des ¢léments finis ¢tablit par

un code s’intitule « ANSYS » version 11

Mots clés : élément finis — écoulement — milieu poreux — non linéaire —

partiellement saturée — transitoire — succion



ABSTRACT

The aim of this work made it possible to solve the equation of flow in the

unsaturated soil,

The second goal is to use a computer code based on the finite element method

to solve this nonlinear equation in unsaturated media.

This code is used to calculate parameters such as: the hydraulic load, pore

pressure gradient and flow velocity.

Our numerical modeling by the finite element method established by a code
called "ANSYS" version 11

Keywords: finite element _ flow _ porous medium _ nonlinear _ partially

saturated _ Transitional _ suction
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| INTRODUCTION GENERALE

1.1 Introduction :

Du point de vue des propriétés physiques, hydriques et mécaniques, le sol peut étre
considéré comme un milieu poreux. Dans le cas le plus général il se présente comme un
systeme comprenant trois phases que l'on retrouve dans la nature : solide, liquide et gazeuse.
La phase solide est représentée par les particules du sol, la phase liquide par 1'eau du sol et la
phase gazeuse par l'air du sol. Les interactions physico_chimiques entre ces différentes phases
font que nous sommes en présence d'un milieu tres complexe. Le caractere poreux résulte de
l'organisation des constituants du sol a différents niveaux Ceci fait que l'on distingue souvent
l'assemblage des particules €lémentaires (argiles, matieres organiques, limons, sables) qui est
un niveau d'organisation qui définit un premier systeme de porosité dit texturai en raison de
I'importance qu'y prennent la constitution granulométrique et minéralogique du sol et
l'agrégation des assemblages ¢lémentaires en ensembles cohérents (1).

L>¢tude de I’écoulement de 1’eau a travers les sols peut étre importante a différents
points de vue. Dans un premier cas, la quantité¢ d’eau en mouvement peut étre la considération
primordiale, ce qui est par exemple le cas lorsqu’on est en présence d’une perte d’eau
provenant d’ouvrages destinés a la retenu. Dans un second cas, 1’écoulement établit une
configuration des pressions interstitielles qui, du fait de leur influence sur la résistance au
cisaillement, peuvent étre responsable de 1’apparition de conditions critiques de stabilité. Dans
un troisieme type de probleme, des modifications dans les conditions d’écoulement peuvent
donner naissance a des variations de volume dans les sols ou elles se produisent, lesquelles a
leur tour produisent des tassements ou des soulevements de la surface du sol (2).

.2 Problématique :

La mécanique des sols s’est généralement intéressée dans le pass¢ a 1’étude de
matériaux totalement saturés en eau ou parfaitement sec .Or en génie civil et spécialement en
ingénierie de I’environnement, on rencontre fréquemment des problemes qui impliquent des

sols ou des roches sous saturation partielle (3).
Les problemes posés par les écoulements de 1’eau a travers les sols sont :

» L’estimation du débit de I’écoulement
» La localisation du domaine sujet a ’infiltration

= Les problemes de stabilité



Généralement en génie civil ces problemes deviennent beaucoup plus préoccupants
quand il s’agit d’¢tudier la stabilité des grands ouvrages car La plupart des accidents en

géotechnique sont dus a la présence d’eau (2)

1.3 Meéthode de résolution du probléme :
L’utilisation des méthodes numériques et des logiciels des calculs donne
actuellement un grand avantage pour la résolution et la compréhension des problemes

physiques complexes et surtout dans le domaine non_linéaire (3).

Dans les dernicres décennies, il y a eu apparition de méthodes numériques pour trouver
la solution a des équations complexes. Compte tenu du développement rapide de
I’informatique, ces méthodes devenues tres utilisées dans plusieurs domaines notamment pour

les problemes d’écoulement dans les milieux poreux(2)

Les modeles numériques constituent aujourd'’hui l'outil principal pour étudier les
problemes d'écoulement souterrain a I'échelle régionale. Ceci s'explique par le fait que le
domaine souterrain est difficilement accessible et représente jusqu'a présent un domaine non
encore bien cerné du point de vue hydrogéologique. Deux méthodes numériques sont
classiquement utilisées pour étudier I'écoulement en milieu souterrain, il s'agit de la méthode
des différences finies et de celle des ¢léments finis conformes. Cette derniere est plus adaptée
que celle des différences finies en ce qui concerne la discrétisation spatiale de milieux a
géométrie complexe. Elle fournit une approximation de la charge piézométrique sur
l'ensemble du domaine modélisé ainsi que le champ de vitesse obtenu par dérivation de la

charge pi¢zométrique(l)

Si les premicres applications de la méthode des éléments finis ont été orientées vers la
résolution des équations d'équilibre en ¢lasticité ou en ¢lastoplasticite, il est tres vite apparu
que cette méthode pouvait aussi étre utilisée pour la résolution de nombreux problemes
physiques régis par des systemes d'équations aux dérivées partielles, comme par exemple celui

de la repartition de la charge hydraulique dans les écoulements en milieu poreux(1)

Cette méthode permet la résolution des problemes tres varies (anisotrope, non lin€aire ...)
elle s’accommode tres bien aux géométries complexes et aux irrégularités et permet aussi la

prise compte de divers condition aux limit



Il Introduction aux problemes d'écoulements dans les milieux poreux
saturée

1.1 Rappels géotechniques :

11.1.1 Représentation physique du sol :
Avant d’analyser le comportement mécanique des sols, il est nécessaire de définir un certain
nombre de caractéristiques physiques qui permettront de préciser 'importance de ces

différentes phases par rapport a ’ensemble.

A cet effet, nous considérons la représentation suivante d’un sol dans laquelle les trois phases

seraient sé¢parées.

Poids volumes
|m——=====- o — = = = = = = = (e |
1 : . 1 . 1
' ! 0 Air ' Va ! !
: | A
: oo - ————— S (A
' | S
! 1
‘W E W, Eau | Vi ! "
| - . |
1 : 1 . 1
: s | — R et
1 ! 1 1
1 ! 1 1
1 ! 1 1
1 : . 1 1
' ! W, Solide A "A '
| - | |
1 ! 1 1
1 ! 1 1
e ———— L - —————— -
W : poids totale V : volume total
Ws : poids des grains solides Vs : volume des grains solides

. Vw : volume de l'eau
Ww : poids de l'eau

Va : volume de I’air

FIG ILL Représentation physique du sol

11.1.2 L’eau dans le sol :

L’eau se présente dans le sol sous différentes formes :

- ’eau_de constitution : qui entre dans la composition chimique des minéraux dont les




particules de sol sont formées

- P’eau liée ou absorbé : a la surface des grains tres fins, qui est orientée par les forces

d’attraction moléculaire et les forces électrostatiques ; elle a une viscosité élevée et ne transmet
pas les pressions
- ’eau libre : qui circule librement dans les pores du sol sous I’effet des forces de pesanteur

- ’eau capillaire : qui, dans les sols non saturés, en présence d’air ou d’autres gaz est retenue

dans les canaux les plus fins du sol par les forces capillaires.

eay liee
~__groin
} eau capillaire

eau libre

Etats de Ucau dans les sols

FIG I1.2 état de I’eau dans le sol

11.1.3 La porosité :

Les sols sont généralement constitués de particules solides formant un squelette autour duquel
subsistent des espaces vides. Ces vides sont occupés soit par de l'air, soit par de l'eau et
représentent alors la fraction du matériau poreux susceptible de contenir de l'eau et
définissent ainsi la porosité. Elle représente alors une caractéristique statique des terrains et
est indépendante du mouvement de l'eau qui peut s'y trouver.

Pour un échantillon donné, la porosité totale se définit comme un pourcentage de vide par

rapport au volume total de I'échantillon(4).

La porosité dépond principalement de :
la forme des grains : sphériques, allongés, angulaires
la distribution des tailles
I’intensité¢ de la cimentation de la roche

11.1.4 La perméabilité :

Le coefficient de proportionnalité entre la vitesse de 1’écoulement de I’eau et le dradient



hydraulique dans un sol notée k est appelé coefficient de perméabilit¢ du sol.

La perméabilité dépend de 1’état de serrage du sol et elle peut varier pour un méme sol car
elle dépend de la texture du sol c’est_a_dire de la forme de la dimension et de ’arrangement

des particules solides, des inclusions organiques et des vides associés.

11.1.5 Vitesse de I’eau dans le sol :

L'eau qui s'écoule dans un sol circule dans les interstices entre les grains qui forment

Des canaux de tailles variables. Les trajectoires réelles des filets liquides sont assez tortueuses
et il n'est pas possible de définir les vitesses réelles de ’eau. Comme on s'intéresse surtout au
mouvement global du fluide on définit des trajectoires fictives est des vitesses moyennes.

- Soit q le débit de l'eau s'écoulant dans un tube de sol au travers d'une surface d’air
totale S (grains + vides). Par définition la vitesse de décharge de I ‘eau dans le sol, notée

q

v, est égale au rapport V = —
S

L>équation du débit a travers une section S de sol, s’écrit alors en fonction deietK :
qg=K.i. S
11.2 Définitions fondamental :

11.2.1 Milieu poreux :

Le milieu poreux est I’ensemble de grains solides ou d’agrégats autour desquels existent des

espaces vides appelés pores, qui peuvent étre interconnectés ou non.

Un terrain est donc dit poreux s’il contient des vides (ou des pores).Ces derniers forment a

travers le massif un réseau de canaux tres fins qui permettent la circulation de I’eau.

Les milieux poreux sont des milieux perméables, comportant des vides interstitiels
interconnectés appelés pores, assimilables macroscopiquement a un milieu continu a la

différence d'un milieu fissuré polyphasique(4).

FIG IL.3 exemple d’un milieu poreux



11.2.2 Homogénéité isotrope et anisotrope :
- Un terrain est dit homogene s’il présente en tout point, dans une direction donnée, la méme

résistance a un écoulement de ’eau.

_ si la résistance d’un terrain a 1’écoulement est la méme dans toutes les directions, il est dit

isotrope. Dans le cas contraire le terrain est dit anisotrope
En réalite la plupart des terrains sont anisotropes(5).

11.2.3 Milieu saturé / non saturé en eau :
Les trois ¢tats hydriques principaux des complexes eaux [ sol ou air permettent de définir, le
milieu saturé¢ dont la totalit¢ des vides (volume des vides) est remplie d’eau, le milieu non

saturé est partiellement remplie d’eau.

Pour déterminer I’état du sol on définit « S, » le degré de saturation qui est le rapport du

volume de ’eau au volume des vides(4).
Si  S.=0 le milieu est dit sec
S=1 le milieu est dit saturé
0<S,<1 Iemilieu est partiellement saturé

1.3 Historique sur les écoulements dans les milieux poreux :(13)

Les premieres recherches fructueuses concernant les infiltrations sont faites par darcy publiée
en 1856. Les premicres applications étaient limitées aux sables. L’argile était supposée
imperméable. Ensuite 1886 forcheimer démontra que la distribution de 1a pression d’eau dans
les milieux poreux et la vitesse d’écoulement pouvaient étre déterminée au moyen de
I’équation de Laplace. C’est vers 1900 que les méthodes de résolution de cette équation ont

apparu et pouvaient étre appliquée aux barrages.

En 1911 de nouvelles formules pour le calcul des infiltrations sont développées par Slichter et

Hazen concurremment avec le concept du linge de saturation proposée par JDjusten.

En 1992 Terzagui donna une explication correcte du phénomene de renard et montra, un an
apres, que la loi de darcy s’appliquait aux argiles. Il attira aussi 1’attention avec sa these sur
le phénomene de consolidation des argiles et la notion de pression naitra et apporta le principe

unificateur qui permettait a la mécanique des sols d’exister entant que telle.



En 1937 casagrande publia une synthese de ses travaux connaissances sur les infiltrations a
travers les barrages et démontra que la loi de darcy et I’équation de Laplace étaient a la base

de ces études

1.4 Apercu générale sur le processus de I’écoulement dans un milieu poreux :

L’écoulement de I’eau dans un milieu poreux désigne généralement le passage de l'eau de
l'extérieur vers l'intérieur du sol ainsi que sa redistribution dans la zone non saturée. Le
processus de 1’écoulement a été largement étudié aussi bien par les physiciens du sol que les

hydrologues.

A montré que lorsque la pluie atteint la surface du sol elle s'infiltre a une vitesse décroissante

avec le temps

Pluie
Vitesse de 4/

L’écoulement

Infiltration de
I’eau

Ter'nps
FIG 114 décroissance de la capacité d'infiltration en fonction du temps

L’>eau pépere la surface du sol par ’action combinée des forces gravitationnelles et capillaires.

Les deux force agissent dans la direction verticale et provoquent la percolation vers le bas

Le taux de I’eau qui s’écoule dans le sol dépond de plusieurs parametres, soit ’intensité et la
nature de la précipitation ; 1a condition de la surface du sol ; la densité ; les propriétés physique

du sol (porosite, dimension des grains et des pores, teneur en eau, saturation du sol ... etc)(0)
La circulation d’eau au voisinage ou au contact de ’infrastructure d’un ouvrage, peut mettre
en danger la stabilité de ce dernier. Pour cela il est nécessaire d’étudier deux procédures

déférentes :

|:> D’une part les infiltrations ont pour conséquence des pertes d’eau dont il faudra

réduire le volume a une valeur déterminée dépendante de I’économie de projet.

I:> D’autre part, elles peuvent mettre en jeu la sécurité de 1’ouvrage et compromettre sa



stabilit¢ si certaines précautions ne sont pas prise en compte, contre les risques qu’entrainent

de grands gradients hydrauliques et de grandes pressions interstitielles(9).

11.5 Ecoulements en milieu poreux saturé :

La description de la dynamique de la phase liquide d'un sol repose sur l'analyse des
diverses forces qui la conditionnent et de la cinématique qui en résulte. Elle peut étre plus ou
moins complexe, selon les caractéristiques du milieu dans lequel cette dynamique est ¢tudiée.
L'attention se porte ainsi tout d'abord sur la situation dans laquelle cette description est la plus
simple, soit sur les écoulements en milieu saturé. Ces derniers forment en effet un cas

particulier des écoulements en milieu variablement satur¢.

La description des transferts de 1'eau dans le sol repose sur l'association d'une loi de
comportement dynamique et d'une loi de continuité. La loi dynamique traduit en effet
l'existence, en régime permanent, d'une relation univoque entre les forces que subit une
particule de fluide et ses caractéristiques cinématiques, a savoir vitesse et accélération. Lorsque
l'intensité des termes de cette loi dynamique évolue dans le temps, soit en régime variable, il
devient nécessaire de recourir a la loi de continuité, qui permet, par I'application du principe
de conservation de la masse, de décrire completement le phénomene sur le plan quantitatif.

Pour un sol saturé le coefficient de perméabilité est supposé K constant, et ceci est vérifié

dans la plupart des cas.

Dans un sol non saturé, 'écoulement est également di au gradient de la charge

hydraulique totale.

Dans les deux cas, 1'eau s'écoule d'un point de haute charge hydraulique vers un point
de basse charge hydraulique, que la pression d'eau soit positive (dans un sol saturé) ou

négative (dans un sol non sature).

11.6 Loide DARCY :

Le savant francais, HENRY DARCY, réussissait en 1856, son expérience classique sur
I’écoulement vertical de I’eau au travers d’un échantillon de sable saturée d’eau. La loi
formulée au cours de 1’expérience représente la base des solutions théoriques actuelles au
probleme de I’écoulement des fluides en milieu poreux saturé.

En constatant que le débit est proportionnel a une constante caractérisant le sol darcy a

proposé la formule empirique suivant qui porte le nom de loi de darcy(8) :



FIG IL5 expérience de darcy

1.7 Domaine de validité de la loi de darcy :

La loi de Darcy est bien vérifiée pour tous les sols dans le domaine des vitesses de décharge
usuelles. On constate toutefois des écarts par rapport a la loi de Darcy dans le cas de :
- Tres faibles vitesses de décharge—» écarts dus a la présence des couches d’eau
adsorbées qui peuvent ralentir ou annuler I'écoulement
- Fortes vitesses de décharge —p écarts dus probablement a I ‘effet de forces d’inertie
dans un mouvement non uniforme qui provoque des turbulences. Toutefois, ces fortes
vitesses de décharge ne sont pratiquement jamais atteintes, sauf éventuellement dans
certaines zones restreintes du milieu.
L'utilisation de la loi de Darcy est donc en pratique pleinement justifiée d.' autant plus que
D’autres sources d’erreur telles que la non homogénéité des sols réels, la modification de
l'arrangement du squelette solides sous I ‘effet de I’écoulement, les variations de température

qui Modifi¢e la viscosité de I’eau(1).
1.8 Les limitations de la loi de Darcy (1):

La loi de Darcy a ¢té établie dans des conditions d'écoulement particulieres qui limitent sa

validité. Les principales hypotheses qui la sous_tendent son :



» Matrice solide homogene, isotrope et stable

» Fluide homogene, isotherme et incompressible
« Energie cinétique négligeable

* Régime d'écoulement permanent

e Ecoulement laminaire

1.9 Les équations de 1'écoulement en milieu saturé (loi de Laplace) :

Si I’on considere un sol soumis a un écoulement quelconque, en combinant la condition de
continuité et la loi de darcy nous obtenons le systeme suivant qui nous permet d’obtenir

I’équation tridimensionnelle de LAPLACE :

0
a(Vx) + (Vy) _|_ a(Vz) —

Ox 9y 92 0. (Condition de continuité)
4 o= —k g—i

Vy = —k g—i (Loi de DARCY)
(V2= —k Z_j
Ou :

Vi, Vg, V, Sont les composantes du vecteur vitesse de I’écoulement suivant les axes x, y .z
@ représente la charge hydraulique

Soit la loi de LAPLACE :

02> 9% 0%
0x%2  0y?2 0z2

A noter que cette ¢quation concerne la charge hydraulique exclusivement, elle suffit a
caractériser tout écoulement souterrain dans un sol. Autrement dit, ’équation de LAPLACE est
considérée comme une loi mathématique régissant les écoulements stationnaires en milieu
poreux. Pour ce faire elle doit étre soumise a des conditions aux limites imposées sur le

domaine considéré(?)
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11 Ecoulement dans les milieux poreux non saturées « caractéristiques
générales et description du phénoméne »

I111.1 Introduction :
I1 est important d’évoquer a présent les effets de la non_saturation sur le comportement
mécanique des sols car ils peuvent exercer une influence importante sur la pérennité des

ouvrages. Leur prise en compte constitue I’un des objectifs de ce chapitre.

En effet il est nécessaire de ne plus dissocier le comportement mécanique du
comportement hydraulique, puisqu’en général les infrastructures des ouvrages sont soumis a

la fois a des sollicitations d’origine mécanique et hydrique.

Bien que ce couplage soit facilement pris en compte dans le cas d’un sol totalement

saturée, il est beaucoup moins pour un sol particllement saturée.

Lors de cette derniere décennie, les problemes liés aux écoulements dans les sols non
saturés ont fait I’objet de nombreux travaux de recherches en tenant compte d’une interaction

tri phasique(9).

I11.2 Caractérisation des sols non saturée :

Dans la plus part des cas, le sol se trouve dans un état partiellement saturée. Il est constitué¢
d’une matrice interféré par un espace contenant deux phases : I'une liquide et I’autre gazeuse,
en interaction d’une facon permanente. Cet espace poreux constitue ’espace a travers lequel

s’effectue ’échange de la masse fluide et du volume gazeux.

La notion de « sol particllement saturée » a été discutée par plusieurs auteurs. Ils ont

distinguent plusieurs états de non saturation :

B Sol semi saturé ou les deux phases liquides et gazeuses sont continués. La phase gazeuse

et donc a pression constante, ¢gale a la pression atmosphérique.

B Sol a phase liquide divisée. Cette derniere est considérée comme une solution dont la

composition varie dans le temps et dans I’espace.

L’interaction entre cette phase et la phase gazeuse est toutefois plus importante que dans le

sol semi saturé(9).
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111.3 Principes des écoulements en milieu poreux non saturés :

111.3.1 Caractéristiques générales :

L>équation de I’écoulement est obtenue en combinant I’équation dynamique, qui est la loi de
Darcy, écrite dans le cas non saturé avec la loi de conservation de masse,
théoriquement, la loi de Darcy dans le cas saturé peut étre déduite des équations générales de
Navier_Stokes de I’écoulement d’un fluide visqueux incompressible moyennant deux
approximations la premiere que les forces d’inertie sont négligeable devant les forces

visqueuses et la seconde la vitesse de I’écoulement tres faible.

I1 est aussi a noter que 1’équation d’écoulement peut étre déterminée par 1’équation

deRichards qui est une équation unidimensionnelle et fortement non linéaire compte tenu des
variations importantes que subissent la conductivité hydraulique et la succion en fonction de
la teneur en eau hydraulique des sols non saturés , pour ces raisons, il est difficile d’atteindre

des solutions analytique.

Et aussi la complexité d’appliquer 1’équation de Richards réside dans les conditions
Aux limites inconnues, et de leur variation, sur la surface de suintement du domaine de

['écoulement,

111.3.2 Phénoméne de succion : (15)

La notion de la succion ou tension capillaire (s est liée a un milieu non saturé elle
traduitlecomportement physique de I’eau dans les pores qui est influencé par le
Pourcentage de I’air, la pression capillaire n’existe qu’a la présence d’une phase gazeuse

puisque elle provient de la tension qui se développe a I’interface air —eau.

La succion matricielle est due a l'affinité¢ physique de l'eau a la surface des particules
Du sol et aux faibles diametres des pores capillaires. Quand un sol est saturé, tous les Pores
sont remplis d'eau et ont une conductivité hydraulique relative a 1'eau
Maximale. Quand le sol devient non saturé, une partie de 1’espace poral se remplit
D’air et la surface conductrice d'une section d'écoulement décroit de facon

Correspondante.

La différence la plus importante entre les écoulements non saturé et saturé réside
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Dans la conductivité¢ hydraulique. En effet, au fur et a mesure que la succion
Augmente ce sont des pores de plus en plus grands et aussi les plus conducteurs quise
Vident les premiers, et laissant I'écoulement se faire uniquement dans les pores plus
petits. Les pores vides doivent aussi étre contournes ce qui entraine une augmentation

de la tortuosité pendant le drainage.

111.3.3 Description du phénoméne d’infiltration en zone non saturé : (10)

La plupart des processus de circulation de 1'eau dans le sol et dans la zone radiculaire de la
plupart des plantes se déroulent dans des conditions de sols non saturés. Les processus
d'écoulement non saturé sont en général compliqués et difficiles a décrire quantitativement
car ils donnent lieu souvent a des variations de ['état et de la teneur en eau du sol pendant
I'‘écoulement. Ces variations impliquent des relations complexes entre la teneur en eau
(humidite), la succion et la conductivite qui peuvent étre influencées par I'hystérese. Avant de
discuter de la circulation de I'eau dans un milieu non saturé, il peut étre utile de rappeler

quelques phénomenes relatifs aux écoulements en milieu saturé,

En hydrogéologie. la zone non saturée est la partie du sous_sol située entre la surface du sol et
la surface de la nappe phréatique. Dans cette zone, les pores du sol sont partiellement remplis
d’eau et d’air, contrairement ‘a la zone saturée dans laquelle 1a totalit¢ du systeme poreux est
rempli d’eau et contient la nappe phréatique.

Au sein de la zone non saturée, plusieurs phénomenes physiques ou hydrauliques telles que
I’infiltration, I’’évaporation et la recharge de la nappe phréatique. peuvent avoir lieu. En
supposant le sol comme un milieu poreux homogene et indéformable et 1’air comme une
phase gazeuse continue et ‘a pression atmosphérique, ’infiltration de I’eau peut étre d écrite
par I’’équation de Richards. Cette ‘équation est obtenue en couplant 1’’équation de
conservation de masse a la loi de Darcy généralisée. Cette ‘¢quation est hautement non linéaire
a cause de la d’dépendance de la conductivité hydraulique et de la charge hydraulique a la

saturation en eau .

111.3.4 Généralisation de la loi de darcy :
I1 est clair que la loi de darcy, telle qu’elle a été décrite précédemment a été formulée pour
une seule direction qui est celle de I’écoulement pour un terrain homogene et isotrope

L’¢tude des écoulements a plusieurs dimensions et dans des terrains anisotrope nécessite la
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généralisation de la loi de darcy qui consiste que ce dernier telle qu’elle résulte de
I’expérience de la permcabilité¢ est valable en tout point du terrain et dans toutes les
directions.(4)

Si le mouvement a lieu dans une direction quelconque. Les composants du vecteurs vitesses

par rapport aux axes de cordonnées (X, y, z) pour un terrain anisotrope sont déterminées

comme suite :

— - —
V =-Kgrad ®

ou: K : tenseur de perméabilité

( N acD\
Ve o
— 0d
V% (%94 & ¢
od
V2 ) 9z
\ y,

Avec :

K=|Kyx Kyy Ky;
Kx; Kyz; Kz
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0P 0P 0P

V., = —K — K

an_ KXYE XZE

0P 0P 0P

VS/ = _KYXE_ KYY@ - KYZE
0P 0P 0P

V; = _sza_ KZY@ - KZZE

Dans la direction principale d’anisotrope d’un milieu on aura

Kij=0 pour i#j

foLe

Et par conséquent : V;c = —K XX 3
0P

V. = il

< Yy Y oy

0P

L Vz 77 5,

111.3.5 Modéle de Richards :

L'équation générale des écoulements non saturés découle de la combinaison de la loi
dynamique et de 1'équation de continuité. Diverses formulations sont possibles, selon que les
divers termes dont cette équation est composée soient exprimés en fonction de la teneur en
eau ou de la charge de pression et selon qu'ils soient développés sous forme de dérivées

partielles ou non.

Dans sa forme la plus simple soit avec la teneur en eau pour variable principale, les

¢coulements en milieu non saturée sont gouvernés par 1’équation de richard (1931) :( 7)
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Avec :
t: temps [T]
z : profondeur orientée positivement vers le bas [L]
0 : Teneur en eau volumique [ L3 L™3]
k(0) : Conductivité hydraulique [L T~ ]
@(0) : charge hydraulique [L]
Ce modele dépond des deux relations fonctionnelles k(0) et ¢(0) qui doivent étre connues.

A cause de non linéarité de ces équations, il est pratiquement impossible d'avoir une solution
analytique excepté certains cas particuliers. Par conséquent, les méthodes numériques sont

largement utilisées pour résoudre 1'équation de I'écoulement en milieu poreux non saturé
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IV Résolution numérique de I’équation d’infiltration

IV.1 Introduction :
L’utilisation des méthodes numérique et des logiciels des calculs donne actuellement un
grand avantage pour la résolution et la compréhension des problemes physiques complexes

surtout dans le domaine non_linéaire, et parmi ces méthodes de calcul on donne :

e Mc¢thode des caractéristiques (M.C) ;

e Mcéthode des differences finies (MDF) ;
e Mc¢thode des €léments finis (MEF) ;

e Mc¢thode des volumes finis (M.V.F).

La méthode des ¢léments finis est la méthode numérique la plus employée en mécanique des

solides. Les non_linéarités peuvent étre prises en compte assez facilement.

Les ¢léments finis développés sont de type iso paramétrique. La pression d’eau est ’inconnue

principale dans notre formulation.

Pour la résolution de I’équation de I’écoulement dans le sol non saturé on utilise la
meéthode des ¢léments finis, et comme ’analyse par cette méthode faite dans un systeme
continu dans un systeme discret, on utilise ’analyse dans le systeme continu car I’écoulement

dans le milieu poreux possede un nombre de degré de liberté infini.
On dit aussi un systeme est stationnaire si ses variables ne dépendent pas du temps.

L’écoulement de I’eau dans le sol saturé est un systeme stationnaire par contre
I’écoulement de I’eau dans le sol non saturé est un systeme non_stationnaire car le degré de

saturation est changé pendant 1I’écoulement donc en fonction du temps.

IV.2 Modélisation des écoulements en milieu poreux :( 15)

Dans la modélisation des écoulements en milieux poreux, on distingue deux méthodes
d’approche. La premicre méthode est celle qui repose sur la modélisation dite « saturée_non
saturé » ou « complete » (Kacimov, 2000) qui considere I’ensemble du systeme constitué par
la nappe et la zone non saturée entre la surface du sol et le toit de 1a nappe. Dans ce cas, le

modele est fondeé sur I’équation dite de Richards (1931), et nécessite — outre la définition des
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conditions aux limites — la connaissance de deux fonctions décrivant les propric¢tés
hydrodynamiques du sol (relation: succion_teneur en eau, relation: conductivite hydraulique_
teneur en eau). La deuxieme méthode est celle qui repose sur la modélisation dite « saturée »
qui est obtenu a partir d’un certain nombre de simplifications dues aux problemes de non
linéarité de I’équation de Richards compte tenu des variations importantes que subissent la
conductivité hydraulique et la succion en fonction de la teneur en eau hydraulique des sols
non saturés. Pour cette raison, a part des cas bien précis, unidimensionnels tres souvent et a
conditions aux limites draconiennes (Philip, 1973 ; youngs, 1960), rares ont ¢t les solutions

analytiques pour ces problemes.

D’autres non linéarités proviennent non seulement de la variabilité des parametres
hydrodynamiques (perméabilité et teneur en eau), mais aussi de la nature des conditions aux

limites inconnues (surface de suintement) du domaine de I’écoulement,

Tous ces problemes de non linéarité ajoutés a la difficulté parfois d’obtenir des données
expérimentales fiables pour les courbes de perméabilité et les courbes de rétention d’eau du
sol non saturé, ont motivé un certain nombre de simplifications débouchant sur cette
deuxieme méthode de modélisation qui repose sur I’approche mathématique, appelée

« classique » des problemes a surfaces libres ou a frontieres libres.

IV.3 Formulation intégrale :

IV.3.1 Résidus pondérés :

Considérons un systeme physique continu stationnaire dont le comportement est
représenté par un systeme d’équations aux dérivés partielles, linéaire ou non linéaire d’ordre

m:

£(u)+ £, =0 IV .1)

Sur le domaine v les conditions aux limites s’écrivent :

Cu)= £, (IV .2)
Sur La Frontiere s, les fonctions u constituent une solution du probleme d’équilibre si

elles satisfont a la fois les deux fonctions précédentes.

On appelle résidu la quantité :
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R(= L) +f, (5) (IV.3)

Qui s’annule évidemment quand u est solution de deux équations précédentes (IV .1) et
(v 2) .

On peut généraliser la formule de résidus dans un systeme non_stationnaire (cas
d’écoulement dans le sol non sature)

La méthode des résidus pondérés consiste a rechercher des fonctionsu qui annulent 1a

forme intégrale :
W () = (PHRW)} dV=[ (P)}{L(w) + fv}dV=0 (5) (IV.4)

Pour toute fonction de pondération ¥ appartenant a un ensemble de fonctions EW¥, u
appartenant a ’ensemble Eu des solutions admissibles qui satisfont les conditions aux limites
et qui sont dérivables jusqu’a I’ordre m. En plus, toute solution de la fonction u qui vérifie
I’équation (IV 1) et (IV .2) vérifie également I’équation (IV 4), la fonction u(x) est appelé
fonction solution, W(x) est appelé fonction de pondération ou encore fonction_test.

Dans une autre fagon, la méthode de résidu consiste a éliminer dans chaque nceud le
reste de la pression interstitielle entre la solution approchée et la valeur exacte, puis on peut

annuler la somme des restes par la formule intégrale.

IV.4 Méthode de GALERKIN :
La méthode de GALERKIN consiste a choisir comme fonctions de pondération ¥ les

fonctions d’interpolation de la fonction inconnue dans I’¢lément considéré, Soit :

Y=N,. (5) (v .5)

IVV.4.1 Application :

A partir de I’équation (IV .3) on écrit I’expression du résidu :

0 o] 0 09 0o
R(®)=—— [K(PW) 2+ [K P2 -2 (V .6)

Donc I’équation (IV 4) s’écrit:
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jV (W) [aa—x [K(PW)‘Z—j] +%[K(PW)Z—(§ - ‘Z—f] dv=0 (IV.7)

IVV.4.2 Intégration par parties (formes intégrales faibles) :
L’intégration par parties de (IV 4) fournit des formes inteégrales dites faibles qui

présentent les avantages suivants :

e L’ordre maximum des dérivées de la fonction u qui apparaissent dans la forme
intégrale diminueles conditions de dérivabilités de u sont donc moins fortes,

e Certaines des conditions aux limites qui apparaissent dansla forme faible peuvent
étre prises en compte dans la formulation intégrale au lieu d’étre satisfaites
identiquement par la fonction u.

La modé¢lisation de I’écoulement dans le sol faite dans le plan (XZ) donc, on integre

dans le plan.

Intégration par parties de I’équation (IV.7) donne suivant X:

fﬂ W(XZ) [aix KR —” dne=

j [% ["”(X'Z)K (Bv) —] K(Ry) ww] de  (IV.8.a)
e

Et suivant Z :
fﬂ W(XZ) L,;iz KR —” dne=
f [;—Z ['P(X, Z)K(P,) ] K(P,)2 W;XZ)] dne (v .8.)b)
e

L’équation (IV .7) devient:

Kl P B o 6!1'(XZ)
fg r v (X, DK (R S| da. j K(Ry) S dn, +

_Qe
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9 oo oo atp(XZ)
jﬂ ea—Z[‘P(X,Z)K(PW) 2] daq. - J K(P)Z dn,

_Qe

f w(X,2) aa—e d0,=0 (v .9)
ne t

On applique le théoreme de divergence de GREEN GAUSS avec un vecteur normal au conteur

de Iélément on obtient : (11)
d 0P d od
jﬂ ea—X[‘P(X, DK(Py) 3| dQ. + jﬂ ea—Z[‘P(X, DK(Py) 2| dQe=
§£ WX, Z)K(P,) 2 dr (IV .10)
r o
On aura alors une nouvelle expression de I’équation (IV .9):

o 6‘}’(X 7)

od
7& WX, KR, 5, dl - ] K(P)5 dn,

jﬂ KP)Z §

Tel que: A = K(P,) Z—:

o aty(x Z) asr

dn, j w(X,Z)n ap:”d.(26=0 (IV .11.a)
_Qe

A : représente la densité du flux elle est représenté par la condition de NEUMAN.
Donc I’équation (IV 11a) devient :

o 6‘}’(X 7) b 0¥ (X,Z)

dn, j K(P) =22 da,
_Qe

$.W(X, Z)AdI" - f K(Ry) 5
_Qe

05k 0Py ;)
fﬂe‘IJ(X,Z)nan ¥ d0,=0 (IV.11b)

IVV.5 Analyse par la méthode des éléments finis :

1VV.5.1 Introduction a la notion éléments finis :

La recherche d’une solution approchée par la méthode des ¢éléments finis comporte

deux étapes. La premicre concerne le choix des fonctions d’interpolation et la seconde
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est lice au choix des fonctions de pondération qui minimisent ’erreur entre la solution
approximée et la solution exacte. La discrétisation spatiale de ce systeme d’équations est
effectuée a I’aide d’une interpolation linéaire pour approximer la solution sur chaque
¢lément linéaire,

En divisant le probleme en ¢léments finis on peut écrire la pression interstitielle ou I’inconnue

du probleme sous la forme :

Py=Xio NePe (1) (v .12)

A partir de I’équation (II13) de la formule de la charge hydraulique on obtient les

dérivées partielles suivant (X Z) respectivement :

od 1 9P,
Jod 1 0Py,

On remplace les résultats précédents dans I’équation (IV .11b):

_ K(Py)dNs ,, ¥ K(Py) ONs , 0¥
§ o WA fﬂ T PWaX dn, jﬂ T PWaZ dn,

[ KPB)ZE da, —nf w. N2 d0, = 0 (IV .14)
Qe w

Cette équation corresponde a un seul élément on écrit I’équation pour m ¢lément cad.

en forme de matrice :

m K(Pw) ONs 0¥ | K(Py) Ns 0¥
e=1jﬂe( Y, 0X ax Ty, Y, 0Z az)Pd'Q +

9r N apw ON
’g;lnjﬂe V.5 N Qe + X0 fpe K(R) 52 dD —

ec1 $e WAAl = 0 (IV .15)
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On remplace la formule (IV .5) de Galerkin, on obtient :

K(Py,) ONs ON K(Py,) ONs ON
’Ie’n=1 ( ( W) S r + ( W) S T') Pd.Qe +

0Sy ap,, ONg
e=1M jge NpgpoNs =75, dQe + Xely Jpe K(Ry) 55 de =

et1 e NeAdI = 0 (IV .16)

La forme générale :

[K](P}+[C] {5} +0)=0 (v 17)

_ wm K(P,) ONgs ON, . K(P,) ONg ON,
[K] = ezlfﬂe( v ox ox + V. oz az)dﬂe' (IV .18)

[C] = g”zlnf N, B Ng df,. (Iv .19)
0

e | 0Py

N,
0} = 20y [pe KR > de — X241 §e NeAdl" = 0. (1 20)

IV.5.2 Calcul sur un élément de référence et isoparamétrique :

De manicre a simplifier la définition analytique des ¢léments de forme complexe,
introduisons la notion d'¢lément de référence: un ¢lément de référence V' est un ¢lément
de forme tres Simple repéré dans un espace de référence qui peut étre transformé en
chaque ¢élément réel V' par une transformation géométrique

Le calcul se fait sur un ¢lément de référence carré a 8 nceuds, la transformation d’une

intégrale d’un ¢élément réel a un élément de référence se fait par :

[, fX,2)dXdZ = [,.f(§,mdet(NdEdy  (5) (¥ 21a)
On remplace les bornes d’intégration d’un ¢élément carré donc I’équation

(II1.20.a) devient :
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[f&x,zydxdy = [ [T f(&ndet())dEdn. (IV .21.b)

det()) : Déterminant de la matrice Jacobienne.

On a la relation de transformation :

) AN,
9§ (_|9¢ 98] )ox

> =y 3% (IV .22.a)
an) Loy anl \oz

Ce que nous noterons :

{0¢}=[/1{0x} (IV .22.b)

Ou [/ ]est la matrice Jacobienne de la transformation géométrique.
Cette derniere permit décrire les dérivées par rapport a (X.Z) en dérivées par rapport a

& m).

Pour un élément sous sa forme iso paramétrique, elle s’écrit :

)= (8] [0 201 [ (v 23)
Tel que :

det(J)=J11J22 — J12J21 (Iv .24)
Avec:

dN, ON, ON; ON, ONs ONg AN, ONg

| 9§ o9& o9& o9& o0& o0& o0& o0&
[Bel = ON; ON, ON3 0N, ONs ONg ON; ONg (IV.25)
on On oOn O0n 0On O0n 0dn On
On notera par [j] l'inverse de [J];([J]1 = [j/1 ™)
Elle s’écrit :
. 1 J22 _]12]
= IV .26
Ul det()) | —J21 J11 ( )

1VV.6 Elément utilisé et transformation :

On utilise un élément carré a 8 noceuds Sa base polynomiale est :
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(PY=(1 & m &% én n* &% én%) . (11) (Iv.27)

A partir de la base polynomiale on peut obtenir les fonctions d’interpolation Nj; ., (voir
les ¢tapes dans la référence [13] ). La géométrie de I'€élément est donc approchée par le
biais de fonctions d'interpolation géométrique. Ces fonctions d’interpolations N;(&,n)
sont définies sur 1'¢lément de référence ; elles permettent de connaitre les coordonnées

(X, Z) dun point quelconque de I'élément réel a partir de ses coordonnées (&,m) de

son antécédent dans I'élément de référence et des coordonnées (X i A i) des nocuds (de

numéro local ) de 1'élément réel. (5)

X=X N (&, m) X (v .28.a)
Et:
Z=%i-1 Ni(&n) Z;. (5) (IV .28.b)

Un ¢élément est isoparamétrique lorsqu'il est bas¢ sur des foncions interpolations
identiques pour sa geométrie de la relation (IV .28.a) et (IV .28b) et ses inconnues de la
relation (IV .12).

Pour assurer la continuité de la solution sur I'élément et éventuellement, la continuité
de ses dérivées, il faut que les fonctions N;(&,7n) soient continues et éventuellement a
dérivées continues.

De méme si l'on veut assurer la continuité de la solution et de ses dérivées aux
frontieres des éléments il faut que la solution et ses dérivées dépendent de maniere

unique des variables nodales des nocuds de la fronticre.

Les fonctions d’interpolations et leurs dérivées par rapport a & et n sont dans le

tableau suivant :
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TAB (IV .1) : les fonctions d’interpolations

{N} SN 6N
(e} )
—A-9A-nA+<&+n) A1-m@E+n) (1-8)(& +2n)
1 4 4 4
1-¢&)1-1n) -(1m) & -(1-¢%)
2 2 2
—1+HA-nNA-¢+n) A-m@E—n) | —A+8HE—2n)
3 4 4 4
1+ +n? (1-1% -(148)
4 2 2
—-1+HA+nNA-¢—-1n) A+mRE+n) 1+ +2n)
5 4 4 4
(1-&)1+n) -(14m) & (1-¢%
6 2 2
—A-A+nNA+<&+n) A+m2&—n) -(1-8(E —2n)
7 4 4 4
1-81 -7 —(1-1n?) -(1-§) 1
8 2 2

IVV.7 Intégration numérique :

IVV.7.1 Principe :

Soit a calculer I’intégrale f;lz f(x)dx surlesegment [xq xq].

Le principe est de construire un polyndome d’interpolation de f(x) et d’intégrer ce polynome
Le probleme est de choisir un nombre de points d’interpolation optimum et un emplacement
optimum de ces points. La méthode de Gauss que nous allons exposer répond a ces deux
problemes.

Par contre, les méthodes classiques utilisent des points équidistants et parmi ces méthodes

classiques on donne :
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e Mc¢thode des trapezes.
e  M¢éthode de Simpson

Toutes les méthodes d’intégration numérique sont basées sur le principe suivant :

b
=] f(x)dx = Xy w; f(x) (5) (Iv .29)
Ir: nombre de points d’intégration.
f(x;) : Valeur de la fonction au point de coordonnées Xx;.

La méthode de Gauss est une méthode tres utilisée dans laquelle les r coefficients
w;w; et les r abscisses xi  sont déterminés de maniere a intégrer exactement des
polynoémes d'ordre m=2r-1.

w; : Coefficients de pondération appropriés ou poids.

IV.7.2 Intégration a deux dimensions quadratique de Gauss:
Le principe de I’intégration numérique a deux dimensions est le méme que 1’intégration
analytique a variables séparées, il s’agira donc d’intégrer suivant X par exemple en

considérant que Z est constante et inversement.

Nous obtenons une expression sous la forme :

1,1
J_, -, Ff (xx, zz)dxdz dxdy=Y;;_, §?<=1 w; wyww; f f (%1, 2, x;) (11)
(IV.30)

Ty, 1, :représentent les points d’intégration respectivement suivant x z. Les coefficients

W;W;, Wy, et les abscisses &;&; et 1;1, sont donner dans

Le tableau suivant :

TAB (IV.2) :les points de GAUSS

r=rixre & n; w;
2x2 0 0 0,888888888888889

70,774596669241483 | 70,774596669241483 | 0,555555555555556
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IV.8 Calcul dela pression interstitielle:

Le calcul de la pression interstitielle B,, dans un point quelconque de 1’élément
quadrilatere a 8 nceuds se fait par interpolation des valeur de la pression interstiticlle
P, de chaque nceud de I’élément .

La solution de I’équation de I’écoulement dans le sol non saturé est basé¢ sur la
détermination de la valeur de la pression interstitielle P,,.

Cette derniere dépend du degré de saturation S, et du coefficient de perméabilité K et vis
versa dans un ¢coulement non stationnaire.

En pratique on obtient les valeurs des ces trois facteurs (B, S,. K) par la courbe
de rétention du sol qui relie la pression interstitielle B, avec le degré de saturation
(ou la teneur en eau volumique) et on obtient la valeur de la perméabilité.

Dans notre programme il existe un procédure qui donne ces valeurs.

P} )

k1 (RS L

Pour résoudre ce systtme d’équation on a besoin d’un point de départ dans ce

I {3 (Iv.31)

systtme d’équation non linéaire qui base sur la variation de coefficient de la
perméabilité k en fonctiondela pression interstitielle B, et le degré de saturation S,.
On commence par une valeur arbitraire de préférence nulle c’est plus simple de la

pression interstitielle P,,. Cela nous permet de fixer les paramétres K et S,. pour commencer
la solution au temps t=0.

Dans la partie droite de 1’équation suivante :

(K1 +ED P = (P} - 03 (v 32)

On obtient:

(K] +D) {PO =103 (v 33)

Cette valeur du vecteur {Pl(o)} qui est arbitraire ne donne pas les valeurs exactes

de degré de saturation S, et le coefficient de perméabilit¢ K, correspondant a la valeur
de la pression interstitielle.

Donc pour corriger on refait le calcul avec les nouvelles valeurs de la pression jusqu’a
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convergence a la solution en utilisant le critere de convergence suivant :

{Pn(m)} - {P,f’_"l)} <=€¢. IV 34)
€ : représente une valeur donnée (tolérance).
m:un cycle du temps.
n:une itération.
Apres la vérification de cette condition  les valeurs de degré de saturation S,. et du
coefficient de perméabilite K sont des valeurs réels (corrects).
Puis le cycle du temps est changé . et on répete le méme calcul dans le nouveau cycle
avec détermination de degré de saturation S, et du coefficient de perméabilit¢ K en
utilisant bien sur les pressions interstitielles du cycle précédent.
La convergence a la solution du systtme aun temps t est obtenue quand la pression
interstitielle entre deux itérations est presque nulle un critere de convergence est défini tel
que la différence du vecteur solution de Ditération n et de I’itération n_1 est inférieure a
une tolérance donnée
La vérification entre deux vecteurs de la pression successifs dans deux itérations du

temps, se fait par :

{pt™} = {pm] IV 35)
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V  Procédure d'analogie thermique

V.1 Analogie Thermique

En particulier, les problemes de répartition de la charge hydraulique dans les
écoulements en milieu poreux qui, tout comme les problemes de répartition de température
ou de potentiel €lectrique, se rarnénent a la résolution d'une équation de type A(u) = f peuvent

étre traites aisément par la méthode des éléments finis.

Apres avoir posé l'équation de Laplace. On abordera la technique générale de
résolution.

Les premiceres applications de la méthode des ¢léments finis ont ét¢ orientées vers les
résolutions des équations d'équilibre en élasticité ou en elastoplasticité, il est tres vite apparu
que ces méthodes pouvaient aussi étre utilisées pour la résolution de nombreux problemes
physiques régis des systemes d'équations aux dérivées partielles.

Apres avoir présenté 1’équation de Laplace dans la géotechnique, ou elle a la méme
forme dans la thermique. Dans la résolution numérique, la résolution thermique est plus facile
que d'autre forme. Pour résoudre le probleme d'infiltration, on présente une analogie étre h
thermique et hydraulique. Dans le paragraphe suivant On va présenter les différents

quantités dans les deux domaines et présent¢ 1'analogie.
V.2  .Définition des propriétés du milieu :

Les propriétés et variables physiques qui nous intéressent sont de cing types. Pour
permettre une solution quantitative des problemes physiques, ces propriétés doivent étre
traduites en termes mathématiques en identifiant le type de variable dont il s'agit (scalaire,
tenseur, vecteur) puis €tre quantifie selon un systeme d'unités. Les types de propri¢tés sont

définis comme suit :

La propriété définissant la quantité de matiere ou d'énergie. C’est le sujet central du
phénomene physique étudie. Dans le cas de 1a thermique, il s'agit de la chaleur tandis que dans

celui de I’écoulement, c'est la masse de fluide.

Mathématiquement, la quantité de maticre ou d'énergie est une variable scalaire Pour
la thermique, la quantit¢ de chaleur W est exprimée en joules (J) (unités d'énergie ou de
travail). En hydrogéologie, la quantite de fluide est généralement définie par sa masse M (kg),

ou par son volume V (m3) (a densité constante).
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La propriété définissant le potentiel. Le parametre qui régit le transfert de matiere ou
d'énergie constitue le potentiel. Lorsque le potentiel est égal partout dans un domaine, il n'y a
pas de transfert de masse ou d'énergie. Par contre, des différences de potentiel provoquent le
transfert de masse ou d'énergie. Les changements du potentiel selon les différences directions
dans un domaine donné définissent le gradient de potentiel dans ce domaine. Dans le cas de
la thermique, c'est la température qui constitue le potentiel puisqu'elle controle le transfert de
la chaleur, celle_ci étant transférée des secteurs chauds (a haute température) vers les secteurs
froids (a basse température). Dans le cas de I'écoulement en milieux poreux, c'est la charge
hydraulique qui constitue le potentiel puisque I’écoulement se fait des secteurs a haute charge

hydraulique vers ceux a faible charge hydraulique.

Le potentiel U est une variable mathématique scalaire définie en tout point du domaine
considéré. Le gradient de potentiel grad U est un vecteur. En thermique, la température T est
specifiee en degres kelvin (K) et la valeur du gradient thermique dans une direction donne en
Kim (ou de fagon équivalente en °Cim). En hydrogéologie, la charge hydraulique h est

exprimée en metres d'eau (m), de sorte que le gradient hydraulique est sans dimensions (m/m).

La propriété définissant le flux de masse ou d'énergie. Ce parametre indique la quantité
et la direction dans laquelle la masse ou 'énergie est transférée en fonction du temps a travers
une surface unitaire dans les matériaux sous l'effet du gradient de potentiel. Dans le cas de la
thermique, il s'agit du flux de chaleur généré par le gradient de température. Dans le cas de
I'écoulement, nous nous intéressons au flux de masse (ou Volumétrique) de fluide a travers les

matériaux découlant du gradient hydraulique.

De fagon mathématique, le flux est aussi un vecteur. En thermique, le flux de chaleur
gh est exprim¢ en quantité de chaleur par unité de temps et de surface Gism2 ou Wim2). En
hydrogéologie, le flux de fluide q est généralement exprime en volume de fluide (a densité
constante) par unité de temps et de surface (m3ss. ou mys) ou, plus rarement, en masse de fluide

par unité de surface (kg/se m2).

La propriété des matériaux définissant leur capacité de stockage ou d'emmagasinement.
Cette proprié¢té indique la quantité de maticre ou d'énergie qui peut étre contenue dans un
volume unitaire de matériel. Dans le cas de La thermique, c'est 'enthalpie H qui définit la
quantité de chaleur contenue dans les matériaux. Dans le cas de I’écoulement saturé (nappes

captives), c'est 'lemmagasinement spécifique SS qui définit 1a capacite de stocker de I'eau.

Mathématiquement, cette propric¢té est scalaire et représente la quantité de masse ou
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d'énergie emmagasinée par unité de volume du domaine. En thermique la capacité¢ de
stockage de I’énergie thermique est représentée par I'enthalpie volumique hp (Jim3) qui est le
produit de la densit¢ du matériel p (kg/m3) par sa capacite thermique ¢ (JikgK) et la
température T (°C) (hp=peceT). En hydrogéologie, la capacit¢ d'emmagasinement est
représentée par 'emmagasinement spécifique SS qui représente le volume d'eau produit par
un milieu poreux par unité de volume de I’aquifere pour un abaissement unitaire de la charge

hydraulique (m3 / m3. m = m_1)

La propriété des matériaux définissant leur capacité a transférer de la masse ou de
lenergie. Cette propriété indique la facilit¢ avec laquelle la masse ou 1’énergie peut étre
transférée a travers les matériaux sous l'influence d’un gradient de potentiel. Ce parametre
constitue généralement la constante de proportionnalit¢ dans les lois de comportement
régissant les flux de masse ou d'énergie discutées plus loin. Dans le cas de la thermique, la
capacité¢ des matériaux a transférer de la chaleur par conduction est caractérisée par leur
conductivité thermique. La conductivité hydraulique K indique (pant a elle la capacite des

milieux poreux (ou fracturés) a transférer un volume d'eau.

Cette propriété est représentée par un tenseur mathématiquement Puisque ces
propriétés sont habituellement définies comme la constante de proportionnalité reliant le flux

au gradient du potentiel, leurs unités dépendent des lois de comportement.

V.3 Identification des variables étudiées.

Les inconnues a définir dans le domaine étudie pour un probleme de la physique

sont :
le potentiel, u(xyzt);
I'emmagasinement, M(xy zt);
les flux, q(xyzt).

Le vecteur q est compose de 3 fonctions scalaires les trois composantes du flux

dépendant du choix de coordonnées utilis¢ pour le représenter.

Dans un systeme cartésien, on a:

q(xy. zt)
qaxy. zt)=qy (x yzt)
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(z(xy. zt)

La variable temps t est présenté lorsque le probleme a résoudre est en régime transitoire,
c'est_a dire que les conditions dans le domaine étudie changent en fonction du temps. Dans le
cas contraire ou les conditions sont fixes dans le temps, le probleme a résoudre est en régime

permanent et la variable temps n'a plus a étre considérés.

V.4 [Etablissernent des lois de la physique :

Deux types de lois de la physique sont utilisés pour résoudre un probleme :
Une loi de comportement (ou de constitution)
Une loi de conservation

Exprimées mathématiquement et combinées Ces lois permettent de dériver les

équations aux dérivées partielles qui représenteront le probleme physique a résoudre.

Une loi de comportement établie une relation entre le potentiel et le flux. Tres souvent,
ces lois ont été établies d'abord de facon empirique et prennent la forme mathématique

générale :

q (xy t)=_[k] grad (U)

Ou q est le vecteur de flux, grad(U) est le gradient du potentiel U et [K] est le paramétre
de transfert (facteur de proportionnalit€). Le signe négatif indique que le flux est positif
lorsque le gradient du potentiel est négatif, c'est_a_dire qu'il diminue clans la direction de

transfert. Quelques lois de cette forme sont résumées dans le tableau
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Tableau : Principales lois de comportement (13)

Loi de Quantité Potentiel
Constante de
comportement
Proportionnalité
Transférée
Fourier | Chaleur par Température Conductivité
Conduction Thermique

Darcy Fluide dans un Charge Conductivité
milieu poreux Hydraulique Hydraulique

La loi de conservation permet de dériver la forme générale de I'équation différentielle
fondamentale applicable a de nombreux problemes de la physique. On obtient une équation

aux dérivées partielles représentant la loi de conservation :

—_— el —I—  —_——
dx oy fo ot 0

oM
- Vq+fv :E

Si on remplace la loi de comportement clans la loi de conservation, on obtient une

¢quation différentielle générale applicable a tous les phénomenes physiques.

02U 02U oM
Kxﬁ+Ky6_312+ fU:E (13) V.1

Un cas particulier intéressant de la relation V.1 est celui représentant le régime permanent en
l'absence de source. Dans ce cas, le terme de changement d'emmagasinement est nul de méme

que le terme source et on obtient I’équation de Laplace (si Kx =Ky ie. le matériel est isotrope)
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+ 2= =0 (V.2)

Dans le cas de la conduction thermique, si on remplace dans I’équation V.1 par la loi de

comportement (fourrier) et le terme d'emmagasinement, on obtient

02 T oT
Kx dx2 Ky F + f o p C
Dans le cas de 1'écoulement, on a la méme ¢quation v.1 ou on integre la loi de comportement

(loi de Darcy). on obtient

oh
ot

0%h
+K _+ Q my,Yw 57

Kxa Y 9y2

Toutes les ¢quations citées précédemment est en bidimensionnel. On peut avoir les équations
en tridimensionnel on appliquant la méme procédure et les mémes principes dans quelque

soit dans la thermique ou clans l'infiltration dans les milieux poreux.

L'équation différentielle d'infiltration avec absence de source et 'emmagasinement
0 Joh 0 dh 0 dh
—(kyy=—) +—Kyy—) +—(kpy =) =0

xﬂ{xx ax) ayﬂ(yy 0 azﬂ(ZZ az)

L'équation différentielle d'infiltration avec absence de source et présence de

l'emmagasinement

oh

d oh
_xﬂ{xx a) ﬂ(yy ay) +— ﬂ(zz az) Ss ot

Dans la thermique, I'équation différentielle de la conduction thermique se présente comme

suit :
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9 aT . @ aT . T T
7x(Kxx o) +E(kyy g) +—(kzz 5, ) =pC;

En absence d'emmagasinement 1'équation s'écrit :
0 oT 0 oT 0 oT

V.5 CONCLUSION:

On peut constater que I'équation de la place prend la méme forme quelque soit le probleme
traite, thermique ou d'infiltration dans les milieux poreux. Donc, on peut faire une analogie
entre ces deux lois.

Dans notre étude, nous avons adopte une analyse thermique au lieu d'une analyse
d'infiltration. Tout simplement car le logiciel utilise ne nous permet pas de faire une étude
d'infiltration. Donc nous avons choisi d'é¢tudier le probleme thermiquement et par analogie

nous obstinerons nos pressions interstitielles ou charges hydauliques recherchées.
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VI Modélisations numériques de 1'écoulement dans les milieux poreux non
saturée

V1.1 Introduction :

Ce chapitre est consacré a ’application du modele d'écoulement via des études numériques des
transferts bidimensionnels de I’eau dans la zone non saturée, application a 1'¢tude de la recharge
d’une surface libre | infiltration dans une colonne du sol non saturée.

Ce modele numérique permet notamment de décrire les écoulements dans I’ensemble du massif,
tout en considérant la continuité entre les zones saturées et non saturées. Il permet, par ailleurs,
d’étudier aussi bien I’évolution des caractéristiques de I’écoulement dans le temps en régime
transitoire que la résolution du probleme permanent. La formulation théorique est fondée sur
I’approche monophasique de Richards, 1931 qui généralise ’équation de I’écoulement aux zones
de pressions d’eau positives et négatives.

Les équations et les modceles mathématiques utilisables pour décrire correctement ces transferts
ont déja donné lieu a des publications.

Notons simplement que ces équations sont fortement non_linéaires a cause de la variation rapide
de la perméabilité et de la succion avec teneur en eau.

Ce travail a été réalisé a I’aide du code de calcul ANSYS version 11 au département de génie civil

de I’université ABOU BEKR BELKAID.

V1.2 Recharge d'une nappe a surface libre :

Le premier cas ¢tudié est la recharge d'une nappe a surface libre.

V1.2.1 Géometre et donnée de modéle :

La figure VL1 représente la géométrie détaillée de la surface étudiée, elle précise les conditions aux

limites et le chargement.
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Flux =0.411 10™* m/s

2m

Zone saturé

0.65m

3m
La figure VLI représentation de la géometre du massif
A I'instant O, le massif de sol est en équilibre hydrostatique a la charge ® = 0.65 m, autrement
dit le sol est saturé pour y < 0.65 m et non saturé au — dela.

Aux instants t > O on impose sur la partie centrale du bord supérieur du massif un flux entrant

constant q = 0.411 10~* m/s
Il comporte 58 pas du temps durant une période de 8h = 28800 s

Les caractéristiques du massif du sol sont :

kg =9.722 10 5m/s
6, =03

Le chargement :

®=0.65m q=0.41110"* m/s
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V1.3 Le maillage :

Un maillage automatique a été opté pour la structure générale avec des ¢léments quadratiques a

4 nocuds.

ﬂ A

{Triangutar Opfion)
}({cr radial}

Figure 6.2 géométrie de I’¢lément plane 55 (help ansys)

35 X A

Figure V13. maillage du massif su sol

V1.4 Résultats :

Les figures V14 et VL5 montre la distribution de la charge hydraulique pendant 4 heure et 8 heure

respectivement.

Les figures V16, V17 VI8 VIO  VIIO et VII1I présente ’évolution de la charge hydraulique en
fonction du temps du noeud 282 pendant 30 min, 1h, 2h, 4h, 8h et 10h respectivement

La figure VI11 montre I’évolution de la charge hydraulique le long de la hauteur du massif du sol
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Figure V15 distribution de la charge hydraulique t= 8h
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Fig. V1.6 Noeud 282 t = 30 min

ANSYSE

AUG 12 2013
18:37:47

Fig VI8 Noeud 282 t = 2h

S

AUG 12 2013
18:44:30

Fig V110 Noeud 282 t = 8h
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Figure V112 variation de la charge hydraulique en fonction de la profondeur z au milieu du massif

du sol

VIIColonne de sol non saturé :

VI11.1Présentation du test :
I1 s’agit d’une colonne de sol de hauteur 1 m et de largeur 0,20 m, La conductivité¢ hydraulique et

la teneur en eau volumétrique de ce sol sont déduites par le courbes suivants :

— 5ol sablo-lmo newux 1000 i
100.000 — —— Sol arglleux
800 -
g . F 6004
: g
H £
£ o T 400 -
:
200 -
0 1 1 1 1
eee 1 1I: 15-] '-:IID: 1050: 0 0.1 0.2 0.3 0.4
- h [cm)
Water content (cm*cm?®)
Example of hydraulic conductivity functions Ki{h)
Fig V113 conductivité hydraulique en fonction de fig V114 teneur en eau en fonction de
La charge hydraulique la charge hydraulique

42



VI11.2 Résultats :

Fig V115 maillage de la colonne

Fig V116 charge hydraulique en fonction du temps a Im de profendeur

On suit I’évolution de la charge hydraulique le long de la colonne en fixant le temps jusq’a

attendre la saturation total de colonne du sol.
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VI11.3 Commentaires :

Apres avoir traité les deux exemples cités, les conclusions suivantes ont pu étre tirées :

L>¢tude de I’écoulement de 1’eau dans les milieux poreux est importante en plus est un vaste
domaine, cette étude donne une bonne compréhension des différentes caractéristiques du sol
comme la perméabilité et la vitesse d’infiltration de ’eau dans le sol ’eau qu’est un facteur tres
important dans le changement de propriété mécanique du sol, en plus cette étude spécifie les
déférentes ente les types des sols comme la perméabilité méme en a la méme taille de la matrice

solide mais la distribution des pores fait 1la déférence.

L’utilisation des codes de calcules dans le Domain non linéaire. comme 1’écoulement dans le sol
non saturée donne des bonnes résultats, le choix de type de maillage joue un role tres important
car dans le méme probleme d’infiltration et dans le méme exemple 1’utilisation de déférentes

maillages donne des résultats déférentes .
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VIII  Conclusion général :

Les écoulements en milieux poreux jouent un role prépondérant dans différentes domaines
des sciences et de I’ingénieur, la variété de probleme provoqué par 1’écoulement de ’eau dans
le sol est vaste et sa multiplicité¢ d’application est d’une importance considérable pour le
concepteur afin d’améliorer les conditions d’exécution des travaux et d’assuré la stabilité

hydraulique des ouvrages.

Malgré des hypotheses simplificatrices, la description des processus d’écoulement en non
saturé est en général tres complexe, car souvent ils donnent lieu a des variations de 1°¢tat
hydrique du sol pendant 1’écoulement. Ces variations impliquent des relations complexent
entre la teneur en eau. la succion et la conductivité hydraulique.

Ce travail a permis de développer un outil d'é¢tude performant de la migration de 'eau dans
les milieux poreux saturés ou non saturés. Il se présente comme un modele numérique basé
sur la méthode des éléments finis par le code ANSYS, on parle de I’analogie thermique._

hydraulique

Ce travail est une modeste contribution a la connaissance de 1’analyse des écoulements en
régime transitoire. Cette étude a nécessité en premier lieu, une synthese des travaux réalisés
dans le domaine en question, ainsi que la représentation de tous les moyens nécessaires au

traitement par élément finis.

Cette analyse permis de tirer les conclusions suivantes :

O la méthode des éléments finis est un outil tres puissant pour I’analyse des écoulements.

O l’ingénieur doit étre en mesure d’estimer tout toutes les conséquences de I’évolution de la
charge au sein de I’infrastructure surtout lorsqu’un nouveau régime d’écoulement n’ai pas
atteint

O la non saturation est directement liée au coefficient k qui lui_méme dépend de la teneur

en eau volumique, sa valeur influe directement sur le régime d’écoulement.

En fin ce travail ne pouvant étre qu’une partie d une recherche approfondie dans ce domaine

46



IX Bibliographie

1. DIAW, H. BAMBA. modélisation du transfert de I'eau en milieu poreux non saturée:application a
I'étude de la recharge des nappes d'eau souterraines de la région SOUDANO-SAHELIENNE. Burkina
Faso : Institut Francais de recherche scientifique pour le développement en Coopération, 1996. THESE.

2. KH, HAMID. etude des infiltration de I'eau a travers un modéle réduit de barrage en terre . TLEMCEN :
UNIVERSITE DE TLEMCEN INSTITUT GENIE CIVIL, 1995. PFE.

3. D.ABDELHADI. les écoulements dans les milieux poreux non saturée. TLEMCEN : UNIVERSITE ABOU
BEKR BELKAID DEPARTEMENT GENIE CIVIL, 2011. PFE.

4. AHMED, N. modélisation numérique des écoulements dans les milieux poreux par la méthode des
diffirence finis. tlemcen : université de tlemcen département d'hydraulique, 1997.

5. N.BOURSALI et MA ,DJAZIRI. analyse des écoulements dans les milieux poreux par la méthode des
éléments finis. TLEMCEN : UNIVERSITE DE TLEMCEN INSTITUT DE GENIE CIVIL, 1993. PFE.

6. H, MEKKAOUI et A, GHENNANE. étude expérémental et simulation numérique de I'écoulement dans
un sol non saturée. tlemcen : université tlemc en, 2002. PFE.

7. M.SAID. écoulement au travers les milieux poreux.approche stochastique. TIZI OUZOU : UNIVERSITE
MOULOUD MAMMERI, 2012. PFE.

8. M, DONALD, I, NORUM et M, JOHN. infiltration et physique de I'écoulement de I'eau en milieu
poreux. 1980.

9. A.ZADJAOUL. resolution de I'équation de I'écoulement en regime transitoire dans les milieux poreux.
TLEMCEN : UNIVERSITE ABOU BEKR BELKAID INSTITUT DE GENIE CIVIL, 1996. PFE.

10. AHMED, A. modélisation des écoulements en milieu poreux hétérogene . TOULOUS : INSTITUT
NATIONAL POLYTECHNIQUE, 2007. THESE.

11. Z,BENYELLES. (1988) : Modelling the flow of water into a partly saturated soil. Thesis of Master of
Science by Reseach, 299 pages, University College, Cardiff ; United Kindom.

12. Zadjaoui A. (2000) : Etude des écoulements autour des tunnels : analyse bibliographique et
modélisation numérique par la méthode des éléments finis. Thése de magistére, Département de Génie
Civil, Faculté des Sciences de I'Ingénieur, Université de Tlemcen, Algérie, 182 pages.

13. M.GHFIR .(2008) : étude de comportement d'un barrage a noyon centrale en tenant compte |'effet de
contact. These de magistere, Département de Génie Civil, Faculté des Sciences de I'Ingénieur, Université de
Tlemcen, Algérie, 114 page

47



14. A, MUSY et M, SOUTTER . physique du sol .presses polytechnique et universitaires romandes.1991 331
page

15. A,MESSAMEH . (1997) simulation numérique des écoulements souterraines en régime transitoire .

thése de magister univercité de biskra

48



