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Notations

Nous reprenons ici certaines notations énoncées dans [13], pour une présen-
tation plus complète des espaces de Sobolev, on pourra voir Adams [1].
Soit 
 un ouvert borné de Rn. On dé�nit pour tout 1 � p <1; l�espace Lp (
)
des fonctions mesurables telles que

kukLp =
�Z




ju (x)jp dx
�1=p

<1:

Lorsque p =1; l�espace L1 (
) représente l�espace des fonctions mesurables et
bornées presque partout avec

kuk1 = ess sup fju(x)j x 2 
g :

Pour chaque a 2 L1 (
), on note a
inf
= ess inf (a) et a

sup
= ess sup (a).

Soit � = (�1; �2; : : : ; �n) 2 Nn un multi-indice avec j�j = �1 + �2 + : : :+ �n
sa longueur. On note

D�u (x) =
@
j�j
u (x)

@�1x1@�2x2 : : : @�nxn
:

Pour 1 � p � 1; l�espace de Sobolev Wm;p (
) est dé�ni par

Wm;p (
) = fu : D�u 2 Lp (
) ; 0 � j�j � mg

muni de la norme

kukWm;p =

24 X
0�j�j�m

kD�ukpLp

351=p
où D� désigne la dérivée faible d�ordre �.
On désigne par C

�


�
l�ensemble des fonctions continues muni de la norme

kuk = sup
x2


ju (x)j :
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Pour chaque a 2 C (
), on note a
min
= min

x2

(a) et a

max
= max

x2

(a).

Pour m un entier positif on dé�nit l�espace

Cm
�


�
=
�
u : D�u 2 C

�


�
; 0 � j�j � m

	
où D� désigne la dérivée fort d�ordre �.
Soit 0 < � < 1; C�

�


�
est l�ensemble des fonctions holdériennes d�exposant �

muni de la norme

kuk� = kuk+ sup
x;y2

x6=y

ju(x)� u(y)j
jx� yj�

et Cm+�
�


�
est l�ensemble des fonctions de Cm

�


�
telles que les dérivées d�ordre

m sont holdériennes d�exposant � avec la norme

kukm;� =
X
j�j�m

D�u
+ X

j�j=m

sup
x;y2

x6=y

��D�u(x)�D�u(y)
��

jx� yj�

Soit E un espace de Banach, on note E =E � E un espace de Banach muni de
la norme

k(u; v)kE = max fkukE ; kvkEg :
On dé�nit le cone positif de E par

P (E) = f(u; v) 2 E : u � 0 et v � 0g ;

il admet un intérieur non vide:

intP (E) = f(u; v) 2 E : u > 0 et v > 0g

Les relations d�ordre � et � dans E sont dé�nies pour tout U; V 2 E par

U � V si U � V 2 P ; on dit que (U � V ) est positive.

U > V si U � V 2 P- f0g ; on dit que (U � V ) est strictement positive.

U � V si U � V 2 intP ; on dit que (U � V ) est fortement positive.

Dans cette thèse on �xe p > n et on note

Lp (
) = Lp (
)� Lp (
) , Wp (
) =W 2;p (
)�W 2;p (
)

et
Wp

B
(
) = fU 2Wp : BU = 0 on @
g :
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Dans la majorité des modèles mathématiques étudiés, les di¤érences en-
tre les individus d�une même population ont été ignorés. En e¤et, les individus
d�une même population ont été traité comme étant identiques. Mais les popula-
tions biologiques sont généralement constituées d�une grande diversité de groupes
d�âge, leurs dynamiques sont souvent très di¤érentes (les habitudes alimentaires,
la vulnérabilité face aux prédateurs etc). Il est donc nécessaire de prendre cette
diversité en compte dans les modèles.
Les individus de nombreuses espèces ont une vie composée d�une séquence de
stades dans laquelle leurs caractéristiques sont similaires à celles des autres indi-
vidus dans le même stade et sensiblement di¤érentes de celles des individus dans
des autres stades. La plupart des espèces montrent visiblement des changements
morphologiques; comportementales ou biochimiques qui dé�nissent les limites de
ces stades.
Les individus peuvent modi�er radicalement la nature de leurs interactions avec
leurs environnements, ils peuvent alors changer leurs milieu de ressources. Par
conséquence la compétition entre les individus est réduite, au moins entre les
individus de di¤érents stades, par exemple quelques insectes, amphibiens et de
nombreux invertébrés marins.
Cependant, d�autres espèces ont des cycles de vie plus simples où les individus
subissent moins de changements au cours de leurs développement et donc la
compétition par di¤érents stades est augmentée, que ce soit par le partage des
ressources communes limitées ou en interaction directe. C�est le cas pour la
plupart des poissons, des oiseaux, des mammifères, de nombreuses plantes (voir
[25], [26]).
Une question qui se pose dans ces types de modèles est: quels sont les e¤ets
de cette compétition sur la dynamique de la population? se stabilise-t-elle ou
déstabilise la population et dans quel sens?
De nombreux auteurs ont étudiés des di¤érents types de modèles structurés en
stades (voir, par exemple, [2], [19], [44], [68], [69]). La dépendance spatiale a
été ignorée dans les modèles ci-dessus. Toutefois, dans de nombreux systèmes
écologiques, les populations étudiées peuvent se disperser dans l�espace (voir [30],
[67], [70], [71]). Cette dispersion spatiale résulte de la tendance de certaines in-
dividus à se déplacer vers des régions où la densité de population est plus faible
(cause de la limitation des ressources).
En particulier, quelques études sur la compétition entre les jeunes et les adultes
ont fait leur apparition dans la littérature, certains auteurs qui s�intéressent au
modèle de proie-prédateur, modèle de compétition ou hôte-parasite ont égale-
ment explorés la possibilité que soit l�une des populations (voir [19], [30], [68],
[70]), ou les deux sont structurées en sous-populations adultes et juvéniles (voir
[69]).
Dans ce travail, nous étudions la dynamique d�une population structurée en deux
sous-populations, adultes et jeunes, qui sont en compétition pour les ressources.
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Cette thèse se divise en trois parties. Dans la première partie introduc-
tive, nous commencerons par dé�nir dans un premier chapitre quelques notions
classiques en biologie et en écologie et plus particulièrement en dynamique des
populations qui seront utilisées dans la suite.
Après un court historique des modèles mathématiques en biologie et en écologie,
dans le chapitre 2, nous présentons dans le chapitre qui suit, le modèle et les
principaux résultats qui font l�objet de cette étude.
La seconde partie est consacrée à l�étude des systèmes linéaires coopératifs. En
fait, nous donnons le théorème du principe du maximum fort et d�autres outils
de base qui seront utilisées dans l�étude du système stationnaire.
La troisième partie est composée de trois chapitres, les deux premiers qui corre-
spondent à deux articles dont le premier est paru dans [37] et le deusième a été
soumis dans [33].
L�origine biologique du système que l�on étudie impose de se restreindre aux
solutions positives. Donc dans le chapitre 6, Nous allons donner une condition
nécessaire et su¢ sante pour obtenir une solution positive du sytème station-
naire. Notre approche est basée sur le principe du maximum du système linéaire
coopératif et la théorie du point �xe. La méthode itérative de sous-solutions
et sur-solutions nous permettra d�étudier l�unicité des solutions et nous allons
établir leurs stabilité.
Dans le chapitre 7, nous discutons l�existence et l�unicité des solutions locales.
Des estimations a priori permettent d�établir l�existence globale des solutions
et l�existence d�un ensemble compact qui attire toutes les solutions. Un tel en-
semble est appelé un attracteur global. Nous étudions ensuite le comportement
asymptotique de la solution par rapport à la solution stationnaire.
Finalement, le chapitre 8 est consacré à des simulations numériques du système
sous MATLAB.



Chapitre 1

Quelques notions en biologie et
en écologie

Dans ce chapitre introductif, on ne fait que dé�nir quelques notions clas-
siques en biologie et en écologie et plus particulièrement en dynamique des pop-
ulations qui seront utilisées dans la suite.
On peut distinguer deux objectifs de la modélisation mathématique. Le premier
permet d�écrire et comprendre les phénomènes observés. Le second consiste à
prévoir les dynamiques et donc à répondre à une demande sociale en donnant
des informations nécessaires à la prise de décision.
Dans la seconde moitié du 20�eme siècle, la modélisation mathématique a fait
l�objet de nombreuse recherche dans plusieurs domaines en particulier la biolo-
gie des populations, l�écologie et l�épidémiologie.
- La dynamique des populations est l�étude des tailles de population au cours

du temps.
- L�étude de la dynamique des interactions entre les humains et des agents

pathogènes fait l�objet de l�épidémiologie.

1.1 Population

Une population est un ensemble d�êtres vivants (individus), animaux ou
végétaux, appartenant à la même espèce, vivant dans le même milieu et au
même moment et qui sont capable de se reproduire entre eux.
Exemples:
- Des bactéries cultuvées dans une petite soucoupe.
- Des petits rongeurs dans une forêt.
- Des poissons dans un lac.

13
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1.2 Population structurée

Une population peut se décomposer en sous catégories ou sous populations
en fonction de leur âge ou d�une caractéristique quelconque (taille, durée ou la
gravité de la pathologie).
Exemples:
- Il est nécessaire de distinguer entre les individus immatures et les individus

adultes capable de se reproduire.
- Les bactéries pour se diviser doit atteindre une certaine taille.

1.3 Intéractions dans les populations

Diverses interactions ont lieu entre les individus d�une même population, ou
encore entre ceux de populations di¤érentes. Ces intéractions peuvent prendre
diverses formes dont les plus importantes sont:

Prédation: C�est la consommation d�un organisme vivant, animal ou
végétal, par un autre. Elle maintient l�état sanitaire des populations en élimi-
nant les plus faibles et les malades, les individus en bonne santé échappent plus
facilement à leurs ennemis.

Compétition: Deux êtres vivants entrent en compétition lorsqu�ils se
disputent une même ressource, qui par ailleurs se trouve en quantité insu¢ sante
dans le milieu. La ressource qui est disputée peut être l�alimentation, un lieu de
nidi�cation, etc.
La compétition peut se produire entre individus de la même espèce: c�est la com-
pétition dite intraspéci�que. Elle peut aussi se produire entre individus d�espèces
di¤érentes: elle est dite interspéci�que.
Une autre forme importante d�intéraction concerne celle entre les di¤érents groupes
de la population en présence d�une épidémie. Par exemple la maladie "Gonor-
rhea", due à la bactérie "Neisseria Gonorrhoeae", est responsable d�infection
sexuellement transmissible.



Chapitre 2

Modélisation mathématique en
biologie et en écologie

La complexité des phénomènes à étudier dans la nature nécessite le recours
à des modèles simpli�és (des modèles mathématiques). Nous allons présenter,
d�une manière historique, le développement des modèles mathématiques en bi-
ologie et en écologie (voir [55]) a�n d�aboutir au modèle discuter dans cette
thèse. Dans un premier temps nous présentons deux modéles simples pour des
populations non structurées. Ensuite nous verrons quelques modèles structurés
(en âges, en stades, en groupes, en espace).

2.1 Modèles simples

Un modèle est une version simpli�ée du phenomène réel étudié. L�un des
premiers modèles mathématiques en biologie remonte au 13�eme siècle dit "prob-
lème de Fibonacci". A partir d�une suite de récurrence, il modélise une popu-
lation de lapins. Il fallut ensuite attendre la �n du 18�eme siècle et 19�eme siècle
pour que d�autres modèles apparaître: le modèle de Malthus (1798)[51] puis le
modèle de Verhulst (1838)[65] .

Tout d�abord, pour écrire un modèle mathématique simple, on considère que
tous les individus d�une population sont écologiquement (resp biologiquement)
équivalents:
� Tous les individus ont le même cycle de vie,
�A chaque stade de vie correspond un ensemble précis de processus écologiques,
� Pour le même milieu, la probabilité des processus écologiques est la même

pour tous les indivitus.

15
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2.1.1 Modèle de Malthus:

� Modèle en temps discret
Dans ce modèle on étudie les e¤ectifs d�une population, noté ut, à des in-

stants d�observation t; avec t 2 f0; 1; 2; :::g, mesuré en minute, heures, journées,
années,...
On suppose qu�on regarde la variation de la population entre deux instants t et
t+ 1:

ut+1 � ut = Nt �Mt + It � Et (2.1)

où Nt : nombre de naissances entre les deux instants.
Mt : nombre de décès entre les deux instants.
It : nombre d�individus immigrés entre les deux instants.
Et : nombre d�individus émigrés entre les deux instants.

Pour simpli�er, on suppose que l�on considère une population fermée au mouve-
ment migratoires (sans émigration ni immigration).
Les nombres de naissances et de morts dans une population, pendant une période
de courte durée, sont proportionnels
- à l�e¤ectif de cette population.
- à la durée de cette période.

On note par
N le taux de natalité, le nombre d�individus moyens produits par individus

présents par unité de temps,
M le taux de mortalité, la proportion d�individus qui meurent par unité de

temps.
L�équation (2.2) devient:

ut+1 = Nut �Mut + ut
= (r + 1)ut

(2.2)

où r = N � M: Le paramètre r + 1 est appelé le taux de croissance de la
population.
La suite ut est une suite géométrique de raison (r + 1), ce qui donne

ut+1 = (r + 1)
t u0;

où u0 est l�e¤ective initial de la population (à l�instant t = 0).
Pour t grand la dynamique de la population à l�instant t depend de r :
Si r = 0: l�e¤ective de la population reste constant au cours du temps.
Si r < 0: l�e¤ective de la population tend vers 0:
Si r > 0: l�e¤ective de la population augmente (croissance in�nie).

En temps discret, on sait pas ce qui se passe entre deux instants t et t + 1. Ce
type de modèle est souvent utilisé en biologie à cause des rythmes saisonniers
des populations. Il est pratique pour les populations dont les générations ne se
chevauchent pas (certains insectes, des plantes annuelles).
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� Modèle en temps continu
Un modèle en temps continu permet de connaître à tout moment l�e¤ectif de

la population. Entre deux instants très proches t et t+ dt (dt! 0) la variation
de la population est notée du: Le modèle (2:2) permet d�exprimer la variation
du par:

du = N � dt� u (t)�M� dt� u (t) :

On écrit
du

dt
= ru (t) ;

où r est le taux de croissance de la population. En intégrant, on trouve

u (t) = u0e
rt:

Donc la dynamique de la population est similaire à celle du modèle à temps
discret:
�Si r = 0, la population reste constante, avec u(t) = u0 8t � 0.
�Si r < 0, la population decroît exponentiellement vers 0, u(t) �!

t!+1
0.

�Si r > 0, la population croît exponentiellement vers in�nie, u(t) �!
t!+1

+1.
Ce modèle de base peut être utilisé pour présenter des populations humaines ou
bactériennes car il n�y a pas de saison de reproduction.

2.1.2 Modèle logistique (modèle de verhulst):

� Modèle en temps continu
Une des limites du modèle précédent vient du fait que cela suppose des

ressources in�nies puisque la population augmente d�une manière exponetielle
vers l�in�nie. Pour le rendre un peu plus réaliste, on peut supposer que les
ressources du milieu sont limitées et donc une compétition entre les individus
apparaisse. A l�approche de cette limite le taux de mortalité augmente et la
croissance de la population diminue progressivement jusqu�à devenir nulle. Si
la population est grande le taux de mortalité augmente beaucoup du fait de la
competition et donc depend de l�e¤ectif de la population. Avec cette dé�nition
le taux d�accroissement est donné par:

r (u) = r � cu;

où c représente la compétition due à la limite des ressources du milieu.
Le modèle logistique est représenté par l�équation

du

dt
= r

�
1� u

K

�
� u; (2.3)

où K =
r

c
est appelé la capacité d�accueil du milieu, et qui représente donc la

densité d�individus qui peuvent vivre simultanément sans nuire de la compétition.
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Point d�équilibre: A l�équilibre les e¤ectifs de la population ne varient plus:

r
�
1� u

K

�
� u = 0

Le système (2:3) admet les points d�équilibres u� = 0 si r < 0 et u� = K si
r > 0.
Stabilité: Le point u� = 0 est un équilibre instable (si on introduit quelques
individus dans le milieu u (t) croit et donc s�éloigne de 0). Par contre u� = K
est stable (si u0 > K il y trop d�individus par rapport aux capacités du milieu,
donc u (t) décroit et tend vers K; et inversement si u0 < K).
Comportement asymptotique: En intégrant l�équation (2:3) on obtient

u (t) =
Ku0e

rt

K + u0 (ert � 1)
8t � 0: (2.4)

- Si r = 0, alors u(t) = u0 8t � 0;
- Si r < 0; alors u(t)! 0 quand t! +1,
- Si r > 0, alors u(t)! K quand t! +1.
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K = 6, r = 2 et u0 varie.
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u0 = 1; K = 6; r varie.

Sur les graphes �gure 2.1 et �gure 2.2, nous pouvons voir l�in�uence du taux de
croissance r et la capacité limite K sur la variation des e¤ectifs de la population.
- La variation de la population dépend deK par rapport à la condition initiale u0.
- Plus r est grand, plus la population va croître rapidement vers le point d�équilibre.

Remarque: Les modèles précédents négligent plusieurs points :
* L�hétérogénéité des paramétres entre di¤érentes classes d�individus :
- Les juvéniles ne se reproduisent pas.
- Les individus âgés ont un taux de mortalité plus élevé, etc.

* L�hétérogénéité spatiale ou temporelle de l�environnement.
La mortalité ne sera pas la même toute l�année ou en tout point de localisation
de la population. Par exemple elle sera plus grande en hiver à cause du froid.

2.2 Modèles structurés

Dans ce type de modèle les individus de la population ne seront plus consid-
érés comme tous identiques. Nous allons présenter ici que les modèles, en temps
continu, qui seront utilisés par la suite.
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2.2.1 Modèles structurés en âges

Les individus d�une population naissent, grandissent, arrivent à la maturité,
se reproduisent puis meurent, donc le taux de mortalité et de natalité est di¤erent
selon l�age des individus. On ne considèrera pas ce type de modèle dans ce travail.

2.2.2 Modèles structurés en stades

Dans certaines espèces les populations sont di¢ ciles à modéliser en fonction
de l�âge, il est parfois plus intéressant d�utiliser des modèles structurés en stades.
On commence par donner un exemple où la population est structurée en deux
stades et de la même manière on obtient un modèle plus générale à n stades.8><>:

du

dt
= av � eu

dv

dt
= bu� (f + a) v

où u(t): la densité de la population des adultes à l�instant t:
v(t): la densité de la population des juveniles à l�instant t:
a: le taux de passage du stade juvenile au stade adulte;
b: le taux de natalité des juveniles;
e: le taux de mortalité des adultes ;
f : le taux de mortalité des juveniles.

Si on prend en considération la compétition entre les individus de la population
le système devient 8><>:

du

dt
= av � eu� c1u

2 � c2uv

dv

dt
= bu� (f + a) v � d1v

2 � d2vu

où ci et di (i = 1; 2) représentent la compétition entre les individus du même
stade ou de di¤érents stades. Ce système doit être completé par des valeurs des
deux sous populations au temps initial (conditions initiales).
On remarque que l�équation de chacune des variables depend de la seconde vari-
able, elles sont donc couplées.

Les modéles cités ci-dessus sont appliqués à une seule population, mais les
populations ne vivent pas isolées et sont donc en intéractions entre elles. En 1925,
Volterra, motivé par des questions relatives à l�augmentations des poissons (des
sardines et des requins) dans la mer Adriatique pendant la gerre, a proposé son
fameux modèle "proie-prédateur". Dans la même époque, un modèle similaire a
été dévelopé par Lotka. Le modèle de compétition entre les di¤érents populations
a été écrit pour la première fois dans les année 20 pour étudier la dynamique des
populations de liévres et de lynx.



2. Modélisation mathématique en biologie et en écologie 21

2.2.3 Modèles structurés en espace

Nous avons jusqu�à présent négligé la dépendance spatial des populations
étudiées. Pour en tenir compte, nous allons montrer comment représenter des
populations en évolution dans l�espace et dans le temps (voir [48], [49], [55]).
On suppose que les individus de la population résident dans une région 
 (un

ouvert de Rn, n � 1). On suppose qu�en chaque point x 2 
, les individus ont
une probabilité idendique de se déplacer d�un côté ou de l�autre. On note u(t; x)
la densité d�une population en x 2 
 à l�instant t; c�est le nombre d�individus
par unité de volume. Soit x un point de l�habitat 
; fOn � 
g1n=1est une suite
de régions spatiales entourant le point x, leur mesures spatiales jOnj tends vers
0, lorsque n!1 et On+1 � On alors

u (t; x) = lim
n!1

Nombre d�individus dans On au temps t
jOnj

:

La population totale dans n�importe quelle sous région O de 
, à l�instant t estZ
O

u (t; x) dx:

Supposons que la variation de la population au cours du temps est due au �ux
à travers @O; le bord de O: La loi de conservation donne

d

dt

Z
O

u (t; x) dx =

Z
O

@u

@t
(t; x) dx = �

Z
@O

J (t; s) :� (s) ds; (2.5)

où J(t; s):� (s) designera le �ux d�individus par unité de temps à travers un
élément de surface perpendiculaire au vecteur normale � (s) au point s.
D�aprés le théorème de divergence on aZ

@O

J (s; t) :� (s) ds =

Z
O

divx [J (x; t)] dx; (2.6)

où divx [J (x; t)] est la divergence, par rapport à la variable x; du �ux J (x; t) :
Donc de (2:7) et (2:8) on obtientZ

O

�
@u

@t
(t; x) + divx [J (t; x)]

�
dx = 0:

Comme O est arbitraire, alors u est une solution de l�équation aux dérivées
partielles:

@u

@t
(t; x) + divx [J (t; x)] = 0 dans R�+ � 
:

La loi de Fick exprime que les individus se déplacent des régions où la densité de
population est plus grande à des régions où cette densité est plus faible et leur �ux
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est proportionnel à la variation de la densité. Le coe¢ cient de proportionnalité,
notéD, est appelé coe¢ cient de di¤usion (il peut dépendre de la position spatiale
D = D(x)). En outre, le signe de cette dérivée de u par rapport à x est opposé à
celui du �ux. En e¤et, si la densité est décroissante en x, comme les individus se
déplacent aléatoirement, le �ux est orienté positivement. Il en découle la relation

J (t; x) = �D(x)ru (t; x) :
où ru (t; x) est le gradient du vecteur u par rapport à x: On obtient ainsi
l�équation de di¤usion

@u

@t
� divx [D(x)ru] = 0 dans R�+ � 
:

Dans le cas particulier où le coe¢ cient de di¤usion est constant (indépendant de
x), l�expression précédente devient :

@u

@t
�D�u = 0:

Rappelons que nous avons supposé, momentanément, que la variation de la
population au cours du temps est due au �ux à travers le bord de O;mais on peut
évidemment ajouter tous les termes, vus dans les sections précédentes, décrivant
la dynamique de la population étudiée et les regrouper ici sous le nom de terme
de réaction, noté F (u). Donc l�équation devient

@u

@t
� divx [D(x)ru] = F (u) dans R�+ � 
:

Ce type d�équation porte le nom d�équation de réaction-di¤usion.
Ces systèmes d�équations de réaction-di¤usion décrivent la manière dont la con-
centration ou la densité distribuée dans l�espace varie sous l�in�uence de deux
processus : les interactions locales des populations, et la di¤usion qui provoque
la propagation des populations dans l�espace.
Il est trés important de préciser la manière dont les individus se comportent
aux bords du domaine. Restent-ils dans le domaine? Peuvent-ils en sortir?
disparaissent-ils? et si oui de quelle manière ?
Deux types de conditions aux bords sont utilisées dans cette thèse:
a) Conditions aux bords de Dirichlet sont des conditions qui �xent la valeur de
u sur le bords

u (t; x) = 0 sur @
:

b)Conditions aux bords de Neumann sont des conditions qui �xent le �ux d�individus
vers l�extérieur

@u

@�
(t; x) = 0 sur @
:

où @u
@� est le vecteur normal.

Ce choix est conditionné par l�hypothèse que la population évolue dans un do-
maine isolé.



Chapitre 3

Présentation des résultats
obtenus

3.1 Présentation du modèle

L�objet de cette thèse est l�étude d�un système de réaction di¤usion qui
modélise la dynamique d�une population structurée en deux sous-populations,
adultes et jeunes en compétition pour les ressources:8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

@u

@t
+ L1u = a (x) v � e (x)u� c (x)u (u+ v) dans (0;1)� 
;

@v

@t
+ L2v = b (x)u� f (x) v � d (x) v (u+ v) dans (0;1)� 
;

Bu = Bv = 0 sur (0;1)� @
;

u (0; x) = u0 (x) ; v (0; x) = v0 (x) dans 
:

(SP)

où 
 un domaine borné régulier de Rn (n � 1). L�opérateur Lk (pour k 2 f1; 2g)
est un opérateur elliptique d�ordre deux sous forme divergence

Lku = �
nX

i;j=1

@

@xi

�
akij (x)

@u

@xj

�
pour k = 1; 2 (3.1)

où akij 2 C1
�


�
. L�opérateur peut alors s�écrire sous la forme non divergence

Lku = �
nX

i;j=1

akij (x)
@2u

@xi@xj
+ bkij (x)

@u

@xj
pour k = 1; 2 (3.2)

où bki 2 C
�


�
:

23
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On suppose que les coe¢ cients akij sont symétriques a
k
ij = akji et véri�ant les

conditions d�ellipticité: Il existe �k > 0 telle que
nX

i;j=1

akij (x) �i�j � �k j�j2 8� 2 Rn;8x 2 
:

? La fonction u représente la concentration de la population des adultes,
? v représente la concentration de la population des juveniles,
? a désigne le taux de la population des juveniles qui deviennent adultes,
? Le c�¢ cient b est le taux de natalité des juveniles produit par les adultes,
? e le taux de mortalité des adultes,
? f = f + a avec f le taux de mortalité des juveniles,
? Les fonctions c et dmesurent la compétition entre les adultes et les juveniles.

Les c�¢ cients du système a; b; e; f; c; d 2 L1 (
) sont des fonctions positives
et bornées dans 
. Les conditions initiales u0 et v0 sont des fonctions positives
et bornées dans 
.

L�opérateur B représente les conditions de bord de Dirichlet

u = v = 0 sur @
;

ou bien de Neumann
@u

@�
=
@v

@�
= 0 sur @
:

On considère le système elliptique associé au système (SP )8>>>><>>>>:
L1u = a (x) v � e (x)u� c (x)u (u+ v) dans 


L2v = b (x)u� f (x) v � d (x) v (u+ v) dans 


Bu = Bv = 0 sur @


(SE)

Le système (SE) s�écrit sous forme matricielle:8<:
LU = AU +N (U) dans 


BU = 0 sur @


où

U =

�
u
v

�
; L =

�
L1 0
0 L2

�
, A (x) =

0@ �e (x) a (x)

b (x) �f (x)

1A
et N le terme non lineaire tel que

N (U) (x) =

0@ �c (x)u (u+ v)

�d (x) v (u+ v)

1A :
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3.2 Présentation de quelques résultats connus

Dans le cas particulier où L1 = L2 = �� et c; d sont des constantes, le
système (SP) et le système stationnaire associé (SE) ont été discutés comme
étant un problème de contrôle optimal dans [8], [15] et [46].
Sous certaines conditions les auteurs ont montré que le problème (SE), pour les
conditions au bord de Neumann dans [8] et pour les conditions de Dirichlet dans
[15], admet une unique solution strictement positive.
Soit

C�1 � C�2 = f(e; f) 2 L1 (
) : 0 � e � �1; 0 � f � �2g ;
où �1; �2 sont des constantes positives �xées.
Considérons le problème de valeurs propres suivant:8<:

Lkw + q (x)w = �w dans 
;

Bw = 0 sur @


On note par '1 (Lk + q) l�unique fonction propre associé à la valeur propre prin-
cipale �1 (Lk + q) qui véri�e '1 (Lk + q) > 0 dans 
 et k'1 (Lk + q)kL1(
) = 1:

Théorème 3.1 ([8]) : Supposons que c; d 2 R+

a
inf
b
inf
> �1�2; (H�1)8<:

a
sup � a

inf
(1 + �)

b
sup � b

inf
(1 + ��1)

où � =
a
inf
=c

b
inf
=d
: (H2)

Alors, pour chaque (e; f) 2 C�1 � C�2 ; il existe une unique solution strictement
positive de (SE).

Théorème 3.2 ([15]) : Supposons que c; d 2 R+

a
inf
b
inf
> �1 (��+ �1) �1 (��+ �2) ; (H1)8<:

a
sup � a

inf
(1 + �)

b
sup � b

inf
(1 + ��1)

où � =
a
inf
=c

b
inf
=d
: (H2)

Alors, pour chaque (e; f) 2 C�1 � C�2 ; il existe une unique solution strictement
positive (u; v) du système (SE): De plus,

(u; v) 2
h
0;
a
inf

c

i
�
�
0;
b
inf

d

�
:
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Dans le cas où Li = �di�; a; b; e; f 2 C
�


�
et c; d sont des constantes

non nulles, K.J.Brown et Y. Zhang [14] ont donné une condition nécéssaire et
su¢ sante pour obtenir une solution strictement positive du système (SE) avec
les conditions au bord de Neumann, en terme de la valeur propre principale du
système linéaire correspendant.

Théorème 3.3 : Le système (SE) admet une solution fortement positive si, et
seulement si,

�
1 (A) < 0

où �
1 (A) valeur propre principale de l�opérateur (L � A (x)) :

Dans mon mémoire de magistère [36], nous avons démontré le résultat obtenu
par K.J.Brown et Y. Zhang [14] dans le cas où c; d sont deux fonctions contin-
ues strictement positives et avec des conditions au bord de Dirichlet, par une
approche basée sur la théorie d�indice d�un point �xe qui est une méthode de
continuation di¤érente de la méthode de monotonie utilisée dans [14]. Nous
avons démontré les résultats suivants:
1) Si p

a
min

b
min

> �1 (��+ e+ f) ;

alors le système (SE) admet une solution strictement positive.
2) Si le système (SE) admet une solution strictement positive alors

a
max

b
max

> �1 (��+ e) �1 (��+ f) :

3.3 Présentation des résultats obtenus

Nous décrivons ici les principaux résultats obtenus dans cette thèse. Nous
commencons par donner quelques resultats pour le système stationnaire.

3.3.1 Système elliptique

Dans [8] et [15] les auteurs ont énoncé un résultat d�existence et d�unicité
des solutions strictement positives. La condition d�existence est plus faible dans
[12] et [14], elle est donnée en terme de la valeur propre principale du système
linéaire correspondant. Il sera intéressant d�établir une condition équivalente en
terme des coe¢ cients du système.
Supposons que les coe¢ cients c et d sont des fonctions continues dans 
.
Tout d�abord nous avons généralisé dans [37] les résultats d�existence obtenus

dans [12] et [14] en éliminant la condition

(C2) c (x) > 0 et d (x) > 0 dans 
:
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Les coe¢ cients c (x) et d (x) ne sont pas nécessairement strictement positives
veut dire qu�il peut y avoir des régions dans 
 où il y a su¢ sament de ressources
et donc la compétition entre les individus est nulle dans ces régions.
Nous allons montrer le théorème suivant:

Théorème 3.4 Le système (SE) admet une solution fortement positive
si, et seulement si,

�
1 (A) < 0:

Si la condition (C2) est véri�ée alors une solution fortement positive (u; v),
si elle existe, est unique. De plus,

(u; v) 2
�
0;
a
sup

c
inf

�
�
�
0;
b
sup

d
inf

�
:

Cela est une conséquence du théorème suivant:

Théorème 3.5 Supposons que �
1 (A) < 0: Si les conditions

(C2) c (x) > 0 et d (x) > 0 dans 
:

et

(CR)

8<:
a
sup � e

inf
� + c

inf
R1 (1 + �)

b
sup � f

inf
��1 + d

inf
R2 (1 + �

�1)
où � =

R1
R2
:

sont véri�ées. Alors, il existe une unique solution de (SE) dans

["'1; R1]� ["'2; R2] ;

où " est su¢ sament petit et ' = ('1; '2) la fonction propre associée à �


1 (A).

Il est clair que la condition (CR) est toujours véri�ée dans les cas suivants:

1) Si R1 � a
sup

c
inf

et R2 �
b
sup

d
inf

;

2) Si R1 = R2 � max

��
a
sup � e

inf

2c
inf

�
;

�
b
sup � f

inf

2d
inf

��
:

Remarque 3.1 Nous allons montrer dans le chapitre 5 que si a et b sont des
constantes, alors �
1 (A) < 0 si et seulement si,

ab > �
1 (L1 + e) �
1 (L2 + f) :

par conséquent,

max

��
a
sup � e

inf

2c
inf

�
;

�
b
sup � f

inf

2d
inf

��
> 0:
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Maintenant on suppose que les coe¢ cients c et d ne sont pas nécessairement
strictement positives et on considère la matrice suivante

Ar (x) =

0@ �e (x)� 2rc (x) a (x)

b (x) �f� 2rd (x)

1A :

Théorème 3.6 Supposons que �
1 (A) < 0. Si il existe r > 0 tel que

�
1 (Ar) > 0:

Alors, il existe une unique solution de (SE) dansh
"'1;

r

"
 1

i
�
h
"'2;

r

"
 2

i
où " est su¢ sament petit et ( 1;  2) la fonction propre associée à �



1 (Ar) :

Nous démontrons ensuite la stabilité des solutions.

Théorème 3.7 Si (u�; v�) est une solution de (SE) telle que

u� <
a
inf

csup
et v� <

b
inf

dsup

Alors (u�; v�) est stable.

Corollaire 3.1 Supposons que les coe¢ cients �; b; c et d sont constants:
Si �
1 (A) < 0; alors l�unique solution fortement positive de (SE) est stable.

Si on suppose que les coe¢ cients a; b; e; f sont des fonctions continues dans 

alors on obtient le théorème suivant, qui donne plus de propriétés aux solutions

Théorème 3.8 Supposons que (SE) admet une solution strictement positive
(u; v). Alors elle véri�e

k(u; v)k < R

si, et seulement si,

R > ��


1 (A)

2M
:

où M = max
�
c
max
; d

max	
:

Dans le cas particulier où Lk = ��k�; �k > 0 (k = 1; 2); nous allons donner
les conditions nécessaires et su¢ santes des Théorèmes 3.4 et 3.8 en fonction des
coe¢ cients du système.
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Corollaire 3.2 Le système (SE) admet une solution strictement positive (u; v)
telle que

k(u; v)k < R

si, et seulement si,Z



a (x)F2dx

Z



b (x)T1dx > �
1 (e) �


1 (f)

Z



F1dx

Z



T2dxZ



a (x)F2dx

Z



b (x)T1dx <
�
�
1 (e) + 2MR

� �
�
1 (f) + 2MR

� Z



F1dx

Z



T2dx

où, pour i = 1; 2; Fi = 'i�1 (��1�+ e), Ti = 'i�1 (��2�+ f) (pour i = 1; 2)
et pour simpli�er les écritures on note ici �
1 (q) = �
1 (��1�+ q).

Il est important de noter que les conséquences de ces résultats sont prouvées
dans [8], [12], [14], [15] et que l�hypothèse (H2) n�est pas nécessaire pour montrer
l�unicité des solutions, elle sert à clari�er le domaine d�existence de la solution.

3.3.2 Système parabolique

Nous allons étudier le problème (SP) en utilisant la théorie des semi-groupes.
On considère l�opérateur

�Ap = �
�
L1 + e 0
0 L2 + f

�
dé�ni sur D(Ap) =Wp

B
(
) et qui engendre un semi-groupe analytique, compact

et positif sur Lp (
) :
Pour � 2 [1

2
; 1), on introduit la puissance fractionnaire de l�opérateur Ap

A�p : D(A�p )! Lp (
) (3.3)

où D(A�p ) est le domaine de l�opérateur A�p qui est un espace de Banach muni
de la norme

kUk� =
A�pULp :

Nous allons montrer l�existence d�une unique solution globale de (SP ) :

Théorème 3.9 Supposons que U0 2 D(A�p ) alors le système (SP ) admet une
unique solution globale notée U(t; U0) pour t � 0.
De plus, si U0 est strictement positive alors la solution est fortement positive.

Soit R1 ; R2 > 0; on considère l�espace métrique complet dé�ni par

W�
� =

�
� 2 D(A�p ) : � (x) 2 � = [0; R1 ]� [0; R2 ] ; x 2 


	
:

En utilisant des résultats établis dans [52] et [63] on obtient le résultat suivant:
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Proposition 3.1 Supposons que la condition

�cCR�
8<:

a
sup � c

inf
R1 (1 + �)

b
sup � d

inf
R2 (1 + �

�1)
où � =

R1
R2
:

est véri�ée. Si U0 2 W �
� , alors pour tout t 2 [0; �max) : U(t) 2 W�

� :

Il est clair que la condition
�cCR� est toujours véri�er si

R1 = max

�
a
sup

c
inf

; ku0k1
�

and R2 = max

�
b
sup

d
inf

; kv0k1
�
:

Par conséquent, on obtient �max = +1.
A�n de montrer l�existence d�un attracteur global, nous avons besoin de mon-

trer le résultat suivant:

Proposition 3.2 Supposons que U0 2 D(A�p ) est strictement positive. Alors

lim
t�!1

ku(t; u0)k1 �
a
sup

c
inf

et lim
t�!1

kv(t; v0)k1 �
b
sup

d
inf

;

Théorème 3.10 Supposons que U0 2 D(A�p ) est strictement positive. Le semi-
groupe fS (t) ; t � 0g associé au système (SP ) admet un attracteur global compact
dans D(A�0p ) pour �0 2 (�; 1).

En générale, on n�a pas l�injection suivante

D(A�p ) ,!W2�;p
B

;

cependant elle est vraie dans le cas des conditions au bord de Dirichlet, voir [6].
Dans le cas des conditions au bord de Neumann, il est approprié de travailler
avec des espaces de Banach échelonnés donnés par l�interpolation au lieu des
espaces dé�nies par la puissance fractionnaire.

Corollaire 3.3 Supposons que U0 2 D(A�p ) est strictement positive.
Pour 2�0 �

n

p
> 1 + �, le semi-groupe associé au système (SP ) admet un at-

tracteur global compact dans C1+�
�


�
� C1+�

�


�
for � 2 (0; 1).

Par la suite, on suppose 2�0 �
n

p
> 1 + � et nous étudions le comportement

asymptotique des solutions de (SP ) par rapport à la solution d�équilibre.
Tout d�abord on suppose que c et d sont des fonctions continues et on note

�� = [0; R
0
1]� [0; R02]

où R01 =
a
inf

csup
et R02 =

b
inf

dsup
:
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Théorème 3.11 Supposons que U0 2 W�0
��
-f0g : Si �
1 (A) < 0 et la condition�dCR0� est véri�ée, alors

lim
t!1

U (t; U0) = U�;

où U� >> 0 est un unique point d�équilibre de (SP ) dans C1+�
�


�
� C1+�

�


�
.

Corollaire 3.4 Supposons que a; b; c et d sont des constantes. Si U0 2 D(A�0p )
est strictement positive et

ab > �
1 (L1 + e) �
1 (L2 + f)

alors
lim
t!1

U (t; U0) = U�;

où U� >> 0 est un point d�équilibre de (SP ) dans C1+�
�


�
� C1+�

�


�
.

Proposition 3.3 Si U0 2 D(A�0p ) est strictement positive et �1 (A) < 0 alors

lim
t!1

u (t; u0) � R et lim
t!1

v (t; v0) � R;

où R = max

��
a
sup � e

inf

2c
inf

�
;

�
b
sup � f

inf

2d
inf

��
:
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Chapitre 4

Principe du maximum pour les
équations elliptiques linéaires

Il est bien connu que le principe de maximum dans ses di¤érentes versions
est un outil très important dans l�analyse des équations aux dérivées partielles
telles que l�existence, l�unicité et l�étude qualitative des solutions. Par exemple, la
méthode de sous et sur-solutions est basée sur le principe de maximum (voir [57],
[60], [62]). Les bonnes références générales pour di¤érentes formes du principe
du maximum sont données dans [31] et [59].

4.1 Principe du maximum et valeur propre

Dans cette section, nous donnons la caractérisation du principe de maximum
fort pour les équations elliptiques du second ordre en terme de la positivité de
la valeur propre principale et en terme d�existence d�une stricte sur-solution. Ce
résultat a été caractérisé dans le cas des conditions au bord de Dirichlet dans
[50] et étendu au cas des conditions au bord plus générales dans [7] et [24]. Des
extensions aux domaines plus générales ont été étudiés dans [10].
Tout d�abord on considère le problème au bord suivant, noté par (Lk + q;B;
) ;8<:

Lkw + q (x)w = f (x) dans 
;

Bw = 0 sur @
:
(4.1)

Dé�nition 4.1 On dit qu�une fonction �w 2 W 2;p (
) est une sur-solution de
(Lk + q;B;
) si elle véri�e le système suivant:8<:

Lk �w + q (x) �w � 0 dans 
;

B �w � 0 sur @
:

Une sur-solution est dite stricte, si au moins l�une des inégalités est stricte.
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Dé�nition 4.2 On dit que le problème (Lk + q;B;
) satisfait le principe du
maximum fort si pour toute sur-solution w 2 W 2;p (
), l�une des assertions
suivantes est véri�ée:

w � 0 ou bien w � 0:

En d�autres termes, 1) Si w 2 W 2;p (
) satisfait8<:
Lkw + q (x)w � 0 dans 
;

Bw � 0 sur @


avec l�une des inégalités est stricte, alors w � 0:
2) w � 0 est l�unique solution du problème8<:

Lkw + q (x)w = 0 dans 
;

Bw = 0 sur @
:

On peut reformuler le Theorem 6.1 dans [3] pour obtenir le théorème suivant:

Théorème 4.1 Il existe !0 2 R tel que pour chaque K > !0 le problème
(Lk + q +K;B;
) satisfait le principe du maximum fort.

Considérons le problème aux valeurs propres suivant:8<:
Lkw + q (x)w = �w dans 
;

Bw = 0 sur @

(4.2)

dans W 2;p (
) et on note par Lpk la fermeture de l�opérateur (Lk + q)����W 2;p

B
(
)
dans

Lp (
). Alors le problème (4:2) peut s�écrire:

Lpkw = �w dans Lp (
) :

Le spectre et l�espace propre de Lpk sont independents de p > N . De plus, Par le
principe du maximum fort et la généralisation du Théorème de Krein Rutman
(voir Appendix A) ainsi que le Théorème 3 dans [56], on obtient le résultat
suivant (voir aussi la Section 2 dans [7]).

Théorème 4.2 Il existe au moins une valeur propre réelle du problème (4:2),
notée �
1 (Lk + q) ; appelée valeur propre principale de (Lk + q;B;
) dans 
:
Elle est simple et elle possède une unique fonction propre fortement positive et
normalisée �1 (Lk + q), appelée fonction propre principale. De plus, �
1 (Lk + q)
est la seule valeur propre de (4:2) qui possède une fonction propre positive. Toute
autre valeur propre � de (4:2) véri�e Re � > �
1 (Lk + q)et

(Lpk +K)�1 : Lp (
)! Lp (
)

est positive, compacte et irréductible pour K > ��
1 (Lk + q).
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Remarque 4.1 Toute stricte sur-solution positive de (Lk + q;B;
) est forte-
ment positive.

La caractérisation du principe de maximum fort est donnée par le théorème
suivant (voir Section 2 de [7], [24] et [50]).

Théorème 4.3 Les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) (Lk + q;B;
) admet une stricte sur-solution positive;

(ii) (Lk + q;B;
) véri�e le principe de maximum fort;

(iii) �
1 (Lk + q) > 0:

4.2 Propriétés de la valeur propre principale

Dans cette section nous allons utiliser le Théorème 4.3 pour donner quelques
propriétés de la valeur propre principale �
1 (Lk + q).

Proposition 4.1 1) Soit q1 et q2 deux fonctions dans L1 (
) telles que q1 < q2.
Alors on a

�
1 (Lk + q1) < �
1 (Lk + q2) :

2) Soit 
1 un sous domaine de 
 avec le bord @
1 assez régulier. Alors

�
1 (Lk + q) < �
11 (Lk + q) :

Preuve. 1) Soit �
1 (Lk + q1) une valeur propre du problème (4:2) dont la
fonction propre associée est �1 = � (Lk + q1). Alors8<:

Lk�1 + q1�1 = �
1 (Lk + q1)�1 dans 
;

B�1 = 0 sur @
:

D�autre part on a�
Lk + q2 � �
1 (Lk + q1)

�
�1 =

�
Lk + q1 � �
1 (Lk + q1)

�
�1 + (q2 � q1)�1 > 0:

On remarque que �1 est une stricte sur-solution du système8<:
�
Lk + q2 � �
1 (Lk + q1)

�
w = 0 dans 
;

Bw = 0 sur @
:

Il découle du Théorème 4.3 que

�
1
�
Lk + q2 � �
1 (Lk + q1)

�
> 0:
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2) Soit � = � (Lk + q) une fonction propre associée à la valeur propre princi-
pale �
1 (Lk + q) : Alors8<:

�
Lk + q � �
1 (Lk + q)

�
� = 0 dans 
1;

B� > 0 sur @
1:

Ce qui signi�e que la fonction � est une stricte sur-solution positive du système�
Lk + q � �
1 (Lk + q) ;B;
1

�
et donc grâce au Théorème 4.3 on trouve que

�
11
�
Lk + q � �
1 (Lk + q)

�
> 0:



Chapitre 5

Système linéaire coopératif

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étend les résultats du Chapitre précédent aux systèmes
linéaires coopératifs. C�est-à-dire nous donnons une caractérisation du principe
du maximum fort en terme de la positivité de la valeur propre principale et en
terme d�existence d�une stricte sur-solution.
Le principe du maximum pour les systèmes coopératives a été déjà discuté par
plusieurs auteurs sous diverses hypoyhèses ([4], [11], [22], [28], [39], [53], [54],
[64]). Dans [20] Correa et Souto ont donné une approche basée sur la théorie
d�indice d�un point �xe pour obtenir le principe du maximum.
Nous supposons que e et f ne sont pas nécessairement positives.

5.2 Principe du maximum et valeur propre

Considérons le système linéaire associé au système (SE)�
LU = AU dans 
;
BU = 0 sur @
:

(SL)

Si � (x) � 0 et b (x) � 0 dans 
; on dit que (SL) est un système linéaire
coopératif et la matrice A (x) est une matrice coopérative. Si a > 0 et b > 0
alors A(x) est dite fortement coopérative (voir [54]).

Dé�nition 5.1 On dit que (�u; �v) 2Wp (
) est une sur-solution de (SL) si8>>>><>>>>:
L1�u � a (x) �v � e (x) �u dans 
;

L2�v � b (x) �u� f (x) �v dans 
;

B�u � 0;B�v � 0 sur @
:

Une sur-solution est dite stricte, si au moins l�une des inégalités est stricte.
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Dé�nition 5.2 On dit que le système (SL) satisfait le principe du maximum
fort si pour toute sur-solution U 2Wp (
) de (SL) l�une des assertions suivantes
est véri�ée:

U � 0 ou bien U � 0 dans 
:

La validité du principe du maximum fort est garantie si nous supposons que

a (x) > 0 et b (x) > 0 dans 
: (C1)

Ainsi, pour le reste de la thèse nous supposons que cette condition est satisfaite.

Lemme 5.1 L�opérateur

1) (Lp � A+KI) : Lp (
)! Lp (
) est inversible.

2) (Lp � A+KI)�1 est compact.

Preuve. Les coe¢ cients a; b; e; f 2 L1 (
) sont des fonctions bornées dans

; alors il existe une constante c > 0 telle que

kAUkLp � c kUkLp :

Nous choisssons K assez grand tel que

k(L � A+KI)UkLp � (K � c) kUkLp > 0 pour tout U 6= 0:

Cela montre que (Lp � A+KI) : Lp (
)! Lp (
) est inversible (voir [21] p.p
346).
D�autre part, puisque

(Lp � A+KI)�1 = (Lp +KI)�1 + (Lp � A+KI)�1A (Lp +KI)�1 ;

alors (Lp � A+KI)�1 est compact (voir [4]).

Théorème 5.1 Les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) (SL) admet une stricte sur-solution positive dans Wp (
) ;

(ii) (SL) véri�e le principe de maximum fort;

(iii) L�opérateur (L � A) admet une valeur propre principale �
1 (A) > 0:

Remarque 5.1 L�assertion (i) peut être énoncée de deux manières:

1) U0 � 0 satisfait (L � A)U0 > 0;

ou 2) U0 � 0 satisfait (L � A)U0 = 0 et U0 > 0 sur @
:
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La preuve du Theorem 5.1 est donnée dans [12] et [14] dans des cas partic-
uliers, pour aider le lecteur nous fournissons la preuve complète.
Preuve. (i) ) (ii) Soit (u1; v1) 2 Wq (
) une stricte sur-solution du

système (SL) avec q > n. Puisque W 2;p2 (
) � W 2;p1 (
) pour p2 > p1, en
remplaçant p ou q par p ^ q, nous pouvons supposer que (u1; v1) 2Wp (
).
Supposons que le résultat soit faux, alors

(i) u1 � v1 � 0;

(ii) u1 � 0; v1 � 0 dans 
;

ne sont pas véri�ées.
Pour t 2 [0; 1], on dé�nie

ut = (1� t)u0 + tu1;

vt = (1� t) v0 + tv1:

Puisque u0; v0 � 0 dans 
; Alors il existe t0 2 ]0; 1] tel que

ut; vt � 0 dans 
 8t 2 [0; t0[ ;

et de plus, ut0 ou bien vt0 ne s�annule pas dans 
: Nous pouvons supposer sans
perte de généralité que

9bx 2 
 : ut0 (bx) = 0:
D�autre part, on a ut0 et vt0 véri�e8<:

L1ut0 � e (x)ut0 � a (x) vt0 dans 
;

But0 � 0 sur @
;
(5.1)

et ainsi 8<:
L1ut0 � e (x)ut0 > 0 dans 
;

But0 � 0 sur @
:

D�après le principe du maximum on a

ut0 � 0 ou bien ut0 � 0:

Puisque ut0 s�annule dans 
, alors ut0 � 0. Par la suite, grâce à l�hypothèse (C1)
l�équation (5:1) implique que vt0 � 0.
Puisque u1 et v1 non identiquement nulles alors t0 < 1 et

ut0 = (1� t0)u0 + t0u1 = 0;

vt0 = (1� t0) v0 + t0v1 = 0;
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implique que

u1 =
(1� t0)

t0
u0 � 0;

v1 =
(1� t0)

t0
v0 � 0;

ce qui entraîne une contradiction.
(ii) ) (iii) Tout d�abord nous allons montrer que (L � A+KI)�1 admet une
valeur propre principale positive.
Soit G 2 Lp (
) telle que G > 0. Supposons que U = (L � A+KI)�1G alors

(L � A+KI)U � 0:

Choisissons K assez grand tel que

a (x)� e(x)�K < 0 dans 
;

b (x)� f(x)�K < 0 dans 
:

Alors (K;K)t est une stricte sur-solution du système8<:
(L � A+KI)U = 0 dans 
;

BU = 0 sur @
:

Puisque (i) ) (ii) alors le système satisfait le principe du maximum. Par
conséquent, comme U est non identiquement nulle, alors U � 0.
L�opérateur (L � A+KI)�1 est compact et fortement positive alors d�après le
Théorème de Krein Rutman, il existe  � 0 et � > 0 telles que8<: (L � A+KI)�1  = � dans 
;

B = 0 sur @
:

Par conséquent �
1 (A) =
1

�
�K: Supposons que �
1 (A) � 0, alors8<: (L � A) = �
1 (A) � 0 dans 
;

B = 0 sur @
:

Le principe de maximum implique que  � 0; ce qui entraîne une contradiction.
(iii)) (i) Soit ' une fonction propre associée à �
1 (A). Alors8<: L'� A' = �
1 (A)' > 0 dans 
;

B' = 0 sur @
:

On conclut donc que ' est une positive stricte sur-solution du système (SL).
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5.3 Quelques propriétés de la valeur propre

Par un raisonnement similaire à celui de la Proposition 4.1, on obtient les
propriétés suivantes de la valeur propre principale �
1 (A) que nous utiliserons
par la suite.

Proposition 5.1 1) Soit A1 et A2 deux matrices fortement coopératives telle
que A1 < A2 . Alors

�
1 (A1) < �
1 (A2) :

2) Soit 
1 un sous domaine de 
 avec le bord @
1 assez régulier. Alors

�
1 (A) < �
11 (A) :

5.4 Une autre caractérisation du principe du
maximum.

Le théorème suivant nous fournit une autre caractérisation du principe du
maximum. Ce théorème ainsi que le Théorème 4.3 sont prouvés dans [54] pour
l�espace C2 (
)� C2 (
) :

Théorème 5.2 Le système (SL) véri�e le principe du maximum si et seulement
si,

�
1 (L1 + e) > 0; �
1 (L2 + f) > 0 (5.2)

spr
�
(L1 + e)�1

�
a (x) (L2 + f)�1 [b (x) :]

��
< 1 (5.3)

Preuve. Supposons que (SL) véri�e le principe du maximum. Soit (g1; g2) 2
Lp (
) telle que (g1; g2) > 0; alors le système suivant8>>>><>>>>:

[L1 + e (x)]u = a (x) v + g1 (x) dans 
;

[L2 + f (x)] v = b (x)u+ g2 (x) dans 
;

Bu = 0;Bv = 0 sur @
:

(5.4)

admet une solution u; v � 0. Ce qui implique que8<:
a (x) v + g1 (x) dans 
;

b (x)u+ g2 (x) dans 
;

D�après le principe du maximum pour les équations (Théorème 4.3) on a

�
1 (L1 + e) > 0; �
1 (L2 + f) > 0
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En éliminant v de la seconde equation de (5:4) et substituant le résultat dans la
première équation on obtient

u =
�
(L1 + e)�1

�
a (x) (L2 + f)�1 [b (x)u]

��
+ g (x)

où

g (x) = (L1 + e)�1 g1 (x) + (L1 + e)�1
�
a (x) (L2 + f)�1 g2 (x)

�
� 0 (5.5)

Puisque l�opérateur

(L1 + e)�1
�
a (x) (L2 + f)�1 [b (x) :]

�
est un endomorphisme compact de Lp (
) et préservant l�ordre fortement alors
le Théorème 3.2 dans [5] implique que

spr
�
(L1 + e)�1

�
a (x) (L2 + f)�1 [b (x) :]

��
< 1:

Inversement, supposons que

�
1 (L1 + e) > 0 et �
1 (L2 + f) > 0:

Pour tout (g1; g2) > 0 la fonction g (x) dé�nie par (5:5) est fortement positive.
D�après la condition (5:3) et le Théorème 3.2 dans [5] l�équation

u =
�
(L1 + e)�1

�
a (x) (L2 + f)�1 [b (x)u]

��
+ g (x)

admet une unique solution u� 0. Par la suite

b (x)u+ g2 (x) > 0

D�après la seconde équation de (5:4) on obtient v � 0:

Corollaire 5.1 Supposons que a et b sont des constantes. Alors �
1 (A) > 0 si
et seulement si,

�
1 (L1 + e) > 0; �
1 (L2 + f) > 0
ab < �
1 (L1 + e) �
1 (L2 + f) :

Remarque 5.2 Supposons que a et b sont des constantes. Alors �
1 (A) < 0 si
et seulement si,

�
1 (L1 + e) > 0; �
1 (L2 + f) > 0
ab > �
1 (L1 + e) �
1 (L2 + f) :
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Maintenant, on considère le cas particulier où Lk = ��k� pour k = 1; 2.

Soit
�
'1
'2

�
une fonction propre associée à �
1 (A) ; alors on a :8>>>><>>>>:

��1�'1 + e (x)'1 � a (x)'2 = �
1 (A)'1 dans 
;

��2�'2 + f (x)'2 � b (x)'1 = �
1 (A)'2 dans 
;

B'1 = 0;B'1 = 0 sur @
:

(E)

Proposition 5.2 �
1 (A) > 0 si et seulement si,

�
1 (��1�+ e) > 0; �
1 (��2�+ f) > 0;Z



a (x)F2dx

Z



b (x)T1dx < �
1 (��1�+ e) �
1 (��2�+ f)
Z



F1dx

Z



T2dx;

où Fi = 'i�1 (��1�+ e), Ti = 'i�1 (��2�+ f) ( pour i = 1; 2)

Preuve. En multipliant la première équation du système (E) par la fonction
propre �1 (e) = �1 (��1�+ e) et en intégrant sur 
, on obtientZ




�
�
1 (��1�+ e)� �
1 (A)

�
'1�1 (e) dx =

Z



a (x)'2�1 (e) dx:

pour simpli�er les écritures, on note Fi = 'i�1 (e) pour i = 1; 2.

�
1 (��1�+ e)

Z



F1dx� �
1 (A)

Z



F1dx =

Z



a (x)F2dx (5.6)

De façon similaire, si en multipliant la seconde équation du système (E) par
�1 (f) = �1 (��2�+ f) et en intégrant sur 
, on obtient

�
1 (��2�+ f)
Z



T2dx� �
1 (A)

Z



T2dx =

Z



b (x)T1dx (5.7)

où Ti = 'i�1 (f) pour i = 1; 2:
Par conséquent, l�équation (5.6) et (5.7) donne

I =

Z



a (x)F2dx

Z



b (x)T1dx� �
1 (��1�+ e) �
1 (��2�+ f)
Z



F1dx

Z



T2dx

��
1 (A)
�
�
1 (��2�+ f)

Z



T2dx� �
1 (A)

Z



T2dx

� Z



F1dx

��
1 (A)
�
�
1 (��1�+ e)

Z



F1dx

� Z



T2dx:
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D�aprés l�équation (5.7) on a�
�
1 (��2�+ f)

Z



T2dx� �
1 (A)

Z



T2dx

�
> 0:

Then �
1 (A) > 0 si et seulement si,

�
1 (��1�+ e) > 0; �
1 (��2�+ f) > 0;Z



a (x)F2dx

Z



b (x)T1dx < �
1 (��1�+ e) �
1 (��2�+ f)
Z



F1dx

Z



T2dx:

Remarque 5.3 On considère que f = e + k; k 2 R, cela veut dire que pour
i = 1; 2; Fi = Ti. Si a et b sont des constantes alors �



1 (A) < 0 si et seulement

si,
�
1 (��1�+ e) > 0; �
1 (��2�+ f) > 0
ab > �
1 (��1�+ e) �
1 (��2�+ f)



Partie III

Modèle structuré en deux stades
avec competition
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Chapitre 6

Système elliptique modélisant
deux sous populations

6.1 Introduction

Les solutions du système elliptique représentent les solutions d�équilibre du
système (SP ) qui ne dépendent pas du temps. Elles sont souvent décrites comme
des états asymptotiques atteints par des solutions du problèmes paraboliques.
Ce chapitre s�organise comme suit : Nous allons donner dans la section 6.2
une condition nécessaire et su¢ sante pour montrer l�existence d�une solution
positive du sytème (SE). Notre approche est basée sur le principe du maximum
du système linéaire coopératif et la théorie du point �xe. La méthode itérative de
sous-solutions et sur-solutions nous permettra dans la section qui suit d�étudier
l�unicité des solutions. La section 6.3 est consacrée à l�étude de la stabilité des
états stationnaires.
Dans ce chapitre on suppose que les coe¢ cients c et d sont des fonctions

continues dans 
.

6.2 Existence et non existence des solutions

En premier lieu, remarquons que (u; v) = (0; 0) est une solution de (SE).
Si (u; 0) est une solution de (SE), c�est-à-dire8>>>><>>>>:

L1u = �e (x)u� c (x)u2 dans 
;

0 = b (x)u dans 
;

Bu = 0 sur @
:

Comme on a b > 0 alors u � 0:
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De même si (0; v) une solution de (SE) on a8>>>><>>>>:
L2v = �f (x) v � d (x) v2 dans 
;

0 = a (x) v dans 
;

Bv = 0 sur @
:

Comme a > 0 alors v � 0:
Nous concluons que le système (SE) ne possède pas de solutions sous la forme

(u; 0) ; (0; v) avec u 6= 0; v 6= 0:

Soit C le cone positif de C1+�
�


�
� C1+�

�


�
pour � 2 (0; 1) et

CR = C \B (0; R) ; @CR (0; R) = C \ @B (0; R) ;

où B (0; R) est une boule dans C1+�
�


�
� C1+�

�


�
de rayon R > 0.

On dé�nit la couronne

C ("; R) =
n
U 2 C : " � kUk1;� � R

o
:

On dé�nit l�opérateur non linéaire T , pour � 2 (0; 1),

T : C1+�
�


�
� C1+�

�


�
�! C1+�

�


�
� C1+�

�


�

de telle manière que ses points �xes soient des solutions de (SE).

Pour U 2 C1+�
�


�
� C1+�

�


�
, T (U) véri�e8<: T (U) = (L � A+KI)�1 (N (U) +KU) dans 
;

B [T (U)] = 0 sur @
:

On choisit K > 0 assez grand tel que

�
1 (A) +K > 0

et pour tout U 2 CR on a
M (u+ v) � K:

Théorème 6.1 Le système (SE) admet une solution positive dans C ("; R)
si, et seulement si,

�
1 (A) < 0:
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Preuve. 1) On note eU = T (U) : Pour U 2 CR; le système suivant8<:
(L � A+KI) eU = N (U) +KU � 0 dans 
;

BeU = 0 sur @
:

satisfait le principe du maximum, alors T (U) � 0: L�opérateur

T : CR ! C1+�
�


�
� C1+�

�


�

est compact et il peut s�écrire

T (U) = (L � A+KI)�1 (N (U) +KU) ;

= U1 +K (L � A+KI)�1 U:

2) Pour U 2 @CR; on a8<:
(L � A+KI)U1 = N (U) < 0 dans 
;

BU1 � 0 sur @
:

alors le principe du maximum implique que U1 < 0: Puisque

0 < �
1 (L � A+KI) < K;

alors
� = �
1

�
K (L � A+KI)�1

�
> 1:

Donc pour U 2 @CR

T (U) = U1 +K (L � A+KI)�1 U < �U 8� > 1:

3) T (U) a une autre représentation:

T (U) = (L � A+KI)�1
�
N (U)� �1 (A)U +KU + �
1 (A)U

�
;

= U2 + (L � A+KI)�1KU + (L � A+KI)�1 �
1 (A)U:

On choisit " > 0 su¢ sament petit tel que pour U 2 @C" on a

u � ��
1 (A)
2M

et v � ��
1 (A)
2M

où M = max
�
c
max
; d

max	
:
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Alors le système suivant8<: (L � A+KI)U2 = N (U)� �
1 (A)U dans 
;

B (U2) = 0 sur @
:

véri�e le principe du maximum, et donc U2 � 0: Par conséquent pour U 2 @C"

T (U) > U + (L � A+KI)�1 �
1 (A)U = �U 8� < 1:

4) Le système (SE) ne possède pas de solutions sous la forme

(u; 0) ; (0; v) avec u 6= 0; v 6= 0:

Alors pour U 2 @C"

N (U) +KU � 0 et N (U) +KU 6= 0:

D�après le principe du maximum on a T (U)� 0:
Par conséquence, d�après le Théorème 20.2 dans [23], l�opérateur T admet un
point �xe dans C ("; R) :
La condition �
1 (A) < 0 est aussi nécessaire pour montrer l�existence d�une
solution fortement positive. Supposons maintenant que le système (SE) admet
une solution fortement positive U = (u; v)t alors8>>>><>>>>:

L1u+ [e (x) + c (x) (u+ v)]u� a (x) v = 0 dans 
;

L2v + [f (x) + d (x) (u+ v)] v � b (x)u = 0 dans 
;

Bu = Bv = 0 sur @
:

En d�autre terme U est une fonction propre associée à la valeur propre �
1 (Aq) =
0 de l�opérateur L � Aq (x) avec

Aq (x) =

0@ �e (x)� q1 (x) a (x)

b (x) �f (x)� q2 (x)

1A
où q1 (x) = c (x) (u+ v) et q2 (x) = d (x) (u+ v) :
Soit ' = ('1; '2) une fonction propre associée à �



1 (A), on a�

L � Aq (x)� �
1 (A) I
�
' =

�
L � A (x)� �
1 (A) I

�
'+ (A (x)� Aq (x))';

= (u+ v)

�
c (x)'1
d (x)'2

�
> 0:
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On remarque que ' est une stricte sur-solution du système8<:
�
L � Aq (x)� �
1 (A) I

�
U = 0 dans 
;

B (U) = 0 sur @
:

Donc l�opérateur
�
L � Aq (x)� �
1 (A) I

�
est fortement positive et admet une

valeur propre principale  > 0. Cela montre que �
1 (A) = � < 0:

6.3 Unicité des solutions

Laméthode itérative de sous-solutions et sur-solutions nous permet d�étudier
l�unicité des solutions. En donnant plusieurs choix de la sur-solution le domaine
d�existence change.
Tout d�abord nous allons donner les dé�nitions de sous-solution et sur-solution.

Dé�nition 6.1 On dit que U0 = (u0; v0) est une sur-solution de (SE) si8<:
LU0 � AU0 �N (U0) � 0 dans 
;

BU0 � 0 sur @
:
(6.1)

De la même façon, U0 = (u0; v0) est une sous-solution si elle satisfait les inégal-
ités inverses de (6:1):

En utilisant cette dé�nition on montre le lemme suivant:

Lemme 6.1 1) Si U0 = (u0; v0) est une sur-solution de (SE) alors

T
�
U0
�
� U0:

2) Si U0 = (u0; v0) est une sous-solution de (SE) alors

T (U0) � U0:

Preuve. 1) Par dé�nition de T on a8<:
(L � A+KI)T (U0) = N (U0) +KU0 dans 
;

B [T (U0)] = 0 sur @
:

Puisque U0 = (u0; v0) est une sur-solution de (SE) alors8<:
(L � A+KI) [T (U0)� U0] = N (U0)� (L � A)U0 � 0 dans 
;

B [T (U0)� U0] � 0 sur @
:
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Par conséquent le principe de maximum implique que T (U0) � U0:
Par un raisonnement similaire, on montre 2).

Considérons les conditions suivantes

c (x) > 0 et d (x) > 0 dans 
: (C2)

et 8<:
a
sup � e

inf
� + c

inf
R1 (1 + �)

b
sup � f

inf
��1 + d

inf
R2 (1 + �

�1)
où � =

R1
R2
: (CR)

Proposition 6.1 Supposons que �1 (A) < 0: Si les conditions (C2) et (CR) sont
véri�ées. Alors, il existe une solution minimale et une solution maximale de
(SE) dans

D = ["'1; R1]� ["'2; R2] ;
où " est su¢ sament petit et ' = ('1; '2) la fonction propre associée à �



1 (A).

Preuve. 1) Nous allons montrer que la restriction de T sur l�intervalle

D = ["'1; R1]� ["'2; R2]

préserve l�ordre. Soit U1; U2 2 D deux fonctions arbitraires telles que U1 � U2.
On a

T (U1)� T (U2) = (L � A+KI)�1 [N (U1)�N (U2) +K (U1 � U2)] :

Pour K > 0 assez grand le système suivant8<:
(L � A+KI) eU = N (U1)�N (U2) +K (U1 � U2) dans 
;

BeU = 0 sur @
:

véri�e le principe du maximum et on obtient donc

T (U1) � T (U2) :

2) On considère les deux suites Un; Un 2 D avec n � 1; dé�nies par8<:
Un = T (Un�1) ;

U0 = ("'1; "'2)
t :

et

8<:
Un = T (Un�1) ;

U0 = (R1; R2)
t :

Si on choisit " su¢ sament petit tel que

"'1 �
��
1 (A)
2M

et "'2 �
��
1 (A)
2M

:
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où M = max
�
c
max
; d

max	
; alors ("'1; "'2)

t est une sous-solution de (SE):
D�après le Lemme 6.1 on a

T (U0) � U0:

D�autre part, on montre aussi que (R1; R2)
test une sur-solution de (SE):

Il su¢ t de remarque que

LU0 � AU0 �N
�
U0
�
= �

0@ v0
�
a
sup � e

inf
�� c

inf
u0 (1 + �)

�
u0
�
b
sup � f

inf
��1 � d

inf
v0 (1 + ��1)

�
1A � 0:

3) Par conséquent la suite Un est croissante, Un est décroissante et

U0 � U1 � � � � � Un � � � � � Un � � � � � U1 � U0:

Donc les limtes suivantes existent

lim
n!1

T (Un�1) = lim
n!1

Un = U� = T (U�) ;

lim
n!1

T (Un�1) = lim
n!1

Un = U� = T (U�) :

On deduit que U�, U� 2 D sont des points �xes de l�opérateur T véri�ant

U� � U�

pas nécessairement di¤érents.
4) Soit U 2 D une autre solution de (SE). Alors d�après 1) et 2) on a

Un � U � Un:

Donc
U� � U � U�:

Théorème 6.2 Supposons que �
1 (A) < 0: Si les conditions(C2) et (CR) sont
véri�ées. Alors, il existe une unique solution de (SE) dans

D = ["'1; R1]� ["'2; R2]

où " est su¢ sament petit.

Preuve. Soit U� = (u�; v�), U� = (u�; v�) respectivement une solution
minimale et une solution maximale de (SE) dans D: En d�autre terme U�
(respectivement U�) est une fonction propre principale associée à �
1 (A�) = 0
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�
respectivement �
1 (A

�) = 0
�
de lopérateurL�A� (x) (respectivement L � A� (x))

avec

A� (x) =

0@ �e (x)� c (x) (u� + v�) a (x)

b (x) �f (x)� d (x) (u� + v�)

1A
et

A� (x) =

0@ �e (x)� c (x) (u� + v�) a (x)

b (x) �f (x)� d (x) (u� + v�)

1A :

Supposons que U� 6= U� alors A� (x) < A� (x). D�après la Proposition 5.1 on a

�
1 (A
�) < �
1 (A�) :

Ce qui entraîne une contradiction.

Remarque 6.1 Il est clair que la condition (CR) est toujours véri�ée dans les
cas suivants:
1) Si

R1 �
a
sup

c
inf

et R2 �
b
sup

d
inf

:

2) Si R1 = R2 = R tel que

R � max

��
a
sup � e

inf

2c
inf

�
;

�
b
sup � f

inf

2d
inf

��
:

Maintenant on suppose que les coe¢ cients c (x) et d (x) ne sont pas néces-
sairement strictement positives. Cela veut dire qu�il peut y avoir des sous régions
dans 
 où il y a su¢ sament de ressources et donc la compétition entre les indi-
vidus est nulle.
Considérons la matrice suivante

Ar (x) =

0@ �e (x)� 2rc (x) a (x)

b (x) �f� 2rd (x)

1A :

Corollaire 6.1 Supposons que �
1 (A) < 0. Si il existe r > 0 tel que

�
1 (Ar) > 0:

Alors, il existe une unique solution de (SE) dans

D =
h
"'1;

r

"
 1

i
�
h
"'2;

r

"
 2

i
où " est su¢ sament petit et ( 1;  2) la fonction propre associée à �



1 (Ar) :
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Preuve. Puisque ( 1;  2)� 0 alors il existe " > 0 tel que

 1 � " et  2 � ":

Il est alors facile de montrer que
r

"
( 1;  2) est une sur-solution de (SE).

Par conséquent le résultat découle immediatement de la preuve de la Proposition
6.1 et du Théorème 6.2.

6.4 Stabilité des solutions

Dans cette section, nous discutions la stabilité des états équilibres. Rap-
pelons que le point d�équilibre (u�; v�) du système (SE) est stable si toutes les
valeurs propres de l�opérateur linéarisé

L � A�N 0 (u�; v�) ;

où N 0 (u�; v�) désigne la dérivée de N au point (u�; v�) ; admet une partie réelle
strictement négative. On a alors le résultat suivant:

Théorème 6.3 Si (u�; v�) est une solution de (SE) telle que

u� <
a
inf

csup
et v� <

b
inf

dsup
:

Alors (u�; v�) est stable.

Preuve. On veut montrer que toutes les valeurs propres de L�A�N 0 (u�; v�)
ont la partie réelle strictement positive avec

A+N 0 (u�; v�) =

0@ �e(x)� c (2u� + v�) a� cu�

b� dv� �f(x)� d (u� + 2v�)

1A :

Puisque

u� <
a
inf

csup
et v� <

b
inf

dsup
;

alors L� A�N 0 (u�; v�) est un système coopérative et donc admet une valeur
propre principale �1 telle que

Re (�) � �1

pour toute autre valeur propre �. Donc il su¢ t de montrer que �1 > 0:
Comme U� = (u�; v�) est une solution de (SE) on a

(L � A�N 0 (u�; v�))U� = (L � A)U� �N (U�) +

�
c
d

�
(u� + v�) ;

=

�
c
d

�
(u� + v�) :
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Alors U� est une stricte sur-solution du système8<:
[L � A�N 0 (u�; v�)]U = 0 dans 
;

BU = 0 sur @
:

Par conséquent l�opérateur L � A � N 0 (u�; v�) est fortement positive et admet
une valeur propre principale �1 > 0.

6.5 Quelques remarques

6.5.1 Cas où les coe¢ cients sont des fonctions continues

Dans cette sous section on suppose que les coe¢ cients a; b; e; f; c et d sont
des fonctions continues dans 
.

Proposition 6.2 Si �
1 (A) < 0; alors il existe solution positive (u; v) telle que

k(u; v)k � ��


1 (A)

2M
:

Preuve. La preuve est similaire à celle du Theorem 6.1. Il su¢ t de remarquer
que, dans la partie 3) de la preuve, pour U 2 @C�

N (U)� �
1 (A)U � � [M (u+ v) + �1 (A)]U;

� �
�
2M�+ �
1 (A)

�
U = 0:

avec � = ��


1 (A)

2M
:

Théorème 6.4 Supposons que (SE) admet une solution positive (u; v). Alors
elle véri�e

k(u; v)k < R

si, et seulement si,

R > ��


1 (A)

2M
:

Preuve. On peut choisir K = 2MR, alors on a

�
1 (A) +K > 0

et pour tout U 2 CR on a
M (u+ v) � K:
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D�après le Théorème 6.1, il existe une solution positive (u; v) telle que

k(u; v)k < R:

il clair d�après le théorème précédent que la condition

R > ��


1 (A)

2M

est aussi nécessaire.
Maintenant, on considère le cas particulier où Lk = ��k� (k = 1; 2).

Corollaire 6.2 Le système (SE) admet une solution positive (u; v) telle que

k(u; v)k < R

si, et seulement si,Z



a (x)F2dx

Z



b (x)T1dx > �
1 (e) �


1 (f)

Z



F1dx

Z



T2dx;Z



a (x)F2dx

Z



b (x)T1dx <
�
�
1 (e) + 2MR

� �
�
1 (f) + 2MR

� Z



F1dx

Z



T2dx

où, pour i = 1; 2; Fi = 'i�1 (��1�+ e), Ti = 'i�1 (��2�+ f) (pour i = 1; 2)
et pour simpli�er les écritures on note ici �
1 (q) = �
1 (��k�+ q).

Preuve. La preuve découle immédiatement de la Proposition 5.2 et le
Théorème 6.4

Il est important de noter que les conséquences suivantes sont prouvées dans
[12]. Si on considère que f = e+ k; k 2 R, alors Fi = Ti (for i = 1; 2) et donc on
obtient les résultats de [12].
1) Si

a
min
b
min

> �
1 (��+ e) �
1 (��+ f) ;
alors le système (SE) admet une solution positive.
2) Si

a
max

b
max � �
1 (��1�+ e) �
1 (��1�+ f) ;

alors le système (SE) n�admet aucune solution positive.
La condition (H1) dans [8] et (H 0

1) dans [15] implique que �


1 (A) < 0 alors

d�après le Théorème 6.2 et la remarque 6.1, le système (SE) admet une unique
solution dans

D =
�
"'1;

a
sup

c

�
�
�
"'2;

b
sup

d

�
où " est su¢ sament petit et ' = ('1; '2) la fonction propre associée à �



1 (A).
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De plus, la condition (H2) dans [8] et [15] implique (CR) avec R1 =
a
inf

c
and

R2 =
b
inf

d
d�où l�existence de la solution dans

D0 =
h
"'1;

a
inf

c

i
�
�
"'2;

b
inf

d

�
� D:

En déduit que l�hypothèse (H2) n�est nécessaire pour montrer l�unicité des solu-
tions, elle sert à clari�er le domaine d�existence de la solution.

6.5.2 Cas où les coe¢ cients a,b,c et d sont des constants

Dans cette sous section on se restreint, pour les résultats de ce chapitre, au
cas où les coe¢ cients a; b; c et d sont des constantes.

Corollaire 6.3 Le système (SE) admet une solution positive si, et seulement
si,

ab > �
1 (L1 + e) �
1 (L2 + f)
où �
1 (Lk + q) valeur propre principale de l�opérateur (Lk + q) :

Corollaire 6.4 Une solution positive, si elle existe, est unique. De plus, elle
appartient à

D = [0; R]� [0; R]

où R � max

��
a� e

inf

2c

�
;

�
b� f

inf

2d

��
:

Corollaire 6.5 Le système (SE) admet une solution positive (u; v) telle que

k(u; v)k < R

si, et seulement si,

ab > �
1 (L1 + e) �
1 (L2 + f) ;
ab <

�
�
1 (L1 + e) + 2MR

� �
�
1 (L2 + f) + 2MR

�
:

Corollaire 6.6 Une solution positive de (SE); si elle existe, est stable.



Chapitre 7

Système parabolique modélisant
deux sous populations

7.1 Introduction

L�une des questions importante pour un problème modélisant un phénomène
naturel, est l�étude du comportement à long terme de ses solutions (les comporte-
ments asymptotiques des solutions globales et l�existence d�un attracteur global)
car elles déterminent la stabilité du phénomène. Un intérêt particulier pour un
modèle écologique est de prédire l�existence de solutions strictement positives
pour tous les temps futurs.
Le point de départ pour étudier le comportement à long terme des solutions

de (SP ) est de dé�nir un semi-groupe dans un espace de Banach convenable.
Ensuite, on essaie de prouver que le système dynamique est dissipatif et possède
un attracteur global qui capture le comportement asymptotique.
Les méthodes basées sur des comparaisons entre di¤érentes solutions d�un

modèle de réaction-di¤usion ou entre les solutions des di¤érents modèles jouent
un rôle important dans la théorie mathématique des modèles de réaction-di¤usion.
Les théorèmes de comparaison fournissent une technique de base pour l�application
de la théorie de l�itération monotone ([47], [57]) ou semi-groupe monotones ([41],
[63], [66]).

Dans le cas des systèmes qui satisfont les principes de comparaison (la
condition de la quasimonotonie), les sous et sur-solutions peuvent être utilisé
pour construire des séquences d�itération qui convergent de façon monotone vers
la solution d�équilibre, qui est, une solution du problème elliptique associé.

58
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7.2 Préliminaires

Dans cette section, nous ne dé�nirons que les notions importantes dont
nous serviront par la suite, pour plus de détail voir l�annexe et les références
[32],[38],[58],[61]. Nous allons tout d�abord introduire la notion de semi-groupe
de l�opérateur elliptique (3:1) dans l�espace Lp pour 1 < p <1.

On considère les opérateurs linéaires fermés8<:
A1p = L1 + e;

A2p = L2 + f;

sur le domaine D
�
Akp
�
= W 2;p

B
(
) pour 1 < p <1. Il est prouvé dans [3] que

T (t) = e�Apt = (e�A
1
pt; e�A

2
pt) for t � 0

est un semi-groupe analytique, compact et positif sur Lp (
) engendré par l�opérateur

�Ap =
�
�A1p 0
0 �A2p

�
et dé�ni sur D(Ap) = D(A1p)�D(A2p).
Pour tout � > 0, on introduit la puissance fractionnaire de l�opérateur Ap

A�p : D(A�p )! Lp (
) (7.1)

où D(A�p ) est le domaine de l�opérateur A�p qui est un espace de Banach muni
de la norme

kUk� =
A�pULp :

Le résultat suivant décrit quelques propriétés de base de l�opérateur de la puis-
sance fractionnaire (7:1) (voir [38],[61]).

Théorème 7.1 Les propriétés suivantes sont véri�ées:

1) Pour t > 0; le semi-groupe e�Apt : Lp ! D(A�p ) est borné,

2) e�AptA�pU = A�p e�AptU 8U 2 D(A�p );

3) Pour t > 0; A�p e�Apt : Lp ! Lp est borné,

4) Pour �1 > �2; D(A�1p ) � D(A�2p ) est compact,

5) Il existe C�; ! des constantes positives telles quee�AptL(Lp;D(A�p )) = A�p e�AptL(Lp) � C� t
��e�!t pour tout t > 0: (7.2)
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Nous avons besoin au préalable d�énoncer les injections suivantes que nous
utiliserons dans la suite.

Proposition 7.1 Pour � 2 (0; 1); les injections continues suivantes sont véri-
�ées:

D(A�p ) �Wk;p if 2� > k, k � 0;

D(A�p ) � L1 if 2� >
n

p
,

D(A�p ) � C�
�


�
� C�

�


�

if 2�� n

p
> � > 0.

7.3 Existence globale des solutions

7.3.1 Existence locale

Dans le cadre de la théorie du semi-groupe nous allons montrer l�existence
d�une unique solution locale de (SP ), pour plus de détail voir [32],[38],[58],[61].

Pour � 2 [1
2
; 1), nous allons étudier le problème (SP ) sur D(A�p ) puisque, en

utilisant les injections ci-dessus, le terme de réaction

F : D(A�p )! Lp

tel que pour x 2 
 :

F (U (t))(x) =

�
f1(x; u; v)
f2(x; u; v)

�
=

�
a (x) v � c (x)u (u+ v)
b (x)u� d (x) v (u+ v)

�
:

est bien dé�ni et localement lipschitzienne et continue sur D(A�p ) (voir Lemma
7.1 dans la suite).

Le système (SP ) peut s�écrire sous forme une équation d�évolution abstraite
dans D(A�p ) par

(P )

8><>:
dU

dt
(t) = ApU(t) + F (U (t)) t > 0; (P1)

U(0) = U0: (P2)

où

U(t) =

�
u(t; :)
v(t; :)

�
; U0 =

�
u0
v0

�
:

on écrit la solution de (P ) sous forme intégrale en utilisant la formule de la
variation des constantes.
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Dé�nition 7.1 1) La fonction U est dite solution locale de (P ) sur [0; �) dans
D(A�p ) si U 2 C

�
[0; �) ; D(A�p )

�
et elle satisfait la formule de la variation des

constantes

U(t) = e�AptU0 +

Z t

0

e�Ap(t�s)F (U(s))ds 8t 2 [0; �)

où l�intégrale au sens de Bochner dans Lp est dans D(A�p ).
2) La fonction U est dite une solution classique de (P ) sur D(A�p ) si

U 2 C1
�
(0; �) ; D(A�p )

�\
C
�
[0; �) ; D(A�p )

�
avec U(t) 2 D(Ap) pour t > 0 telle que (P1) et (P2) sont satisfaites.

Lemme 7.1 La fonction F : D(A�p ) ! Lp est continue et pour tout ensemble
borné B dans D(A�p ) il existe deux constants K; K 0 qui dependent de B telles
que F véri�e

i) kF (U)kLp � K pour tout U 2 B;

ii) kF (U1)� F (U2)kLp � K 0 kU1 � U2k� pour tout U1; U2 2 B:

Preuve. Soit � une constante positive et

B =
�
U 2 D(A�p ) : kUk� � �

	
:

i) Puisque les coe¢ cients du système (SP ) sont bornés, alors il existe une con-
stante D > 0 telle que

D = max fkak1 ; kbk1 ; kck1 ; kdk1g :

On a 8t > 0; U 2 B :

kF (U)kLp � D kUkLp +D ku (u+ v)kLp +D kv (u+ v)kLp ;

� D kUkLp +D k(u+ v)k1 kUkLp ;

� D j
j1=p (1 + k(u+ v)k1) kUk1 :

où j
j =
R


1dx: Alors en utilisant l�inégalité suivante

kUk1 � C kUk� for � >
n

2p
:

on obtient
kF (U)kLp � D j
j1=p (1 + C kUk�) kUk� ;

� D j
j1=p (1 + C�) � = K:
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ii) soit t > 0; U1; U2 2 B, alors

kF (U1)� F (U2)kLp � 1D kU1 � U2kLp +D ku1 (u1 + v1)� u2 (u2 + v2)kLp

+D kv1 (u1 + v1)� v2 (u2 + v2)kLp ;

� 1D kU1 � U2kLp

+D ku21 � u22 + u1 (v1 � v2) + v2 (u1 � u2)kLp

+D kv21 � v22 + v1 (u1 � u2) + u2 (v1 � v2)kLp ;

� D [1 + (kU1k1 + kU2k1)] kU1 � U2kLp :

Donc,
kF (U1)� F (U2)kLp � K 0 kU1 � U2k� :

Théorème 7.2 Supposons que U0 2 D(A�p ) alors le système (SP ) admet une
unique solution classique.

Preuve. En utilisant le Théorème 47.1 dans [61] et le Lemme 7.1, on ob-
tient l�existence et l�unicité du solution U sur un intervalle d�existence maximale
[0; �max) pour �max > 0.

U 2 C
�
[0; �max) ; D(A�p )

�
:

On représente cette solution sous forme intégrale par

U(t) = e�AptU0 +

Z t

0

e�Ap(t�s)F (U(s))ds 8t 2 [0; �max) :

On a (voir [38], p 71)
U 2 C�

�
[0; �max) ; D(A�p )

�
pour une certaine constante � > 0 et

t 7�! dU

dt
(t) 2 D(A�p ) pour tout � 2 (0; 1);

est continue et localement holdèrienne dans [0; �max). Par conséquent, d�après la
théorie de régularité de Schauder U est une solution classique de (SP ).
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7.3.2 Existence globale

Pour tout t > 0; la fonction U0 7�! U(t; U0) = U (t) est continue et on écrit

U(t; U0) = S(t)U0

où S(t) est un opérateur non linéaire qui véri�e les propriétés du semi-groupe
sur D(A�p )

1) 8U0 2 D(A�p ) : S (0)U0 = U0;

2) 8U0 2 D(A�p );8t; s � 0 : S (t+ s)U0 = S (t) � S (s)U0;

3) 8t > 0, la fonction U0 7�! S(t)U0 est continue.

voir p.p 237 dans [61] pour plus de détails.

Le théorème suivant est une conséquence directe du Théorème 47.4 dans [61].

Théorème 7.3 Supposons que (SP ) admet une unique solution dans [0; �max)
pour un �max > 0 maximal.

If �max < +1 then lim
t!�max

kU (t))k� =1:

Donc pour établir l�existence globale de la solution, il su¢ t de montrer que
la solution est bornée dans [0; �max):
On considère l�espace métrique complet

W�
� =

�
� 2 D(A�p ) : � (x) 2 � = [0; R1 ]� [0; R2 ] ; x 2 


	
:

En utilisant les résultats dans [52] et [63] le domaine W �
� est positivement in-

variant par rapport au semi-groupe (S(t); t � 0) si les conditions suivantes sont
véri�ées:

1) T (t)W �
� � W�

� pour tout t � 0;

2) lim
h!0+

dist (U + hF (U);�) = 0 si U 2 �:

La limite dans 2) est véri�e si

3) Les fonctions fi(x; u; v) : 
��! R (pour i = 1; 2) véri�ent les conditions
suivantes pour tout x 2 


f1(x; 0; v) � 0 et f1(x;R1 ; v) � 0 8v 2 [0; R2 ] ;

f2(x; u; 0) � 0 et f1(x; u;R2) � 0 8u 2 [0; R1 ] :

Le résultat suivant est une conséquence directe des conditions 1) et 3).
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Proposition 7.2 Supposons que la condition8<:
a
sup � c

inf
R1 (1 + �)

b
sup � d

inf
R2 (1 + �

�1)
où � =

R1
R2
: (cCR)

est véri�ée. Si U0 2 W�
� , alors pour tout t 2 [0; �max) : U(t) 2 W�

� :

Remarque 7.1 Il est clair que la condition
�cCR� est toujours véri�er si

R1 = max

�
a
sup

c
inf

; ku0k1
�

and R2 = max

�
b
sup

d
inf

; kv0k1
�
:

Par conséquent, on obtient �max = +1.

7.4 Système quasimonotone

Les principaux outils de ce chapitre est le théorème de comparaison et de
monotonie. Dans la suite, nous donnons des résultats préliminaires du principe
de comparaison (voir [63] et [18]) qui seront utiles lorsque on prouve quelques
résultats sur le comportement asymptotique des solutions de (SP ).

Soit F� (U (t)) =
�
f�1 ; f

�
2

�t
deux fonctions dé�nies par

f�1 (x; u; v) = a
inf
v � 2csupru;

f�2 (x; u; v) = b
inf
u� 2dsuprv

où r = R1 +R1 (R1 ; R1 sont données Proposition 7.2 et Remarque 7.1) and

f+1 (u; v) = a
sup

v � c
inf
u (u+ v) ;

f+2 (u; v) = b
sup

u� d
inf
v (u+ v) :

La fonction F� : �� ! R2 est dite quasimonotone non décroissante dans
l�ensemble ��, si pour tout (u; v) 2 �� on a

i) v 7! f�1 (u; v) est une fonction non décroissante pour tout u �xé.

ii) u 7! f�2 (u; v) est une fonction non décroissante pour tout v �xé.

Alors la fonction F� est quasimonotone non décroissante dans �� avec

�� = [0; r]� [0; r] et �+ =

�
0;
a
sup

c
inf

�
�
�
0;
b
sup

d
inf

�
:
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Considérons (P�) les problèmes auxiliaires de (P )

�
P�
�8><>:

dU

dt
(t) = ApU(t) + F�(U (t)) t > 0;

U(0) = U�0 :

et on note U�(t; U�0 ), pour tout t � 0, la solution globale de (P�), de plus elle
est unique.

Théorème 7.4 Supposons que F� : � �! R2 sont deux fonctions quasimonotones
non décroissantes telles que pour tout U 2 � on a

F� (U) � F (U) � F+ (U)

et U0; U�0 2 � satisfont
U�0 � U0 � U+0 :

Alors l�unique solution U(t; U0), pour tout t � 0, de (SP ) veri�e

U�(t; U�0 ) � U(t; U0) � U+(t; U+0 ):

Ce Théorème montre que (P ) engendre un semi-groupe monotone si F est
une fonction quasimonotone non décroissante.

Corollaire 7.1 Soit F une fonction quasimonotone non décroissante dans �.
Si U0; V0 2 � telles que V0 � U0 alors

U(t; V0) � U(t; U0):

Si de plus, V0 6= U0 alors

U(t; V0) << U(t; U0):

Proposition 7.3 Si U0 2 D(A�p ) est strictement alors la solution U(t; U0) de
(P ) est fortement positive pour tout t > 0.

Preuve. La fonction F� est quasimonotone non décroissante dans ��: Pour
tout x 2 
 on prend

U�0 (x) = U0 (x) 2 ��:
Puisque (0; 0) est une unique solution de (SP�) avec U�0 � 0 et grâce au Corol-
laire 7.1 la solution U�(t; U�0 ) est fortement positive.
D�autre part, d�après le Théorème 7.4 on a

U�(t; U�0 ) � U(t; U0):

Ce qui complète la preuve.
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7.5 Existence d�un attracteur global

Dans cette section, nous allons étudier l�existence d�un attracteur global de
S(t) sur D(A�p ); Pour cela, il est nécessaire de montrer le résultat suivant

Proposition 7.4 Supposons que U0 2 D(A�p ) est strictement positive. Alors

lim
t�!1

ku(t; u0)k1 �
a
sup

c
inf

;

lim
t�!1

kv(t; v0)k1 �
b
sup

d
inf

:

Preuve. D�après la Remarque 7.1 on observe que pour tout U0 2 D(A�p ) il
existe s � 1 tel que

ku0k1 � s
a
sup

c
inf

= r1 et kv0k1 � s
b
sup

d
inf

= r2

et donc U(t; U0) 2 W�
�+s
où

�+s =

�
0; s

a
sup

c
inf

�
�
�
0; s

b
sup

d
inf

�
:

Chosissons U0 2 D(A�p ) et on dé�nit

s0 = inf
n
s � 1 : U(t) 2 W�

�+s
pour tout t � 0

o
:

En multipliant la première équation du système (SP ) (E) par u2l�1 pour l =
1; 2; :::; et en intégrant sur 
, on obtient pour tout t � 0:

1

2l

Z



d

dt
u2ldx �

Z



u2l�1
nX

i;j=1

@

@xi

�
a1ij (x)

@u

@xj

�
dx�

Z



eu2ldx

+c
inf

Z



�
a
sup

c
inf

� u

�
vu2l�1dx� c

inf

Z



u2u2l�1dx;

� � (2l � 1)
Z



u2l�2
nX

i;j=1

�
a1ij

@u

@xi

@u

@xj

�
dx�

Z



eu2ldx

+c
inf

Z



�
s0
a
sup

c
inf

� u

�
r2u

2l�1dx� c
inf

Z



u2u2l�1dx:
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1

2l

Z



d

dt
u2ldx � �2l � 1

l2
�1

Z



nX
i=1

�
@ul

@xi

�2
dx+ c

inf
r2 (s0 � ")

�
a
sup

c
inf

�Z



u2l�1dx

�c
inf
r2

Z



u2ldx+ c
inf

Z



�
"r2r1 � u2

�
u2l�1dx

où " est su¢ sament petit pour que "r2r1 � u2 � 0:
En utilisant l�inégalité de Young on a

1

2l

d

dt

Z



u2ldx � c
inf
r2

Z



1

2l
(s0 � ")2l

�
a
sup

c
inf

�2l
dx+c

inf
r2

Z



�
u2l�1

�q
q

dx�c
inf
r2

Z



u2ldx

avec q =
2l

2l � 1 . On obtient alors

d

dt

Z



u2ldx+ c
inf
r2

Z



u2ldx � c
inf
r2 (s0 � ")2l

�
a
sup

c
inf

�2l
j
j :

En intégrant sur l�intervalle (0; t) pour tout t > 0 on aZ



u2ldx � (s0 � ")2l
�
a
sup

c
inf

�2l
j
j+

Z



u2l0 dxe
�c

inf
r2 t:

En prenant la racine 2l et en faisant tendre l vers l�in�nie on obtient

kuk1 � (s0 � ")

�
a
sup

c
inf

�
+ ku0k1 e�dinf r1 t:

Par un raisonnement similaire, on a

kvk1 � (s0 � ")

�
b
sup

d
inf

�
+ kv0k1 e�dinf r1 t:

Supposons que s0 � " � 1. Alors il existe � > 0 pour tout t > �

U(t; U0) 2 W �
�+
(s0�")

:

Ce qui contredit le fait que s0 est minimal.

Théorème 7.5 Supposons que U0 2 D(A�p ) est strictement positive. Alors il
existe une fonction continue et positive K1 (kU0k�) qui depend de kU0k� et une
constante positive K2 telles que

kU(t)k� � K1 (kU0k�) ; 8t � 0

et
lim
t�!1

kU(t)k� � K2:
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Preuve. Soit U0 2 D(A�p ). La solution du problème (SP ) est donnée par

U(t) = e�AptU0 +

Z t

0

e�Ap(t�s)F (U(s))ds:

En appliquant A�p aux deux membres de l�égalité, on obtient

A�pU(t) = A�p e�AptU0 +
Z t

0

A�p e�Ap(t�s)F (U(s))ds:

l�estimation (7:2) dans le Théorème 7.1 donne

kU(t)k� =
A�pU(t)Lp � A�p e�AptU0Lp+Z t

0

A�p e�Ap(t�s)L(Lp) kF (U(s))kLp ds;
� C0 e

�!t kU0k�+C�
Z t

0

(t� s)�� e�!(t�s) kF (U(s))kLp ds:

D�après la Remarque 7.1 et la preuve du Lemme 7.1, il existe une fonction
continue et positive K0 (kU0k1) qui depend de kU0k1 et une constante positive
K 0
0 telles que

kF (U(s))kLp �

8<:
K0 (kU0k1) pour 0 � s � �;

K 0
0 pour s > �:

Alors en divisant l�intégrale en deux intégrales sur (0; �) et (�;1), on obtient

kU(t)k� � C0 e
�!t kU0k� + C�K0 (kU0k1)

Z �

0

(t� s)�� e�!(t�s)ds

+C�K
0
0

Z t

�

(t� s)�� e�!(t�s)ds;

� C0 e
�!t kU0k� +K0 (kU0k1)C�� t��e�!t + C�K

0
0

Z 1

0

���e�!�d�:

Rappelons que Z 1

0

���e�!�d� =
�(1� �)

!1��
:

Donc, il existe une fonction continue et positive K1 (kU0k1) telle que

kU(t)k� � K1 (kU0k1) :

et

lim
t�!1

kU(t)k� � C�K
0
0

�(1� �)

!1��
= K2:

A�n de montrer l�existence d�un attracteur global, nous avons besoin de mon-
trer le résultat suivant
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Proposition 7.5 Supposons que U0 2 D(A�p ) est strictement positive. Pour
tout �0 2 (�; 1) le semi-groupe

S (t) : D(A�0p ) �! D(A�0p )
associé au système (SP ) admet les propriétés suivantes:

1) S (t) est compact pou tout t > 0;

2) S (t) est dissipatif,

3) Les orbites d�un ensemble borné sont bornés.

Preuve. La première propriété 1) est donnée par l�injection compact

D(A�0p ) ,! D(A�p ) for �0 > �:

voir Lemma 22.1 in [61] et le Théorème 7.1. Les conditions 2) et 3) découle
immediatement du Théorème 7.5. En e¤et, on peut choisir B dans 2) une boule
dans [D(A�0p )]

+ de rayon 2K2 où K2 est la constante donnée dans le Théorème
7.5.

Théorème 7.6 Supposons que U0 2 D(A�0p ) est strictement positive. Le semi-
groupe fS (t) ; t � 0g associé au système (SP ) admet un attracteur global compact
dans D(A�0p ) pour �0 2 (�; 1).
Preuve. En utilisant le Corollaire précédent et le Corollaire 23.13 in [61],

on montre l�existence d�un attracteur global, compact de (SP ).

Remarque 7.2 En général, on n�a pas l�injection suivante

D(A�p ) ,!W2�;p
B

:

mais elle est vraie dans le cas des conditions au bord de Dirichlet, voir [6].
Dans le cas des conditions au bord de Neumann, il est approprié de travailler avec
des espaces de Banach échelonnés donnés par interpolation au lieu des espaces
dé�nis par la puissance fractionnaire. Par interpolation Ap muni des conditions
au bord de Neumann admet des espaces de Banach échelonnés associés

E�p := [E
1
p ; E

0
p ]�

où [:; :]� be the complex interpolation functor of exponent �", (voir [6]). Cet
espace véri�e les injections continues

E�p := [W2;p
B
;Lp]

�
,! H2�p for 0 � � � 1

où H2�p (
) des espaces potentiel de Bessel. On note que pour le cas p = 2, les
espaces potentiel de Bessel E�2 coincide avec les espaces de la puissance fraction-
naire de l�opérateur Ap.
Corollaire 7.2 Supposons que U0 2 D(A�0p ) est strictement positive. Pour

2�0 �
n

p
> 1 + �, le semi-groupe associé au système (SP ) admet un attracteur

global compact dans C1+�
�


�
� C1+�

�


�
for � 2 (0; 1).
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7.6 Comportement asymptotique des solutions

Par la suite, on suppose 2�0�
n

p
> 1+ � et nous étudions le comportement

asymptotique des solutions de (SP ) par rapport à la solution d�équilibre.

Lemme 7.2 Supposons que U0; U� 2 D(A�0p ) véri�e

U (t; U0) �!
t!1

U� dans D(A�0p ):

Alors U� est un point d�equilibre de (SP ) dans D(A�0p ).

Preuve. En utilisant la continuité de S(t) pour t > 0 et l�hypothèse on a

S(s)U� = S(s) lim
t!1

S(t)U0 = lim
t!1

S(t+ s)U0 = U�:

Alors U� est un point d�équilibre de (SP ).
Par la suite, on suppose que c et d sont des fonctions continues. Nous remar-

quons que F est une fonction quasimonotone non décroissante dans

�� = [0; R
0
1]� [0; R02]

où R01 =
a
inf

csup
et R02 =

b
inf

dsup
:

Lemme 7.3 Supposons que U0 2 W�0
��
-f0g. Si �
1 (A) < 0 et la condition

�dCR0�
est véri�ée. Si U , U une sous et sur-solution de (SE) alors

lim
t!1

S (t)U = lim
t!1

S (t)U = U�:

où U� >> 0 est l�unique point d�equilibre de (SP ) dans C1+�
�


�
� C1+�

�


�
.

Preuve. Pour tout U0 2 W�0
��
-f0g le système (SP ) admet une unique so-

lution fortement positive et donc il existe t1 > 0 et " > 0 su¢ sament petit tel
que

S (t1)U0 � "' = U

avec ' une fonction propre associée à la valeur propre principale �
1 (A) :

D�après la Proposition 7.3 et la condition
�dCR0�, il existe un temps T � 0

tel que pour tout t � T on a

U � S (t)U � U



7. Système parabolique modélisant deux sous populations 71

où U =
�
a
inf

csup
;
b
inf

dsup

�
. La monotonicité du semi-groupe S (t) (voir Corollaire 7.1)

donne
U � S (T )U � S (2T )U � U:

Et on observe à partir du processus d�itération n 2 N:

U � S (T )U � ::: � S ((n� 1)T )U � S (nT )U � U:

Alors fS (nT )Ugn est une suite croissante et bornée par U . Puisque S(t) est
compact D(A�0p ), il existe une sous suite croissante fnkgk tend vers 1 telle que
S (nkT )U converge vers un élément U� 2 D(A�0p ).
Nous allons montrer que U� est unique. Supposons que il existe une autre

sous suite fmkgk tend vers1 telle que S (mkT )U converge vers certain élément
W � 2 D(A�0p ). Par la monotonicité de fS (nT )Ugn, pour tout k il existe l(k)
tel que

S
�
ml(k)T

�
U � S (nkT )U:

Passant à la limite quand k !1 on obtient

W � � U�:

Un argument similaire montre
U� � W �:

Donc, on a S (nT )U converge vers un élément unique U� 2 D(A�0p ).
Maintenant, nous allons montrer que la solution S (t)U converge vers U� quand
t!1.
Soit ftngn une suite de temps qui tend vers l�in�ni. On peut écrire

tn = qnT + �n

avec qn est un entier non négative et 0 � �n < T . On suppose que fqngn est une
suite strictement croissante. on a

S (tn)U = S ((qn � 1)T ) � S(�n + T )U;

� S ((qn � 1)T )U:
D�autre part, �n < T on peut prendre t1 = 2T � �n et on a

S (2T � �n)U � U:

Alors
S (tn)U = S (qnT ) � S(�n)U;

� S (qnT ) � S(2T )U = S ((qn + 2)T )U:
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Dons, Passant à la limite quand k !1 on obtient

lim
t!1

S (t)U = U�:

D�après le lemma précédent on a U� est un point d�équilibre. Similaire on obtient

lim
t!1

S (t)U = U�

où U� un point d�équilibre.
Finalement, d�après l�hypothèse �1 (A) < 0 alors (SP ) admet un unique point
d�équilibre U� fortement positive. On déduit que

lim
t!1

S (t)U = lim
t!1

S (t)U = U�:

Théorème 7.7 Supposons que U0 2 W �0
��
-f0g. Si �
1 (A) < 0 et la condition�dCR0� est véri�ée, alors

lim
t!1

U (t; U0) = U�

où U� >> 0 est l�unique point d�equilibre de (SP ) dans C1+�
�


�
� C1+�

�


�
.

Preuve. D�après Corollaire 7.1 et le Lemme 7.3 on a pour tout t � 0 :

S (t+ t1)U0 � S (t)U

et
S (t+ t1)U0 � S (t+ t1)U

avec U = "' est sous-solution et U =
�
a
inf

csup
;
b
inf

dsup

�
est une sur-solution de (SE) :

On conclut que pour tout t � 0

S (t)U � S (t+ t1)U0 � S (t+ t1)U:

Quand t!1, d�après le Lemme 7.3, la solution de (SP ) converge vers l�unique
point d�équilibre U� qui est fortement positive.

Corollaire 7.3 Supposons que les coe¢ cients a; b; c et d sont constants. Si U0 2
D(A�0p ) est strictement positive et ab > �
1 (L1 + e) �
1 (L1 + f) alors

lim
t!1

U (t; U0) = U�

où U� >> 0 est l�unique point d�equilibre de (SP ) dans C1+�
�


�
� C1+�

�


�
.



7. Système parabolique modélisant deux sous populations 73

Preuve. D�après la Proposition 7.4, il existe � > 0 tel que pour tout t > � :

u (t; u0) �
a

c
et v (t; v0) �

b

d
:

On peut prendre t0 > � tel que

u00 = u (t0; u0) et v00 = v (t0; v0) :

Alors d�après le Théorème précédent on a

lim
t!1

S (t+ t0)U0 = lim
t!1

S (t)U 00 = U�

où U� >> 0 est un point d�équilibre (SP ).

Proposition 7.6 Supposons que U0 2 D(A�0p ) est strictement positive. Si �
1 (A) <
0 Alors

lim
t!1

u (t; u0) � R et lim
t!1

v (t; v0) � R

où R = max

��
a
sup � e

inf

2c
inf

�
;

�
b
sup � f

inf

2d
inf

��
:

Preuve. Si on note

A+ (x) =

0@ �e (x) a
sup

b
sup �f (x)

1A
alors on montre facilement que si �
1 (A) < 0 alors �



1 (A

+) < 0: Par conséquent,
le système (SP+) admet un point d�équilibre U+� >> 0:
En utilisant le théorème de comparaison et le Corollaire 7.3 on a

lim
t!1

U (t; U0) � lim
t!1

U+ (t; U0) = U+� :

Le Théorème 6.2 et la Remarque 6.1 donnent u+� � R et v+� � R:

Remarque 7.3 La condition �
1 (A) < 0 implique que

a
sup

b
sup

> �
1 (L1 + e) �
1 (L2 + f)

par conséquent,

max

��
a
sup � e

inf

2c
inf

�
;

�
b
sup � f

inf

2d
inf

��
> 0:



Chapitre 8

Simulations numérique

Nous présentons ici quelques résultats obtenus lors des simulations numériques
avec le logiciel MATLAB. En conservant la présentation biologique posée dans
la première partie, nous allons présenter les résultats observés sur l�évolution en
temps des densités de deux sous populations des adultes et des juveniles.
Pour nos simulations numériques, les coe¢ cients du modèles sont des constantes
�xées et présentées dans les tableaux mentionnés dans la suite et pour simpli�er,
le coe¢ cient de di¤usion sera pris égal à 1 pour les deux sous populations. Ces
deux sous populations évoluent dans un milieu fermé que nous allons représenter
dans la suite par le domaine 
 (
 = [0; 1] ou bien 
 = [0; 4�]).
On peut donc attendre deux comportements di¤érents, selon la valeur des co-
e¢ cients. Soit on a extinction totale de la population, correspondant à l�état
stationnaire trivial, soit on a un unique état stationnaire non trivial qui est
stable.
On considère donc le système suivant

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

@u

@t
+4u = av � eu� cu (u+ v) dans (0;1)� 
;

@v

@t
+4v = bu� (a+ f) v � dv (u+ v) dans (0;1)� 
;

Bu = Bv = 0 sur (0;1) @ � 
;

u (0; x) = u0; v (0; x) = v0 dans 
:

où B représente les conditions de bord de Dirichlet ou bien de Neumann

74



8. Simulations numérique 75

Cas 1: Condition au bord de Neumann
Dans une première simulation, les coe¢ cients et les conditions initiales ont

les valeurs données dans la Table 8.1.

Table 8.1: Coe¢ cients et conditions initiales pour les �gures 8.1 et 8.2.

Nous obtenons, après avoir simulé sur une durée de 100 ans, les densités de
population données dans la Figure 8.1 et 8.2.

Figure 8.1: Les densités décroient rapidement vers l�état stationnaire.

Figure 8.2: Les densités croient rapidement vers l�état stationnaire.

Nous voyons sur les graphes Figure 8.1 et Figure 8.2 que les densités convergent
rapidement vers l�état stationnaire. Puique ab > e (a+ f), alors les dynamiques
sont en accord avec les résultats mathématiques obtenus dans le chapitre 7.
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Dans une seconde simulation, nous nous plaçons dans un cadre plus réaliste
et considérer des conditions initiales qui peuvent être localement nulles dans 
.
Les graphes Figure 8.3 et Figure 8.4 sont obtenues à partir des valeurs données
dans la Table 8.2 et représentent une situation similaire à celle des graphes Figure
8.1 et Figure 8.2.

Table 8.2: Coe¢ cients et conditions initiales pour les �gures 8.3 et 8.4.

Figure 8.3: Les densités décroient rapidement vers l�état stationnaire.

Figure 8.4: Les densités croient rapidement vers l�état stationnaire.

Puique ab > e (a+ f) alors quelque soit la population initiale, non identiquement
nulle, les densités convergent vers l�état stationnaire (voir le chapitre 7).
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Dans la Table 8.3, nous considérons cette fois-ci le taux de mortalité e
supérieurs (c�est-à-dire e = 9) de sorte que ab < e (a+ f) : Nous allons pren-
dre deux cas comme conditions initiales: (u0; v0) fortement positives dans 
 ou
bien (u0; v0) peuve être localement nulle dans 
:

Table 8.3: Coe¢ cients et conditions initiales pour les �gures 8.5 et 8.6.

Nous obtenons, après une simulation sur 100 ans, l�extinction des deux sous
populations, ces résultats sont décrits dans les Figure 8.5 et 8.6.

Figure 8.5: Extinction des deux sous populations

Figure 8.6: Extinction des deux sous populations

Nous avons vu dans le chapitre 6 que lorsque ab < e (a+ f), le seul état station-
naire de ce système est l�état trivial. On ne peut donc espérer trouver d�autres
états stationnaires pour le système (SP).
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Cas 2: Condition au bord de Dirichlet
Nous conservons les valeurs des coe¢ cients données dans la Table 8.1 (et c�est

aussi les mêmes valeurs de la Table 8.2) et nous allons prendre deux exemples
de conditions initiales.

Table 8.4: Coe¢ cients et conditions initiales pour les �gures 8.7 et 8.8.

Nous voyons sur les graphes Figure 8.7 et Figure 8.8 que les densités con-
vergent rapidement vers l�état stationnaire. Comme pour les simulations précé-
dentes, les dynamiques sont en accord avec les résultats mathématiques obtenus
dans le chapitre 7.

Figure 8.7: Convergence vers l�état stationnaire.

Figure 8.8: Convergence vers l�état stationnaire.
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En�n, le dernier cas que nous présentons ici dans les Figures 8.9 et 8.10 est
une situation similaire à celle des comditions au bord de Neumann, c�est-à-dire
nous allons modi�er les coe¢ cients du système de sorte que

ab < �
1 (� + e) �
1 (� + a+ f) :

Table 8.5: Coe¢ cients et conditions initiales pour les �gures 8.9 et 8.10.

Dans les Figure 8.9 et 8.10, nous présentons les résultats obtenus pour les
valeurs données dans la Table 8.5. Ce qui correspond à l�extinction des deux
sous populations.

Figure 8.9: Extinction des deux sous populations

Figure 8.10: Extinction des deux sous populations



Partie IV

Annexe
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A. Rappels sur la théorie
spéctrale

Soit X un espace de Banach réel associé à la norme notée par k:kX :

Dé�nition 8.1 Soit A : D(A) � X �! X un opérateur linéaire. Un nombre �
complexe est une valeur propre de A s�il existe un vecteur u 2 X; u 6= 0 tel que
Au = �u. Un tel vecteur est appelé vecteur propre de A.

Dé�nition 8.2 Soit A un opérateur linéaire fermé dans X. L�ensemble ré-
solvant de A, noté �(A) est

�(A) =
�
� 2 C : (�I �A)�1 existe et borné dans X

	
;

i.e. l�ensemble des � pour lesquels les propriétés suivantes sont véri�ées :

(i) (�I �A) est injectif,

(ii) R(�I �A) = X;

(iii) (�I �A)�1 est un opérateur borné.

On dé�nit pour � 2 �(A), la résolvante de A par

R(�;A) = (�I �A)�1:

Le spectre de A est l�ensemble �(A) = Cn�(A).
On dit que � est une valeur propre si � 2 �(A):

Dé�nition 8.3 Soit A : X �! X un opérateur linéaire. On dit que A est à
résolvant compact si R(�;A) : X �! X est un application compacte pour un
� 2 �(A).

Théorème 8.1 (de Krein-Rutman) Soit C un cône, avec interieur intC 6=
;: Si A est un opérateur compact strictement positif dans C, alors il existe u 2
intC et il existe � > 0 tels que

Au = �u

De plus, � est l�unique valeur propre associée à un vecteur propre positif de A
dans C:
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B. Théorème du point �xe

Soient X un espace de Banach réel associé à la norme notée par k:kX ; C le cone
positive de X et

CR = C \B (0; R) ; @CR (0; R) = C \ @B (0; R)

où B (0; R) est une boule dans X de rayon R > 0.
On dé�nie la couronne

C ("; R) = fU 2 C : " � kxkX � Rg :

Nous allons énoncé le Théorème 20.2 dans [23].

Théorème 8.2 Soient 0 < " < R; T : CR ! C un opérateur compact tels que

i) Tx 6= �x pour kxkX = R et � > 1;

i) Tx 6= �x pour kxkX = " et � < 1;

i) inf fkTxkX : kxkX = " g > 0:

Alors l�opérateur T admet un point �xe dans C ("; R) :
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C. Rappels sur la théorie des
semi-groupes

Dans cette section, on va introduire certaines notions de la théorie des semi-
groupes. La pluspart des résultats énoncés se trouvent dans [27], [29], [32], [38],
[58].
Soit X un espace de Banach, muni de la norme k:kX . Dans toute la suite, on

notera par I, l�opérateur identité sur X.
A.1 Semi-groupe fortement continu

Dé�nition 8.4 Une famille d�opérateurs T (t) : X ! X dépendant du paramètre
réel t � 0 est appelée semi-groupe, si elle satisfait les propriétés suivantes :

(i) T (t+ s) = T (t)T (s) pour t; s � 0;

(ii) T (0)x = x; pour tout x 2 X:

(iii) pour tout t � 0, T (t) : X ! X est une application continue.

De plus, (T (t))t�0 est dit C0-semi-groupe si pour tout x 2 X �xé; l�application
t 7! T (t)x est continue sur [0;1) :

Dé�nition 8.5 Le générateur in�nitésimal du semi-groupe (T (t))t�0 est l�opérateur
linéaire A dé�ni sur le domaine

D (A) =
�
x 2 X : lim

t!0

T (t)x� x

t
existe

�
par

Ax = lim
t!0

T (t)x� x

t
pour x 2 D (A)

Théorème 8.3 Si A est le générateur in�nitésimal d�un C0 semi-groupe (T (t))t�0
sur X, alors D(A) est dense dans X et A est un opérateur fermé.

Donc l�espace D (A) est muni de la norme du graphe

kxkD(A) = kxkX + kAxkX :
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Proposition 8.1 Soit (T (t))t�0 un C0-semi-groupe sur X, il existe deux con-
stantes réelles ! et M telles que

kT (t)kL(X) �Me!t pour tout t � 0:

A.2 Semi-groupe compact

Dé�nition 8.6 Un C0 semi-groupe (T (t))t�0 sur X est dit compact pour tout
t > 0 si T (t) : X ! X est un opérateur compact pour tout t > 0:

Théorème 8.4 Soit A un générateur in�nitésimal d�un C0 semi-groupe (T (t))t�0
sur X avec �(A) 6= ;. Le semi-groupe (T (t))t�0 est compact si A est à résolvante
compacte.

Théorème 8.5 Soit A un générateur in�nitésimal d�un C0 semi-groupe (T (t))t�0
sur X avec �(A) 6= ;. Les assertions suivantes sont équivalentes

(i) A est à résolvante compacte.

(ii) L�injection canonique i : D(A)! X est compacte.

A.3 Opérateurs sectoriels

Dé�nition 8.7 Soit A un opérateur linéaire sur X. On dit que A est sectoriel
si les deux propriétés suivantes sont satisfaites:
(i) A est fermé, à domaine D(A) dense dans X.
(ii) 9' 2

�
0; �

2

�
; 9M � 1 et a 2 R, tels que:

Sa;' = f� 2 C : � 6= a et ' � jarg(�� a)j � �g � �(A):
et

kR(�;A)k � M

j�� aj 8� 2 Sa;':

A.4 Semi-groupe analytique

Dé�nition 8.8 Un C0semi-groupe (T (t))t�0 sur X est dit semi-groupe analy-
tique si pour tout x 2 X; l�application : t 7�! T (t)x est analytique sur ]0;1[

Une classe importante de C0-semi groupe dans l�étude du système de non-
linéaires paraboliques systèmes aux dérivées partielles est un semi groupe analy-
tique, cette importance est donnée par le résultat suivant (Voir Théorème 36.2
[61])

Proposition 8.2 Si A est le générateur in�nitésimal d�un semi-groupe analy-
tique alors �A est un opérateur sectoriel.
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A.5 Puissances fractionnaires

Dé�nition 8.9 Soit A un opérateur sectoriel dé�ni sur X, tel que Re�(A) > 0.
Pour tout � > 0, on note l�opérateurA�� dé�ni par

A�� = 1

� (�)

Z 1

0

t��1T (t)dt

où � (�) =
R1
0
s��1e�sds:

Dé�nition 8.10 Soit A un opérateur sectoriel dé�ni sur X, tel que Re�(A) >
0. On dé�nit, la famille d�opérateurs (A�)��0 par :A0 = I et pour tout � > 0,
A� est l�inverse de A�� et D(A�) = Im(A��).
L�espace D(A�) est muni de la norme du graphe

kxk� = kA�xkX :
Théorème 8.6 Soit �A un générateur in�nitésimal d�un semi-groupe analy-
tique (T (t))t�0 tel que Re�(A) > 0: Les propriétés suivantes sont véri�ées:
1) Pour t > 0 et � � 0; le semi-groupe T (t) : X ! D(A�) est borné,

2) pour tout U 2 D(A�p ); T (t)A�x = A�T (t)x;

3) Pour t > 0; A�T (t) : X ! X est borné,

4) Pour �1 � �2; D(A�1p ) � D(A�2p ),

5) Si T (t) est compact alors 8�1 > �2; D(A�1p ) � D(A�2p ) est compact.

6) Il existe C�; ! des constantes positives telles que

kT (t)kL(X;D(A�)) = kA�T (t)kL(X) � C� t
��e�!t pour tout t > 0:

A.6 Attracteur global

SoientM un espace métrique complet et (T (t))t�0 :M !M un semi-groupe.

Dé�nition 8.11 Le semi-groupe (T (t))t�0 est dit dissipatif s�il existe un ensem-
ble borné B �M tel que

8x 2M; 9� = � (x) > 0 : T (t)x 2 B pour t � � :

Théorème 8.7 Le semi-groupe (T (t))t�0 admet un attracteur global compact si
1) T (t) is a compact for t > 0:
2) (T (t))t�0 is point dissipative.
3) Les orbites d�un ensemble borné sont bornés. C�est-à-dire Pour tout ensemble
C �M borné, fS(t)C : t � 0g est borné.
Remarque 8.1 Un attracteur global, si il existe, est unique.



Perspectives

Dans ce travail nous avons étudié un modèle mathématique pour une pop-
ulation structurée en deux stades. Un modèle plus général avec n stades a été
discuté dans [34], [35], [42] et [43] dont certains résultats sont des extensions
des résultats donnés dans [8], [15] et [14]. Il semble qu�on peut faire les mêmes
démarches utilisées dans cette thèse pour étudier le modèle avec n stades et donc
généraliser les résultats donnés dans [34], [35], [42] et [43].
Il est facile de proposer de nouveaux problèmes de recherche. Il su¢ t de con-
sidérer soigneusement les hypothèses et les circonstances dans lesquelles il a été
possible d�établir le modèle. Il n�est pas de généraliser, mais d�envisager des hy-
pothèses plus générales qui ont de l�intérêt, en tenant compte de l�interprétation
du modèle.
1) Il sera intéressant d�étudier le système avec des hypothèses plus générales,

lorsque les coe¢ cients a et b ne sont pas nécessairement strictement positives
dans le domaine 
: On peut trouver des régions de 
 où il y a pas de naissance
des juveniles et des régions où tous les juveniles meurent (ne deviennent pas
adultes).
2) En introduisant un terme non locale dans la quantité qui contrôle la com-

pétiton des individus dans la recherche de la nourriture, le modèle devient8>>>>><>>>>>:

@u

@t
+ L1u = a (x) v � e (x)u� c (x)u

R


(u+ v) in (0;1)� 
;

@v

@t
+ L2v = b (x)u� f (x) v � d (x) v

R


(u+ v) in (0;1)� 
;

Bu = Bv = 0 on (0;1)� @
;
u (0; x) = u0 (x) ; v (0; x) = v0 (x) in 
:

où
R



(u+ v) dx désigne la population totale.

Cela signi�e que la compétition ne dépend pas seulement des individus situés
dans la région x mais dépend aussi des autres individus qui sont en quête de la
nouriture dans tout le domaine 
:
3) On pourrait également tenir compte des variations saisonnières ou plus

généralement de la dépendance en temps des coe¢ cients du système.
Cette hypothèse permet de prendre en compte le fait que pour certaines espèces:
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- La reproduction s�e¤ectue sur une période �xe de quelques mois, hors de
cette période le taux de fertilité serait nul. Par exemple: les poissons, les oiseaux
marins.
- La mortalité ne sera pas la même toute l�année. Par exemple elle sera plus

grande en hiver à cause du froid.
4) Le système étudié peut être interprété dans d�autres situations en biologie

comme par exemple la maladie "Gonorrhea" en épidémiologie (voir [9], [17], [40],
[45]).
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 :ملخص

 

 بينن. على الموارد ينتنافسممن نفس النوع ال يينة إلى قسمين الفرعقسمم لفئة كييدينامالهدف من هذه الأطروحة هو دراسة نموذج 

نعرض وجود وتفرد حلول التوازن . يالمجإذب اجوجود  ولحلول لي المجالإوجود الضمن ت مسبقة تقديرات. محلي وحيد وجود حل

 .حالة التوازنبالنسبة للحلول ل التقاربندرس سلوك وأخيرا، . من خلال منح الظروف اللازمة والكافية ونقرر الاستقرار

 

 

 

 .الاستقرار مقارب؛الالسلوك  ي؛المجذب إاج ؛نصف زمرةنظرية  ؛النقطة الثابتة نظرية ؛مبدأ الحد الأقصى: مفتاحيةكلمات 

 
 

 
 

 Résumé  

      L'objectif de cette thèse est d'étudier un modèle de dynamique de population structuré en deux 

sous-populations de la même espèce en compétition pour les ressources. Nous examinons 

l'existence et l'unicité des solutions locales. Des estimations aprioris permettent d'établir  

l'existence globale des solutions et l'existence d'un attracteur global. Nous montrons l'existence et 

l'unicité des solutions d'équilibre en donnant des conditions nécessaires et suffisantes puis nous 

établissons leur stabilité. Finalement, nous étudions le comportement asymptotique des solutions 

par rapport à l'état d'équilibre. 

 

Mots-clefs : Principe du maximum; Théorie du point fixe; Théorie du semi-groupe; Attracteur 
globale; Comportement asymptotique; Stabilité. 

  

 
 

  

Abstract 

       The aim of this thesis is to study a model of two subpopulations of the same species competing 

for resources. We discusses the existence and the uniqueness of mild solutions. A priori estimates 

guaranteed the global existence of solutions and the global attractor. We show the existence and 

uniqueness of coexistence states of the system by giving necessary and sufficient conditions and we 

establish their stability. Finally, we investigate the asymptotic behavior of solution in relation to the 

corresponding steady-state solution 

 

Keywords: Maximum principle; Fixed point theory; Semigroup theory; Global attractor; Asymptotic 

behavior; Stability.     


