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A la mémoire de mon pére.



Notations

Nous reprenons ici certaines notations énoncées dans [13], pour une présen-
tation plus compléte des espaces de Sobolev, on pourra voir Adams [1].
Soit 2 un ouvert borné de R". On définit pour tout 1 < p < oo, 'espace L (2)
des fonctions mesurables telles que

il = [ [ (o ] "

Lorsque p = oo, l'espace L™ (€2) représente 'espace des fonctions mesurables et
bornées presque partout avec

|ull, = esssup {|u(z)| = € Q}.

Pour chaque a € L™ (2), on note a,, = ess inf (a) et @ = ess sup (a).
Soit & = (a1, 9, ..., ;) € N” un multi-indice avec |a| = a1 +as+ ...+ ay
sa longueur. On note

0" ()

0%1310%x,y ... 0%,

D%u (x)

Pour 1 < p < 00, l'espace de Sobolev W™P () est défini par
WmP(Q) ={u: D% € L* (), 0 < |a| <m}
muni de la norme

1/p

lallyms = | D 1Dl

0<|a|<m

ou D désigne la dérivée faible d’ordre a.
On désigne par C' (Q) I’ensemble des fonctions continues muni de la norme

[ul| = sup |u(z)].
e



Pour chaque a € C (), on note a_. = min (a) et a* = max (a).
e e

Pour m un entier positif on définit ’espace
C™(Q)={u:DueC(Q), 0<|a] <m}

ou D désigne la dérivée fort d’ordre a.
Soit 0 < v <1, C" (ﬁ) est 'ensemble des fonctions holdériennes d’exposant v
muni de la norme

|u(z) — u(y)]

|V

[ull, = [lul] + sup ———
z,yefd ‘ Yy
Ay

et C"tY (ﬁ) est I’ensemble des fonctions de C™ (ﬁ) telles que les dérivées d’ordre
m sont holdériennes d’exposant v avec la norme

lelly = D2 D%l + > sup

Bl<m |8l=m *¥EQ ]

TFY

!Dﬁu(x) — Dﬁu(y)|

Soit E' un espace de Banach, on note E =F x E un espace de Banach muni de
la norme

[(w; 0)|lg = max {[jull g, [[v]lg}-

On définit le cone positif de E par
P(E)={(u,v) eB:u>0etv >0},
il admet un intérieur non vide:
intP (E) = {(u,v) e E:u>0etv>0}
Les relations d’ordre > et > dans [ sont définies pour tout U,V € E par
U>V st U-V eP, ondit que (U —V) est positive.
U>V st U—-V eP-{0}, ondit que (U—V) est strictement positive.
U>V si U-V €intP, ondit que (U — V) est fortement positive.
Dans cette thése on fixe p > n et on note
LP () = LP(Q) x LF (), WP (Q) = WP (Q) x W?P (Q)

et
W%; (Q)={U e WP :BU =0 on 00} .
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Dans la majorité des modéles mathématiques étudiés, les différences en-
tre les individus d’'une méme population ont été ignorés. En effet, les individus
d’une méme population ont été traité comme étant identiques. Mais les popula-
tions biologiques sont généralement constituées d’une grande diversité de groupes
d’age, leurs dynamiques sont souvent trés différentes (les habitudes alimentaires,
la vulnérabilité face aux prédateurs etc). Il est donc nécessaire de prendre cette
diversité en compte dans les modéles.

Les individus de nombreuses espéces ont une vie composée d’une séquence de
stades dans laquelle leurs caractéristiques sont similaires a celles des autres indi-
vidus dans le méme stade et sensiblement différentes de celles des individus dans
des autres stades. La plupart des espéces montrent visiblement des changements
morphologiques; comportementales ou biochimiques qui définissent les limites de
ces stades.

Les individus peuvent modifier radicalement la nature de leurs interactions avec
leurs environnements, ils peuvent alors changer leurs milieu de ressources. Par
conséquence la compétition entre les individus est réduite, au moins entre les
individus de différents stades, par exemple quelques insectes, amphibiens et de
nombreux invertébrés marins.

Cependant, d’autres espéces ont des cycles de vie plus simples ou les individus
subissent moins de changements au cours de leurs développement et donc la
compétition par différents stades est augmentée, que ce soit par le partage des
ressources communes limitées ou en interaction directe. C’est le cas pour la
plupart des poissons, des oiseaux, des mammiféres, de nombreuses plantes (voir
[25], [26]).

Une question qui se pose dans ces types de modéles est: quels sont les effets
de cette compétition sur la dynamique de la population? se stabilise-t-elle ou
déstabilise la population et dans quel sens?

De nombreux auteurs ont étudiés des différents types de modéles structurés en
stades (voir, par exemple, [2], [19], [44], [68], [69]). La dépendance spatiale a
été ignorée dans les modeles ci-dessus. Toutefois, dans de nombreux systémes
écologiques, les populations étudiées peuvent se disperser dans ’espace (voir [30],
[67], [70], [71]). Cette dispersion spatiale résulte de la tendance de certaines in-
dividus a se déplacer vers des régions ou la densité de population est plus faible
(cause de la limitation des ressources).

En particulier, quelques études sur la compétition entre les jeunes et les adultes
ont fait leur apparition dans la littérature, certains auteurs qui s’intéressent au
modele de proie-prédateur, modeéle de compétition ou hote-parasite ont égale-
ment explorés la possibilité que soit I'une des populations (voir [19], [30], [68],
[70]), ou les deux sont structurées en sous-populations adultes et juvéniles (voir
[69]).

Dans ce travail, nous étudions la dynamique d’une population structurée en deux
sous-populations, adultes et jeunes, qui sont en compétition pour les ressources.
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Cette these se divise en trois parties. Dans la premiére partie introduc-
tive, nous commencerons par définir dans un premier chapitre quelques notions
classiques en biologie et en écologie et plus particuliérement en dynamique des
populations qui seront utilisées dans la suite.

Apreés un court historique des modeéles mathématiques en biologie et en écologie,
dans le chapitre 2, nous présentons dans le chapitre qui suit, le modeéle et les
principaux résultats qui font 'objet de cette étude.

La seconde partie est consacrée a ’étude des systémes linéaires coopératifs. En
fait, nous donnons le théoréme du principe du maximum fort et d’autres outils
de base qui seront utilisées dans 1’étude du systéme stationnaire.

La troisieme partie est composée de trois chapitres, les deux premiers qui corre-
spondent & deux articles dont le premier est paru dans [37] et le deusiéme a été
soumis dans [33].

L’origine biologique du systéme que l'on étudie impose de se restreindre aux
solutions positives. Donc dans le chapitre 6, Nous allons donner une condition
nécessaire et suffisante pour obtenir une solution positive du sytéme station-
naire. Notre approche est basée sur le principe du maximum du systéme linéaire
coopératif et la théorie du point fixe. La méthode itérative de sous-solutions
et sur-solutions nous permettra d’étudier 'unicité des solutions et nous allons
établir leurs stabilité.

Dans le chapitre 7, nous discutons ’existence et 1'unicité des solutions locales.
Des estimations a priori permettent d’établir ’existence globale des solutions
et 'existence d’un ensemble compact qui attire toutes les solutions. Un tel en-
semble est appelé un attracteur global. Nous étudions ensuite le comportement
asymptotique de la solution par rapport a la solution stationnaire.

Finalement, le chapitre 8 est consacré & des simulations numériques du systéme

sous MATLAB.



Chapitre 1

Quelques notions en biologie et
en écologie

Dans ce chapitre introductif, on ne fait que définir quelques notions clas-
siques en biologie et en écologie et plus particuliéerement en dynamique des pop-
ulations qui seront utilisées dans la suite.

On peut distinguer deux objectifs de la modélisation mathématique. Le premier
permet d’écrire et comprendre les phénoménes observés. Le second consiste a
prévoir les dynamiques et donc & répondre & une demande sociale en donnant
des informations nécessaires a la prise de décision.
Dans la seconde moiti¢ du 20°™¢ siecle, la modélisation mathématique a fait
I’'objet de nombreuse recherche dans plusieurs domaines en particulier la biolo-
gie des populations, I’écologie et I’épidémiologie.

- La dynamique des populations est ’étude des tailles de population au cours
du temps.

- L’étude de la dynamique des interactions entre les humains et des agents
pathogénes fait I'objet de I’épidémiologie.

1.1 Population

Une population est un ensemble d’étres vivants (individus), animaux ou
végétaux, appartenant a la méme espece, vivant dans le méme milieu et au
méme moment et qui sont capable de se reproduire entre eux.

Exemples:
- Des bactéries cultuvées dans une petite soucoupe.
- Des petits rongeurs dans une forét.
- Des poissons dans un lac.

13
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1.2 Population structurée

Une population peut se décomposer en sous catégories ou sous populations
en fonction de leur 4ge ou d’une caractéristique quelconque (taille, durée ou la
gravité de la pathologie).

Exemples:

- Il est nécessaire de distinguer entre les individus immatures et les individus
adultes capable de se reproduire.

- Les bactéries pour se diviser doit atteindre une certaine taille.

1.3 Intéractions dans les populations

Diverses interactions ont lieu entre les individus d’une méme population, ou
encore entre ceux de populations différentes. Ces intéractions peuvent prendre
diverses formes dont les plus importantes sont:

Prédation: C’est la consommation d’un organisme vivant, animal ou
végétal, par un autre. Elle maintient 1’état sanitaire des populations en élimi-
nant les plus faibles et les malades, les individus en bonne santé échappent plus
facilement & leurs ennemis.

Compétition: Deux étres vivants entrent en compétition lorsqu’ils se
disputent une méme ressource, qui par ailleurs se trouve en quantité insuffisante
dans le milieu. La ressource qui est disputée peut étre ’alimentation, un lieu de
nidification, etc.

La compétition peut se produire entre individus de la méme espéce: c’est la com-
pétition dite intraspécifique. Elle peut aussi se produire entre individus d’espéces
différentes: elle est dite interspécifique.

Une autre forme importante d’intéraction concerne celle entre les différents groupes
de la population en présence d’une épidémie. Par exemple la maladie "Gonor-
rhea", due & la bactérie "Neisseria Gonorrhoeae", est responsable d’infection
sexuellement transmissible.



Chapitre 2

Modélisation mathématique en
biologie et en écologie

La complexité des phénomeénes a étudier dans la nature nécessite le recours
a des modeles simplifiés (des modéles mathématiques). Nous allons présenter,
d’une maniére historique, le développement des modéles mathématiques en bi-
ologie et en écologie (voir [55]) afin d’aboutir au modele discuter dans cette
thése. Dans un premier temps nous présentons deux modéles simples pour des
populations non structurées. Ensuite nous verrons quelques modéles structurés
(en Ages, en stades, en groupes, en espace).

2.1 Modéles simples

Un modeéle est une version simplifiée du phenomeéne réel étudié. L’un des
premiers modéles mathématiques en biologie remonte au 13°7¢ siecle dit "prob-
leme de Fibonacci". A partir d’une suite de récurrence, il modélise une popu-
lation de lapins. Il fallut ensuite attendre la fin du 18°™¢ siécle et 19°™¢ siécle
pour que d’autres modeles apparaitre: le modele de Malthus (1798)[51] puis le
modele de Verhulst (1838)[65] .

Tout d’abord, pour écrire un modéle mathématique simple, on considére que
tous les individus d’une population sont écologiquement (resp biologiquement)
équivalents:

e Tous les individus ont le méme cycle de vie,

e A chaque stade de vie correspond un ensemble précis de processus écologiques,

e Pour le méme milieu, la probabilité des processus écologiques est la méme
pour tous les indivitus.

15



2. Modélisation mathématique en biologie et en écologie 16

2.1.1 Modéle de Malthus:

e Modé¢le en temps discret
Dans ce modele on étudie les effectifs d’une population, noté wu;, a des in-
stants d’observation t, avec t € {0, 1,2, ...}, mesuré en minute, heures, journées,
anneées,...
On suppose qu’on regarde la variation de la population entre deux instants ¢ et
t+1.

Uty — Ut = Nt — Mt + It - Et (21)

ou NNV, : nombre de naissances entre les deux instants.

M, : nombre de décés entre les deux instants.

I; : nombre d’individus immigrés entre les deux instants.

E; : nombre d’individus émigrés entre les deux instants.
Pour simplifier, on suppose que ’on considére une population fermée au mouve-
ment migratoires (sans émigration ni immigration).
Les nombres de naissances et de morts dans une population, pendant une période
de courte durée, sont proportionnels

- a Deffectif de cette population.

- & la durée de cette période.
On note par

N le taux de natalité, le nombre d’individus moyens produits par individus
présents par unité de temps,

M le taux de mortalité, la proportion d’individus qui meurent par unité de
temps.
L’équation (2.2) devient:

Ut+1 = Nut - /\/lut -+ U

=(r+1)u (22)

onr = N — M. Le paramétre r + 1 est appelé le taux de croissance de la
population.
La suite u; est une suite géométrique de raison (r + 1), ce qui donne

w1 = (r+ 1) g,

ot ug est Ueffective initial de la population (a l'instant ¢ = 0).
Pour ¢ grand la dynamique de la population & I'instant ¢ depend de r :

Si r = 0: Deffective de la population reste constant au cours du temps.

Si r < 0: Deffective de la population tend vers 0.

Si r > 0: Peffective de la population augmente (croissance infinie).
En temps discret, on sait pas ce qui se passe entre deux instants ¢t et ¢t + 1. Ce
type de modele est souvent utilisé en biologie & cause des rythmes saisonniers
des populations. Il est pratique pour les populations dont les générations ne se
chevauchent pas (certains insectes, des plantes annuelles).
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e Modé¢le en temps continu

Un modeéle en temps continu permet de connaitre a tout moment ’effectif de
la population. Entre deux instants trés proches ¢ et ¢t + dt (dt — 0) la variation
de la population est notée du. Le modele (2.2) permet d’exprimer la variation
du par:

du=N xdt xu(t)— M xdt xu(t).

On écrit
du
dt
ou r est le taux de croissance de la population. En intégrant, on trouve

=ru(t),

u (t) = uge"™.

Donc la dynamique de la population est similaire & celle du modeéle a temps
discret:
— Si r =0, la population reste constante, avec u(t) = uy V¢t > 0.

— Si r < 0, la population decroit exponentiellement vers 0, u(t) T 0.

—Sir > 0, la population croit exponentiellement vers infinie, u(t) P ~+00.
——+00
Ce modele de base peut étre utilisé pour présenter des populations humaines ou
bactériennes car il n’ y a pas de saison de reproduction.

2.1.2 Modéle logistique (modéle de verhulst):

e Modéle en temps continu

Une des limites du modele précédent vient du fait que cela suppose des
ressources infinies puisque la population augmente d’'une maniére exponetielle
vers l'infinie. Pour le rendre un peu plus réaliste, on peut supposer que les
ressources du milieu sont limitées et donc une compétition entre les individus
apparaisse. A D'approche de cette limite le taux de mortalité augmente et la
croissance de la population diminue progressivement jusqu’a devenir nulle. Si
la population est grande le taux de mortalité augmente beaucoup du fait de la
competition et donc depend de D'effectif de la population. Avec cette définition
le taux d’accroissement est donné par:

r(u) =r — cu,

ol c représente la compétition due a la limite des ressources du milieu.
Le modele logistique est représenté par I’équation

2—1::7“(1—%>><U, (2-3)

r
ou K = — est appelé la capacité d’accueil du milieu, et qui représente donc la

C
densité d’individus qui peuvent vivre simultanément sans nuire de la compétition.
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Point d’équilibre: A I'équilibre les effectifs de la population ne varient plus:

r(l—%)xu:o

Le systeme (2.3) admet les points d’équilibres u, = 0 si 7 < 0 et u, = K si
r > 0.

Stabilité: Le point u, = 0 est un équilibre instable (si on introduit quelques
individus dans le milieu u (¢) croit et donc s’¢loigne de 0). Par contre u, = K
est stable (si ug > K il y trop d’individus par rapport aux capacités du milieu,
donc u (t) décroit et tend vers K, et inversement si uy < K).

Comportement asymptotique: En intégrant I’équation (2.3) on obtient

B Kuge™
n K_|_u0(ert_ 1)

u(t) vt > 0. (2.4)

- Sir =0, alors u(t) =uy vt >0,
- Sir <0, alors u(t) — 0 quand t — 400,
- Sir >0, alors u(t) — K quand t — +o0.

u(t) o A

2__
1__
0 +——F————————————————————————————
00 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

K =6, r =2 et ug varie.
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u(t) 7.‘.

00 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

ug =1, K = 6, r varie.

Sur les graphes figure 2.1 et figure 2.2, nous pouvons voir I'influence du taux de
croissance r et la capacité limite K sur la variation des effectifs de la population.
- La variation de la population dépend de K par rapport a la condition initiale u.
- Plus r est grand, plus la population va croitre rapidement vers le point d’équilibre.

Remarque: Les modéles précédents négligent plusieurs points :
* L’hétérogénéité des paramétres entre différentes classes d’individus :
- Les juvéniles ne se reproduisent pas.
- Les individus 4gés ont un taux de mortalité plus élevé, etc.
* L’hétérogénéité spatiale ou temporelle de 'environnement.
La mortalité ne sera pas la méme toute I’année ou en tout point de localisation
de la population. Par exemple elle sera plus grande en hiver a cause du froid.

2.2 Modéles structurés

Dans ce type de modeéle les individus de la population ne seront plus consid-
érés comme tous identiques. Nous allons présenter ici que les modeéles, en temps
continu, qui seront utilisés par la suite.
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2.2.1 Modeéles structurés en ages

Les individus d’une population naissent, grandissent, arrivent a la maturité,
se reproduisent puis meurent, donc le taux de mortalité et de natalité est different
selon ’age des individus. On ne considérera pas ce type de modéle dans ce travail.

2.2.2 Modéles structurés en stades

Dans certaines espéces les populations sont difficiles & modéliser en fonction
de ’age, il est parfois plus intéressant d’utiliser des modeéles structurés en stades.
On commence par donner un exemple ol la population est structurée en deux
stades et de la méme maniere on obtient un modele plus générale a n stades.

du

— = av — eu

&

% :bu—(f—l—a)v

ou u(t): la densité de la population des adultes a I'instant t:

v(t): la densité de la population des juveniles a l'instant t:

a: le taux de passage du stade juvenile au stade adulte;

b: le taux de natalité des juveniles;

e: le taux de mortalité des adultes ;

f: le taux de mortalité des juveniles.
Si on prend en considération la compétition entre les individus de la population
le systeme devient

du 9
? = av — eu — cyu* — couv
d—: =bu— (f +a)v—div?—dyvu

ou ¢; et d; (i = 1,2) représentent la compétition entre les individus du méme
stade ou de différents stades. Ce systéme doit étre completé par des valeurs des
deux sous populations au temps initial (conditions initiales).

On remarque que I’équation de chacune des variables depend de la seconde vari-
able, elles sont donc couplées.

Les modéles cités ci-dessus sont appliqués & une seule population, mais les
populations ne vivent pas isolées et sont donc en intéractions entre elles. En 1925,
Volterra, motivé par des questions relatives a 'augmentations des poissons (des
sardines et des requins) dans la mer Adriatique pendant la gerre, a proposé son
fameux modele "proie-prédateur". Dans la méme époque, un modeéle similaire a
été dévelopé par Lotka. Le modeéle de compétition entre les différents populations
a été écrit pour la premiére fois dans les année 20 pour étudier la dynamique des
populations de liévres et de lynx.
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2.2.3 Modeéles structurés en espace

Nous avons jusqu’a présent négligé la dépendance spatial des populations
étudiées. Pour en tenir compte, nous allons montrer comment représenter des
populations en évolution dans 'espace et dans le temps (voir [48], [49], [55]).

On suppose que les individus de la population résident dans une région 2 (un
ouvert de R™, n > 1). On suppose qu’en chaque point x € €2, les individus ont
une probabilité idendique de se déplacer d’un coté ou de 'autre. On note u(t, x)
la densité d’une population en x € ) & 'instant ¢; c’est le nombre d’individus
par unité de volume. Soit z un point de l'habitat Q, {O,, C Q} 7 est une suite
de régions spatiales entourant le point z, leur mesures spatiales |O,,| tends vers
0, lorsque n — oo et O,,.1 C O, alors

. Nombre d’individus dans O,, au temps t
u(t,r) = lim N :

La population totale dans n’importe quelle sous région O de €2, a I'instant t est

/O u(t, ) d.

Supposons que la variation de la population au cours du temps est due au flux
a travers 0O, le bord de O. La loi de conservation donne

ou

u(t,z)de = ot (t,x)dr = — /ao J(t,s).n(s)ds, (2.5)

dt Jo

ou J(t,s).n(s) designera le flux d’individus par unité de temps a travers un
¢lément de surface perpendiculaire au vecteur normale 7 (s) au point s.
D’aprés le théoréme de divergence on a

/ J (s,t).m(s)ds = / div, [J (z,1)] dz, (2.6)
00

o

ou div, [J (x,t)] est la divergence, par rapport a la variable z, du flux J (z,1).
Donc de (2.7) et (2.8) on obtient

/0 <% (t, ) + div, [J (t,w)]) dz = 0.

Comme O est arbitraire, alors u est une solution de ’équation aux dérivées
partielles:

% (t,x) +div, [J (t,2)] =0 dans R} x Q.

La loi de Fick exprime que les individus se déplacent des régions ot la densité de
population est plus grande a des régions ot cette densité est plus faible et leur flux
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est proportionnel & la variation de la densité. Le coefficient de proportionnalité,
noté D, est appelé coefficient de diffusion (il peut dépendre de la position spatiale
D = D(z)). En outre, le signe de cette dérivée de u par rapport a = est opposé a
celui du flux. En effet, si la densité est décroissante en z, comme les individus se
déplacent aléatoirement, le flux est orienté positivement. Il en découle la relation

J(t,z) = —D(x)Vu(t,x).
ou Vu(t,z) est le gradient du vecteur u par rapport & x. On obtient ainsi
I’équation de diffusion

% — div, [D(x)Vu] =0 dans R x Q.

Dans le cas particulier o le coefficient de diffusion est constant (indépendant de
x), I'expression précédente devient :

ou
— — DAu=0.
ot Y

Rappelons que nous avons supposé, momentanément, que la variation de la
population au cours du temps est due au flux a travers le bord de O, mais on peut
évidemment ajouter tous les termes, vus dans les sections précédentes, décrivant
la dynamique de la population étudiée et les regrouper ici sous le nom de terme
de réaction, noté F(u). Donc I’équation devient

% — div, [D(z)Vu] = F(u) dans R} x Q.

Ce type d’équation porte le nom d’équation de réaction-diffusion.

Ces systéemes d’équations de réaction-diffusion décrivent la maniére dont la con-
centration ou la densité distribuée dans ’espace varie sous l'influence de deux
processus : les interactions locales des populations, et la diffusion qui provoque
la propagation des populations dans I’espace.

Il est trés important de préciser la maniére dont les individus se comportent
aux bords du domaine. Restent-ils dans le domaine? Peuvent-ils en sortir?
disparaissent-ils? et si oui de quelle maniére 7

Deux types de conditions aux bords sont utilisées dans cette thése:

a) Conditions aux bords de Dirichlet sont des conditions qui fixent la valeur de
u sur le bords

u(t,z) =0 sur oS

b) Conditions aux bords de Neumann sont des conditions qui fixent le flux d’individus
vers l'extérieur
ou

on
ol g—z est le vecteur normal.

Ce choix est conditionné par ’hypothése que la population évolue dans un do-
maine isolé.

(t,z) =0 sur 0€).



Chapitre 3

Présentation des résultats
obtenus

3.1 Présentation du modéle

L’objet de cette thése est I'étude d’un systéme de réaction diffusion qui
modélise la dynamique d’une population structurée en deux sous-populations,
adultes et jeunes en compétition pour les ressources:

( %+£1u:a(:z:)v—e(x)u—c(:z:)u(u+v) dans (0,00) x €,
%—I-Egv:b($)u—f(a:)v—d(x)v(u+v) dans (0,00) x €, (SP)
Bu=Bv=0 sur (0,00) x 012,

[ u(0,2) =uo (z);v(0,2) = vy (v) dans Q.

ot © un domaine borné régulier de R (n > 1). L’opérateur £y, (pour k € {1,2})
est un opérateur elliptique d’ordre deux sous forme divergence

Liu = —Z 0 <afj (x) @> pour k=1,2 (3.1)

X T,
=10 Oz
ol afj e Ct (Q) L’opérateur peut alors s’écrire sous la forme non divergence

= 0*u ou
Lyu E a;; (x) D, + b3 (2) o, pour k =1, (3.2)

ij=1

ot b € O (7).

23
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k

On suppose que les coefficients afj sont symétriques a;;

conditions d’ellipticité: Il existe 65 > 0 telle que

= af; et vérifiant les

n

D oali () €& 2 0P VEER Ve e Q.

ij=1
* La fonction u représente la concentration de la population des adultes,
* v représente la concentration de la population des juveniles,
* a désigne le taux de la population des juveniles qui deviennent adultes,
* Le ceefficient b est le taux de natalité des juveniles produit par les adultes,
* e le taux de mortalité des adultes,
* f= f + a avec f le taux de mortalité des juveniles,
* Les fonctions ¢ et d mesurent la compétition entre les adultes et les juveniles.

Les coefficients du systéme a, b, e, f, ¢, d € L™ () sont des fonctions positives
et bornées dans 2. Les conditions initiales ug et vy sont des fonctions positives
et bornées dans (2.

L’opérateur B représente les conditions de bord de Dirichlet
u=v=0 sur 0,

ou bien de Neumann

Oou Ov
— = —= Q.
an ~ an 0 suro
On considére le systéme elliptique associé au systéme (SP)
Liu=a(x)v—-e(zx)u—c(x)u(u+wv) dans 2
Lov="0b(x)u—f(x)v—d(z)v(u+v) dans Q (SE)
Bu =Bv =0 sur 0f)

Le systéme (SE) s’écrit sous forme matricielle:

LU = AU + N (U) dans Q

B — 0 sur 99
o ) —e(z)  a()
U:(v)7 52(%1 fi) A= b(z)  —f()

et N le terme non lineaire tel que
—c(z)u(u+v)

N(U)(z) =
—d(z)v(u+v)
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3.2 Présentation de quelques résultats connus

Dans le cas particulier ou £; = L5 = —A et ¢,d sont des constantes, le
systéme (SP) et le systéme stationnaire associé (SE) ont été discutés comme
étant un probléme de controle optimal dans [8], [15] et [46].

Sous certaines conditions les auteurs ont montré que le probléme (SE), pour les
conditions au bord de Neumann dans [8] et pour les conditions de Dirichlet dans
[15], admet une unique solution strictement positive.
Soit

C(sl ><C(52 :{(e,f) ELOO(Q):OSGSCSl, OS]CSCSQ},

ol 01, 0o sont des constantes positives fixées.
Considérons le probléme de valeurs propres suivant:

Lrw+ q(z)w = pw dans €2,
Bw =0 sur 0f)

On note par ¢, (L + q) I'unique fonction propre associé a la valeur propre prin-
cipale py (L), + q) qui vérifie ¢y (Lx +¢) > 0 dans Q et [l¢; (L + @)y = 1.

Théoréme 3.1 ([8]) : Supposons que c,d € R

Qi binf > 51(527 (H,l)

" <a,(1+1)
oi T = St/ (H2)
b <b, (1+T7)

Alors, pour chaque (e, f) € Cs, x Cs,, il existe une unique solution strictement
positive de (SE).

Théoréme 3.2 ([15]) : Supposons que c¢,d € RT

Q; ¢ binf > P1 (_A + 51) P1 (_A + 52) ) (Hl)
a’ <a. (14+7T)
ouT = —Zim‘/ = (H2)
BT <b (14T e/

Alors, pour chaque (e,f) € Cs, x Cs,, il existe une unique solution strictement
positive (u,v) du systéme (SE). De plus,

(u,v) € [0,%} X [0, %] .



3. Présentation des résultats obtenus 26

Dans le cas ou £L; = —d;A, a,b,e,f € C (ﬁ) et c,d sont des constantes
non nulles, K.J.Brown et Y. Zhang [14] ont donné une condition nécéssaire et
suffisante pour obtenir une solution strictement positive du systéme (SE) avec
les conditions au bord de Neumann, en terme de la valeur propre principale du
systéme linéaire correspendant.

Théoréme 3.3 : Le systéme (SE) admet une solution fortement positive si, et

seulement si,
ME(A) <0

ot M (A) waleur propre principale de Uopérateur (£ — A (x)).

Dans mon mémoire de magistére [36], nous avons démontré le résultat obtenu
par K.J.Brown et Y. Zhang [14] dans le cas ou ¢, d sont deux fonctions contin-
ues strictement positives et avec des conditions au bord de Dirichlet, par une
approche basée sur la théorie d’indice d’un point fixe qui est une méthode de
continuation différente de la méthode de monotonie utilisée dans [14]. Nous
avons démontré les résultats suivants:

1) Si
Vamin bmin >p1(_A+€+f)7

alors le systéme (SE) admet une solution strictement positive.
2) Si le systéme (SE) admet une solution strictement positive alors

max , max

a b >p (A+e)p (“A+T).

3.3 Présentation des résultats obtenus

Nous décrivons ici les principaux résultats obtenus dans cette thése. Nous
commencons par donner quelques resultats pour le systéme stationnaire.

3.3.1 Systéme elliptique

Dans [8] et [15] les auteurs ont énoncé un résultat d’existence et d’unicité
des solutions strictement positives. La condition d’existence est plus faible dans
[12] et [14], elle est donnée en terme de la valeur propre principale du systéme
linéaire correspondant. Il sera intéressant d’établir une condition équivalente en
terme des coefficients du systéme.

Supposons que les coefficients ¢ et d sont des fonctions continues dans €.
Tout d’abord nous avons généralisé dans [37] les résultats d’existence obtenus
dans [12] et [14] en éliminant la condition

(Cy) c(x) >0 et d(x) >0 dans .
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Les coefficients ¢ (x) et d(x) ne sont pas nécessairement strictement positives
veut dire qu’il peut y avoir des régions dans €2 ot il y a suffisament de ressources
et donc la compétition entre les individus est nulle dans ces régions.

Nous allons montrer le théoreme suivant:

Théoréme 3.4 Le systéme (SE) admet une solution fortement positive
si, et seulement st,
ME(A) < 0.

Si la condition (C9) est vérifiée alors une solution fortement positive (u,v),
si elle existe, est unique. De plus,

asup bsup
(u,0) € [0’ —] . {0’ a} '

Cela est une conséquence du théoréme suivant:
Théoréme 3.5 Supposons que A} (A) < 0. Si les conditions
(Cy) c(x)>0 et d(z) >0 dans .

asup S eian _'_ CinfR]- (1 _'_ F)
(CR) oul' = —.
bsup S finf]'_‘_l + dinfR2 (1 + F_1>

sont vérifiées. Alors, il existe une unique solution de (SE) dans
[5(7017 Rl] X [69027 RQ] )
ot € est suffisament petit et p = (¢, s) la fonction propre associée a N (A).

Il est clair que la condition (Cg) est toujours vérifiée dans les cas suivants:

)SiR > T et RZZZ—;

inf

_ a’ —e b —.
2 - R, > int w ) L
psin =z () ()}

Remarque 3.1 Nous allons montrer dans le chapitre 5 que si a et b sont des
constantes, alors A\ (A) < 0 si et seulement si,

ab > pi (L1 +e) pif (L2 + 1) .

a’—e,. b =
1mn: in > 0'
reed () ()]

par conséquent,
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Maintenant on suppose que les coefficients ¢ et d ne sont pas nécessairement
strictement positives et on considére la matrice suivante

—e(z) — 2rc(x) a(x)
A, (x) =
b(x) —f —2rd(x)
Théoréme 3.6 Supposons que )\? (A) < 0. Siil existe r > 0 tel que
ME(A,) > 0.

Alors, il existe une unique solution de (SE) dans
r r
EQy, — X €@y, —
[ 1 6¢1] [ P2 €¢2}
ot € est suffisament petit et (1,,1,) la fonction propre associée a NS (A,).

Nous démontrons ensuite la stabilité des solutions.

Théoréme 3.7 Si (u,,v.) est une solution de (SE) telle que

ainf t binf
Uy < S et v, < pam

Alors (uy,vy) est stable.

Corollaire 3.1 Supposons que les coefficients o,b,c et d sont constants.
Si A (A) < 0, alors l'unique solution fortement positive de (SE) est stable.

Si on suppose que les coefficients a, b, e, f sont des fonctions continues dans €2
alors on obtient le théoréme suivant, qui donne plus de propriétés aux solutions

Théoréme 3.8 Supposons que (SE) admet une solution strictement positive
(u,v). Alors elle vérifie

[(w,0)[| < R
s, et seulement si,
AT (4)
R>-“1——7
2M
ot M = max {c"",d""} .
Dans le cas particulier o £ = —0;A, 0, > 0 (k = 1,2), nous allons donner

les conditions nécessaires et suffisantes des Théorémes 3.4 et 3.8 en fonction des
coefficients du systéme.
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Corollaire 3.2 Le systéme (SE) admet une solution strictement positive (u,v)
telle que
[(u,v)[| < R

s, et seulement si,

/Q a(r) Fodx /Q b(z)Tidr > pf(e) pi (F) /ﬂ F1dx /ﬂ Todx

/Q a(r) Fodx /Q b(z) Tidz < [pf (e) + 2MR] [p} (f) + 2M R] /Q Fidx /Q Todr

ot, pour i = 1,2, §; = ;01 (—o1A +€), T, = p;0, (—o2A +§) (pour i = 1,2)
et pour simplifier les écritures on note ici p$ (q) = pit (—o1A + q).

Il est important de noter que les conséquences de ces résultats sont prouvées
dans [8], [12], [14], [15] et que ’hypothése (Hj) n’est pas nécessaire pour montrer
I'unicité des solutions, elle sert a clarifier le domaine d’existence de la solution.

3.3.2 Systéme parabolique

Nous allons étudier le probléme (SP) en utilisant la théorie des semi-groupes.
On consideére 'opérateur

. £1+€ 0
_Ap__< 0 £2+f>

défini sur D(A,) = WP (€) et qui engendre un semi-groupe analytique, compact
et positif sur L (2).

Pour a € [5, 1), on introduit la puissance fractionnaire de l'opérateur A,
A D(Ag) — LP(Q) (3.3)

ot D(Aj) est le domaine de I'opérateur A5 qui est un espace de Banach muni
de la norme

Ul = [AZUl, -

Nous allons montrer I'existence d’une unique solution globale de (SP).

Théoréme 3.9 Supposons que Uy € D(A5) alors le systeme (SP) admet une
unique solution globale notée U(t,Uy) pourt > 0.
De plus, si Uy est strictement positive alors la solution est fortement positive.

Soit R,, R, > 0, on considere I’espace métrique complet défini par
Wi={o€D(A):¢(2) e A=[0,R]x[0,R)], z €Q}.

En utilisant des résultats établis dans [52] et [63] on obtient le résultat suivant:
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Proposition 3.1 Supposons que la condition

- a’ <c R (1+7T)
(CR) oul' = &
5 < d, By (14T

est vérifice. Si Uy € W§, alors pour tout t € [0, Tmax) : U(t) € W§.

Il est clair que la condition (é}) est toujours vérifier si

sup bsup
R, :max{a—,HUUHOO} and R, :max{d_7”7)0”oo}'
C

inf inf
Par conséquent, on obtient 7,,,, = +00.
Afin de montrer I'existence d’un attracteur global, nous avons besoin de mon-

trer le résultat suivant:

Proposition 3.2 Supposons que Uy € D(Ag) est strictement positive. Alors

. a .
th*{n()o ”U(t,UO)”oo S C_ et tEnoo ||U(t?vo)||oo S d_7

inf inf

Théoréme 3.10 Supposons que Uy € D(.Af,‘) est strictement positive. Le semi-
groupe {S (t) ,t > 0} associé au systéme (SP) admet un attracteur global compact
dans D(A}°) pour ag € (o, 1).

En générale, on n’a pas l'injection suivante
« 2a,,p
D(AG) — W,

cependant elle est vraie dans le cas des conditions au bord de Dirichlet, voir [6].
Dans le cas des conditions au bord de Neumann, il est approprié¢ de travailler
avec des espaces de Banach échelonnés donnés par l'interpolation au lieu des
espaces définies par la puissance fractionnaire.

Corollaire 3.3 Supposons que Uy € D(AS) est strictement positive.

n
Pour 2ag — — > 1 + v, le semi-groupe associé au systéme (SP) admet un at-

tracteur global compact dans C** (Q) x C** (Q) for v € (0,1).

n
Par la suite, on suppose 2cp — — > 1 + v et nous étudions le comportement

asymptotique des solutions de (SP) par rapport a la solution d’équilibre.
Tout d’abord on suppose que ¢ et d sont des fonctions continues et on note

A, = [0, R}] x [0, R}

a, b,
inf / inf
et [T

N !/
ou Ry = =
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Théoréme 3.11 Supposons que Uy € W°-{0}. Si A\{ (4) < 0 et la condition
(5;) est vérifiée, alors
tth (t, Uo) = U*,

ot U, >> 0 est un unique point d’équilibre de (SP) dans C1 (Q) x C* (Q).

Corollaire 3.4 Supposons que a,b,c et d sont des constantes. Si Uy € D(A;,“O)
est strictement positive et

ab > pf (L1 +€) p{ (L2 +§)

alors

lim U (t,Ug) = U,
ot U, >> 0 est un point d’équilibre de (SP) dans C*™ (Q) x C* (Q).
Proposition 3.3 Si Uy € D(A;°) est strictement positive et Ay (A) < 0 alors

limu (t,up) <R et limo(t,v9) <R,
t—o0 t—o0

a’ —e bt — .
N R — inf , inf .
wn—me{ () (55))




Partie 11

Systéme linéaire coopératif
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Chapitre 4

Principe du maximum pour les
équations elliptiques linéaires

Il est bien connu que le principe de maximum dans ses différentes versions
est un outil trés important dans I'analyse des équations aux dérivées partielles
telles que 'existence, I'unicité et I’étude qualitative des solutions. Par exemple, la
méthode de sous et sur-solutions est basée sur le principe de maximum (voir [57],
[60], [62]). Les bonnes références générales pour différentes formes du principe
du maximum sont données dans [31] et [59].

4.1 Principe du maximum et valeur propre

Dans cette section, nous donnons la caractérisation du principe de maximum
fort pour les équations elliptiques du second ordre en terme de la positivité de
la valeur propre principale et en terme d’existence d’une stricte sur-solution. Ce
résultat a été caractérisé dans le cas des conditions au bord de Dirichlet dans
[50] et étendu au cas des conditions au bord plus générales dans [7] et [24]. Des
extensions aux domaines plus générales ont été étudiés dans [10].

Tout d’abord on considére le probléme au bord suivant, noté par (Lx + ¢,B,2),

Liw+q(x)w=f(x) dans €,
(4.1)
Bw =0 sur O0f).

Définition 4.1 On dit qu'une fonction w € W?P (Q) est une sur-solution de
(Lr + q,B,Q) si elle vérifie le systéme suivant:

Lyw+q(z)w >0 dans €,

Bw >0 sur OS).

Une sur-solution est dite stricte, si au moins ['une des inégalités est stricte.

33



4. Principe du maximum pour les équations elliptiques linéaires 34

Définition 4.2 On dit que le probléme (Ly + q,B,2) satisfait le principe du
mazimum fort si pour toute sur-solution w € W?*P(Q), l'une des assertions
sutvantes est vérifiée:

w=0 ou bien w> 0.

En d’autres termes, 1) Si w € W*P (Q) satisfait
Liw~+q(x)w>0 dans ,

Bw >0 sur 0f)

avec ['une des inégalités est stricte, alors w > 0.
2) w =0 est l'unique solution du probléme

Lirw+q(x)w=0 dans 2,

Bw =0 sur 2.
On peut reformuler le Theorem 6.1 dans [3] pour obtenir le théoréme suivant:

Théoréme 4.1 Il existe wg € R tel que pour chaque K > wqy le probléme
(L + q+ K,B,Q) satisfait le principe du mazimum fort.

Considérons le probléme aux valeurs propres suivant:

Lrw+ q(z)w = pw dans €2,
(4.2)
Bw =0 sur 0f2
dans W27 (Q) et on note par £ la fermeture de 'opérateur (L, + q) War) dans

B

LP (). Alors le probleme (4.2) peut s’écrire:
Lhw = pw dans L (Q).

Le spectre et I’espace propre de £ sont independents de p > N. De plus, Par le
principe du maximum fort et la généralisation du Théoréme de Krein Rutman
(voir Appendix A) ainsi que le Théoréme 3 dans [56], on obtient le résultat
suivant (voir aussi la Section 2 dans [7]).

Théoréme 4.2 [l existe au moins une valeur propre réelle du probléme (4.2),
notée pSt (Ly, + q), appelée valeur propre principale de (Ly + q,B,Q) dans Q.
Elle est simple et elle posséde une unique fonction propre fortement positive et
normalisée ¢, (Ly + q), appelée fonction propre principale. De plus, p$t (L1, + q)
est la seule valeur propre de (4.2) qui posséde une fonction propre positive. Toute
autre valeur propre p de (4.2) vérifie Rep > p$t (Ly + q)et

(L + K)7h L7 (Q) — L7 ()

est positive, compacte et irréductible pour K > —pt (Ly, + q).
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Remarque 4.1 Toute stricte sur-solution positive de (Ly + q,B,Q) est forte-
ment positive.

La caractérisation du principe de maximum fort est donnée par le théoréeme
suivant (voir Section 2 de [7], [24] et [50]).

Théoréme 4.3 Les assertions suivantes sont équivalentes:

(1) (Lr+q,B,9) admet une stricte sur-solution positive;
(17) (Lx + q,B,Q) vérifie le principe de mazximum fort;

(id1) pi (Lx +q) > 0.

4.2 Propriétés de la valeur propre principale

Dans cette section nous allons utiliser le Théoréeme 4.3 pour donner quelques
propriétés de la valeur propre principale p$t (L), + q).

Proposition 4.1 1) Soit ¢, et go deux fonctions dans L™ () telles que ¢1 < qo.
Alors on a

P? (Lr+q1) < P? (Lr+ q2) -

2) Soit Qq un sous domaine de Q0 avec le bord 0$)y assez régulier. Alors
P (Lr+q) < P (L +q).

Preuve. 1) Soit p$ (Lx + ¢1) une valeur propre du probléme (4.2) dont la
fonction propre associée est ¢, = ¢ (L + ¢q1). Alors

Lty + oy = pit (L + @) ¢y dans €,

Bp, =0 sur 0f).

D’autre part on a

[Lr+a— o (Lr+a)] o= [Lo+a —pt (Le+q1)] &1+ (62— @) ¢y > 0.
On remarque que ¢, est une stricte sur-solution du systéme

[‘Ck + g — pit (Ly + Q1)] w =0 dans €,

Bw =10 sur 0.

Il découle du Théoreme 4.3 que

p? (ﬁk +q2 — ,0? (ﬁk + ql)) > 0.
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2) Soit ¢ = ¢ (L + ¢) une fonction propre associée a la valeur propre princi-
pale p§! (Lx + q) . Alors

[Li+q—pP(Le+q)]¢=0 dans Qy,

Bo >0 sur 0€);.

Ce qui signifie que la fonction ¢ est une stricte sur-solution positive du systéme
(L +q—p¢ (L +q),B,Q) et done grace au Théoreme 4.3 on trouve que

P?l (Ek“‘q_p? (£k+Q)) > 0.



Chapitre 5

Systéme linéaire coopératif

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étend les résultats du Chapitre précédent aux systémes
linéaires coopératifs. C’est-a-dire nous donnons une caractérisation du principe
du maximum fort en terme de la positivité de la valeur propre principale et en
terme d’existence d’une stricte sur-solution.

Le principe du maximum pour les systémes coopératives a été déja discuté par
plusieurs auteurs sous diverses hypoyheses ([4], [11], [22], [28], [39], [53], [54],
[64]). Dans [20] Correa et Souto ont donné une approche basée sur la théorie
d’indice d’un point fixe pour obtenir le principe du maximum.

Nous supposons que e et f ne sont pas nécessairement positives.

5.2 Principe du maximum et valeur propre

Considérons le systéme linéaire associé au systéme (SFE)

LU =AU dans €2,
{ BU =0 sur 0S). (SL)
Sio(x) > 0etb(x) > 0 dans Q, on dit que (SL) est un systéme linéaire
coopératif et la matrice A (z) est une matrice coopérative. Sia > 0 et b > 0
alors A(z) est dite fortement coopérative (voir [54]).

Définition 5.1 On dit que (u,v) € WP (Q) est une sur-solution de (SL) si

Lia>a(z)v—e(z)u dans Q,
Lov>b(x)u—f(x)v dans §2,
Bu>0,Bv >0 sur 0f).

Une sur-solution est dite stricte, si au moins ['une des inégalités est stricte.
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Définition 5.2 On dit que le systéme (SL) satisfait le principe du mazimum
fort si pour toute sur-solution U € WP (Q) de (SL) l'une des assertions suivantes
est vérifiée:
U=0 oubien U>0 dans Q.
La validité du principe du maximum fort est garantie si nous supposons que
a(z) >0 et b(zr) >0 dans Q. (Cy)
Ainsi, pour le reste de la thése nous supposons que cette condition est satisfaite.
Lemme 5.1 L’opérateur
1) (LP— A+ KI):LP(Q2) — LP(Q) est inversible.
2) (LP — A+ KI)™" est compact.

Preuve. Les coefficients a, b, e,f € L™ (€2) sont des fonctions bornées dans
2, alors il existe une constante ¢ > 0 telle que

AUl < c||U]ly -
Nous choisssons K assez grand tel que
(L—-A+KI)U|, > (K —c)||U||;, >0 pour tout U # 0.

Cela montre que (LF — A+ KI):1P(Q) — LP(Q) est inversible (voir [21] p.p
346).
D’autre part, puisque

(LP—A+KID) ' =(LL+ K"+ (LP— A+ KI) "A(LP+ KI)7,
alors (£P — A+ KI)™" est compact (voir [4]). m
Théoréme 5.1 Les assertions suivantes sont équivalentes:

(1) (SL) admet une stricte sur-solution positive dans WP (Q);
(i7) (SL) vérifie le principe de maximum fort;
(i3i) L’opérateur (L — A) admet une valeur propre principale X (A) > 0.

Remarque 5.1 L’assertion (i) peut étre énoncée de deux maniéres:

1) Uy > 0 satisfait (L — A)Uy > 0,

ou 2) Uy > 0 satisfait (L — A)Uy =0 et Uy > 0 sur OS2
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La preuve du Theorem 5.1 est donnée dans [12] et [14] dans des cas partic-
uliers, pour aider le lecteur nous fournissons la preuve compléte.

Preuve. (i) = (i) Soit (uj,v;) € W?(Q) une stricte sur-solution du
systéme (SL) avec ¢ > n. Puisque W?2?2(Q) C W?PL (Q) pour p, > pi, en
remplacant p ou ¢ par p A ¢, nous pouvons supposer que (uq,v1) € WP ().
Supposons que le résultat soit faux, alors

(7/) Uy =V = 0,
(4i) up >0, v1 >0 dans Q,

ne sont pas vérifiées.
Pour t € [0, 1], on définie

up = (1 —t) ug + tuy,

vy = (1 —t) v + tuy.
Puisque g, vg > 0 dans Q, Alors il existe ¢y € |0, 1] tel que
g, vy > 0 dans Q Vit € [0, 1],

et de plus, u;, ou bien vy, ne s’annule pas dans Q. Nous pouvons supposer sans
perte de généralité que
dr € Q:uy (T) = 0.

D’autre part, on a uy, et vy, vérifie

Liug, — e () ugy > a(x) vy, dans Q,
(5.1)
Bug, >0 sur 0f2,
et ainsi
Liugy — e (x) ugy >0 dans Q,
Buy, > 0 sur 0f).

D’apres le principe du maximum on a
u, =0 ou bien wu, > 0.

Puisque uy, s’annule dans €2, alors u;, = 0. Par la suite, grace a I’hypothese (C})
I'équation (5.1) implique que vy, = 0.
Puisque u; et vy non identiquement nulles alors £y < 1 et

Uty = (1 — to) Ug + t0u1 = O,

Vg = (1 — to) Vg + toUl = O,
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implique que a )
— 1o

0

(1 — to)

0

U = ug > 0,

U1 = 7)0>>07

ce qui entraine une contradiction.

(i3) = (iii) Tout d’abord nous allons montrer que (£ — A + K1)~ admet une
valeur propre principale positive.

Soit G € IL? (2) telle que G > 0. Supposons que U = (L — A+ KI)_1 G alors

(L—A+KI)U > 0.
Choisissons K assez grand tel que

a(zr)—e(zr) — K <0 dans Q,
b(z) —f(zr) — K <0 dans .
Alors (K, K)" est une stricte sur-solution du systéme

(L—A+KI)U =0 dans (Q,

BU =0 sur 0f.

Puisque (i) = (ii) alors le systéme satisfait le principe du maximum. Par
conséquent, comme U est non identiquement nulle, alors U > 0.
L’opérateur (L — A+ KI )71 est compact et fortement positive alors d’apres le
Théoréeme de Krein Rutman, il existe 1 > 0 et p > 0 telles que

(L—A+KI) "¢ = dansQ,
By =0 sur 0f).
Par conséquent A\ (4) = i — K. Supposons que A (A) < 0, alors
(L—A) Y=\ (A)y <0 dans Q,

By =0 sur Of).

Le principe de maximum implique que 1) < 0, ce qui entraine une contradiction.
(#41) = (i) Soit ¢ une fonction propre associée a A’ (A). Alors

Lo—Ap=X'(A)g>0 dans €,

By =0 sur 0f2.

On conclut donc que ¢ est une positive stricte sur-solution du systéme (SL). =
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5.3 Quelques propriétés de la valeur propre

Par un raisonnement similaire & celui de la Proposition 4.1, on obtient les
propriétés suivantes de la valeur propre principale /\i2 (A) que nous utiliserons
par la suite.

Proposition 5.1 1) Soit Ay et Ay deur matrices fortement coopératives telle
que Ay < A,y . Alors

AT (A1) < AT (4s).

2) Soit Q1 un sous domaine de 2 avec le bord 01 assez régulier. Alors

M (A) < AP (A).

5.4 Une autre caractérisation du principe du
maximum.

Le théoréme suivant nous fournit une autre caractérisation du principe du

maximum. Ce théoréme ainsi que le Théoréme 4.3 sont prouvés dans [54] pour
'espace C? () x C*(Q).

Théoréme 5.2 Le systéme (SL) vérifie le principe du mazimum si et seulement
St,
P (Li+e) >0, pP (L2+) >0 (5.2)

spr((Li+e) a(z)(La+ ) o(2)]]) <1 (5.3)

Preuve. Supposons que (SL) vérifie le principe du maximum. Soit (g, g2) €
LP () telle que (g1, g2) > 0, alors le systéme suivant

L1 +e(@)]u=a(z)v+ ¢ () dans Q,
[Lo+f(x)]v=0(x)u+ g2 (2) dans Q, (5.4)
Bu=0,Bv=0 sur 0f).

admet une solution u,v > 0. Ce qui implique que
a(z)v+ g (x) dans ©,
b(x)u+ g2 () dans Q,
D’apres le principe du maximum pour les équations (Théoréme 4.3) on a

pP(Ly+e) >0, p(Ly+1) >0
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En éliminant v de la seconde equation de (5.4) et substituant le résultat dans la
premiere équation on obtient

uw=((Li+e) " [a(@) (La+ )" (x)u]]) +g(2)
g(x)=(Li+e) g (@) + (Li+e) a@) (Lot D) g2 (@)] >0 (5.5)
Puisque 'opérateur
(Li+e) " [a(@) (Lo +9) " [b(2) ]

est un endomorphisme compact de L? (Q2) et préservant I'ordre fortement alors
le Théoréeme 3.2 dans [5] implique que

spr ((El + e)_l [a () (Lg + f)_l [b(x) ]]) < 1.
Inversement, supposons que
PE(Ly+e)>0 et pff(Ly+§)>0.

Pour tout (g1,92) > 0 la fonction ¢ (x) définie par (5.5) est fortement positive.
D’apres la condition (5.3) et le Théoréme 3.2 dans [5] 1’équation

u=((Lr+e) " [a(z) (Lot D) () ul]) + g (2)
admet une unique solution u > 0. Par la suite
b(x)u+go(x) >0
D’apreés la seconde équation de (5.4) on obtient v > 0. m

Corollaire 5.1 Supposons que a et b sont des constantes. Alors A\ (A) > 0 si
et seulement si,

P (Li+e) >0, pf (Ly+f) >0
ab < pf (L1 +€) pi (La+ ).
Remarque 5.2 Supposons que a et b sont des constantes. Alors /\§2 (A) <0 s

et seulement si,
P (Li+e) >0, pi (Ly+F) >0

ab > pf (Ly+e) pf (Lo + 1) -
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Maintenant, on considére le cas particulier ou £ = —o;A pour k =1, 2.

Soit ( ZZI > une fonction propre associée a A (A), alors on a :
2

—01Ap; +e(z) o, —a(x) ey = A (A) dans Q,

—038p, +§(2) 3 = b(2) o = AT (A) @ dans €2, (E)

By, =0,Bp, =0 sur Of).
Proposition 5.2 A (A) > 0 si et seulement si,

P (—o1A+e) >0, pf (—o2A +§) > 0,

/ a(x) &dm/ b(z) Tadr < pf (—o1A +€) pf (—a2A + 1) / Sldx/ Todx,
Q Q Q Q
ol §; = ;01 (—o1A +e), T = ;¢ (—o2A +§) ( pouri =1,2)

Preuve. En multipliant la premiére équation du systéme (E) par la fonction
propre ¢, (e) = ¢, (—o1A + €) et en intégrant sur €2, on obtient

/ [0 (—o1 A + ) — A2 (A)] 16 (e) i = / 0 () 936 () da.
Q

Q

pour simplifier les écritures, on note §; = ;¢, (¢) pour i = 1, 2.

P (—o1A +e€) /Q Frdz — M (A) /Q Fdz = /Q a(z) Fodx (5.6)

De fagon similaire, si en multipliant la seconde équation du systéme (FE) par
o1 (f) = ¢ (—o2A +§) et en intégrant sur €2, on obtient

p?(—agA—i-f)/Q‘Zde—)\? (A)/Q‘Zde:/Qb(x) Tida (5.7)

ol T = .6, () pour i = 1,2.
Par conséquent, I’équation (5.6) et (5.7) donne

I = /Qa(x)&da:/ﬂb(:c) Tlda:—p?(—alA—l—e)p?(—02A+f)/931d:c/Q‘Igdx
—\(A) [,o?(—azAJrf) /Q Todz — N (A) /Q sm} /Q Fda
M (A) [p?(—alA—i—e) /Q &dx] /Q Tyda.
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D’apreés 1’équation (5.7) on a

[ﬂ? (—o2A + f)/

Q

Todr — AP (A) / Toda| > 0.

Q

Then A (A) > 0 si et seulement si,

p? (—01A+€) > O, p? (-O’gA“‘f) > O,

/ a(zx) &d:c/ b(2) Tidr < pff (—o1A +e) pf (—a2 A + 1) / Sldx/ Todx.
Q Q Q Q

Remarque 5.3 On considére que f = e + k,k € R, cela veut dire que pour
i=1,2,% =%, Siaetb sont des constantes alors )\? (A) < 0 si et seulement
St,

P (—o1A+e) >0, pflt(—o2A+71) >0

ab > pf (—o1A + ) pf (—o2A + )
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Modéle structuré en deux stades
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Chapitre 6

Systéme elliptique modélisant
deux sous populations

6.1 Introduction

Les solutions du systéme elliptique représentent les solutions d’équilibre du
systéme (S P) qui ne dépendent pas du temps. Elles sont souvent décrites comme
des états asymptotiques atteints par des solutions du problémes paraboliques.
Ce chapitre s’organise comme suit : Nous allons donner dans la section 6.2
une condition nécessaire et suffisante pour montrer ’existence d’une solution
positive du sytéme (SE). Notre approche est basée sur le principe du maximum
du systéme linéaire coopératif et la théorie du point fixe. La méthode itérative de
sous-solutions et sur-solutions nous permettra dans la section qui suit d’étudier
I'unicité des solutions. La section 6.3 est consacrée & 1’étude de la stabilité des
états stationnaires.

Dans ce chapitre on suppose que les coefficients ¢ et d sont des fonctions
continues dans .

6.2 Existence et non existence des solutions

En premier lieu, remarquons que (u,v) = (0,0) est une solution de (SE).
Si (u,0) est une solution de (SE), c’est-a-dire

Liu= —e(x)u—c(x)u? dans €2,
0=>0b(z)u dans Q,
Bu =0 sur Of).

Comme on a b > 0 alors u = 0.
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De méme si (0, v) une solution de (SE) on a

Lov = —f(z)v —d(x)v? dans Q,
O=a(x)v dans €,
Bv =0 sur 0€).

Comme a > 0 alors v = 0.

Nous concluons que le systéme (SE) ne posséde pas de solutions sous la forme

(u,0),(0,v) avec wu#0,v#0.
Soit C' le cone positif de C'* () x C** () pour v € (0,1) et
Cr=CnNB(0,R), 0Cr(0,R)=CnNAIB(0,R),

ou B (0, R) est une boule dans C' (Q) x C** (Q) de rayon R > 0.
On définit la couronne

C(s,R) = {UeCzeg ||U||Lng}.

On définit Popérateur non linéaire T', pour v € (0, 1),

T O (@) x OV (@) — CT (@) x O (@)
de telle maniére que ses points fixes soient des solutions de (SE).
Pour U € C'" (Q) x C** (Q) , T (U) vérifie
T(U)=(L—A+KI)™'(N(U)+KU) dans Q,
BT (U) =0 sur 0f).
On choisit K > 0 assez grand tel que
N (A) + K >0

et pour tout U € Cg on a
M (u+v) < K.

Théoréme 6.1 Le systéme (SE) admet une solution positive dans € (e, R)

s, et seulement si,

A (A) < 0.
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Preuve. 1) Onnote U = T (U). Pour U € Cg, le systéme suivant
(L—A+KNU=NU)+KU>0  dans €,

BU =0 sur 0f2.
satisfait le principe du maximum, alors 7' (U) > 0. L’opérateur
T:Cp— C (@) x O (Q)
est compact et il peut s’écrire
T(U) =(L—-A+KI) " (NU)+KU),
—U+K(L—A+KI)'U.
2) Pour U € 0Cg, on a
(L-—A+KI)U =N(U)<0 dans €,
BU; <0 sur 0f).
alors le principe du maximum implique que U; < 0. Puisque
0< N (L-A+KI <K,

alors
p=X (K(L-A+KI)™") > 1.

Donc pour U € 9Cg
TW)=U, +K(L—-—A+KN)7'U<pulU  VYu>1.
3) T'(U) a une autre représentation:
TWU) =(L—-A+KD) ' [NU) - M AU+ KU+ (A) U],
=Upy+ (L—A+ KD ' KU+ (L—-A+KI) ")\ (AU

On choisit € > 0 suffisament petit tel que pour U € 9C. on a

ou M = max {cmax, dmax} )
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Alors le systéme suivant

(L—A+KIUy=NU) =M (AU  dansQ,

B(Uz) =0 sur 0S).
vérifie le principe du maximum, et donc Us > 0. Par conséquent pour U € 9C.

TWU)>U+(L—-A+KI) "M\ (AU=aU Vo < 1.
4) Le systéme (SFE) ne posséde pas de solutions sous la forme
(u,0),(0,v) avec u#0,v#0.
Alors pour U € 9C.
NU)+ KU >0et N(U)+ KU #0.

D’apres le principe du maximum on a 7' (U) > 0.

Par conséquence, d’apres le Théoréme 20.2 dans [23], Popérateur 7' admet un
point fixe dans € (g, R) .

La condition A} (A) < 0 est aussi nécessaire pour montrer l'existence d’une
solution fortement positive. Supposons maintenant que le systéme (SE) admet
une solution fortement positive U = (u,v)" alors

Liu+e(x)+c(z) (u+v)|u—a(z)v=0 dans Q,
Lov+[f(z)+d(x)(utv)]v—>b(x)u=0 dans ,
Bu=Bv=0 sur 0f).

En d’autre terme U est une fonction propre associée 4 la valeur propre A (4,) =
0 de l'opérateur £ — A, (x) avec

—e(z) —q (v) a(x)
b(x) —f (@) — @2 (2)

ouq (z) =c(x)(ut+v) et ¢(z)=d(x)(u+v).
Soit ¢ = (¢,, p,) une fonction propre associée a A\ (4), on a

Ay (z) =

(L= A (@) =X\ (D)) g = (L~ A2) = A (A)]) o+ (Al) = A (@) ¢,

:(u+v)<§<(x)(pl ) > 0.
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On remarque que ¢ est une stricte sur-solution du systéme
(,C—Aq(:t)—)\?(A)])Uzo dans €2,
B(U)=0 sur 0f.

Donc l'opérateur (£ — A, () — A’ (A) ) est fortement positive et admet une
valeur propre principale v > 0. Cela montre que A\ (A) = —y < 0. m

6.3 Unicité des solutions

La méthode itérative de sous-solutions et sur-solutions nous permet d’étudier
I'unicité des solutions. En donnant plusieurs choix de la sur-solution le domaine
d’existence change.

Tout d’abord nous allons donner les définitions de sous-solution et sur-solution.

Définition 6.1 On dit que U° = (u°,1°) est une sur-solution de (SE) si

LU — AU® — N (U°) >0 dans §2,
(6.1)
BU° >0 sur OfQ.

De la méme fagon, Uy = (ug, vg) est une sous-solution si elle satisfait les inégal-
ités inverses de (6.1).

En utilisant cette définition on montre le lemme suivant:
Lemme 6.1 1) Si U° = (u°,1°) est une sur-solution de (SE) alors
T (U% <U°.
2) Si Uy = (ug,vp) est une sous-solution de (SE) alors
T (Uy) > Up.
Preuve. 1) Par définition de 7" on a
(L-—A+KI)T(U% =N (U + KU° dans ,
BT (U] =0 sur 0f.
Puisque U° = (u°,v°) est une sur-solution de (SE) alors
(L—A+KD)[T@U) U =N@U%—(L—A)U°<0  dans Q,

BT (U -U <0 sur 9.
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Par conséquent le principe de maximum implique que T (U°) < U°.
Par un raisonnement similaire, on montre 2). m

Considérons les conditions suivantes

c¢(z) >0 et d(z) >0 dans . (Cy)
et -
a ’ Seinflj_{—cinf'Rl <1+F) R
< 1
oul = R_ (CR)
bsup S finf]‘—‘i1 + Clinf'R2 (1 + ]‘—‘71) 2

Proposition 6.1 Supposons que A\; (A) < 0. Si les conditions (Cy) et (Cr) sont
vérifiées. Alors, il existe une solution minimale et une solution mazimale de
(SE) dans

D= [59017 Rl] X [59027 RQ] )

ot € est suffisament petit et o = (¢, ,) la fonction propre associée o XS (A).
Preuve. 1) Nous allons montrer que la restriction de 7" sur I'intervalle
D= [8@1, Rl] X [59027 R2]

préserve l'ordre. Soit Up, Uy € D deux fonctions arbitraires telles que Uy, > Us,.
On a

T(U)) =T (U) = (L= A+ KI)7 [N (Uh) = N (Us) + K (Uy = Uy)].
Pour K > 0 assez grand le systéme suivant

(L—A+KIU=N (Uy))— N (Us) + K (U —U;)  dans €,

BU =0 sur 0f2.
vérifie le principe du maximum et on obtient donc
T(Uy) > T (Us).
2) On considére les deux suites U,,, U™ € D avec n > 1, définies par

U, =T U,-1), um :T(U”_l),
et
Uo = (5901:5@2)t- Ul = (RlyR2)t-

Si on choisit € suffisament petit tel que

ep; < et epy, <
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ot M = max {",d"} | alors (e, c,)" est une sous-solution de (SE).
D’apres le Lemme 6.1 on a
T (Up) > Up.

D’autre part, on montre aussi que (Ry, Ry)'est une sur-solution de (SE).
Il suffit de remarque que

v (a™" —e, I —c,u’(1+T))
LU° - AU° - N (U°) = - > 0.
W0 (5 =, T — dy? (14 T)

3) Par conséquent la suite U, est croissante, U™ est décroissante et
Up<Ur <+ SU < UM< <UL U

Donc les limtes suivantes existent

im 7T (U,—1) = limU, =U, =T (U,),

n—oo n—oo

lim T (U1 = lim U" = U* =T (U*).

n—oo n—oo

On deduit que U,, U* € D sont des points fixes de 'opérateur 1" vérifiant
U, <U*"

pas nécessairement différents.
4) Soit U € D une autre solution de (SE). Alors d’aprés 1) et 2) on a

U, <U<U"

Donc
U, <U<U"

Théoréme 6.2 Supposons que N\ (A) < 0. Si les conditions(Cy) et (Cg) sont
vérifiées. Alors, il existe une unique solution de (SE) dans

D = [epy, ] X [epy, Ro]
ol € est suffisament petit.

Preuve. Soit U, = (u.,v.), U* = (u*,v*) respectivement une solution
minimale et une solution maximale de (SE) dans D. En d’autre terme U,
(respectivement U*) est une fonction propre principale associée a A (A,) = 0
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( respectivement A’ (A*) = 0) de lopérateur £L— A, (z) (respectivement £ — A* ()
avec

—e(2) - e(z) (us +v.) a(2)
A, (x) =
b(z) —f(z) — d () (ue + v
et
—e(z) —c(x) (u* +v*) a(x)
A" (x) =
b(z) —f(z) — d(z) (u* +v*)

Supposons que U, # U* alors A, (z) < A* (x). D’aprés la Proposition 5.1 on a
AP (A7) < AT (A).
Ce qui entraine une contradiction. m

Remarque 6.1 1] est clair que la condition (CRr) est toujours vérifiée dans les
cas survants:

1) Si

sup

Q
w
=]
el

S

et R, > —.
2_Clinf

2) Si R, = R, = R tel que

a’ —e b — .
R > inf inf .
s (o) (Fa))

Maintenant on suppose que les coefficients ¢ (z) et d (z) ne sont pas néces-
sairement strictement positives. Cela veut dire qu’il peut y avoir des sous régions
dans € ou il y a suffisament de ressources et donc la compétition entre les indi-
vidus est nulle.

Considérons la matrice suivante

—e(z) — 2rc(x) a(x)

A, (x) =
b(x) —f—2rd(x)

Corollaire 6.1 Supposons que X! (A) < 0. Si il existe r > 0 tel que
M (A4,) > 0.
Alors, il existe une unique solution de (SE) dans
r r
D= [z 2] x [o0 o)
€ 51/11 €Py €¢2

ot € est suffisament petit et (1,,1),) la fonction propre associée a NS (A,).
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Preuve. Puisque (¢, 15) > 0 alors il existe € > 0 tel que

Py >e et Py >e

Il est alors facile de montrer que L (11,14) est une sur-solution de (SE).

Par conséquent le résultat découle immediatement de la preuve de la Proposition
6.1 et du Théoréeme 6.2. m

6.4 Stabilité des solutions

Dans cette section, nous discutions la stabilité des états équilibres. Rap-
pelons que le point d’équilibre (u*, v*) du systéme (SE) est stable si toutes les
valeurs propres de l'opérateur linéarisé

L—A— N (uy,v,),

ot N’ (u,v,) désigne la dérivée de N au point (u*,v*), admet une partie réelle
strictement négative. On a alors le résultat suivant:

Théoréme 6.3 Si (u.,v.) est une solution de (SE) telle que

< a/inf t < binf
U eI €l Uy s .

Alors (uy,v,) est stable.

Preuve. On veut montrer que toutes les valeurs propres de L—A— N’ (u,, vy)
ont la partie réelle strictement positive avec

—e(x) — ¢ (2uy + v,) a — cu,
A+ N (uy,v,) =
b — dv, —f(x) — d (us + 20,)

Puisque

< ainf t < binf
U Csup € U dsup )

alors L — A — N’ (u., v,) est un systéme coopérative et donc admet une valeur
propre principale p, telle que
Re (p) = iy

pour toute autre valeur propre p. Donc il suffit de montrer que p; > 0.
Comme U, = (u,v,) est une solution de (SE) on a

(L—A— N (uy,0,)) U, = (E—A)U*—N(U*)—i-(2)(’&*—1—1}*),

= (2)(u*+v*).
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Alors U, est une stricte sur-solution du systéme

[L—A— N (us,v,)]U =0 dans €,
BU =0 sur 0.

Par conséquent Popérateur £ — A — N’ (u,,v,) est fortement positive et admet
une valeur propre principale p; > 0. m

6.5 Quelques remarques

6.5.1 Cas ou les coefficients sont des fonctions continues

Dans cette sous section on suppose que les coefficients a, b, e, f, ¢ et d sont
des fonctions continues dans €.

Proposition 6.2 Si A (A) < 0, alors il existe solution positive (u,v) telle que

A (4)
I o)l =~

Preuve. La preuve est similaire & celle du Theorem 6.1. Il suffit de remarquer
que, dans la partie 3) de la preuve, pour U € 9C,

NU) = A (AU > —[M(u+v)+ X (A)T,
> — (2Mp+ A (4) U =0

AY (4)
oM

avec p = —

Théoréme 6.4 Supposons que (SE) admet une solution positive (u,v). Alors
elle vérifie

[(u, v)|| < R
s, et seulement si,
AT (4)
R>-2 .
Y

Preuve. On peut choisir K = 2M R, alors on a
M(A)+K >0

et pour tout U € Cr on a
M(u+v) < K.
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D’apreés le Théoreme 6.1, il existe une solution positive (u,v) telle que
[(u, )| < R.

il clair d’apres le théoreme précédent que la condition

AT (A
R> — 1 ( )
2M
est aussi nécessaire. ®
Maintenant, on considére le cas particulier ou £y = —o,A (k= 1,2).

Corollaire 6.2 Le systéme (SE) admet une solution positive (u,v) telle que
[(u, v)|| < R

s, et seulement si,

/Q 0 (z) Fads / b () Sadz > p () (1) / $1dz / Tyde,

/Q a(z) Foda / b(z)Tidz < [pf (e) + 2MR] [p} (f) + 2M R] /Q S1dx /ﬂ Todx

Q

ou, pour i = 1,2, §i = ¢;¢1 (—01A +e), Ti = ¢;¢, (=02A + ) (pour i = 1,2)
et pour simplifier les écritures on note ici p$t (q) = pt (—orA + q).

Preuve. La preuve découle immédiatement de la Proposition 5.2 et le
Théoréme 6.4 m

Il est important de noter que les conséquences suivantes sont prouvées dans
[12]. Si on consideére que f = e+ k, k € R, alors §; = T; (for i = 1,2) et donc on
obtient les résultats de [12].

1) Si

aminbmin > IO? (_A + 6) P? (_A + f) )
alors le systéme (SE) admet une solution positive.

2) Si

a0 < pP (=01 A ) p (oA ),

alors le systéme (SF) n’admet aucune solution positive.
La condition (H,) dans [8] et (H}) dans [15] implique que A\ (A4) < 0 alors
d’aprés le Théoréeme 6.2 et la remarque 6.1, le systéme (SE) admet une unique

solution dans sup sup
{ : } [ : ]
D = EP1, — | X |E€Pq,
c d

ol ¢ est suffisament petit et ¢ = (i, ¢,) la fonction propre associée a A (A).
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inf

De plus, la condition (Hy) dans [8] et [15] implique (Cr) avec Ry = and

b.
Ry = an d’ou Dexistence de la solution dans

) b.
D = [ggpl, a”‘f] X {&02, ”’fl c D.
c d

En déduit que '’hypothése (Hs) n’est nécessaire pour montrer I'unicité des solu-
tions, elle sert & clarifier le domaine d’existence de la solution.

6.5.2 Cas ou les coefficients a,b,c et d sont des constants
Dans cette sous section on se restreint, pour les résultats de ce chapitre, au

cas o les coefficients a, b, ¢ et d sont des constantes.

Corollaire 6.3 Le systéme (SE) admet une solution positive si, et seulement
St,
ab > pit (L1 +e) pit (L2 + )

ot pSt (L, + q) valeur propre principale de 'opérateur (L, + q) .

Corollaire 6.4 Une solution positive, si elle existe, est unique. De plus, elle
appartient a
D =10, R] x [0, R]

a—e, b—1.
\ > inf inf .
0uR_max{< 50 ),( ¥ )}

Corollaire 6.5 Le systéme (SE) admet une solution positive (u,v) telle que

[(u, v)[ < R
s, et seulement si,

ab > p (Li+e)pi (L2 +),
ab < [p}(L1+e)+2MR] [p (L2 +f) +2MR)].

Corollaire 6.6 Une solution positive de (SE), si elle existe, est stable.



Chapitre 7

Systéme parabolique modélisant
deux sous populations

7.1 Introduction

L’une des questions importante pour un probléme modélisant un phénoméne
naturel, est ’étude du comportement & long terme de ses solutions (les comporte-
ments asymptotiques des solutions globales et 1'existence d’un attracteur global)
car elles déterminent la stabilité du phénomene. Un intérét particulier pour un
modele écologique est de prédire 'existence de solutions strictement positives
pour tous les temps futurs.

Le point de départ pour étudier le comportement & long terme des solutions
de (SP) est de définir un semi-groupe dans un espace de Banach convenable.
Ensuite, on essaie de prouver que le systéme dynamique est dissipatif et posséde
un attracteur global qui capture le comportement asymptotique.

Les méthodes basées sur des comparaisons entre différentes solutions d’un
modele de réaction-diffusion ou entre les solutions des différents modeles jouent
un roéle important dans la théorie mathématique des modéles de réaction-diffusion.
Les théoréemes de comparaison fournissent une technique de base pour I’application
de la théorie de 'itération monotone ([47], [57]) ou semi-groupe monotones ([41],
[63], [66]).

Dans le cas des systémes qui satisfont les principes de comparaison (la
condition de la quasimonotonie), les sous et sur-solutions peuvent étre utilisé
pour construire des séquences d’itération qui convergent de fagon monotone vers
la solution d’équilibre, qui est, une solution du probléme elliptique associé.

58



7. Systéme parabolique modélisant deux sous populations 59

7.2 Préliminaires

Dans cette section, nous ne définirons que les notions importantes dont
nous serviront par la suite, pour plus de détail voir 'annexe et les références
[32],[38],]58],[61]. Nous allons tout d’abord introduire la notion de semi-groupe
de lopérateur elliptique (3.1) dans I’espace L? pour 1 < p < oc.

On considére les opérateurs linéaires fermés

A;? = El + e,
AI% = ‘62 + fa
sur le domaine D (A’;) = ij (Q) pour 1 < p < oo. Il est prouvé dans [3] que
T(t) = et = (et e~ A7) fort >0

est un semi-groupe analytique, compact et positif sur L” (2) engendré par 'opérateur

—AL 0
A = P
A= (0 )
et défini sur D(A,) = D(A,) x D(A?).
Pour tout o > 0, on introduit la puissance fractionnaire de 'opérateur A,
Ay D(AY) — L7 (Q) (7.1)

ot D(A) est le domaine de I'opérateur A$ qui est un espace de Banach muni
de la norme

1l =AU, -

Le résultat suivant décrit quelques propriétés de base de I'opérateur de la puis-
sance fractionnaire (7.1) (voir [38],[61]).

Théoréme 7.1 Les propriétés suivantes sont vérifiées:
1) Pourt >0, le semi-groupe e~" : 1P — D(A2) est borné,
2) e WA = A%e MU YU € D(AY),
3) Pourt >0, A;‘e*APt :ILP — ILP est borné,
4) Pour ay > ag, D(A3') C D(A3?) est compact,

5) Il existe C,, w des constantes positives telles que

He AptHE(Lp’D(A%)) — HAgeiAptHg(Lp) < C, t™%e " pour tout t > 0. (7.2)
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Nous avons besoin au préalable d’énoncer les injections suivantes que nous
utiliserons dans la suite.

Proposition 7.1 Pour a € (0,1), les injections continues suivantes sont véri-

fiées:

D(A%) C WP if 20 > k, k>0,
D(A2) C L™ if 2a > g,
D(A%) C C¥ (@) x C* () z‘f2a—%>y>0.

7.3 Existence globale des solutions

7.3.1 Existence locale

Dans le cadre de la théorie du semi-groupe nous allons montrer I’existence
d’une unique solution locale de (SP), pour plus de détail voir [32],[38],[58],[61].

1
Pour « € [5, 1), nous allons étudier le probleme (SP) sur D(A$) puisque, en

utilisant les injections ci-dessus, le terme de réaction
F:D(A)) — P

tel que pour = € Q2 :

FU())(x) = ( pr ) B ( M >

est bien défini et localement lipschitzienne et continue sur D(A%) (voir Lemma
7.1 dans la suite).

Le systéme (SP) peut s’écrire sous forme une équation d’évolution abstraite
dans D(A5) par

Wity = a4,uw + FU@®) >0, (P1)
(py)

S (i) (x)

on écrit la solution de (P) sous forme intégrale en utilisant la formule de la
variation des constantes.
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Définition 7.1 1) La fonction U est dite solution locale de (P) sur [0,7) dans
D(A%) si U € C([0,7),D(A2)) et elle satisfait la formule de la variation des
constantes

t
U(t) = el + / A E(U(s))ds Vi€ [0,7)
0

ot l’intégrale au sens de Bochner dans P est dans D(Ay).
2) La fonction U est dite une solution classique de (P) sur D(A5) si

UeC ((0,7), D(A)) (€ ([0,7), D(AD)
avec U(t) € D(A,) pourt > 0 telle que (P1) et (P2) sont satisfaites.

Lemme 7.1 La fonction F : D(A;) — ILP est continue et pour tout ensemble
borné B dans D(.Ag) il existe deux constants K, K' qui dependent de B telles
que F vérifie

i) |F(U)|l, < K pour tout U € B,

it) [|[F(Uy) — F (Us)l|, < K'|U, = Us|,, pour tout Uy, Us € B.
Preuve. Soit 5 une constante positive et
B={UeDA): U], <5}

i) Puisque les coefficients du systéme (SP) sont bornés, alors il existe une con-
stante D > 0 telle que

D = max {lal|,, , [|bll » Il » 1]l } -
OnaVvt>0,Uc¢€B:

IE (Ul < DUl + D llu(u+ o)l + Do (u+ o)L,

< DUl + Dl(u+ o)l Ul »

< DI (L4 (u+0) ]l U]l -

ou [ = [, 1dz. Alors en utilisant 1'inégalité suivante
n
Ul <CUl,  fora> .

2p

on obtient y
IF(O)l, <DQ""a+Clul,)IUll,

<DIQ"(1+CB)B=K.
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i1) soit t > 0,U,Us € B, alors
|1F(Ur) = F(Ua)[l, < 1D[|Ur = Uslly, + D [lug (ur +v1) — ua (u2 + 2|
+ D [[vr (w1 + v1) — va (uz +v2)|| 1
<1D||Uy — Ul
+ D |uf —u3 +ur (vi = v2) + va (w1 — uz)| 1
+ D|v} —v3 + vy (w1 — ug) 4+ us (v1 — v2)|| 10

< D1+ (Uil + U2l o) IUr = Uallps -

Donc,
1F (U1) = F (U2)ll, < K'[|UL = U, -

Théoréme 7.2 Supposons que Uy € D(A5) alors le systeme (SP) admet une
unique solution classique.

Preuve. En utilisant le Théoréeme 47.1 dans [61] et le Lemme 7.1, on ob-
tient ’existence et 'unicité du solution U sur un intervalle d’existence maximale
[0, Trmax) POUT Tpax > 0.

UeC ([0, Tmax) 7D(“41C7¥>) :

On représente cette solution sous forme intégrale par
t
U(t) = e MU, —I—/ e P(U(s))ds VYVt € [0, Tmax) -
0

On a (voir [38], p 71)
U € C" ([0, Tmax) , D(A2))

pour une certaine constante p > 0 et

dU
t— E(t) € D(AD) pour tout g € (0,1),
est continue et localement holdérienne dans [0, Tpax). Par conséquent, d’apres la

théorie de régularité de Schauder U est une solution classique de (SP). m
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7.3.2 Existence globale

Pour tout ¢ > 0, la fonction Uy — U(t,Uy) = U (t) est continue et on écrit
Ut Uo) = SO

oul S(t) est un opérateur non linéaire qui vérifie les propriétés du semi-groupe
sur D(A5)

1) VUO S D(Ag) .S (0) Uo = U[),
2) YUy € D(A2),¥t,5>0: 8 (t+5) Uy =S (t) oS (s) Up,

3) Vt >0, la fonction Uy — S(t)Up est continue.
voir p.p 237 dans [61] pour plus de détails.
Le théoréme suivant est une conséquence directe du Théoréme 47.4 dans [61].

Théoréme 7.3 Supposons que (SP) admet une unique solution dans [0, Tmax)
POUT UN Tmax > 0 mazimal.

If Thax < 400 then . lim [|U (t))]|, = oo.

—Tmax

Donc pour établir I'existence globale de la solution, il suffit de montrer que
la solution est bornée dans [0, Tpax ).
On considére ’espace métrique complet

We={peDA):¢(x)eA=[0,R]x[0,R,], z€Q}.

En utilisant les résultats dans [52] et [63] le domaine W est positivement in-
variant par rapport au semi-groupe (S(t),t > 0) si les conditions suivantes sont
vérifiées:

1) T(t)Wg C WY pour tout ¢ > 0,
2) hlim+dist (U+hF(U),A)=0siU € A.
—0
La limite dans 2) est vérifie si

3) Les fonctions f;(z,u,v) : @ x A — R (pour i = 1,2) vérifient les conditions
suivantes pour tout z € €)

fi(z,0,v) >0 et fi(z,R,,v) <0 Vv e [0, R,],
fo(z,u,0) >0 et fi(x,u,R,) <0 Vu e [0,R,].

Le résultat suivant est une conséquence directe des conditions 1) et 3).
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Proposition 7.2 Supposons que la condition

sup
a <c

Ry (1+71)

inf 1 o~

b™ <d Ry(1+T71) 2

est vérifice. Si Uy € Wg, alors pour tout t € [0, Tax) : U(t) € W§.

Remarque 7.1 1l est clair que la condition (C/’;) est toujours vérifier si

sup bsup
R, :mam{a—,HuUHoo} and R, :mam{d—,Hvon}-
C

inf inf

Par conséquent, on obtient T, = +00.

7.4 Systéme quasimonotone

Les principaux outils de ce chapitre est le théoréme de comparaison et de
monotonie. Dans la suite, nous donnons des résultats préliminaires du principe
de comparaison (voir [63] et [18]) qui seront utiles lorsque on prouve quelques
résultats sur le comportement asymptotique des solutions de (SP).

Soit F* (U (t)) = (fi, fQi)t deux fonctions définies par
fr(z,u,0) =a_v—2c ru,

fy (z,u,v) =b_u—2d "rv

our =R, + R, (R,, R, sont données Proposition 7.2 et Remarque 7.1) and

f1+ (U,U) = asupv — G U (u+v)7

i

i (u,0)=b"u—d_v(u+v).

inf

La fonction F* : AT — R? est dite quasimonotone non décroissante dans
I'ensemble A*, si pour tout (u,v) € A* on a
i) v ~— fi(u,v) est une fonction non décroissante pour tout u fixé.

ii) u +— f3 (u,v) est une fonction non décroissante pour tout v fixé.

Alors la fonction F'* est quasimonotone non décroissante dans A* avec

A= =[0,7] x [0,7] et A*= {o,a—} X {0, Z—] .
inf

inf
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Considérons (P*) les problémes auxiliaires de (P)

d—U(t) =AU(t) + FEU (t)) t>0,
(Pi) dt
U(0) = Uy

et on note U* (¢, U§), pour tout ¢ > 0, la solution globale de (P*), de plus elle
est unique.

Théoréme 7.4 Supposons que F'* : A — R? sont deux fonctions quasimonotones
non décroissantes telles que pour tout U € A on a

F~(U) < F(U) < F* (U)

et Up, Us" € A satisfont
Uy <U, <Uy.

Alors Uunique solution U(t,Uy), pour tout t > 0, de (SP) verifie

U™(t,Uy) < Ut Up) <UT(t,UY).

Ce Théoreme montre que (P) engendre un semi-groupe monotone si F est
une fonction quasimonotone non décroissante.

Corollaire 7.1 Soit F' une fonction quasimonotone non décroissante dans A.
St Uy, Vo € A telles que Vo < Uy alors

Si de plus, Vy # Uy alors
U(t, Vo) << U(t,Up).

Proposition 7.3 Si Uy € D(A3) est strictement alors la solution U(t,Uy) de
(P) est fortement positive pour tout t > 0.

Preuve. La fonction F'~ est quasimonotone non décroissante dans A~. Pour
tout x € € on prend
Uy () =Up(z) € A™.

Puisque (0, 0) est une unique solution de (SP~) avec U, = 0 et grace au Corol-
laire 7.1 la solution U~ (¢, U, ) est fortement positive.
D’autre part, d’apres le Théoréme 7.4 on a

U™ (t,Uy) < Ut Uy).

Ce qui compléte la preuve. m
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7.5 Existence d’un attracteur global

Dans cette section, nous allons étudier I'existence d’un attracteur global de
S(t) sur D(AS), Pour cela, il est nécessaire de montrer le résultat suivant

Proposition 7.4 Supposons que Uy € D(AY) est strictement positive. Alors

ajsup
Jim [t w0) | < T
sup

. b
Jim ot v < o

Preuve. D’aprés la Remarque 7.1 on observe que pour tout Uy € D(A7) il
existe s > 1 tel que

sup sup

a
20| o Ssa:ﬁ et [1vol] o Sso— =T

inf
et donc U(t,Up) € W, ot

Chosissons Uy € D(Aj5) et on définit
:z'nf{sz 1:U(t) e Wik pourtouttZO}.

En multipliant la premiére équation du systéme (SP) (E) par u*~! pour | =
1,2, ..., et en intégrant sur €2, on obtient pour tout ¢t > 0:

ou
a 211 20
2l Jq dt - / Z O < 8@) o = /Qeu da

su
a _
—l—cmf/ [——u} vu?™ 1dx—cmf/u2u21 Y,
Q L Cin Q

< — (20— 1)/u2l_22 ( 1]55 aa;) dx — / eu® dx
Q ij=1 4 J Q

sup
a -
+c, f/ [so— - u} ryu?tdr —c, / wu®tdx.
mn m
Q Cing Q

|
S

S
Q.
=
AN
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sup

1 [d 20— 1 n 2 .
21 Euﬂdaz < T2 —91/9222; ( ) dr +c,r, (S0 —¢€) <c_nf> /Quzlldsc
“Cint T / u?dr + Cing / (€7°2T1 — U2) w1t

£ Q

ou ¢ est suffisament petit pour que er,r, — u? < 0.
En utilisant I'inégalité de Young on a

out
(‘3@-

1 d 1 o asup 21 u2l—]_ q
ﬂ%/gumdxgcmfrz/gﬂ(so—e) (C_nf) dx—i—cinfg/ﬂ%dx—cinf'@/Qu%da:

2
avec q = 91 On obtient alors

d asup 21
— / wdr +c,,r, / wdr < c,,r, (so — e (—) 19l
dt 9] " (9] " ¢

inf

En intégrant sur l'intervalle (0,t) pour tout ¢ > 0 on a

sup 21
/uzld:ﬁ < (s —5)2l <a_> [8) +/ugld$ecmfr2t_
Q Cinf Q

En prenant la racine 21 et en faisant tendre 1 vers I'infinie on obtient

sup

ol < (o -2) (2

) + [Juo]l o e hme1

inf
Par un raisonnement similaire, on a

sup

b - T
||U||oo < (30 - 8) (d—) + ||U0||oo€ ATt

inf

Supposons que sg — e > 1. Alors il existe 7 > 0 pour tout ¢t > 7

U(t,Up) € W

(so—¢)
Ce qui contredit le fait que sy est minimal. m
Théoréme 7.5 Supposons que Uy € D(Ag‘) est strictement positive. Alors il

eziste une fonction continue et positive Ky (||Us||,) qui depend de ||Uy||,, et une
constante positive K telles que

10O, < Ky (|Uoll,), VE>0
et
lim [|U(t)]], < Ko.

t—00
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Preuve. Soit Uy € D(Aj). La solution du probléme (SP) est donnée par

t
U(t) = e U, +/ e P (U(s))ds.
0

En appliquant AJ aux deux membres de 1’égalité, on obtient
t
ASU(t) = ASe U,y + / Ae ) (U (s))ds.
0
Iestimation (7.2) dans le Théoréme 7.1 donne

t
[T = AT, < [Ae Toll,,+ / 145 e gy IEU () s ds,

t
< Cp e |Upl,+C / (t— 5)™ ) | F(U(s))l, ds.
0

D’apres la Remarque 7.1 et la preuve du Lemme 7.1, il existe une fonction
continue et positive Ko (||Us]|,,) qui depend de ||Up||, et une constante positive
K telles que

Ko ([|Ulloe)  pour 0 < s <,
IE U () <
K pour s > 1.

Alors en divisant l'intégrale en deux intégrales sur (0,7) et (1, 00), on obtient

n
VOl < Coe [Uall, + Cabio IThl) [ (¢ = 5" e
0
t
sk [ =t
n

< Gy e |Uoll, + Ko (1Unll0) Canp £ + Co kS / P
0

Rappelons que
o NG
/ M_ae_wp’du — M
0 w

Dong, il existe une fonction continue et positive K (||Up]|,,) telle que
U)o < K (100]ls) -

et
I'l —a)
. < o)
Jim U], < Clg——— = K,
[ |
Afin de montrer 'existence d’un attracteur global, nous avons besoin de mon-

trer le résultat suivant
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Proposition 7.5 Supposons que Uy € D(A) est strictement positive. Pour
tout ap € (o, 1) le semi-groupe

S(t): D(AY®) — D(A)°)
associé au systéme (SP) admet les propriétés suivantes:
1) S(t) est compact pou tout t > 0,
2) S (t) est dissipatif,
3) Les orbites d’un ensemble borné sont bornés.
Preuve. La premiére propriété 1) est donnée par I'injection compact
D(A°) — D(A}) for ag > a.

voir Lemma 22.1 in [61] et le Théoréme 7.1. Les conditions 2) et 3) découle
immediatement du Théoréeme 7.5. En effet, on peut choisir B dans 2) une boule

dans [D(A5°)]" de rayon 2K, ot Kj est la constante donnée dans le Théoréeme
75 =

Théoréme 7.6 Supposons que Uy € D(A;°) est strictement positive. Le semi-
groupe {S (t) ,t > 0} associé au systéme (SP) admet un attracteur global compact
dans D(AL°) pour ap € (a, 1).

Preuve. En utilisant le Corollaire précédent et le Corollaire 23.13 in [61],
on montre l'existence d’un attracteur global, compact de (SP). =

Remarque 7.2 En général, on n’a pas l'injection suivante
« 2a,p
D(A}) — W ™.
mais elle est vraie dans le cas des conditions au bord de Dirichlet, voir [6].
Dans le cas des conditions au bord de Neumann, il est approprié de travailler avec
des espaces de Banach échelonnés donnés par interpolation au lieu des espaces

définis par la puissance fractionnaire. Par interpolation A, muni des conditions
au bord de Neumann admet des espaces de Banach échelonnés associés

a . 1 0
By = [E,, Ep]a
ou [.,.]o be the complex interpolation functor of exponent o, (voir [6]). Cet
espace vérifie les injections continues
Ey = [W2P P —H* for 0<a<1

ot Hﬁa(Q) des espaces potentiel de Bessel. On mote que pour le cas p = 2, les
espaces potentiel de Bessel £ coincide avec les espaces de la puissance fraction-
naire de l'opérateur A,.

Corollaire 7.2 Supposons que Uy € D(Ago) est strictement positive. Pour

n
200 — — > 1 + v, le semi-groupe associé au systéme (SP) admet un attracteur

global compact dans C** (Q) x C'* (Q) for v € (0,1).
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7.6 Comportement asymptotique des solutions

n
Par la suite, on suppose 2cg — — > 1+ v et nous étudions le comportement

asymptotique des solutions de (SP) par rapport a la solution d’équilibre.

Lemme 7.2 Supposons que Uy, U, € D(A3°) vérifie
U (t,Up) — U, dans D(A}°).
Alors U, est un point d’equilibre de (SP) dans D(A5°).

Preuve. En utilisant la continuité de S(¢) pour ¢t > 0 et I’hypothése on a

S(s)U, = S(s)lim S(t)Uy = tlimS(t + s)Up = U,.

t—o0

Alors U, est un point d’équilibre de (SP). =
Par la suite, on suppose que c et d sont des fonctions continues. Nous remar-
quons que F' est une fonction quasimonotone non décroissante dans

CLinf

sup

b.
et Ry = -2

N /
ou Ry = =

Lemme 7.3 Supposons que Uy € W0-{0}. Si A\ (A) < 0 et la condition <61;>

est vérifiée. Si U, U une sous et sur-solution de (SE) alors

lim S () U = lim S (t) U = U,.

t—o0 t—o0
ot U, >> 0 est l'unique point d’equilibre de (SP) dans C1* (ﬁ) x Ot (ﬁ)

Preuve. Pour tout Uy € Wy°-{0} le systeme (SP) admet une unique so-
lution fortement positive et donc il existe t; > 0 et £ > 0 suffisament petit tel
que

St)Up>ep=U
avec ¢ une fonction propre associée a la valeur propre principale )\? (A).

D’apres la Proposition 7.3 et la condition (@), il existe un temps 7" > 0

tel que pour tout ¢t > T on a

U<SHU<U
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— b
onlU = <h —“f) . La monotonicité du semi-groupe S (t) (voir Corollaire 7.1)

Csup ) dsup

donne

U<S(TMU<SENULT.

Et on observe a partir du processus d’itération n € N:
U<S(MU<..<S((n-1)TU<S(nTU<U.

Alors {S (nT) U}, est une suite croissante et bornée par U. Puisque S(t) est
compact D(A5°), il existe une sous suite croissante {n;}, tend vers oo telle que
S (nyT) U converge vers un élément U, € D(A5°).

Nous allons montrer que U, est unique. Supposons que il existe une autre
sous suite {my}, tend vers oo telle que S (m; 1) U converge vers certain élément
W, € D(A5°). Par la monotonicité de {S (nT') U}, pour tout & il existe /()
tel que

Passant a la limite quand & — oo on obtient

Un argument similaire montre

Donc, on a S (nT') U converge vers un élément unique U, € D(A5°).
Maintenant, nous allons montrer que la solution S (t) U converge vers U, quand
t — o0.

Soit {t,}, une suite de temps qui tend vers I'infini. On peut écrire

t, = QHT+7_n

avec ¢, est un entier non négative et 0 < 7,, < 7'. On suppose que {g, }, est une
suite strictement croissante. on a

S(tn) U=5((gn—1)T) 0 S(mn + T)U

=

2 S((Qn - 1>T) U

D’autre part, 7, <T" on peut prendre t; = 27T — 7, et on a

Alors

< S(T) 0 S(2T)U = S ((gn +2)T) U
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Dons, Passant a la limite quand & — oo on obtient

lim S (t) U =U,.

t—oo

D’apreés le lemma précédent on a U, est un point d’équilibre. Similaire on obtient

t—o0

ot U, un point d’équilibre.
Finalement, d’apreés ’hypothése A; (A) < 0 alors (SP) admet un unique point
d’équilibre U, fortement positive. On déduit que

limS () U = lim S (t) U = U,.

t—o0 t—o00

Théoréme 7.7 Supposons que Uy € W°-{0}. Si AT (A) < 0 et la condition
(6’;) est vérifiée, alors

t—o0
ot U, >> 0 est l'unique point d’equilibre de (SP) dans C1T (ﬁ) x Ot (ﬁ)
Preuve. D’apres Corollaire 7.1 et le Lemme 7.3 on a pour tout ¢ > 0 :
S({t+t)Uy>St)U

et

St+t)Ug <S(t+t)U

= a. b
avec U = ey est sous-solution et U = ( inf - _inf ) est une sur-solution de (SE).

Csup Y dsup

On conclut que pour tout ¢ > 0
SHUSS(t+t)Ug<S(t+t)U.

Quand t — oo, d’apres le Lemme 7.3, la solution de (SP) converge vers I'unique
point d’équilibre U, qui est fortement positive. m

Corollaire 7.3 Supposons que les coefficients a, b, c et d sont constants. Si Uy €
D(AS°) est strictement positive et ab > pi (L1 + e) pit (L1 +f) alors

t—oo

ot U, >> 0 est l'unique point d’equilibre de (SP) dans C'* (Q) x C'* (Q).
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Preuve. D’aprés la Proposition 7.4, il existe 7 > 0 tel que pour tout ¢ > 7:

et v (t,v) <

Ul o

u(t,ug) <

ole

On peut prendre t' > 7 tel que
upg=u(t' ug) et vy=ov(t, v).
Alors d’apres le Théoréme précédent on a
tIH?OS (t+t)Uy= tllronoS(t) Uy = U,
ot U, >> 0 est un point d’équilibre (SP). =

Proposition 7.6 Supposons que Uy € D(A5°) est strictement positive. Si MN(A) <
0 Alors
tlimu(t,uo) <R et tlimv(t,vo) <R

a’ —e bt — .
\ R — inf inf .
=) ()

Preuve. Si on note

alors on montre facilement que si A (A) < 0 alors A (A*) < 0. Par conséquent,
le systéme (SPT) admet un point d’équilibre U} >> 0.
En utilisant le théoréme de comparaison et le Corollaire 7.3 on a

th(t, U()) S tllm U+ (t, U()) = U:—

t—o0

Le Théoreme 6.2 et la Remarque 6.1 donnent u < Ret v < R. m

Remarque 7.3 La condition A (A) < 0 implique que

sup , sup

b > pf (L1 +e€) pt (L2 + )

a’—e. b=
1mn: in > 0'
ree{ () ()]

par conséquent,




Chapitre 8

Simulations numérique

Nous présentons ici quelques résultats obtenus lors des simulations numériques
avec le logiciel MATLAB. En conservant la présentation biologique posée dans
la premiére partie, nous allons présenter les résultats observés sur I’évolution en
temps des densités de deux sous populations des adultes et des juveniles.

Pour nos simulations numériques, les coefficients du modeéles sont des constantes
fixées et présentées dans les tableaux mentionnés dans la suite et pour simplifier,
le coefficient de diffusion sera pris égal & 1 pour les deux sous populations. Ces
deux sous populations évoluent dans un milieu fermé que nous allons représenter
dans la suite par le domaine €2 (2 = [0, 1] ou bien Q = [0, 47]).

On peut donc attendre deux comportements différents, selon la valeur des co-
efficients. Soit on a extinction totale de la population, correspondant & ’état
stationnaire trivial, soit on a un unique état stationnaire non trivial qui est
stable.

On considére donc le systéme suivant

( %—l—&u:av—eu—cu(u%—v) dans (0,00) x Q,
%+Av:bu—(a+f)v—dv(u+v) dans (0,00) x Q,
Bu=Bv=0 sur (0,00)0 x €,

[ % (0,7) = up;v (0,2) = vg dans Q.

ou ‘B représente les conditions de bord de Dirichlet ou bien de Neumann

74



8. Simulations numeérique

Cas 1: Condition au bord de Neumann

Dans une premiére simulation, les coefficients et les conditions initiales ont

les valeurs données dans la Table 8.1.

Figure 8.1 4 | 7|12 13|22 |1,07] 07
Figure 8.2 A IR TN |

Table 8.1: Coefficients et conditions initiales pour les figures 8.1 et 8.2.

Nous obtenons, aprées avoir simulé sur une durée de 100 ans, les densités de

population données dans la Figure 8.1 et 8.2.

witx) vt

Distance x Temps t Distance x Termps t

Figure 8.1: Les densités décroient rapidement vers I’état stationnaire.

uit x) witx)

TR T

0.4

Distance x Tempst Distance x Temps t

Figure 8.2: Les densités croient rapidement vers I’état stationnaire.

Nous voyons sur les graphes Figure 8.1 et Figure 8.2 que les densités convergent
rapidement vers I’état stationnaire. Puique ab > e (a + f), alors les dynamiques

sont en accord avec les résultats mathématiques obtenus dans le chapitre 7.
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Dans une seconde simulation, nous nous placons dans un cadre plus réaliste
et considérer des conditions initiales qui peuvent étre localement nulles dans 2.
Les graphes Figure 8.3 et Figure 8.4 sont obtenues a partir des valeurs données
dans la Table 8.2 et représentent une situation similaire a celle des graphes Figure
8.1 et Figure 8.2.

a b | f|d Ty Vo
Figure 8.3 | 4 21132 |1 1+sin(x+3*m/2) 1+sin(x+3*m/2)
Figare84 | // | // | /| /1| 11| /| 0.1+01sin(x+3*m/2) | 0.1+0.1sin(x+3 *1r/2)

Table 8.2: Coefficients et conditions initiales pour les figures 8.3 et 8.4.

Diistance =

itx)

Temps t

Dustance =

witx)

Temps t

Figure 8.3: Les densités décroient rapidement vers l’état stationnaire.
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Figure 8.4: Les densités croient rapidement vers I’état stationnaire.

Puique ab > e (a + f) alors quelque soit la population initiale, non identiquement
nulle, les densités convergent vers I’état stationnaire (voir le chapitre 7).
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Dans la Table 8.3, nous considérons cette fois-ci le taux de mortalité e
supérieurs (c’est-a-dire e = 9) de sorte que ab < e(a+ f). Nous allons pren-
dre deux cas comme conditions initiales: (ug,vg) fortement positives dans 2 ou

bien (ug, vg) peuve étre localement nulle dans (2.

b | f| d 1y Vo
Figure85| 4 | 9 | 2 |13 | 2 | 1 0.7 0.7
Figure86 | // | /1 | /1 | I/ | 11| /] | Itsin(x+3*m/2) | 1+sin(x+3*m/2)

Table 8.3: Coeflicients et conditions initiales pour les figures 8.5 et 8.6.

Nous obtenons, aprés une simulation sur 100 ans, I'extinction des deux sous

populations, ces résultats sont décrits dans les Figure 8.5 et 8.6.

&0

Dustance x Tempst Dhstance x Tempst

Figure 8.6: Extinction des deux sous populations

Nous avons vu dans le chapitre 6 que lorsque ab < e (a + f), le seul état station-
naire de ce systéme est ’état trivial. On ne peut donc espérer trouver d’autres

états stationnaires pour le systéme (SP).
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Cas 2: Condition au bord de Dirichlet

Nous conservons les valeurs des coefficients données dans la Table 8.1 (et c’est
aussi les mémes valeurs de la Table 8.2) et nous allons prendre deux exemples
de conditions initiales.

c | b | f|d g Vo
Figure87 | 4 | 7 | 2 (13| 2 | 1 1+sin(x+3*m/2) 1+sin(x+3*m/2)
Figure 88 | / | /| /| /| /1 | I | 0.1H0.1sin(x+3*m/2) | 0.1+0.1sin(x+3*m/2)

Table 8.4: Coeflicients et conditions initiales pour les figures 8.7 et 8.8.

Nous voyons sur les graphes Figure 8.7 et Figure 8.8 que les densités con-
vergent rapidement vers 1’état stationnaire. Comme pour les simulations précé-
dentes, les dynamiques sont en accord avec les résultats mathématiques obtenus
dans le chapitre 7.

uftx) it

0 - I s

Distance x Time t Distance x Time t

Figure 8.7: Convergence vers ’état stationnaire.
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Figure 8.8: Convergence vers I’état stationnaire.
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Enfin, le dernier cas que nous présentons ici dans les Figures 8.9 et 8.10 est
une situation similaire & celle des comditions au bord de Neumann, c’est-a-dire

nous

allons modifier les coefficients du systéme de sorte que

ab < pP(A+e)p(A+a+f).

c | b | f|d g vy

Figure8.9 | 4 | 9 | 2 |13 | 2 | 1 | 1+sin(x+3*m/2) 1+sin(x+3*m/2)

Figure 810 | // | #/ | 1 | # | 4/ | /| 014+01sin(x+3*7/2) | 0.1H0.1sin(x+3*7/2)

Table 8.5: Coefficients et conditions initiales pour les figures 8.9 et 8.10.

Dans les Figure 8.9 et 8.10, nous présentons les résultats obtenus pour les
valeurs données dans la Table 8.5. Ce qui correspond & I'extinction des deux

sous populations.

Distance x Time t Distance x Tirme t

Figure 8.9: Extinction des deux sous populations

u(tx) witx)

Destance x Tirme t Distance x Time t

Figure 8.10: Extinction des deux sous populations




Partie IV

Annexe
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A. Rappels sur la théorie
spéctrale

Soit X un espace de Banach réel associé a la norme notée par ||.|y .

Définition 8.1 Soit A: D(A) C X — X un opérateur linéaire. Un nombre A
compleze est une valeur propre de A s’il existe un vecteur u € X, u # 0 tel que
Au = du. Un tel vecteur est appelé vecteur propre de A.

Définition 8.2 Soit A un opérateur linéaire fermé dans X. L’ensemble ré-
solvant de A, noté p(A) est

p(A) ={reC: (A — A)~" existe et borné dans X},
i.e. l’ensemble des N pour lesquels les propriétés suivantes sont vérifiées :

(1) (M — A) est injectif,
(i1) RIAM— A) = X,

(ii1) (M — A)~! est un opérateur borné.
On définit pour X € p(A), la résolvante de A par
RNA) = (M - A

Le spectre de A est l'ensemble o(A) = C\p(A).
On dit que \ est une valeur propre si A € o(A).

Définition 8.3 Soit A : X — X wun opérateur linéaire. On dit que A est a
résolvant compact si R(\, A) : X — X est un application compacte pour un

A€ p(A).

Théoréme 8.1 (de Krein-Rutman) Soit C' un cone, avec interieur intC #
(0. Si A est un opérateur compact strictement positif dans C, alors il existe u €
ntC' et il existe X\ > 0 tels que

Au = du

De plus, X est l'unique valeur propre associée a un vecteur propre positif de A
dans C.
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B. Théoréme du point fixe

Soient X un espace de Banach réel associé a la norme notée par ||.|| , C' le cone
positive de X et

Cr=CNB(0,R), 0Cr(0,R)=CnNAIB(0,R)

ou B (0, R) est une boule dans X de rayon R > 0.
On définie la couronne

Ce,R)={UeC:ec<|z|]y <R}.
Nous allons énoncé le Théoréme 20.2 dans [23].
Théoréme 8.2 Soient 0 < e < R, T : Cr — C un opérateur compact tels que
i) Tz # px pour ||z||y =R et p>1,
i) Tx # px pour ||z||y =€ et p <1,
i) nf{|[Tx)x - llzllx =2} >0.

Alors lopérateur T' admet un point fize dans € (¢, R) .
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C. Rappels sur la théorie des
semi-groupes

Dans cette section, on va introduire certaines notions de la théorie des semi-
groupes. La pluspart des résultats énoncés se trouvent dans [27], [29], [32], [38],
[58].

Soit X un espace de Banach, muni de la norme ||.|| . Dans toute la suite, on
notera par I, 'opérateur identité sur X.
A.1 Semi-groupe fortement continu

Définition 8.4 Une famille d’opérateurs T(t) : X — X dépendant du paramétre
réel t > 0 est appelée semi-groupe, si elle satisfait les propriétés suivantes :

(i) T(t+s)=T@#)T(s) pourt,s > 0;
(77) T(0)x = x, pour tout x € X.

(1ii) pour toutt >0, T'(t) : X — X est une application continue.

De plus, (T'(t))i>o est dit Cy-semi-groupe si pour tout x € X fizé, Uapplication
t — T(t)x est continue sur [0, 00).

Définition 8.5 Le générateur infinitésimal du semi-groupe (T'(t))i>o est l'opérateur
linéaire A défini sur le domaine

D(A) = {:c €X: hm% emz’ste}

t—0
par
T _
Az = limM

t—0

pour x € D (A)

Théoréme 8.3 Si A est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe (T'(t)):>o
sur X, alors D(A) est dense dans X et A est un opérateur fermé.

Donc 'espace D (A) est muni de la norme du graphe

2]l pay = Il x + [ Az] -

83



84

Proposition 8.1 Soit (T'(t));>0 un Co-semi-groupe sur X, il existe deux con-
stantes réelles w et M telles que

HT(t)Hg(X) < Me** pour tout t > 0.
A.2 Semi-groupe compact

Définition 8.6 Un Cy semi-groupe (T'(t));>0 sur X est dit compact pour tout
t>0sT(t): X — X est un opérateur compact pour tout t > 0.

Théoréme 8.4 Soit A un générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe (T (t))¢>o0
sur X avec p(A) # 0. Le semi-groupe (T(t))i>0 est compact si A est a résolvante
compacte.

Théoréme 8.5 Soit A un générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe (T (t))t>0
sur X avec p(A) # 0. Les assertions suivantes sont équivalentes

(i) A est a résolvante compacte.

(73) L’injection canonique i : D(A) — X est compacte.
A.3 Opérateurs sectoriels

Définition 8.7 Soit A un opérateur linéaire sur X. On dit que A est sectoriel
si les deux propriétés suivantes sont satisfaites:

(i) A est fermé, a domaine D(A) dense dans X .

(it) Jp € 10,2, 3IM > 1 et a € R, tels que:

Seo={A€C:A#a et ¢ <|arg(\—a)| <7} C p(A).
et

IR A)| < VA€ S,y

A —al
A.4 Semi-groupe analytique

Définition 8.8 Un Cysemi-groupe (T'(t))i>0 sur X est dit semi-groupe analy-
tique si pour tout x € X, Uapplication : t — T(t)x est analytique sur |0, o[

Une classe importante de Cy-semi groupe dans ’étude du systéme de non-
linéaires paraboliques systémes aux dérivées partielles est un semi groupe analy-
tique, cette importance est donnée par le résultat suivant (Voir Théoréme 36.2

[61])

Proposition 8.2 Si A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analy-
tique alors —A est un opérateur sectoriel.
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A.5 Puissances fractionnaires

Définition 8.9 Soit A un opérateur sectoriel défini sur X, tel que Reo(A) > 0.
Pour tout o > 0, on note l'opérateur A~ défini par

1 oo
A = —/ t* () dt
twl 7T
oul (a) = [;° s> le *ds.

Définition 8.10 Soit A un opérateur sectoriel défini sur X, tel que Reo(A) >
0. On définit, la famille d’opérateurs (A%)a>o par :A° = I et pour tout a > 0,
A* est Uinverse de A~ et D(A*) = Im(A™?).

L’espace D(A®) est muni de la norme du graphe
o = 1A% -

Théoréme 8.6 Soit —A un générateur infinitésimal d’un semi-groupe analy-
tique (T'(t))i>0 tel que Rea(A) > 0. Les propriétés suivantes sont vérifiées:

1) Pourt >0 et a >0, le semi-groupe T'(t) : X — D(A®) est borné,
2) pour tout U € D(A5), T(t) A% = AT (t)z,

3) Pourt >0, A*T(t) : X — X est borné,

4) Pour oy > ay, D(ASY) C D(AS?),

5) SiT(t) est compact alors Yoy > g, D(AJY) C D(A5?) est compact.

6) Il existe C,, w des constantes positives telles que
1T 2x.paey = AT 2x) < Ca t=% " pour tout t > 0.
A.6 Attracteur global

Soient M un espace métrique complet et (7(t))¢>0 : M — M un semi-groupe.

Définition 8.11 Le semi-groupe (T'(t));>0 est dit dissipatif s’il existe un ensem-
ble borné B C M tel que

Vee M,3r =7(x) >0:T(t)x € B pourt>T.

Théoréme 8.7 Le semi-groupe (T'(t))i>0 admet un attracteur global compact si
1) T (t) is a compact for t > 0:

2) (T(t))e>0 is point dissipative.

3) Les orbites d’un ensemble borné sont bornés. C’est-a-dire Pour tout ensemble
C C M borné, {S(t)C : t > 0} est borné.

Remarque 8.1 Un attracteur global, si il existe, est unique.



Perspectives

Dans ce travail nous avons étudié un modéle mathématique pour une pop-

ulation structurée en deux stades. Un modele plus général avec n stades a été
discuté dans [34], [35], [42] et [43] dont certains résultats sont des extensions
des résultats donnés dans [8], [15] et [14]. Il semble qu’on peut faire les mémes
démarches utilisées dans cette thése pour étudier le modéle avec n stades et donc
généraliser les résultats donnés dans [34], [35], [42] et [43].
Il est facile de proposer de nouveaux problémes de recherche. Il suffit de con-
sidérer soigneusement les hypotheses et les circonstances dans lesquelles il a été
possible d’établir le modele. Il n’est pas de généraliser, mais d’envisager des hy-
potheéses plus générales qui ont de l'intérét, en tenant compte de I'interprétation
du modéle.

1) 1l sera intéressant d’étudier le systéme avec des hypothéses plus générales,
lorsque les coefficients a et b ne sont pas nécessairement strictement positives
dans le domaine 2. On peut trouver des régions de €2 ol il y a pas de naissance
des juveniles et des régions ou tous les juveniles meurent (ne deviennent pas
adultes).

2) En introduisant un terme non locale dans la quantité qui controle la com-
pétiton des individus dans la recherche de la nourriture, le modéle devient

( 8—?—|—£1u:a(x)v—e(x)u—c(x)ufg(u+v) in (0,00) x €,
a—:+ﬁgv:b(m)u—f(w)v—d(m)vfg(u+v) in (0,00) x Q,
Bu=Bv=0 on (0,00) x 04,

| u(0,2) = ug (z);v(0,2) = v (7) in €.

ot (u+ v)dz désigne la population totale.

Ce?a signifie que la compétition ne dépend pas seulement des individus situés
dans la région x mais dépend aussi des autres individus qui sont en quéte de la
nouriture dans tout le domaine ().

3) On pourrait également tenir compte des variations saisonniéres ou plus
généralement de la dépendance en temps des coefficients du systéme.
Cette hypothése permet de prendre en compte le fait que pour certaines espéces:
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- La reproduction s’effectue sur une période fixe de quelques mois, hors de
cette période le taux de fertilité serait nul. Par exemple: les poissons, les oiseaux
marins.

- La mortalité ne sera pas la méme toute I’année. Par exemple elle sera plus
grande en hiver a cause du froid.

4) Le systéme étudié peut étre interprété dans d’autres situations en biologie
comme par exemple la maladie "Gonorrhea" en épidémiologie (voir [9], [17], [40],
[45]).



Bibliographie

1]
2]

8]

[9]

[10]

R. Adams, Sobolev spaces, Academic Press (1975).

R. Agarwal, L. Chen et S. Liu, Recent Progress on Stage-Structured Pop-
ulation Dynamics, Mathematical and Computer Modelling 36 (2002) p.p
1319-1360.

H. Amann, Dual semigroups and second order linear elliptic boundary value
problems, Israel J. Math, 45 (1983), 225-254.

H. Amann, Maximum principles and principal eigenvalues, in: J. Ferrera,
J. Lopez-Goémez, F.R. Ruiz del Portal (Eds.), Ten Mathematical Essays on
Approximation in Analysis and Topology, Elsevier, Amsterdam, (2005) p.p.
1-60.

H. Amann, Fixed point equations and nonlinear eigenvalue problems in
ordered Banach spaces, STAM, 18 (1976), p.p 620-709

H. Amann, Nonhomogeneous linear and quasilinear elliptic and parabolic
boundary value problems, in: Schmeisser/Triebel: Function Spaces. Differ-
ential Operators and Nonlinear Analysis. Teubner Texte zur Mathematik,
133 (1993) p.p 9-126.

H. Amann and J. Lopez-Gomez, A priori bounds and multiple solutions for
superlinear indefinite elliptic problems, J. Differential Equations 146 (1998),
p-p 336-374.

O.Arino and J.A.Montero, Optimal control of a nonlinear elliptic population
system , Proc. Edinburgh Math, 116, (2000), p.p 225-241.

G.Aronsson and I Mellander . A deterministic model in biomathematics.
Asymptotic behavior and threshold conditions, Math. Biosci. 49 (1980) p.p
207-222 .

H. Berestycki, L. Nirenberg, and S. R. S. Varadhan, The principal eigen-
value and maximum principle for second order elliptic operators in general
domains, Comm. Pure Appl. Math. 47 (1994), p.p 47-92.

88



BIBLIOGRAPHIE 89

[11] Birindelli, I., Mitidieri, E., and Sweers, G., Existence of the principal eigen-
value for cooperative elliptic systems in a general domain, Differ . Uravn.
35 (1999), p.p 325-333.

[12] S.M. Bouguima, S. Fekih, W. Hennaoui, Spacial structure in a juvenile-
adult model. Nonlinear Analysis: Real World Applications, 9 (2008) p.p
1184-1201.

[13] H. Brezis, Analyse fonctionnelle. Théorie et applications, Masson, 1993.

[14] J. Brown, Y. Zhang, On a system of reaction—diffusion equations describing
a population with two age-groups, J. Math. Anal. Appl. 282 (2) (2003) p.p
444-452.

[15] A. Canada, P. Magal, J.A. Montero, Optimal control of harvesting in a
nonlinear elliptic system arising from population dynamics, J. Math. Anal.
Appl, 254 (2001) p.p 571-586.

[16] R. S. Cantrell, C. Cosner, Spatial Ecology via Reaction-Diffusion Equations
John Wiley & Sons, (2003).

[17] V. Capasso, Mathematical Structures of Epidemic Systems, Lecture Notes
in Biomath. Springer Verlag (1993).

[18] A.N. Carvalho, J.W. Cholewa, T. Dlotko, Abstract parabolic problems in
ordered Banach spaces, Colloq. Math, 90 (2001), p.p 1-17.

[19] L. Chen, W. Wang, A Predator-Prey System with Stage-Structure for
Predator, Computers Math. Applic, 33, No. 8, (1997) p.p 83-91.

[20] F.J.Correa and M.A.Souto, On maximum principles for cooperative elliptic
systems via fixed point index, Nonlinear Analysis, 26 (1996), p.p 997-1006.

[21] R. Dautray and J.-L. Lions, Mathematical analysis and numerical methods
for science and technology, Vol. 2. Springer-Verlag, Berlin, (1988).

[22] de Figueiredo, D.G., and Mitidieri, E., Maximum principles for cooperative
elliptic systems, C. R. Acad. Sci. Paris Ser . I Math. 310 (1990), p.p 49-52.

[23] K. Deimling, Nonlinear Functional Analysis, Springer, Berlin, Heidelberg,
New York, (1985).

[24] M. Delgado, J. Lépez-Gémez and A. Sudrez, On the Symbiotic Lotka
Volterra Model with Diffusion and Transport Effects, Journal of Differential
Equations 160 (2000) 175-262.

[25] B.Ebenman, Niche differences between age classes and intraspecific compe-
tition in age-structured populations, J.Theor.Biol, 124 (1987).



BIBLIOGRAPHIE 90

[26] B.Ebenman, Competition between age classes and population dynamics J
.Theor.Biol, 131 (1988).

[27] K-J. Engel, R. Nagel, One-Parameter Semigroups for Linear Evolution
Equations, Springer (1999).

[28] J. Fleckinger - J. Hernandez - F. de Thelin, On maximum principles and
existence of positive solutions for some cooperative elliptic systems, Diff and
Int. Eq, V.7, N.3-4, (1994), p.p 689-698.

[29] A. Friedman, Partial differential equations, Holt, Reinhart and Winston,
New York, (1969).

[30] S. Gaucel and D. Pontier, How predator food preference can change the des-
tiny of native prey in predator-prey systems. Biological Invasions, 7 (2005)
p-p 795-806.

[31] D. Gilbarg and N. S. Trudinger, Elliptic Partial Differential Equations of
the Second Order,Springer, Berlin (1977).

[32] J. K. Hale, Asymptotic Behavior of Dissipative Systems, Amer. Math. Soc.,
Providence (1988).

[33] K. Hamdache, O. Henaoui. Parabolic system modeling two subpopulations,
to appear in Nonlinear Analysis, soumis.

[34] L. J. Hei, Existence and uniqueness of coexistence states for an elliptic sys-
tem coupled in the linear part, Nonlinear Analysis: Real World Applications
5 (2004) p.p 881-893.

[35] L. J. Hei and J. H. Wu, Existence and Stability of Positive Solutions for an
Elliptic Cooperative System, Acta Mathematica Sinica, English Series, Vol.
21, No. 5, (2005) p.p 1113-1120.

[36] O.Henaoui, Memoire de magistére (2005)

[37] O. Henaoui. An elliptic system modeling two subpopulations, Nonlinear
Analysis: Real World Applications 13, Issue 6 (2012) p.p 2447-2458.

[38] D. Henry, Geometric Theory of Semilinear Parabolic Equations, Lecture
Notes in Mathematics, Springer, Berlin (1981).

[39] Hess, P ., On the eigenvalue problem for weakly coupled elliptic systems,
Arch. Rat. Mech. Anal. 81 (1983), p.p 151-159.

[40] H.W. Hethcote and J.A. Yorke , Gonorrhea Transmission Dynamics and
Control. Lecture .Notes in Biomarhemarics 56. Springer, Berlin (1984).



BIBLIOGRAPHIE 91

[41] M. Hirsch, Systems of differential equations which are competitive or coop-
erative I: Limit sets.SIAM J. Appl. Math.13 (1982), p.p 167-179.

[42] C-H. Jia and D-X. Feng, On Optimal Control Problem of a Nonlinear El-
liptic Population System, Acta Automatica Sinica, V. 31, N. 2 (2005) p.p
176-181.

[43] C-H. Jia and D-X. Feng, An Optimal Control Problem of a Coupled Non-
linear Parabolic Population System, Acta Mathematicae Applicatae Sinica,
English Series V. 23, N. 3 (2007) p.p 377-38.

[44] T. Kostova, J. Li, M. Friedman, Two models for competition between age
classes Mathematical Biosciences 157 (1999) p.p 65-89.

[45] A. Lajmanovich and J.A. Yorke, A deterministic model for gonorrhea in a
nonhomogeneous population, Math. Biosci. 28 (1976) p.p 221-236.

[46] S.M Lenhart and J.A.Montero, Optimal control of harvesting in a parabolic
system moseling two subpopulations, Mathematical Models and Methods
in Applied Sciences V. 11, N. 7 (2001) p.p 1129-1141

[47] A.W. Leung, Systems of Nonlinear Partial Differential Equations. Kluwer
Academic, MA, Boston. (1989).

[48] J.D. Logan, An introduction to Nonlinear Partial Differential Equations,
Wiley, New York, (1994).

[49] J.D. Logan, Applied Mathematics, a contemporary approach, Wiley,New
York, (1987).

[50] J. Lépez-Gomez, The maximum principle and the existence of principal
eigenvalues for some linear weighted boundary value problems, J. Differen-
tial Equations 127 (1996) p.p 263-294.

[51] P.H. Malthus, An Essay on the Principe of Population.(First edition), Lon-
don. (1798).

[52] R. H. Martin, Nonlinear Operators and Differential Equations in Banach
Spaces, Wiley and Sons, New York, (1976).

[53] Mitidieri, E., and Sweers, G., Weakly coupled elliptic systems and positivity
, Math. Nachr, 173 (1995), p.p 259-286.

[54] M. Molina-Meyer, Existence and uniqueness of coexistence states for some
nonlinear elliptic systems,Nonlinear Anal. TMA 25(1995) p.p 279-296.

[55] J.D. Murray, Mathematical Biology, Springer-Verlag, Berlin Heidelberg New
York, (1993).



BIBLIOGRAPHIE 92

[56] B. De Pagter, Irreducible compact operators,Math. Z. 192 (1986), p.p 149-
153.

[57] C.V.Pao, Nonlinear P arabolic and Elliptic Equations, Plenum Press, New
York, (1992).

[58] A. Pazy, Semigroups of Linear Operators and Applications to Partial Dif-
ferential Equations, Springer-Verlag, Berlin, (1983).

[59] Protter, M.H., and Weinberger, H.F., Maximum Principles in Differential
Equations, Springer-Verlag, New York, (1984).

[60] Sattinger, D.H., Monotone methods in nonlinear elliptic and parabolic
boundary value problems, Indiana Univ. Math. J. 21 (1971), p.p 979-1000.

[61] G.R. Sell and Y. You, Dynamics of Evolutionary Equations, Springer, New
York, (2002).

[62] Smoller, J., Shock W aves and Reaction-Diffusion Equations, Grundlehren
der Mathematischen Wissenschaften Springer-Verlag, New York, (1983).

[63] H. L. Smith, Monotone Dynamical Systems, an introduction to the theory
of competitive and cooperative systems, Math. Surveys and Monographs,
41, American Mathematical Society, Providence, Rhode Island (1995).

[64] Sweers, G., Strong positivity in C'(2) for elliptic systems. Math. Z. 209
(1992), p.p 251-271.

[65] P.F. Verhulst, A note on the law population growth. Correspondence Math-
ématique et Physique Publiée par A. Quetelet, vol. 10, Brussels, (1838).

[66] W. Walter, Differential and Integral Inequalities. Springer-Verlag, New York
(1970).

[67] Z. Wang, J. Wu, Qualitative analysis for a ratio-dependent predator—prey
model with stage structure and diffusion, Nonlinear Analysis: Real World
Applications 9 (2008) p.p 2270-2287.

[68] Z. Wang, J. Wu et Z. Zhang, Periodic Solutions of Nonautonomous Stage-
Structured Cooperative System Computers and Mathematics with Appli-
cations 47 (2004) p.p 699-706.

[69] R. Xu, M. A. J. Chaplain and F. A. Davidson, Modelling and Analysis of
a Competitive Model with Stage Structure, Mathematical and Computer
Modelling 41 (2005) p.p 150-175.



BIBLIOGRAPHIE 93

[70] R. Xu, A reaction—diffusion predator—prey model with stage structure and
nonlocal delay, Applied Mathematics and Computation 175 (2006) p.p 984-
1006

[71] R. Xu, M. A. J. Chaplain and F. A. Davidson, Global convergence of a
reaction—diffusion predator—prey model with stage structure and nonlocal
delays, Computers and Mathematics with Applications 53 (2007) p.p 770
788.

[72] A. Yagi. Abstract Parabolic Evolution Equations and Their Applications,.
Springer-Verlag, (2010).



QINNANRANRAANAANAANAANAANAANAAANAANNAAANANNNANANANANAN,

PSS LLLL L LSS L LSS LSS L PLLL LS ILS L PLLL LSS L PLLL LSS L LLLS L L LSS L LLLS LSS PSS

4

: oadla

Ol sall e Gandliid) g gill (i (e e 8 Cpand ) danie 4381 Saalinn 3 gad Al 50 58 da g 3l Y1 o3 (e Chagll

OV sl Jsla 2 )5 2 5m 5 G pad (Mlaa) ila asa s 5 Jslall JaaYl 2 sa 1) el e < i o dia g s 353

O AN Al lall o o ghas i el il g Y1 iy A e 3O o g ke OIS (3

R sl @l slull ¢ M) Gilas 65y ) Gl 4y phas Al Adadil) 4yl ¢ aall) aall fase rdgalide il

PR A AR A A A AAA AL AR AR A A A A A A A A AL A A AL AR A A A AR AL A AN AL A, A

Résumé

L'objectif de cette these est d'étudier un modéle de dynamique de population structuré en deux
sous-populations de la méme espéce en compétition pour les ressources. Nous examinons
I'existence et I'unicité des solutions locales. Des estimations aprioris permettent d'établir
I'existence globale des solutions et I'existence d'un attracteur global. Nous montrons I'existence et
l'unicité des solutions d'équilibre en donnant des conditions nécessaires et suffisantes puis nous
établissons leur stabilité. Finalement, nous étudions le comportement asymptotique des solutions
par rapport a I'état d'équilibre.

Mots-clefs : Principe du maximum; Théorie du point fixe; Théorie du semi-groupe; Attracteur
globale; Comportement asymptotique; Stabilité.
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Abstract

The aim of this thesis is to study a model of two subpopulations of the same species competing
for resources. We discusses the existence and the uniqueness of mild solutions. A priori estimates
guaranteed the global existence of solutions and the global attractor. We show the existence and
uniqueness of coexistence states of the system by giving necessary and sufficient conditions and we
establish their stability. Finally, we investigate the asymptotic behavior of solution in relation to the
corresponding steady-state solution

Keywords: Maximum principle; Fixed point theory; Semigroup theory; Global attractor; Asymptotic
behavior; Stability.
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