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Notations

Notation Définition
x = (x1, x2, ..., xN) Elément de IRN

r = |x| =
√

(x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
N) Module de x

α ∧ β max{α, β}

Diu = ∂iu = ∂u

∂xi
= uxi Dérivée partielle de u par rapport à xi

Diju = ∂iju = ∂2u

∂xi∂xj
= uxixj Deuxième dérivée partielle de u par rapport à xi, xj

Du = ∇u =
(
∂u

∂x1
,
∂u

∂x2
, . . . ,

∂u

∂xN

)
Gradient de u

D2u = (Diju) Matrice Hessienne associée à u
∆u Laplacien de u
∆pu = div(|∇u|p−2∇u) p-Laplacien de u

p′ Exposent conjugué de p, 1
p

+ 1
p′

= 1

p∗ = Np

(N − p) Exposent critique de Sobolev

p∗γ = p(N − pγ)
(N − p(γ + 1)) Exposent critique de Sobolev si −∞ < γ < N−p

p

∂Ω Frontière de Ω
supp (u) Support de la fonction u
meas(A) = |A| Mesure de Lebesgue de A ⊂ IRN

‖ · ‖s Norme dans l’espace Ls(Ω)
‖ · ‖X Norme dans l’espace X
BR Boule de IRN de rayon R centrée à l’origine
BR(x0) Boule de IRN de rayon R centrée en x0 ∈ IRN

ωN Mesure de la sphère unité de IRN

ω
′
N Mesure de la boule unité de IRN



2 Notations

Notation Définition
X ′ Espace dual de X
〈·, ·〉 Produit scalaire dans IRN / crochet de dualité X, X ′

\ Différence d’ensemble
Ω′ ⊂⊂ Ω Ω′ sous ensemble ouvert de Ω avec Ω′ ⊂ Ω
δij Indice de Kronecker
δx0 Mesure de Dirac centrée en x0

p.p Presque partout
s.c.i. Semicontinue inférieurement
s.c.s. Semicontinue superieurement
V + Partie positive de la fonction V , V + = max(V, 0)
V − Partie negative de la fonction V , V − = max(−V, 0)
C(Ω) ouC0(Ω) Espace des fonctions continues sur Ω
C0(Ω) Espace des fonctions continues sur Ω à support compact
C0,β(Ω) Espace des fonctions Hölderiennes sur Ω
Ck(Ω) Espace des fonctions de classe k dans Ω
Ck,β(Ω) Espace des fonctions Hölderiennes de classe k sur Ω
Ck0 (Ω) Espace des fonctions de Ck(Ω) à support compact
C∞(Ω) Espace des fonctions indéfiniment dérivable Ω
C∞0 (Ω) = D(Ω) Espace des fonctions de C∞(Ω) à support compact
D+(Ω) Espace des fonctions de D(Ω) positives
D′(Ω) Espace dual de C∞0 (Ω), c’est à dire espace des distributions
Lp(Ω) {u : Ω→ IR | u mesurable,

∫
Ω |u|p <∞}, 1 ≤ p <∞

L∞(Ω) {u : Ω→ IR | u mesurable ∃C tal que |u(x)| ≤ C en
p.p. x ∈ Ω }

Lp
′(Ω) Espace dual de Lp(Ω)

W k,p(Ω) Espace de Sobolev, à dérivée jusqu’à l’ordre k
dans Lp(Ω)

W k,p
0 (Ω) Espace de Sobolev avec trace nulle

W−k,p′(Ω) Espace dual de W k,p
0 (Ω)

Hk(Ω) W k,2(Ω)
Hk

0 (Ω) W k,2
0 (Ω)

M(Ω) Espace des mesures de Radon dans Ω



Introduction

Cette Introduction est consacrée à signaler les résultats génériques et géné-
raux, utiles à connaitre pour s’imprégner de la problématique étudiée dans cette
thèse.

Il est à noter que les problèmes étudiés dans cette thèse, ne sont pas le fruit
de l’imagination fertile d’un théoricien, bien au contraire, les problèmes traités
trouvent leurs origines dans différents domaines nous citerons à titre d’exemple :
la catalyse hétérogène chimique, la catalyse cinétique chimique, l’induction de
chaleur ou encore l’induction électrique, la théorie des fluides non newtonien, et
la théorie des fluides visqueux. Pour une plus ample discussion sur ce sujet nous
renvoyons le lecteur à [66] et [50].

0.1 Problèmes avec terme en gradient

Nous commençons par donner une description rapide des problèmes avec
terme en gradient aussi appelés problèmes avec terme du premier ordre, et une
description qui se veut non exhaustive de la littérature publiée dans ce domaine.
La littérature relative au sujet est vaste et s’étale sur les quatre dernières décén-
nies, nous citreons à titre d’exemple quelques unes des références tout au long
de ce prologue. L’équation linéaire

−∆u+ λu = b(x).∇u+ f(x) dans Ω
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Ω étant un domaine borné régulier de RN n’est autre que le problème stationnaire
du problème de convection-diffusion suivant

ut −∆u+ λu = b(x).∇u+ f(x)

équation qui trouve son origine dans la description de différents phénomènes
physiques, en mécaanique des fluide ou en océanographie.

Si l’on considère le problème linéaire plus général suivant
 −div(A(x)∇u) + λu = H(x,∇u) + f(x) dans Ω

u ∈ H1
0 (Ω)

(1)

alors nous avons le théorème suivant assurant l’existence et l’unicité :

Théorème 0.1. Sous les hypothèses :

A(x) ∈ L∞(Ω)N×N , A(x)ξξ ≥ α |ξ|2 , pour un α > 0, et pour tout ξ ∈ RN (2)

f ∈ H−1(Ω) (3)

il existe une fonction b ∈ (LN(Ω))N telle que

|H(x, ξ)| ≤ |b(x)| (|ξ|+ 1) (4)

|H(x, ξ)−H(x, η)| ≤ |b(x)| |ξ − η| (5)

et soit λ ≥ 0. Le problème 1 possède une solution unique.

Nous remarquerons que dans le théorème précédent le comportement de H
est au plus linéaire en gradient.

Si l’on s’interesse à un comportement superlinéaire en gradient nous avons
les résultats suivants

Considérons à présent le problème -sur linéaire en gradient- suivant :
 −div(A(x)∇u) + λu = γ |∇u|q + f(x) dans Ω

u ∈ H1
0 (Ω)
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1 < q ≤ 2, γ > 0. Pour se convaincre de la difficulté et du changement qua-
litatif et quantitatif par rapport au cas du comportement linéaire en gradient,
présentons quelques exemples

Exemple 0.1. Soit Ω la boule unité de RN considérons le problème
 −∆u = |∇u|q dans Ω

u = 0 sur ∂Ω
(6)

si 1+ 2
N
< q < 2, en plus de la solution triviale le problème 1 admet pour solution

dansH1
0 (Ω), u(x) = M

(
|x|−α − 1

)
avec α = 2−q

q−1 etM = [N−1−(α+1)]
1
q−1

α
. Si q = 2,

en plus de la solution triviale le problème 1 admet pour solution dans H1
0 (Ω),

u(x) = M |log |x|| .

L’exemple précédent montre que dans le cas d’une dépendance non linéaire
du terme de premier ordre, l’unicité n’est plus garantie -et donc le lemme de com-
paraison lui non plus n’est plus valable- dans H1

0 (Ω). Le premier enseignement
à en tirer est que que ceci n’est pas dû à la régularité de f, vu que f ≡ 0 dans
l’exemple. En réalité la non unicité est dû au fait que H1

0 (Ω) n’est plus l’espace
naturel pour la recherche de solution. On y reviendra plus tard.

Exemple 0.2. Considérons à présent l’exemple
 −∆u = |∇u|2 + λf(x) dans Ω

u = 0 sur ∂Ω
(7)

alors le changement v = eu − 1, permet de transformer le problème 7 sous la
forme  −∆v = λf(x) (1 + v) dans Ω

u = 0 sur ∂Ω

Soit λ1 = Inf{
∫
|5ϕ|2dx∫
fϕdx

;ϕ ∈ C∞0 (Ω)}, la première valeur propre du laplacien
associée à f sous les condition de Dirichlet. Si l’on choisit λ telle que 0 < λ1 < λ

donc par le principe du maximum u ≥ 0; et par suite v ≥ 0 est telle que

−∆v = λf(x) (1 + v) ≥ λ1v
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ce qui est impossible par la définition variationnelle de la première valeur propre.
Donc si λ1 < λ le problème 7 ne possède pas de solution.

Ce dernier exemple montre que hormis l’unicité, l’existence elle aussi peut
être perdue dans le cas de problème linéaire avec comportement superlinéaire en
gradient.

Exemple 0.3. Considérons à présent l’exemple suivant
 −∆u = |∇u|q + f(x) dans Ω

u = 0 sur ∂Ω
(8)

avec 1 < q ≤ 2 et f ≥ 0. Supposons que (8) admette une solution essayons
d’obtenir des estimations sur f. Utilisons |ϕ|q′ comme fonction test dans (1) avec
ϕ ∈ C∞0 (Ω), et q′ = q

q−1 ; on obtient alors

q′
∫
Ω

∇u∇ϕ|ϕ|q′−1dx =
∫
Ω

|∇u|q |ϕ|q′dx+
∫
Ω

f(x)|ϕ|q′dx

on applique alors l’inégalité de Young au premier membre de l’égalité

∫
Ω

∇u∇ϕ|ϕ|q′−1dx ≤
∫
Ω

|∇u|q |ϕ|q′dx+ C
∫
Ω

|∇ϕ|q
′
dx

donc f doit être telle que

∫
Ω

f(x)|ϕ|q′dx ≤ C
∫
Ω

|∇ϕ|q
′
dx (9)

La dernière condition (9) n’est pas triviale, loin de là, pour se convaincre de
la non trivialité de celle ci il suffit de considérer une fonction constante f, alors il
est intuitif que cette constante ne peut être arbitrairement "grande" ce qui rejoint
la conclusion du deuxième exemple. La condition (9) fera couler beacoup d’encre,
et trouve plusieures variantes faisant appel parfois aux espaces de Morrey mais
aussi à la très remarquable et remarquée notion de capacité [71].

L’indice q∗ = 1 + 2
N
, est un indice critique en effet pour q < q∗, l’existence

et l’unicité de solution sont garanties. Par contre pour q > q∗ cela n’est plus
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vrai comme le montre les exemple précédent Hormis les problèmes élliptiques
avec dépendance linéaire en gradient, il n’existe pas de théorie générale traitant
des problèmes avec terme du premier ordre, mais Il existe plusieurs résultats
relatifs aux problèmes elliptiques avec dépendance sur linéaire en gradient nous
citerons par exemple [3], [1], [29], [56], [70], et pour une approche par la théorie du
potentiel des problèmes avec terme en gradient ; nous citerons en particulier [71].
Suite à l’étude des problèmes précédents, sont apparus de nouveau problèmes
elliptiques avec terme en gradient et singularité nonlinéaire dont les plus simples
représentants sont :

 −∆u± |∇u|q ± 1
uα

= λf(x, u) dans Ω
u = 0 sur ∂Ω

(10)

avec f(x, u) une fonction régulière et sous linéaire. Ces problèmes ont été traités
par V. Radulesciu et al. dans une série d’articles publiés de 2003 à 2007, nous
citerons entre autres [62], [63] et [54]. Il existe aussi d’autres types de problèmes
où la singularité non linéaire est placée multiplicativement par rapport au terme
en gradient :  −∆u± |∇u|

q

uα
= λf(x) dans Ω

u = 0 sur ∂Ω;
(11)

ces problèmes on été traité par plusieurs auteurs, nous citreons par exemple [22],
[23] et [24], et en particulier lorsque le terme en gradient est placé comme terme
de réaction, nous citerons le travail de Abdellaoui et al [6].

0.2 Quelques inégalités pratiques

Nous allons présenter quelques inégalités, algébriques et fonctionnelles qui
seront utilisées dans cette thèse :

Inégalités algébrique

Soit ξ1, ξ2 ∈ IRN , alors
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1) si p ≤ 2,

|ξ2|p − |ξ1|p − p|ξ1|p−2〈ξ1, ξ2 − ξ1〉 ≥ C(p) |ξ2 − ξ1|2

(|ξ2|+ |ξ1|)2−p . (12)

2) si p > 2,

|ξ2|p − |ξ1|p − p|ξ1|p−2〈ξ1, ξ2 − ξ1〉 ≥
C(p)

2p − 1 |ξ2 − ξ1|p. (13)

Inégalité de Hardy

ΛN,p

∫
Ω

|φ|p

|x|p
dx ≤

∫
Ω
|∇φ|pdx, pour toute φ ∈ W 1,p

0 (Ω),

où la constante ΛN,p =
(
N−p
p

)p
est optimale et n’est jamais atteinte.

Inégalité de Picone

Soit u ∈ W 1,p
0 (Ω) , u ≥ 0 et soit v ∈ W 1,p

0 (Ω) , −∆pv ≥ 0; alors

∫
Ω

|∇u|p dx ≥
∫
Ω

up

vp−1 (−∆pv) dx

L’inégalité suivante est une inégalité faible de type Harnack , ce sera un outil
efficace pour l’obtention d’estimations locales, on renvoie à [9] pour la démons-
tration.

Lemme 0.1. Soit h ∈ L∞(Ω) et h ≥ 0 une fonction positive, soit v solution
positive de  −∆pv = h(x), dans Ω

v = 0 sur ∂Ω

alors pour tout Br ⊂ Ω telle que B4r ⊂ Ω, il existe une constante positive
c = c (r,N, p) telle que

vp−1(x)
(dist(x, ∂Ω))p−1 ≥ c

∫
B2r

h(y)dy,∀x ∈ Ω.

Tout au long de cette thèse nous serons amenés à composer avec des données
dans L1, ce qui impose d’utiliser des notions spécifiques de solutions.
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0.3 Le cas elliptique

0.3.1 Sur la notion de solution

Définition 0.1. Soit le problème
 −div(a(x, u,∇u) = f dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,
(14)

où Ω est un domaine borné régulier de RN ; et a : Ω × R × RN −→ RN est une
fonction de Carathéodory vérifiant :

a(x, s, ξ)ξ ≥ α |ξ|p , α > 0 (15)

|a(x, s, ξ)| ≤ [|ξ|p−1 + |s|p−1 + a0(x)], a0(x) ∈ Lp′(Ω) (16)

(a(x, s, ξ)− a(x, s, η), ξ − η) > 0, ξ 6= η p.p, ∀s ∈ R, ∀ ξ, η ∈ RN (17)

où, f ∈ L1 (Ω) , on dit que u est une solution obtenue comme limite d’ap-
proximation (SOLA) du problème (14), s’il existe deux suites

fn ∈ L∞ (Ω) , fn −→ f fortement dans L1 (Ω)

un ∈ W 1,p
0 (Ω) , un −→ u p.p dans Ω

telles que
−div(a(x, un,O(un)) = fn dans D′ (Ω)

Théorème 0.2. Soit f ∈ L1 (Ω) , alors le problème (14) admet une solution
obtenue comme limite d’approximation, u ∈ W 1,q

0 (Ω) pour chaque 1 < q <
N(p−1)
N−1

Pour un exposé plus détaillé sur la notion de (SOLA), on renvoie le lecteur à
[47], [77], [94] et [52].

Définition 0.2. Soit f ∈ L1 (Ω) . Une fonction mesurable u : Ω −→ R, vérifiant
la condition Tk(u) ∈ W 1,p

0 (Ω) pour chaque k > 0, est dite solution entropique -
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ou solution au sens d’entropie- du problème (14) si est elle vérifie l’inégalité

∫
Ω

a(x, u,∇u)∇Tk(u− ϕ)dx ≤
∫
Ω

Tk(u− ϕ)fdx

pour tout k > 0 et pour toute fonction ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω)⋂L∞ (Ω) .

Théorème 0.3. Soit f ∈ L1 (Ω) , alors le problème (14) admet une unique
solution entropique.

Nous renvoyons le lecteur à [49], [39] pour de plus amples détails sur la notion
de solution entropique.

Soit à présent f = µ, une mesure de Radon à variation bornée. On appelle
p− capacité d’un compact K ⊂ Ω par rapport à Ω le réel

capp(K,Ω) = inf{
∫
|∇ϕ|p;ϕ ∈ C∞0 , ϕ ≥ χK},

où χK est la fonction caractéristique de K. Si U est un ouvert de Ω, on définit
alors sa p− capacité par

capp(U,Ω) = sup{capp(K,Ω), Kcompact,K ⊂ Ω},

et la p− capacité d’un sous-ensemble quelconque B de Ω est alors définie par

capp(B,Ω) = sup{capp(U,Ω), Uouvert, B ⊂ U}.

Une mesure µ0 est dite absolument continue par rapport à la p− capacité, si elle
est telle que µ(B) = 0 pour chaque B ⊂ Ω tel que capp(B,Ω) = 0. D’un autre
côté une mesure µs est dite singulière par rapport à la p − capacité si elle est
concentrée en un ensemble de p− capacité nulle.

Proposition 0.1. [58] Toute mesure de Radon µ à variation bornée dans Ω se
décompose de manière unique µ = µ0 + µs, µ0 étant absolument continue par
rapport à la p− capacité et µs singulière par rapport à la p− capacité.

Définition 0.3. Soit à présent f = µ, une mesure de Radon à variation bornée.
On dit que la fonction mesurable u est une solution renormalisée du problème (14)
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si elle est finie p.p, telle que ∀k, Tk(u) ∈ W 1,p
0 ; et pour toute fonction continue ϕ

dans Ω on ait
lim
n

1
n

∫
{n≤u≤2n}

a(x, u,∇u)∇ϕdx =
∫

Ω
ϕdµ+

s

et
lim
n

1
n

∫
{−n≤u≤−2n}

a(x, u,∇u)∇ϕdx =
∫

Ω
ϕdµ−s

et

∫
Ω
h(u)a(x, u,∇u)∇ϕdx+

∫
Ω
h′(u)a(x, u∇u)∇uϕdx =

∫
Ω
ϕh(u)dµ0

pour chaque h ∈ W 1,∞ (Ω)⋂L∞ (Ω) et chaque ϕ ∈ W 1,p (Ω)⋂L∞ (Ω) , telles
que ϕh(u) ∈ W 1,p

0 (Ω) .

Théorème 0.4. Soit f = µ une mesure de Radon à variation bornée, alors le
problème (14) admet une solution renormalisée.

Pour une lecture plus approfondie, relative à la notion de solution renorma-
lisée et problèmes avec données mesures, on citera [49], [80] et [52].

Remarque 0.1. La notion de solution entropique est confondue avec la notion
de solution renormalisée, lorsque f ∈ L1, pour un exposé plus détaillé sur la
notion de solutions, et la relation entre les différentes notions de solution, que se
soit dans le cas elliptique ou parabolique, on conseille au lecteur de voir [86] et
[53].

0.3.2 Principes de comparaison

L’existence ou l’absence d’un principe de comparaison, facilite ou complique
énormément l’étude d’un problème elliptique ou parabolique, et en particulier
si l’approche utilisée est non variationnelle. On utilisera à plusieurs reprises le
principe de comparaison suivant

Théorème 0.5. Principe de comparaison Soit 1 < p et soit f une fonction
positive continue telle que f(x,s)

sp−1 est décroissante pour s > 0. Si u, v ∈ W 1,p
0 (Ω)
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sont telles que  −∆pu ≥ f(x, u), u > 0 in Ω,
−∆pv ≤ f(x, v), v > 0 in Ω,

(18)

Alors u ≥ v in Ω.

Ce théorème est dû à Abdellaoui et Peral [9], dans sa version générale, le cas
p = 2, a été introduit par Brézis et Kamin [46]. Nous allons à présent présenter
l’analogue du principe de comparaison précédent, où la l’opérateur p-laplacien
est perturbé afin d’obtenir un opérateur fortement non dégénéré.

Sur un lemme de comparaison pour opérateurs non dégénérés

Lemme 0.2. Soit f une fonction -positive- telle que f(u)
up−1 ↓, où 1 < p. Supposons

que u, v ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ C1(Ω) sont telles que

 −Lεu ≥ f(u), u > 0 dans Ω,
−Lεv ≤ f(v), v > 0 dans Ω.

(19)

où −Lεu = −div((ε+ |∇u|2) p−2
2 ∇u). alors u ≥ v dans Ω.

Démonstration. Sans perte de généralité nous allons supposer que ε = 1, pour
simplifier remplaçons Lε par L. De (19) nous avons

−Lu
up−1 + Lv

vp−1 ≥
f(u)
up−1 −

f(v)
vp−1 .

multiplions cette dernière inégalité par (vp − up)+

∫
Ω

(−Lu
up−1 + Lv

vp−1 )(vp − up)+ ≥
∫

Ω
(f(u)
up−1 −

f(v)
vp−1 )(vp − up)+

=
∫

[v>u]
(f(u)
up−1 −

f(v)
vp−1 )(vp − up)+.

par les hypthèses émises sur f nous permet de conclure à la positivité du dernier
terme dans l’inégalité précédente. Posons w = (vp − up)+, ∇w = p(vp−1∇v −
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up−1∇u)χ[v≥u], ainsi nous obtenons

∫
Ω

(−Lu
up−1 + Lv

vp−1

)
w

=
∫

Ω
(1 + |∇u|2)

p−2
2 〈∇u,∇( w

up−1 )〉 −
∫

Ω
(1 + |∇v|2)

p−2
2 〈∇v,∇( w

vp−1 )〉

=
∫

Ω
(1 + |∇u|2)

p−2
2 〈∇u, u

p−1∇w − (p− 1)up−2w∇u
u2(p−1) 〉

−
∫

Ω
(1 + |∇v|2)

p−2
2 〈∇v, v

p−1∇w − (p− 1)vp−2w∇v
v2(p−1) 〉

=
∫

Ω∩[v>u]

[pv
p−1

up−1 (1 + |∇u|2)
p−2

2 〈∇u,∇v〉 − (p− 1)v
p

up
(1 + |∇u|2)

p−2
2 |∇u|2]

−
∫

Ω∩[v>u]

(1 + |∇u|2)
p−2

2 |∇u|2]

+
∫

Ω∩[v>u]

[pu
p−1

vp−1 (1 + |∇v|2)
p−2

2 〈∇v,∇u〉 − (p− 1)u
p

vp
(1 + |∇v|2)

p−2
2 |∇v|2]

−
∫

Ω∩[v>u]

(1 + |∇v|2)
p−2

2 |∇v|2]

: =
∫

Ω∩[v>u]

K1(x)dx+
∫

Ω∩[v>u]

K2(x)dx.

Comme u > 0 et v > 0 dans Ω, alors si |∇u(x)| = 0, il en résulte que K1(x) = 0,
d’un autre côté si |∇u(x)| > 0, on obtient

K1(x) = (1 + |∇u|2) p−2
2

|∇u|p−2

(
p
vp−1

up−1 |∇u|
p−2〈∇u,∇v〉 − (p− 1)v

p

up
|∇u|p − |∇u|p

)
.

L’utilisation de l’inégalité de Picone nous permet de conclure que K1 ≤ 0, idem
que K2 ≤ 0, donc ∫

Ω
(−Lu
up−1 + Lv

vp−1 )w ≤ 0

et donc comme conclusion nous avons

∫
Ω∩[v≥u]

(f(u)
up−1 −

f(v)
vp−1 )(vp − up) ≤ 0.

Mais sur l’ensemble [v > u], f(u)
up−1 − f(v)

vp−1 ≥ 0, donc |[v > u]| = 0.

Remarque 0.2. Nous obtenons exactement le même résultat si la fonction f est
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remplacée par une fonction continue positive f(x, u) telle que f(x,u)
up−1 ↓,

Le résultat suivant est une conséquence du Lemme 0.2.

Corollaire 0.1. Supposons que f : Ω×[0,+∞) est une fonction Hôldérienne telle
que f(x, t)

tp−1 est décroissante pour tout x ∈ Ω et t > 0 et telle que lim
t→+∞

f(x,t)
tp−1 =

0 uniformément pour tout x ∈ Ω, alors le problème

−Lu = λf(x, u) dans Ω,

u > 0 dans Ω,
u |∂Ω= 0,

(20)

possède une unique solution pour chaque λ > 0.

Remarque 0.3. Comme conséquence au résultats précédents nous pouvons
conclure que pour tout λ > 0, le problème


−Lεu = λf(x, u) in Ω,

u > 0 in Ω,
u |∂Ω= 0,

(21)

possède une unique solution wε pour tout ε > 0. par les propriètés de f , il
n’est pas compliqué de montrer que wε → w fortement dans W 1,p

0 (Ω) , où w est
l’unique solution du problème


−∆pw = λf(x,w) dans Ω,

w > 0 dans Ω,
w |∂Ω= 0.

(22)

Il existe aussi un autre principe de comparaison, dû à Alaa-Pierre ; qui est
très utile dans les problèmes avec laplacien et terme en gradient

Théorème 0.6. [18] Soit a : Ω −→ RN , une fonction vectorielle telle que a ∈
LN+ε (Ω) , ε > 0. Soit w ∈ W 1,1

0 (Ω) telle que

∆w ∈ L1 (Ω)

αw −∆w ≤ a.∇w dans D′ (Ω)
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alors w ≤ 0

Nous n’avons pas connaissance de l’existence, du pendant du lemme précé-
dent, lorsque le laplacien et remplacé par le p-laplacien. Ceci étant dit ; nous
présentons le résultat de comparaison qui semble être le plus général, pour les
problèmes comportant le p-laplacien et un terme de premier ordre.

Sur le Lemme de comparaison de Porretta

Ce premier appendice est dédié à la description des résultats obtenus dans
[84]. Considérons la classe de problèmes elliptiques suivants :

 −div(a(x,∇u)) +H(x,∇u) = f(x) dans Ω
u = 0 sur ∂Ω

(23)

en gardant en tête que le modèle auquel on aspire n’est autre que
 −4pu+ |∇u|q = f(x) dans Ω

u = 0 sur ∂Ω

avec q ≤ p.

Théorème 0.1. Sous les hypothèses, q > N(p−1)
N−1 , 1 < p ≤ 2 et

f = f1(x) + div(f2(x)) où f1 ∈ L1(Ω) et f2 ∈
(
Lp
′(Ω)

)N
(24)

[a(x, ξ)− a (x, η)] (ξ − η) ≥ α
(
|ξ|2 − |η|2

) p−2
2 |ξ − η|2 , α > 0 (25)

a(x, 0) = 0 (26)

|a(x, ξ)| ≤ β
(
k(x) + |ξ|p−1

)
, β > 0, k(x) ∈ Lp′(Ω) (27)

|H(x, ξ)−H (x, η)| ≤ γ
(
b(x) + |ξ|q−1 + |η|q−1

)
|ξ − η| , (28)
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γ > 0, b(x) ∈ Lr(Ω), (29)

où 1 ≤ q ≤ p− 1 + p

N
et r ≥ N (q − (p− 1))

q − 1 (ou r =∞ si q = 1) .(30)

Si u et v sont respectivement une sous et une sur-solution (renormalisée) de (23),
vérifiant le critère de régularité suivant

(1 + |u|)q−1 u ∈ W 1,p
0 (Ω) et (1 + |v|)q−1 v ∈ W 1,p

0 (Ω), q = (N − p) (q − (p− 1))
p (p− q) (31)

alors u ≤ v dans Ω.

Théorème 0.2. Sous les hypothèses, q < N(p−1)
N−1 , 2− 1

N
< p ≤ 2 et (24, 25, 26,

27), de plus

|H(x, ξ)−H (x, η)| ≤ γ
(
b(x) + |ξ|q−1 + |η|q−1

)
|ξ − η| , (32)

γ > 0, b(x) ∈ Lr(Ω),

r >
N(p− 1)

N(p− 1)− (N − 1) et 1 ≤ q <
N(p− 1)
(N − 1) .

Si u et v sont respectivement une sous et une sur-solution (renormalisée) de
(23), alors u ≤ v dans Ω.

Théorème 0.3. Sous les hypothèses, p > 2, q > p
2 + (p−1)

N−1 , (26), (27) et

[a(x, ξ)− a (x, η)] (ξ − η) ≥ α
(
1 + |ξ|2 + |η|2

) p−2
2 |ξ − η|2 , α > 0

|H(x, ξ)−H (x, η)| ≤ γ
(
b(x) + |ξ|q−1 + |η|q−1

)
|ξ − η| , γ > 0, (33)

b(x) ∈ LN(Ω) où 1 ≤ q ≤ p

2 + p

N
. (34)

Si u et v sont respectivement une sous et une sur-solution (renormalisée) de (23),
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vérifiant le critère de régularité suivant

(1 + |u|)q−1 u ∈ W 1,p
0 (Ω) et (1 + |v|)q−1 v ∈ W 1,p

0 (Ω), q =
(N − p)

(
q − p

2

)
p
(
p
2 + 1− q

)
(35)

alors u ≤ v dans Ω.

0.4 Le cas parabolique

Nous allons à présent donner quelques définitions relatives aux problèmes
paraboliques [34], [35], [36], [37], [49], [53] et [52].

0.4.1 Sur la notion de solution

Définition 0.4. Soit le problème parabolique

ut − div(a(x, u,∇u) = f dans QT = Ω× (0, T )

u(x, t) = 0 sur ∂Ω× (0, T )
u(x, 0) = u0(x) dans Ω

(36)

où Ω est un domaine borné régulier de RN ; et a : Ω× (0, T )× R× RN −→ RN

est une fonction de Carathéodory vérifiant :

a(x, t, s, ξ)ξ ≥ α |ξ|p , α > 0 (37)

|a(x, t, s, ξ)| ≤ ν[h(x, t) + |ξ|p−1 + |s|p−1], ν > 0, h(x, t) ∈ Lp′(QT ) (38)

(a(x, t, s, ξ)− a(x, t, s, η), ξ − η) > 0, ξ 6= η p.p, ∀t ∈ (0, T ) ∀s ∈ R, ∀ ξ, η ∈ RN

(39)
où f ∈ Lp′ (QT ) et u0 ∈ L2 (Ω) . On dira que u est une solution faible de (36)

si u ∈ C((0, T ) ;L2 (Ω))⋂Lp((0, T ) ;W 1,p
0 (Ω)) telle que

−
∫

Ω
u0ϕ(0)dx−

∫ T

0
uϕtdt+

∫ ∫
QT
a(x, t, u,∇u∇)ϕdxdt =

∫ ∫
QT
fϕdxdt

pour chaque ϕ telle que ϕ ∈ Lp((0, T ) ;W 1,p
0 (Ω)) et ϕt ∈ Lp

′((0, T ) ;W−1,p′ (Ω))
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vérifiant ϕ(T ) = 0.

Définition 0.5. Soit f une mesure de Borel bornée, on dira que u est une solution
au sens des distrubutions de (36) si u ∈ L1((0, T ) ;W 1,1

0 (Ω)), ∇u ∈ L1 (QT ) telle
que

−
∫ ∫

QT
uϕtdxdt+

∫ ∫
QT
a(x, t, u,∇u)∇ϕdxdt =

∫ ∫
QT
ϕdf

pour chaque ϕ telle que ϕ ∈ C∞ (QT ) ,et ϕ = 0 dans un voisinage de ∂Ω ×
(0, T )⋃ (Ω× {T})

Définition 0.6. Soit f ∈ L1 (QT ) et u0 ∈ L1 (Ω) ,on dira que u est une solution
au sens d’entropie de (36) si u ∈ C([0, T ] ;L1 (Ω)) et Tk(u) ∈ Lp((0, T ) ;W 1,p

0 (Ω))
pour tout k > 0, telle que pour chaque k > 0

∫
Ω

Θk (u− ϕ) (T ) dx−
∫

Ω
Θk (u0 − ϕ) (T ) dx+

∫ T

0
ϕtTk (u− ϕ) dt

+
∫ ∫

QT
a(x, t, u,∇u)∇Tk (u− ϕ) dxdt ≤

∫ ∫
QT
fTk (u− ϕ) dxdt,

pour toute ϕ ∈ Lp((0, T ) ;W 1,p
0 (Ω))⋂C([0, T ] ;L1 (Ω))⋂L∞ (QT ) telle que ϕt

∈ Lp′((0, T ) ;W−1,p′ (Ω)) + L1 (Ω) ; où Θk (s) =
∫ s

0
Tk (τ) dτ.

Définition 0.7. On dira que u est une solution renormalisée de (36) si elle est
telle que

u ∈ L∞((0, T ) ;L1 (Ω))

Tk(u) ∈ Lp((0, T ) ;W 1,p
0 (Ω)) pour tout k > 0

lim
n→∞

∫
{n≤|u|≤2n}

|∇u|p = 0

et pour toute fonction S ∈ W 2,∞ (Ω) , C1 par morceaux telle que S ′ est à support
compact on ait

∂S(u)
∂t

− div (a(x, t, u,∇u)S ′(u)) + S ′′(u)a(x, t, u,∇u)∇u = fS(u) dans D′(Ω)

S(u)
∣∣∣(t=0) = S(u0) dans Ω
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0.4.2 Lemme de comparaison

Théorème 0.7. [15]
Soit u, v ∈ C((0, T );L1(Ω)) ∩ Lp((0, T );W 1,p

0 (Ω)), pour un p > 1, avec |ut −
∆u| ∈ L1(ΩT ) et |vt−∆v| ∈ L1(ΩT ). Soit une fonction de CaratheodoryH(x, t, s)
telle que, H(x, t, ·) ∈ C1(IRN) pour chaque (x, t) ∈ ΩT avec sup

s∈IRN
|∇sH(x, t, s)| =

h(x, t) ∈ L2r([0, T ];L2p(Ω)), pour p, r > 1 et N2p + 1
r
< 1. Supposons que u et v

vérifient ut −∆u ≥ H(x, t,∇u) + f in Ω,
u(x, 0) = u0(x) in Ω,

 vt −∆v ≤ H(x, t,∇v) + f in Ω,
v(x, 0) = v0(x) in Ω,

(40)
où f ∈ L1(ΩT ), u0, v0 ∈ L1(Ω) et v0(x) ≤ u0(x) in Ω. Alors v ≤ u in ΩT .

Lorsque le laplacien est remplacé par le p-laplacien, aucun principe de com-
paraison analogue au précédent n’existe, d’où la difficulté à étudier les problèmes
parabolique avec p-laplacien et terme en gradient.

Remarque 0.4. Dans cette thèse nous nous sommes limités au cas des conditions
aux bords de type dirichlet, mais il existe aussi des résultats analogues relatifs
au problèmes avec conditions de Neumann, nous invitons le lecteurs désirant se
documenter sur le sujet à voir [20], [31] et [88].
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Cette thèse à pour objectif l’étude de certains problèmes elliptique et pa-
raboliques ; mettant en interaction un opérateur non linéaire le p-laplacien, un
terme en gradient aussi appelé terme du premier ordre, et un terme singulier ; le
but étant d’obtenir des résultats d’existence et de non existence. Les méthodes
utilisées sont des méthodes non variationnelles basées sur la construction de pro-
blèmes approximants réguliers et plus simples à étudier, dont les solutions vont
converger vers la solution du problème initial.

Les deux premiers chapitres sont dédiés à l’étude de problèmes elliptiques avec
terme en gradient et singularité nonlinéaire. Le troisième et le quatrième chapitres
quant à eux sont consacrés à l’étude de problèmes elliptiques et paraboliques avec
un terme singulier consistant en un poids de Hardy.

0.5 Description du chapitre 1

Nous allons décrire les motivations et les travaux à l’origine du chapitre 1,
ainsi que les méthodes utilisées pour traiter la problèmatique proposée.

On appelle équation de Lane-Emden-Fowler, toute équation du type

−∆u = Ψ(x, u,∇u) dans Ω

assujettie aux conditions

u > 0 dans Ω, et u = 0 sur ∂Ω

où Ψ possède une ou plusieures singularités. Ce type de problèmes singuliers
trouve leur origine dans la description de plusieurs phénomènes physiques, mais
plus particulièrement dans la modélisation en chimie de la catalyse hétérogène
et la catalyse cinétique.

Dans le Chapitre 1 on s’interesse à étudier l’existence et la non existence de
solution pour une version nonlinéaire de l’équation de Lane-Emden-Fowler, soit
le problème :



0.6. Description du chapitre 2 21


−∆pu+ g (u) q (d (x)) = ± |∇u|ν + λf (x, u) dans Ω,

u > 0 dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω,

(41)

Inspiré par une série d’articles ([62], [63] et [54]) de V. Radulesciu et al. parus
durant la période 2003-2007, traitant des problèmes


−∆u± g (u) q (d (x)) = ± |∇u|ν + λf (x, u) dans Ω,

u > 0 dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω,

(42)

ces problèmes décrivent un phénomène chimique comme cela est décrit dans
[54], la méthode utilisée est la méthode de sur et sous-solution, méthode que
nous reprendrons dans le chapitre 1, d’ailleurs nous concerverons la même forme
de sous solution et sur-solution par contre le principe d’itération, s’avère être
plus ardue, nous adapterons des résultats partiels et éparses dûs à Poretta pour
généraliser les résultats obtenus par V. Radulescu et al., nous ferons aussi une
étude pour une plus vaste classe de fonctions f .

On démontrera que sous la condition
1∫
0
q (t) g (t) dt = +∞, le problème étu-

dié ne possède pas de solutions. Lorsque le terme en gradient est placé comme
terme absorbant, on démontrera que si

1∫
0
q (t) g (t) dt < +∞, alors sous certaines

conditions sur q , g et f , et si 0 < ν ≤ p, alors il existe un λ∗ > 0 telque le
problème possède au moins une solution entropique u ∈ W 1,p

0 (Ω) pour λ > λ∗ et
ne possède pas de solution si λ < λ∗.

Lorsque le terme en gradient est placé comme terme de réaction, on obtiendra
des résultats analogue, mais uniquement pour 0 < ν ≤ p− 1.

0.6 Description du chapitre 2

Le chapitre 2 à pour objectif de généraliser le résultat obtenu par Abdellaoui
Giachetti Peral Wallias [5] pour le problème
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 −∆u = uqα |∇u|q + λf dans Ω
u = 0 sur ∂Ω

(43)

en remplaçant le laplacien par le p-laplacien. Les techniques utilisées sont des
techniques non linéaires ce qui fait que ce problème se prète à la généralisation
au problème  −∆pu = uqα |∇u|q + λf dans Ω

u = 0 sur ∂Ω
(44)

par contre il reste - comme précédemment - une difficulté majeure, à savoir
l’absence d’un lemme de comparaison. Pour ce faire on adaptera comme dans le
chapitre 1 un résultat de Poretta.

On commencera par étudier le cas f ∈ L∞ (Ω) et qα < 0, où l’on démontrera
l’existence d’une sursolution (radiale), et on procédera par approximation. On
obtient plus précisemment les résultat suivants :

1. Si f ∈ L∞(Ω) et q(α+ 1) ≤ 1, alors il existe une solution indépendamment
du choix de ||f ||∞. Par contre si q(α+ 1) > 1, on devra supposer que λ est
suffisamment petit pour assurer l’existence de solution.

2. Si qα < −1 on démontre l’existence d’une solution distributionnelle positive
pour tout f dans L1.

3. Si −1 ≤ qα < 0 sous certaine hypothèses sur f , on démontrera que in-
dépendamment du choix de λ, le problème en considération possède une
solution positive.

4. On généralisera le résultat de multiplicité obtenu dans [3] pour la cas q = 2
avec 2α ∈ [−1, 0).

0.7 Description du chapitre 3

Dans le chapitre 3, sera étudiée l’existence et la nonexistence de solution du
problème
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(P±)


−∆pu± uq = λ

up−1

|x|p
+ h dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,

où Ω est un domaine borné de RN , contenant l’origine, N ≥ 3, 1 < p < N , q >
p − 1 et h sont des fontions mesurables positives, vérifiant certaines hypothèses
qui seront spécifiées ultérieurement. Le but étant d’étudier l’interaction entre le
terme uq, qui sera placé en réaction ou en absorbtion, et le poids de Hardy. Nous
avons aussi dans l’esprit d’étudier le cas stationnaire du problème parabolique
qui sera traité dans le chapitre suivant.

On peut résumer les résultats obtenus, dans les deux points suivants :

1. Si uq apparait comme terme de réaction, alors on montre l’existence d’un
exposent critique q+(λ), tel que pour q > q+, le problème considéré ne
possède pas de solution distributionnelle positive. Si q < q+ on démontre
l’existence de solution, sous des conditions sur h.

2. Si uq apparait comme terme absorbant, alors on démontre l’existence d’un
q∗ tel que si q > q∗, le problème considéré possède une solution positive
pour tout λ > 0 et pour tout h ∈ L1(Ω). L’optimalité de q∗ est démontrée,
dans le sens où, si q < q∗, il y a non existence de solution pour λ > ΛN,p.

0.8 Description du chapitre 4

Le chapitre 3 est consacré à l’étude de problèmes parabolique,


(uθ)t −∆pu = λ

up−1

|x|p
+ uq + f(x, t) dans Ω× (0, T ),

u ≥ 0 et u(x, t) = 0 sur ∂Ω× (0, T ),
u(x, 0) = u0(x) dans Ω,

(45)

il y’a ici deux types de difficultés, un problème p-laplacien parabolique et un
problème dit doublement nonlinéaire, au départ ce sont deux problèmes séparés,
mais on remarquera que les mêmes idées s’appliquent aux deux problèmes. Les
problèmes étudiés sont fortement liés aux inégalités de Hardy de Picone et de
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Harnack suivante
Inégalité de Harnack

Soit u supersolution faible et positive de (up−1)t −∆pu = 0 dans R = Bδ(x0)×
(t0−β, t0+β) ⊂ Ω×(0, T ). Alors il existe une constante positive C = C(N, δ, t0, β)
telle que ∫

R−
u ≤ C ess inf

R+
u,

avec R− = B δ
2
(x0)× (t0 − 3

4β, t0 −
1
4β) et R+ = B δ

2
(x0)× (t0 + 1

4β, t0 + β).
On se retrouve devant la configuration " Harnack+Hardy=bolw up" observée

pour la première fois par Abdellaoui et Peral, voir par exemple [10].
Nous montrerons l’existence d’un exposent de Fujita dans le cas général λ ≥ 0.
Lorsque θ = 1, le comportement de l’opérateur principal dépend des deux cas

p < 2 ou p > 2.

1. Dans le cas où p > 2 et λ > 0, et sous des conditions convenables sur
u0 et f , on démontre l’existence d’un exposent critique q+(λ) tel que si
q > q(λ), aucune solution - dans un sens convenable- n’existe, ce qui marque
la différence avec le cas λ = 0.

2. Si p < 2, nous obetenons un résultat d’existence et même dans certains cas
l’extinction en temps fini.

Ces résultats font suite à ceux obtenus dans [61] et [17].
où Ω est soit un domaine régulier borné contenant l’origine ou Ω = IRN ,

1 < p < N , q > 0 et θ est soit égal à 1 ou égal à p− 1.
f et u0 sont des fonctions positives telles que f ∈ L1(Ω× (0, T )) et u0 ∈ L1(Ω).



Chapitre 1

Une version nonlinéaire de

l’équation de

Lane-Emden-Fowler

Ce chapitre est le développement de l’article [78].

1.1 Introduction.

Ce chapitre est dédié à l’étude d’un problème elliptique faisant intervenir
d’une part le p-laplacien ∆pu := div(|∇u|p−2.∇u) nous renvoyons le lecteur à
[50] pour une vaste description des propriètés de cet opérateur ; d’une autre part
un terme singulier et un terme en gradient


−∆pu+ g (u) q (d (x)) = ± |∇u|ν + λf (x, u) dans Ω,

u > 0 dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω,

(1.1)

où Ω est un domaine bornée de RN , d (x) = dist (x, ∂Ω), λ > 0, 0 < ν ≤ p;
Nous conviendrons de placer ce problème sous le vocable problème de Lane Em-
den Fowler nonlinéaire.

La fonction g est supposée positive strictement décroissante et telle que g ∈
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C1 (0,+∞) avec
lim
t→0

g (t) = +∞ (1.2)

clairement les fonctions g(s) = 1
sβ

, β > 0, font partie de ce type de fonctions ce
seront d’ailleurs les fonctions modèles.

On supposera aussi que f : Ω × [0,+∞) est une fonction Höldérienne (Hölder
continue) croissante vérifiant

la fonction t 7→ f (x, t)
tp−1 est décroissante pour tout x ∈ Ω (1.3)

lim
t→0

f (x, t)
tp−1 = +∞ et lim

t→+∞

f (x, t)
tp−1 = 0 uniformément pour tout x ∈ Ω (1.4)

La fonction q : (0,+∞) −→ (0,+∞) quant à elle est supposée Höldérienne (
Hölder continue ) décroissante.

Ces types de problèmes ont été proposés par des chimistes, en particulier dans
l’étude de la catalyse hétérogène chimique et la catalyse cinétique chimique. Pour
une plus ample discussion sur ce sujet nous renvoyons le lecteur à [66].

L’idée de ce travail trouve son origine dans le papier [54] où le p-laplacien est
remplacé par le laplacien (p = 2) l’équation est alors dite de Lane-Emden-Fowler
, nous citerons par exemple les travaux [62] et [63] pour différentes approches au
dit problème, ce n’est pas un problème complètement purement théorique car il
trouve son origine en chimie. Nous ferons remarquer au lecteur que si le terme
singulier g (u) q (d (x)) est remplacé par ua avec a > 0 l’approche et les résultats
sont complètement différents nous renvoyons le lecteur à [13]

Nous avons repris les mêmes idées de [54] pour faire l’étude du problème à savoir
méthode non variationnelle consistant à construire une sous-solution et une sur-
solution et utiliser la monotonie de l’opérateur principal, sauf que l’extension
au p-laplacien rencontre une difficulté majeure aucun principe de comparaison
général et générique pour l’opérateur −∆pu± |∇u|ν n’est établi, qui plus est le
comportement diffère selon que l’on soit dans le cas p < 2 ou le cas p > 2, il est
à noter que pour le cas p < 2 le principe de comparaison n’est connu que pour r
p ≥ 2N

N+1 . Nous avons donc dû adapter des résultats partiels globalement inspirés
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de [54].

Ce chapitre est organisé comme suit :

La section 1.2 est dédiée à l’étude du problème où le terme en gradient est
placé comme terme absorbant


−∆pu+ g (u) q (d (x)) + |∇u|ν = λf (x, u) dans Ω,

u > 0 dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω,

(1.5)

sous l’hypothèse
1∫
0
q (t) g (t) dt = +∞ un résultat de non existence est démontré.

Il est à noter que l’hypothèse émise sur g, est essentielle, d’un autre côté si g
est bornée, on peut alors obtenir l’existence de solutions par des arguments de
compacité. Dans le cas où

1∫
0
q (t) g (t) dt < +∞, en utilisant un argument de sous

et sur-solution on démontre l’existence d’une solution au sens d’entropie pour
λ assez "grand". Un résultat de non existence est démontré lorsque λ prend des
valeurs assez "petites", nous démontrerons ainsi par un argument de continuité
que l’ensemble des λ ∈ IR+ tel que que le problème (1.5) possède une solution,
est un intervalle (λ∗,∞). Dans la sous section 1.2.2 en plus de l’introduction de
la nonlinéarité induite par le p-laplacien nous proposons d’affaiblir les conditions
sur f en supposant que f(x, s) = sa + h où h ∈ L1(Ω) et a < p − 1, nous
démontrons l’existence de solution entropique.

Le problème où le term en gradient est placé comme terme de réaction est
étudié dans la section 1.3

−∆pu+ g (u) q (d (x)) = λf (x, u) + |∇u|ν dans Ω,
u > 0 dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω,

(1.6)

comme dans le premier cas, l’existence de la solution est démontré pour de
"grandes" valeurs du paramètre et sous les hypothèses 0 < ν < p − 1 et
1∫
0
q (t) g (t) dt < +∞, et la nonexistence de solution est démontrée lorsque λ

prend des valeurs assez "petites".

Un principe de comparaison et un résultat d’unicité relatif à l’opérateur stric-
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tement monotone−Lεu = −div((ε+|∇u|2) p−2
2 ∇u), ε > 0 est donné en appendice,

ce résultat est une généralisation du résultat obtenu en [9].

Dans tout le chapitre nous utiliserons le très pratique lemme de comparaison
suivant dont la preuve peut être retrouvée dans [12].

Théorème 1.1. Principe de comparaison Soit 1 < p et soit f une fonction
positive continue telle que f(x,s)

sp−1 est décroissante pour s > 0. Si u, v ∈ W 1,p
0 (Ω)

sont telles que  −∆pu ≥ f(x, u), u > 0 dans Ω,
−∆pv ≤ f(x, v), v > 0 dans Ω,

(1.7)

Alors u ≥ v in Ω.

On utilisera aussi à volonté les inégalités algébriques suivantes, le lecteur
pourra en trouver les démonstrations dans [93] et [76] ou encore [50]

Lemme 1.1. Soit ξ1, ξ2 ∈ IRN , alors
1) si p ≤ 2,

|ξ2|p − |ξ1|p − p|ξ1|p−2〈ξ1, ξ2 − ξ1〉 ≥ C(p) |ξ2 − ξ1|2

(|ξ2|+ |ξ1|)2−p . (1.8)

2) si p > 2,

|ξ2|p − |ξ1|p − p|ξ1|p−2〈ξ1, ξ2 − ξ1〉 ≥
C(p)

2p − 1 |ξ2 − ξ1|p. (1.9)

Nous rappelons aussi la définition de la notion de solution au sens d’entropie
pour les problèmes elliptiques.

Définition 1.1. Soit u une fonction mesurable, on dira que u ∈ T 1,p
0 (Ω) si sa

troncature Tk(u) ∈ W 1,p
0 (Ω) pour tout k > 0 où

Tk (s) =

 k sgn (s) si |s| ≥ k

s si |s| ≤ k
(1.10)

Soit F ∈ L1(Ω), alors u ∈ T 1,p
0 (Ω) est dite solution d’entropie - ou solution au

sens d’entropie- du problème suivant
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 ∆pu = F dans Ω,
u|∂Ω = 0,

(1.11)

si pour tout k > 0 et tout v ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) on a

∫
Ω
|∇u|p−2〈∇u,∇(Tk(u− v))〉 =

∫
Ω
F Tk(u− v). (1.12)

Ainsi on dira que u est une solution d’entropie du problème (1.5) si

f(x, u), g(u) q(d(x)), |∇u|ν ∈ L1(Ω)

et la définition précédente appliquée pour F (x) ≡ λf (x, u) − g (u) q (d (x)) −
|∇u|ν . On recommande [30] pour plus de détails sur la notion de solution d’en-
tropie.

Parmi les conséquences de la définition si u est une solution d’entropie de
(1.5), alors à fortiori u est une solution au sens des distributions de (1.5).

1.2 Le terme en gradient comme terme absor-

bant

Dans cette section nous allons nous pencher sur le cas où le terme en gradient
est placé comme terme absorbant, c’est à dire :


−∆pu+ g (u) q (d (x)) + |∇u|ν = λf (x, u) dans Ω,

u > 0 dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω,

(1.13)

où f vérifie les conditions (1.3) et (1.4) avec 0 < ν ≤ p, selon le comportement
intégral du terme singulier q (t) g (t) nous allons montrer l’existence ou la non
existence de solution.
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1.2.1 Résultats d’existence et de non existence

Nous introduisons le résultat de non existence suivant

Proposition 1.1. Si
1∫
0
q (t) g (t) dt = +∞, alors le problème (1.13) ne possède

pas de solution dans l’espace d’energie W 1,p
0 (Ω).

Démonstration. Par l’absurde supposons que (1.13) possède une solution u, alors

−∆pu+ g (u) q (d (x)) ≤ λf (x, u) .

Soit v l’unique positive solution du problème

−∆pv = λf (x, v) dans Ω,

v > 0 dans Ω,
v = 0 sur ∂Ω.

L’existence de v est assurée par la théorie variationnelle classique.
Par les propriètés de f et le principe de comparaison 1.1, on conclut que v

vérifie
v ≤ C0ϕ1 ≤ C1d (x)

où ϕ1 la première fonction propre du p-laplacien, soit c’est la solution du pro-
blème 

−∆pϕ1 = λ1 |ϕ1|p−2 ϕ1 dans Ω,
ϕ1 > 0 dans Ω,
ϕ1 = 0 sur ∂Ω,

où C0, C1 sont deux constantes positives.
Une fois encore l’utilisation de 1.1 nous permet de conclure que u ≤ v. Considé-
rons à présent le problème perturbé suivant


−∆puε + g (uε + ε) q (d (x) + ε) = λf (x, uε) dans Ω,

uε > 0 dans Ω,
uε = 0 sur ∂Ω,

(1.14)

alors u et v sont respectivement sous-solution et sur-solution of (1.14) ; la mo-
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notonie permet de conclure à l’existence d’une solution uε telle que u ≤ uε ≤ v.
avec uε ∈ C1,α(Ω).

En intégrant l’équation principale dans (1.14), on arrive à

−
∫

Ω
∆puεdx+

∫
Ω
g (uε + ε) q (d (x) + ε) dx

=
∫

Ω
λf (x, uε) dx ≤ C1

∫
Ω
up−1
ε dx+ C2 ≤ C1

∫
Ω
vp−1dx+ C2 = M.

ce qui permet de conclure que

−
∫
∂Ω
|∇uε|p−2 ∂uε

∂η
dσ +

∫
Ω
g (uε + ε) q (d (x) + ε) dx = M.

comme ∂uε
∂η
≤ 0; sur ∂Ω alors

∫
Ω
g (uε + ε) q (d (x) + ε) dx ≤M

La décroissance de g nous amène à

∫
Ω
g (v + ε) q (d (x) + ε) dx ≤M

par passage à la limite, en faisant tendre ε→ 0 on obtient

∫
Ω
g (v) q (d (x)) dx ≤M

une fois de plus la monotonie de g et le fait que v ≤ C1d (x) nous permet de
conclure que ∫

Ω
g (C1d (x)) q (d (x)) dx ≤M

ce qui contredit l’hypothèse
1∫
0
q (t) g (t) dt = +∞.

Supposons à présent que

1∫
0

q (t) g (t) dt < +∞, (1.15)

alors nous avons le résultat d’existence :
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Théorème 1.2. Supposons que la condition (1.15) est vérifiée est que les condi-
tions sur q , g et f sont satifaites. Si de plus 0 < ν ≤ p, alors il existe un λ∗ > 0
tel que le problème (1.13) possède au moins une solution entropique u ∈ W 1,p

0 (Ω)
pour λ > λ∗ et ne possède pas de solution si λ < λ∗.

Démonstration. La démonstration est structurée en plusieurs étapes.

Etape 1 : Construction de sous et sur-solution
Pour montrer l’existence de solution nous allons utiliser un argument de sous et
sur-solution ; pour cela considérons le problème


−∆pw = λf (x,w) dans Ω,

w > 0 dans Ω,
w = 0 sur ∂Ω,

(1.16)

par les hypothèses émises sur f , le problème (1.16) possède une unique solution
w qui fournit par la même occasion une supersolution à (1.13). La construction
d’une sous-solution s’avère être une tâche plus ardue, pour ce faire nous allons
nous inspiré de la très élégante idée introduite dans [54] et inspirée par les condi-
tions de Keller-Ossermann. Soit u = Mh (cϕ1) où M et c sont des contantes
positives choisies ultérieurement et où ϕ1 comme précédemment, désigne la pre-
mière fonction propre p-laplacian et h est la solution du problème suivant :



h′′ (t) = q (h (t)) g (h (t)) ,
h′ > 0,
h > 0,

h (0) = h′ (0) = 0,

notons que l’existence de h est assurée par la condition
1∫
0
q (t) g (t) dt < +∞.
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Donc u vérifie

Lp (u) ≡ −∆pu+ g (u) q (d (x)) + |∇u|ν

= Mp−1
(
λ1ch

′ (cϕ1)ϕ1 − (p− 1)h′′ (cϕ1) (h′ (cϕ1))p−2 |∇ϕ1|p cp
)

+q (d (x)) g (Mh (cϕ1)) +Mνcν |∇ϕ1|ν (h′ (cϕ1))ν .

Suppons que M ≥ 1, alors Mh (cϕ1) ≥ h (cϕ1) ce qui conduit à g (Mh (cϕ1)) ≤
g (h (cϕ1)), on obtient alors

Lp (u) ≤Mp−1λ1ch
′ (cϕ1)ϕ1 − (p− 1)Mp−1h′′ (cϕ1) (h′ (cϕ1))p−2 |∇ϕ1|p cp

+q (d (x)) g (h (cϕ1)) +Mνcν |∇ϕ1|ν (h′ (cϕ1))ν

≤ cλ1M
p−1h′(cϕ1)ϕ1 − (p− 1)Mp−1q(h(cϕ1))g(h(cϕ1))(h′(cϕ1))p−2 |∇ϕ1|p cp

+q (d (x)) g (h (cϕ1)) +Mνcν |∇ϕ1|ν (h′ (cϕ1))ν .

Comme h (0) = 0, par continuité de la fonction h on peut toujours choisir c
suffisamment petit de manière à avoir h (cϕ1) ≤ d (x) et par suite −q (h (cϕ1)) ≤
−q (d (x)), ce qui donne

Lp(u) ≤ cλ1M
p−1h′(cϕ1)ϕ1 − (p− 1)cpMp−1q(d(x))g(h(cϕ1))(h′(cϕ1))p−2|∇ϕ1|p

+q (d (x)) g (h (cϕ1)) +Mνcν |∇ϕ1|ν (h′ (cϕ1))ν

≤ q (d (x)) g (h (cϕ1))
[
1− (p− 1)Mp−1 (h′ (cϕ1))p−2 |∇ϕ1|p cp

]
+Mp−1λ1ch

′ (cϕ1)ϕ1 +Mνcν |∇ϕ1|ν (h′ (cϕ1))ν .

Choisissons à présent M > 1 tel que

[
1− (p− 1)Mp−1 (h′ (cϕ1))p−2 |∇ϕ1|p cp

]
< 0,

comme lim
t→0

g (t) = +∞, il en résulte que

lim
d(x)→0

(q (d (x)) g (h (cϕ1))
[
1− (p− 1)Mp−1 (h′ (cϕ1))p−2 |∇ϕ1|p cp

]
+

+Mp−1λ1ch
′ (cϕ1)ϕ1 +Mνcν |∇ϕ1|ν (h′ (cϕ1))ν) = −∞.
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On peut alors conclure à l’existence d’un domaine Ω0 ⊂⊂ Ω tel que

Lp (u) ≡ −∆pu+g (u) q (d (x))+|∇u|ν < 0 < λf (x, u) pour tout x ∈ Ω�Ω0.

Maintenant pour x ∈ ω ⊂⊂ Ω, on peut toujours choisir λ assez grand de manière
à avoir

Lp (u) ≤ λf (x, u) pour tout x ∈ Ω.

On en arrive à la conclusion que u est une sous-solution de (1.13).

Le théorème 1.1 permet de conclure que u ≤ w.
Pour obtenir l’existence de solution il reste à utiliser un argument de monotonie
pour déduire l’existence de solution. Et comme aucun principe de comparaison
n’est connu pour ce type d’opérateurs comprenant le p-laplacien et un term de
premier ordre - nous le répétons car c’est la principale difficulté-, nous devons
donc composer avec plusieurs résultats partiels et pour différentes valeurs de p.

Les étapes 2, 3 et 4 suivantes sont dédiées à démontrer l’existence de solution
pour p < 2 ; mais pour différents intervalles de p et ν ; l’étape 5 est quant à
elle dédiée à l’étude du cas 2 < p; la sixième et dernière étape quant à elle et
consacrée à démontrer la non existence de solution pour de "petites" valeurs de
λ.

Etape 2 : Résultat d’existence pour 2N
N+1 ≤ p < 2 et 1 ≤ ν ≤ p− 1 + p

N

Le but de la manoeuvre est d’adapter à notre opérateur les Théorèmes 3.1, 3.2 de
[84] qui sont en fait des principes de comparaison pour l’opérateur −∆pu+ |∇u|ν

dans l’espace W 1,p
0 (Ω). Introduisons la suite de fonctions {un}n∈IN comme suit :

u0 = u et pour n ≥ 1, un est la solution de

−∆pun + g (un−1) q (d (x)) + |∇un|ν = λf (x, un−1) dans Ω,

un > 0 dans Ω,
un = 0 sur ∂Ω,

(1.17)

Notons tout d’abord que grâce au théorème 1.1 nous avons pour tout n ≥ 0,
un ≤ w. De plus la suite {un}n∈IN est croissante en n ; en effet pour montrer la
croissance de {un}n∈IN nous allons utiliser les Théorèmes 3.1, 3.2 de [84].
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Par construction u1 est solution de

−∆pu1 + g (u0) q (d (x)) + |∇u1|ν = λf (x, u0) .

par la définition de u0 nous obtenons

−∆pu1 + |∇u1|ν ≥ −∆pu0 + |∇u0|ν .

donc par le principe de comparaison de [84] on conclut que u1 ≥ u0. Réitérons
et montrons que u2 ≥ u1, comme u2 satisfait à

−∆pu2 + g (u1) q (d (x)) + |∇u2|ν = λf (x, u1) ,

et puisque g est décroissante il en découle que

−∆pu2 + g (u0) q (d (x)) + |∇u2|ν ≥ λf (x, u1) ,

comme précédemment on obtient alors

−∆pu2 + |∇u2|ν ≥ −∆pu1 + |∇u1|ν .

Donc u2 ≥ u1. De proche en proche et en réutilisant la même méthode on dé-
montre la croissance de {un}n∈IN . Maintenant utilisons un comme fonction test
dans (1.17) par les propriètés de f on obtient que |un||W 1,p

0 (Ω) ≤ C, d’où l’exis-
tence de u ∈ W 1,p

0 (Ω) telle que un ⇀ u faible dans W 1,p
0 (Ω) et un → u fortement

dans Lσ(Ω) pour tout σ < p∗. Et comme u ≤ u ≤ w ∈ L∞(Ω), donc u ∈ L∞(Ω)
et par suite un → u fortement dans Lσ(Ω) pour tout σ > 1. Ce qui permet de
conclure que |∇un|ν → |∇u|ν dans L1(Ω) ; par l’hypothèse faite sur ν on peut
observer que ν < p, utilisons à présent (u− un) comme fonction test dans (1.17)
nous obtenons alors

∫
Ω
|∇un|p−2∇un∇udx−

∫
Ω
|∇un|pdx+

∫
Ω
g (un−1) q (d (x)) (u− un)dx

+
∫

Ω
|∇un|ν(u− un)dx = λ

∫
Ω
f(x, un−1)(u− un)dx.
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Le théorème de la convergence dominée et les hypothèse émises sur f , il vient
que

λ
∫

Ω
f(x, un−1)(u− un)dx = o(1).

L’utilisation de l’inégalité de Hölder et par le fait que ν < p on obtient

∫
Ω
|∇un|ν(u− un)dx ≤ (

∫
Ω
|∇un|pdx)

ν
p (
∫

Ω
(u− un)

p
p−ν dx)

p−ν
p = o(1).

Nous nous intéressons à présent au terme
∫

Ω g (un−1) q (d (x)) (u− un)dx. On a

g (un−1) q (d (x)) (u− un)→ 0 p.p. in Ω.

Du fait que {un}n est croissante en n on obtient

g (un−1) q (d (x)) (u− un) ≤ Cg (u) q (d (x)) ,

par (1.15) et par la définition de u on obtient

∫
Ω
g (u) q (d (x)) dx <∞.

Le théorème de la convergence dominée permet de conclure que

∫
Ω
g (un−1) q (d (x)) (u− un)dx = o(1),

en combinant toutes les estimations obtenues jusque là on arrive à

∫
Ω
|∇un|p−2∇un∇udx−

∫
Ω
|∇un|pdx = o(1).

A présent l’utilisation de l’inégalité de Young donne

∫
Ω
|∇un|p dx =

∫
Ω
|∇un|p−2∇un∇udx+ o(1)

≤
∫

Ω
|∇un|p−1 |∇u| dx+ o(1)

≤ p− 1
p

∫
Ω
|∇un|p + 1

p

∫
Ω
|∇u|p dx+ o(1)
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soit ∫
Ω
|∇un|p dx ≤

∫
Ω
|∇u|p dx+ o(1)

et par suite

∫
Ω
|∇u|p dx ≤ lim inf

∫
Ω
|∇un|p dx ≤ lim sup

∫
Ω
|∇un|p dx ≤

∫
Ω
|∇u|p dx,

donc ||un||W 1,p
0 (Ω) → ||u||W 1,p

0 (Ω) et l’on conclut à la convergence au sens fort.
Etape 3 : Résultat d’existence pour 2N

N+1 ≤ p < 2 et p− 1 + p
N
≤ ν ≤ p

Afin de construire une suite monotone et d’être toujours couvert par les théo-
rèmes [84] nous allons adopter une nouvelle forme de problèmes approximants.

Comme 2N
N+1 ≤ p, donc p− 1 + p

N
≥ 1 on a alors que ν ≥ 1.

pour chaque n ∈ IN∗ fixé, on définit la suite {vn,k}k∈IN comme suit : vn,0 = u

et pour tout k ≥ 1, vk,n est solution du problème


−∆pvk,n + g (vk−1,n) q (d (x)) + |∇vk,n|ν

1 + 1
n
|∇vk,n|ν

= λf (x, vk−1,n) in Ω,

vk,n > 0 dans Ω,
vk,n = 0 sur ∂Ω,

(1.18)
Nous allons tout d’abord montrer la croissance de la suite {vk,n}k∈IN en k et que
vk,n ≤ w pour tout k ≥ 0. Pour alléger l’écriture nous allons noter

Hn(ξ) = |ξ|ν

1 + 1
n
|ξ|ν

where ξ ∈ IRN ,

donc v1,n vérifie l’équation

−∆pv1,n + g (v0,n) q (d (x)) +Hn(∇v1,n) = λf (x, v0,n) .

Par la définition de v0,n on obtient

−∆pv1,n +Hn(∇v1,n) ≥ −∆pv0,n +Hn(∇v0,n);

comme ν ≥ 1, Hn saitisfait les hypothèses requises dans le principe de compa-
raison [84], ce qui nous permet de conclure v1,n ≥ v0,n. De la même manière et
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en réitérant le même procèdé on arrive à montrer que vk,n ≥ vk−1,n pour tout
k ∈ IN∗. Maintenant nous allons appliquer la même technique que l’étape précé-
dente , on utilise vk,n comme fonction test dans (1.18) et vu les propriètés de f on
obtient que ||vk,n||W 1,p

0 (Ω) ≤ C, ce qui montre que un ∈ W 1,p
0 (Ω) vérifie vk,n ⇀ un

faiblement dans W 1,p
0 (Ω). Par les mêmes arguments de compacité utilisé dans

l’étape 2, on montre que vk,n → un fortement dans W 1,p
0 (Ω), et par la même

occasion on a
vk,n ≥ vk,n+1 for all k ≥ 1.

Donc un est une solution minimale pour le problème


−∆pun + g (un) q (d (x)) + |∇un|ν

1 + 1
n
|∇un|ν

= λf (x, un) dans Ω,

un > 0 dans Ω,
un = 0 sur ∂Ω,

(1.19)

avec un ≤ un+1 pour tout n ≥ 1 ; donc u ≤ un ≤ w ∈ L∞(Ω). Maintenant,
comme précédemment utilisons un comme fonction test dans (1.19) on obtient
les mêmes conclusions qui sont ||un||W 1,p

0 (Ω) ≤ C et l’existence d’une fonction
u ∈ W 1,p

0 (Ω) telle que un ⇀ u faiblement dans W 1,p
0 (Ω). Si ν < p, en reprenant

exactement le même procédé on obtient que un → u fortement W 1,p
0 (Ω) et ainsi

l’existence de solution est démontrée.
Si ν = p, les arguments de l’étape 2 nous permettent de conclure que

g (un−1) q (d (x))→ g (u) q (d (x)) fortement dans L1(Ω)

et
f(x, un−1)→ f(x, un−1) fortement dans L1(Ω).

Posons kn(x) ≡ f(x, un−1)− g (un−1), alors

−∆pun + |∇un|p = kn(x)

avec kn → k ≡ f(x, u)− g (u) fortement dans L1(Ω), l’utilisation des résultat de
[85] nous permettent de conclure un → u fortement dans W 1,p

0 (Ω), le résultat en
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découle.
Etape 4 : Résultat d’existence pour 2N

N+1 ≤ p < 2 et 0 < ν ≤ 1
Toujours pour être dans les bonnes conditions d’application du principe de com-
paraison de [85] nous introduisant une nouvelle forme d’approximation en effet
posons

Qn(ξ) = (|ξ|+ 1
n

)ν où ξ ∈ IRN ,

et pour chaque n ∈ IN∗ fixé, on définit la suite {vn,k}k∈IN comme suit : vn,0 = u

et pour k ≥ 1, vk,n est solution du problème


−∆pvk,n + g (vk−1,n) q (d (x)) +Qn(∇vk,n) = λf (x, vk−1,n) dans Ω,

vk,n > 0 dans Ω,
vk,n = 0 sur ∂Ω,

(1.20)

Comme précédemment on arrive à démontrer que vk,n ≤ w pour tout k ≥ 0 ;
car rappelons le Qn satisfait aux condition du théorème [84].

Nous allons à présent montrer que la suite {vk,n}k∈IN est croissante en k pour
chaque n fixé. Observons que v1,n satisfait à l’équation

−∆pv1,n + g (v0,n) q (d (x)) +Qn(∇v1,n) = λf (x, v0,n) ,

et par définition de v0,n nous obtenons que

−∆pv1,n +Qn(∇v1,n) ≥ −∆pv0,n +Qn(∇v0,n).

Encore une fois l’utilisation du principe de comparaison [84], permet de conclure
que v1,n ≥ v0,n, et de proche en proche par le même argument que vk,n ≥ vk−1,n

pour tout k ∈ IN∗ donc {vk,n}k∈IN est croissante en k pour chaque n fixé.

Maintenant fixons k nous allons montrer que vk,n ≤ vk,n+1. Par les propriètés
de f et g il est suffisant de montrer que v1,n ≤ v1,n+1. Par définition de v1,n et
v1,n+1 on a

−∆pv1,n +Qn(∇v1,n) = −∆pv1,n+1 +Qn+1(∇v1,n+1) ≤ −∆pv1,n+1 +Qn(∇v1,n+1).
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l’utilisation du principe de comparaison de [84] permet de conclure que v1,n ≤
v1,n+1, en réitérant le même procédé on obtient que vk,n ≤ vk,n+1 .

Finalement, l’utilisation des mêmes idées que les étapes précédentes va nous
permettre de conclure ; en effet utilisons vk,n comme fonction test dans (1.20)
par les propriètés de f on obtient que ||vk,n||W 1,p

0 (Ω) ≤ C, d’où l’existence de
un ∈ W 1,p

0 (Ω) telle que vk,n ⇀ un faiblement dans W 1,p
0 (Ω). Par les mêmes

arguments de compacité utilisés dans les étapes précédentes on arrive à montrer
que vk,n → un fortement dans W 1,p

0 (Ω) et un est la solution minimale de


−∆pun + g (un) q (d (x)) +Qn(∇un) = λf (x, un) dans Ω,

un > 0 dans Ω,
un = 0 sur ∂Ω,

(1.21)

avec un ≤ un+1 pour tout n ≥ 1. Il vient que u ≤ un ≤ w ∈ L∞(Ω). Encore une
fois l’utilisation de un comme fonction test dans (1.20) on obtient ||un||W 1,p

0 (Ω) ≤
C ; d’où l’existence de u ∈ W 1,p

0 (Ω) telle que un ⇀ u faiblement dans W 1,p
0 (Ω).

Comme ν < p, les mêmes arguments que les étapes précédentes permettent
de conclure que un → u fortement dans W 1,p

0 (Ω) et le résultat d’xistence est
démontré.
Etape 5 : Resultat d’existence pour 2 < p et ν ≤ p

L’absence de principe de comparaison pour notre opétrateur dans le cas p > 2,
nous impose d’introduire une perturbation non pas dans le terme en gradient mais
dans le p-laplacien lui même ; nous introduisons alors pour ε > 0 les problèmes
perturbés suivants


−Lεu+ g (u) q (d (x)) + |∇u|ν = λf (x, u) dans Ω,

u > 0 dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω,

(1.22)

avec
−Lεu = −div((ε+ |∇u|2)

p−2
2 ∇u).

un tel choix est toujours motivé par le fait que ce type de problème possède un
principe de comparaison.
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Nous allons commencer par montrer que le problème (2.11) possède une so-
lution minimale uε au moins pour de "petites" valeurs de ε .

Fixons ε > 0, on définit alors wε comme étant l’unique solution du problème

−Lεwε = λf (x,wε) dans Ω,

wε > 0 dans Ω,
wε = 0 sur ∂Ω,

(1.23)

( La preuve de l’unicité est une conséquence du principe de comparaison présenté
en introduction. )

Il est clair que wε procure une super solution bornée de (2.11).

comme ϕ1 ∈ C1,α(Ω), alors par continuité pour ε "petit" nous obtenons que
u = Mh (cϕ1) est aussi sous solution de (2.11) avec g (u) q (d (x)) ∈ L1(Ω).

Maintenant fixons ε et considérons la suite {vn,k}k∈IN définie par : vn,0 = u

et pour tout k ≥ 1, vk,n est la solution du problème


−Lεvk,n + g (vk−1,n) q (d (x)) +Dn(∇vk,n) = λf (x, vk−1,n) dans Ω,

vk,n > 0 dans Ω,
vk,n = 0 sur ∂Ω,

(1.24)

où

Dn(ξ) =



|ξ|ν

1 + 1
n
|ξ|ν

si 1 < ν ≤ p,

(|ξ|+ 1
n
)ν si ν ≤ 1,

il est clair que vk,n ≤ wε pour tout k ≥ 0.

Nous allons montrer que la suite {vk,n}k∈IN est croissante en k pour tout n
fixé, en effet observons que v1,n vérifie l’équation

−Lεv1,n + g (v0,n) q (d (x)) +Dn(∇v1,n) = λf (x, v0,n) .

Par définition de v0,n nous obtenons

−Lεv1,n +Dn(∇v1,n) ≥ −Lεv0,n +Dn(∇v0,n).
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L’utilisation du principe de comparaison du Théorème 4.1 dans [84], on obtient
que v1,n ≥ v0,n. Ainsi par réiteration de la même démarche on aboutit à vk,n ≥
vk−1,n pour tout k ∈ IN∗ et la croissance de {vk,n}k∈IN en k est démontrée.

Utilisons vk,n comme fonction test dans (2.13) comme précédemment on ab-
tient que ||vk,n||W 1,p

0 (Ω) ≤ C, d’où l’existence de un ∈ W 1,p
0 (Ω) telle que vk,n ⇀ un

faiblement W 1,p
0 (Ω). Par les mêmes arguments de compacités que dans l’etape

2 on obtient que vk,n → un fortement dans W 1,p
0 (Ω) et ainsi un est la solution

minimale du problème

−Lεun + g (un) q (d (x)) +Dn(∇un) = λf (x, un) dans Ω,

un > 0 dans Ω,
un = 0 sur ∂Ω,

(1.25)

il faut à présent passer à la limite en n.

Utilisons un comme fonction test dans (1.25) vu les propriètés de f et de g on
obtient que ||un||W 1,p

0 (Ω) ≤ C, d’où l’existence de uε ∈ W 1,p
0 (Ω) telle que un ⇀ uε

faiblement dans W 1,p
0 (Ω).

Si ν < p, par les mêmes arguments de compacité que dans l’étape 2 et l’util-
sation des résultats de [85] nous obtenons que un → uε fortement dans W 1,p

0 (Ω)
et uε la solution minimale du problème


−Lεuε + g (uε) q (d (x)) + |∇uε|ν = λf (x, uε) dans Ω,

uε > 0 dans Ω,
uε = 0 sur ∂Ω,

(1.26)

Si ν = p, on reprend alors les mêmes arguments que dans l’étape 3 et les
résultats de compacité de [85] nous obtenens la convergence forte de la suite
{un}n∈IN . Donc l’existence d’une solution minimale de (1.26)est demontrée dans
ce cas aussi.

Reste à se débarasser de ε en le faisant tendre vers 0, il est à noter que la suite
{uε}ε n’est pas nécessairement monotone en ε. Utilisons uε comme fonction test
dans (1.26) comme précédemment on en arrive à la conclusion ||uε||W 1,p

0 (Ω) ≤ C

et par suite uε ⇀ u faiblement dans W 1,p
0 (Ω).
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Comme ν < p, les mêmes arguments de compacité utilisés plus haut per-
mettent de conclure à la convergence forte uε → u dansW 1,p

0 (Ω) et u est solution
de 

−∆pu+ g (u) q (d (x)) + |∇u|ν = λf (x, u) dans Ω,
u > 0 dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω.

(1.27)

il est clair alors que u ≤ u ≤ w.
Etape 6 : Résultat de non existence pour λ ≤ λ∗

Pour completer la démonstration reste à prouver la non existence de solution
pour de petite valeurs de λ - rappelons que nous avons eu besoin d’imposer que
λ soit assez grand pour pouvoir construire la sous solution u = Mh (cϕ1). Comme
conséquence à l’hypothèse lim

t→0
g (t) = +∞ on a

lim
t→0

(f (x, t)− q (d (x)) g (t)) = −∞, uniformément dans Ω,

donc il va exister un certain t0 > 0 tel que pour chaque 0 < t < t0 on a

(f (x, t)− q (d (x)) g (t)) < 0.

Suite à l’hypothèse (1.3), nous avons

f (x, t)− q (d (x)) g (t)
tp−1 ≤ f (x, t)

tp−1 ≤ f (x, t0)
tp−1
0

≤ m

où m = max
Ω

(f (x, t0)
tp−1
0

), ce qui permet d’avoir

(f (x, t)− q (d (x)) g (t)) ≤ mtp−1.

Posons λ0 = min
(
1, λ1

2m

)
et soit λ < λ0 fixé.
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Supposons par l’absurde que le problème (1.13) possède une solution ũ, donc

−∆pũ = λf (x, ũ)− g (ũ) q (d (x))− |∇ũ|ν

≤ λf (x, ũ)− λg (ũ) q (d (x)) + (λ− 1) g (ũ) q (d (x))

≤ λ (f (x, ũ)− g (ũ) q (d (x)))

≤ λ1

2mmũ |ũ|p−2 ≤ λ1

2 ũ |ũ|
p−2 .

ainsi ũ procure une sous solution positive du problème

−∆pu = λ1

2 u
p−1 dans Ω,

u > 0 dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω,

(1.28)

ce qui implique que ũ ≡ 0, ce qui contredit l’hypothèse que ũ est une solution
non triviale de (1.13)- du fait de la première valeur propre du p-laplacien est
isolée positive.

Reste à montrer la dépendance continue de λ > 0 ; soit

A ≡ {λ > 0; tel que (1.13) possède une solution}

et posons λ∗ = inf A. Nous allons montrer que si λ > λ∗, λ ∈ A. Fixons λ1 ∈ A et
soit λ2 > λ1, considérons uλ1 une solution de (1.13) avec λ = λ1, il est clair que
uλ1 est une sous solution pour le problème (1.13) considéré avec λ = λ2. D’un
autre côté w2 la solution du problème (1.16) avec λ = λ2, est une sursolution
et par comparaison, on conclut que uλ1 ≤ w2. On réutilise le procédé d’itération
comme précédemment pour obtenir l’existence d’une solution uλ2 de (1.13) consi-
déré avec λ = λ2. En conclusion λ2 ∈ A ce qui termine la démonstration.

Remarque 1.1.

1. Vu les hypothèses imposées sur f l’existence d’une sur-solution est tou-
jours assurée pour toute valeur du paramètre λ > 0, par contre pour la
construction de la sous-solution u nous avons du imposé une condition de
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"grandeur" sur λ.

2. L’idée constructive de la sous solution est fortement liée aux conditions de
Keller-Ossermann [65], nous reviendrons sur ce point en appendice 2 de ce
chapitre .

3. La preuve d’existence de solution est basée sur le fait que f est croissante
et sur le principe de comparaison de l’opérateur

L(u) ≡ −∆pu+ |∇u|ν .

Dans le cas particulier où ν = p, on peut directement montrer un principe
de comparaison pour l’opérateur

L(u) ≡ −∆pu+ |∇u|p − f(x, u)

sous la condition que f(x,s)
sp−1 est décroissante pour s > 0 et sans restriction

sur les valeurs de p, ainsi pour assurer l’existence de solution il suffit de sup-
poser que f(x,s)

sp−1 est décroissante pour s > 0 et une condition supplémentaire
sur le comportement asymptotique de f quand s→∞.

En effet pour prouver le principe de comparaison dans ce cas supposons
p > 1 et considérons u1, u2 ∈ W 1,p

0 (Ω) telles que u1, u2 > 0 dans Ω et

−∆pu1 + |∇u1|p ≥ f(x, u1), −∆pu2 + |∇u2|ν ≤ f(x, u2).

posons alors vi = (p− 1)(1− e−
ui
p−1 ), i = 1, 2, un calcul direct nous amène

à obtenir que 0 < vi < p− 1 dans Ω et

−∆pv1 ≥ D(x, v1), −∆pv2 ≤ D(x, v2),

où D(x, s) = (1− s
p−1)p−1f

(
x,−(p− 1) log(1− s

p−1)
)
. L’utilisation de l’hy-

pothèse que f(x,s)
sp−1 est décroissante pour s > 0, nous obtenons que D(x,s)

sp−1 est
décroissante pour s > 0. L’utilisation du principe de comparaison intro-
duit dans [9] ; et dont une brève description est présentée en introduction,
permet de conclure que v1 ≥ v2 et donc que u1 ≥ u2, d’où le résultat.



46
Chapitre 1. Une version nonlinéaire de l’équation de

Lane-Emden-Fowler

4. L’hypothèse p ≥ 2N
N+1 semble être naturelle et nécessaire ; car sinon (et à

notre connaissance) il n’existe pas principe de comparaison similaire à celui
introduit dans [84].

5. Dans le cas ν = p, pour montrer la convergence forte dans l’espace de
SobolevW 1,p

0 (Ω) on peut utiliser la désormais classique méthode initié dans
[40], et qui consiste à utiliser Φ(uε − u), où Φ (s) = seθs

2 , θ > 0, comme
fonction test, utiliser des estimations a priori, puis passer à la limite .

La section suivante est consacrée à proposer d’autres arguments pour mon-
trer l’existence de solution dans le cas d’un second membre "irrégulier".

1.2.2 Résultat d’existence avec donnée L1

Dans cette section nous allons essayer d’affaiblir les conditions imposées jusque
là sur f . Plus précisemment nous allons considérer des fonctions f de la forme
f(x, s) = λsα+h(x) où α < p−1 et h ∈ L1(Ω). Le but étant de prouver l’existence
de solution même en la présence d’un terme en gradient d’un opérateur principal
nonlinéaire et d’un second membre dans L1(Ω) - nous ferons remarquer qu’un tel
résultat n’existe pas même dans le cadre linéaire des équations de Lane-Emden-
Fowler introduit dans [54]- . Nous avons donc le théorème d’existence suivant :

Théorème 1.3. Soient g, q satisfaisant aux mêmes conditions que dans la section
précédente, et telles que∫ 1

0
q(t)g(t)dt < +∞. soit 0 < α < p− 1, alors il existe λ∗ > 0 tel que pour tout

λ > λ∗ et pour tout h ∈ L1(Ω), le problème


−∆pu+ g (u) q (d (x)) + |∇u|ν = λ (uα + h (x)) dans Ω,

u > 0 dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω,

(1.29)

possède une solution au sens d’entropie u.

Démonstration. Soit h ∈ L1(Ω) une fonction positive et posons hn ≡ Tn(h),
où Tn est la troncature usuelle comme définie dans (1.10), notons que hn ↑ h
fortement dans L1(Ω).



1.2. Le terme en gradient comme terme absorbant 47

considérons le problème



−∆pv + g (v) q (d (x)) + |∇v|ν

= λ
(

vα

1 + vα
+ h1 (x)

) dans Ω,

v > 0 dans Ω,
v = 0 sur ∂Ω,

(1.30)

Par les résultats de la section précédente nous pouvons affirmer l’existence d’un
λ∗ > 0 tel que pour tout λ > λ∗, le problème (2.24) possède une sous solution u1

avec u1 = Mh (cϕ1) ( On fera remarquer que l’existence λ∗ ne dépend que de la
construction de la sous solution, et que λ∗ 9∞.)

Soit wn l’unique solution positive du problème

−∆pwn = λwαn + hn, dans Ω,

wn > 0 dans Ω,
wn = 0 sur ∂Ω,

Il est clair que wn ↑ w, l’unique solution entropique du problème

−∆pw = λwα + h, dans Ω,

w > 0 dans Ω,
w = 0 sur ∂Ω.

On renvoie à [9] pour une étude détaillée de ce type de problème.

Par le principe de comparaison du Théorème 1.1 on conclut que u1 ≤ wn ≤ w.

Fixons λ∗ et supposons que λ > λ∗, alors par le Théorème (1.2) on conclut
que la suite de problème approximants



−∆pun + g (un) q (d (x)) + |∇un|ν

= λ

(
uαn

1 + 1
n
uαn

+ hn (x)
) dans Ω,

un > 0 dans Ω,
un = 0 sur ∂Ω,

(1.31)

possèdent une solution un telle que u1 ≤ un ≤ wn.
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Pour revenir à notre problème initial il est donc nécessaire de passer à la
limite dans la suite {un}n∈IN , pour cela nous allons suivre les mêmes arguments
de [40] et [38]. Fixons λ > λ∗, alors

−∆pun + g (un) q (d (x)) + |∇un|ν ≤ λ (uαn + hn (x)) ,

utilisons Tk (un) comme fonction test dans la dernière inégalité, nous obtenons
alors

∫
Ω
|∇Tk(un)|pdx+

∫
Ω

|∇un|ν Tk (un) dx+
∫
Ω

g (un) q (d (x))Tk (un) dx

≤
∫
Ω

λ (uαn + hn (x))Tk (un) dx.

comme
∫
Ω
g (un) q (d (x))Tk (un) dx ≥ 0, alors

∫
Ω

|∇Tk (un)|p dx+
∫
Ω

|∇un|ν Tk (un) dx ≤
∫
Ω

λ (uαn + hn (x))Tk (un) dx

≤ λk
∫
Ω

uαndx+ λk
∫
Ω

hn (x) dx.

Par le fait que uαn ≤ wα ∈ L1(Ω) on obtient alors

∫
Ω

|∇Tk (un)|p dx+
∫
Ω

|∇un|ν Tk (un) dx ≤ Ck

et par suite

∫
Ω

|∇Tk (un)|p dx ≤ Ck et k
∫
un≥k
|∇un|ν dx ≤ Ck. (1.32)

L’utilisation de l’estimation précédente et par le fait que ν ≤ p on a

∫
Ω
|∇un|ν dx ≤ C pour tout n ∈ IN. (1.33)

En conséquence des résultats obtenus dans [30] nous pouvons affirmer l’existence
d’une fonction mesurable u telle que Tk(u) ∈ W 1,p

0 (Ω) pour tout k > 0, et à une
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sous suite près notée aussi {un}n∈IN , il en résulte que Tkun ⇀ Tku faiblement
dans W 1,p

0 (Ω) et uαn → uα fortement dans L1 (Ω), comme u1 ≤ u ≤ w, alors le
théorème de la convergence dominée permet de dire que

λ

(
uαn−1

1 + 1
n
uαn−1

+ hn (x)
)
→ λ(uα + h) fortement dans L1(Ω).

Nous nous intéressons à présent au terme g (un) q (d (x)). Par les propriètés de g
et de q et par le fait que u1 ≤ un pour tout n on a

g (un) q (d (x)) ≤ g (u1) q (d (x)) = g (Mh (cϕ1)) q (d (x)) ,

par la définition de la sous solution u1 -on renvoie au Théorème 1.2- on a

g (un) q (d (x)) ≤ Cg (h (cϕ1)) q (d (x)) ≤ Cg (h (cϕ1)) q (h (cϕ1)) ∈ L1(Ω),

comme
1∫
0
q (t) g (t) dt < +∞, par le théorème de la convergence dominée et la

continuité de g on obtient

g(un)q (d (x))→ g(u)q(d(x)) fortement dans L1(Ω).

Pour simplifier l’écriture notons ln(x) ≡ λ

(
uαn−1

1 + 1
n
uαn−1

+ hn (x)
)
−g(un)q (d (x)),

alors
ln → λuα + h− g(u)q (d (x)) ≡ l fortement dans L1(Ω).

ce qui permet de conclure que un ∈ W 1,p
0 (Ω) est solution de l’équation

−∆pun + |∇un|ν = ln. (1.34)

Pour montrer la convergence forte du terme en gradient nous allons suivre la
même technique que dans [74]. Soit h > k > 0 à choisir ultérieurement. Posons
wn = T2k(un − Th(un) + Tk(un) − Tk(u)), il est clair que wn ∈ W 1,p

0 (Ω) et que
∇wn ≡ 0 pour un > M ≡ 4k + h. Utilisons alors wn comme fonction test dans
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(1.34) il en découle que

∫
Ω
|∇TM(un)|p−2∇TM(un)∇wndx+

∫
Ω
wn|∇TM(un)|ν =

∫
Ω
wnlndx.

Notons alors que
∫

Ω
|∇TM(un)|p−2∇TM(un)∇wndx

=
∫
un≤k
|∇Tk(un)|p−2∇Tk(un)∇wndx+

∫
un>k
|∇TM(un)|p−2∇TM(un)∇wndx

≥
∫

Ω
|∇Tk(un)|p−2∇Tk(un)∇(Tk(un)− Tk(u))dx−

∫
un>k
|∇TM(un)|p−1|∇Tk(u)|dx,

où la dernière intégrale est estimée comme suit
∫

un>k

|∇TM(un)|p−2∇TM(un)∇wndx

=
∫

h>un>k

|∇TM(un)|p−2∇TM(un)∇wndx+
∫

un>h

|∇TM(un)|p−2∇TM(un)∇wndx

=
∫

h>un>k

|∇TM(un)|p−2∇TM(un)∇T2k(k − Tk(u))dx

+
∫

h<un<M

|∇TM(un)|p−2∇TM(un)∇T2k(un − h+ k − Tk(u))dx

= −
∫

h>un>k

|∇TM(un)|p−2∇TM(un)∇Tk(u)dx+∫
h<un<h+k+Tk(u)

|∇TM(un)|p−2∇TM(un)∇(un − h+ k − Tk(u))dx

≥ −
∫

un>k

|∇TM(un)|p−1|∇Tk(u)|dx,

(1.35)
par suite
∫

Ω

(
|∇Tk (un) |p−2∇Tk (un)− |∇Tk (u)|p−2∇Tk (u)

)
(∇Tk (un)−∇Tk (u)) dx

=
∫

Ω
|∇Tk (un) |p−2∇Tk(un)(∇Tk(un)−∇Tk(u))dx

−
∫

Ω
|∇Tk (u) |p−2∇Tk(u)(∇Tk(un)−∇Tk(u))dx

≤
∫

Ω
|∇TM (un) |p−2∇TM(un)∇wndx+

∫
un>k
|∇TM(un)|p−1|∇Tk(u)|dx

−
∫

Ω
|∇Tk (u) |p−2∇Tk(u)(∇Tk(un)−∇Tk(u))dx.

Analysons à présent chaque terme dans la dernière inégalité. Par le fait que
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Tk(un) ⇀ Tk(u) faiblement dans W 1,p
0 (Ω) il en découle que, lorsque n→∞,

∫
Ω
|∇Tk (u) |p−2∇Tk(u)(∇Tk(un)−∇Tk(u))dx = o(1)

Comme χ{un>k}|∇Tk(u)| → 0 fortement dans Lp(Ω) quand n → ∞, et comme
|∇TM(un)| est bornée dans Lp(Ω), il en résulte que

∫
un>k
|∇TM(un)|p−1|∇Tk(u)|dx→ 0 as n→∞.

On obtient alors

∫
Ω

(|∇Tk(un)|p−2∇Tk(un)− |∇Tk(u)|p−2∇Tk(u))(∇Tk(un)−∇Tk(u))dx

+
∫

Ω
wn|∇TM(un)|ν

≤
∫

Ω
|∇TM(un)|p−2∇TM(un)∇wndx+

∫
Ω
wn|∇TM(un)|ν + o(1)

≤
∫

Ω
|wn||ln|dx+ o(1)

Il est à noter que wn → T2k(u − Th(u)) fortement dans Lσ(Ω) pour tout σ > 1,
donc

lim
n→∞

∫
Ω
|wn||ln|dx =

∫
Ω
|T2k(u− Th(u))||l|dx.

comme T2k(u − Th(u)) → 0 quand h → ∞ dans la topologie ∗ -faible de L∞ ,
donc pour chaque k fixé et pour tout ε > 0 nous avons l’existence de h1(ε) >> k

tel que pour h > h1(ε), on a

∫
Ω
|T2k(u− Th(u))||l|dx ≤ ε.

Portons notre attention sur le terme
∫

Ω
wn|∇un|νdx.

Commençons par étudier le cas ν < p.

Par la définition de wn on a wn ≥ 0 sur l’ensemble {un > k}, il en découle
que ∫

Ω
wn|∇un|νdx =

∫
un>k

wn|∇un|νdx+
∫
un<k

wn|∇un|νdx

≥
∫
un<k

wn|∇un|νdx =
∫

Ω
wn|∇Tk(un)|νdx,
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comme ν < p, alors l’inégalité de Hölder donne

∫
Ω
|wn||∇Tk(un)|νdx ≤

( ∫
Ω
|∇Tk(un)|pdx

) ν
p
( ∫

un≤k
|wn|

p
p−ν dx

) p−nu
ν

≤ C
( ∫

un≤k
|wn|

p
p−ν dx

) p−nu
ν

.

Il est alors clair que

∫
un≤k
|wn|

p
p−ν dx→

∫
u<k
|T2k(u− Th(u))|

p
p−ν dx,

on peut alors choisir h2(ε) >> k afin d’avoir

∫
u<k
|T2k(u− Th(u))|

p
p−ν dx ≤ ε if h ≥ h2(ε).

Donc pour h ≥ max{h1(ε), h2(ε)}, nous avons

lim sup
n→∞

∫
Ω

(|∇Tk(un)|p−2∇Tk(un)−|∇Tk(u)|p−2∇Tk(u))(∇Tk(un)−∇Tk(u))dx ≤ ε.

Si p > 2, par utilisation de l’inégalité (1.9) on obtient
∫

Ω

(
|∇Tk (un)|p−2∇Tk (un)− |∇Tk (u)|p−2∇Tk (u)

)
(∇Tk (un)−∇Tk (u)) dx

≥ C1

∫
Ω
|∇Tk (un)−∇Tk (u)|p dx.

(1.36)
Ainsi Tk(un) → Tk(u) fortement dans W 1,p

0 (Ω) et l’existence de solution est
démontrée. Dans le cas ou p < 2 on utilise l’inégalité 1.8, il en résulte alors

C(p)
∫

Ω

|∇Tk(un)−∇Tk(u)|2
(|∇Tk(u)|+ |∇Tk(un)|)2−pdx ≤ o(1).
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L’usage de l’inégalité de Hölder donne

∫
Ω

∣∣∣∇Tk(un)−∇Tk(u)
∣∣∣p dx =∫

Ω

|∇Tk(un)−∇Tk(u)|p

(|∇Tk(u)|+ |∇Tk(un)|)
p(2−p)

2
(|∇Tk(u)|+ |∇Tk(un)|)

p(2−p)
2 dx ≤

( ∫
Ω

|∇Tk(un)−∇Tk(u)|2
(|∇Tk(u)|+ |∇Tk(un)|)2−pdx

) p
2
( ∫

Ω
(|∇Tk(un)|p + |∇Tk(u)|p)dx

) 2−p
2
≤

C
( ∫

Ω

|∇Tk(un)−∇Tk(u)|2
(|∇Tk(u)|+ |∇Tk(un)|)2−pdx

) p
2
,

donc ∫
Ω

∣∣∣∇Tk(un)−∇Tk(u)
∣∣∣p dx→ 0 pour n→∞

et alors Tk(un) → Tk(u) fortement dans W 1,p
0 (Ω) pour tout k > 0, et le résultat

est démontré. Pour traiter le cas ν = p, il est nécessaire d’utiliser une autre
fonction test. Considérons

vn = T2k((un − Th(un) + Tk(un)− Tk(u)))+.

et utilisons vn comme fonction test dans (1.34) on obtient alors

∫
Ω
|∇TM (un) |p−2∇TM(un)∇vndx+

∫
Ω
|∇un|pvndx =

∫
Ω
vnlndx.

Observons que pour h ≥ h(ε) >> k, on a

lim sup
n→∞

∣∣∣∣ ∫
Ω
vnlndx

∣∣∣∣ ≤ ε,

alors par un calcul similaire à celui de (1.35), on obtient

lim sup
n→∞

∣∣∣∣ ∫
Ω
|∇TM (un) |p−2∇TM(un)∇vndx

∣∣∣∣ ≤ ε, (1.37)

Posons Bn = {x ∈ Ω : un − Th(un) + Tk(un) − Tk(u) ≥ 0}, alors comme précé-
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demment on obtient∫
Ω
|∇TM (un) |p−2∇TM(un)∇vndx =∫

{un≤k}∩Bn
|∇TM(un)|p−2∇Tk(un)∇vndx+∫

{un>k}∩Bn
|∇TM(un)|p−2∇TM(un)∇vndx ≥∫

Bn
|∇TM (un) |p−2∇Tk(un)∇(Tk(un)− Tk(u))dx−∫

un>k
|∇TM (un) |p−2|∇TM(un)||∇Tk(u)|dx.

L’estimation (1.35), conduit à

∫
un>k
|∇TM(un)|p−1|∇Tk(u)|dx→ 0 as n→∞.

Maintenant l’estimation (1.37) donne

lim sup
n→∞

∫
Bn
|∇Tk (un) |p−2∇Tk(un)∇(Tk(un)− Tk(u))dx ≤ 0. (1.38)

Pour l’ensemble Ω\Bn, on utilise vn = T2k((un − Th(un) + Tk(un)− Tk(u)))−. Le
même calcul précédent, en choisissant h ≥ h1(ε) >> k, nous permet de conclure
que

lim sup
n→∞

∫
Ω\Bn

|∇Tk (un) |p−2∇Tk(un)∇(Tk(un)− Tk(u))dx ≤ 0. (1.39)

En combinant les estimatons (3.2) et (3.3), on arrive à

lim sup
n→∞

∫
Ω
|∇Tk (un) |p−2∇Tk(un)∇(Tk(un)− Tk(u))dx ≤ 0.

Notons que
∫

Ω

(
|∇Tk (un) |p−2∇Tk (un)− |∇Tk (u)|p−2∇Tk (u)

)
(∇Tk (un)−∇Tk (u)) dx

=
∫

Ω
|∇Tk (un) |p−2∇Tk(un)∇(Tk(un)− Tk(u))dx+ o(1);
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ce qui permet de conclure que

lim sup
n→∞

∫
Ω

(|∇Tk(un)|p−2∇Tk(un)−|∇Tk(u)|p−2∇Tk(u))(∇Tk(un)−∇Tk(u))dx ≤ ε.

Ainsi, et comme dans le cas précédent on obtient que Tk(un)→ Tk(u) fortement
dans W 1,p

0 (Ω) le résultat en découle alors.

Comme conclusion on obtient que pour tout k > 0,

∇un → ∇un p.p. in Ω

pour parachever la démonstration il reste à démontrer la convergence de la suite
{|∇un|ν}n dans L1(Ω). De (1.33) on sait que {|∇un|ν}n est bornée dans L1(Ω).
Comme ∇un → ∇u p.p. dans Ω, alors dans le but d’appliquer le lemme de Vitali
il suffit de montrer l’équi-intégrabilité de la suite {|∇un|ν}n. Observons que

∫
E

|∇un|ν dx =
∫

E∩{un≤k}

|∇un|ν dx+
∫

E∩{un≥k}

|∇un|ν dx,

donc pour un k fixé, nous avons

∫
E∩{un≤k}

|∇un|ν dx =
∫
E

|∇Tk (un)|ν dx ≤
∫
E

|∇Tk (un)|p dx.

Comme {Tk (un)}n converge fortement vers Tk (u) dans W 1,p
0 (Ω), alors pour

meas (E) < η, on a ∫
E∩{un≤k}

|∇un|ν dx <
ε

2 (1.40)

Pour estimer le terme
∫
E∩{un≥k}

|∇un|ν dx on utilise Γk (un) comme fonction test
dans (1.34) où Γk(s) est définie par

Γk (s) =


0 si 0 ≤ s ≤ k − 1,

s− (k − 1) si k − 1 ≤ s ≤ k,

1 si k ≤ s,
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il est clair que 0 ≤ Γk(s) ≤ 1. On obtient

∫
Ω
−∆pun (Γk (un)) dx+

∫
Ω
|∇un|ν (Γk (un)) =

∫
Ω
ln(x) (Γk (un)) dx.

Comme
∫
Ω ln(x) (Γk (un)) dx→ 0 quand k →∞ uniformément en n, il en résulte

que ∫
{k−1≤un≤k}

|∇un|p +
∫

Ω
|∇un|ν (Γk (un)) ≤ o(1),

ce qui permet de conclure que
∫

Ω
|∇un|ν (Γk (un)) ≤ ε

2 et par suite

∫
Ω
|∇un|ν χ{{un≥k}} ≤

∫
Ω
|∇un|ν (Γk (un)) ≤ ε

2 . (1.41)

Par (1.40) et (1.41) on obtient l’équi-intégrabilité |∇un|ν , par passage à la limite
dans (1.34) ; on obtient que u est une solution au sens d’entropie de (1.29) d’où
le résultat.

1.3 Le terme en gradient comme terme de ré-

action

Dans cette section nous allons nous interesser au problème où le terme en
gradient est placé comme terme de réaction c’est à dire :


−∆pu+ g (u) q (d (x)) = λf (x, u) + |∇u|ν dans Ω,

u > 0 dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω,

(1.42)

avec cette fois ν < p− 1.
La présence du terme singulier g(u)q(d(x)) procure un changement fondamen-

tal avec les résultats obtenus pour des problèmes qui peuvent parraître similaire
étudiés par exemple dans [40], [92] et bien d’autres.

Théorème 1.4. Supposons que
1∫
0
q (t) g (t) dt < +∞ et que q , g et f vérifient

les mêmes hypothèses que dans la première section, alors pour 0 < ν < p − 1 il
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va exister un λ∗ > 0 tel que le problème (1.42) possède au moins une solution
entropique pour λ > λ∗ et ne posède pas de solution pour λ < λ∗.

Démonstration. Pour λ > λ∗ le même choix de fonction u = Mh (cϕ1) comme
dans la preuve du Théorème 1.2 procure toujours une sous-solution au problème
(1.42), reste donc à construire une sur-solution, pour cela considérons le problème
suivant 

−∆pu = λf (x, u) + 1 dans Ω,
u > 0 dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω,

(1.43)

vu les hypothèses imposées sur f , l’existence d’une unique solution positive v
telle que v ∈ C1,σ(Ω) avec σ < 1 pour le problème (1.43), est assurée par la
théorie classique de problème elliptique quasilinéaire, voir par exemple [9] ou
[50]. Donc pour C > 1 on a

−∆p (Cv) = Cp−1 (λf (x, v) + 1)

= Cp−1λf (x, v) + Cp−1.

par l’hypothèse (1.3) on obtient

−∆p (Cv) = Cp−1λf (x, v) + Cp−1

≥ λf (x,Cv) + Cp−1,

comme ν < p− 1 on peut toujours choisir C suffisamment "grand" de telle sorte
à avoir Cp−1 > Cν |∇v|ν , donc

−∆p (Cv) ≥ λf (x,Cv) + |∇ (Cv)|ν

ainsi u = Cv est une sur solution du problème (1.42).

Maintenant que nous tenons notre sur et sous-solution qui sont comparables
u ≤ u par le principe de comparaison d Théorème 1.1, pour montrer l’existence
de solution il suffit de mettre en oeuvre un schéma itératif semblable à celui
présenté en première section.
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Premier cas 2N
N+1 ≤ p < 2 et ν < p− 1

Comme p < 2, donc ν < 1, alors comme dans la démonstration du Théorème
1.2 nous obtenons l’existence de un, la solution minimale du problème


−∆pun + g (un) q (d (x)) = λf (x, un) +Qn(∇un) dans Ω,

un > 0 dans Ω,
un = 0 sur ∂Ω,

(1.44)

où
Qn(ξ) = (|ξ|+ 1

n
)ν où ξ ∈ IRN

il en découle aussi que u ≤ un ≤ u. L’usage de un comme fonction test dans
(1.44) et par le fait que ν < p − 1 on arrive à ||un||W 1,p

0 (Ω) ≤ C par le même
procédé que précédemment on arrive à u ∈ W 1,p

0 (Ω) telle que un ⇀ u faiblement
dansW 1,p

0 (Ω). Du fait que ν < p, en reprenant les même arguments de compacité
que précédemment on arrive à démontrer que un → u fortement dans W 1,p

0 (Ω),
le résultat en découle.

Deuxième cas 2 < p et ν < p− 1

Pour ε > 0 suffisamment petit, nous allons montrer que le problème

−Lεu+ g (u) q (d (x)) = λf (x, u) + |∇u|ν dans Ω,

u > 0 dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω,

(1.45)

avec
−Lεu = −div((ε+ |∇u|2)

p−2
2 ∇u).

possède une solution minimale uε au moins pour de petite valeur de ε , vérifiant
u ≤ uε ≤ u.

Comme u, u ∈ C1,α(Ω), alors pour ε suffisamment petit et par des arguments
de continuité u (respectivement u) est sous-solution (respectivement sur-solution)
de (1.45) avec g (u) q (d (x)) ∈ L1(Ω).
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Fixons ε suffisamment petit, et considérons

Dn(ξ) =


|ξ|ν

1 + 1
n
|ξ|ν

si 1 < ν < p− 1,

(|ξ|+ 1
n
)ν si ν ≤ 1.

Soit un la solution minimale du problème

−Lεun + g (un) q (d (x)) = λf (x, un) +Dn(∇un) dans Ω,

vk,n > 0 dans Ω,
vk,n = 0 sur ∂Ω.

(1.46)

Notons que un = lim
k→∞

vn,k où la suite {vn,k}k∈IN est définie comme suit : vn,0 = u

et pour k ≥ 1, vk,n est la solution du problème


−Lεvk,n + g (vk−1,n) q (d (x)) = λf (x, vk−1,n) +Dn(∇vk,n) dans Ω,

vk,n > 0 dans Ω,
vk,n = 0 sur ∂Ω.

Utilisons un comme fonction test dans (1.46) et par les propriètés de f on ob-
tient que ||un||W 1,p

0 (Ω) ≤ C, d’où l’existence de uε ∈ W 1,p
0 (Ω) telle que un ⇀ uε

faiblement dans W 1,p
0 (Ω). Par les mêmes arguments de compacités utilisés dans

Etape 2 du Théorème 1.2 nous obtenons que un ⇀ uε fortement dans W 1,p
0 (Ω)

et uε est la solution minimale de (1.45), de plus u ≤ uε ≤ u.

Reste à passer à la limite en ε, Notons que l’utilisation de uε comme fonction
test dans (1.45) nous obtenons que ||uε|| ≤ C et donc uε → u faiblement dans
W 1,p

0 (Ω).

Encore une fois, par le même argument de compacité uε → u fortement dans
W 1,p

0 (Ω) et u est solution de


−∆pu+ g (u) q (d (x)) = λf (x, u) + |∇u|ν dans Ω,

u > 0 dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω.

(1.47)

Résultat de non existence
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La dernière étape consiste à démontrer que pour de "petites" valeur de λ le
problème (1.42) ne possède pas de solution. Procédons par l’absurde, supposons
qu’il existe une suite de paramètres λn ↘ 0, et qu’il existe un solution de


−∆pun + g (un) q (d (x)) = λnf (x, un) + |∇un|ν dans Ω,

un > 0 dans Ω,
un = 0 sur ∂Ω.

Soit wn la solution minimale du problème

−∆pwn = λnf (x,wn) + (|∇wn|+ 1

n
)ν dans Ω,

wn > 0 dans Ω,
wn = 0 sur ∂Ω,

(1.48)

telle que un ≤ wn, observons que (1.48) possède bien une solution ; voir par
exemple [92], l’adjonction du terme 1

n
n’a d’intérêt que pour le cas où ν < 1

et peut être supprimer sinon. Nous allons montrer que wn → w fortement dans
W 1,p

0 (Ω), où w est la solution du problème


−∆pw = |∇w|ν dans Ω,

w > 0 dans Ω,
w = 0 sur ∂Ω,

qui est identiquement nulle par le résultat de [92]. Pour ce faire utilisons wn
comme fonction test dans (1.48), alors

∫
Ω

(−∆pwn)wndx =
∫

Ω
(|∇wn|+

1
n

)νwndx+
∫

Ω
λnf (x,wn)wndx

ce qui donne

∫
Ω
|∇wn|p dx =

∫
Ω

(|∇wn|+
1
n

)νwndx+
∫

Ω
λnf (x,wn)wndx.

Par (1.4), nous obtenons

∫
Ω
|∇wn|p dx ≤

∫
Ω

(|∇wn|+
1
n

)νwndx+ λn

∫
Ω
|wn|p dx+ C1.
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A présent l’usage consécutif des inégalités de Poincaré et de Hölder on arrive

∫
Ω
|∇wn|p dx ≤

∫
Ω
|∇wn|ν wndx+ λnC2

∫
Ω
|∇wn|p dx+ C1

≤
(∫

Ω
|∇wn|p dx

) ν
p
(∫

Ω
|wn|p dx

) 1
p

|Ω|
p−ν−1
p + λnC2

∫
Ω
|∇wn|p dx+ C1.

D’où

C3

∫
Ω
|∇wn|p dx ≤ C4

(∫
Ω
|∇wn|p dx

) ν
p
(∫

Ω
|wn|p dx

) 1
p

+ C1

≤ C5

(∫
Ω
|∇wn|p dx

) ν
p
(∫

Ω
|∇wn|p dx

) 1
p

+ C1

≤ C5

(∫
Ω
|∇wn|p dx

) ν
p
(∫

Ω
|∇wn|p dx

) 1
p

+ C1

≤ C5

(∫
Ω
|∇wn|p dx

) ν+1
p

+ C1.

comme ν+1
p
< 1, on en conclut que

∫
Ω
|∇wn|p dx ≤ C.

Ainsi, à une sous suite près, wn ⇀ w faiblement dansW 1,p
0 (Ω) et donc f(x,wn)→

f(x,w) fortement dans Ls(Ω) quand n→∞ pour tout s < p∗

p−1 . Nous passons à
la convergence forte de wn → w dans W 1,p

0 (Ω) ; si 1 < ν < p− 1 par la définition
de {wn}n on voit que {wn}n est croissante en n, donc w = lim supn→∞wn. comme
−∆pwn ≥ 0, alors

0 ≤
∫

Ω
|∇wn|p−2∇wn∇ (w − wn) dx =

∫
Ω
|∇wn|p−2∇wn∇wdx−

∫
Ω
|∇wn|pdx.

Remarquons que par l’inégalité de Young on obtient

∫
Ω
|∇wn|p−2∇wn∇wdx ≤

p− 1
p
||wn||W 1,p

0 (Ω) + 1
p
||w||W 1,p

0 (Ω).

donc ||wn||W 1,p
0 (Ω) ≤ ||w||W 1,p

0 (Ω) ; et par suite ||w||W 1,p
0 (Ω) ≤ lim infn→∞ ||w||W 1,p

0 (Ω).
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Ce qui donne

lim inf
n→∞

||w||W 1,p
0 (Ω) = lim sup

n→∞
||w||W 1,p

0 (Ω) = ||w||W 1,p
0 (Ω),

d’où la convergence wn → w fortement dans W 1,p
0 (Ω).

si ν ≤ 1 utilisons (wn−w) comme fonction test dans (1.48), et observons que

∫
Ω
λnf (x,wn) (wn − w) dx→ 0,

l’utilisation de l’inégalité de Hölder et par le fait que p−ν
p
< p < p∗ on obtient

∫
Ω

(|∇wn|+
1
n

)ν (wn − w) dx ≤
(∫

Ω
|∇wn|p dx

) ν
p
(∫

Ω
|wn − w|

p
p−ν dx

) p−ν
p

→ 0

et dans ce cas aussi nous obtenons la convergence wn → w fortement dans
W 1,p

0 (Ω).

Par les résultats de [92], on sait que w ≡ 0.

Le fait que 0 ≤ un ≤ wn et par le même types d’estimations utilisées pour
wn on obtient que {un}n est bornée dans W 1,p

0 (Ω). Alors un → 0 fortment aussi
dans W 1,p

0 (Ω). Comme pour tout φ ∈ C∞0 (Ω) avec φ ≥ 0, on a

∫
Ω
|∇un|p−2∇un∇φdx→ 0 quand n→∞,

∫
Ω
|∇un|νφdx→ 0 quand n→∞,

et
λn

∫
Ω
f(x, un)φdx→ 0 quand n→∞.

ainsi nous obtenons

∫
Ω
g(un)q(d(x))φdx→ 0 quand n→∞,

ce qui contredit l’hypothèse (1.2). Ce qui nous permet de conclure que (1.42) ne
possède pas de solution pour de petite valeurs de λ.

Pour démontrer la dépendance continue de λ > 0 on utilise les même argu-
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ments que du Théorème 1.2 ce qui termine la preuve.



64
Chapitre 1. Une version nonlinéaire de l’équation de

Lane-Emden-Fowler

1.4 Annexe : Sur les conditions de Keller-Ossermann

Dans cette section, nous allons présenter quelques résultats concernant les
conditions de Keller-Ossermann. Considérons le problème


∆u = f(u) dans Ω
u > 0 dans Ω
u = +∞ sur ∂Ω

(1.49)

où f est une fonction positive définie sur [0,+∞) , de classe C1 , avec f ′(s) ≥
0, f(0) = 0. La condition u = +∞ sur ∂Ω, est à comprendre dans le sens

lim
d(x,∂Ω)→0

u(x) = +∞. Les solutions de (1.49) sont dites solutions larges, ou "Blow
up solutions". Nous avons alors le théorème suivant dû à Keller et Osserman

Théorème 1.1. [65] Le problème (1.49), admet une solution si et seulement si

∫ +∞

1

1√
F (t)

dt <∞ où F (t) =
∫ t

0
f(s)ds

La condition
∫+∞

1
1√
F (t)

dt < ∞ , est connu de nos jours sous le vocable
condition de Keller-Osserman. L’étude de la condition de Keller-Osserman ainsi
que les problèmes du type (1.49) ; ont été traités par plusieurs auteurs et sont
toujours d’actualité.

Lorsque f(u) = up, avec p > 1 le changement v = 1
u
, transforme le problème

(1.49) en 
−∆v = v2−p − 2v−1 |∇v|2 dans Ω

v > 0 dans Ω
v = 0 sur ∂Ω

on se retrouve devant un problème elliptique, avec terme en gradient et terme
singulier. Il y aurait dont une relation implicite entre les problèmes à solution
larges (1.49), les conditions de Keller Osserman, et les problèmes elliptique avec
terme de premier ordre et singularité.



Chapitre 2

Problème elliptique avec terme

en gradient et singularité

nonlinéaire

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on s’interesse au problème
 −∆pu = uqα |∇u|q + λf dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,
(2.1)

qui est une généralisation du problème
 −∆u = uqα|∇u|q + λf(x) dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,
(2.2)

étudié dans [5] ; où Ω ⊂ RN est un domaine borné, f(x) ≥ 0, α ∈ (−∞,∞) et
q ∈ (1, 2].

Il a été récemment montré par Giachetti et Murat dans [67], que le problème

−∆u+ au = |∇u|
2

uk
+ f(x)
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avec k > 0, a > 0, f ∈ L∞(Ω), possède une solution distributionnelle u ∈
W 1,2

0 (Ω) ∩ L∞(Ω) pour k < 1, et u ∈ W 1,2
loc (Ω) ∩ L∞(Ω) pour k ≥ 1.

Nous allons essayer de montrer les points suivants :

1. Si f ∈ L∞(Ω) et q(α+ 1) ≤ 1, alors il existe une solution indépendamment
du choix de ||f ||∞. Par contre si q(α+ 1) > 1, on devra supposer que λ est
suffisamment petit pour assurer l’existence de solution.

2. Si qα < −1 on démontre l’existence d’une solution distributionnelle positive
pour tout f dans L1.

3. Si −1 ≤ qα < 0, sous certaines hypothèses sur f , on démontrera que
indépendamment du choix de λ, le problème en considération possède une
solution positive.

4. On généralisera le résultat de multiplicité obtenu dans [3] pour la cas q = 2
avec 2α ∈ [−1, 0).

Ce chapitre est organisé comme suit :

La première section est consacrée à l’étude du cas f ∈ L∞(Ω). Dans ce cas
particulier on construira une sursolution radiale, chose qui ne sera plus possible
par la suite.

Dans la deuxième section on traitera le cas plus général f ∈ L1(Ω), dans
l’absence d’une sursolution et d’un principe de comparaison général, on démon-
trera l’existence de solution, en procédant par approximation et en imposant des
restrictions sur le choix de a.

La troisième section, quant à elle est dédiée à montrer un résultat de multi-
plicité de solutions, en mettant en évidance la relation du problème traité avec
un problème quasilinéaire avec donnée mesure.

La dernière section sera dédiée à élargir le choix de a imposé dans la section
deux.

Il est à noter, que comme pour le chapitre précédent la principale difficulté
dans l’étude d’un problème quasilinéaire avec terme singulier proposé, c’est l’ab-
sence d’un lemme de comparaison général.
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Soit F ∈ L1(Ω), alors on rappelle que u ∈ T 1,p
0 (Ω) sera dite solution entro-

pique ou solution au sens d’entropie de
 ∆pu = F dans Ω,

u|∂Ω = 0,
(2.3)

si pour tout k > 0 et tout v ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) on a

∫
Ω
|∇u|p−2〈∇u,∇(Tk(u− v))〉 =

∫
Ω
F Tk(u− v). (2.4)

Ainsi, nous dirons que u est une solution entropique de (2.1) si

uqα |∇u|q + λf ∈ L1(Ω)

et la définition précédente est vérifiée pour F (x) ≡ uqα |∇u|q + λf .
Nous noterons que si u est une solution entropique, alors c’est aussi une

solution distributionnelle de (2.1).
On rappelle aussi le résultat suivant [30], précédemment utilisé dans le premier

chapitre

Théorème 2.1. Supposons que 1 < p et F ∈ L1(Ω). Soit {fn}n ⊂ L∞(Ω) telle
que fn → F fortement dans L1(Ω). Soit un ∈ W 1,p

0 (Ω), l’unique solution du
problème  −∆pun = fn dans Ω,

un = 0 sur ∂Ω,

alors il existe u ∈ T 1,p
0 (Ω) telle que u est l’unique solution entropique de (3.2),

Tk(un)→ Tk(u) fortement dans W 1,p
0 (Ω) et |∇un|p−1 → |∇u|p−1 fortement dans

Ls(Ω) pour tout s < N
N−1 .

Nous utiliserons souvent le résultat de compacité suivant tout au long de ce
chapitre ; résultat qui garantit la convergence forte dans un espace de Sobolev
adéquat. La preuve en est obtenue dans [9], [78].

Lemme 2.1. Soit {un}n une suite de fonctions positives, uniformément bornée
dans W 1,p

loc (Ω), un ⇀ u faiblement dans W 1,p
loc (Ω) et un ≤ u pour tout n ∈ IN .
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Supposons que −∆pun ≥ 0, alors un → u fortement dans W 1,p
loc (Ω).

On fera aussi appelle au résultat suivant, qui n’est autre qu’une version af-
faiblie du résultat de compacité précédent

Lemme 2.2. Soit {un}n ⊂ W 1,p
0 (Ω) une suite de fonctions positives telle que

−∆pun ≥ 0, et telle que {un}n est uniformément bornée dans W 1,q
loc (Ω) pour

max{p − 1, 1} < q ≤ p avec un ⇀ u faiblement dans W 1,q
loc (Ω) et un ≤ u for all

n ∈ IN . Si q < p, on supposera aussi que la suite {Tk(un)}n est uniformément
bornée dans W 1,p

loc (Ω) pour k fixé. Alors ∇Tk(un) → ∇Tk(u) fortement dans
(Lploc(Ω))N .

Nous utiliserons à volonté le lemme de comparaison de Porretta [84] donné
en introduction et déja exploité dans le chapitre précédent, mais aussi à une de
ses variantes que l’on énonce dans le lemme suivant :

Lemme 2.3. Soit g une fonction positive telle que g ∈ Lρ(Ω) avec ρ > N
p

et
a > 0. Supposons que w1, w2 soient deux fonctions positives telles que w1, w1 ∈
W 1,p

0 (Ω) ∩ L∞(Ω) vérifiant


−∆pw1 ≤

1
(w1 + c)a

|∇w1|q

1 + s|∇w1|q
+ g dans Ω,

w1 = 0 sur ∂Ω,
(2.5)

et 
−∆pw2 ≥

1
(w2 + c)a

|∇w2|q

1 + s|∇w2|q
+ g dans Ω,

w2 = 0 sur ∂Ω,
(2.6)

où c, s > 0, alors w2 ≥ w1 dans Ω.

Démonstration. On conviendra de poser

Hn(ξ) = |ξ|q

1 + s|ξ|q
, ξ ∈ RN
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On a

−∆pw1 + ∆pw2 ≤
H(∇w1)

((w1 + c))a −
H (∇w2)

((w2 + c))a

≤ 1
(w1 + c)a (H (∇w1)−H (∇w2)) +H (∇w2) ( 1

(w1 + c)a −
1

(w2 + c)a )

≤ 1
(w1 + c)a (H (∇w1)−H (∇w2)) +H (∇w2) ( 1

(w1 + c)a −
1

(w2 + c)a ).

En utilisant (w1 − w2)+ comme fonction test dans l’inégalité précédente, et en
utilisant le fait que

∫
Ω
H (∇w2) ( 1

(w1 + c)a −
1

(w2 + c))a )(w1 − w2)+ ≤ 0

et par les mêmes arguments que ceux de [87], il en découle que (w1 − w2)+ = 0.
D’où le résultat.

2.2 Résultat d’existence pour qα < 0 et f ∈

L∞(Ω)

Dans cette section on se limitera au cas qα < 0 et f essentiellement bornée.

Considérons l’équation

−∆pw ≥ wqα |∇w|q

En posant w = Ar−β où β > 0, 0 < r ≤ 1 et A > 0, on obtient

−∆pw = (Aβ)p−1 [(−β − 1) (p− 1) +N − 1] r(−β−1)(p−1)−1. (2.7)

D’un autre côté, nous avons

wqα |∇w|q = Aqα+qβqr−qαβ−q(β+1)



70
Chapitre 2. Problème elliptique avec terme en gradient et

singularité nonlinéaire

la positivité des exposents nous amène à

0 < β <
N − 1
p− 1 − 1

et donc

(Aβ)p−1 [(−β − 1) (p− 1) +N − 1] r(−β−1)(p−1)−1 ≥ Aqα+qβqr−qαβ−q(β+1) (2.8)

comme r ≤ 1 on doit avoir

β (q (α + 1)− (p− 1)) ≤ (p− q)

on distingue alors deux cas

– Si q (α + 1)− (p− 1) ≤ 0, alors q (α + 1) ≤ (p− 1) i.e. qα ≤ p− 1− q
ce qui est toujours verifié pour 0 < β <

(
N−1
p−1 − 1

)
dû au fait que q ≤ p,

l’inégalité (2.7) peut alors être réecrite

Ap−1−q(α+1) [(−β − 1) (p− 1) +N − 1] ≥ βq−p+1r(β+1)(p−1)+1−qαβ−q(β+1)

comme β (q (α + 1)− (p− 1)) ≤ (p− q) on a (β + 1) (p− 1) + 1 − qαβ −
q (β + 1) ≥ 0, on peut alors toujours choisir A suffisamment grand tel que
la dernière inégalité soit vérifiée. Ainsi nous obtenons une sursolution dans
B1(0)

– Si q (α + 1) − (p− 1) > 0 i.e.q (α + 1) > (p− 1) on doit alors ajouter une
condition sur β pour que l’inégalité (2.8) soit vérifiée ; à savoir

β (q (α + 1)− (p− 1)) ≤ (p− q)

et donc
β ≤ p− q

q (α + 1)− p− 1

ainsi, sous la condition 0 < β < min
{
N−1
p−1 − 1, p−q

q(α+1)−p−1

}
et A suffisam-

ment petit on obtient la sursolution.
– Supposons que f ∈ L∞(Ω), alors si q (α + 1) ≤ (p− 1), en choisissant



2.2. Résultat d’existence pour qα < 0 et f ∈ L∞(Ω) 71

R > 0 tel que Ω ⊂ BR (0) and let 0 < β < N−1
p−1 − 1. On pose alors

w(x) = A|x|−β, w est une sursolution de (2.1) si

[(−β − 1) (p− 1) +N − 1] ≥ Aq(α+1)−{p−1}βq−p+1r(β+1)(p−1)+1−qαβ−q(β+1)+ ‖f‖∞
(βA)p−1

(2.9)
où A est choisit suffisamment grand et ‖f‖∞ suffisement petit, ou de ma-
nière équivalente λ < λ0 petit. Notons que w est une sur-solution non
bornée du problème (2.1), mais par une translation de la singularité en
dehors de Ω on peut toujours obtenir une sursolution bornée, qu’on notera
aussi w.

Nous sommes à présent en mesure de démontrer le théorème suivant

Théorème 2.2. Supposons que 2N
N+1 ≤ p < 2 et 1 ≤ q ≤ p, alors le problème

(2.1) possède une solution positive.

Démonstration. Pour alléger la notation, on conviendra de poser a = qα. Soit la
suite {un}n définie par : u0 est solution de

 −∆pu0 = λf dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω,

et pour n ≥ 1, un est la solution du problème



−∆pun = Hn(∇un)(
un + 1

n

)a + λf in Ω,

un > 0 dans Ω,
un = 0 sur ∂Ω,

(2.10)

où
Hn(ξ) = |s|q

1 + 1
n
|s|q

, ξ ∈ RN .

On affirme alors que la suite {un}n est croissante en n et pour tout n ≥ 0,
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un ≤ w. En effet,

−∆pun + ∆pun+1 = H(∇un)(
un + 1

n

)a − H (∇un+1)(
un+1 + 1

n+1

)a
= 1

(un + 1
n
)a (H (∇un)−H (∇un+1)) +H (∇un+1) ( 1

(un + 1
n
)a −

1
(un+1 + 1

n+1)a )

≤ 1
(un + 1

n
)a (H (∇un)−H (∇un+1)) +H (∇un+1) ( 1

(un + 1
n+1)a −

1
(un+1 + 1

n+1)a ).

En prenant (un− un+1)+ comme fonction test dans l’inégalité précédente, et par
le fait que

∫
Ω
H (∇un+1) ( 1

(un + 1
n+1)a −

1
(un+1 + 1

n+1)a )(un − un+1)+ ≤ 0

et par les mêmes arguments que ceux introduit dans [87], il en découle que
(un − un+1)+ = 0. On obtient ainsi la monotonie escomptée.

On affirme à présent que {un}n est bornée dansW 1,p
loc (Ω). Notons que un ≤ w,

puisque −∆pun ≥ 0, alors

∫
Ω
−∆pun(w − un)ψp ≥ 0 pour tout ψ ∈ C∞0 (Ω), ψ ≥ 0.

Ainsi

∫
Ω
|∇un|pψp ≤

∫
Ω
|∇un|p−1|∇w|ψp + p

∫
Ω
ψp−1(w − un)|∇un|p−1|∇ψ|

≤ p− 1
p

∫
Ω
|∇un|pψp + 1

p

∫
Ω
|∇w|pψp + ε

∫
Ω
|∇un|pψp + C(ε)

∫
Ω
|∇ψ|p

En choisissant ε petit, on obtient que |∇un| est bornée dans Lploc(Ω) ce qui prouve
notre affirmation.

Nous obtenons donc u ∈ W 1,p
loc (Ω) telle que un ⇀ u faiblement dans W 1,p

loc (Ω)
et un ↑ u fortement dans Lσloc(Ω) pour tout σ ≤ p∗. En remarquant que u ≤ u ≤
w ∈ L∞(Ω), alors u ∈ L∞(Ω) et donc un → u fortement dans Lσ(Ω) pour tout
σ > 1.
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Il nous suffira donc de démontrer que

Hn(∇un)(
un + 1

n

)a → |∇un|q
ua

fortement dans L1
loc.

Rappelons que {un}n est bornée dans W 1,p
0 (Ω), et par le fait que un ↑ u pour

tout n et −∆pun ≥ 0, alors par le Lemme 2.1 on conclut que

un → u fortement dans W 1,p
loc (Ω).

Comme un ≥ u0 ≥ C(k) dans chaque compact K ⊂⊂ Ω, alors par le théorème
de la convergence dominée on obtient que

Hn(∇un)(
un + 1

n

)a → |∇un|q
ua

fortement dans L1
loc.

ce qui achève la preuve.

Dans le cas q ≤ 1, nous avons le résultat d’existence suivant :

Théorème 2.3. 2N
N+1 ≤ p < 2 et 0 < q ≤ 1, le problème (2.1) possède une

solution positive.

Démonstration. Dans ce cas on pose

Hn(ξ) = (|s|+ 1
n

)ν où s ∈ RN ,

Il est clair que Hn satisfait les hypothèses du lemme de comparaison de Por-
retta [87], on procède alors comme dans la démonstration du Théorème 2.2, en
definissant la suite {un}n par

−∆pun = H (∇un)(
un + 1

n

)a + λf,

et
−∆pu0 = λf

où comme dans le cas précédent, en passant à la limite, on obtient l’existence
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d’une solution u ≤ w.

Dans le cas dégénéré p > 2, comme pour le chapitre précédent, nous allons
devoir approximer la partie principale de l’opérateur afin de nous ramener dans
un cadre où un principe de comparaison existe.

Soit ε > 0, alors pour u ∈ W 1,p
0 (Ω), on pose

−Lεu = −div((ε+ |∇u|2)
p−2

2 ∇u).

Alors nous avons le lemme suivant

Lemme 2.4. Supposons que p > 2, alors le problème
 −Lεu = uαq|∇u|q + λf dans Ω,

u > 0 sur Ω,
(2.11)

où q ≤ p, possède une solution minimale bornée uε ∈ W 1,p
loc (Ω) au moins pour

ε ≤ ε0.

Démonstration. Soit w la supersolution définie plus haut, comme

−Lεw → −∆pw dans C1(Ω̄) pour ε→ 0,

on obtient ( en cherchant une sursolution radiale, et par un calcul similaire à
celui effectué plus haut) l’existence d’un ε0 tel que pour tout ε ≤ ε0,

−Lεw ≥ wαq|∇w|q + λf.

Fixons ε et définissons vε comme étant l’unique solution du problème

−Lεvε = λf (x) dans Ω,

vε > 0 dans Ω,
vε = 0 sur ∂Ω,

(2.12)

Il est clair que vε est une sous solution bornée de (2.11) et que vε ≤ w.
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On définit alors la suite {vn}n comme suit : v0 = vε et pour n ≥ 1, vn et solution
du problème 

−Lεvn = H (∇vn)(
vn + 1

n

)a + λf (x) dans Ω,

vn > 0 dans Ω,
vn = 0 sur ∂Ω,

(2.13)

où

Hn(ξ) =


|ξ|q

1+ 1
n
|ξ|q si 1 < q ≤ p

(|ξ|+ 1
n
)q si q ≤ 1

On affirme alors que la suite {vn}n est croissante en n. Ceci découle du Théo-
rème 4.1 dans [87] et par un raisonnement analogue à celui de la démonstration
du Théorème 2.2. Fixons ψ ∈ C∞0 (Ω) tel que ψ ≥ 0, comme −Lεvn ≥ 0, alors

∫
Ω
−Lεvn(w − vn)ψp ≥ 0.

En appliquant successivement l’inégalité de Hölder et de Young on obtient que∫
Ω
|∇vn|pψp ≤ C.

Ainsi nous obtenons l’existence de u ∈ W 1,p
loc (Ω) telle que vn ⇀ u faiblement

dans W 1,p
loc (Ω), u ≤ w et vn ↑ u fortement dans Ls(Ω) pour tout s ≥ 1.

On affirme alors que vn → u fortement dans W 1,p
loc (Ω). Notons que par la

convergence faible on obtient

∫
Ω

(ε+ |∇vn|2)
p−2

2 (∇vn∇u)ψp →
∫

Ω
(ε+ |∇u|2)

p−2
2 |∇u|2ψp,

comme vn ≤ u, alors
∫

Ω
−Lεvn(u− vn)ψp ≥ 0. Donc

∫
Ω

(ε+|∇vn|2)
p−2

2 |∇vn|2ψp ≤
∫

Ω
(ε+|∇vn|2)

p−2
2 (∇vn∇u)ψp+o(1)→

∫
Ω
|∇u|pψp.

Par suite ||ψvn||W 1,p
0 (Ω) → ||ψu||W 1,p

0 (Ω) ce qui montre notre affirmation.
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Comme vn ≥ v0 ≥ C(K) > 0 pour chaque compact K, alors

H (∇vn)(
vn + 1

n

)a → uαq|∇u|q fortement dans L1
loc.

D’où l’existence de solution.

Il reste à passer à la limite ε→ 0, pour cela nous avons le résultat suivant :

Théorème 2.4. Supposons que p > 2 et 1 ≤ q ≤ p, alors le problème (2.1)
possède une solution distributionnelle positive.

Démonstration. Fixons ε ≤ ε0 et soit uε, la solution minimale de (2.11). Notre
objectif est de faire tendre ε→ 0. Il est clair que uε ≤ w.

Nous allons montrer que {uε}ε est bornée dans W 1,p
loc (Ω) pour tout ε ≤ ε0.

Pour ce faire nous utiliserons le fait que uε ≤ w, alors
∫

Ω
−Lεuε(w − uε)ψp ≥ 0.

Donc

∫
Ω

(ε+ |∇uε|2)
p−2

2 |∇uε|2ψp ≤
∫

Ω
(ε+ |∇uε|2)

p−2
2 (∇uε∇w)ψp +

p
∫

Ω
(w − uε)ψp−1(ε+ |∇uε|2)

p−2
2 ∇uε∇ψ

≤ θ
∫

Ω
(ε+ |∇uε|2)

p−2
2 |∇uε|2ψp + C(θ)

∫
Ω

(ε+ |∇uε|2)
p−2

2 |∇w|2ψp + C
∫

Ω
|∇ψ|p,

et par suite

∫
Ω

(ε+ |∇uε|2)
p−2

2 |∇uε|2ψp ≤ C
∫

Ω
(ε+ |∇uε|2)

p−2
2 |∇w|2ψp + C.

Pour tout σ > 0,

∫
Ω

(ε+ |∇uε|2)
p−2

2 |∇w|2ψp ≤ σ
∫

Ω
|∇uε|pψp + c(σ)

∫
Ω
|∇w|pψp + C(Ω),

alors en choisissant σ suffisamment petit, on obtient ||ψuε||W 1,p
0 (Ω) ≤ C, et donc

{uε}ε est bornée dans W 1,p
loc (Ω). Ainsi nous obtenons l’existence de u ∈ W 1,p

loc (Ω)
telle que uε ⇀ u faiblement dans W 1,p

loc (Ω) et u ≤ w et uε → u fortement dans
Ls(Ω) pour tout s ≥ 1.

L’utilisation de ψ comme fonction test dans (2.11) et par le fait que {uε}ε est
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bornée dans W 1,p
loc (Ω), il en découle que

∫
Ω

(
uαqε |∇uε|q + λf

)
ψ ≤ C pour tout ε ≤ ε0.

Par le principe de maximum fort on conclut que uε ≥ v0 ≥ C(K) > 0 pour tout
compact K. Pour parachever la démonstration il nous reste à montrer que

|∇uε|p → |∇u|p fortement dans L1
loc.

Commençons par le cas q < p, en prenant (uε − u)ψ comme fonction test dans
(2.11) et par la convergence faible de uε, on arrive à

∫
Ω

(ε+ |∇uε|2)
p−2

2 |∇uε|2ψ −
∫

Ω
|∇u|pψ ≤

∫
Ω
uαqε |∇uε|q(uε − u)ψ + o(1).

Comme uε ≤ w ∈ L∞(Ω), alors

∫
Ω
uαqε |∇uε|q(uε − u)ψ ≤ C1

( ∫
Ω
|∇uε|pψ

) q
p
( ∫

Ω
|uε − u|

p
p−qψ

) p−q
p

≤ o(1).

Ainsi, ∫
Ω

(ε+ |∇uε|2)
p−2

2 |∇uε|2ψ −
∫

Ω
|∇u|pψ ≤ o(1).

En faisant tendre ε→ 0, on obtient

lim sup
∫

Ω
|∇uε|pψ ≤ lim sup

∫
Ω
|∇u|pψ.

Par suite |∇uε|p → |∇u|p fortement dans L1
loc d’où le résultat pour le cas q < p.

Considérons à présent le cas q = p. Soit K(s) = seαs
2 , où α >> 1, à préciser

ultérieurement, par l’utilisation de K(uε− u)ψ comme fonction test dans (2.11),
il découle que

∫
Ω
K ′(uε − u)(ε+ |∇uε|2)

p−2
2 ∇uε∇(uε − u)ψ +

∫
Ω
K(uε − u)(ε+ |∇uε|2)

p−2
2 ∇uε∇ψ =∫

Ω
uαqε |∇uε|pK(uε − u)ψ + o(1) + o(1).
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Analysons chaque terme dans la dernière expression.

∫
Ω
K ′(uε − u)(ε+ |∇uε|2)

p−2
2 ∇uε∇(uε − u)ψ =∫

Ω
K ′(uε − u)

{
(ε+ |∇uε|2)

p−2
2 ∇uε − (ε+ |∇u|2)

p−2
2 ∇u

}
∇(uε − u)ψ + o(1) ≥

C
∫

Ω
K ′(uε − u)|∇(uε − u)|pψ.

D’un autre côté nous avons

∫
Ω
uαqε |∇uε|pK(uε − u)ψ ≤ C1

∫
Ω
|∇(uε − u)|pK(uε − u)ψ +

∫
Ω
|∇u|pK(uε − u)ψ

≤ C1

∫
Ω
|∇(uε − u)|pK(uε − u)ψ.

En combinant les estimations précédentes, on obtient

∫
Ω

(K ′(uε − u)− C1K
′(uε − u))|∇(uε − u)|pψ ≤ o(1).

Comme
K ′(s)− C1K

′(s) = eαs
2
(

2αs2 + 1− C1s
)

alors on peut toujours choisir α suffisamment grand de sorte à avoir K ′(s) −
C1K

′(s) ≥ C2 > 0, donc
∫

Ω
|∇(uε − u)|pψ ≤ o(1). Ce qui achève la preuve.

Nous allons à présent nous interesser à la régularité des solutions, pour cela
nous enonçons le théorème suivant :

Théorème 2.5. La solution u du problème (2.1) obtenue dans les théorèmes
précédents, satisfait à

1 u
γ
q

+1 ∈ W 1,q
0 (Ω) avec γ > − (αq+1)

p−q si p > q et αq ≤ −1
2 u ∈ W 1,q

0 (Ω) si p > q et − 1 < αq < 0

Démonstration. Commençons par le premier cas, supposons que αq ≤ −1, alors
a ≥ 1.

Soit un solution de (2.10) et considérons θ = (a− 1 + γ) q
p
où γ > q (a− 1)

p− q
.
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Par l’inégalité de Young il découle que

∫
Ω

uγn |∇un|
q dx =

∫
Ω

uθn |∇un|
q uγ−θn dx

≤ ρ
∫
Ω

u
θp
q
n |∇un|p dx+ C(ρ)

∫
Ω

u
p(γ−θ)
p−q

n dx

En prenant u
θp
q

+1
n comme fonction test dans (2.10) , et par le fait que un ≤ w ≤ C,

on obtient

∫
Ω

−∆punu
θp
q

+1
n dx =

(
θp

q
+ 1

)∫
Ω

|∇un|p u
θp
q
n ≤

∫
Ω

|∇un|q u
θp
q

+1−a
n + C

comme γ = θp
q

+ 1− a et en choisissant ρ suffisamment petit

∫
Ω

uγn |∇uε|
q dx ≤ C + C(ρ)

∫
Ω

u
p(γ−θ)
p−q

n dx ≤ C

ainsi u
γ
q

+1
n est bornée dans W 1,q

0 (Ω) alors u
γ
q

+1 ∈ W 1,q
0 (Ω).

Passons à présent au second cas ; Supposons que −1 < αq < 0 et donc a < 1.

Le même calcul pour le précédent cas avec γ = 0, ce qui implique que
− θp
p−q ≥ −1, donne

∫
Ω

|∇un|q dx ≤ ρ
∫
Ω

u
θp
q
n |∇un|p dx+ C(ρ)

∫
Ω

u
−θp
p−q
n dx.

Par utilisation de u
θp
q

+1
n comme fonction test dans (2.10) on obtient

(
θp

q
+ 1

)∫
Ω

u
θp
q
n |∇un|p dx ≤

∫
Ω

|∇un|q u
θp
q

+1−a
ε dx+

∫
Ω

fu
θp
q

+1
n dx,

comme a < 1 et θ > 0 et par le Lemme 0.1 et le fait que C2dist(x, ∂Ω) < uε < C

on obtient
C
∫
Ω

|∇uε|q dx ≤ C1 + C2 (dist(x, ∂Ω))−
θp
p−q ≤ C.

Alors u ∈ W 1,q
0 (Ω)
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2.3 Le cas qα < 0 et f ∈ L1 (Ω)

Le but dans cette section est d’analyser le cas où f ∈ L1(Ω) et qα < 0.
Contrairement au cas précédent, nous ne pouvons plus compter sur l’existence
d’une sur-solution, nous allons donc contourner cette lacune, en établissant des
estimations à priori pour les solutions des problèmes approximants ensuite passer
à la limite dans des espaces convenables.

Pour traiter ce cas plus compliqué et plus complexe que le cas avec donnée
dans L∞, nous allons commencer par donner des estimations a priori, qui seront
très utiles voire essentielles par la suite. Considérons les problèmes approximants
suivants


−∆pun = |∇un|p(

un + 1
n

)a + Tn (f) dans Ω,

un = 0 sur ∂Ω,

pour a > 1, utilisons K(u) = e−
β

ua−1 comme fonction test,

(a− 1)
∫
Ω

β

uan
e
− β

ua−1
n |∇un|p dx ≤

∫
Ω

|∇un|p

uan
e
− β

ua−1
n dx+

∫
Ω

Tn (f) e
− β

ua−1
n ,

et par suite
[β (a− 1)− 1]

∫
Ω

1
uan
e
− β

ua−1
n |∇un|p dx ≤ C.

Il suffit alors de choisir [β (a− 1)− 1] > 0 ou encore β ≥ 1
a−1 pour avoir

∫
Ω

1
uan
e
− β

ua−1
n |∇un|p dx ≤ C,

on introduit alors la nouvelle fonction

H(s) =
s∫

0

1
σ
a
p
e
− β

pσa−1 dσ, (2.14)
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vérifiant H(0) = 0 et

|∇H(u)|p = 1
ua
e−

β

ua−1 |∇uε|p ,

soit ∫
Ω

|∇H(u)|p dx =
∫
Ω

1
ua
e−

β

ua−1 |∇uε|p dx ≤ C

d’un côté l’inégalité de Poincaré appliquée à H donne

c
∫
Ω

|H(u)|p dx ≤
∫
Ω

|∇H(u)|p dx ≤ C

et d’un autre côté l’inégalité de Sobolev donne

c

∫
Ω

|H(u)|p
∗
dx


p
p∗

≤
∫
Ω

|∇H(u)|p dx ≤ C

où p∗ = Np
N−p est l’exposant critique de Sobolev, par le fait que

H(s) ≥ C1s
1−a

p − C2

on obtient ∫
Ω

up−adx ≤ K1 (2.15)

et ∫
Ω

u(p−a) p
∗
p dx ≤ K2 (2.16)

Nous utiliserons par la suite, et selon la nécessité soit (2.15) ou (2.16), même si
la seconde estimation est plus fine que la première. Si l’on remplace p par q et
comme q < p par Holderisation on obtient les mêmes estimations. Il est aussi
à observer que l’on est pas arrivé à obtenir une estimation aussi fine que celle
obtenue dans [5], cela semble être naturel et probablement dû a la qualité non-
linéaire du p-laplacien.

Nous énonçons le résultat d’existence suivant
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Théorème 2.6. Soit f une fonction positive telle que f ∈ L1(Ω). Supposons que
p − 1 < q ≤ p et 1 < a < p(p

∗ − (p− 1)
p∗

), alors le problème (2.1) possède une

solution distributionnelle u telle que uqα|∇u|q ∈ L1
loc(Ω), |∇u| ∈ W 1,s

loc (Ω) pour
tout s < N

N−1 , et H(u) ∈ W 1,p
0 (Ω), où H est définie dans (2.14) avec β > 1

−qα−1 .

Démonstration. On convient de poser −qα = a, soit un une solution du problème
approximant


−∆pun = |∇un|q

1 + 1
n
|∇un|q

1(
un + 1

n

)a + Tn (f) dans Ω,

un = 0 sur ∂Ω,
(2.17)

Soit ρ ∈ W 1,p
0 (Ω), la solution du problème

−∆pρ = T1(f),

on a un ≥ ρ pour tout n. Alors par le principe de maximum fort, pour tout
ensemble compact A de Ω, il existe une constante positive C(A) telle que un ≥
C(A) dans K pour tout n.

D’un côté d’après (2.16) on sait que

∫
Ω

u
(p−a) p

∗
p

n dx ≤ C.

D’un autre côté, soit ϕ ∈ C∞0 (Ω) telle que ϕ ≥ 0, l’utilisation de ϕp

(un)s , s > 0 à
préciser, comme fonction test dans (2.19), on obtient

−s
∫
Ω

|∇un|p

(un)s+1ϕ
pdx+ p

∫
Ω

|∇un|p−2

(un)s ∇unϕ
p−1∇ϕdx

=
∫
Ω

|∇un|q

1 + 1
n
|∇un|q

1(
un + 1

n

)a ϕp

(un)sdx+
∫
Ω

Tn (f) ϕp

(un)sdx,

par suite

s
∫
Ω

|∇un|p

(un)s+1ϕ
pdx ≤ p

∫
Ω

ϕp−1 |∇un|
p−1

(un)s |∇ϕ| dx,
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par l’inégalité de Young

∫
Ω

|∇un|p

(un)s+1ϕ
pdx ≤ ε

∫
Ω

|∇un|p

(un)s+1ϕ
pdx+ C(ε)

∫
Ω

|∇ϕ|pup−1−s
n dx.

En choisissant s+ 1 ≥ p− (p− a)p∗
p
, alors par l’estimation (2.16), on obtient

∫
Ω

|∇un|p

(un)s+1ϕ
pdx ≤ C pour tout n. (2.18)

D’après (2.16) et (2.18) on obtient que

∫
Ω
|∇u|p−1ϕp ≤ c,

donc en utilisant |∇Tk(un)|ϕ comme fonction test dans (2.19), on obtient

∫
Ω
|∇Tk (un)|p ϕ ≤ C1k + C2,

et l’affirmation est démontrée. Par les mêmes arguments utilisés dans [30] on
arrive à montrer que {|∇un|}n est bornée dans Lsloc(Ω) pour tout s < N

N−1 . Nous
allons à présent démontrer la convergence forte des troncatures dans W 1,p

loc (Ω) .
Pour cela on suivra scrupulusement les mêmes démarches que [5]. Nous allons
séparer les deux cas q < p et q = p. Supposons d’abord que q < p, définissons
wn = T2k (un − Th (un) + Tk (un)− Tk (u)) et soit M = 4k + h. On utilise alors
wnϕ comme fonction test dans (2.19), on obtient

∫
Ω

|∇un|p−2∇un∇wnϕdx+
∫
Ω

|∇un|p−2∇unwn∇ϕdx

=
∫
Ω

|∇un|q

1 + 1
n
|∇un|q

1(
un + 1

n

)awnϕdx+
∫
Ω

Tn (f(x))wnϕdx,
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et par suite

∫
Ω

|∇TM (un)|p−2∇TM (un)∇wnϕdx+
∫
Ω

|∇un|p−2∇unwn∇ϕdx

≤
∫
Ω

|∇un|q

(un)a |wn|ϕdx+
∫
Ω

Tn (f(x)) |wn|ϕdx.

Notons que

∫
Ω

|∇TM (un)|p−2∇TM (un)∇wnϕdx

=
∫

un≤k

|∇Tk (un)|p−2∇Tk (un)∇wnϕdx+
∫

un>k

|∇TM (un)|p−2∇TM (un)∇wnϕdx,

alors

∫
Ω

|∇TM (un)|p−2∇TM (un)∇wnϕdx

≥
∫

un≤k

|∇Tk (un)|p−2∇Tk (un) (∇Tk (un)−∇Tk (u))ϕdx

−
∫

un>k

|∇TM (un)|p−1 |∇Tk (u)|ϕdx

=
∫

un≤k

(
|∇Tk (un)|p−2∇Tk (un)− |∇Tk (u)|p−2∇Tk (u)

)
(∇Tk (un)−∇Tk (u))ϕdx

+
∫

un≤k

(
|∇Tk (u)|p−2∇Tk (u)

)
(∇Tk (un)−∇Tk (u))ϕdx

−
∫

un>k

|∇TM (un)|p−1 |∇Tk (u)|ϕdx

Supposons que p > 2, comme, pour chaque ξ1; ξ2 dans IRN ,

(
|ξ2|p−2 ξ2 − |ξ1|p−2 ξ1

)
. (ξ2 − ξ1) ≥ K |ξ2 − ξ1|p où k > 0,



2.3. Le cas qα < 0 et f ∈ L1 (Ω) 85

alors,

∫
Ω

|∇Tk (un)−∇Tk (u)|p ϕdx

≤ K ′
∫
Ω

(
|∇Tk (un)|p−2∇Tk (un)− |∇Tk (u)|p−2∇Tk (u)

)
(∇Tk (un)−∇Tk (u))ϕdx

≤ K ′
∫
Ω

|∇TM (un)|p−2∇TM (un)∇wnϕdx

−K ′
∫

un≤k

(
|∇Tk (u)|p−2∇Tk (u)

)
(∇Tk (un)−∇Tk (u))ϕdx

+K ′
∫

un>k

|∇TM (un)|p−1 |∇Tk (u)|ϕdx.

Par le fait que ∇Tk (un) ⇀ ∇Tk (u) , on obtient

∫
un≤k

(
|∇Tk (u)|p−2∇Tk (u)

)
(∇Tk (un)−∇Tk (u))ϕdx = o(1).

En remarquant que χ{un>k} |∇Tk (u)| → 0 in Lploc (Ω) et par le fait que
|∇TM (un)|p−1 est bornée dans Lp

′

loc (Ω), il en résulte que

∫
un>k

|∇TM (un)|p−1 |∇Tk (u)|ϕdx→ 0,

ainsi nous obtenons

∫
Ω

|∇Tk (un)−∇Tk (u)|p ϕdx ≤ K ′
∫
Ω

|∇TM (un)|p−2∇TM (un)∇wnϕdx+ o(1)

≤ K ′
∫
Ω

|∇un|q

(un)a |wn|ϕdx+K ′
∫
Ω

Tn (f(x)) |wn|ϕdx

−
∫
Ω

|∇un|p−2∇unwn∇ϕdx.

Notons que wn → T2k (u− Th (u)) fortement dans Lαloc (Ω) pour tout α ≥ 1.

Puisque {|∇un|p−1}n est bornée dans LsLoc (Ω) pour s < N
N−1 , on obtient

lim
n→∞

∫
Ω

|∇un|p−2∇unwn∇ϕdx =
∫
Ω

|∇u|p−2∇uT2k (u− Th (u))∇ϕdx
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et
lim
n→∞

∫
Ω

Tn (f(x)) |wn|ϕdx =
∫
Ω

f |T2k (u− Th (u))|ϕdx.

Notons que, pour h → ∞, T2k (u− Th (u)) → 0 dans L∞ (Ω) pour la topologie
*- faible pour chaque k fixé.

Comme |∇u|p−2∇u∇ϕ ∈ L1 (Ω) ; on obtient alors

∫
Ω

|∇Tk (un)−∇Tk (u)|p ϕdx ≤ K ′
∫
Ω

|∇un|q

(un)a |wn|ϕdx+ o(1).

Rappelons que nous sommes dans le cas q < p, et donc

∫
Ω

|∇un|q

(un)a |wn|ϕdx ≤
∫

Ω

|∇un|p

(un)a ϕdx


q
p
∫

Ω

|wn|
p
p−q

(un)a ϕdx


p−q
p

.

Par (2.18)(en choisissant s+ 1 = a), on arrive à
∫
Ω

|∇un|p

(un)a ϕdx ≤ C, donc

∫
Ω

|∇un|q

(un)a |wn|ϕdx ≤ C

∫
Ω

|wn|
p
p−q

(un)a ϕdx


p−q
p

≤ C

∫
Ω

w
p
p−q
n ϕdx


p−q
p

.

En faisant tendre h→∞ et n→∞, pour k fixé, il en découle que

∫
Ω

w
p
p−q
n ϕdx


p−q
p

→ 0.

par suite on conclut que Tk (un)→ Tk (u) fortement dansW 1,p
loc (Ω) d’où le résultat

pour ce cas.

Si p ≤ 2 , on utilisera l’inégalité

(
|ξ2|p−2 ξ2 − |ξ1|p−2 ξ1

)
. (ξ2 − ξ1) ≥ K

|ξ2 − ξ1|2

(|ξ2|+ |ξ1|)2−p
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et en suivant la même argumentation comme pour le cas p > 2, on arrive à

∫
Ω

|∇Tk (un)−∇Tk (u)|2

(|∇Tk (un)|+ |∇Tk (u)|)2−pϕdx −→ 0.

comme

∫
Ω

|∇Tk (un)−∇Tk (u)|p ϕdx =

=
∫
Ω

|∇Tk (un)−∇Tk (u)|p

(|∇Tk (un)|+ |∇Tk (u)|)
p(2−p)

2
(|∇Tk (un)|+ |∇Tk (u)|)

p(2−p)
2 ϕdx

≤

∫
Ω

|∇Tk (un)−∇Tk (u)|2

(|∇Tk (un)|+ |∇Tk (u)|)2−pϕdx


p
2

×

×

∫
Ω

(|∇Tk (un)|+ |∇Tk (u)|)p ϕdx


(2−p)
2

alors on obtient ∫
Ω

|∇Tk (un)−∇Tk (u)|p ϕdx −→ 0

Revenons à présent au cas q = p.

Comme plus haut, soit wn = (T2k (un − Th (un) + Tk (un)− Tk (u)))+, l’utili-
sation de vn = wnϕe

1
(a−1)ua−1

n comme fonction test dans (2.19), on obtient

∫
Ω

|∇un|p−2∇un∇wnϕe
1

(a−1)ua−1
n dx+

∫
Ω

|∇un|p−2∇unwn∇ϕe
1

(a−1)ua−1
n dx

+
∫
Ω

|∇un|p

uan
wnϕe

1
(a−1)ua−1

n dx

≤
∫
Ω

|∇un|q

uan
wnϕe

1
(a−1)ua−1

n dx+
∫
Ω

Tn (f)wnϕe
1

(a−1)ua−1
n dx

ou encore

∫
Ω

|∇un|p−2∇un∇wnϕe
1

(a−1)ua−1
n dx+

∫
Ω

|∇un|p−2∇unwn∇ϕe
1

(a−1)ua−1
n dx

≤
∫
Ω

|∇un|q

uan
wnϕe

1
(a−1)ua−1

n dx+
∫
Ω

Tn (f)wnϕe
1

(a−1)ua−1
n dx.
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Notons que u ≥ C ′ dans K ≡ Suppϕ, alors en en déduit que e
1

(a−1)ua−1
n ≤ C.

Par le mêmes calculs du premier cas on obtient

∫
Ω

|∇Tk (un)−∇Tk (u)|p ϕe
1

(a−1)ua−1
n dx −→ 0 as n −→∞

Donc Tk (un)→ Tk (u) fortement dans W 1,p
loc (Ω).

Comme conséquence on a alors

|∇un|q

1 + 1
n
|∇un|q

1(
un + 1

n

)aϕ→ |∇un|q
uan

ϕ p.p. dans Ω.

Pour obtenir l’existence on utilisera le lemme de Vitali.

Soit E ⊂ Ω un ensemble mesurable, alors

∫
E

|∇un|q

1 + 1
n
|∇un|q

1(
un + 1

n

)aϕdx =
∫

E∩{un<k}

|∇un|q

1 + 1
n
|∇un|q

1(
un + 1

n

)aϕdx
+

∫
E∩{un≥k}

|∇un|q

1 + 1
n
|∇un|q

1(
un + 1

n

)aϕdx.
comme le premier terme du côté droit de l’agalité converge, il nous reste à traiter
le dernier terme, alors

∫
E∩{un≥k}

|∇un|q

1 + 1
n
|∇un|q

1(
un + 1

n

)aϕdx ≤ ∫
un≥k

|∇un|q

uan
ϕdx

≤
∫

un≥k

|∇un|q

uan
ϕdx

≤ 1
kσ

∫
un≥k

|∇un|q

ua−σn

ϕdx.

En choisissant σ > 0 telle que σ < a et σ + 1 ≥ p − (p − a)p∗
p
, par l’estimation

(2.18), il découle que
∫

Ω

|∇un|q

ua−σn

ϕdx ≤ C, alors

∫
E∩{un≥k}

|∇un|q

1 + 1
n
|∇un|q

1(
un + 1

n

)aϕdx ≤ C

kσ
.
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Ainsi pour k suffusemment grand on obtient l’estimation désirée. Le lemme de
Vitaly permet de conclure que

|∇un|q

1 + 1
n
|∇un|q

1(
un + 1

n

)aϕ→ |∇un|q
uan

ϕ fortement dans L1 (Ω)

et comme conséquence on a le résultat d’existence.

Nous allons à présent énoncer des résultats complétant le Théorème 2.6.
Considérons le cas où a ≥ p(p

∗ − (p− 1)
p∗

). Par soucis de simplification nous

noterons p1 = p(p
∗ − (p− 1)

p∗
).

Théorème 2.7. Supposons que 2N
N+2 ≤ p ≤ 2. Soit f une fonction positive telle

que f ∈ L1(Ω), p − 1 < q ≤ p et a ≥ p1, alors le problème (2.1) possède une
solution distributionnelle u, telle que |∇u|

q

ua
∈ L1

loc(Ω), u ∈ W 1,s
loc (Ω) pour tout

s < (p−1)N
N−1 , et H(u) ∈ W 1,p

0 (Ω), où H est définie dans (2.14) avec β > 1
a−1 .

Démonstration. Dans le cas a < p1, l’estimation principale fut (2.16) qui n’est
plus valable lorsque a ≥ p1.

Soit Ω1 un domaine borné régulier de IRN tel que Ω ⊂⊂ Ω1 et fixons 1 < σ <

p1. En convenant que f ≡ 0 dans Ω1\Ω.
Soit vn une solution du problème approximant


−∆pvn = C

|∇vn|q

1 + 1
n
|∇vn|q

1(
vn + 1

n

)σ + Tn (f) dans Ω1

vn = 0 sur ∂Ω1

(2.19)

où C > 0 est une constante positive à choisir ultérieurement. Comme 1 < σ < p1,
alors en utilisera les mêmes arguments que ceux de la démonstration du Theorem
2.6, pour montrer que

1.
∫

Ω1

v
(p−σ) p

∗
p

n dx ≤ C,

2.
∫
Ω

|∇vn|p

(un)s+1ϕ
pdx ≤ C,

3.
∫

Ω
|∇Tk (un)|p ϕp ≤ Ck
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où ϕ ∈ C∞0 (Ω1)

Soit ρ1 ∈ W 1,p
0 (Ω1) l’unique solution positive de

−∆pρ1 = T1(f) dans Ω1.

Notons que vn ≥ ρ1 ≥ C(Ω) dans Ω. Comme a > σ, alors

1
(vn + 1

n
)σ ≥

(C(Ω))a−σ
(vn + 1

n
)a dans Ω.

En choisissant C telle que C(C(Ω))a−σ ≥ 1,on obtient

−∆pvn ≥
|∇vn|q

1 + 1
n
|∇vn|q

1
(vn + 1

n
)a dans Ω.

Considérons alors un, la solution du problème approximant

−∆pun = |∇un|q

1 + 1
n
|∇un|q

1(
un + 1

n

)a + Tn (f) dans Ω,

un = 0 sur ∂Ω.
(2.20)

Puisque p ≥ 2N
N+1 , alors d’après le lemme de comparaison de Porretta, un ≤ un+1

et un ≤ vn dans Ω, pour tout n ≥ 0. Par les estimations précédentes appliquées à
{vn}n on obtient l’existence d’une fonction mesurable u telle que un ↑ u fortement
dans Ls(Ω) pour tout s ≤ (p−σ)p∗

p
. En choisissant alors σ proche de 1, on obtient

que la suite {up−1
n }n est bornée dans Lθ(Ω) pour tout θ < p∗

p
.

Par le Lemme 0.1, il découle que

∫
K

( |∇un|q

1 + 1
n
|∇un|q

1(
un + 1

n

)a + Tn (f)) ≤ C(K) pour tout n.

En utilisant Tk(un)ϕ comme fonctions test dans (2.20) on obtient que {Tk(un)}n
est bornée dans W 1,p

loc (Ω) pour tout k > 0.

Par les arguments de [30] on obtient alors {|∇un|p−1}n est bornée dans Lsloc(Ω)
pour tout s < N

N−1 .

En suivant les mêmes démarches que celles du Théorème 2.6, on arrive à
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démontrer que

|∇un|q

1 + 1
n
|∇un|q

1(
un + 1

n

)aϕ→ |∇u|q
ua

ϕ fortement dans L1(Ω).

et l’existence de solution en découle.

On se penche à présent sur le cas p > 2, et on a le résultat suivant :

Proposition 2.1. Soit ε > 0 fixé, et supposons que 1 < σ < p1, alors pour tout
f ∈ L1(Ω), le problème

− Lε(v) = |∇v|
q

vσ
+ f dans Ω, (2.21)

possède une solution distributionnelle vε telle que H(vε) ∈ W 1,p
0 (Ω).

Démonstration. Considérons le problème approximant

−Lε (vn) = H (∇vn)(

vn + 1
n

)σ + Tn(f) dans Ω1,

vn = 0 sur ∂Ω1,

(2.22)

et  −Lε (v0) = T1(f) dans Ω1,

v0,ε = 0 sur ∂Ω1,

où
H (ξ) = |ξ|q

1 + 1
n
|ξ|q

.

Par le Lemme de comparaison de Poretta cité en introduction et adapté plus
haut ; il découle que ρ ≤ vn ≤ vn+1 pour tout n ≥ 1. Posons K(s) = e−

β

sσ−1 ,
s ≥ 0, où β > 1

σ−1 .

En utilisant K(un) comme fonction test dans (2.22), il découle que

∫
Ω

1
vσn
e
− β

vσ−1
n |∇vn|p dx ≤ C pour tout n ≥ 1 et pour tout ε > 0.
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Ainsi, comme dans la démonstration du théorème 2.6, on arrive à obtenir

∫
Ω

v
(p−σ) p

∗
p

n dx ≤ C uniformément en n et ε. (2.23)

Soit ϕ ∈ C∞0 (Ω) telle que ϕ ≥ 0, en utilisant ϕp

(vn)s , s+ 1 ≥ p− (p− a)p∗
p
, comme

fonction test dans (2.22), on obtient

∫
Ω

|∇vn|p

(vn)s+1ϕ
pdx ≤ C pour tout n et tout ε (2.24)

et ∫
Ω
|∇vn|p−1ϕp ≤ C pour tout n et tout ε.

De la même manière on obtient que

∫
K

|∇vn|q

1 + 1
n
|∇vn|q

1(
vn + 1

n

)a + Tn (f) ≤ C(K) pour tout n ≥ 0.

Par les mêmes estimations précédentes, et en utilisant Tk(vn)ϕ comme fonction
test dans (2.22), il découle que {Tk(un)}n est bornée dansW 1,p

loc (Ω) pour tout k >
0. Comme {vn}n est monotone en n, par une variation du lemme de compacité
Lemme2.2, on obtient

Tk(vn)→ Tk(v) fortement dans W 1,p
loc (Ω).

Pour terminer la démonstration il suffit de montrer que

|∇vn|q

1 + 1
n
|∇vn|q

1(
vn + 1

n

)aϕ→ |∇un|q
van

ϕ fortement dans L1 (Ω)

Ce qui n’est autre qu’une conséquence de (2.24) et du Lemme de Vitali.

Nous avons à présent le théorème suivant :

Théorème 2.8. Supposons que p > 2. Soit f une fonction positive telle que
f ∈ L1(Ω), p− 1 < q ≤ p et a ≥ p1, alors le problème (2.1) possède une solution
distributionnelle u telle que |∇u|

q

ua
∈ L1

loc(Ω), u ∈ W 1,s
loc (Ω) pour tout s < (p−1)N

N−1 ,
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et H(u) ∈ W 1,p
0 (Ω) où H est définie dans (2.14), avec β > 1

a−1 .

Démonstration. Soit Ω1 un domaine borné régulier de IRNtel que Ω ⊂⊂ Ω1 et
fixons 1 < σ < p1. En convenant - comme précédemment- de poser f ≡ 0 dans
Ω1\Ω. Considérons le problème approximant


−L 1

n
(vn) = C

H (∇vn)(
vn + 1

n

)σ + Tn(f) dans Ω1,

vn = 0 sur ∂Ω1,

(2.25)

où C > 0 à choisir ultérieurement. comme pour la démonstration du Théorème
4.41, on considère les problèmes approximants suivants sur Ω


−L 1

n
(un) = H (∇un)(

un + 1
n

)a + Tn(f) dans Ω,

un = 0 sur ∂Ω,
(2.26)

Comme vn ≥ C(Ω) > 0 dans Ω, au moins our n ≥ n0, en choisissant C tel que
C(C(Ω))a−σ ≥ 1, on obtient que

−L 1
n
(vn) = H(∇vn)

(vn + 1
n
)a + Tn(f) dans Ω.

Ainsi, par le lemme de comparaison de Porretta il découle que un ≤ vn pour tout
n. Par la proposition 2.1, on a que

∫
Ω1

v
(p−σ) p

∗
p

n dx ≤ C uniformément en n.

Par suite ∫
Ω

u
(p−σ) p

∗
p

n dx ≤ C uniformément en n.

Par l’hypothèse sur σ, il résulte que (p− σ)p∗
p
> p− 1.

En prenant ϕp

usn
comme fonction test dans (2.26) et par l’estimation précédente,

on conclut que

∫
Ω

|∇un|p

(un)s+1ϕ
pdx ≤ C et

∫
Ω
|∇un|p−1ϕp ≤ C uniformément en n.
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En utilisant Tk(vn)ϕ comme fonction test dans (2.26), il découle que {Tk(un)}n
est bornée dans W 1,p

loc (Ω) pour tout k > 0.

Nous obtenons alors l’existence de u telle que Tk(u) ∈ W 1,p
loc (Ω) pour tout

k > 0, H(u) ∈ W 1,p
0 (Ω), et par passage à la limite ( modulo une sous suite),

Tk(un) ⇀ Tk(u) faiblement dans W 1,p
loc (Ω).

Pour obtenir la convergence forte de Tk(un), on prend wnϕ comme fonction
test dans (2.26) où wn = T2k (un − Th (un) + Tk (un)− Tk (u)) et en reprenant
le mêmes arguments que ceux de la démonstration du Théorème 2.6 et par le
Lemme de Vitali on obtient que

H (∇un)(
un + 1

n

)aϕ→ |∇u|q
ua

ϕ fortement dans L1(Ω).

Ce qui termine la démonstration

2.4 Résultat de multiplicité pour le cas q = p et

−1 < pα ≤ 0

Dans cette section nous nous limiterons au cas q = p et 0 ≤ −qα < 1. Sous
certaines hypothèses à émettre sur f , nous allons démontrer que le problème
(2.1) possède une infinité de solutions.

L’idée principale étant de trouver une relation entre le problème traité (2.1)
et un problème quasilinéaire avec donnée mesure. Cette manière de faire pour
démontrer la multiplicité fut introduite pour la première fois dans [3] avec α = 0.
Le cas p = 2 et 0 < −qα ≤ 1 a été traité dans [6]. Posons a = −qα, et soit

H (s) =


p−1
p
s

p
p−1 si a = 1

s∫
0
e

1
(p−1)(1−a)σ

1−a
dσ si a < 1

et D(s) =
(
H ′(H−1(s)

)p−1
. Il est clair que si a = 1, alors D(s) = ( p

p−1s)
1
p .
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Observons que si a < 1, alors

D(s)
sp−1 =

(
H ′(H−1(s)

)p−1

sp−1 ,

en posant σ = H−1(s), on a

D(s)
sp−1 =

(
H ′(σ)
H(σ)

)p−1

Par un calcul direct on arrive a montrer que H′(σ)
H(σ) → 0 quand σ →∞, donc

∀ε > 0 il existe C(ε) > 0 telle que D(s) ≤ εsp−1 + C(ε), s ≥ 0. (2.27)

On obtient aussi que D(s)
sθ(p−1) → ∞ si s → ∞ pour tout θ < 1 et D(s) ≈ sp−1 si

s v 0.

Comme H′(σ)
H(σ) est une fonction décroissante, alors D(s)

sp−1 est aussi décroissante.

Considérons le changement de fonction v = H (u), si u résoud (2.1), v satisfait
à

−∆pv = λD(v)f. (2.28)

Notons que si a = 1, alors

−∆pv = λf( p

p− 1v)
1
p

qui a une unique solution variationnelle si f ∈ Ls(Ω) pour s ≥ pp∗

pp∗−(p+1) , pour
plus de détails voir [9].

Si f ∈ Ls(Ω) pour s > N
p
, alors la fonctionnelle d’énergie

J(v) = 1
p

∫
|∇v|p − λ

∫
D (v) f

avec D (s) =
∫ s

0
D (t) dt, est bien définie et admet un minimum global pour

tout λ > 0. Ainsi nous obtenons l’existence de solution v0 ∈ W 1,p
0 (Ω) de (2.28).
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Comme D(s)
sp−1 est décroissante, alors la solution est unique. Par suite, u0 ≡ H−1(v0)

est solution de (2.1) avec H(u0) ∈ W 1,p
0 (Ω).

Le principal résultat de cette section est le suivant

Théorème 2.9. Supposons que q = p et −1 ≤ qα < 0. Soit f une fonction
positive telle que f ∈ Lm(Ω), m >

N

p
, alors pour tout λ > 0, le problème (2.1)

possède une infinité de solutions positives, dont au moins une est bornée, verifiant
pour tout r < N

N−1 , si α > −
1
2 ,

∫
Ω
e

r
1+2αu

1+2α|∇u|rdx <∞

et si α = −1
2 , ∫

Ω
ur|∇u|rdx <∞ pour tout r < N

N − 1 .

Avant de montrer le Théorème 4.41, nous avons besoin d’énoncer quelques
résultats préliminaires

Lemme 2.5. Soit µ une mesure de Radon bornée positive, alors le problème
 −∆pv = λD(v)f + µ dans Ω,

v = 0 sur ∂Ω,
(2.29)

admet une solution renormalisée.

Démonstration. On procède par approximation. Soit vn, l’unique solution posi-
tive du problème

 −∆pvn = λfD(vn) + hn dans Ω,
vn = 0 sur ∂Ω,

(2.30)

où hn ∈ L∞ (Ω) , ‖hn‖L1 ≤ c et hn −→ µ au sens des mesures

on affirme que ||vn||Lr(Ω) ≤ C pour tout r < (p− 1)N
N − p

et pour tout n ≥
1. Pour démontrer l’affirmation on pose Ln(x) ≡ λfD(vn) + hn, alors par les
résultats obtenus dans [69] on sait que, pour tout r < (p− 1)N

N − p
,

||vn||Lr(Ω) ≤ C||Ln||
1
p−1
L1(Ω). (2.31)
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Rappelons que D(s) ≤ εsp−1 + C(ε) pour tout ε > 0. En choisissant r > p − 1,
on obtient

∫
Ω
fD(vn) ≤ ε

∫
Ω
fvp−1

n + C ≤ ε
( ∫

Ω
vrn

) p−1
r
( ∫

Ω
f

r
r−(p−1)

) r−(p−1)
r

+ C.

Comme r
r−(p−1) <

N
p
, alors

∫
Ω
fD(vn) ≤ Cε||vn||

p−1
r

Lr + C.

En combinant cette estimation et (2.31) on obtient l’estimation désirée, et l’af-
firmation est démontrée.

Alors ||Ln||L1 ≤ C. Par la théorie classique des solutions renormalisées [49],
on peut affirmer l’exsitence d’une fonction mesurable v telle que |∇v|p−1 ∈ Ls1(Ω)
pour tout s1 <

N
N−1 , v

p−1 ∈ Ls2(Ω) pour tout s2 <
N
N−p , vn → v fortement dans

Ls2(Ω) pour tout s2 <
N
N−p et −∆pvn → −∆pv au moins dans D′(Ω).

Et par suite fD(vn) → fD(v) fortement dans L1(Ω) et par suite v est une
solution renormalisée de (2.29).

On peut à présent démontrer le Théorème 4.41

Démonstration. du Théorème 4.41
Soit µ une mesure positive bornée de Radon concentrée dans l’ensemble U de

p-capacité nulle ( on renvoie à l’Introduction de cette thèse pour la définition de
la notion de p-capacité ) et soit v la solution renormalisée du problème

 −∆pv = λD(v)f + µ dans Ω,
v = 0 sur ∂Ω,

v peut aussi être vue comme limite de {vn} solutions des problèmes
 −∆pvn = λD(vn)f + hn dans Ω,

vn = 0 sur ∂Ω,
(2.32)

où hn ∈ L∞ (Ω) , ‖hn‖L1 ≤ c and hn −→ µ au sens des mesures. Alors nécessai-
rement vn ≥ v0 définie plus haut.
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Par l’utilisation de
(

1− 1
(1+vn)θ

)
θ > 0, comme fonction test dans (2.32), on

montre que ∫
Ω

|∇vn|p

(vn + 1)θ+1dx ≤ C

On pose un = H−1 (vn), alors

−∆pun = |∇un|
p

uan
+ λf + hn

D(vn) .

Par les propriètés des solutions renormalisées, on a

|∇vn|p

(D(vn))
p
p−1 (H−1(vn))a

→ |∇v|p

(D(v))
p
p−1 (H−1(v))a

fortement dans L1
loc(Ω).

et par suite
|∇un|p

uan
→ |∇u|

p

ua
fortement dans L1

loc(Ω).

Donc pour montrer la multiplicité il suffit de démontrer que

hn
D(vn) → 0 dans D′(Ω).

Soit alors Uε un ensemble ouvert, U ⊂ Uε, tel que cap1p(Uε) < ε. On procède
comme dans [3]. Considérons φ ∈ C∞0 (Ω), ||φ||W 1,p

0
< ε et φ(x) ≥ 1 si x ∈ Uε, par

l’inégalité de Picone appliquée à vn on obtient que

∫
Ω
|∇φ|pdx ≥

∫
Ω

−∆pvn

vp−1
n

|φ|pdx ≥
∫

Ω

hn

vp−1
n

|φ|pdx.

Par suite
∫
Uε

hn

vp−1
n

dx ≤ ε. Par les propriètés de D, on conclut que

∫
Uε

hn
D(vn)dx =

∫
Uε∩{vn≤1}

hn
D(vn)dx+

∫
Uε∩{vn>1}

hn
D(vn)dx

≤ C
∫
Uε∩{vn≤1}

hn

vp−1
n

dx+ C2

∫
Uε∩{vn>1}

hn

v
θ(p−1)
n

dx

pour un certain θ < 1. On utilise alors l’inégalité de Hölder pour obtenir

∫
Uε∩{vn>1}

hn

v
θ(p−1)
n

dx ≤ ||hn||1−θL1

∫
Uε

( hn

vp−1
n

dx)θ ≤ Cεθ.
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Ce qui permet de conclure que

∫
Uε

hn
D(vn)dx ≤ C1ε+ Cεθ.

Comme vn ≥ v0 in Ω, alors D(vn) ≥ C dans le support de ϕ, et par suite

∫
ΩrUε

hn |ϕ|
D (vn)dx −→ 0

ce qui termine la démonstration.

Remarque 2.1. Dans le cas où µ ≡ 0, alors v ∈ L∞(Ω), ainsi en revenant à
u ≡ H−1(v), on obtient une solution bornée du problème (2.1). De plus, puisque
v est unique, on en conclut que dans ce cas le problème (2.1), lui aussi possède
une solution bornée unique.

On peut résumer les principaux résultats de ce chapitre dans le tableau sui-
vant :

f λ résultat

q(α+ 1) ≤ 1 ∈ L∞(Ω) quelconque existence

q(α+ 1) > 1 ∈ L∞(Ω) suffisamment petit existence

qα < −1 ∈ L1(Ω) quelconque existence

−1 ≤ qα < 0 ∈ L1(Ω) vérifiant certaine extra conditions quelconque existence





Chapitre 3

Sur un problème elliptique avec

poids de Hardy et termes en

absorbtion-réaction

Ce chapitre est le développement de l’article [79]

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons étudier l’existence et la nonexistence de solution
du problème

(P±)


−∆pu± uq = λ

up−1

|x|p
+ h dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,

où Ω est un domaine borné de RN , contenant l’origine, N ≥ 3, 1 < p < N , q >
p − 1 et h sont des fontions mesurables positives, vérifiant certaines hypothèses
qui seront spécifiées ultérieurement. Le but étant d’étudier l’interaction entre le
terme uq, qui sera placé en réaction ou en absorbtion, et le poids de Hardy. Nous
avons aussi dans l’esprit de préparer le terrain pour le chapitre suivant.

On peut résumer les résultats obtenus, dans les deux points suivants :

1. Si uq apparait comme terme de réaction, alors on montre l’existence d’un
exposant critique q+(λ), tel que pour q > q+, le problème considéré ne
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possède pas de solution distributionnelle positive. Si q < q+ on démontre
l’existence de solution, sous des conditions sur h.

2. Si uq apparait comme terme absorbant, alors on démontre l’existence d’un
q∗ tel que si q > q∗, le problème considéré possède une solution positive
pour tout λ > 0 et pour tout h ∈ L1(Ω). L’optimalité de q∗ est démontrée,
dans le sens où, si p − 1 < q < q∗, il y a non existence de solution pour
λ > ΛN,p.

Le problème (P±) est étroitement lié à l’inégalité de Hardy-Sobolev

ΛN,p

∫
RN

|φ|p

|x|p
dx ≤

∫
RN
|∇φ|p dx for all φ ∈ C∞0 (IRN)

où ΛN,p = (N−p
p

)p est optimale et jamais atteinte, on renvoit le lecteur à [61]
pour plus de détail sur le sujet.

Dans le cas où uq apparait comme terme de réaction (problem (P−)), alors
pour λ > ΛN,p, un résultat de nonexistence est démontré dans [9].

Le cas p = 2 et λ ≤ ΛN,2 à été traité dans [45], les auteurs y démontrent
l’existence d’un exposant critique q+(λ), tel que l’existence de solution n’a lieu
que si q < q+.

Si p 6= 2 et q ≤ p∗ − 1, Le problème est largement étudié dans la littérature,
nous citerons par exemple [4], où est obtenu le comportement exacte de la solution
au voisinage de l’origine, et est aussi traité le cas où Ω = IRN .

Dans le cas où uq apparait comme terme absorbant, alors si λ = 0, l’exis-
tence et l’unicité d’une solution entropique est obtenue dans [41]. Si λ ≤ ΛN,p

et h ∈ L
p∗
p∗−1 (Ω), alors l’existence d’une solution dans W 1,p

0 (Ω) est obtenue, par
l’utilisation de techniques variationnelles. Les auteurs démontrent que pour tout
h ∈ L1(Ω), il existe au moins une solution au sens des distributions. La régularité
de la solution est obtenue en fonction de celle de h et en fonction de la valeur de
γ.

Lorsque λ > 0, la situation est un peu différente, en particulier dans le cas
où γ = 0 and p = 2, une condition supplémentaire sur l’intégrabilité de h au
voisinage de l’origine est à imposer, pour assurer l’existence d’une solution dis-
tributionnelle ; on renvoit à [10] pour une plus ample discussion sur ce cas.
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Le problem (P−) peut aussi être considéré, comme le cas stationnaire associé
au problème parabolique suivant :


ut −∆pu = λ

up−1

|x|p
+ uq + f, u ≥ 0 dans Ω× (0, T ),

u(x, t) = 0 sur ∂Ω× (0, T ),
u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

problème auquel est consacré le chapitre 4 de cette thèse, et un article en prépa-
ration [8].

Comme précédemment, lorsqu’on considère des données dans L1, on est amené
à utiliser le concept de solution dans un sens faible, on rappelle les définitions
suivantes :

Définition 3.1. On dit que u est une solution distributionnelle du problème
(P±) si |∇u|p−1 ∈ L1

loc(Ω), λu
p−1

|x|p
, uq, h ∈ L1

loc(Ω) et pour tout φ ∈ C∞0 (Ω), on a

∫
Ω
|∇u|p−2〈∇u,∇φ〉dx =

∫
Ω

(
λ
up−1

|x|p
± uq + h

)
φdx. (3.1)

Dans le cas où λu
p−1

|x|p
, uq, h ∈ L1(Ω) on utilisera la notion de solution entro-

pique.

Pour k > 0, on pose

Tk(s) =


s , si |s| ≤ k ;

k s
|s| , si |s| > k ;

et Gk(s) = s− Tk(s), on rappelle alors la définition :

Définition 3.2. Soit u une fonction mesurable, on dit que u ∈ T 1,p
0 (Ω) si Tk(u) ∈

W 1,p
0 (Ω) pour tout k > 0. Soit F ∈ L1(Ω), alors u ∈ T 1,p

0 (Ω) est une solution
entropique de  −∆pu = F dans Ω,

u|∂Ω = 0,
(3.2)
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si pour tout k > 0 et tout v ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ L∞(Ω), on a

∫
Ω
|∇u|p−2〈∇u,∇(Tk(u− v))〉dx =

∫
Ω
F Tk(u− v)dx. (3.3)

Ainsi on dira que u est une solution entropique du problème (P±) si λu
p−1

|x|p
, uq, h ∈

L1(Ω), |∇u|p−1 ∈ L1
loc(Ω) et la définition précédente à lieu pour F (x) ≡ λ

up−1

|x|p
±

uq + h. On renvoie à [30] pour un exposé plus détaillé à ce sujet.

On rappelle le résultat d’existence suivant, obtenu dans [30].

Théorème 3.1. Supposons que 1 < p et F ∈ L1(Ω). Soit {fn}n ⊂ L∞(Ω) telle
que fn → F fortement dans L1(Ω). Considérons un ∈ W 1,p

0 (Ω), l’unique solution
du problème  −∆pun = fn dans Ω,

un = 0 sur ∂Ω,

alors il existe u ∈ T 1,p
0 (Ω) telle que u est l’unique solution entropique de (3.2),

Tk(un) → Tk(u) fortement dans W 1,p
0 (Ω), up−1

n → up−1 fortement dans Lσ(Ω)
pour tout σ < N

N−2 et |∇un|p−1 → |∇u|p−1 fortement dans Ls(Ω) pour tout
s < N

N−1 .

Ce chapitre est organisé comme suit ; la Section 3.2 est consacrée au problème
(P−). Dans la sousection 3.2.1 on démontre l’existence d’un exposant critique
q+(λ), tel que un résultat de nonexistence à lieu pour q > q+(λ). Comme consé-
quence on démontre un résultat de "Blow-up" pour des problèmes approximants.

Le cas q < q+(λ) est étudié dans la sous section 3.2.2, sous certaines hypo-
thèses sur h, on montre que le problème (P−) possède une solution positive. Ce
qui indique l’optimalité de q+(λ).

Le cas du terme absorbant, est considéré dans la Section 3.3, on montre
l’existence d’un exposant q∗ tel que si q > q∗, le problème (P+) possède une
solution entropique pour tout λ > 0 et h ∈ L1(Ω).

Il est à noter que en l’absence du terme uq, l’existence de solution à lieu si
et seulement si λ ≤ ΛN,p avec de fortes conditions sur h. Ceci démontre l’effet
conséquent du terme absorbant uq.
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L’optimalité de q∗ est établie en démontrant que si q < q+, alors pour λ >
ΛN,p, le problème (P+) ne possède pas de solution positive. Quelque éventuelles
extensions sont présentées en fin de section.

3.2 Problème avec terme de réaction

Dans cette section on considère le problème


−∆pu = λ

up−1

|x|p
+ uq + h dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,
(3.4)

où Ω est un domaine borné de RN , contenant l’origine, avec N ≥ 3, 1 < p < N

et q > p− 1.
Considérons tout d’abord l’équation :

−∆pw = λ
wp−1

|x|p
. (3.5)

En posant w(x) = C |x|−α, il en résulte que

−1
rN−1

(
|w′|p−2

w′rN−1
)′

= λwp−1r−p.

Ainsi, on obtient l’équation algébrique

D(α) ≡ (p− 1)αp − (N − p)αp−1 + λ = 0 (3.6)

Sous l’hypothèse λ < ΛN,p ≡
(
N−p
p

)p
, l’équation (3.6) possède exactement deux

solutions α1 <
N−p
p

< α2 (pour le détail des calculs, on renvoie le lecteur à [4]).
Comme λ > 0, par le principe de maximum fort et un bon choix de fonction

de comparaison, on arrive à démontrer que w(x)→∞ quand |x| → 0. Le résultat
suivant donne un résultat plus précis sur le comportement de toutes sur-solution
de (3.4) au voisinage de l’origine, la preuve en est donnée dans [4].

Lemme 3.1. Supposons que u ∈ W 1,p
loc (Ω) est une sursolution positive de (3.5),

alors si u 6≡ 0, il existe une constante positive C, et une "petite" bouleBη(0) ⊂⊂ Ω
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telles que
u ≥ C|x|−α1 dans Bη(0) (3.7)

où α1 est défini plus haut.

3.2.1 Résultat de non existence ; l’exposant optimal

Supposons que λ < ΛN,p, on recherche les solutions radiales de l’équation
elliptique

−∆pw = λ
wp−1

|x|p
+ wq, x ∈ IRN . (3.8)

Alors en posant w(x) = |x|−α, il en découle que

((p− 1)αp − (N − p)αp−1 − λ)r−α(p−1)−p = r−αq (3.9)

par identification, on obtient que α = p

1 + q − p
, q > p − 1, et α <

N − p
p− 1 .

Comme w
p−1

|x|p
∈ L1

loc(Ω) et wq ∈ L1
loc(Ω), alors par les résultats du Lemme 3.1 il

découle que α1 < α < α2, ce qui est équivalent à

p

α2
+ p− 1 < q <

p

α1
+ p− 1, (3.10)

On pose
q+(λ) ≡ p

α1
+ p− 1 et q−(λ) ≡ p

α2
+ p− 1, (3.11)

ainsi
p− 1 < q−(λ) < p∗ − 1 < q+(λ).

avec p∗ = Np
N−p .

comme en est en présence d’une équation avec second membre dans L1, alors on
utilisera le concept de solution entropique introduit dans la Définition 3.2

Nous sommes à présent prêt à enoncer et à démontrer le résultat de non existence.

Théorème 3.2. Supposons que q > q+(λ) ≡
(
(p− 1) + p

α1

)
. Alors pour tout
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λ > 0, le problème (3.4) ne possède aucune solution (entropique) positive.

Pour démontrer ce théorème ; on aura recours à l’inégalité de Picone [19],
déja énoncée plus haut, et que l’on rappelle ici dans une autre version

Théorème 3.3. (Picone inequality) Soit v ∈ W 1,p
0 (Ω) telle que −∆pv 	 0 est

une mesure de Radon bornée v 
 0, alors pour tout u ∈ W 1,p
0 (Ω),

∫
Ω
|∇u|pdx ≥

∫
Ω

( |u|
p

vp−1 )(−∆pv)dx.

Preuve du Théorème 3.2

Si λ > ΛN,p, alors la nonexistence de solution est démontrée dans [9]. Consi-
dérons donc le cas λ ≤ ΛN,p.

On procède par l’absurde. Soit u une solution entropique de (3.4), alors par un
argument d’approximation comme dans [9], on obtient l’existence d’une solution
entropique minimale, obtenue comme limite d’une suite de solution de problèmes
approximants. On note u cette solution minimale. Soit ϕ ∈ C∞0 (Br (0)), alors
l’inégalité de Picone du Théorème 3.3 appliquée à u, on obtient

∫
Br(0)
|∇ϕ|p dx ≥

∫
Br(0)

−∆pu

up−1 |ϕ|
p dx ≥ λ

∫
Br(0)

|ϕ|p

|x|p
dx+

∫
Br(0)

uq−p+1 |ϕ|p dx

≥ λ
∫
Br(0)

|ϕ|p

|x|p
dx+

∫
Br(0)

|ϕ|p

|x|α1(q−p+1)dx.

Si q > q+(λ), alors α1 (q − p+ 1) > p, on arrive ainsi à une contradiction avec
l’inégalité de Hardy, et la non existence de solution découle. �

Remarque 3.1. Comme les arguments utilisés dans la démonstration précé-
dente, sont des arguments locaux, on en conclut que le problème (3.4), ne possède

aucune sur-solution non triviale, dans le sens λu
p−1

|x|p
+ uq ∈ L1

loc(Ω) en n’importe
quel domaine contenant l’origine.

Théorème 3.4. Supposons que g : IR → [0,∞) est une fonction continue telle
que g(s) > 0 si s > 0 et

lim inf
s→∞

g(s)
sq

= c > 0 pour un certain q > q+(λ).
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alors on a les résultats suivants :

1. Si g(0) = 0, alors l’unique solution entropique du problème

−∆pu = λ
up−1

|x|p
+ g(u), dans Ω, u|∂Ω = 0, (3.12)

est u = 0.

2. Si g(0) > 0 alors le problème (3.12), n’admet aucune solution entropique
positive.

comme conséquence on a le résultat de Blow-up suivant.

Théorème 3.5. Fixons q > q+(λ) et λ < ΛN,p. Posons an(x) = min{n, 1
|x|p
},

Dn(s) = min{n, sq}, s ≥ 0.
Soit {hn}n ⊂ L∞(Ω) telle que hn ≥ 0 et hn ↑ h ∈ L1(Ω). Et soit un la solutions
minimale du problème


−∆pun = λan(x)up−1

n + gn(un) + hn dans Ω,
un ≥ 0 dans Ω,
un = 0 sur ∂Ω.

(3.13)

Alors un(x)→∞ quand n→∞ uniformément en x ∈ Ω

Commençons par rappeler le Lemme introduit dans [9], qui sera essentiel dans
la démonstration de 3.5.

Lemme 3.2. Soit w l’unique solution positive dans l’espace d’energie du pro-
blème 

−∆pw = f dans Ω,
u ≥ 0 dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω,

(3.14)

où f ∈ L∞(Ω) et f ≥ 0. Alors pour toute boule Br ⊂ Ω telle que B4r ⊂ Ω, il
existe une constante positive c = c(r,N, p) telle que,

up−1(x)
(d(x, ∂Ω))p−1 ≥ c

∫
B2r

f(y)dy pour tout x ∈ Ω. (3.15)
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Preuve du Théorème (3.5).

Comme λ < ΛN,p, il existe une solution minimale dans l’espace d’energie
un ∈ L∞(Ω) ∩W 1,p

0 (Ω) de (3.13). Par le fait que λan(x)up−1
n + gn(un) + hn est

décroissante en n, alors on conclut que {un}n est croissante en n.

Supposons par l’absurde qu’il existe x0 ∈ Ω, tel que supn un(x0) = c0 < ∞,
alors par le Lemme (3.2) pour une boule satisfaisant à 0 ∈ B2r ⊂ Ω, on obtient
que ∫

Br
(λan(x)up−1

n + gn(un) + hn)dx ≤ c1 pour tout n.

Comme Fn(x) := λan(x)up−1
n +gn(un)+hn est croissante, on obtient que Fn → w,

n→∞ dans L1(B2r) vers w ≥ 0. En initialisant v0 = 0, on définit la suite,
 −∆pvn+1 = λan+1(x)vp−1

n + gn(vn) + hn dans Br,

vn+1|∂Br = 0.
(3.16)

Comme λan(x)sp−1 + gn(s) + hn est croissante en n, par comparaison on obtient
que vn ≤ vn+1.

On affirme alors que, vn ≤ un dans Br(0) pour tout n ∈ IN .

En effet, pour démontrer l’affirmation précédente, nous allons utiliser la récur-
rence. On a −∆pv1 = h1 ≤ −∆pu1 et puisque u1|∂Br > 0 = v1|∂Br on conclut que
v1 ≤ u1. Supposons que vn ≤ un. Rappelons que un ≤ un+1, alors par le fait que

λan+1(x)vp−1
n + gn(vn) + hn ≤ an+1(x)up−1

n+1 + gn(un+1) + hn+1,

on arrive à montrer que

−∆pvn+1 ≤ −∆pun+1 et un+1 ≥ vn+1 sur ∂Br.

Donc vn+1 ≤ un+1 et l’affirmation est démontrée.

De plus nous avons que

∫
Br
|∇Tk(vn)|pdx ≤ k

∫
Br

(
an+1(x)up−1

n+1 + gn(un+1) + hn+1

)
dx ≤ ck,

il en découle que Tk(vn) est bornée dans W 1,p
0 (Br) pour tout k > 0. Donc
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Tk(vn) ⇀ Tk(v) faiblement dans W 1,p
0 (Br)

Comme {Tk(vn)}n est croissante en n, par une légère modification des argu-
ments de compacité de [30] on arrive à démontrer que Tk(vn)→ Tk(v) fortement
dans W 1,p

0 (Br). Ainsi, v est une solution entropique de


−∆pv = λ

vp−1

|x|p
+ vq + h dans Br,

v ≥ 0 dans Br et v 6= 0,
v|∂Br = 0

(3.17)

avec q > q+(λ). ce qui est en contradiction avec le résultat de non existence du
Théorème (3.2).

Donc pour tout x0 ∈ Ω, un(x0)→∞ quand n→∞ et la preuve est achevée.
�

3.2.2 Résultat d’existence pour q < q+(λ).

Pour parachever l’optimalité de l’exposant q+(λ) nous allons démontrer le
résultat d’existence suivant :

Théorème 3.6. Supposons que λ ≤ ΛN,p et que q < q+(λ), alors

1. Si q < p∗ − 1 et λ < ΛN,p, alors pour h ≡ 0, le problème (3.4) possède une
solution positive u ∈ W 1,p

0 (Ω).

2. Si q < p∗ − 1 et λ = ΛN,p, alors pour h ≡ 0, le problème (3.4) possède une
solution positive u ∈ W 1,s

0 (Ω) pour tout s < p.

3. Si p∗ − 1 ≤ q < q+(λ) et λ < ΛN,p, alors il existe une constante posi-
tive c telle que si h(x) ≤ c

|x|p , alors le problème (3.4)possède une solution
entropique positive u telle que Tk(u) ∈ W 1,p

0 (Ω) pour tout k > 0.

Démonstration. Nous allons séparer la démonstration en plusieurs étapes :

Premier cas : q < p∗ − 1 et λ < ΛN,p.

Dans ce cas, le problème (3.4) possède une structure variationnelle, dans
l’espace W 1,p

0 (Ω), alors on peut obtenir une solution, en cherchant les points
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critiques de la fonctionnelle :

Jλ(u) = 1
p

∫
Ω
|∇u|p dx− λ

p

∫
Ω

|u|p

|x|p
dx− 1

q + 1

∫
Ω
uq+1

+ dx.

Par application directe du théorème de Mountain-Pass [21], on obtient l’existence
de solution positive.

Deuxième cas q < p∗ − 1 et λ = ΛN,p.

Pour obtenir l’existence de solution sans ce cas, on utilise l’inégalité de Hardy-
Sobolev "améliorée" suivante, obtenue dans [14] ; pour chaque s < p, il existe une
constante positive C ≡ C(N, p, s,Ω) telle que

∫
Ω

(|∇u|p − ΛN,p
|u|p

|x|p
)dx ≥ C‖u‖p

W 1,s
0 (Ω) pour tout u ∈ C

∞
0 (Ω). (3.18)

Soit à présent {λn}n une suite réelle, strictement croissante, telle que λn ↑
ΛN,p quand n→∞. Par l’étude dans le premier cas, on sait que le prblème

−∆pun = λn
up−1
n

|x|p
+ uqn, dans Ω, un ∈ W 1,p

0 (Ω). (3.19)

possède bien une solution positive un obtenue par l’utilisation du théorème de
Mountain-Pass [21]. Observons que

Jλn(un) = (1
p
− 1
q + 1)

( ∫
Ω
|∇un|p dx−

λ

p

∫
Ω

|un|p

|x|p
dx
)
≡ Cn

où
Cn = inf

γ∈Γ
max
t∈[0,1]

Jλn(γ(t))

avec
Γ = {γ ∈ C([0, 1],W 1,p

0 (Ω)), γ(0) = 0, γ(1) = v}

et v ∈ W 1,p
0 (Ω) telle que

1
p

∫
Ω
|∇v|p dx− 1

q + 1

∫
Ω
vq+1

+ dx << 0.
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il est clair alors que Jλn(v) << 0 uniformément pour λn ∈ [0,ΛN,p]. Soit γ(t) =
tv, alors γ ∈ Γ, donc

Cn ≤ max
t∈[0,1]

Jλn(tv) ≤ A,

où
A = max

t∈[0,1]
(t
p

p

∫
|∇v|pdx− tq+1

q + 1

∫
vq+1

+ dx).

On en conclut que (1
p
− 1
q + 1)

( ∫
|∇un|p dx−

λ

p

∫ |un|p
|x|p

dx
)
≤ A.

En utilisant l’inégalité de Hardy-Sobolev "améliorée" (3.18), il découle que
‖un‖pW 1,s

0 (Ω) ≤ C pour tout s < p et pour tout n ≥ 1.

Comme q + 1 < p∗, on obtient l’existence de 1 < s0 < p, tel que q +
1 < s∗0 ≡

s0N

N − s0
. Fixons s0 de sorte à obtenir l’estimation précédente, ainsi

‖un‖p
W

1,s0
0 (Ω)

≤ C. De la même manière et en utilisant (3.18), on obtient l’exis-
tence d’une constante positive a, telle que Jλn(un) ≥ a ; ceci découle du fait que
ap − Caq+1 > 0 si a est suffisamment "petit".

Ainsi nous obtenons l’existence de u0 ∈ W 1,s0
0 (Ω), telle que un ⇀ u faiblement

dans W 1,s0
0 (Ω) et un → u fortement dans Lq+1(Ω).

Comme Jλn(un) = (1
p
− 1
q + 1)

∫
Ω

(un)q+1
+ dx → (1

p
− 1
q + 1)

∫
Ω

(u0)q+1
+ dx,

alors u0 	 0 et u0 résolvent

−∆pun = ΛN,p
up−1

|x|p
+ uq, dans Ω, un ∈ W 1,s0

0 (Ω)

au moins au sens des distributions. Il est alors clair que, par le calcul précédent
que u0 ∈ W 1,s

0 (Ω) pour tout s < p. Et l’existence de solution est démontrée.
Troisième cas q−(λ) ≤ q < q+(λ) et λ < ΛN,p. Rappelons que p − 1 <

q−(λ) < p∗ − 1 < q+(λ). Soit R > 0 tel que Ω ⊂⊂ BR(0), alors par un argument
de dilatation, et sans perte de généralité, on peut toujours supposer que R = 1.
Supposons aussi que h(x) ≤ c

|x|p
, où c > 0 sera choisit ultérieurement. Par un

argument de continuité, on obtient l’existence de λ1 > λ tel que q−(λ1) < q <

q+(λ1). Posons w(x) = |x|−α − 1 pour x ∈ B1(0), avec α = p

q − (p− 1), alors
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wp−1

|x|p
+ wq ∈ L1(B1(0)) et w est solution de

−∆pw = λ1
(w + 1)p−1

|x|p
+ (w + 1)q dans D′(B1(0)).

Dû à l’hypothèse λ < λ1, on obtient l’existence d’une constante positive c1 > 0
telle que

λ1
(w + 1)p−1

|x|p
≥ λ

wp−1

|x|p
+ c1

|x|p
.

En choisissant c ≤ c1, alors on obtient une sur solution du problème (3.4). Par
des arguments de monotonie on obtient l’existence de solution.

3.3 Problème avec terme absorbant

Dans cette section, on se penche sur l’existence de solution positive du pro-
blème 

−∆pu+ uq = λ
up−1

|x|p
+ h dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,
(3.20)

Théorème 3.7. Supposons que q > q∗ ≡ N(p−1)
N−p , alors pour tout λ > 0 et pour

tout h ∈ L1(Ω), le problème (3.20) possède une solution entropique minimale
positive

Nous ferons appel, au principe de comparaison (déja cité en amont) introduit
dans [9] :

Démonstration. Soit hn ≡ Tn(h) et an(x) = 1
|x|p+ 1

n

. Par un argument de sou-sur
solution, on obtient l’existence d’une solution positive unique du problème

−∆pwn + wqn = hn, wn ∈ W 1,p
0 (Ω).

La positivité de wn est une conséquence du principe de maximum fort introduit
dans [95], l’unicité quant à elle, est une conséquence du principe de comparaison
1.1.
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On affirme que le problème approximant
 −∆pun + uqn = λan(x)Tn(up−1

n ) + hn,

un ∈ W 1,p
0 (Ω), un ≥ 0

(3.21)

possède une solution positive unique un, telle que un ≤ un+1 pour tout n ≥ 1. En
effet, commençons par montrer l’existence. Definissons vn comme étant l’unique
solution de

−∆pvn = λan(x)n+ hn, vn ∈ W 1,p
0 (Ω),

alors vn est une sur solution du problème (3.21). Comme u ≡ 0 est une sous
solution pour le problème (3.21), alors par itération, on obtient l’existence de
solution un telle que un ≤ vn. La positivité de un découle du principe de maximum
de Vazquez [95]. Pour obtenir l’unicité, on utilisera le Lemme 1.1. Soit Dn(x, s) ≡
λan(x)Tn(sp−1) + hn(x) − sq, s ≥ 0, alors en remarquant que pour tout s > 0,
Dn(x, s)
sp−1 est une fonction décroissante, alors l’unicité en découle. Par le fait que

Dn(x, s) ≤ Dn+1(x, s), il en découle que un+1 est une sur solution de (3.21), ainsi
un ≤ un+1 et l’affirmation est démontrée.

Soit k > 0 fixé, utilisons Tk(un) comme fonction test dans (3.20) on obtient

∫
Ω
|∇Tkun|p dx+

∫
Ω
uqnTkun dx

= λ
∫

Ω
an(x)Tn(up−1

n )Tk(un)dx+
∫

Ω
hn(x)Tkun dx.

Par l’inégalité de Hölder on arrive à

λ
∫

Ω
an(x)Tn(up−1

n )dx ≤ λ
( ∫

Ω
uqndx

) p−1
q
( ∫

Ω

1
|x|

pq
q−(p−1)

dx
) q−(p−1)

q

.

Rappelons que q > N(p−1)
N−p , alors pq

q−(p−1) < N , et donc

λ
∫

Ω
an(x)Tn(up−1

n )Tk(un)dx ≤ Cλ
( ∫

Ω
uqndx

) p−1
q

.
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Par suite

∫
Ω
|∇Tkun|p dx+

∫
Ω
uqnTkun dx ≤ Ckλ

( ∫
Ω
uqndx

) p−1
q

+ k||h||L1 .

En observant que ∫
Ω
uqnTkun dx ≥

∫
Ω
uqn dx− C(k).

Alors ∫
Ω
|∇Tkun|p dx+

∫
Ω
uqn dx ≤ C(k, λ, ||h||L1).

Ce qui permet de conclure que
∫

Ω
uqn dx ≤ C uniformément en n,∫

Ω
an(x)Tn(up−1

n ) dx ≤ C uniformément en n.

Par la monotonie de la suite {un}n, on obtient l’existence d’une fonction mesu-

rable u telle que uqn ↑ uq et an(x)Tn(up−1
n ) ↑ u

p−1

|x|p
fortement dans L1(Ω).

En posant fn = an(x)Tn(up−1
n ) − uqn, alors fn → f ≡ up−1

|x|p − uq fortement
dans L1(Ω). En suivant la même démarche que dans [30], on obtient que u est
une solution entropique de (3.20). Il est alors aisé de démontrer que si v est une
autre solution entropique positive de (3.20), alors v ≥ un pour tout n ≥ 0, et
donc v ≥ u.

Pour montrer l’optimalité des conditions du théorème 3.7, on énonce le ré-
sultat suivant :

Théorème 3.8. Supposons que p − 1 < q < q∗. Si λ > ΛN,p, alors le problème

(3.20) ne possède pas de sursolution faible, dans le sens que uq, u
p−1

|x|p
, |∇u|p−1 ∈

L1
loc(Ω) et

∫ (
(−∆pu)φ+ |u|qφ

)
dx ≥ λ

∫ up−1 φ

|x|p
dx+

∫
h(x)φ dx, pour toute φ ∈ C∞0 (Ω).

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut toujours supposer que h ∈
L∞(Ω). On procède par l’absurde. Supposons que pour un certain λ > ΛN,p,
le problème (3.20) possède une solution faible u, dans le sens défini dans le
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théorème précédent. Soit Ω1 un domaine régulier tel que Ω1 ⊂⊂ Ω, alors u est
une sur solution pour le problème (3.20) dans Ω1. Ainsi, par itération, on obtient
l’existence de u1, la solution entropique positive minimale de (3.20) dans Ω1. Il
est clair que up−1

1 ∈ Ls(Ω1) pour tout s < N
N−p .

Soit Bη(0) ⊂⊂ Ω1 où η est un constante suffisamment petite, que sera choisit
ultérieurement. Considérons φ ∈ C∞0 (Bη(0)), comme u1 > 0 dans Bη(0), par
l’inégalité de Picone, on obtient

∫
Bη(0)

|∇φ|pdx ≥ λ
∫
Bη(0)

|φ|p

|x|p
dx−

∫
Bη(0)

u
q−(p−1)
1 |φ|p. (3.22)

Comme q < q∗, alors (q − (p− 1)) p∗

p∗−p <
N(p−1)
N−p , Par l’application successive de

l’inégalité de Hölder et de Sobolev, on obtient que

∫
Bη(0)

uq−(p−1)|φ|pdx ≤
( ∫

Bη(0)
|φ|p∗dx

) p
p∗
( ∫

Bη(0)
u(q−(p−1)) p∗

p∗−pdx
) p∗−p

p

≤ S−1
∫
Bη(0)

|∇φ|pdx
( ∫

Bη(0)
u(q−(p−1)) p∗

p∗−pdx
) p∗−p

p

.

Par le fait que (q − (p− 1)) p∗

p∗−p <
N(p−1)
N−p , on obtient que

lim
r→0

∫
Bη(0)

u(q−(p−1)) p∗
p∗−pdx = 0.

Comme λ > ΛN,p, on obtient l’existence de ε > 0, tel que par un choix judicieux
de η on obtient

λ

1 + S−1
( ∫

Bη(0)
u(q−(p−1)) p∗

p∗−pdx
) p∗−p

p

≥ ΛN,p + ε.

Ainsi, de retour à (3.22) on obtient

∫
Bη(0)

|∇φ|pdx ≥ (ΛN,p + ε)
∫
Bη(0)

|φ|p

|x|p
dx

ce qui contredit l’inégalité de Hardy.

Remarque 3.2. Fixons q > p − 1 et soit g une fonction mesurable telle que
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g ≥ 0 et g
q

q−(p−1) ∈ L1(Ω), alors par les mêmes arguments que ceux utilisés dans
la démonstration du Théorème 3.7, on arrive à montrer que


−∆pu+ uq = λg(x)u+ h(x) dans Ω,

u > 0 dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω,

(3.23)

Possède une solution entropique positive, pour tout λ > 0 et pour tout h ∈ L1(Ω).
Dans ce cas on dira que g est un poids admissible relativement au problème (3.23).

On peut résumer les principaux résultats de ce chapitre dans le tableau sui-
vant :

uq h résultat

q > q+ réaction quelleconque non-existence

q < q+ réaction vérifiant certaines conditions existence

q > q∗ absorbant quelleconque existence

q > q∗ absorbant quelleconque non-existence





Chapitre 4

Sur un problème parabolique

avec poids de Hardy et terme de

réaction

Ce chapitre est consacré à l’étude des problèmes paraboliques du type


(uθ)t −∆pu = λ

up−1

|x|p
+ uq + f(x, t) dans Ω× (0, T ),

u ≥ 0 et u(x, t) = 0 sur ∂Ω× (0, T ),
u(x, 0) = u0(x) dans Ω,

(4.1)

où θ est soit 1 ou (p − 1), N ≥ 3, Ω ⊂ IRN est un ouvert borné régulier tel que
0 ∈ Ω, 1 < p < N , q > 0 et u0 ≥ 0, f ≥ 0 vérifiant des hypthèses qui seront
spécifiées plus bas.

Le but étant l’étude des conditions d’existence et de nonexistence et le phé-
nomène de blow-up en connection avec l’inégalité de Harnack faible.

Notons que par homogénéité, lorsque θ = p−1, l’opérateur principal (up−1)t−
∆pu, vérifie une inégalité de Harnack classique (see [72]). Ainsi le comportement
de cet opérateur reste similaire au cas linéaire de l’équation de la chaleur. Nous
montrerons l’existence d’un exposant de Fujita dans le cas général λ ≥ 0.

Lorsque θ = 1, le comportement de l’opérateur principal dépend des deux cas
p < 2 ou p > 2.
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1. Dans le cas où p > 2 et λ > 0, et sous des conditions convenables sur
u0 et f , on démontre l’existence d’un exposant critique q+(λ) tel que si
q > q(λ), aucune solution - dans un sens convenable- n’existe. ce qui marque
la différence avec le cas λ = 0.

2. Si p < 2, nous obetenons un résultat d’existence et même dans certains cas
l’extinction en temps fini pour tout λ > 0.

Ces résultats font suite à ceux obtenus dans [61] et [17].

où Ω est soit un domaine régulier borné contenant l’origine ou Ω = IRN ,
1 < p < N , q > 0 et θ est soit égal à 1 ou égal à p− 1.

f et u0 sont des fonctions positives telles que f ∈ L1(Ω× (0, T )) et u0 ∈ L1(Ω).

Vu la présence du poids de Hardy , ces problèmes sont étroitement liés à l’inégalité
de Hardy, présentée en introduction et au chapitre précédent.

Le cas p = 2, avec un problème considéré sans le terme de réaction uq, est
largement et complètement traité dans [25] où les auteurs montrent l’existence
et la non existence de solutions selon que λ ≤ ΛN ou λ > ΛN . Le problème
considéré lorsque λ > 0, en présence du terme de réaction uq, est traité dans
[14] ; les auteurs y prouvent l’existence d’un exposant critique q+(λ) dépendant
uniquement de λ et tel que le problème n’admet de solution si et seulement
si q < q+(λ). Le résultat d’existence d’un exposant du type Fujita y est aussi
démontré.

Le cas p 6= 2 et θ = 1 fut traité par différents auteurs. Le cas λ > 0 et θ = 1
est traité dans [61] où le problème est complètement analysé mais dans l’absence
du terme de réaction. Dans [17], sous la condition p < 2N

N+2 et des hypthèses
spécifiques sur f and u0, les auteurs y démontrent aussi l’existence de solution
pour tout λ > 0 . L’intervalle d’existence de p pour qu’une extinction en temps
fini est aussi obtenu. L’extension de ces résultats dans le cas ou le poids de Hardy
est remplacé par des poids de Caffarelli-Khon-Nirenberg est traité dans [48].

Pour θ 6= 1 et λ = 0, on renvoie le lecteur à [55] où le cas unidimensionnel et
sans terme de réaction est étudié.

Pour θ = p − 1 L’inégalité de Harnack classique est obtenue dans [72] pour
l’équation homogène. Cette proprièté sera largement utiliseé par la suite et sera
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d’une grande utilité dans notre travail.

Le cas elliptique avec p = 2 est étudié dans [45], où les auteurs arrivent à
démontrer l’existence d’un exposant critique q(λ) au dela duquel aucune solu-
tion ditributionnelle positive n’existe. Le même résultat reste valable dans le cas
semilinéaire parabolique et avec le même exposant critique, résultat démontré
dans [14]. L’extension de ces résultats au cas du p-laplacien s’avère être plus
compliquée ceci étant du à l’absence d’une inégalité de Harnack classique mais
aussi à l’aspect nonlineaire et non homogène du problème traité, pour pallier à
ces difficultés nous nous inspirerons des idées utilisées dans [61].

Rappelons tout d’abord quelques notions et définitions de solutions qui seront
utilisées par la suite

Définition 4.1. On dira que u ∈ T 1,p
0 (Ω×(0, T )) ssi Tk(u) ∈ Lp((0, T );W 1,p

0 (Ω))
pour tout k > 0 avec Tk(u) est la troncature définie comme précédemment par

Tk(u) =


u si |u| < k.

k
u

|u|
si |u| ≥ k.

Définition 4.2. Soient f, u0 deux fonctions positives telles que f ∈ L1(Ω ×
(0, T )) et u0 ∈ L1(Ω). Une fonction u ∈ C([0, T ];L1(Ω)) est une solution au sens
d’entropie ou solution entropique du problème


ut −∆pu = f dans Ω× (0, T ),
u = 0 sur ∂Ω× (0, T ),
u(x, 0) = u0(x) dans Ω,

(4.2)

si u ∈ T 1,p
0 (Ω× (0, T )) et

∫
Ω

Θk(u− v)(T ) +
∫ T

0
〈vt, Tk(u− v)〉+

∫ t

0

∫
Ω
|∇u|p−2〈∇u,∇(Tk(u− v))〉

=
∫

Ω
Θk(u0 − v(0)) +

∫
Ω

∫ T

0
fTk(u− v),

(4.3)
pour tout k > 0 et pour chaque v ∈ Lp((0, T ),W 1,p

0 (Ω)) ∩ L∞([0, T ] × Ω) ∩
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C([0, T ];L1(Ω)) où
Θk(s) =

∫ s

0
Tk(t)dt.

il est à noter que ∫
Ω
utTk(u)dx = d

dt

(∫
Ω

Θ(u)dx
)

∫
Ω

Θk(u(t))dx−
∫

Ω
Θk(u(0))dx =

∫ t

0

∫
Ω
utTk(u)dxdt.

Le théorème suivant est démontré dans [35], voir aussi [87].

Théorème 4.1. Soit Ω un domaine régulier borné, f ∈ L1(Ω × (0, T )), u0 ∈
L1(Ω), alors le problème (4.2) possède une solution unique au sens d’entropie
u ∈ C([0, T ], L1(Ω)).

L’utilisation de la monotonie de l’opérateur permet d’obtenir le principe de com-
paraison suivant

Lemme 4.1. Soient u, v deux solutions entropiques de (4.2) avec les données
respectives f, u0 et g, v0 ; telles que 0 ≤ g ≤ f et v0 ≤ u0, alors 0 ≤ u ≤ v.

4.1 Etude du problème doublement nonlinéaire

Dans cette section nous nous penchons sur l’étude du problème dit doublement
nonlinéaire suivant :

(up−1)t −∆pu = λ
up−1

|x|p
+ uq dans Ω× (0, T ) ,

u(x, t) = 0 sur ∂Ω× (0, T ) ,
u (x, 0) = u0 (x) dans Ω,

(4.4)

with λ <
(
N−p
p

)p
= Λ. L’origine de l’appélation est évidente vu que l’opérateur

principal (up−1)t−∆pu présente une nonlinéarité en la dérivée temporelle et une
non linéarité en l’opérateur p-laplacien, bien qu’il puisse parraître inabordable
de prime abord, cet opérateur possède deux qualité et pas des moindres ; en effet
par [72] on sait que (up−1)t−∆pu vérifie une inégalité de Harnack classique, mais
aussi il est clair que l’opérateur en question est homogène.
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Lemme 4.2 (Inégalité de Harnack ). Soit u supersolution faible et positive
de (up−1)t −∆pu = 0 dans R = Bδ(x0) × (t0 − β, t0 + β) ⊂ Ω × (0, T ). Alors il
existe une constante positive C = C(N, δ, t0, β) telle que

∫
R−

u ≤ C ess inf
R+

u,

avec R− = B δ
2
(x0)× (t0 − 3

4β, t0 −
1
4β) et R+ = B δ

2
(x0)× (t0 + 1

4β, t0 + β).

Commençons par analyser le cas où λ = 0, soit donc l’équation

(
up−1

)
t
−∆pu = 0 dans IRN , (4.5)

Pour trouver une solution auto-similaire de (4.5) nous allons donc chercher u
sous la forme u(r, t) = t−µφ( r

tν
), remplaçons u par cette expression dans (4.5), et

posons s = r

tν
et ν = 1

p
, on arrive à

(vp−1)t − (p− 1)|v′p−2v′′ −
(
N − 1
r

)
|v′p−2v′ = 0,

donc

(p− 1)|φ′p−2φ′′ +
(
N − 1
s

)
|φ′p−2φ′ + p− 1

p
sφp−2φ′p−1(s) = 0. (4.6)

En multipliant la dernière équation par sN−1 et en posant µ = N

p(p− 1) on trouve

(
sN−1|φ′p−2φ′

)′
+ 1
p

(
sN |φ|p−2φ

)′
= 0,

en particulier
|φ′p−2φ′ + 1

p
s|φ|p−2φ = 0,

soit
|φ′p−2φ′ = −1

p
s|φ|p−2φ.
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en utilisant l’expression de la fonction inverse de h(t) = |t|p−2t on obtient

φ′(s) = −(1
p

)
1
p−1 s

1
p−1φ(s).

La résolution de la dernière équation différentielle et en posant s = |x|
t

1
p

on obtient
finalement la solution auto-similaire suivante :

v(x, t) = t−
N

p(p−1) exp
{
− (p− 1

p
p
p−1

) |x|
p
p−1

t
1
p−1

)
}
. (4.7)

Pour le cas λ > 0 nous avons le lemme suivant :

Lemme 4.3. Soit u une solution du problème (4.4), alors u(x, t) → ∞ quand
|x| → 0 pour chaque t > 0.

Démonstration. En utilisant l’inégalité de Harnack introduite dans [72] nous sa-
vons que u ≥ C dans Br (0)× (t1, t2) pour tout t1 > 0. Rappelons que

−∆p

(
log r

|x|

)
= C1

|x|p
,

on pose alors v (t, x) = ε (t− t1)a
(
log r

|x|

)
, ce qui donne


(vp−1)t −∆pv ≤ ε (t2 − t1)a(p−1)−1 C2

|x|pdans Br (0)× (t1, t2),
v = 0 sur ∂Br(0)× (t1, t2),
v (t1, x) = 0 dans Br(0),

ainsi, en choisissant ε suffisamment petit, on arrive à

(
vp−1

)
t
−∆pv ≤

(
up−1

)
t
−∆pu dans Br × (t1, t2).

Le principe de comparaison permet de conclure que v ≤ u dans Br × (t1, t2).
ainsi

lim
|x|→0

u(x, t) =∞,

d’ou le résultat.

Dans le lemme suivant nous donnons des précisions sur le comportement de la
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solution au voisinage du point (0, t).

Lemme 4.4. Soit u une solution entropique du problème (4.4), alors pour tout
ε > 0 il existe C(ε) > 0 tel que

u(x, t) ≥ C(ε)|x|−α1+ε dans Br × (t1, t2).

Pour montrer le lemme 4.4 rappelons le lemme de comparaison suivant -
lemme déjà utilisé précédemment dans cette thèse- introduit dans [9].

Démonstration. Nous allons utiliser les mêmes arguments que ceux présentés
dans [61] et [16]. Modulo une translation dans le temps on peut toujours supposer
que t1 = 0. Fixons ε > 0 et soit α > 1 tel que (p−1)(α1−ε)+p

p(p−1) < α et définissons
a = α(p−1)2

α(p−1)−1 . Il en découle alors que a > p− 1.
On pose alors wn = tαzn avec z0 = η et pour n ≥ 1, zn est solution de


czan −∆pzn = λ

zp−1
n−1
|x|p

dans Br,

zn = η sur ∂Br.
(4.8)

Un calcul direct conduit à

(wp−1
n )t −∆pwn = αp−1tα(p−1)−1zp−1

n + tα(p−1)(−∆pzn),

comme a > p − 1, l’inégalité de Young assure l’existence de deux constantes
positives c1 et c2 telles que

(wp−1
n )t −∆pwn ≤ αp−1(c1t

α(p−1)zan + c2) + tα(p−1)(−∆pzn),

≤ tα(p−1)(αp−1c1z
a
n −∆pzn) + αc2

≤ λtα(p−1) z
p−1
n−1
|x|p

+ αc2,

≤ λ
wp−1
n−1
|x|p

+ αc2.

Comme u est solution de (4.4) et par le fait que u(x, t) → ∞ quand |x| → 0
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uniformément en t ∈ (t2, t3), on peut toujours choisir BR(0) petite à souhait
telle que uq(x, t) ≥ M ≥ αc2 pour tout (x, t) ∈ BR(0) × (t2, t3). Modulo une
translation en t on suppose à présent que t2 = 0. Posons w0(x, t) = η et pour
n ≥ 1, 

(wp−1
n )t −∆pwn ≤ λ

wp−1
n−1
|x|p

+ αc2 dans BR × (0, T1) ,

wn(x, t) = tαη sur ∂BR × (0, T1) ,
wn (x, 0) = 0 dans BR.

(4.9)

En choisissant η suffisamment petit, et par un processus d’itération et l’utilisation
du principe de comparaison on conclut que pour tout n ∈ IN ,

u ≥ wn dans BR × (0, T1) . (4.10)

Analysons à présent le comportement de la suite {zn}n∈IN , solutions des pro-
blèmes (4.41). Posons vn = zn − η, alors v0 ≡ 0 et


−∆pvn = λ

(vn−1 + η)p−1

|x|p
− c(vn + η)a dans BR,

vn = 0 sur ∂BR.

(4.11)

On arrive aisément à démontrer que vn → v où v résoud

−∆pv = λ

(v + η)p−1

|x|p
− c(v + η)a dans BR,

v = 0 sur ∂BR,

(4.12)

Par le principe de maximum fort de [82] et le lemme 1.1 on conclut que (4.12)
possède une unique solution positive v ; en effet en posant f(x, v) = λ(v+η

|x|p −
c(v + η)

α(p−1)
α−1 , alors

f(., v)
vp−1 = λ

(v+η
v

)p−1

|x|p
− c(v + η)

α(p−1)
α−1

vp−1 .

pour R suffisement petit ∂

∂v
(f(., v)
vp−1 ) < 0, et l’unicité en découle. En posant
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z = v + η alors z est solution de

cz

α(p−1)
α−1 −∆pz = λ

zp−1

|x|p
dans BR,

z = η sur ∂BR.

(4.13)

Posons à présent zA(x) = A|x|−α1+ε, par les hypothèses sur a et en choisissant
A suffisamment petit zA est solution du problème (4.13) pour tout ε. Le lemme
1.1 permet de conclure que zA ≤ z, le passage à la limite dans la suite {wn}n∈IN
nous amène à la conclusion

u(x, t) ≥ C|x|−α1+ε dans Br (0)×
(
t2, t̃

)
,

d’où le résultat.

Nous allons à présent énoncer le résultat principal de cette section.

Théorème 4.2.

1. Si λ > ΛN , alors le problème (4.4) ne possède aucune solution positive
entropique.

2. Si λ ≤ ΛN et q > q+(λ), alors le problème (4.4) ne possède aucune solution
positive.

Démonstration. 1. Si λ > ΛN , alors la non existence est une conséquence directe
de l’inégalité de Picone comme cela est fait dans (voir [16]).

2. Considérons donc le second cas et procédons par un raisonnement par l’ab-
surde. Soit u une solution positive de (4.4), alors le lemme 4.4 permet d’assurer
l’existence d’une petite boule Br(0) telle que

u ≥ C|x|−α1+ε dans Br (0)× (t1, t2). (4.14)

Soit φ ∈ C∞0 (Br), par l’inégalité de Picone on arrive à

∫
Br(0)
|∇ϕ|p dx ≥

∫
Br(0)

−∆pu

up−1 |ϕ|
p dx

≥
∫
Br(0)

uq−(p−1) |ϕ|p dx+ λ
∫
Br(0)

|ϕ|p

|x|p
dx−

∫
Br(0)

(up−1)t
up−1 |ϕ|

p dx.
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En intégrant par rapport au temps l’équation (4.14), on obtient

(t2 − t1)
∫
Br(0)
|∇ϕ|p dx ≥ C ′ (t2 − t1)

∫
Br(0)
|x|−α1(q−(p−1)) |ϕ|p dx

+λ (t2 − t1)
∫
Br(0)

|ϕ|p

|x|p
dx

−(p− 1)
∫
Br(0)

log(u(x, t2))|φ|pdx.

Notons que log(u(x, t2)) est bien définie car u(x, t) >> 1 dans Br (0) × (t1, t2),
on obtient alors

∫
Br(0)

log(u(x, t2))|φ|pdx ≤
( ∫

Br(0)
|φ|pdx

) p
p∗
( ∫

Br(0)
(log(u(x, t2)))

N
p dx

) p
N

,

du fait que log(s) ≤ c0s
γ + c1 pour tout s > 1 et pour un quelconque exposant

γ > 0 où c0 et c1 sont des constantes positves fixées . En choisissant γ << p
N

on
obtient

∫
Br(0)(log(u(x, t2)))

N
p dx ≤ C(t2). L’utilisation de l’inégalité de Sobolev

on arrive à la conclusion que

∫
Br(0)
|∇ϕ|p dx ≥ C(t1, t2)

∫
Br(0)

|ϕ|p

|x|α1(q−(p−1))dx;

comme q > q+(λ) ≡
(
(p− 1) + p

α1

)
, alors α1 (q − (p− 1)) > p on aboutit à

une contradiction à l’inégalité de Hardy. Ainsi le résultat de non existence en
découle.

Une des conséquences de ce résultat de non existence est que on peut affirmer
une complète explosion Blow-up instantanné des problèmes d’approximations
suivants :

∂(up−1
n )
∂t

−∆pun = λan(x)up−1
n + gn(un) dans Ω× (0, T ),

un(x, t) = 0 sur ∂Ω× (0, T ),
un(x, 0) = u0(x) dans Ω,

(4.15)

où an(x) = min{n, 1
|x|p
} et gn(s) = min{n, sq}. En effet par l’inégalité de

Harnack du Lemme 4.2 on démontre que pour chaque (x0, t0) ∈ Ω × (0, T ),
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un(x0, t0)→∞ quand n→∞.

Dans le cas où q < q+(λ), nous avons le résultat d’existence suivant ce qui
démontre l’optimalité de q+(λ).

Théorème 4.3. Supposons que q < q+(λ), alors sous certaines conditions sur
u0, le problème (4.4) possède une solution minimale positive.

Démonstration. Il est clair que si q ≤ p∗ − 1 et u0 ∈ Lp(Ω), alors nous obte-
nons l’existence de solution dans l’espace d’énérgie Lp((0, T );W 1,p

0 (Ω)) par les
méthodes classiques. Dans le cas où p∗− 1 < q < q+(λ), pour obtenir l’existence
de solution nous utilisons des arguments de monotonie. En effet notons que par
un calcul direct nous pouvons construire une supersolution radiale de l’opérateur
elliptique construite sous la forme A|x|−β, sous l’hypothèse u0(x) ≤ A|x|−β et
par un procédé d’itération on aboutit au résultat désiré.

4.2 Le problème de Cauchy pour l’opérateur

doublement nonlinéaire

Dans [57], Fujita considère le problème suivant
 ut −∆u = up, x ∈ IRN , t > 0,
u(x, 0) = u0(x) ≥ 0, x ∈ IRN ,

(4.16)

où 1 < p < ∞. Il y démontre que si 1 < p < 1 + 2
N

, il existe un certain T > 0
tel que la solution du problème (4.16) est telle que ||u(·, tn)||∞ → ∞ quand
tn → T . Cependant si p > 1 + 2

N
, alors les solutions globales et non globales

co-existent les premières dans le cas où la donnée initiale est soumise à une
condition de petitesse, et les secondes dans le cas de larges conditions initiales
sont considérées. L’indice 1 + 2

N
est souvent appelé l’exposant critique de Fujita

pour le Blow-up relatif à l’équation de la chaleur. De plus il est démontré que
pour le cas limite p = 1 + 2

N
, la solution tend vers l’infini pour une certaine

norme en temps fini, pour plus de détails on renvoie le lecteur à [96] .
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4.2.1 exposant de Fujita pour λ ≥ 0

Supposons que 0 ≤ λ < ΛN et considérons le problème de Cauchy

(up−1)t −∆pu = λ
up−1

|x|p
+ uq dans IRN , u(x, 0) = u0(x) dans IRN , (4.17)

avec p − 1 < q < p+(λ). Il est clair que u /∈ L∞, comme dans le cas p = 2, le
blow-up sera obtenu dans un espace de Lebesgue avec poids convenable. Plus
précisément on a la définition suivante :

Définition 4.3. Soit u(x, t) une solution positive de (4.17), on dira que u explose
en temps fini ( Blow up in finite time) s’il existe un T ∗ <∞ tel que

lim
t→T ∗

∫
Br(0)
|x|−α1up−1(x, t) dx =∞,

sur toute boule Br(0).

Dans le but d’obtenir l’exposant critique de Fujita, au dela duquel l’explosion
au sens de la définition 4.3 a lieu nous allons chercher une famille de sous-solutions
de (4.17) sous la forme w(r, t, T ) = (T − t)−θζ

(
r

(T − t)β

)
, avec θ, β > 0 à

spécifier et ζ > 0 une fonction régulière. Notons s = r

(T − t)β , on a alors

wt = (T − t)−θ−1(θζ + βr
(T−t)β ζ

′(s)),
wr(r, t) = (T − t)−θ−βζ ′(s),
wrr(r, t) = (T − t)−θ−2βζ ′′(s).

(4.18)

Nous voudrions avoir

(wt)p−1 − (p− 1)|w′p−2w′′ −
(
N − 1
r

)
|w′p−2w′ − λw

p−1

rp
≤ wq, (4.19)

en posant θ = 1
q − (p− 1), β = 1

p
et en remplaçant cette valeur dans (4.18),

alors (4.19) devient

− (p−1)|ζ ′p−2ζ ′′−
(
N − 1
s

)
|ζ ′p−2ζ ′+ p− 1

p
sζp−2ζ ′+(θ(p−1)− λ

sp
)ζp−1(s) ≤ ζq

(4.20)
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Supposons que ζ(s) = Aφ(s) avec φ(s) = s−α1Exp
{
− ( p−1

p
p
p−1

)s
p
p−1

}
, A > 0. alors

ζ ′(s) = Aφ(s)D(s)

et
ζ ′′(s) = Aφ(s)K(s)

où
D(s) = −α1

s
− p− 1

p
p
p−1

s
1
p−1

et
K(s) = α2

1 + α1

s2 + (p− 1
p

p
p−1

)2s
2
p−1 + 2α1(p− 1)− 1

p
p
p−1

s
2−p
p−1 .

Il découle de l’équation (4.20) que

−(p−1)|D|p−2K−
(
N − 1
s

)
|D|p−2D′+p− 1

p
sD+(θ(p−1)− λ

sp
) ≤ Aq−(p−1)φq−(p−1).

(4.21)
quand s→ 0, le premier terme dans (4.21) est équivalent à

−(p− 1)αp1 − (N − p)αp−1
1 + λ

sp
− p− 1

p
α1 + p− 1

q − (p− 1) .

comme (p− 1)αp1− (N − p)αp−1
1 + λ = 0, alors l’équation (4.21)est satisfaite au

moins lorsque s→ 0.

Considérons à présent le cas où s → ∞, dans ce cas le premier terme dans
(4.21) est équivalent à

−(p− 1)
{

(p− 1
p

p
p−1

)p + p− 1
p

p
p−1

}
s

p
p−1 →∞ as s→∞.

Donc en choisissant A suffisamment grand on arrive à conclure que (4.21) est
vérifiée pour tout s ≥ 0. ce qui permet de conclure que

w(x, t, T ) = A(T − t)−
1

q−(p−1) ( r

(T − t)
1
p

)−α1Exp
{
− (p− 1

p
p
p−1

)( r

(T − t)
1
p

)
p
p−1

}
,

où r = |x| nous procure une famille de sous solutions du problèmes (4.17).
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Soit Br(0) une boule de RN centrée à l’origine, alors

∫
Br(0)
|x|−α1wp−1(x, t, T ) dx =

C(T − t)−
1

q−(p−1) +N
p
−α1

p

∫ r

(T−t)1/p

0
Exp

{
− (p− 1)(p− 1

p
p
p−1

)s
p
p−1

}
sN−pα1−1 ds.

Si q < p− 1 + p(p− 1)
N − α1

, nous avons alors − 1
q − (p− 1) + N

p
− α1

p
< 0. Donc

lim
t→T

∫
Br(0)
|x|−α1wp−1(x, t, T ) dx =∞.

On peut donc conclure que F (λ) = p − 1 + p(p− 1)
N − α1

est un exposant de type
Fujita relatif au problème (4.17).

Il est à notre que pour 0 < λ ≤ ΛN ,

p− 1 < p− 1 + p(p− 1)
N

= F (0) < F (λ) < q−(λ) ≤ p∗ − 1 ≤ q+(λ) <∞.

il vient que F (λ) < q+(λ), Pour montrer que F (λ) < q−(λ) il suffit de montrer
que

(p− 1)α2 + α1 < N − p. (4.22)

Pour obtenir l’estimation précédente nous allons utiliser les définitions de α2 et
α1. Rappelons que h(αi) = 0 pour i = 1, 2 et α1 < α2 pour λ > 0, donc

(p− 1)α2 + α1 = (N − p)− λ

αp−1
2

+ α1

< (N − p)− λ

αp−1
1

+ α1 = αp1 + (N − p)αp−1
1 − λ

αp−1
1

= pα1 < N − p,

par suite (4.22) est vérifiée et F (λ) < q−(λ).

Soit à présent u une sur solution positive du problème (4.17) telle que u(x, T ) ≥
C|x|−α1 pour un certain T > 0, on pose u(x, t) = u(x, t+T ), alors u résoud (4.17)
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avec u(x, 0) ≥ C|x|−α1 . Notons que

w(x, 0, T ) = AT−
1

q−(p−1) ( |x|
T

1
p

)−α1exp
{
− (p− 1

p
p
p−1

)( |x|
T

1
p

)
p
p−1

}
,

on peut alors choisir A suffisamment petit de manière à avoir w(x, 0, T ) ≤ u(x, 0).

Fixons A dans les mêmes conditions précédentes, nous allons montrer que
u(x, t) ≥ w(x, t, T ), ∀t < T . Soit k(s) = sp−1 pour s ≥ 0, nous obtenons alors

k(w)t − k(u)t −∆pw + ∆pu ≤ λ
(
k(w)
|x|p

− k(u)
|x|p

)
+ (k(w))

q
p−1 − (k(u))

q
p−1 .

pour contourner les complications causées par le poids de Hardy nous procédons
par approximation. Posons wn(x, t, T ) = w(r + 1

n
, t, T ), alors

wn(x, t, T ) = A(T − t)−
1

q−(p−1)

( |x|+ 1
n

(T − t)
1
p

)−α1

Exp
{
− (p− 1

p
p
p−1

)(
|x|+ 1

n

(T − t)
1
p

)
p
p−1

}
.

Il vient immédiatement que wn ∈ L∞ satisfait à

k(wn)t −∆pwn ≤ λ
k(wn)

(|x|+ 1
n
)p + (k(wn))

q
p−1 ,

d’où
k(u)t −∆pu ≥ λ

k(u)
(|x|+ 1

n
)p + (k(u))

q
p−1 ,

et par suite on conclut que

k(wn)t−k(u)t−∆pwn+∆pu ≤
λ

(|x|+ 1
n
)p
(
k(wn)−k(u)

)
+(k(wn))

q
p−1−(k(u))

q
p−1 .

(4.23)
Posons

ψσ(s) =


0 si s ≤ 0,
1 si s ≥ σ,

s
σ

si 0 < s < σ,

(4.24)

et utilisons ψσ((wn − u)+) comme fonction test dans (4.23), la monotonie du



134
Chapitre 4. Sur un problème parabolique avec poids de Hardy et

terme de réaction

p−laplacien et le fait que wn est essentiellement bornée permet de conclure que

∫ T

0

∫
IRN

(k(wn)−k(u))tψσ((wn−u)+)dtdx ≤ C
∫ T

0

∫
IRN

(k(wn)−k(u))ψσ((wn−u)+)dtdx.

En faisant tendre σ → 0 on arrive à

∫
wn>u

(k(wn)− k(u))tdxdt ≤ C
∫
wn>u

(k(wn)− k(u))dxdt,

comme {wn > u} = {k(wn) > k(u)}, une integration en t donne

∫
IRN

(k(wn(x, T ))− k(u(x, T )))+dx ≤
∫ T

0

∫
IRN

(k(wn(x, t))− k(u(x, t)))+dxdt.

Par l’inégalité de Gronwall permet de dire que k(wn(x, t)) − k(u(x, t)))+ ≡ 0,
donc u(x, t) ≥ wn(x, t),∀(x, t) ∈ IRN × (0, T ) pour tout n ∈ IN . Par suite u ≥ w

et le résultat est démontré.

Nous pouvons donc énoncer le théorème

Théorème 4.4. supposons que q < F (λ) ≡ p − 1 + p(p− 1)
N − α1

et soit u une
solution du problème (4.17) telle que u(x, T ) ≥ C|x|−α1 pour un certain T > 0,
alors u explose en temps fini dans le sens de la définition 4.3.

Remarque 4.1.

1. Il est clair que si u0(x) ≥ C|x|−α1 , alors la solution u explose, dans le sens
de la définition 4.3.

2. La condition sur le comportement de u au voisinage de l’origine semble
être naturelle du fait que l’on ait démontrer dans le Lemme (4.4) que
u(x, t) ≥ C|x|−α1+ε pour chaque ε > 0. Notons que dans le cas p = 2,
un changement de fonction et l’utilisation d’une inégalité de Harnack pon-
dérée nous obtenons que u(x, t) ≥ C|x|−α1 pour tout t > 0.
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4.2.2 Existence globale pour F (λ) < q < q+(λ)

Dans le but d’obtenir l’existence globale de solution, nous allons recherché
des supersolutions w verifiant

(wp−1)t − (p− 1)|w′p−2w′′ −
(
N − 1
r

)
|w′p−2w′ − λw

p−1

rp
≥ wq (4.25)

Supposons que w(r, t, T ) = (T + t)−θg
( r

(T + t)β
)
avec θ, β > 0 à choisir. On

pose s = r

(T + t)β , on a alors

wt = −(T + t)−θ−1(θg + βr
(T+t)β g

′(s)),
wr(r, t) = (T + t)−θ−βg′(s),
wrr(r, t) = (T + t)−θ−2βg′′(s).

(4.26)

Comme précédemment dans le but d’obtenir une homogénéité, choisissons
θ = 1

q − (p− 1) et β = 1
p
. Ainsi (4.25) donne

(p−1)|g′p−2g′′+
(
N − 1
s

)
|g′p−2g′+ p− 1

p
sgp−2g′+( λ

sp
+θ(p−1))gp−1(s)+gq ≤ 0.

(4.27)
Posons g(s) = Aφ(cs) avec φ(s) = s−γexp

{
− ( p−1

p
p
p−1

)s
p
p−1

}
, A > 0, où γ > α1, à

convenablement choisir ultérieurement, alors

g′(s) = Acφ(cs)D(cs) et g′′2φ(cs)K(cs)

où

D(s) = −γ
s
− p− 1

p
p
p−1

s
1
p−1 et K(s) = γ2 + γ

s2 + (p− 1
p

p
p−1

)2s
2
p−1 + 2γ(p− 1)− 1

p
p
p−1

s
2−p
p−1 .

Donc par (4.27) il découle que

(p− 1)cp|D(cs)|p−2K(cs) + cp−1
(
N−1
s

)
|D(cs)|p−2D′(cs) + p−1

p
csD(cs)

+(θ(p− 1) + λ

sp
) + Aq−(p−1)φq−(p−1)(cs) ≤ 0.

(4.28)
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Quand s→ 0, le membre de gauche dans (4.28) est équivalent à

1
sp

{
(p− 1)γp + (p−N)γp−1 + λ

}
− p− 1

p
γ + p− 1

q − (p− 1) +Aq−(p−1)s−γ(q−(p−1)),

comme γ > α1, alors (p− 1)γp + (p−N)γp−1 + λ < 0. Par le fait que q < q+(λ),
il s’en suit que α1 <

p
q−(p−1) , et on peut ainsi choisir γ suffisamment proche de

α1 tel que α1 < γ < p
q−(p−1) . Donc quand s→ 0,

(p− 1)cp|D(cs)|p−2K(cs) + cp−1
(
N−1
s

)
|D(cs)|p−2D′(cs) + p−1

p
csD(cs)

+(θ(p− 1) + λ

sp
) + Aq−(p−1)φq−(p−1)(cs) ≤ 0.

Nous nous interessons maintenant au cas où s → ∞, dans ce cas le premier
membre de l’équation (4.28) est équivalent à

(p− 1)s
p
p−1 c

p
p−1

{
(p− 1
p

p
p−1

)pcp − (p− 1)p− 1
p

p
p−1

}
.

En choisissant c < 1 suffisamment petit on arrive à avoir ( p−1
p

p
p−1

)pcp− (p−1) p−1
p

p
p−1

,
et par suite

(p− 1)cp|D(cs)|p−2K(cs) + cp−1
(
N−1
s

)
|D(cs)|p−2D′(cs) + p−1

p
csD(cs)

+(θ(p− 1) + λ

sp
) + Aq−(p−1)φq−(p−1)(cs) ≤ 0

quand s→∞.

Comme α1 < γ < p
q−(p−1) et β = 1

p
, alors −p−1

p
γ − θ(p− 1) < 0. En choisssant A

suffisamment petit, on obtient

(p− 1)cp|D(cs)|p−2K(cs) + cp−1
(
N−1
s

)
|D(cs)|p−2D′(cs) + p−1

p
csD(cs)

+(θ(p− 1) + λ

sp
) + Aq−(p−1)φq−(p−1)(cs) ≤ 0

pour tout s ≥ 0.

Ainsi nous obtenons une famille de sursolutions globalement définies en temps.
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Il est à noter que

w(x, 0) = AT−
1

q−(p−1) |cx|−γexp
{
− ( c

p
p−1

T
1
p−1

)(p− 1
p

p
p−1

)|x|
p
p−1

}
,

alors nous définissons une classe de fonctions u0 telles que

u0(x) ≤ |x|−γexp
{
−D(p− 1

p
p
p−1

)|x|
p
p−1

}
pour D > 0.

Notons que pour t = 0 on peut toujours trouver T > 0 et c < 1 proche de 1
tels que w(x, 0) ≥ u0(x), et on conclut que w est bien une sur solution de (4.17)
quand u0 vérifie la condition imposée. Comme v(x, t) = 0 est une solution, on
démontre par un procédé d’itération l’existence d’une solution globale positive
de (4.17).

Remarque 4.2. Dans le cas où p − 1 < q < q+(λ), alors sous une condition
convenable sur la condition initiale, on peut obtenir un blow-up de la solution
dans Lploc(IRN). Plus précisemment, supposons que u0(x) ≥ φ où φ ≥ 0 est telle
que φ ∈ C∞0 (IRN), supp(φ) ⊂ B0(R) et

1
q + 1

∫
IRN

φq+1dx >
1
p

∫
IRN

(
|∇φ|p − λ φ

p

|x|p
)
dx, (4.29)

alors si u est une solution positive du problème (4.17) avec u0(x) ≥ φ satisfaisant
(4.29), alors u explose en temps fini, dans le sens où il existe T ∗ <∞ tel que

∫
BR(0)

up(x, t)dx→∞ as t→ T ∗.

Par l’absurde, soit u la solution du problème (4.17) avec la condition initiale u0,
et tel que pour chaque T > 0

sup
t∈(0,T )

∫
BR(0)

up(x, t)dx ≤M(T ) <∞. (4.30)
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Soit w la solution minimale du problème


(wp−1)t −∆pw = λ

wp−1

|x|p
+ wq dans BR(0)× (0, T (w)),

w(x, t) > 0 dans BR(0)× (0, T (w)),
w(x, 0) = φ si x ∈ BR(0).

(4.31)

Comme w ∈ Lp(0, T (w);W 1,p
0 (BR(0))) ∩ L∞(BR(0)× (0, T (w)), et comme u est

une sursolution pour le problème (4.31), alors w ≤ u et par suite T (w) = ∞.
Définissons l’energie en temps,

E(t) = 1
p

∫
BR(0)

|∇w|pdx− λ

p

∫
BR(0)

wp

|x|p
dx− 1

q + 1

∫
BR(0)

wq+1dx.

Un calcul direct montre que

d

dt
E(t) = −〈wt, wt〉 ≤ 0 ainsi par l’hypothèse φ, E(t) ≤ 0.

Comme conséquence, l’utilisation de w comme fonction test dans (4.31), il en
découle

d

dt

∫
BR(0)

wp(x, t)dx ≥ C
( ∫

BR(0)
wp(x, t)dx

) q+1
p

.

comme q > p− 1, alors par intégration on obtient que

∫
BR(0)

wp(x, t)dx→∞ as t→ T ∗ <∞,

ce qui est en contradiction avec (4.30). D’ou le résultat de blow-up.
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4.3 Résultats d’existence pour θ = 1 et p < 2 :

Présence et absence d’extinction en temps

fini

Cette section est dédiée à l’étude du problème


ut −∆pu = λ

up−1

|x|p
+ uq dans Ω× (0, T ) ,

u(x, t) = 0 sur ∂Ω× (0, T ) ,
u (x, 0) = u0 (x) ,

(4.32)

avec p < 2, bien qu’en apparence très différents, on retrouvera beaucoup de
points communs avec l’étude faite précédemment pour le problème doublement
nonlinéaire mais aussi quelque différences significatives. Le but de cette partie
est de montrer que sous certaines conditions adéquates sur u0 et f l’existence
de solutions pour q > q+(λ) et λ > ΛN . Ce qui mettra en evidence la différence
entre le problème (4.32) et (4.1) et mettra en exergue l’importance du rôle de
l’inégalité de Harnack.
Nous commençons par énoncer le pricipal résultat d’existence

Théorème 4.5. Supposons que 1 < p < 2N
N+2 et que q+(λ) ≡

(
(p− 1) + p

α1

)
<

q < 1. Soit u0 ∈ L1(Ω) une fonction positive telle que u0(x) ≤ c

|x|
p

2−p
, alors pour

chaque λ > 0, le problème (4.32) possède une solution positive minimale.

Démonstration. Pour montrer l’existence de solution nous allons commencer par
rechercher un "bonne" sur solution, l’usage de monotonie de l’opérateur nous
permettra de conclure. On peut toujours supposer que Ω ⊂⊂ B0(1).

Comme 1 < p < 2N
N+2 , alors q+(λ) < q < 1. En effet commencer par observer

p
2−p <

N−p
N

, ce qui permet de conclure que p
2−p < α2. Par un calcul direct nous

obtenons que h( p
2−p) > 0 où h est définie dans (3.6), donc p

2−p < α1 et par suite
q+(λ) < 1.

Posons

Sλ0(x, t) = λ0

(
t+ T0

|x|p
) 1

2−p
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où λ0 > 0 sera ultérieurement choisi, donc si 1 < p < 2N
N+1 , par les résultats de

[17] on sait que Sλ0 vérifie

(Sλ0)t −∆pSλ0 = λ0
Sp−1
λ0

|x|p

Fixons λ0 = λ+ λ1, alors

(Sλ0)t −∆pSλ0 = λ
Sp−1
λ0

|x|p
+ λ1

Sp−1
λ0

|x|p
.

Comme q < 1, il est toujours possible de choisir λ1 et T0 de sorte à avoir

λ1
Sp−1
λ0

|x|p
≥ Sqλ0 ,

ainsi Sλ0 nous fournit une sur-solution pour le problème (4.32) il suffit alors juste
de comparer les conditions initiales. il est clair que Sλ0(x, 0) = λ0

(
T0
|x|p
) 1

2−p . En

choisissant λ0 de sorte à avoir λ0T
1

2−p
0 ≥ c, il s’en suit que Sλ0(x, 0) ≥ u0(x).

Comme p < 2N
N+2 , alors λ

Sp−1
λ0

|x|p
+ λ1

Sp−1
λ0

|x|p
∈ L1(Ω × (0, T )). Ce qui permet de

conclure que Sλ0 est bien une sur-solution de (4.32). Considérons à présent le
schéma itératif suivant : w0 ≡ 0 et wn définie comme étant les solutions positives
des problèmes



∂wn
∂t
−∆pwn = gn(x,wn−1) dans Ω× (0, T ),

wn(x, t) = 0 sur ∂Ω× (0, T ),
wn(x, 0) = Tn(u0) dans Ω,

(4.33)

où s ≥ 0, gn(x, s) = λ
sp−1

|x|p + 1
n

+sq. Il est alors clair que w0 ≤ Sλ0 et par itération

on obtient wn ≤ wn+1 ≤ Sλ0 pour tout n. Ainsi nous obtenons l’existence de
w ≡ lim supwn ≤ Sλ0 telle que w résoud (4.32) au moins au sens d’entropie.
D’où le résultat.

Pour le cas λ ≤ ΛN , nous avons le résultat d’existence suivant :

Théorème 4.6. Soit 1 < p < 2 et supposons que λ ≤ ΛN , alors pour tout
u0 ∈ L2(Ω) et pour tout q ≤ 1, le problème (4.32) possède une solution minimale
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positive u ∈ Lp(0, T ;W 1,p
0 (Ω)), de plus si p > 2N

N+2 , sous certaines conditions (
de petitesse ) sur ‖u0‖L2 , il existe un temps fini T ∗ pour lequel u (., t) ≡ 0 pour
tout t ≥ T ∗.

Démonstration. Commençons par considérer le cas q = 1. Soit un la solution
minimale du problème approximant suivant



∂un
∂t
−∆pun = λ

up−1
n

|x|p + 1
n

+ un dans Ω× (0, T ),

un(x, t) = 0 sur ∂Ω× (0, T ),
un(x, 0) = u0 dans Ω,

l’utilisation de un comme fonction test dans le problème précédent conduit à

1
2
d

dt

∫
Ω
u2
ndx+

∫
Ω
|∇un|p dx ≤ λ

∫
Ω

upn
|x|p

dx+
∫

Ω
u2
ndx.

par l’inégalité de Hardy on obtient

1
2
d

dt

∫
Ω
u2dx−

∫
Ω
u2dx+

(
1− λ

Λ

)∫
Ω
|∇u|p dx ≤ 0. (4.34)

L’inégalité de Gronwall nous permet d’avoir

∫
Ω
u2(x, T )dx+

(
1− λ

Λ

)∫ T

0

∫
Ω
|∇u|p dxdt ≤ ||u0||L2e

1
2T .

Ainsi nous obtenons une suite {un}n∈IN bornée dans Lp(0, T ;W 1,p
0 (Ω))∩L2(Ω×

(0, T )), le résultat d’existence en découle par un classique procédé itératif et des
arguments de monotonie. Supposons à présent que 2N

N+2 < p < 2, l’usage de
l’inégalité de Sobolev dans (4.34) nous amène à

1
2
d

dt

∫
Ω
u2dx−

∫
Ω
u2dx+ C

(
1− λ

Λ

)(∫
Ω
|u|p

∗
dx
) p
p∗
≤ 0

où p∗ = Np
N−p l’exposant critique de Sobolev. Il en résulte que

d

dt

(
e−2t

∫
Ω
u2dx

)
+ C

(
1− λ

Λ

)
e−2t

(∫
Ω
|u|p

∗
dx
) p
p∗
≤ 0
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ce qui donne

d

dt

(
e−2t

∫
Ω
u2dx

)
+ C

(
1− λ

Λ

)
e−(2−p)t

(∫
Ω

(
e−2t |u|

)p∗
dx
) p
p∗
≤ 0.

comme 2N
N+2 < p < 2, alors p∗ > 2, en posant alors F (t) = e−2t

∫
Ω
u2dx, nous

obtenons
F ′ + C

(
1− λ

Λ

)
e−(2−p)tF

p
2 ≤ 0,

et donc
F ′ (t)
F

p
2 (t)

≤ −C
(

1− λ

Λ

)
e−(2−p)t,

en intégrant par rapport au temps nous obtenons

F 1− p2 (t)− F 1− p2 (0) ≤ C

(
1− λ

Λ

)[
1

2− pe
−(2−p)t − 1

2− p

]
,

et par suite

F 1− p2 (t) ≤ F 1− p2 (0) + C

(
1− λ

Λ

)[
1

2− pe
−(2−p)t − 1

2− p

]
,

ou encore

F (t) ≤
{
F 1− p2 (0) + C

(
1− λ

Λ

)[
1

2− pe
−(2−p)t − 1

2− p

]} 2
2−p

.

du fait que F (0) =
∫

Ω
u2 (x, 0) dx = ‖u0‖L2 ; alors si

‖u0‖L2 ≤
[
C

(
1− λ

Λ

)
1

2− p

] 2
2−p

nous obtenons F (t) ≤ 0 pour T ∗ = T ∗ (λ, p) le résultat d’extinction en découle.
Considérons à présent le cas où q < 1. Les mêmes estimations du cas précédent
permettent de conclure à l’existence d’une solution minimale. Par contre pour
montrer l’extinction en temps fini nous devons effectuer quelques modifications.
Comme p > 2N

N+2 et λ < ΛN , on peut choisir 0 < s < 1, assez proche de 1 de
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sorte à avoir spp

(s+ p− 1)p −
λ

Λ > 0 et

(s+ p− 1) N

N − p
> s+ 1 > q + s.

Utilisons us s > 0; comme fonction test dans (4.32) on arrive à

1
s+ 1

d

dt

∫
Ω
us+1dx+ s

∫
Ω
us−1 |∇u|p dx = λ

∫
Ω

us+p−1

|x|p
dx+

∫
Ω
uq+sdx,

et par suite

1
s+ 1

d

dt

∫
Ω
us+1dx+ spp

(s+ p− 1)p
∫

Ω

∣∣∣∣∇u (s+p−1)
p

∣∣∣∣p dx = λ
∫

Ω

us+p−1

|x|p
dx+

∫
Ω
uq+sdx.

L’inégalité de Hardy-Sobolev et la condition sur s on obtient

1
s+ 1

d

dt

∫
Ω
us+1dx+

(
spp

(s+ p− 1)p −
λ

Λ

)∫
Ω

∣∣∣∣∇u (s+p−1)
p

∣∣∣∣p dx ≤ ∫
Ω
uq+sdx.

L’usage de l’inégalité de Sobolev nous améne à

1
s+ 1

d

dt

∫
Ω
us+1dx+ c

(
spp

(s+ p− 1)p −
λ

Λ

)(∫
Ω
u

(s+p−1)
p

p∗dx
) p
p∗

≤
∫

Ω
uq+sdx.

Comme (s+ p− 1) N
N−p > s+1 > q+s, alors par l’inégalité d’interpolation dans

les espaces de Lebesgue nous donne

∫
Ω
uq+sdx ≤ Cε

∫
Ω
us+1dx+ ε

∫
Ω
us+p−1dx

≤ Cε

∫
Ω
us+1dx+ ε

(∫
Ω
u
s+p−1
p

p∗dx
) p
p∗

.

En combinant les dernières inégalités et en choisissant ε suffisamment petit on
arrive à

1
s+ 1

d

dt

∫
Ω
us+1dx+ c

(
spp

(s+ p− 1)p −
λ

Λ

)(∫
Ω
u

(s+p−1)
p

p∗dx
) p
p∗

≤ C̄
∫

Ω
u1+sdx.
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Posons F (t) = e−C̄t
∫

Ω
us+1dx, alors comme dans le cas q = 1, on obtient

F ′ + Ce−c1tF
s+p−1
s+1 ≤ 0

où c1 > 0 ne dépend que de s,N, p et C̄, et comme dans le cas précédent , si
F (0) ≡

∫
Ω
us+1

0 dx est suffisamment petit nous obtenons l’extinction en temps
fini . Comme Ω est borné sous la condition convenue sur ||u0||L2 on arrive à la
conclusion, ce qui achève la preuve.

Dans le cas où q < p − 1, un autre phénomène apparait, plus précisemment
nous avons le résultat suivant :

Théorème 4.7. Soit 1 < p < 2 et soit q < p− 1, alors le problème


ut −∆pu = λ

up−1

|x|p
+ uq dans Ω× (0, T ),

u(x, t) = 0 sur ∂Ω× (0, T ),
u(x, 0) = 0 dans Ω,

(4.35)

possède une solution globale u telle que u(x, t) > 0 pour tout t > 0 et tout x ∈ Ω,
et donc pas d’extinction en temps fini.

Démonstration. La preuve est basée sur un argument de sous et sur-solutions.
Comme précédemment et sans perte de généralité supposons que Ω ⊂ B1(0).
Comme p < 2, alors q < 1. Commençons par construire une sous-solution. Soit
µ(t) = (1− q)t

1
1−q , alors µ(0) = 0. Considérons w l’unique solution du problème


−∆pw = λ

wp−1

|x|p + 1 + wq dans Ω,

w = 0 sur ∂Ω.
(4.36)

Il vient que w ∈ L∞(Ω). Posons v(x, t) = µ(εt)w(x), alors v est solution de

vt −∆pv = εµq(εt)w(x) + µp−1
(
εt)(λ wp−1

|x|p + 1 + wq
)

≤ λ
vp−1

|x|p
+ εµq(εt)w(x) + µp−1(εt)wq(x).
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Il est clair que µp−1(εt) ≤ c0µ
q(εt) pour tout t ∈ [0, T ] et w ≤ c1w

q dans Ω, ainsi
on peut toujours choisir ε et C, ne dépendant que de T et c1 tels que

vt −∆pv ≤ λ
vp−1

|x|p
+ vq dans Ω× (0, T ),

ainsi v est une sous-solution de (4.35). et du fait que w est une sur-solution de
(4.35) avec v ≤ cw dans Ω× (0, T ), ainsi par un argument de sous et sur-solution
nous obtenons l’existence de solution u ≥ v dans Ω × (0, T ). Il est clair que
u(x, t) > 0 pour tout (x, t) ∈ Ω× (0, T ).

Remarque 4.3. Le même résultat est obtenu pour


ut −∆pu = uq

|x|p
dans Ω× (0, T ),

u(x, t) = 0 sur ∂Ω× (0, T ),
u(x, 0) = 0 dans Ω,

(4.37)

où 1 < p < 2 et q < p−1, en effet on peut démontrer que le problème (4.37) pos-
sède une solution globale u telle que u(x, t) > 0 pour tout t > 0 and x ∈ Ω. Pour
s’en convaincre il suffit de reprendre les mêmes arguments que précédemment.

4.4 θ = 1 et p > 2, résultats de non existence et

d’explosion régionale

Dans cette section nous supposons que θ = 1 et p > 2, et sous certaines
conditions sur u0 et f , nous allons démontrer un résultat de non existence pour
q > q+(λ) et comme conséquence nous allons obtenir un résultat d’explosion
régionale.
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4.4.1 Résultat de non existence

Considérons le problème


ut −∆pu = λ

up−1

|x|p
+ uq dans Ω× (0, T ) ,

u(x, t) = 0 sur ∂Ω× (0, T ),
u (x, 0) = u0 (x) dans Ω,

(4.38)

avec λ < ΛN et q > q+(λ). Par solution de (4.38) comme précédemment nous
voulons dire une solution entropique obtenue comme limite de solutions de pro-
blèmes approximants.
Commençons par établir le résultat de non existence suivant :.

Théorème 4.8. Supposons que q > q(λ) et soit v une solution du problème


vt −∆pv = 0 dans Ω1 × (0, T ) ,
v(x, t) = 0 sur ∂Ω1 × (0, T ),
v (x, 0) = v0 (x) dans Ω1,

(4.39)

où v0 ∈ L∞. Supposons que v(x, t) ≥ C > 0 dans Br(0)× (t1, t2) ⊂ Ω1 × (0, T ),
alors le problème (4.38) ne possède aucune solution entropique u telle que u ≥ v

dans Ω1 × (0, T ).

Démonstration. Nous procédons par l’absurde. Supposons que le problème (4.38)
possède une solution u telle que u ≥ v dans Ω×(0, T ), alors u(x, t) ≥ C > 0 dans
Br(0)×(t1, t2). Comme−∆p

(
log r

|x|

)
= CN
|x|p , en posant w(x, t) = ε (t− t1)a

(
log r

|x|

)
,

il vient que w est solution de

wt −∆pw ≤ ε

(
t̃− t21

)a(p−1)
C2
|x|p dans Br (0)× (t1, t2),

w(x, t) = 0 sur ∂Br (0)× (t1, t2),
w (x, t1) = 0 dans Br.

En choisissant ε suffisamment petit

ε
(
t̃− t2

)a(p−1) C2

|x|p
≤ λ

Cp−1

|x|p
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on arrive à
wt −∆pw ≤ ut −∆pu in Br (0)× (t1, t2).

alors par le principe de comparaison classique on montre que w ≤ u et donc
lim|x|→0 u(x, t) =∞ uniformément pour t ∈ (t1, t2). Nous allons de plus montrer

u ≥ C|x|−α1+ε dans Bρ (0)×
(
t1, t̃

)
⊂ Br (0)× (t1, t2) . (4.40)

modulo une translation, on peut toujours supposer que t1 = 0. Fixons ε suffi-
samment petit et soit α > 1 tel que (p−1)(α1−ε)

α−1 < p. Posons wn = tαzn où zn est
solution du problème


czan −∆pzn = λ

zp−1
n−1
|x|p

dans Bρ(0),

zn = η dans ∂Bρ(0),
z0 = η,

(4.41)

avec a = α(p− 1)
α− 1 , R << 1 et c est une constante positive à détérminer ulte-

rieurement. Comme dans la preuve du lemme 4.4 et l’utilisation de l’inégalité de
Young nous permet d’obtenir

(wn)t −∆pwn ≤ λ
wp−1
n−1
|x|p

+ αc2.

Comme u est solution de (4.38) et du fait que u(x, t) → ∞ quand |x| → 0
uniformément en t ∈ (t1, t2), on peut choisir ρ de manière à avoir uq(x, t) ≥ αc2

dans Bρ(0)× (0, t2). Ce qui nous amène à conclure que



(wn)t −∆pwn ≤ λ
wp−1
n−1
|x|p

+ αc2 dans Bρ × (0, T1) ,

wn(x, t) = tαη sur ∂Bρ × (0, T1),
wn (x, 0) = 0 dans Bρ.

(4.42)

Choisissons à présent η suffisamment petit, l’usage d’un principe de comparaison
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et d’un procédé d’itération nous permettent de conclure que

u ≥ wn in Bρ × (0, T1) pour tout n ∈ IN. (4.43)

Par les mêmes arguments utilisés dans la démonstration du lemme 4.4 on montre
que zn → z fortement dans W 1,p

0 (Bρ) où z est l’unique solution positive du
problème 

cz
α(p−1)
α−1 −∆pz = λ

zp−1

|x|p
dans Bρ,

z = η sur ∂Bρ.

(4.44)

Il est à noter que zA(x) = A|x|−α1+ε, pourA petit, est une sous-solution de (4.44),
ainsi par le lemme 1.1 on conclut que z ≥ zA, par passage à la limite on arrive à
(4.40) . Soit φ ∈ C∞0 (Br), avec r << ρ, L’usage de l’inégalité de Picone comme
dans [9] on arrive à

∫
Br(0)
|∇ϕ|p dx ≥

∫
Br(0)

−∆pu

up−1 |ϕ|
p dx

≥
∫
Br(0)

uq−(p−1) |ϕ|p dx+ λ
∫
Br(0)

|ϕ|p

|x|p
dx−

∫
Br(0)

ut
up−1 |ϕ|

p dx.

Par un intégration par rapport au temps et (4.40), il s’en suit que

(t2 − t1)
∫
Br(0)
|∇ϕ|p dx ≥ C ′

∫
Br(0)×(t1,t2)

|x|−α1(q−(p−1)) |ϕ|p dxdt+

+λ
∫
Br(0)×(t1,t2)

|ϕ|p

|x|p
dxdt−

∫
Br(0)×(t1,t2)

ut
up−1dxdt.
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et donc

(t2 − t1)
∫
Br(0)
|∇ϕ|p dx ≥ C ′ (t2 − t1)

∫
Br(0)
|x|−α1(q−(p−1)) |ϕ|p dx+

+λ (t2 − t1)
∫
Br(0)

|ϕ|p

|x|p
dx

− 1
2− p

∫
Br(0)

(
1

up−2 (t2, x) −
1

up−2 (t1, x)

)
|ϕ|p

≥ C ′ (t2 − t1)
∫
Br(0)

|ϕ|p

|x|α1(q−(p−1)) + λ (t2 − t1)
∫
Br(0)

|ϕ|p

|x|p
+

− 1
2− p

∫
Br(0)

(
1

up−2 (t2, x)

)
|ϕ|p dx.

ainsi

∫
Br(0)
|∇ϕ|p dx+ 1

2− p

∫
Br(0)

(
1

up−2 (t2, x)

)
|ϕ|p dx ≥ C ′

∫
Br(0)

|ϕ|p

|x|α1(q−(p−1)) +

+λ
∫
Br(0)

|ϕ|p

|x|p
dx.

Notons que u(x, t) ≥ c dans Br (0) × (t1, t2), par l’inégalité de Poincaré on
obtient

1
2− p

∫
Br(0)

(
1

up−2 (t2, x)

)
|ϕ|p dx ≤ C

∫
Br(0)
|ϕ|p dx

≤ C
∫
Br(0)
|∇ϕ|p dx.

ce qui permet de conclure que

∫
Br(0)
|∇ϕ|p dx ≥ C ′

∫
Br(0)

|ϕ|p

|x|α1(q−(p−1))dx+ λ
∫
Br(0)

|ϕ|p

|x|p
dx,

Comme q >
(
(p− 1) + p

α1

)
, alors α1 (q − (p− 1)) > p, et on arrive à une contra-

diction à l’inégalité de Hardy-Sobolev, et d’où le résultat de non existence.

Corollaire 4.1. Supposons que la donnée initiale u0 vérifie

u0(x) ≥ C dans Br(0) ⊂ Ω, (4.45)
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alors le problème (4.38) ne possède pas de solution positive.

Démonstration. Soit w une solution de type Barenblatt de l’équation

vt −∆v = 0,

alors w est donnée par

w(x, t) = t−γN
(
M − (p− 2)γ

1
p−1

p
ξ

p
p−1

) p−2
p−1

+

où M > 0 est une constante positive, γ = 1
N(p−2)+p et ξ = |x|

tγ
. On pose v(x, t) =

w(x, t+ s), en choisissant M , T1 et s tels que


vt −∆pv = 0 dans Br(0)× (0, T1)
v(x, t) = 0 sur ∂Br(0)× (0, T1)
v (x, 0) ≤ C

2 sur ∂Br(0).

(4.46)

Comme u0(x) ≥ C dans Br(0) ⊂ Ω, alors par comparaison nous pouvons
conclure que u ≤ v dans Br(0) × (0, T1). Le théorème 4.8 permet de conclure à
lo non existence.

Remarque 4.4. 1. Le même résultat de non existence reste valable pour le
problème


ut −∆pu = λ

up−1

|x|p
+ uq + f (x, t) dans Ω× (0, T ) ,

u(x, t) = 0 sur ∂Ω× (0, T ),
u (x, 0) = 0 dans Ω,

si l’on suppose que f(x, t) ≥ C > 0 dans Br(0)× (t1, t2) ⊂ Ω× (0, T ).

2. Sous les conditions du théorème 4.8 et avec un calcul similaire on peut
aussi démontrer que le problème (4.38) ne possède aucune supersolution u

avec u ∈ T 1,p
0 (Ω× (0, T )) et λu

p−1

|x|p
+ uq ∈ L1(Ω× (0, T ))
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4.4.2 Blow-up régional pour les problèmes d’approxima-

tion

Comme conséquence aux résultats de non existence précédents nous allons
démontrer un résultat de blow up pour certains problèmes approximants.
Par la suite nous aurons besoin de l’inégalité de Harnack suivante, dont la dé-
monstration peut être retrouvée dans [51].

Théorème 4.9. (Inégalité de Harnack faible). Supposons que u est une solution
positive du problème



∂u

∂t
−∆pu = f(x, t) dans Ω× (0, T ),

u(x, t) = 0 sur ∂Ω× (0, T ),
u(x, 0) = u0(x) dans Ω,

(4.47)

où p > 2, f(x, t) ≤ M et u0(x) ∈ L∞(Ω). De plus supposons que u(x, t0) > 0,
alors il existe une constante B > 1 ne dépendant que de N et de p, telle que

∀(x0, t0) ∈ Ω× (0, T ), ∀r, θ > 0 tel que B4r(x0) ⊂ Ω et t0 + θ < T on a

∫
Br(x0)

u(x, t0)dx ≤ B


(
rp

θ

) 1
p−2

+
(
θ

rp

)N
p
[

inf
Br(x0)

u(., t0 + θ)
] .

Nous avons alors le lemme :

Lemme 4.5. Soit un la solution minimale positive du problème


∂un
∂t
−∆pun = λan(x)up−1

n + gn(un) dans Ω× (0, T ),

un(x, t) = 0 sur ∂Ω× (0, T ),
un(x, 0) = u0(x) dans Ω,

(4.48)

où an(x) = min{n, 1
|x|p
} et gn(s) = min{n, sq}. Supposons que u0 ∈ L∞(Ω) est

telle que u0 ≥ c > 0 dans Bη(0) ⊂ Ω, alors pour tout α > 0, il existe r(α) > 0
avec B4r(0) ⊂ Ω, tel que

∫
Br
un(x, t)dx→∞ quand n→∞ si t ≥ T (α). (4.49)
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Démonstration. L’existence de solution minimale positive est démontrée en uti-
lisant un argument de monotonie et d’estimations a priori. Il est clair que un ≤
un+1. Nous allons procéder par un raisonnement par l’absurde, supposons que
pour tout r0 > 0 tel que B4r0(0) ⊂⊂ Ω, on ait

∫
Br0

un(x, τ)dx ≤ C(τ) pour chaque n et pour chaque t ≥ T.

Comme {un}n est une suite croissante, nous obtenons l’existence d’une fonction
mesurable u(x, τ) ∈ L1(Br0) telle que un(x, τ) ↑ u(x, τ) pour tout x ∈ Br0 . En
choisissant r suffisamment petit on a alors u0 ≥ c0 > 0 dans Br, alors comme
dans la démonstration du théorème 4.8 nous obtenons que u ≥ un ≥ c > 0 in
Br(0) × ( τ2 , τ). Par utilisation de l’inégalité de Harnack du théorème 4.9 nous
arrivons à

∫
Br0

un(x, t)dx ≤ C(r0, τ) pour tout 0 < t ≤ τ . Il en découle alors∫
Br0

u(x, t)dx <∞ pour tout 0 < t ≤ τ .

Par un raisonnement similaire à celui émis dans la preuve du théorème 4.8 nous
pouvons voir que

lim
|x|→0

u(x, t) = lim
|x|→0

lim
n→∞

un(x, t) =∞ uniformément pour t ∈ (τ2 , τ)

et
un(x, t) ≥ wn(x, t) dans BR × (t1, t2) (4.50)

où wn est la solution de (4.42) obtenue dans la section précédente.

Let φ ∈ C∞0 (Br(0)) où r0 << 1, alors (x, t) ∈ Br(0)× ( τ2 , τ), nous obtenons

∫
Br2

|∇φ|pdx ≥
∫
Br2

−∆pun

up−1
n

|φ|pdx.

et par suite

∫
Br2

|∇φ|pdx ≥ λ
∫
Br2

an(x)|φ|pdx+
∫
Br2

gn(un)
up−1
n

|φ|pdx−
∫
Br2

∂tun

up−1
n

|φ|pdx.

Soit τ
2 < t1 < t2 < τ . En intégrant sur (t1, t2) il en découle que
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(t2 − t1)
∫

Ω
|∇φ|pdxdt ≥ λ(t2 − t1)

∫
Ω
an(x)|φp|dx+

+
∫ t2

t1

∫
Br2

gn(un)
up−1
n

φpdxdt− 1
p− 2

∫
Br2

φp

un(x, t2)p−2dx.

comme {un}n est croissante, par passage à la limite n → ∞ et par le fait que
− φp

un(x, t2)p−2 ≥ −
φp

u1(x, t2)p−2 , nous obtenons

(t2 − t1)
∫

Ω
|∇φ|pdxdt+

∫
Ω

|φp|
u1(x, t2)p−2dx ≥

∫ t2

t1

∫
Br0

uq−(p−1)|φ|pdxdt.

Comme (x, t) ∈ Br0×(t1, t2), donc 1
up−2(x, t1

≤ C et uq−(p−1) ≥ C|x|−(q−(p−1))(α1−ε)

pour chaque ε > 0, ainsi nous arrivons à

∫
Br2

|∇φ|pdx ≥ C
∫
Br2

|φ|p

|x|−(q−(p−1))(α1−ε)
dx.

En choisissant ε petit de sorte à avoir (q − (p− 1))(α1 − ε) > p, nous obtenons
une contradiction à l’inégalité de Hardy-Sobolev. Ainsi pour tout t ∈ (0, T ) nous
avons ∫

Br(0)
un(x, t)dx→∞ quand n→∞.

Comme conséquence aux résultats précédents nous avons le résultat de bolw-up
régional suivat :

Théorème 4.10. Soit un la solution minimale positive du problème (4.48), avec
u0 ≥ c > 0 dans Bη(0) ⊂ Ω, alors pour tout α > 0, il existe r(α) > 0 vérifiant
lim un(x0, t0) =∞ pour tout x0 ∈ Br(0) et t ≥ T (α).

Remarque 4.5. Le même résultat de blow-up reste valable pour les problèmes :


∂un
∂t
−∆pun = λan(x)up−1

n + gn(un) + f(x, t) dans Ω× (0, T ),

un(x, t) = 0 sur ∂Ω× (0, T ),
un(x, 0) = 0 dans Ω,
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où f(x, t) ≥ C > 0 dans Br(0)× (t1, t2) ⊂ Ω× (0, T )
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