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Notation
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Produit scalaire dans IRY / crochet de dualité X, X’
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Espace de Sobolev avec trace nulle
Espace dual de W;?(Q)
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Espace des mesures de Radon dans ()



Introduction

Cette Introduction est consacrée a signaler les résultats génériques et géné-
raux, utiles a connaitre pour s’imprégner de la problématique étudiée dans cette

these.

Il est a noter que les problemes étudiés dans cette these, ne sont pas le fruit
de I'imagination fertile d’un théoricien, bien au contraire, les problémes traités
trouvent leurs origines dans différents domaines nous citerons a titre d’exemple :
la catalyse hétérogene chimique, la catalyse cinétique chimique, 'induction de
chaleur ou encore I'induction électrique, la théorie des fluides non newtonien, et
la théorie des fluides visqueux. Pour une plus ample discussion sur ce sujet nous

renvoyons le lecteur a [66] et [50].

0.1 Problemes avec terme en gradient

Nous commencons par donner une description rapide des problemes avec
terme en gradient aussi appelés problémes avec terme du premier ordre, et une
description qui se veut non exhaustive de la littérature publiée dans ce domaine.
La littérature relative au sujet est vaste et s’étale sur les quatre dernieres décén-
nies, nous citreons a titre d’exemple quelques unes des références tout au long

de ce prologue. L’équation linéaire

—Au+ M =0b(x).Vu+ f(z) dans )
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Q) étant un domaine borné régulier de RY n’est autre que le probléme stationnaire

du probléme de convection-diffusion suivant
u — Au+ A = b(x).Vu+ f(x)

équation qui trouve son origine dans la description de différents phénomeéenes
physiques, en mécaanique des fluide ou en océanographie.

Si 'on considére le probleme linéaire plus général suivant

—div(A(x)Vu) + M = H(z, Vu) + f(z) dans Q
u € Hi(Q)

alors nous avons le théoréme suivant assurant ’existence et 'unicité :

Théoreme 0.1. Sous les hypotheses :
A(z) € L¥(Q)NN, A(z)é€ > a|¢”, pour un a > 0, et pour tout £ € RN (2)

feHYQ) (3)

il existe une fonction b € (LY (Q))V telle que
|H (2, &)] < [b(x)] (I§] +1) (4)

|H (z,&) — H(x,n)| < [b(x)][§ —n] ()

et soit A > 0. Le probleme (1| posseéde une solution unique.

Nous remarquerons que dans le théoréeme précédent le comportement de H
est au plus linéaire en gradient.

Si 'on s’interesse a un comportement superlinéaire en gradient nous avons
les résultats suivants

Considérons a présent le probléme -sur linéaire en gradient- suivant :

—div(A(z)Vu) + M = v |[Vul? + f(z) dans Q
u € HL(Q)
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1 < qg <2 v >0.Pour se convaincre de la difficulté et du changement qua-
litatif et quantitatif par rapport au cas du comportement linéaire en gradient,

présentons quelques exemples

Exemple 0.1. Soit  la boule unité de RY considérons le probléme

—Au = |Vu|? dans Q

6
u=0 sur OS2 ©)

sil4 % < q < 2, en plus de la solution triviale le probleme |[1|admet pour solution
_1
dans H}(Q), u(z) = M (|x\70‘ - 1) avec a = % et M = w Sig =2,

en plus de la solution triviale le probléme [1] admet pour solution dans H] (),

u(x) = M [log |z[|.

L’exemple précédent montre que dans le cas d'une dépendance non linéaire
du terme de premier ordre, I'unicité n’est plus garantie -et donc le lemme de com-
paraison lui non plus n’est plus valable- dans Hj(£2). Le premier enseignement
a en tirer est que que ceci n’est pas di a la régularité de f, vu que f = 0 dans
I'exemple. En réalité la non unicité est dii au fait que H}(Q2) n’est plus I'espace

naturel pour la recherche de solution. On y reviendra plus tard.

Exemple 0.2. Considérons a présent I’exemple

—Au = |Vu|* + M\f(z) dans Q

7
u=20 sur 0f) @)

alors le changement v = e" — 1, permet de transformer le probleme [7] sous la

forme

—Av=MAf(z)(1+v) dans
u=0 sur OS2

2 i
Soit Ay = In f{%;gp € C°(2)}, la premiere valeur propre du laplacien
associée a f sous les condition de Dirichlet. Si I'on choisit A telle que 0 < A\; < A

donc par le principe du maximum wu > 0; et par suite v > 0 est telle que

—Av=Af(z)(14+v)> M\
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ce qui est impossible par la définition variationnelle de la premiére valeur propre.

Donc si Ay < A le probléme [7] ne posséde pas de solution.

Ce dernier exemple montre que hormis 'unicité, I'existence elle aussi peut
étre perdue dans le cas de probleme linéaire avec comportement superlinéaire en

gradient.

Exemple 0.3. Considérons a présent ’exemple suivant

—Au = |Vul*+ f(z) dans Q

8
u=0 sur 02 ®)

avec 1 < ¢ < 2 et f > 0. Supposons que admette une solution essayons
d’obtenir des estimations sur f. Utilisons |p|¢ comme fonction test dans (1)) avec

peCP(), et ¢ = qfql; on obtient alors
d [ VuVelelt iz = [ [Vul? ol dz + [ f@)lel?da
Q Q Q
on applique alors I'inégalité de Young au premier membre de I'égalité
[ Vuvelel' e < [ 1Vul? gl de+ € [ Vol do
Q Q Q
donc f doit étre telle que

[1@)lelfdr < ¢ [ 196" da (9)
Q Q

La derniere condition @ n’est pas triviale, loin de la, pour se convaincre de
la non trivialité de celle ci il suffit de considérer une fonction constante f, alors il
est intuitif que cette constante ne peut étre arbitrairement "grande" ce qui rejoint
la conclusion du deuxieme exemple. La condition @ fera couler beacoup d’encre,
et trouve plusieures variantes faisant appel parfois aux espaces de Morrey mais
aussi & la tres remarquable et remarquée notion de capacité [71].

L’indice ¢* = 1 + %, est un indice critique en effet pour ¢ < ¢*, I'existence
et I'unicité de solution sont garanties. Par contre pour ¢ > ¢* cela n’est plus
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vrai comme le montre les exemple précédent Hormis les problemes élliptiques
avec dépendance linéaire en gradient, il n’existe pas de théorie générale traitant
des problemes avec terme du premier ordre, mais Il existe plusieurs résultats
relatifs aux problemes elliptiques avec dépendance sur linéaire en gradient nous
citerons par exemple [3], [1], [29], [56], [70], et pour une approche par la théorie du
potentiel des problémes avec terme en gradient ; nous citerons en particulier [71].
Suite a I'étude des problemes précédents, sont apparus de nouveau problemes
elliptiques avec terme en gradient et singularité nonlinéaire dont les plus simples
représentants sont :
—Au+ |Vu|! + L = Nf(2,u) dans Q

e (10)
u=0 sur OS2

avec f(z,u) une fonction réguliere et sous linéaire. Ces problemes ont été traités
par V. Radulesciu et al. dans une série d’articles publiés de 2003 & 2007, nous
citerons entre autres [62], [63] et [54]. Il existe aussi d’autres types de problémes
ou la singularité non linéaire est placée multiplicativement par rapport au terme

en gradient :
—Au + ‘Vuﬁf,'q = \f(xz) dans (1)
u=0 sur 0SY;

ces problemes on été traité par plusieurs auteurs, nous citreons par exemple [22],
[23] et [24], et en particulier lorsque le terme en gradient est placé comme terme

de réaction, nous citerons le travail de Abdellaoui et al [6].

0.2 Quelques inégalités pratiques

Nous allons présenter quelques inégalités, algébriques et fonctionnelles qui

seront utilisées dans cette these :
Inégalités algébrique

Soit &, & € RN, alors
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1) sip<2,
P g P e (P2 B 62 — &I
|€2| |£1| p|§1| <€1752 €1> > C(p) (’52’ + |€1‘)27p' (12)
2) sip>2,
C
[EoP — &P = pl& P26, & — &) > o <£?)1 & — &P (13)

Inégalité de Hardy

p
My [ < [ [VoPdr, pour toute 6 ¢ WiP(©),
Tla |zp Q

ot la constante Ay, = (%)p est optimale et n'est jamais atteinte.

Inégalité de Picone

Soit u € Wy (Q), u > 0 et soit v € Wy” (), —A,v > 0; alors
P uP
/|Vu| dr > /F(—Apv) dx
0 0

L’inégalité suivante est une inégalité faible de type Harnack , ce sera un outil
efficace pour I'obtention d’estimations locales, on renvoie a [9] pour la démons-

tration.

Lemme 0.1. Soit h € L>®(£2) et h > 0 une fonction positive, soit v solution
positive de
—A,v = h(z), dans Q
v=0 sur o

alors pour tout B, C € telle que By, C €, il existe une constante positive

c=c(r,N,p) telle que

v ()
(dist(z, Q)P Zc / hy)dy, Yz € Q.

2r

Tout au long de cette these nous serons amenés a composer avec des données

dans L', ce qui impose d’utiliser des notions spécifiques de solutions.
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0.3 Le cas elliptique

0.3.1 Sur la notion de solution
Définition 0.1. Soit le probléme

—div(a(z,u,Vu) = f dans Q,

(14)
u=20 sur 0,

otl 2 est un domaine borné régulier de RV ; et a : © x R x RY — RY est une

fonction de Carathéodory vérifiant :

a(z,s,6)¢ = alfl”, a>0 (15)
ja(w, s, )| < [1E7" + [s"" +ao(@)],  ao(x) € L7 (R) (16)
(a(z,s,8) —alx,s,m),§ —n) >0, E#£n pp, VseR VE neRY (17)

ou, f € L'(Q), on dit que u est une solution obtenue comme limite d’ap-

proximation (SOLA) du probleme (14)), s’il existe deux suites
fn€L>®(Q), fo — f fortement dans L' ()

U, € Wy (Q), u, — u p.p dans Q

telles que

—div(a(z, Uy, V(u,)) = fn dans D' ()

Théoréme 0.2. Soit f € L' (Q), alors le probleme admet une solution

obtenue comme limite d’approximation, u € Wol () pour chaque 1 < ¢q <
N(p—1)

N-1

Pour un exposé plus détaillé sur la notion de (SOLA), on renvoie le lecteur a

7], [771, [94] et [52).

Définition 0.2. Soit f € L' (Q). Une fonction mesurable u :  — R, vérifiant

la condition Ty (u) € Wy (Q) pour chaque k > 0, est dite solution entropique -
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ou solution au sens d’entropie- du probléeme si est elle vérifie I'inégalité

/a(a:, u, Vu)VTi(u — ¢)dr < /Tk(u — ) fdz
Q QO

pour tout k > 0 et pour toute fonction ¢ € Wy (Q) N L*® (Q).

Théoréme 0.3. Soit f € L'(Q), alors le probleme admet une unique

solution entropique.

Nous renvoyons le lecteur a [49], [39] pour de plus amples détails sur la notion
de solution entropique.
Soit a présent f = u, une mesure de Radon a variation bornée. On appelle

p — capacité d'un compact K C () par rapport a € le réel

cap,(K, Q) = inf{ [ [VolFio € G0 = e,

ou g est la fonction caractéristique de K. Si U est un ouvert de 2, on définit

alors sa p — capacité par
cap,(U, Q) = sup{cap,(K,Q), Kcompact, K C 1},
et la p — capacité d’'un sous-ensemble quelconque B de €2 est alors définie par
cap,(B, Q) = sup{cap,(U,Q?), Uouvert, B C U}.

Une mesure g est dite absolument continue par rapport a la p — capacité, si elle
est telle que p(B) = 0 pour chaque B C (2 tel que cap,(B, ) = 0. D'un autre
cOté une mesure g est dite singuliere par rapport a la p — capacité si elle est

concentrée en un ensemble de p — capacité nulle.

Proposition 0.1. [58] Toute mesure de Radon p & variation bornée dans € se
décompose de manieére unique g = o + ps, fo €tant absolument continue par

rapport a la p — capacité et us singuliere par rapport a la p — capacité.

Définition 0.3. Soit a présent f = u, une mesure de Radon a variation bornée.

On dit que la fonction mesurable u est une solution renormalisée du probléme
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si elle est finie p.p, telle que Vk, Tj,(u) € Wy ; et pour toute fonction continue

dans €2 on ait

1
lim— a(r,u, Vu)Vgpd:v:/godu:
n N J{n<u<2n} Q
et
1
lim— a(x,u,Vu)Vgod:c:/godu;
N J{-—n<u<-2n} Q
et

/Qh(u)a(x,u, Vu)Vgodx—i—/ﬂh'(u)a(az,uVu)Vugpdx:/ngh(u)duo

pour chaque h € WhH (Q)NL> () et chaque p € WP (Q)NL> (Q), telles
que h(u) € Wy ().

Théoréme 0.4. Soit f = p une mesure de Radon a variation bornée, alors le

probléeme ([14)) admet une solution renormalisée.

Pour une lecture plus approfondie, relative a la notion de solution renorma-

lisée et problemes avec données mesures, on citera [49], [80] et [52].

Remarque 0.1. La notion de solution entropique est confondue avec la notion
de solution renormalisée, lorsque f € L', pour un exposé plus détaillé sur la
notion de solutions, et la relation entre les différentes notions de solution, que se
soit dans le cas elliptique ou parabolique, on conseille au lecteur de voir [86] et

I53].

0.3.2 Principes de comparaison

L’existence ou I'absence d’un principe de comparaison, facilite ou complique
énormément 1’étude d’un probleme elliptique ou parabolique, et en particulier
si I'approche utilisée est non variationnelle. On utilisera a plusieurs reprises le

principe de comparaison suivant

Théoréme 0.5. Principe de comparaison Soit 1 < p et soit f une fonction
f(=,3)

sp—1

positive continue telle que est décroissante pour s > 0. Si u,v € Wol P(Q)
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sont telles que
—Apu > f(z,u), u>0in€Q,

(18)
—Ap < f(x,v), v>0in,

Alors v > v in Q.

Ce théoreme est di a Abdellaoui et Peral [9], dans sa version générale, le cas
p = 2, a été introduit par Brézis et Kamin [46]. Nous allons & présent présenter
I’analogue du principe de comparaison précédent, ou la I'opérateur p-laplacien

est perturbé afin d’obtenir un opérateur fortement non dégénéré.

Sur un lemme de comparaison pour opérateurs non dégénérés

1’;53)1 1, ou 1 < p. Supposons

Lemme 0.2. Soit f une fonction -positive- telle que

que u,v € WyP(Q) N CY(Q) sont telles que

—L.u> f(u), wu>0dans Q,
—L.v < f(v), v >0 dans .

ou —L.u = —div((e + |Vu|2)L52Vu). alors u > v dans Q.

Démonstration. Sans perte de généralité nous allons supposer que € = 1, pour

simplifier remplagons L. par L. De ([19) nous avons

“Lu, Lo f@) [

+ .
wup—t  pp—l T o1 pp-l

multiplions cette derniere inégalité par (vP — uP)™

[CE L Dw—wy > [ S0y

up—1l  gp-l up—1l  gp-l

_ /[ f(u) f<v))(1)p o up)Jr'

v>ul up—1 (T

par les hyptheses émises sur f nous permet de conclure a la positivité du dernier

terme dans l'inégalité précédente. Posons w = (vP — u?)", Vw = p(vP" Vo —
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P~V u) X[u>q, ainsi nous obtenons

—Lu Lv
f, G+ )
o \upl vp—l

= [ @+ VU (Vu, V(-

) = [ (L Vo) (T, V()

p=2 uP~ 1Vw— p— DuP2wVu
= [P o )
o P2 V"W — (p — 1)vP 2wV
— [ 1+ 7o) (T, e )
vP~! p=2
= / p—= 1+ [V’ )T (Vu, Vo) — (p 1) (1+|VUI )7 |Vl
QN[v>u]
= [ a4V Tup]
QNv>u)
+ [ b )5 (o, V) — (p = 1) (1 4+ [Vol) 7| Vo]
QN[v>u]
= [ A+ VP Vel
QN[v>u]
= / Ki(x)dx + / Ky (x)dx.
QN[v>u] QNv>u)

Comme u > 0 et v > 0 dans €2, alors si |Vu(x)| = 0, il en résulte que K,(z) =0,

d’un autre coté si [Vu(x)| > 0, on obtient

(1+ |Vu?)=

Kl(x) = |Vu|1’—2

vp ! vP
— | VuP=?(Vu, Vo) — (p — 1)—|Vul? — |[Vul’).
ub

L’utilisation de I'inégalité de Picone nous permet de conclure que K; < 0, idem

que Ky <0, donc

—L L
/( u+ U)UJSO
Q

up—1l  gp-l

et donc comme conclusion nous avons

) J0)
| =S — ) <0,

N[v>u] up~—1 Pl

Mais sur I'ensemble [v > u], L4 — L& > 0 donc |[v > u]| = 0. O

Remarque 0.2. Nous obtenons exactement le méme résultat si la fonction f est
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f(z,u) 1

remplacée par une fonction continue positive f(z,u) telle que <55

Le résultat suivant est une conséquence du Lemme [0.2]

Corollaire 0.1. Supposons que f : Qx [0, +00) est une fonction Holdérienne telle

z,t _
f(@.1) est décroissante pour tout z € Q et t > 0 et telle que lim £ () —
tr—1 t—4oo ¥

que

0 uniformément pour tout = € Q, alors le probléme

—Lu = A\f(z,u) dans €,
u > 0 dans Q, (20)

u ‘GQ: 07

possede une unique solution pour chaque A > 0.

Remarque 0.3. Comme conséquence au résultats précédents nous pouvons

conclure que pour tout A > 0, le probléeme

—L.u = Af(z,u) in Q,
u > 0 in €, (21)

u |an=0,

possede une unique solution w. pour tout € > 0. par les proprietés de f, il
n’est pas compliqué de montrer que w, — w fortement dans W, (Q) , ott w est

I'unique solution du probleme

—A,w = Af(z,w) dans €,
w > 0 dans (2, (22)

w |8Q: 0.
Il existe aussi un autre principe de comparaison, di a Alaa-Pierre; qui est
tres utile dans les problemes avec laplacien et terme en gradient

Théoréme 0.6. [I8] Soit a : @ — RN une fonction vectorielle telle que a €
LNt (Q), ¢ > 0. Soit w € Wy (Q) telle que

Aw € L'(Q)
aw—Aw < aVw dans D (Q)
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alors w <0

Nous n’avons pas connaissance de l'existence, du pendant du lemme précé-
dent, lorsque le laplacien et remplacé par le p-laplacien. Ceci étant dit; nous
présentons le résultat de comparaison qui semble étre le plus général, pour les

probléemes comportant le p-laplacien et un terme de premier ordre.

Sur le Lemme de comparaison de Porretta

Ce premier appendice est dédié a la description des résultats obtenus dans

[84]. Considérons la classe de problémes elliptiques suivants :

—div(a(z,Vu)) + H(z,Vu) = f(x) dans Q

(23)
u=>0 sur 0f)
en gardant en téte que le modele auquel on aspire n’est autre que

—Apu+ |Vu|? = f(xz) dans Q
u=>0 sur 0f)

avec ¢ < p.

e Y \ N( _1)
Théoréme 0.1. Sous les hypotheses, ¢ > ==+, 1 <p<2et

f=h) +div(f() on fie M@ et foe (V@) (24)
a(@,&) —a(em) (E—m) > a (=) T le=aP , a>0  (25)

a(z,0) =0 (26)
a(a, ) < 8 (k@) + [€F7Y) . B>0, k(x) e L7(®) (21)

[H(x,6) = H (z,m)| < 5 (b(x) + €]+ Inl* ) 1€ =, (28)
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v >0, b(z) € L"(Q), (29)

N(g—(p—1))

qg—1

oul < qu—l—i—%etrz (ou r=o00siqg=1).(30)

Si u et v sont respectivement une sous et une sur-solution (renormalisée) de (23)),

vérifiant le critére de régularité suivant

_— L2(()) o 1y e wiee), g NP la—(p—1)
(L4 [ul) " u e W (@) et (1+ [v])" v e W™ (Q), Py P (31)

alors u < v dans f).

Théoreme 0.2. Sous les hypotheses, g < N]E,pjll), 2 — % <p<2et , ,
, de plus

[H(z,&) = H (z,m)| < v (blx)+ €1+ nl*) 1€ =l (32)

v >0, b(z) € L"(Q),

N(p—1)
r>N(p—1)—(N—1) et 1 <g<

N(p—1)
(N—-1)

Si u et v sont respectivement une sous et une sur-solution (renormalisée) de

, alors © < v dans .

Théoréme 0.3. Sous les hypotheses, p>2, ¢> 5+ (]’\’,__11) , , et

0w, &) —a(e ) € —n) = a (14 62+ 1P) T le=nl®, a>0

[H(z,6) = H (x| < v (blx)+ [ + ") 1 =nl, v>0, (33)
b(x) € LN(Q)ofllqug—i—%. (34)

Si u et v sont respectivement une sous et une sur-solution (renormalisée) de (23)),
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vérifiant le critéere de régularité suivant

(N-p)(¢2-%)

P11
(35)

(1+ |u|)671u € Wol’p(Q) et (1+ |v|)aflv € Wol’p(Q), 7=

alors u < v dans ().

0.4 Le cas parabolique

Nous allons a présent donner quelques définitions relatives aux problémes

paraboliques [34], [35], [36], [37], [49], [53] et [52].

0.4.1 Sur la notion de solution

Définition 0.4. Soit le probleme parabolique

u — div(a(x,u, Vu) = f dans Qpr = Q x (0,7
u(z,t) =0 sur 99 x (0,7) (36)
u(z,0) = ug(x) dans 2

ott © est un domaine borné régulier de RY ; et a: Q x (0,7) x R x RY — RY

est une fonction de Carathéodory vérifiant :

a(z,t,8,)>alél’, a>0 (37)
la(z,t,5,6)] < vih(e, ) + |77+ [s["), v >0, h(z,t) € L¥(Qr)  (38)

(a(z,t,5,6) —a(x,t,5,n),E—n) >0, E#n pp, Vt€(0,T) VseR,VE neRY
(39)
ot f € L (Qr) et ug € L? (). On dira que u est une solution faible de (36
siue C(0,T); L2 (Q)NLP((0,T); Wy (Q)) telle que

T
—/ uogo(O)dx—/ ug&tdt—i—// a(x,t,u,VuV)cpdxdt:// fodzdt
Q 0 T Qr

pour chaque ¢ telle que ¢ € LP((0,T); Wy (Q)) et o, € LP((0,T); W1 (Q))



18 INTRODUCTION

vérifiant ¢(T") = 0.

Définition 0.5. Soit f une mesure de Borel bornée, on dira que u est une solution

au sens des distrubutions de siu € LY((0,T); Wy (Q)), Vu € L' (Qr) telle

que
—// ugptdxdt—i-// a(x,t,u, Vu)Vodrdt = // wdf
Qr

pour chaque ¢ telle que ¢ € C®(Qr),et ¢ = 0 dans un voisinage de 9 X
0, YU xA{T})

Définition 0.6. Soit f € L' (Qr) et up € L' (2) ,on dira que u est une solution
au sens d’entropie de siu e C([0,T]; L' (Q)) et Tp(u) € LP((0,T) ; Wy” ()
pour tout k > 0, telle que pour chaque k£ > 0

/@k u—¢ da:—/@k Uy — )(T)dx+/0TgptTk(u—g0)dt

+// ax,t,u,Vu)VTk(u—gp)dxdtg//Q fTi (u — ) dadt,

pour toute ¢ € LP((0,T);Wy? () NC([0,T];: L' (Q)NL*® (Qr) telle que
e LV ((0,7); W1 (Q)) + L' () ; ott Oy (s) = /0 " (7) dr.

Définition 0.7. On dira que u est une solution renormalisée de si elle est

telle que
we L2((0,7); L' ()

Ti(u) € LP((0,T) ; Wy * (Q)) pour tout k > 0

lim |Vul|f =
"0 J{n<|ul<2n}
et pour toute fonction S € W2 (), C! par morceaux telle que S’ est & support
compact on ait
0S(u)
ot

— div (a(z, t,u, Vu)S'(u)) + S"(u)a(z, t,u, Vu)Vu = fS(u) dans D'(2)
S(u)‘(t:m = S(ug) dans Q
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0.4.2 Lemme de comparaison

Théoréme 0.7. [17]
Soit u, v € C((0,T); L*(Q)) N LP((0,T); Wy*(R)), pour un p > 1, avec |u; —
Au| € LY(Qr) et |v,—Av| € L' (7). Soit une fonction de Caratheodory H(z, t, s)

telle que, H(z,t,-) € C*(IRY) pour chaque (z,t) € Qp avec sup |V, H(z,t,s)| =
s€RN

N 1
h(z,t) € L*([0,T); L**(2)), pour p, r > 1 et 5 + — < 1. Supposons que u et v
p T

vérifient
w—Au > H(x,t,Vu)+ fin Q, vy —Av < H(zx,t,Vv)+ fin Q,
u(z,0) = wo(z)in Q, v(z,0) = wvo(z) in Q,

(40)
ou f € LY(Qr), ug,vg € LY(Q) et vo(z) < up(x) in Q. Alors v < u in Qp.

Lorsque le laplacien est remplacé par le p-laplacien, aucun principe de com-
paraison analogue au précédent n’existe, d’ou la difficulté a étudier les problemes

parabolique avec p-laplacien et terme en gradient.

Remarque 0.4. Dans cette thése nous nous sommes limités au cas des conditions
aux bords de type dirichlet, mais il existe aussi des résultats analogues relatifs
au problemes avec conditions de Neumann, nous invitons le lecteurs désirant se

documenter sur le sujet a voir [20], [31] et [8F].



20 INTRODUCTION

Cette these a pour objectif I’étude de certains problémes elliptique et pa-
raboliques ; mettant en interaction un opérateur non linéaire le p-laplacien, un
terme en gradient aussi appelé terme du premier ordre, et un terme singulier ; le
but étant d’obtenir des résultats d’existence et de non existence. Les méthodes
utilisées sont des méthodes non variationnelles basées sur la construction de pro-
blemes approximants réguliers et plus simples a étudier, dont les solutions vont

converger vers la solution du probléme initial.

Les deux premiers chapitres sont dédiés a 1’étude de problemes elliptiques avec
terme en gradient et singularité nonlinéaire. Le troisieme et le quatrieme chapitres
quant a eux sont consacrés a 1’étude de problemes elliptiques et paraboliques avec

un terme singulier consistant en un poids de Hardy.

0.5 Description du chapitre 1

Nous allons décrire les motivations et les travaux a l'origine du chapitre 1,

ainsi que les méthodes utilisées pour traiter la problematique proposée.

On appelle équation de Lane-Emden-Fowler, toute équation du type
—Au = V¥(z,u,Vu) dans 2
assujettie aux conditions
u >0 dans 2, et u =0 sur 0f2

ou ¥ possede une ou plusieures singularités. Ce type de problemes singuliers
trouve leur origine dans la description de plusieurs phénomeénes physiques, mais
plus particulierement dans la modélisation en chimie de la catalyse hétérogene

et la catalyse cinétique.

Dans le Chapitre 1 on s’interesse a étudier 'existence et la non existence de
solution pour une version nonlinéaire de 1’équation de Lane-Emden-Fowler, soit

le probleme :
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—Apu+g(u)q(d(z)) =x|Vul” + Af (z,u) dans Q,
u>0 dans €, (41)
u=20 sur 0f,

Inspiré par une série d’articles ([62], [63] et [54]) de V. Radulesciu et al. parus
durant la période 2003-2007, traitant des problemes

—Au=+g(u)q(d(z)) =% |Vul”" + A\f (z,u) dans Q,
u>0 dans Q, (42)
u=20 sur 0f),

ces problemes décrivent un phénomeéne chimique comme cela est décrit dans
[54], la méthode utilisée est la méthode de sur et sous-solution, méthode que
nous reprendrons dans le chapitre 1, d’ailleurs nous concerverons la méme forme
de sous solution et sur-solution par contre le principe d’itération, s’avere étre
plus ardue, nous adapterons des résultats partiels et éparses diis a Poretta pour
généraliser les résultats obtenus par V. Radulescu et al., nous ferons aussi une

étude pour une plus vaste classe de fonctions f.

On démontrera que sous la condition fl q(t)g(t)dt = +oo, le probleme étu-
dié ne possede pas de solutions. Lorsque (l]e terme en gradient est placé comme
terme absorbant, on démontrera que si } q(t)g(t)dt < 400, alors sous certaines
conditions sur ¢ , get f,etsi 0 < v 0§ p, alors il existe un A\* > 0 telque le
probléme possede au moins une solution entropique u € Wol P(Q) pour A > \* et

ne possede pas de solution si A < \*.

Lorsque le terme en gradient est placé comme terme de réaction, on obtiendra

des résultats analogue, mais uniquement pour 0 < v <p — 1.

0.6 Description du chapitre 2

Le chapitre 2 a pour objectif de généraliser le résultat obtenu par Abdellaoui

Giachetti Peral Wallias [5] pour le probleme
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—Au =u|Vu|! + A\f dans Q

(43)
u=0 sur 02

en remplacant le laplacien par le p-laplacien. Les techniques utilisées sont des
techniques non linéaires ce qui fait que ce probleme se prete a la généralisation
au probleme

—Apu = ui|Vul|?+ Af dans Q

(44)
u=0 sur 02

par contre il reste - comme précédemment - une difficulté majeure, a savoir
I’absence d’'un lemme de comparaison. Pour ce faire on adaptera comme dans le
chapitre 1 un résultat de Poretta.

On commencera par étudier le cas f € L™ () et ga < 0, ou 'on démontrera
I'existence d’une sursolution (radiale), et on procédera par approximation. On

obtient plus précisemment les résultat suivants :

1. Si fe L™() et gla+1) <1, alors il existe une solution indépendamment
du choix de || f]|o. Par contre si g(a+ 1) > 1, on devra supposer que \ est

suffisamment petit pour assurer ’existence de solution.

2. Siqa < —1 on démontre I'existence d’une solution distributionnelle positive

pour tout f dans L.

3. Si —1 < ga < 0 sous certaine hypotheses sur f, on démontrera que in-
dépendamment du choix de A, le probleme en considération possede une

solution positive.

4. On généralisera le résultat de multiplicité obtenu dans [3] pour la cas ¢ = 2

avec 2a € [—1,0).

0.7 Description du chapitre 3

Dans le chapitre 3, sera étudiée 'existence et la nonexistence de solution du

probleme
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p—1

U
—Autul =\
(Pi) ? |$|p

u=1>0 sur 0f),

+ h dans €,

ot  est un domaine borné de RY, contenant l'origine, N >3, 1 <p < N, ¢ >
p — 1 et h sont des fontions mesurables positives, vérifiant certaines hypotheses
qui seront spécifiées ultérieurement. Le but étant d’étudier I'interaction entre le
terme uf, qui sera placé en réaction ou en absorbtion, et le poids de Hardy. Nous
avons aussi dans l'esprit d’étudier le cas stationnaire du probléeme parabolique
qui sera traité dans le chapitre suivant.

On peut résumer les résultats obtenus, dans les deux points suivants :

1. Si u? apparait comme terme de réaction, alors on montre I'existence d’'un
exposent critique ¢4 (), tel que pour ¢ > ¢4, le probleme considéré ne
possede pas de solution distributionnelle positive. Si ¢ < ¢, on démontre

I’existence de solution, sous des conditions sur h.

2. Si u? apparait comme terme absorbant, alors on démontre I'existence d’un
g« tel que si ¢ > q., le probleme considéré possede une solution positive
pour tout A > 0 et pour tout h € L'(Q). L’optimalité de ¢, est démontrée,

dans le sens ot, si ¢ < g, il y a non existence de solution pour A > Ay,,.

0.8 Description du chapitre 4

Le chapitre 3 est consacré a I’étude de problémes parabolique,

p—1

(u?)y — Apu = AL

[P
u >0 et u(x,t) =0sur 92 x (0,7, (45)
u(z,0) = up(x) dans €,

+u?+ f(x,t) dans Q x (0,7),

il y’a ici deux types de difficultés, un probleme p-laplacien parabolique et un
probleme dit doublement nonlinéaire, au départ ce sont deux probléemes séparés,
mais on remarquera que les mémes idées s’appliquent aux deux problémes. Les

problemes étudiés sont fortement liés aux inégalités de Hardy de Picone et de
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Harnack suivante
Inégalité de Harnack
Soit u supersolution faible et positive de (u?~1), — Ayu = 0 dans R = Bs(zg) X
(to—p, to+5) C 2x(0,T). Alors il existe une constante positive C' = C(N, 4, to, )
telle que
/_ u < C essinf u,

R+
avec R~ = Bg(xo) X (tg— 3B,tg — 18) et R* = B%(mo) X (to+ 18, t0 + ).

On se retrouve devant la configuration " Harnack+Hardy=bolw up" observée
pour la premiere fois par Abdellaoui et Peral, voir par exemple [10].

Nous montrerons |’existence d'un exposent de Fujita dans le cas général A > 0.

Lorsque 6 = 1, le comportement de 'opérateur principal dépend des deux cas

p<2oup>2.

1. Dans le cas ou p > 2 et A > 0, et sous des conditions convenables sur
up et f, on démontre 'existence d’un exposent critique g, (\) tel que si
q > q(\), aucune solution - dans un sens convenable- n’existe, ce qui marque

la différence avec le cas A = 0.

2. Sip < 2, nous obetenons un résultat d’existence et méme dans certains cas

I’extinction en temps fini.

Ces résultats font suite a ceux obtenus dans [61] et [17].

olt Q est soit un domaine régulier borné contenant l’origine ou Q = RY,
1<p< N,q>0et @ est soit égal a 1 ou égal a p — 1.
[ et ug sont des fonctions positives telles que f € L'(Q x (0,7)) et ug € L'(Q).



Chapitre 1

Une version nonlinéaire de
I’équation de

Lane-Emden-Fowler

Ce chapitre est le développement de I'article [78].

1.1 Introduction.

Ce chapitre est dédié a I’étude d’un probleme elliptique faisant intervenir
d’'une part le p-laplacien A,u := div(|Vu[P72.Vu) nous renvoyons le lecteur a
[50] pour une vaste description des proprietés de cet opérateur ; d'une autre part

un terme singulier et un terme en gradient

—Apu+g(u)g(d(z)) =x|Vu|”" + \f (z,u) dans Q,
u>0 dans Q, (1.1)
u =0 sur 0,

ot Q est un domaine bornée de RY | d (z) = dist (z,00), A >0, 0 < v < p;
Nous conviendrons de placer ce probleme sous le vocable probleme de Lane Em-
den Fowler nonlinéaire.

La fonction ¢ est supposée positive strictement décroissante et telle que g €
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C' (0, +00) avec
lim g(t) =+o0 (1.2)

1
clairement les fonctions g(s) = -5 £ > 0, font partie de ce type de fonctions ce
s

seront d’ailleurs les fonctions modéles.

On supposera aussi que f : Q x [0, 4+00) est une fonction Holdérienne (Holder

continue) croissante vérifiant

z,t _
la fonction ¢ — f;p_’l ) est décroissante pour tout z € Q (1.3)
z,t z,t —
lim f(@,1) = 400 et lim f (1) = 0 uniformément pour tout = € Q (1.4)
t—0 tp1 t—ioo  tp—1

La fonction ¢ : (0,400) — (0,+00) quant a elle est supposée Holdérienne (

Holder continue ) décroissante.

Ces types de problémes ont été proposés par des chimistes, en particulier dans
I’étude de la catalyse hétérogene chimique et la catalyse cinétique chimique. Pour

une plus ample discussion sur ce sujet nous renvoyons le lecteur a [66].

L’idée de ce travail trouve son origine dans le papier [54] ou le p-laplacien est
remplacé par le laplacien (p = 2) I’équation est alors dite de Lane-Emden-Fowler
, nous citerons par exemple les travaux [62] et [63] pour différentes approches au
dit probleme, ce n’est pas un probleme completement purement théorique car il
trouve son origine en chimie. Nous ferons remarquer au lecteur que si le terme
singulier ¢ (u) ¢ (d (x)) est remplacé par u® avec a > 0 approche et les résultats

sont complétement différents nous renvoyons le lecteur a [13]

Nous avons repris les mémes idées de [54] pour faire I’étude du probléme a savoir
méthode non variationnelle consistant a construire une sous-solution et une sur-
solution et utiliser la monotonie de l'opérateur principal, sauf que l’extension
au p-laplacien rencontre une difficulté majeure aucun principe de comparaison
général et générique pour l'opérateur —A,u £ |Vu|” n’est établi, qui plus est le
comportement differe selon que ’on soit dans le cas p < 2 ou le cas p > 2, il est
a noter que pour le cas p < 2 le principe de comparaison n’est connu que pour r

P> J\Qf—fl Nous avons donc dii adapter des résultats partiels globalement inspirés
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de [54].
Ce chapitre est organisé comme suit, :

La section [I.2] est dédiée & I’étude du probléme ou le terme en gradient est

placé comme terme absorbant

—Apu+g(u)q(d(x)) +|Vul” = Af (z,u) dans Q,
u>0 dans ©, (1.5)
u=20 sur 0f),

sous 'hypothese }q (t) g (t) dt = 400 un résultat de non existence est démontré.
Il est a noter qug I’hypothése émise sur g, est essentielle, d’'un autre coté si g
est bornée, on peut alors obtenir I'existence de solutions par des arguments de
compacité. Dans le cas ol } q(t) g (t)dt < 400, en utilisant un argument de sous
et sur-solution on démont(;e I’existence d’une solution au sens d’entropie pour
A assez "grand'. Un résultat de non existence est démontré lorsque A prend des
valeurs assez 'petites", nous démontrerons ainsi par un argument de continuité
que 'ensemble des A € IR, tel que que le probléme possede une solution,
est un intervalle (A*, 00). Dans la sous section en plus de l'introduction de
la nonlinéarité induite par le p-laplacien nous proposons d’affaiblir les conditions
sur f en supposant que f(z,s) = s®*+ h ou h € L' () et a < p — 1, nous
démontrons l’existence de solution entropique.

Le probleme ou le term en gradient est placé comme terme de réaction est

étudié dans la section 1.3

—Apu+g(u)g(d(z)) =Af (x,u) + |[Vul” dans Q,
u>0 dans €2, (1.6)
u=20 sur 0f),

comme dans le premier cas, l'existence de la solution est démontré pour de
"orandes" valeurs du parametre et sous les hypotheses 0 < v < p — 1 et
fl q(t)g(t)dt < 400, et la nonexistence de solution est démontrée lorsque A
?)rend des valeurs assez "petites".

Un principe de comparaison et un résultat d’unicité relatif a 'opérateur stric-
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tement monotone —L.u = —div((6+|Vu|2)%Vu), e > 0 est donné en appendice,

ce résultat est une généralisation du résultat obtenu en [9].

Dans tout le chapitre nous utiliserons le trés pratique lemme de comparaison

suivant dont la preuve peut étre retrouvée dans [12].

Théoréme 1.1. Principe de comparaison Soit 1 < p et soit f une fonction

positive continue telle que fs (f_’f) est décroissante pour s > 0. Si u,v € Wy Q)

sont telles que
—Ayu > f(z,u), w>0dansQ, (L)
—Ayv < f(z,v), v>0dansQ, '

Alors v > v in Q.

On utilisera aussi a volonté les inégalités algébriques suivantes, le lecteur

pourra en trouver les démonstrations dans [93] et [76] ou encore [50]

Lemme 1.1. Soit &, & € RY, alors

1) sip<2,
& — lal —pler a6 — ) = Ol g
’ B (|&2] + [&1])>7
2) sip>2,
C
[EolP — &P — pl& [P, & — &) > o @1 &2 — &P (1.9)

Nous rappelons aussi la définition de la notion de solution au sens d’entropie

pour les problemes elliptiques.

Définition 1.1. Soit u une fonction mesurable, on dira que u € Ty""(Q) si sa
troncature Ty (u) € Wy () pour tout k > 0 out
ksgn(s) si |s| >k

Ty (s) = T (1.10)
s si |s| <k

Soit F € LY(R), alors u € Ty "(Q) est dite solution d’entropie - ou solution au

sens d’entropie- du probleme suivant
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Ayu = F dans (2,

(1.11)
U|8Q = 07
si pour tout k& > 0 et tout v € Wy(Q) N L>(Q) on a
/Q|Vu|p_2<Vu,V(Tk(u—v))) :/Q FTy(u— ). (1.12)

Ainsi on dira que u est une solution d’entropie du probleme ((1.5)) si
flz,u), g(u) q(d(x)), | Vul]” € L'()

et la définition précédente appliquée pour F(x) = Af (z,u) — g(u)q(d(x)) —
|Vul”. On recommande [30] pour plus de détails sur la notion de solution d’en-

tropie.

Parmi les conséquences de la définition si u est une solution d’entropie de

(1.5), alors a fortiori u est une solution au sens des distributions de (|1.5]).

1.2 Le terme en gradient comme terme absor-

bant

Dans cette section nous allons nous pencher sur le cas ou le terme en gradient

est placé comme terme absorbant, c’est a dire :

—Apu+g(u)q(d(z))+ |Vul” = Af (x,u) dans Q,
u>0 dans €, (1.13)
u=>0 sur 0f),

ou f vérifie les conditions (1.3 et (|1.4]) avec 0 < v < p, selon le comportement
intégral du terme singulier ¢ (¢) g (¢) nous allons montrer I'existence ou la non

existence de solution.
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1.2.1 Résultats d’existence et de non existence

Nous introduisons le résultat de non existence suivant

1
Proposition 1.1. Si [¢(t) g (t)dt = +o0, alors le probleme (1.13)) ne possede
0

pas de solution dans I'espace d’energie Wy (Q).

Démonstration. Par Pabsurde supposons que (1.13)) posséde une solution u, alors
—Apu+g(u)q(d(z) <Af(z,u).

Soit v I'unique positive solution du probleme

—Apv = Af (z,v) dans Q,
v >0 dans €2,
v=20 sur 0f2.

L’existence de v est assurée par la théorie variationnelle classique.
Par les proprietés de f et le principe de comparaison [I.1} on conclut que v
vérifie

v S CogOl S Cld (JI)

ol i la premiere fonction propre du p-laplacien, soit c¢’est la solution du pro-

bleme
—ANpo1 =M @1 |P 21 dans Q,
w1 >0 dans €2,
1 =0 sur OS2,

ou Cy, C sont deux constantes positives.
Une fois encore ["utilisation de nous permet de conclure que u < v. Considé-

rons a présent le probleme perturbé suivant

—Ajus +g(us+¢e)qg(d(xz)+¢e) =N (z,u.) dans Q,
ue. >0 dans €, (1.14)
u: =0 sur 0f2,

alors u et v sont respectivement sous-solution et sur-solution of (1.14)) ; la mo-



1.2. LE TERME EN GRADIENT COMME TERME ABSORBANT 31

notonie permet de conclure a I'existence d’une solution u, telle que u < u, < v.
avec u. € CH*(Q).

En intégrant 1’équation principale dans ((1.14)), on arrive a

_/glApUadlL‘—f—/gzg(UE—{—g)q(d(m)+€>dw

:/KMWQMSQ/UTM+@§Q/MHM+@:M
Q Q Q
ce qui permet de conclure que

o Ou,
_/aQ|Vu€|P 281;7d0+/gg(u€+e)q(d(x)—l—e)dx:M.

comme ‘?;j; < 0; sur 0f2 alors
/Qg(ug—l—a)q(d(x) +e)de <M

La décroissance de g nous amene a
/Qg(v+€)q(d(a:)+e)dx <M

par passage a la limite, en faisant tendre ¢ — 0 on obtient

|9 atd@)de<m

une fois de plus la monotonie de g et le fait que v < Cyd(x) nous permet de

conclure que
AQWM@»MM@ngM

1
ce qui contredit 'hypothese [ ¢ (t) g (t) dt = +o0. O
0

Supposons a présent que

/q@g@ﬁﬁ<+w, (1.15)

alors nous avons le résultat d’existence :
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Théoréme 1.2. Supposons que la condition ((1.15)) est vérifiée est que les condi-
tions sur ¢ , g et f sont satifaites. Si de plus 0 < v < p, alors il existe un \* > 0
tel que le probleme (1.13)) posséde au moins une solution entropique u € W, ()

pour A > \* et ne possede pas de solution si A < \*.

Démonstration. La démonstration est structurée en plusieurs étapes.

FEtape 1 : Construction de sous et sur-solution
Pour montrer 'existence de solution nous allons utiliser un argument de sous et

sur-solution ; pour cela considérons le probleme

—Ayw = \f (z,w) dans Q,
w >0 dans €2, (1.16)
w=10 sur 0f),

par les hypotheses émises sur f, le probleme possede une unique solution
w qui fournit par la méme occasion une supersolution a . La construction
d’une sous-solution s’avere étre une tache plus ardue, pour ce faire nous allons
nous inspiré de la tres élégante idée introduite dans [54] et inspirée par les condi-
tions de Keller-Ossermann. Soit u = Mh (cp;) ou M et ¢ sont des contantes
positives choisies ultérieurement et ou ¢; comme précédemment, désigne la pre-

miere fonction propre p-laplacian et h est la solution du probleme suivant :

W' (t) = q(h(t)) g (h (1)),
h' >0,
h >0,
h(0) =K' (0) =0,

1
notons que l'existence de h est assurée par la condition [q(t)g(t)dt < +oc.
0
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Donc u vérifie

Ly(u) = —Apu+g(u)q(d(x)+|Vul’
= M (Miek! (cp) 1 — (p = D) 1" (cp) (K (c1))" " [V )
+q(d () g (Mh (cpr)) + M"e [Vr]” (W ()"

Suppons que M > 1, alors Mh (cp1) > h(cpy) ce qui conduit a g (Mh (cp1)) <
g (h(cypy)), on obtient alors

Ly (w) < MP7\ich (cpr) @1 — (p— 1) MP7R” (cor) (B (cr))' 2 (Voo [P ¢
+q(d(x)) g (h(cpr)) + M " [V |” (B (cpr))”

< MMPTHH (epr)pr — (p — 1) MP q(h(epr))g(h(cpr)) (1 (cpn) )P 2 [Vipu |
+q(d(2)) g (h(cpr)) + M7 [Vr|” (I (1))

Comme h(0) = 0, par continuité de la fonction h on peut toujours choisir ¢
suffisamment petit de maniere a avoir h (cp;) < d(x) et par suite —q (h (cp1)) <

—q(d(x)), ce qui donne

Ly(u) < M MP™ R (1)1 — (p — 1) M~ q(d(x))g(h(cpn) /(B (cp1))* =2 [Vipn|?
+q(d (2)) g (h(cpr) + M¥¢” [Vipr]” (R (cgr))”

< q(d(2) g (h(ep)) [1 = (p—1) M7 (W (o))" |V P ]
+MPTIN el (epy) o1+ MY V| (W (ep1))”

Choisissons a présent M > 1 tel que
(1= (0= 1) MY (B ()" Vi ] < 0

comme %1_{% g (t) = 400, il en résulte que

A (q(d(z)) g (h(con)) L= (0= 1) M= (W (c0))" " [Vipn|” ] +

+MPIN N (1) o1+ MY e” [Veor|” (W (c1))”) = —o0.
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On peut alors conclure a l'existence d'un domaine Q¢ CC € tel que
L,(u) = —-A,u+g () q(d(z)+|Vul” <0< \f (z,u) pour tout & € O\ .

Maintenant pour z € w CC €2, on peut toujours choisir A assez grand de maniere
a avoir

L,(u) < \f(x,u) pour tout z € Q.

On en arrive a la conclusion que u est une sous-solution de ((1.13]).

Le théoreme permet de conclure que u < w.
Pour obtenir I'existence de solution il reste a utiliser un argument de monotonie
pour déduire I'existence de solution. Et comme aucun principe de comparaison
n’est connu pour ce type d’opérateurs comprenant le p-laplacien et un term de
premier ordre - nous le répétons car c’est la principale difficulté-, nous devons

donc composer avec plusieurs résultats partiels et pour différentes valeurs de p.

Les étapes 2, 3 et 4 suivantes sont dédiées a démontrer I'existence de solution
pour p < 2; mais pour différents intervalles de p et v; 'étape 5 est quant a
elle dédiée a I'étude du cas 2 < p; la sixiéme et derniere étape quant a elle et
consacrée a démontrer la non existence de solution pour de "petites" valeurs de

A

FEtape 2 : Résultat d’existence pour % <p<2etl<v<p-1+%
Le but de la manoeuvre est d’adapter a notre opérateur les Théoremes 3.1, 3.2 de
[84] qui sont en fait des principes de comparaison pour l'opérateur —A,u+|Vul|”
dans Vespace W, ? (). Introduisons la suite de fonctions {u, ey comme suit :

ug = u et pour n > 1, u,, est la solution de

_Apun + g (unfl) q (d (33')) + ’vun‘y = >‘f (x>un71) dans Qa
up >0 dans Q, (1.17)
Up =0 sur 0f,

Notons tout d’abord que grace au théoreme nous avons pour tout n > 0,
u, < w. De plus la suite {u,},en est croissante en n; en effet pour montrer la

croissance de {u, },en nous allons utiliser les Théoremes 3.1, 3.2 de [84].
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Par construction u; est solution de
—Apur + g (uo) ¢ (d(2)) + [Vur|” = Af (2, uo) -
par la définition de ug nous obtenons
—Apyug + |V |” > —Apug + |Vug|” .

donc par le principe de comparaison de [84] on conclut que u; > ug. Réitérons

et montrons que uy, > uq, comme u, satisfait a
—Apus + g (ur) ¢ (d(2)) + [Vua|” = Af (2,u1),
et puisque g est décroissante il en découle que
—Apuy + g (uo) ¢ (d () + [Vus|” = Af (z,u1),
comme précédemment on obtient alors
—Apus + |Vug|” > =Apuy + |Vuy|”.

Donc us > uy. De proche en proche et en réutilisant la méme méthode on dé-
montre la croissance de {u,}nen. Maintenant utilisons u,, comme fonction test
dans par les proprictés de f on obtient que ]unHW&,p(Q) < C, d’ou Dexis-
tence de u € Wy *(Q) telle que u,, — u faible dans Wy () et u, — u fortement
dans L7(Q2) pour tout ¢ < p*. Et comme u < u < w € L*(Q), donc u € L*(1)
et par suite u,, — u fortement dans L?(2) pour tout o > 1. Ce qui permet de
conclure que |Vu,|” — |Vu|” dans L'(Q); par 'hypothese faite sur v on peut
observer que v < p, utilisons a présent (u — u,,) comme fonction test dans

nous obtenons alors

p—2 _ p _
/Q|Vun| Vu,Vudz /Q|Vun| dx+/ﬂg(un_1)q(d(x))(u Up)dx

+/Q |Vu,|” (v — u,)dr = )\/Q f(z, un1)(u — uy,)dz.
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Le théoreme de la convergence dominée et les hypothese émises sur f, il vient

que

)\/ flzyup—1)(u — uy)de = o(1).
Q
L’utilisation de I'inégalité de Holder et par le fait que v < p on obtient

p—v

/Q]Vun|”(u—un)dx§(/ﬂ |vun|pdm)%(/g(u—un)%dx) > = o(1).

Nous nous intéressons a présent au terme [, g (u,—1) ¢ (d(x)) (v — u,)dz. On a
9 (tn-1)q(d(x)) (u—u,) — 0 p.p. in €.
Du fait que {u,}, est croissante en n on obtient
9 (tun-1) g (d(z)) (v —un) < Cg(u)q(d(z)),
par ([L.15]) et par la définition de u on obtient
| 9w a(d (@) dz < .
Le théoreme de la convergence dominée permet de conclure que
J, 9 (men) 4@ @) (= ) = o(1),
en combinant toutes les estimations obtenues jusque 1a on arrive a
/Q IVt [P~ 2Vt Vudar — /Q Vun|Pdz = o(1).
A présent I'utilisation de I'inégalité de Young donne

/Q\Vun|pd:z: = /Q]Vun\pJVunVudx—l—o(l)

< /vaunv’*l V| dz + o(1)

IN

—1 1
L/ yvun\uf/ IVl dz + o(1)
p Jo pJo
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SOoit
/ |Vu,|” dx S/ |Vul? dx + o(1)
Q Q

et par suite
/ |Vul? de < liminf/ |Vu,|” de < limsup/ |Vu,|” de < / |Vul? dx,
Q Q Q Q

donc ||un||W01,p(Q) — ||u||W01,p(Q) et 'on conclut & la convergence au sens fort.
FEtape 3 : Résultat d’existence pour 1\27751 <p<2etp—-1+L%<v<p
Afin de construire une suite monotone et d’étre toujours couvert par les théo-
remes [84] nous allons adopter une nouvelle forme de problémes approximants.
Comme i—i’l <p,doncp—1+ % >1on aalors que v > 1.
pour chaque n € IN* fixé, on définit la suite {v, x }ren comme suit : v, 0 = u

et pour tout £ > 1, vy, est solution du probleme

|Vvk’,nly .
_Apvk,n + g (Uk—l,n> q (d (I)) + W = )\f (ZL‘, Uk—l,n) mn Q,
Vg > 0 dans €2,
Vg = 0 sur 02,

(1.18)
Nous allons tout d’abord montrer la croissance de la suite {vy, brev en k et que

Uk < w pour tout & > 0. Pour alléger ’écriture nous allons noter

&

where &€ € RY,
L+ 2le ¢

H,(§) =
donc vy, vérifie I’équation
—Apvin + g (Von) ¢ (d(2)) + Ho (Vi) = Af (2,00)
Par la définition de v, on obtient

—Apv1 .+ Hy (Vo) > —Apvon + Hy(Vog);

comme v > 1, H, saitisfait les hypotheses requises dans le principe de compa-

raison [84], ce qui nous permet de conclure vy, > vg,. De la méme maniére et
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en réitérant le méme procedé on arrive a montrer que vy, > Vk_1,, pour tout
k € IN*. Maintenant nous allons appliquer la méme technique que 1’étape précé-
dente , on utilise vy, , comme fonction test dans et vu les proprietés de f on
obtient que HvkaW&,p(Q) < C, ce qui montre que u, € WyP(Q) vérifie vy, — u,
faiblement dans Wy(€). Par les mémes arguments de compacité utilisé dans
I’étape 2, on montre que vy, — u, fortement dans VVO1 P(QQ), et par la méme

occasion on a

Uk > Ugnt for all k> 1.

Donc u,, est une solution minimale pour le probleme

Vu,|”
—Apuy + g (uy) q(d(z)) + 1—1-’1]V|u|” =\ (z,u,) dans Q,
Up >0 dans (2, (1.19)
Up =0 sur 052,

avec U, < Upypq pour tout n > 1; donc u < u, < w € L>®(Q). Maintenant,
comme précédemment utilisons u,, comme fonction test dans on obtient
les mémes conclusions qui sont ||un||W01,p(Q) < C et lexistence d’une fonction
u € WyP(Q) telle que u, — u faiblement dans W,”(€). Si v < p, en reprenant
exactement le méme procédé on obtient que u, — u fortement Wy () et ainsi
I’existence de solution est démontrée.

Si v = p, les arguments de ’étape 2 nous permettent de conclure que
g (tun_1)q(d(x)) — g(u)q(d(z)) fortement dans L*(Q)

et
f(z,up_1) = f(x,u,_1) fortement dans L*(Q).

Posons k,(z) = f(z,u,—1) — g (u,_1), alors
—Apuy + | Vu,|P = ky(2)

avec k, — k = f(x,u) — g (u) fortement dans L'(Q2), I'utilisation des résultat de

[85] nous permettent de conclure u, — u fortement dans Wy (), le résultat en
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découle.
s . 2N
Etape 4 : Résultat d’existence pour 7 <p<2etl0<v<l1
Toujours pour étre dans les bonnes conditions d’application du principe de com-
paraison de [85] nous introduisant une nouvelle forme d’approximation en effet

posons

Qul€) = (16 + )" o € € Y,

et pour chaque n € IN* fixé, on définit la suite {v,  }rey comme suit : v, g = u

et pour k > 1, v, est solution du probleme

—Apk 4+ 9 (Vk—10) ¢ (d () + Qn(Vog,) = Af (2, v5-1,) dans €,
Vg > 0 dans 2, (1.20)
Vg =0 sur 0f2,

Comme précédemment on arrive a démontrer que v, < w pour tout k > 0;

car rappelons le @, satisfait aux condition du théoréme [84].

Nous allons & présent montrer que la suite {vy, }rev est croissante en k pour

chaque n fixé. Observons que vy ,, satisfait a I’équation

—Apvin + g (o) ¢ (d(2)) + Qu(Vvi,) = Af (2, 000)

et par définition de vy, nous obtenons que

_Apvl,n + Qn(vvl,n) > _Apvo,n + Qn(vvo,n)-

Encore une fois 1'utilisation du principe de comparaison [84], permet de conclure
que vy, > Vg, €t de proche en proche par le méme argument que vy, > Vk_1,

pour tout k € IN* donc {vg, }renw est croissante en k pour chaque n fixé.

Maintenant fixons k nous allons montrer que vy, < U ,+1. Par les proprietés
de f et g il est suffisant de montrer que vy, < v;,41. Par définition de vy, et

V1,n+1 Ol Q

_Apvl,n + Qn(vvl,n) = _Apvl,n—i-l + Qn-‘rl(vvl,n-f—l) S _Apvl,n—i-l + Qn(vvl,n—‘rl)‘
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'utilisation du principe de comparaison de [84] permet de conclure que vy, <

V1nt1, €0 réitérant le méme procédé on obtient que v, < Vg1 -

Finalement, 1'utilisation des mémes idées que les étapes précédentes va nous
permettre de conclure; en effet utilisons vy, comme fonction test dans ((1.20))
par les proprietés de f on obtient que HvkaW&,p(Q) < (C, d’ou l'existence de
u, € WyP(Q) telle que vg, — u, faiblement dans W,”(Q). Par les mémes
arguments de compacité utilisés dans les étapes précédentes on arrive a montrer

que v, — U, fortement dans Wol P(Q) et u, est la solution minimale de

gy + 9 (1) ((2)) + Qu(Va) = Af (2.,) dams O
Uy > 0 dans Q, (1.21)
Uy, = 0 sur 0f2,

avec U, < u,;1 pour tout n > 1. Il vient que u < u,, < w € L*(2). Encore une
fois 'utilisation de u,, comme fonction test dans on obtient ||u,| |W01,p(9) <
C'; d’ott existence de u € Wy P (Q) telle que u,, — u faiblement dans W, (Q).
Comme v < p, les mémes arguments que les étapes précédentes permettent
de conclure que u,, — u fortement dans W,?() et le résultat d’xistence est
démontré.

Etape 5 : Resultat d’existence pour 2 <p et v <p

L’absence de principe de comparaison pour notre opétrateur dans le cas p > 2,
nous impose d’introduire une perturbation non pas dans le terme en gradient mais
dans le p-laplacien lui méme ; nous introduisons alors pour € > 0 les problemes

perturbés suivants

—Lou+g(u)q(d(z))+|Vu|” = Af (z,u) dans Q,
u>0 dans €, (1.22)
u=20 sur 0,

avec

—Lou = —div((e + |[Vu|?) "z Vu).

un tel choix est toujours motivé par le fait que ce type de probleme possede un

principe de comparaison.
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Nous allons commencer par montrer que le probleme (2.11]) possede une so-

lution minimale u. au moins pour de "petites" valeurs de ¢ .

Fixons € > 0, on définit alors w. comme étant 1'unique solution du probleme

—L.w. = A\f (z,w.) dans €,
we >0 dans €, (1.23)
w. =0 sur 0€,

( La preuve de I'unicité est une conséquence du principe de comparaison présenté

en introduction. )
Il est clair que w. procure une super solution bornée de ([2.11)).

comme @1 € C»*(€), alors par continuité pour € 'petit' nous obtenons que

u = Mh (cp1) est aussi sous solution de (2.11]) avec g (u) ¢ (d (x)) € L*(2).

Maintenant fixons ¢ et considérons la suite {v, i }ren définie par : v,0 = u

et pour tout £ > 1, v, est la solution du probleme

—Levpn + g (Vk—10) ¢(d () + Dp(Vog,) = Af (2,06-1,) dans

Vg >0 dans Q, (1.24)
Vg =0 sur 052,
ou ,
[3

si 1 <v<p,
1+ e =P
Dn(g):

(Jel+2)y si v<,

il est clair que v, < w, pour tout k > 0.

Nous allons montrer que la suite {vg, }renw est croissante en k pour tout n

fixé, en effet observons que v, vérifie I’équation

—Lv1 + g (Vo) ¢(d (7)) + Dp(Vurn) = Af (7,00,) -

Par définition de vy, nous obtenons

_stl,n + Dn(vvl,n) Z _Lavo,n + Dn(vvo,n)'
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L’utilisation du principe de comparaison du Théoréme 4.1 dans [84], on obtient
que vy, > Vg, Ainsi par réiteration de la méme démarche on aboutit a vy, >

Uk—1,, POur tout k € IN* et la croissance de {vg, e en k est démontrée.

Utilisons vy, comme fonction test dans comme précédemment on ab-
tient que ||vk7n||W01,p(Q) < O, d’ott I'existence de u,, € Wy " () telle que vy, — u,,
faiblement I/VO1 P(€)). Par les mémes arguments de compacités que dans 'etape
2 on obtient que vy, — u, fortement dans Wol P(Q) et ainsi u, est la solution

minimale du probléme

—Leun 4+ g (un) q(d(x)) + Dp(Vuy,) = Nf (z,u,) dans Q,
U, >0 dans ©Q, (1.25)
Up, =0 sur 0,

il faut a présent passer a la limite en n.

Utilisons u,, comme fonction test dans ([1.25)) vu les proprietés de f et de g on
obtient que HUnHWOLP(Q) < O, d’on l'existence de u. € Wy (Q) telle que u,, — u,
faiblement dans W, ?(9).

Si v < p, par les mémes arguments de compacité que dans 'étape 2 et 1'util-
sation des résultats de [85] nous obtenons que u,, — u. fortement dans Wy ()

et u, la solution minimale du probleme

—L.u.+ g (us) q(d(x)) + [Vu | = Af (x,u:) dans Q,
u. >0 dans Q, (1.26)
u: =0 sur 0f),

Si v = p, on reprend alors les mémes arguments que dans ’étape 3 et les
résultats de compacité de [85] nous obtenens la convergence forte de la suite
{tn }nen. Donc lexistence d'une solution minimale de (1.26))est demontrée dans

ce cas aussi.

Reste a se débarasser de ¢ en le faisant tendre vers 0, il est a noter que la suite
{u.}. n’est pas nécessairement monotone en e. Utilisons u. comme fonction test
dans (L.26) comme précédemment on en arrive a la conclusion [[uc ||y 10y < C

et par suite u, — u faiblement dans W,™”(Q).
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Comme v < p, les mémes arguments de compacité utilisés plus haut per-

mettent de conclure & la convergence forte u, — u dans Wy () et u est solution

de
—Aju+g(u)g(d(x)) +|Vul” = Af (z,u) dans (2,

u>0 dans €, (1.27)
u=020 sur 0.

il est clair alors que u < u < w.

FEtape 6 : Résultat de non existence pour \ < \*

Pour completer la démonstration reste a prouver la non existence de solution
pour de petite valeurs de X - rappelons que nous avons eu besoin d’imposer que
A soit assez grand pour pouvoir construire la sous solution u = Mh (cy). Comme

conséquence a I'hypothese %ir% g(t) =400 ona
—

lim (f (z,t) —q(d(x)) g (t)) = —oc0, uniformément dans €2,

t—0

donc il va exister un certain ty > 0 tel que pour chaque 0 <t <ty on a

(f (x,t) —q(d(z))g(t) <O,

Suite a 'hypothese (1.3), nous avons

fla,t) —q(d(x)g(t)

tr—1 o
T, t . .
oum = m@x(f 7(fp_10) ), ce qui permet d’avoir
Q2 0

(f (z.t) — q(d(x)) g (t)) < mt"".

Posons A\g = min (1, 2’\711) et soit A < Aq fixé.
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Supposons par 'absurde que le probleme ({1.13]) possede une solution @, donc

—Api = Af (z,@) — g (@) q(d(x)) — |Va|’
< Af(z,a) = Ag (@) q(d(x) +(A=1)g(a)q(d(z))
< A(f(z,a) —g(a)q(d(z)))
Al o Mg
< %mu|u|p < ?u|u|p

ainsi o procure une sous solution positive du probleme

—Ayu=Aur~t  dans Q,
u>0 dans €, (1.28)
u=20 sur 0f),

ce qui implique que u = 0, ce qui contredit ’hypothese que @ est une solution
non triviale de ((1.13)- du fait de la premiere valeur propre du p-laplacien est

isolée positive.

Reste a montrer la dépendance continue de A > 0; soit
A={\>0; tel que (1.13]) possede une solution}

et posons A* = inf A. Nous allons montrer que si A > \*; A € A. Fixons \; € A et
soit Ay > A1, considérons uy, une solution de avec A = \q, il est clair que
uy, est une sous solution pour le probleme (|1.13) considéré avec A = A2. D’un
autre coté wq la solution du probléme avec A = Ao, est une sursolution
et par comparaison, on conclut que uy, < wsy. On réutilise le procédé d’itération
comme précédemment pour obtenir l'existence d’une solution u,, de consi-

déré avec A = \y. En conclusion \y € A ce qui termine la démonstration. O

Remarque 1.1.

1. Vu les hypotheses imposées sur f l'existence d’une sur-solution est tou-
jours assurée pour toute valeur du parametre A > 0, par contre pour la

construction de la sous-solution v nous avons du imposé une condition de
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"grandeur" sur \.

2. L’idée constructive de la sous solution est fortement liée aux conditions de
Keller-Ossermann [65], nous reviendrons sur ce point en appendice 2 de ce

chapitre .

3. La preuve d’existence de solution est basée sur le fait que f est croissante

et sur le principe de comparaison de l'opérateur
L(u) = =Apu+ |Vul”.

Dans le cas particulier ou v = p, on peut directement montrer un principe

de comparaison pour 'opérateur

L(u) = —Apu+ |VulP — f(z,u)

f(z9)

-1 est décroissante pour s > 0 et sans restriction

sous la condition que
sur les valeurs de p, ainsi pour assurer 1’existence de solution il suffit de sup-
poser que < ( ) est décroissante pour s > 0 et une condition supplémentaire

sur le comportement asymptotique de f quand s — co.

En effet pour prouver le principe de comparaison dans ce cas supposons

p > 1 et considérons uq, us € Wol’p(Q) telles que uy, us > 0 dans et
_Apul + |Vu1|p Z f<x>u1)7 _ApUQ + |vu2|y S f(l',UQ)-

posons alors v; = (p — 1)(1 — 67%),2' = 1,2, un calcul direct nous amene

a obtenir que 0 < v; < p — 1 dans (Q et

_Apvl > D(l’,’l)l), _ApUQ < D(ilf,’l)g),

ot D(z, s) = (1 27)"~ 1f(a:' —(p—1)log(
fes)

- )) L’utilisation de I’hy-
D(z,s) )

-1 est

pothese que est décroissante pour s > 0, nous obtenons que
décroissante pour s > (0. L’utilisation du principe de comparaison intro-
duit dans [9] ; et dont une bréve description est présentée en introduction,

permet de conclure que v; > vy et donc que u; > uq, d’ou le résultat.
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4. L’hypothese p > % semble étre naturelle et nécessaire; car sinon (et a
notre connaissance) il n’existe pas principe de comparaison similaire & celui

introduit dans [84].

5. Dans le cas v = p, pour montrer la convergence forte dans l'espace de
Sobolev W, ?() on peut utiliser la désormais classique méthode initié¢ dans
[40], et qui consiste & utiliser ®(u. — u), ot ® (s) = se?”* | 6 > 0, comme
fonction test, utiliser des estimations a priori, puis passer a la limite .

La section suivante est consacrée a proposer d’autres arguments pour mon-

trer 'existence de solution dans le cas d’un second membre "irrégulier".

1.2.2 Résultat d’existence avec donnée L!

Dans cette section nous allons essayer d’affaiblir les conditions imposées jusque
la sur f . Plus précisemment nous allons considérer des fonctions f de la forme
f(x,s) = As®+Nh(x) ot < p—1et h € L*(Q). Le but étant de prouver l'existence
de solution méme en la présence d'un terme en gradient d’un opérateur principal
nonlinéaire et d’un second membre dans L'(Q) - nous ferons remarquer qu’un tel
résultat n’existe pas méme dans le cadre linéaire des équations de Lane-Emden-

Fowler introduit dans [54]- . Nous avons donc le théoreme d’existence suivant :

Théoreme 1.3. Soient g, ¢ satisfaisant aux mémes conditions que dans la section
précédente, et telles que

/1 q(t)g(t)dt < +oo. soit 0 < av < p — 1, alors il existe \* > 0 tel que pour tout
/\O> A\* et pour tout h € L'(Q), le probleme

—Apu+g(u)g(d(z))+ |Vul” =X (u* + h(z)) dans Q,
u>0 dans €, (1.29)
u=>0 sur 0,

possede une solution au sens d’entropie u.

Démonstration. Soit h € L'(2) une fonction positive et posons h, = T,(h),
ou T, est la troncature usuelle comme définie dans ([1.10)), notons que h,, T h
fortement dans L'().
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considérons le probleme

—Apv+g () q(d(x)) +|Vol”
. e ) dans €2,
B (1 + v i (x))
v>0 dans €2,
v=>0 sur 0f,

(1.30)

Par les résultats de la section précédente nous pouvons affirmer I'existence d’un

A* > 0 tel que pour tout A > \*, le probléme (2.24)) possede une sous solution u,

avec u; = Mh (cp1) ( On fera remarquer que I'existence A* ne dépend que de la

construction de la sous solution, et que A* - 00.)

Soit w,, I'unique solution positive du probléme

—Apw, = Awy + hy,, dans €,
w, >0 dans (2,
w, =0 sur 0f2,

Il est clair que w,, T w, 'unique solution entropique du probleme

—A,w = w* + h, dans (Q,
w >0 dans (2,
w=10 sur Of).

On renvoie a [9] pour une étude détaillée de ce type de probléme.

Par le principe de comparaison du Théoreme [I.Tjon conclut que u; < w,, < w.

Fixons \* et supposons que A > \*, alors par le Théoreme (1.2]) on conclut

que la suite de probléeme approximants

—Apty + g () g (d(2)) + [Vu|”
u dans (2,
- (1 i i @))
Up >0 dans €,
Up =0 sur 052,

possedent une solution u, telle que u; < u,, < w,,.

(1.31)
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Pour revenir a notre probleme initial il est donc nécessaire de passer a la

limite dans la suite {u, }n,en, pour cela nous allons suivre les mémes arguments

de [40] et [38]. Fixons A > \*, alors
—Aptin + g (un) ¢ (d(2)) + [Vu|” < A (upy + hn (7))

utilisons T} (u,) comme fonction test dans la derniere inégalité, nous obtenons

alors

| 19T P+ [ [Vl T () do + [ g (un) (@ (@) T () do

< [ A+ o (@) Ty (1) dr
Q
comme (flg (un) q(d(z)) Tk (u,) dx > 0, alors

/|VTk (un)|pd:1:+/|Vun|”Tk (wn)dz < /A(ug+hn () T (u) dev
Q Q

Q
< /\k:/ugqut/\k;/hn () da.
Q Q

Par le fait que u? < w® € L'(Q) on obtient alors

/|VTk (un)|” dx + / |Vu,|” Ty (u,) de < Ck
0 0
et par suite

/|VTk (un)P do < Ck et k/ Vu,|” dz < Ck. (1.32)
unp>k
Q

L’utilisation de 'estimation précédente et par le fait que v < p on a
/ |Vu,|” dz < C pour tout n € IN. (1.33)
Q

En conséquence des résultats obtenus dans [30] nous pouvons affirmer I'existence

d’une fonction mesurable u telle que Tj(u) € Wy (Q) pour tout k > 0, et & une
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sous suite pres notée aussi {uy}, v, il en résulte que Tpu, — Tpu faiblement
dans Wy ? () et u® — u® fortement dans L' (Q), comme u; < u < w, alors le

théoreme de la convergence dominée permet de dire que

A <u"_1 + hy, (:L‘)) — Mu® + h) fortement dans L'(€2).

1«
1 + Eun—l

Nous nous intéressons a présent au terme g (u,) g (d (x)). Par les proprietés de g

et de q et par le fait que u; < u, pour tout n on a
g (un) q(d(2)) < g(ur)q(d(x)) =g (Mh(cer))q(d(z)),
par la définition de la sous solution w,; -on renvoie au Théoreme [I.2} on a
g (un) g (d(2)) < Cg (h(cp1)) q(d(z)) < Cg (h(cp1)) g (h(cpr)) € LH(Q),

1
comme [¢q(t)g(t)dt < +oo, par le théoreme de la convergence dominée et la
0

continuité de g on obtient
g(un)q (d(z)) — g(u)q(d(z)) fortement dans L*(€).

Pour simplifier I’écriture notons [, ()

A (H“u h <x>) () (d (),
alors

l, = Mu® +h — g(u)q (d (z)) = | fortement dans L*(Q).

ce qui permet de conclure que u, € Wol () est solution de 1'équation
— Apuy, + [V, =1,. (1.34)

Pour montrer la convergence forte du terme en gradient nous allons suivre la
méme technique que dans [74]. Soit h > k > 0 & choisir ultérieurement. Posons
wy, = Top(tp — Th(un) 4+ Ti(un) — Th(w)), il est clair que w, € Wy*(Q) et que

Vw, = 0 pour u,, > M = 4k + h. Utilisons alors w, comme fonction test dans
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(1.34)) il en découle que
/Q\VTM(un)|p_2VTM(un)andx—|—/Q wn|VTM(un)|”:/anlndx.

Notons alors que

/Q IV T (1)) P2V Ty () Vw dee
= [ VTP VT () Venda + [ VT () P2V Ty () Vo de
un <k Up, >

2/9 IV T (1) P2V T () V (Th (1) — T (u))d —/ " |V T (1) [P~V T () |da,

Un

ou la derniere intégrale est estimée comme suit

/ IV Tag () P2V T (0 Ve iz

Un >k

= / IV T (wn) P2V Tog () Vo, da + / IV T (wn) P2V Ty () Vo, da
h>un>k Un>h

— / IV Tar (1) [P~ 2 Ty (1) V T (k — T () )l

h>up>k

+ / IV Tag () P2V g () V Top (1t — B+ K — Ty(u))der
h<up<M
S / I T (1) [P~ 2V Ty (10 )V T () d -
h>up >k

IV T (1) P2V T (0 )V (1, — b+ k — Ty (u))da
h<un<h4k+Ty(u)
> [ VT ()l VT ()l da,

up>k

(1.35)

par suite

| (19T () P2V T (1) = [ VT3 (@) VT () (VT () = VT () do
— / VT () [P 2V T (1) (VT (1) — VT () dix

— VT () [PV T () (VT () — VT (w))da

< | 19 Tar () P29 Tas (1) Vi + / VT VT ()

— [ VT () P2 T () (VT () = VT3 () dor.

Analysons a présent chaque terme dans la derniere inégalité. Par le fait que
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Tie(ty) — Ti(u) faiblement dans W, ?(9) il en découle que, lorsque n — oo,
/Q VT (w) P2V Tk (u) (VT (un) — VTi(u))dz = o(1)

Comme Xy, >k} |VTk(u)| — 0 fortement dans LP(€) quand n — oo, et comme

|VTh(uy)| est bornée dans LP(2), il en résulte que
/ IV T (u,) P~V Ty (u)|de — 0 as n — oc.
un>k
On obtient alors

/Q (VT3 (un) P2V Tk (1) — | VT3 (w) P2V T (w)) (VT (wn) — VTi(w))dx
+/Q |V T ()|
< /Q IV T s (1) [P~ 2 T () Vi + /Q wn |V T (n)|” + o(1)

g/ (W lu]dz + o(1)
Q

Il est & noter que w,, — To(u — Tp(u)) fortement dans L7(€2) pour tout o > 1,

donc

lim/ﬂ|wn||ln]dx:/g To(u — T ()| |1] .

n—oo

comme Ty (v — Tp(u)) — 0 quand h — oo dans la topologie * -faible de L> |
donc pour chaque k fixé et pour tout € > 0 nous avons 'existence de hy(g) >> k

tel que pour h > hy(e), on a
/Q Tore(u — Ty (w))||l]der < e.

Portons notre attention sur le terme / Wy |V, | dz.
Q
Commencons par étudier le cas v < p.

Par la définition de w, on a w, > 0 sur Pensemble {u, > k}, il en découle
que
/ wn|Van|[de = / wn|Vun|”dx+/ W |Vt |V daz
Q un >k un<k

> [ wlVualde= [l Vi) d,
Q

un<k
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comme v < p, alors I'inégalité de Holder donne

p—nu

[ wall9Tulae < ([ VTran) ([ jwafiede) 7
Q Q un<k

p—nu

C’(/ |wn|1ﬂdx)u.
unp <k

IN

Il est alors clair que

/ w757 dz %/ I To(u — T () |77 d,
un<k u<k
on peut alors choisir hy(e) >> k afin d’avoir
/ To(u — T(w)) |77 dz < £ if h > ho(e).
u<k
Donc pour h > max{h;(¢), ha(¢)}, nous avons

lim sup . (VT (1) P2V T (un) = | VT3 (w) P2V T (w) ) (VT (1) =V T (w) ) < €.

n—o0

Si p > 2, par utilisation de I'inégalité (1.9)) on obtient

/Q (VT (un) P72 VT (un) = [V Tk () P2 VT (w)) (VT (un) = VT (u)) dac

>0 /Q VT (un) — VT; ()| de.
(1.36)
Ainsi Tj(u,) — Ti(u) fortement dans WyP(Q) et Pexistence de solution est

démontrée. Dans le cas ou p < 2 on utilise I'inégalité [1.8] il en résulte alors

VT () — VT(w)
CO) [, VTl F T Tt

dx < o(1).
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L’usage de l'inégalité de Holder donne

/Q V() — V()| dr =
/ \VTk(un) — VTk (u)|7’ p(2—p)
@ (

VT + [V TR VT de <

VT () — V()
s vt o nta )

2—p

2

(/Q (IVTy(un) P + ‘VTk(u)‘p)dx> <

(SIS

[NIiS]

)

VT () — VTi(u)]?
(f, T o)

donce

/Q ’VTk(un) - VTk(u)‘p dx — 0 pour n — oo

et alors Ty(u,) — Ti(u) fortement dans Wy (Q) pour tout k > 0, et le résultat
est démontré. Pour traiter le cas v = p, il est nécessaire d’utiliser une autre

fonction test. Considérons
Un = Top((un — Th(upn) + Ti(uy) — Te(u)))
et utilisons v,, comme fonction test dans on obtient alors
/Q VT (un) [P 2V T (un ) Vonda —l—/ﬂ |V, |Po,dx :/Q Uplndr.
Observons que pour h > h(g) >> k, on a

limsup‘/ vnlndx’ <eg,
0

n—oo

alors par un calcul similaire a celui de (|1.35)), on obtient

limsup‘ /Q VT () [P 29 g (1) Vondz| < e, (1.37)

n—oo

Posons B,, = {x € Q : u, — Th(u,) + T(u,) — Tr(u) > 0}, alors comme précé-
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demment on obtient

/Q (VT (wn) [PV oy (uy) Vopde =
IV Tas () P2V T (w) Vo d+
{un<k}NBn,

{un>k}NB NV T (un) [P~ 2V Tag () Vo dae >

/Bn VT (un) ‘P—2VTk(un)V(Tk(un) — Ty(u))dz—
>k VT (un) |p_2|VTM(Un)||VTk(U)|d:U.

Un

L’estimation ([1.35]), conduit a
/ VT (u,) P~ VT (u)|dr — 0 as n — oc.
un>k

Maintenant 1'estimation ((1.37)) donne

lim sup . IV Ty () P2V T3 (1) V (Th () — Ti(w))dz < 0. (1.38)

n—oo

Pour ’ensemble Q\ B,,, on utilise v,, = Tog((wy, — Th(uy) + Ti(u,) — Tr(u)))—. Le
méme calcul précédent, en choisissant h > hq(g) >> k, nous permet de conclure

que

lim sup VT (un) P2V Ty (1) V (T () — Ti(u))dz < 0. (1.39)

n—o0 Q\Bn

En combinant les estimatons (3.2)) et (3.3)), on arrive a
limsup | [VT (up) P72V Ty (un) V(Ti () — Tio(u))dz < 0.
n—00 Q

Notons que

/Q (|VTk () |P2V Ty (un) — |VT (u)]p_2 VT, (u)) (VT (un) — VT, (u)) de
— /Q VT () [P~ 2V T (1) V (T () — To(u))daz + o(1);
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ce qui permet de conclure que

lim sup ; (VT (1) P2V T () = |V T3 (w) P2V T (w) ) (VT (1) =V T (w) ) dx < €.

n—oo
Ainsi, et comme dans le cas précédent on obtient que T (u,) — Ti(u) fortement

dans W, ?(Q) le résultat en découle alors.

Comme conclusion on obtient que pour tout k£ > 0,

Vu, = Vu, p.p.in )

pour parachever la démonstration il reste a démontrer la convergence de la suite
{|Vu,|"}, dans L*(€2). De (1.33) on sait que {|Vu,|"}, est bornée dans L'(1Q).
Comme Vu, — Vu p.p. dans €, alors dans le but d’appliquer le lemme de Vitali

il suffit de montrer 'équi-intégrabilité de la suite {|Vu,|”},. Observons que

[Vl de = [ Vuwlder [ [Tuldr,

E En{un<k} En{un>k}

donc pour un k£ fixé, nous avons

V| do = [ 19T ()" dw < [ 9T () dav
E E

En{un,<k}

Comme {Tj (uy)}n converge fortement vers T (u) dans Wy* (), alors pour

meas (E) <n, on a

|Vu,|” de < % (1.40)
En{un<k}
Pour estimer le terme / - |Vuy,|” dx on utilise 'y, (u,,) comme fonction test
Enf{un>k
dans (1.34)) ou T'x(s) est définie par
0 st 0<s<k-—1,

[p(s)=3 s—(k—1) si k—1<s<k,
1 st k<s,



CHAPITRE 1. UNE VERSION NONLINEAIRE DE L'EQUATION DE
56 LANE-EMDEN-FOWLER

il est clair que 0 < T'x(s) < 1. On obtient

/Q—Apun (T (un))dx+/Q IVun|” (T (un)):/Q () (T (un)) d.

Comme [, I,(x) (T'x (uy,)) dx — 0 quand k — oo uniformément en n, il en résulte
que
Vunl” + [ [Vl (T (1)) < 0(),

ce qui permet de conclure que / |Vun|” (T (u,)) < % et par suite
Q

L 19l Xz < [ V]’ (D () < 5. (1.41)

€
2
Par (1.40]) et (1.41)) on obtient 'équi-intégrabilité |Vu,|” , par passage a la limite
dans ([1.34]) ; on obtient que u est une solution au sens d’entropie de ([1.29) d’ou
le résultat. O

1.3 Le terme en gradient comme terme de ré-

action

Dans cette section nous allons nous interesser au probleme ou le terme en

gradient est placé comme terme de réaction c’est a dire :

—Apu+g(u)q(d(z)) =M (x,u) + |Vu|” dans Q,
u>0 dans Q, (1.42)
u=20 sur 0f),

avec cette fois v < p — 1.
La présence du terme singulier g(u)g(d(z)) procure un changement fondamen-
tal avec les résultats obtenus pour des problemes qui peuvent parraitre similaire

étudiés par exemple dans [40], [92] et bien d’autres.

1
Théoréme 1.4. Supposons que [¢(t)g(t)dt < +oo et que ¢, g et f vérifient
0

les mémes hypotheses que dans la premiere section, alors pour 0 < v < p — 1l
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va exister un A* > 0 tel que le probleme ((1.42)) possede au moins une solution

entropique pour A > \* et ne posede pas de solution pour A < \*.

Démonstration. Pour A > A\* le méme choix de fonction u = Mh (cp;) comme
dans la preuve du Théoreme [1.2| procure toujours une sous-solution au probleme
(1.42), reste donc a construire une sur-solution, pour cela considérons le probleme

suivant

—Ayu=Af(z,u)+1 dans Q,
u>0 dans Q, (1.43)
u=20 sur 0f2,

vu les hypotheses imposées sur f , l'existence d’une unique solution positive v
telle que v € C(Q) avec o < 1 pour le probleme ([1.43)), est assurée par la
théorie classique de probléme elliptique quasilinéaire, voir par exemple [9] ou

[50]. Donc pour C' > 1 on a

—-A, (Cv) = CP~ V(N f (z,v) + 1)
CPINf (z,v) + CP L,

par 'hypothese ([1.3]) on obtient

—A, (Cv) = CP'A\f(z,v)+CP!
> N (x,Cv) +CP

comme v < p — 1 on peut toujours choisir C' suffisamment "grand" de telle sorte

a avoir CP~1 > C¥|Vo|”, donc
—A, (Cv) > Af (z,Cv) + [V (Co)

ainsi @ = C'v est une sur solution du probleme ([1.42]).

Maintenant que nous tenons notre sur et sous-solution qui sont comparables
u <7 par le principe de comparaison d Théoreme [I.1], pour montrer l'existence
de solution il suffit de mettre en oeuvre un schéma itératif semblable a celui

présenté en premiere section.
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Premierca5%§p<2 etv<p—1

Comme p < 2, donc v < 1, alors comme dans la démonstration du Théoreme

1.2 nous obtenons 'existence de u,,, la solution minimale du probléme

—Apun + g (un) q(d(x)) = M (2, un) + Qn(Vu,) dans €,
u, >0 dans €2, (1.44)
Up, =0 sur 0f),

ou

Qule) = (€] + )" oh g € BY

il en découle aussi que u < u, < u. L'usage de u,, comme fonction test dans
(1.44) et par le fait que v < p — 1 on arrive a ||un||W01,p(Q) < C par le méme
procédé que précédemment on arrive & u € Wy*(Q) telle que u,, — u faiblement
dans Wol P(€)). Du fait que v < p, en reprenant les méme arguments de compacité
que précédemment on arrive & démontrer que u, — u fortement dans W, ?(Q),

le résultat en découle.
Deuxieme cas 2<p etv <p—1

Pour ¢ > 0 suffisamment petit, nous allons montrer que le probleme

—Lou+g(u)q(d(x)) =M (z,u) +|Vul” dans Q,
u>0 dans Q, (1.45)
u=>0 sur 052,

avec

—Lou = —div((e + |[Vu?) "= Vu).

possede une solution minimale u. au moins pour de petite valeur de € , vérifiant

u < u: <.

Comme u,u € C1® (ﬁ), alors pour ¢ suffisamment petit et par des arguments

de continuité u (respectivement u) est sous-solution (respectivement sur-solution)

de avec g (u) q (d(z)) € LY(Q).
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Fixons e suffisamment petit, et considérons

€]”
D,(€) =4 1+ 5l¢l
(1€ + Ly siv <

sil<v<p-—1,

Soit u, la solution minimale du probleme

—Leuy, + g (un) q(d () = Af (x,u,) + Dp(Vu,) dans €,
Vg >0 dans €, (1.46)
Vg = 0 sur 0.

Notons que u,, = khﬁ\rgo U OU la suite {v, 4 }ren est définie comme suit : v, 0 = u

et pour k > 1, v, est la solution du probléme

—L.Vkpn + g (Uk—10) ¢ (d(2)) = A (2, v6-1,0) + Dp(Vug,) dans Q,
Vg > 0 dans Q,
Vg = 0 sur 0f).

Utilisons u,, comme fonction test dans et par les proprietés de f on ob-
tient que HunHWOl,p(Q) < C, d’ott Vexistence de u, € WyP(Q) telle que u,, — u.
faiblement dans W, ?(Q). Par les mémes arguments de compacités utilisés dans
Etape 2 du Théoréme nous obtenons que u, — wu. fortement dans W, (Q)
et u, est la solution minimale de , de plus u < u. <.

Reste a passer a la limite en €, Notons que I'utilisation de u. comme fonction
test dans ([1.45) nous obtenons que ||u.|| < C et donc u. — u faiblement dans
W,y P(Q).

Encore une fois, par le méme argument de compacité u. — u fortement dans

Wy (Q) et u est solution de

—Ayu+g(u)q(d(z)) =Af (x,u) + |Vu|” dans €,
u>0 dans Q, (1.47)
u=>0 sur 0S).

Résultat de non existence
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La derniere étape consiste a démontrer que pour de "petites" valeur de \ le
probleme (|1.42]) ne posseéde pas de solution. Procédons par I’absurde, supposons

qu’il existe une suite de parametres A, \ 0, et qu’il existe u,, solution de

—Aptn + g (un) ¢ (d(2)) = A f (2, un) + [Vup|”  dans Q,
Uy >0 dans (2,
Uy, =0 sur 0f).

Soit w,, la solution minimale du probleme

—DNpwy = Mo f (z,wy,) + ([Vwy| +2) dans Q,
wy, >0 dans ©, (1.48)
w, =0 sur 0f),

telle que u, < w,, observons que (|1.48) posseéde bien une solution; voir par

exemple [92], I'adjonction du terme % n’a d’'intérét que pour le cas ou v < 1

et peut étre supprimer sinon. Nous allons montrer que w,, — w fortement dans

Wy(£2), olt w est la solution du probleme

—Ayw = |Vw|” dans Q,
w >0 dans (2,
w =0 sur 012,

qui est identiquement nulle par le résultat de [92]. Pour ce faire utilisons w,

comme fonction test dans (1.48)), alors

1 14
/Q (—Apw,) wydz :/Q(|an| + ﬁ) wndzzc+/Q M f (x, wy,) wydz

ce qui donne

1
/ |Vw,|? dx :/ (|Vw,| + —)”wndx+/ Anf (x,wy,) wpdz.
Q Q n Q

Par (|1.4), nous obtenons

1
/ |Vw,|" dx < / (IVw,| + —)”wnd:v+)\n/ \w,|” dz + C.
Q 0 n 0
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A présent I'usage consécutif des inégalités de Poincaré et de Holder on arrive

/Q|an|pdx§/Q \an|”wnda:+)\n02/9 |Vw, |’ de + Cy

< (/ |an|pdx>p (/ |wn|pdx>p
0 Q

o Ancg/Q Vw, [P dz + C,.

D’ou
C’g/ |Vw,|Pde < (/ \an|pdx> (/ |wn|pdac> + Cy
Q
< C (/ \an\pdm> (/ |an]pd:r;) el
< 05( [ 19wl 93) ( |an|pd:£> el
v4+1

S C5 (/ \an|pd:c) ! +Cl

comme “ < 1, on en conclut que

/ |Vw,|" dx < C.
0

Ainsi, & une sous suite prés, w, — w faiblement dans W, ” (Q) et donc f(z,w,) —
f(z,w) fortement dans L*($2) quand n — oo pour tout s < 2. Nous passons a
la convergence forte de w, — w dans W, ?(Q);si 1 < v < p— 1 par la définition
de {wy, },, on voit que {w, },, est croissante en n, donc w = lim sup,,_, ., w,. comme

—A,w, > 0, alors
0< / \Vw, | Vo,V (w — w,) dz = / \Vw, |~ Vw, Vwdz — / |Vw,|Pdz.
Q Q Q
Remarquons que par I'inégalité de Young on obtient
1

—9 D — ]_
/Q Vel Vo Vude < F==lwnllygrgy + - hollys o)

donc HwnHWOI’P(Q) < ||w|]W01,p(Q) : et par suite ||w||W01,p(Q) < liminf,_, HwHWOLp(Q).
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Ce qui donne

d’ott la convergence w,, — w fortement dans W, *(Q).

si v < 1 utilisons (w, —w) comme fonction test dans (1.48]), et observons que

/Q)\nf (z,w,) (w, —w)dx — 0,

I'utilisation de I'inégalité de Holder et par le fait que % < p < p* on obtient

p

= dx) "0

/Q(|an] + i)” (w, —w)dzr < (/Q |Vw, [’ dm)z (/Q |w, —w|

et dans ce cas aussi nous obtenons la convergence w, — w fortement dans
Wy ().
Par les résultats de [92], on sait que w = 0.

Le fait que 0 < u,, < w, et par le méme types d’estimations utilisées pour
w, on obtient que {u,}, est bornée dans Wy*(Q). Alors u,, — 0 fortment aussi

dans W, ?(Q). Comme pour tout ¢ € C°(Q) avec ¢ > 0, on a

/Q VP~ Vu, Vodr — 0 quand n — oo,

/ |Vu,|”¢dr — 0 quand n — oo,
Q

et
)\n/ f(z,u,)pdr — 0 quand n — oo.
Q

ainsi nous obtenons

/Q g(uy)q(d(z))pdzr — 0 quand n — oo,

ce qui contredit I’hypothese ((1.2). Ce qui nous permet de conclure que ([1.42)) ne

possede pas de solution pour de petite valeurs de .

Pour démontrer la dépendance continue de A > 0 on utilise les méme argu-
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ments que du Théoreme [1.2| ce qui termine la preuve.
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1.4 Annexe : Sur les conditions de Keller-Ossermann

Dans cette section, nous allons présenter quelques résultats concernant les

conditions de Keller-Ossermann. Considérons le probleme

Au= f(u) dans €
u>0  dans Q (1.49)
u=+oo  sur Jf2

ou f est une fonction positive définie sur [0, 4+00), de classe C! | avec f'(s) >

0, f(0) = 0. La condition u = +o00 sur Jf, est a comprendre dans le sens

u lég; Ou(x) = +00. Les solutions de ([1.49) sont dites solutions larges, ou "Blow
z,00)—

up solutions". Nous avons alors le théoreme suivant di a Keller et Osserman

Théoréme 1.1. [65] Le probleme ((1.49), admet une solution si et seulement si
“+oo

1
N

La condition [;™° \/ﬁdt < 00 , est connu de nos jours sous le vocable

condition de Keller-Osserman. L’étude de la condition de Keller-Osserman ainsi

dt < o0 on F(1) = | " F(s)ds

que les problemes du type (1.49)); ont été traités par plusieurs auteurs et sont
toujours d’actualité.

Lorsque f(u) = uP, avec p > 1 le changement v = %, transforme le probleme

(D) en

—Av =027 - 207 |Vu|* dans Q
v >0 dans €2
v=20 sur Jf2

on se retrouve devant un probleme elliptique, avec terme en gradient et terme
singulier. Il y aurait dont une relation implicite entre les problemes a solution
larges (1.49)), les conditions de Keller Osserman, et les probléemes elliptique avec

terme de premier ordre et singularité.



Chapitre 2

Probleme elliptique avec terme
en gradient et singularité

nonlinéaire

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on s’interesse au probleme

—Apu =ui|Vul|! + Af dans Q, 2.1)
u=20 sur 0f, '
qui est une généralisation du probleme
—Au = uw¥Vu|?+ Af(x) dans , (2.2)
u = 0 sur 0f),

étudié dans [5]; ott © C RY est un domaine borné, f(x) > 0, a € (—o0,0) et

q € (1,2].

Il a été récemment montré par Giachetti et Murat dans [67], que le probleme

[Vul®

—Au+ au = -
U

+ f(z)
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avec k > 0, a > 0, f € L*(Q), possede une solution distributionnelle u €
Wy (Q) N L®(Q) pour k < 1, et u € VVZIOCQ(Q) N L>®(Q) pour k > 1.

Nous allons essayer de montrer les points suivants :

1. Si fe L>(Q)etgla+1) <1, alors il existe une solution indépendamment
du choix de || f||s. Par contre si g(a+ 1) > 1, on devra supposer que A est

suffisamment petit pour assurer 'existence de solution.

2. Siga < —1 on démontre I'existence d’une solution distributionnelle positive

pour tout f dans L!.

3. Si —1 < ga < 0, sous certaines hypotheéses sur f, on démontrera que
indépendamment du choix de A, le probleme en considération possede une

solution positive.

4. On généralisera le résultat de multiplicité obtenu dans [3] pour la cas ¢ = 2

avec 2a € [—1,0).

Ce chapitre est organisé comme suit, :

La premiére section est consacrée a I’étude du cas f € L*°(2). Dans ce cas
particulier on construira une sursolution radiale, chose qui ne sera plus possible
par la suite.

Dans la deuxiéme section on traitera le cas plus général f € L'(Q), dans
I’absence d’une sursolution et d’un principe de comparaison général, on démon-
trera l’existence de solution, en procédant par approximation et en imposant des
restrictions sur le choix de a.

La troisieme section, quant a elle est dédiée a montrer un résultat de multi-
plicité de solutions, en mettant en évidance la relation du probléme traité avec
un probleme quasilinéaire avec donnée mesure.

La derniere section sera dédiée a élargir le choix de a imposé dans la section

deux.

Il est & noter, que comme pour le chapitre précédent la principale difficulté
dans I’étude d’un probleme quasilinéaire avec terme singulier proposé, c¢’est 1’ab-

sence d’un lemme de comparaison général.
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Soit F' € L'(Q), alors on rappelle que u € Ty*(Q) sera dite solution entro-

pique ou solution au sens d’entropie de

Apu = F dans (2,

(2.3)
ulpo =0,
si pour tout k > 0 et tout v € WyP(Q) N L=(Q) on a
/Q VP~ (Vu, V(Ty(u — v))) = /Q FTi(u—v). (2.4)

Ainsi, nous dirons que u est une solution entropique de ([2.1)) si
u? |[Vul? + N f € L}(Q)

et la définition précédente est vérifiée pour F(z) = u?® |Vul? + \f.

Nous noterons que si u est une solution entropique, alors c’est aussi une
solution distributionnelle de (2.1)).

On rappelle aussi le résultat suivant [30], précédemment utilisé dans le premier

chapitre

Théoréme 2.1. Supposons que 1 < p et F € L'(Q). Soit {f,}n C L>®(Q) telle
que f, — F fortement dans L'(Q). Soit u, € Wy"(Q), I'unique solution du

probleme
—Ayu, = f, dans €Q,
u, = 0 sur 0f2,

alors il existe u € T3 7(Q) telle que u est I'unique solution entropique de (13-2),
To(uy) — Ti(u) fortement dans Wy P(Q) et |Vu, [P~1 — [Vu[P~! fortement dans

L*(2) pour tout s < 5.

Nous utiliserons souvent le résultat de compacité suivant tout au long de ce
chapitre ; résultat qui garantit la convergence forte dans un espace de Sobolev

adéquat. La preuve en est obtenue dans [9], [78].

Lemme 2.1. Soit {u,}, une suite de fonctions positives, uniformément bornée

dans W,2"(Q), u, — u faiblement dans W,-”(Q) et u, < u pour tout n € IN.
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Supposons que —A,u, > 0, alors u,, — u fortement dans W,2"(€Q).

On fera aussi appelle au résultat suivant, qui n’est autre qu’une version af-

faiblie du résultat de compacité précédent

Lemme 2.2. Soit {u,}, C W,”(€) une suite de fonctions positives telle que
—Ayu, > 0, et telle que {u,}, est uniformément bornée dans W,-4(Q) pour
max{p — 1,1} < ¢ < p avec u, — u faiblement dans W,5%(Q) et u,, < u for all
n € IN. Si ¢ < p, on supposera aussi que la suite {Ty(u,)}, est uniformément
bornée dans WLP(Q) pour k fixé. Alors VTj(u,) — VTi(u) fortement dans
(Lioe())Y.

loc

Nous utiliserons a volonté le lemme de comparaison de Porretta [84] donné
en introduction et déja exploité dans le chapitre précédent, mais aussi a une de

ses variantes que l'on énonce dans le lemme suivant :

Lemme 2.3. Soit g une fonction positive telle que g € LP(2) avec p > % et

a > 0. Supposons que wy, ws soient deux fonctions positives telles que wy,w, €

Wy (Q) N L=(Q) vérifiant

1 |Vw1|q
—A,wy < + dans €,
PPN (wy + 0)2 1 + 8|V |9 g (2.5)
wy; =0 sur 0f,
et ) T
Wa
—Ajwy > + dans (2,
P2 (wy + )0 1 + 8|V, J (2.6)
we =0 sur 0f,

ou ¢, s > 0, alors wy > w; dans €.

Démonstration. On conviendra de poser

Hn(f) = ‘€|q

- RN
T4 e ©
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On a
“Aow w H(Vw,) _ H (V)
1 Ap 1+Ap 2 S ((w1+c))a <<w2_;c))a 1
< m (H (Vwy) — H (Vws)) + H (Vw,) ((wl par — (s 0
< (H (Vuwy) — H (Vws)) + H (Vws) ( L1

(wy + ¢)® (wy +¢)*  (wg+c¢)*”

En utilisant (w; — wy); comme fonction test dans 'inégalité précédente, et en

utilisant le fait que

1 1

/Q H (V) ((wl + c)e B (wy + c))a)(w1 —w)y <0

et par les mémes arguments que ceux de [87], il en découle que (w; — wy); = 0.

D’ou le résultat. O]

2.2 Reésultat d’existence pour ga < 0 et f €
L>(Q)

Dans cette section on se limitera au cas qa < 0 et f essentiellement bornée.
Considérons 1’équation
—Ayw > w? |Vw|?
En posant w = Ar P ou >0, 0 <r <1et A>0, on obtient
— Ay = (A8 (=B =) (p— 1)+ N = 1O (2
D’un autre co6té, nous avons

wi® |Vw|q _ Aqa+q5qr—qa6—q(ﬂ+1)
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la positivité des exposents nous amene a

N —1
0<p<
p—1

et donc
(Aﬁ)p_l [(_5 _ 1) (p _ 1) + N — 1] r(=A=1(p=1)-1 > AanrQﬁqrfanfq(ﬁJrl) (2.8)
comme r < 1 on doit avoir

Blgla+1)—(p—-1)<(p—q)

on distingue alors deux cas

~Sigla+1)=(p—1)<0,alos g(a+1) < (p—-1iegqu<p—1-—¢
ce qui est toujours verifié pour 0 < 8 < (b - 1) di au fait que ¢ < p,

p—1
I'inégalité (2.7) peut alors étre réecrite

Ap—1-a(a+1) [(_ﬁ _ 1) (p _ 1) + N — 1] > ﬁquJrlr(ﬁJrl)(p*l)Jrlfqaﬂfq(BJrl)

comme f(g(a+1)—(p—1) < (p—gona(B+1)(p—1)+1-gaf -
q (B8 +1) >0, on peut alors toujours choisir A suffisamment grand tel que
la derniere inégalité soit vérifiée. Ainsi nous obtenons une sursolution dans
B, (0)

- Sigla+1)—(p—1)>0ieq(a+1) > (p—1) on doit alors ajouter une
condition sur 8 pour que l'inégalité soit vérifiée ; a savoir

Blgla+1)—(p—-1)<(p—q)

et donc
pP—dq
<
b= gla+1)—p—1
. . o . . N?l —
ainsi, sous la condition 0 < 8 < min { i 1, e fl)ﬂp_l} et A suffisam-

ment petit on obtient la sursolution.

— Supposons que f € L>(), alors si g(a+1) < (p—1), en choisissant
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R > 0 tel que Q C Bg(0) and let 0 < 3 < % 1. On pose alors
w(z) = Alz|~?, w est une sursolution de (2.1)) si

(=8-1)(p—1)+N—1] > Aq<a+l>—{p‘1}BWHrw“)(p—l)“—qaﬁ—q(ﬂ“)+( gf;glﬁiil
(2.9)

ou A est choisit suffisamment grand et || f|| suffisement petit, ou de ma-
niere équivalente A\ < Ag petit. Notons que w est une sur-solution non
bornée du probléme , mais par une translation de la singularité en
dehors de €2 on peut toujours obtenir une sursolution bornée, qu’on notera

aussi w.

Nous sommes a présent en mesure de démontrer le théoreme suivant

Théoréme 2.2. Supposons que 1\27711 <p<2etl<q<p,alors le probleme

(2.1) possede une solution positive.

Démonstration. Pour alléger la notation, on conviendra de poser a = ga. Soit la

suite {u,}, définie par : ug est solution de

—Ayug = Af dans
u=>0 sur 0,

et pour n > 1, u, est la solution du probleme

H,(Vu,)

—Apun — m + Af ln Q,
U, >0 dans €2, (2.10)
Uy = sur 0f),
ou
H() = —F e R
S e '

On affirme alors que la suite {u,}, est croissante en n et pour tout n > 0,
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u, < w. En effet,

H H
_Apun +Apun+1 — (vun) . (Vun-‘rl)

(a4 3)" (v 35)°

1 1 1
1 1 1
< m (H (Vu,) — H (Vups1)) + H (V) ((Un - n%rl)“ — o ﬁ)a)

En prenant (u, — u,41)+ comme fonction test dans I'inégalité précédente, et par

le fait que

1 1
| ) (G s ~ Gy e (0~ )

et par les mémes arguments que ceux introduit dans [87], il en découle que

(tp, — Upt1)+ = 0. On obtient ainsi la monotonie escomptée.

On affirme & présent que {uy, },, est bornée dans W,-?(€). Notons que u, < w,

puisque —A,u,, > 0, alors
/ —Apty (W — u, )YP > 0 pour tout ¢ € C5°(2),¢ > 0.
Q
Ainsi

Py < p—1 P p—1(, p—1
L 19wy < [l ule? +p [ 6w = ) Vua [V
p—1 1
< p,,P _ p,,p p,,p p
< P [V Ve e Ve OG) |19

p

En choisissant ¢ petit, on obtient que |Vu,| est bornée dans L7 (€2) ce qui prouve

notre affirmation.

Nous obtenons donc u € W,-7(Q) telle que u,, — u faiblement dans W,?(Q)
et u, T u fortement dans L7 (£2) pour tout o < p*. En remarquant que u < u <

w € L>®(Q), alors u € L>(§) et donc u,, — u fortement dans L?(€2) pour tout

o> 1.
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Il nous suffira donc de démontrer que

H,(Vu,) . |Vu,|?

fortement dans L} .
a l
(2w .

Rappelons que {uy,}, est bornée dans WP (), et par le fait que u, 1 u pour
tout n et —Ayu,, > 0, alors par le Lemme on conclut que

u, — u fortement dans W,-”(€2).

Comme u,, > uy > C(k) dans chaque compact K CC 2, alors par le théoreme

de la convergence dominée on obtient que

H,(Vuy,) R |Vu,|?
CE

n

fortement dans Lj,,.

ce qui acheve la preuve. O
Dans le cas ¢ < 1, nous avons le résultat d’existence suivant :

Théoréme 2.3. ]\2,—% < p<2et0<qg<1,leprobleme (2.1) possede une

solution positive.

Démonstration. Dans ce cas on pose
1 [N N
H() = (Is| + )" ol s € RY,

Il est clair que H, satisfait les hypotheses du lemme de comparaison de Por-
retta [87], on procéde alors comme dans la démonstration du Théoreme 2.2 en

definissant la suite {u,}, par

H (Vuy,)

—Ayu, =

et
—APUO = )\f

ou comme dans le cas précédent, en passant a la limite, on obtient ’existence
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d’une solution v < w. O]

Dans le cas dégénéré p > 2, comme pour le chapitre précédent, nous allons
devoir approximer la partie principale de 'opérateur afin de nous ramener dans
un cadre ou un principe de comparaison existe.

Soit £ > 0, alors pour u € Wy"(Q), on pose
—L.u = —div((e + ]Vu]2)¥Vu).
Alors nous avons le lemme suivant

Lemme 2.4. Supposons que p > 2, alors le probleme

—Lou =u*Vul?+ \f dans €,

(2.11)
u>0 sur €2,

N N . .. , 1 .
ol ¢ < p, possede une solution minimale bornée u. € W (£2) au moins pour

e < ¢gg.
Démonstration. Soit w la supersolution définie plus haut, comme
—L.w — —Ayw dans C*(Q) pour & — 0,

on obtient ( en cherchant une sursolution radiale, et par un calcul similaire a

celui effectué plus haut) 'existence d’'un g, tel que pour tout € < &,
—L.w > w*Vw|? + \f.
Fixons € et définissons v, comme étant I'unique solution du probléme

—L.v.=\f(x) dans Q,
v, >0 dans Q, (2.12)
ve =0 sur 052,

Il est clair que v, est une sous solution bornée de (2.11)) et que v. < w.
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On définit alors la suite {v,}, comme suit : vy = v, et pour n > 1, v,, et solution

du probléme

—L.v, = M + Af(z) dans Q,
(e +3) (2.13)
vy >0 dans (2, '
Up = sur 0,
ol
ﬁ si 1<qg<p
() =

(Jel+1) si g<1

On affirme alors que la suite {v, }, est croissante en n. Ceci découle du Théo-
reme 4.1 dans [87] et par un raisonnement analogue a celui de la démonstration

du Théoreme [2.2] Fixons ¢ € C5°(2) tel que ¢ > 0, comme —L.v,, > 0, alors

/Q —L.v,(w — v,)YP > 0.

En appliquant successivement l'inégalité de Holder et de Young on obtient que

/Q Vo |P0? < C.

Ainsi nous obtenons l'existence de u € VV;?(Q) telle que v, — u faiblement

dans W,2P(Q), u < w et v, 1 u fortement dans L*(Q) pour tout s > 1.

On affirme alors que v, — u fortement dans W,-”(€2). Notons que par la

convergence faible on obtient
|+ 1905 (To. V) = [ (e + [Vult)'= | Tuly?,
comme v, < u, alors / —L.v,(u — v,)Y? > 0. Donc
Q

/Q(eﬂvvn\?)p%zyv%\%pg/Q(e+iwn\?)%(vunwmmou) %/Q VulPyr.

Par suite HwUnHWOI’p(Q) — HzﬁuHW&,p(Q) ce qui montre notre affirmation.



CHAPITRE 2. PROBLEME ELLIPTIQUE AVEC TERME EN GRADIENT ET
76 SINGULARITE NONLINEAIRE

Comme v, > vy > C(K) > 0 pour chaque compact K, alors
H (Vu,)
(vn )"

D’ou 'existence de solution. O

— u®|Vul? fortement dans L;,,.

Il reste a passer a la limite € — 0, pour cela nous avons le résultat suivant :

Théoréme 2.4. Supposons que p > 2 et 1 < g < p, alors le probleme (2.1

possede une solution distributionnelle positive.

Démonstration. Fixons ¢ < g¢ et soit u,., la solution minimale de . Notre
objectif est de faire tendre € — 0. Il est clair que u. < w.

Nous allons montrer que {u.}. est bornée dans WiLP(Q) pour tout £ < .
Pour ce faire nous utiliserons le fait que u, < w, alors /Q —Leus(w — u )P > 0.

Donc

-2
2

S e 1V [TucPr < [ e Va5 (Ve Tu)es +
p/Q (w — u )PP e + |Vue )T Vu Ve
<0 [ (e +IVu) T Va2 + CO) [ (e + [Vu) 5 [Vul? + C [ oo,
et par suite
| e+ 1Vu) T [Vuryr < € [ e+ |Vu) = Vol + C.
Pour tout o > 0,

[ eIV T [Vuler <o [ Vv + (o) [ [TwPe +C@)

alors en choisissant o suffisamment petit, on obtient ||¢u€|]W01,p(Q) < C, et donc
{u.}. est bornée dans W,-”(2). Ainsi nous obtenons l'existence de u € W,-7(Q)
telle que u. — u faiblement dans W-P(Q) et v < w et u. — u fortement dans
L*(Q2) pour tout s > 1.

L’utilisation de v comme fonction test dans et par le fait que {u.}. est
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bornée dans WLP(Q), il en découle que
/ (u?q|Vu5\q + )\f)l/) < C pour tout £ < gg.
Q

Par le principe de maximum fort on conclut que u. > vy > C(K) > 0 pour tout

compact K. Pour parachever la démonstration il nous reste a montrer que
|Vu.|P — |VulP fortement dans L;,.

Commengons par le cas ¢ < p, en prenant (u. — u)y comme fonction test dans

(2.11)) et par la convergence faible de u., on arrive a

| e+ V)= Ve = [ Vale < [ V(e — u + o(1),

Comme u. < w € L®(), alors

vVl —we < e [ mm) (/ rug—u\ww) <o),
Ainsi,
/Q(g+|ws|2)’%2;vus\2¢—/g IVulPy < o(1).

En faisant tendre ¢ — 0, on obtient

limsup/ |Vue|Py < limsup/ |VulPi.
0 Q

Par suite |Vu.|P — |Vu|? fortement dans L. d’ou le résultat pour le cas q < p.

loc
Considérons a présent le cas ¢ = p. Soit K(s) = 360‘52, ou a >> 1, a préciser
ultérieurement, par l'utilisation de K (u. —u)1) comme fonction test dans (2.11)),

il découle que

/QK’(ug—u)(a—l—]VuE\ )7 VuV(u. —u ¢+/ - —u)(e + |Vuc]?) VU Vi =

/Q ul?|Vu|P K (u. — u)y + o(1) + o(1).
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Analysons chaque terme dans la derniére expression.

/Q K'(ue —u)(e + [Vue?) 2 VoV (ue — u)tp =
/Q K'(u. — u){(s + |Vu5\2)¥Vu5 —(e+ |Vu]2)p22Vu}V(u<E —u)p+o(1) >

O/Q K (e — )|V (ue — u)[Pe).

D’un autre co6té nous avons

IA

/Q WUV PK (ue —u)p < O /Q IV (1 — w)|PK (e — u)tb + /Q VulP K (1 — )b

< C’l/ |V (ue — u)|PK (us — u)ip.
Q
En combinant les estimations précédentes, on obtient
/ (K" (1 —u) — C1E (e — )|V (1 — )Py < o(1).
Q

Comme

K'(s) — C1K'(s) = ¢ (2&32 +1-— C’13>

alors on peut toujours choisir « suffisamment grand de sorte a avoir K'(s) —
C1K'(s) > Cy > 0, donc / |V (u: —u)[P1p < o(1). Ce qui achéve la preuve.
Q
O

Nous allons a présent nous interesser a la régularité des solutions, pour cela

nous enoncons le théoreme suivant :

Théoréme 2.5. La solution u du probleme (2.1)) obtenue dans les théoremes

précédents, satisfait a
1 uatl ¢ Wy (Q) avec v > —% sip>qetag<—1
2ueWyl(Q) sip>qget —1<aqg<0

Démonstration. Commencons par le premier cas, supposons que aq < —1, alors
a>1.

-1
Soit u, solution de (2.10)) et considérons 6 = (a — 1+ 7) £ ou vy > m.
p—q
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Par I'inégalité de Young il découle que

/UZL |Vu,|!dx = /ui |Vun|quf€dx
Q

IN

0
op p(v—0)
p/un" |V, |” da:+C(p)/un‘”q dx
Q Q

op
En prenant v,/ comme fonction test dans (2.10)) , et par le fait que u, < w < C,

on obtient
e g 0 e 11q
/—Apununq+ dr = (p + 1>/Wun\pun" S/]Vun\qun" +C
Q q Q Q

comme y = %p + 1 — a et en choisissant p suffisamment petit

p(y—0)
/u% |Vu|"de < C+ C(p) /Unp_q de < C
0 0

.ot . 1 41 1
ainsi u  est bornée dans Wy (Q) alors ua™" € W, (Q).

Passons a présent au second cas; Supposons que —1 < aq < 0 et donc a < 1.

Le méme calcul pour le précédent cas avec v = 0, ce qui implique que

—% > _1 donne
pP—q

op —op
/|Vun|qu < p/urf‘ |Vun|pdx+0(p)/u£’qd:p.
0 0 0

9241
Par utilisation de w, = comme fonction test dans (2.10)) on obtient

0 o 1 o 11
(p + 1) /unq [Vu,|"de < [ |[Vu,|? ue’ dr + | fud dz,
q Q 0 0

comme a < 1 et § > 0 et par le Lemme et le fait que Codist(z,00Q) < u. < C

on obtient

C [ [Vueltdr < Cy + G (dist(w, 00)) 75 < C.
Q

Alors u € Wy (Q) O
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2.3 Lecasqa<0et feL'(Q)

Le but dans cette section est d’analyser le cas ou f € L'(Q) et ga < 0.
Contrairement au cas précédent, nous ne pouvons plus compter sur l'existence
d’une sur-solution, nous allons donc contourner cette lacune, en établissant des
estimations a priori pour les solutions des problemes approximants ensuite passer

a la limite dans des espaces convenables.

Pour traiter ce cas plus compliqué et plus complexe que le cas avec donnée
dans L*°, nous allons commencer par donner des estimations a priori, qui seront
tres utiles voire essentielles par la suite. Considérons les problemes approximants

suivants

p

—Ayu, = Lﬂg + T, (f) dansQ,
(un + %)

Up = sur 02,

__B .
pour a > 1, utilisons K (u) = e w-T comme fonction test,

__B

B
T dr + /Tn (fle =T,
Q

Vu,|” -
e
n

u

ﬂ B
(a — 1)/—(16 w | Vu,|P dz §/
o ! 0

n

et par suite

1 B
Bla—1)—1] / —e W [Vu,[Pde < C.
o Un
11 suffit alors de choisir [3 (a — 1) — 1] > 0 ou encore § > L= pour avoir

—e un " |Vu,|"dz < C,

1 __8 _
H(s) = / e T do, (2.14)

P
D o
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vérifiant H(0) = 0 et

1
VHu) = —ea [Vu]’,

soit

1
/|VH(U)|p dr = /Ee_uai—l |Vu6|pdx <C
Q Q

d’un coté I'inégalité de Poincaré appliquée a H donne

c/ \H (u)[? da < /|VH(u)|p dr < C

et d'un autre coté I'inégalité de Sobolev donne

r_
%

¢ (/|H(u)v’* da:)p §/|VH(u)|pd:c <C

ou p* = N]\% est I’'exposant critique de Sobolev, par le fait que
H(s) > Cis' ™5 — Oy
on obtient
/ wdr < K, (2.15)
Q
et
/ W% 4y < K, (2.16)

Q

Nous utiliserons par la suite, et selon la nécessité soit (2.15)) ou ([2.16)), méme si

la seconde estimation est plus fine que la premiere. Si 'on remplace p par ¢ et
comme g < p par Holderisation on obtient les mémes estimations. Il est aussi
a observer que l’on est pas arrivé a obtenir une estimation aussi fine que celle
obtenue dans [5], cela semble étre naturel et probablement dii a la qualité non-

linéaire du p-laplacien.

Nous énoncons le résultat d’existence suivant
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Théoréme 2.6. Soit f une fonction positive telle que f € L'(€). Supposons que
f—(p—1
p—l<g<petl<ac< p(ILIz)), alors le probleme ([2.1) possede une

solution distributionnelle u telle que u9®|Vul? € L} (Q), [Vu| € W25 (Q) pour
et H(u) € WyP(Q), ot H est définie dans (2.14)) avec § >

tout s <

Nl’ qal

Démonstration. On convient de poser —qa = a, soit u,, une solution du probleme

approximant

|Vu,|? 1

l)a + T, (f) dans , 217

sur 052,

Soit p € WyP(2), la solution du probléeme

—App = Ta(f),

on a u, > p pour tout n. Alors par le principe de maximum fort, pour tout
ensemble compact A de €, il existe une constante positive C'(A) telle que wu,, >

C(A) dans K pour tout n.

D’un coté d’apres (2.16]) on sait que

/ (papda:<C'

Q

D
LS,S>OE\l

(un)

D’un autre c6té, soit ¢ € C3°(£2) telle que ¢ > 0, 'utilisation de
préciser, comme fonction test dans (2.19)), on obtient

|V n’p p | ’p 2 p— 1
St / A

Vv nq 1

| lu | 7 SO d:c—l—/T

par suite

‘V ”|p D p— 1| |
3/( s+1gpda:<p/gp WW‘P‘CM
Q n
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par l'inégalité de Young

V|’ V|
/ | usllgopdx < 6/ | usllgopdx+0(£)/|V<p|puﬁlsdm.

En choisissant s +1 > p — (p — a)%, alors par 'estimation ([2.16)), on obtient

p
/ !ZI)LZL ¢Pdr < C pour tout n. (2.18)
Q n

D’apres ([2.16]) et (2.18) on obtient que
| IV <
Q
donc en utilisant |V T} (u,)|¢ comme fonction test dans (2.19)), on obtient
| 19T ()P < Cak + s,

et l'affirmation est démontrée. Par les mémes arguments utilisés dans [30] on
arrive & montrer que {|Vu,|}, est bornée dans L;, (€2) pour tout s < <~~. Nous
allons & présent démontrer la convergence forte des troncatures dans W” () .
Pour cela on suivra scrupulusement les mémes démarches que [5]. Nous allons
séparer les deux cas ¢ < p et ¢ = p. Supposons d’abord que ¢ < p, définissons
wy, = Tog (up, — T () + Tk (upn) — T (w)) et soit M = 4k + h. On utilise alors

wyp comme fonction test dans (2.19), on obtient

/ Vit |P~2 Vi, Vwppds + / VP2 Vg w, Vods
Q Q
|V, |* 1

= =Wy, d:z;—i—/Tn x)) wppdr,
L1 IVl (4 1) 7 J (@) e
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et par suite

/ N Tar (un)|”~2 VT as () Veonpdis + / V| Vi, Vipds
Q Q

Notons que
/ VT (un) [P VT (un) Vwyeda
Q

= [ VT @) VT () Vungde [ 9T ()P VT () Ve,

un <k up>k

alors

/ VT (uy) \%2 VT (uyn) Vw,pde
Q

v

J VT ()P VT () (VI () = VI (1)) e

un <k

— [ VT )P VT ()] pda

up >k

_ / (IV Tk ()P~ VT () = [V ()" VT (w)) (VT (1) — VT (u)) gda

un<k

* / (IVTx ()" VT () (VT (un) — VT (u)) pd

un <k

— [ VT ()l VL () e

un>k

Supposons que p > 2, comme, pour chaque &; & dans RY,

(152|p_2 &— |G’ 51) (& —&)> K& — &) ouk >0,
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alors,

/ VT (un) — VTi ()| pda

< K’ / (|VTk (un)|P > VT (un) — |VT ()P VT, (u)) (VT (uy) — VT (u)) pda

< K’/ VT (un) [P~ Vs (uy) Vwgpda
0

_K / (VT ()P VT (w)) (VT () — VT (0)) pd

un<k

K / N Tor ()P [V T ()] pda.

unp>k

Par le fait que VT} (u,) — VT} (u) , on obtient

/ (VT ()P VT (u)) (VT (un) — VT (0)) pdz = o(1).

un<k

En remarquant que x{u,>k} |VTk (w)] — 0 in L}, () et par le fait que

loc
VT (un)]p_1 est bornée dans LY

e (£2), il en résulte que

[ 19T ) 9T ()] o — 0,

un >k

ainsi nous obtenons

/ Vi (wn) — VT (W) pdz < K’ / IV Tor (un)|P~2 VTt (1) Veompdaz + (1)
Q Q

IN

(un)a
—/|Vun|p_2 Vu,w,Vodz.
Q

Vi, |? /
a Q

Notons que w,, — Ty (u — T}, (u)) fortement dans L§ . (£2) pour tout a > 1.

loc

Puisque {|Vu,|P~'}, est bornée dans L3, (Q2) pour s < -, on obtient

lim VP~ Vuw, Vodr = / IVul" > VuTy, (u — Tj, (v)) Vda
Q 0
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et
mn/T |mmmx—/fﬂﬁu—TH)ﬂww

n—oo

Notons que, pour h — oo, To, (u — 1), (u)) — 0 dans L (§2) pour la topologie
*_ faible pour chaque k fixé.

Comme |Vu|' "> VuVyp € L' (Q); on obtient alors

q
/|v:rk (wn) — VT, ()P pdz < K// 'Z;‘;l lwa| pdz + o(1).
Q n

Rappelons que nous sommes dans le cas ¢ < p, et donc
q
Vu, |! Vu,|”
L e < ( [V

Par (2.18])(en choisissant s + 1 = a), on arrive a

i
~
b\

—~|g
§1=
~— i~
| Ik
AS)
QU
8
~
*|

Q

/Q|(Vuz1;|q|n\ (/’"awdx)p <C’(/w gpd:c)

En faisant tendre h — oo et n — oo, pour k fixé, il en découle que

p—q

(/w godx) 0.

par suite on conclut que T}, (u,) — T (u) fortement dans WL () d’ott le résultat

pour ce cas.

Si p < 2, on utilisera I'inégalité

& — &
(J&a] + 1&0])*

(&P e-1al?a) G-a) > K
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et en suivant la méme argumentation comme pour le cas p > 2, on arrive a

/ VT, (wn) = VT ()|
(

de — 0.
YTy (un)] + VT3 ()27 E

comme

/|VTk (un) — VT (u)|’ pdx =

_ |VTI~: (Un) B VT/C( )‘p (|VTk (u”)| X |VTk (U)DP(Q;P) gpd:p

p(2 p)
o (VT (un |+|VTk( I)

)
\VTk Up, \+ VT, (u)\)2 P

(2—p)
2

x ( J VT ()| + VT3 ()] @d:v)

Q

alors on obtient

/ VT (un) — VT (u)|” odz — 0
0

Revenons a présent au cas g = p.

Comme plus haut, soit w, = (Tox (un — Th (tn) + Tk (un) — Tk (u))) ., Tutili-

1
sation de v, = wype @1ui"" comme fonction test dans 1) on obtient
/lvun|p 2vunvwn90€ a-bDu dw+/|Vun|p 2Vunan<pe(a 1>u d!L‘

Vi, | —
+/I nl wngpe(a_mn N
U,

|Vu,|?

a
un

1
Wope @V dr 4+ | Ty, (f) wppe@Dun 1)“ Ydx

ou encore

1 1
-2 (a0 1 —2 ——Qa—T
/|Vun|p VYV, Vw,pe (a=Dun 1da:+/|Vun\p YV, w, Ve @ dr
Q 9)

V|’ = — T
/l Ul e 1d$+/Tn (f) wpe o™ da.
ua
" Q
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1
Notons que u > C’ dans K = Suppy, alors en en déduit que e@vu ' < C.

Par le mémes calculs du premier cas on obtient

/ VT (un) — VT, (u)|F pe@vun™ de — 0 as n — oo
0

Donc T}, (u,) — T} (1) fortement dans W57 (Q).
Comme conséquence on a alors

|Vu,|? 1 . |Vu,|?
1+ 1 |Vu,|? <un+l)a90 ul

¢  p.p. dans Q.

Pour obtenir 'existence on utilisera le lemme de Vitali.

Soit £/ C €2 un ensemble mesurable, alors

|Vu,|? 1 odr = / |Vu,|? 1 e
1 q 1\¢ - 1 q 1\¢
§ 1+ 5 Vel (u, + 1) s 1w V" (u, + 1)
N |V, |? 1 p
T 7 1 apax.

comme le premier terme du c6té droit de ’agalité converge, il nous reste a traiter

le dernier terme, alors

—pdx

|Vu,|? 1 ir < / |Vu,|?
1+ % \Vun|q (Un+ %)a@ >

En{un>k} un>k

VAN

q
/ 7‘ Viin| wdx
ua

Un>k n

1 |
1 / MW.

- ko a—o
un>k n

En choisissant 0 > 0 telle que 0 <aetoc+1>p— (p— a)%, par l'estimation

Vu,|?
(2.18)), il découle que / [Vein|
Q

a—o
un

pdr < C') alors

|V, |? 1 C
dr < —.
/ 1 q 1 af o
En{un>k} L [V (u” + 5)
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Ainsi pour k suffusemment grand on obtient ’estimation désirée. Le lemme de

Vitaly permet de conclure que

|V, |? 1 . |V, |?
L 5 V| (u, + ;)“*D ue

© fortement dans L' ()

et comme conséquence on a le résultat d’existence. O

Nous allons a présent énoncer des résultats complétant le Théoreme
(p* — (p — 1))
p*

Considérons le cas ou a > p . Par soucis de simplification nous

f—(p—1
noterons p; = p(w)
p*

Théoreme 2.7. Supposons que N +2 < p < 2. Soit f une fonction positive telle

que f € LY(Q), p—1 < ¢ < pet a> pp, alors le probléme (2.1)) posséde une

solution distributionnelle u, telle que Wutﬁ'q € Li.(Q), u € W,2(Q) pour tout

s < (p];i)lN, et H(u) € WyP(Q), ot H est définie dans (2.14)) avec § > L.

Démonstration. Dans le cas a < p;, l'estimation principale fut qui n’est
plus valable lorsque a > p;.

Soit €2; un domaine borné régulier de RY tel que Q CC Q et fixons 1 < o <
p1. En convenant que f = 0 dans Q7\Q.

Soit v, une solution du probleme approximant

Ay, =C [Ven|” ! + T, (f) dans$

- n — 3 n 1

’ Lt Vol (v, + 1) (2.19)
v, =0 sur 0y

ou C' > 0 est une constante positive a choisir ultérieurement. Comme 1 < o < py,
alors en utilisera les mémes arguments que ceux de la démonstration du Theorem

[2.6] pour montrer que
1. / Un Py dx <C,

2. /’v onl” r < C,

s+1 —

3, /Q VT (u)[P o7 < Ck
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ou ¢ € C5°(¢)

Soit py € Wy (Qy) I'unique solution positive de
—Ayp1 =T (f) dans .

Notons que v, > p; > C(Q2) dans Q. Comme a > o, alors

1 (CQ)—
(Un + £)° = (v, + 1)

n

dans 2.

En choisissant C' telle que C(C(£2))*~? > 1,on obtient

Vv, |? 1
14+ % Vo,|? (v, + 1)

n

—Ayv, > — dans Q.

Considérons alors u,,, la solution du probléeme approximant

|V, |? 1
—Aju, = =+ 71, (f) dansQ,
T+ Vel (u, + 1) (2.20)
U, =0 sur Of).
Puisque p > %7 alors d’apres le lemme de comparaison de Porretta, u, < t,1

et u, < v, dans (2, pour tout n > 0. Par les estimations précédentes appliquées a
{vn }n on obtient I'existence d'une fonction mesurable u telle que u,, 1 u fortement
dans L*(€2) pour tout s < (p—a)%. En choisissant alors o proche de 1, on obtient
que la suite {u?~1},, est bornée dans L%(Q) pour tout § < %*.

Par le Lemme [0.1], il découle que

/( [V ! +T,(f)) < C(K) pour tout n
K 1+%’vun‘q (Un—i-%)a n > p .

En utilisant T}, (u,, )¢ comme fonctions test dans (2.20)) on obtient que {Ty(u,)}x

est bornée dans W,.7(Q) pour tout k > 0.

Par les arguments de [30] on obtient alors {|Vu,|P~'}, est bornée dans L;, .(Q)

N
pour tout s < 5.

En suivant les mémes démarches que celles du Théoreme 2.6, on arrive a
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démontrer que

|Vu,|? 1 . |Vul?
1+ L[V | (un+%)‘”& ue

¢ fortement dans L*(Q).

et l'existence de solution en découle. O

On se penche a présent sur le cas p > 2, et on a le résultat suivant :

Proposition 2.1. Soit € > 0 fixé, et supposons que 1 < o < py, alors pour tout

f € LY(Q), le probleme

Vol

UU

— L:(v)

+ f dans , (2.21)

posséde une solution distributionnelle v, telle que H(v.) € WyP ().

Démonstration. Considérons le probleme approximant

—L. (v,) = M +T,(f) dans £y,
(vn+ 1) (2.22)
v, =0 sur 082y,
et
—L. (vo) =T1(f) dans §y,
Ve =0 sur 0€)q,
ou .
€|
H(E) =1

Par le Lemme de comparaison de Poretta cité en introduction et adapté plus

__B_
haut ; il découle que p < v, < v,4; pour tout n > 1. Posons K(s) = e -1,

s>0,00 8> -1
En utilisant K (u,) comme fonction test dans (2.22)), il découle que

1 --£+
—e " |Vu,|Pdz < O pour tout n > 1 et pour tout € > 0.

e
Un
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Ainsi, comme dans la démonstration du théoréme [2.6] on arrive a obtenir

2t
/ vflp 'V g < C uniformément en n et €. (2.23)
0

P

¥
(Un)s )

Soit p € C3°(Q2) telle que ¢ > 0, en utilisant
fonction test dans (2.22), on obtient

s+1 zp—(p—a)%, comme

Vo, |”
/ 0 )8+1g0 dr < C pour tout n et tout & (2.24)
QO n

et
/ |V, [P~ ¢? < C pour tout n et tout e.
Q

De la méme maniere on obtient que

/ Vo] ! + T, (f) < O(K) tout n > 0
@ n < our tout n > 0.
K 14 1|Vu,|? (vn—i—l) p

Par les mémes estimations précédentes, et en utilisant T} (v,)p comme fonction
test dans ([2.22), il découle que {T}(uy)}n est bornée dans WiL?(Q) pour tout k >
0. Comme {v,}, est monotone en n, par une variation du lemme de compacité

Lemmd2.2] on obtient
T (vn) — Ti(v) fortement dans WL (Q).

Pour terminer la démonstration il suffit de montrer que

Vu,|? 1 Vu,|?
| 1U | 7 ap [V %) fortement dans L' (2)
1+E|an| (Un+%> U?‘L

Ce qui n’est autre qu'une conséquence de ([2.24) et du Lemme de Vitali. O]
Nous avons a présent le théoreme suivant :

Théoreme 2.8. Supposons que p > 2. Soit f une fonction positive telle que

fely),p—1<q<peta>p, alors le probléme (2.1)) posséde une solution

distributionnelle u telle que |Vuzi|q € L.(Q), u e Wr(Q) pour tout s < (p]\_[i)lN,
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et H(u) € Wy(Q) ot H est définie dans 1’ avec f§ > .

Démonstration. Soit €, un domaine borné régulier de RVtel que Q CC Oy et
fixons 1 < ¢ < p;. En convenant - comme précédemment- de poser f = 0 dans

027\ Considérons le probléeme approximant

—Li (v,) = C’W, +T,(f) dans £y,
" (vn+12) (2.25)
v, =0 sur 02y,

ou C > 0 a choisir ultérieurement. comme pour la démonstration du Théoréme

[4.47], on considére les problémes approximants suivants sur

H
—L1(u,) = ((Vuln))a +T.(f) dans Q,
" Un + 2 (2.26)
Up, =0 sur 0f2,

Comme v, > C(€2) > 0 dans 2, au moins our n > nyg, en choisissant C' tel que

C(C(R2))*= > 1, on obtient que

H(Vu,)
(Un + l>a

n

—L%(vn) = + T,(f) dans .

Ainsi, par le lemme de comparaison de Porretta il découle que u,, < v,, pour tout

n. Par la proposition [2.1} on a que

*

(p—0)E- . ,
Un dr < C uniformément en n.

9751
Par suite
(p—o)E- . ,
Un dr < C uniformément en n.
Q

Par I'hypothese sur o, il résulte que (p — 0)% >p—1
En prenant :‘:—p comme fonction test dans (2.26]) et par I'estimation précédente,

K]
n

on conclut que

V|’
/ | USL oPdr < C et / |V, [P~ 1P < C uniformément en n.
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En utilisant T} (v, )y comme fonction test dans (2.26)), il découle que {7 (uy)}x
est bornée dans W,-7(Q) pour tout k > 0.

Nous obtenons alors I'existence de u telle que Tj(u) € W P(Q) pour tout
k>0, Hu) € Wy*(Q), et par passage & la limite ( modulo une sous suite),
Tio(tn) — Ti(u) faiblement dans W17(Q).

Pour obtenir la convergence forte de T (u,), on prend w,p comme fonction
test dans ou wy, = Tox (up — Th (un) + Tk (u,) — Tk (u)) et en reprenant
le mémes arguments que ceux de la démonstration du Théoreme [2.6| et par le

Lemme de Vitali on obtient que

H (Vuy,) |Vu|?
(un - %)ago T

Ce qui termine la démonstration

¢ fortement dans L'(€2).

2.4 Résultat de multiplicité pour le cas ¢ = p et

—1 <pa <0

Dans cette section nous nous limiterons au cas ¢ = p et 0 < —ga < 1. Sous
certaines hypotheses a émettre sur f, nous allons démontrer que le probléme

(2.1) possede une infinité de solutions.

L’idée principale étant de trouver une relation entre le probléme traité ([2.1))
et un probleme quasilinéaire avec donnée mesure. Cette maniere de faire pour
démontrer la multiplicité fut introduite pour la premiere fois dans [3] avec ae = 0.

Lecas p=2et 0 < —ga <1 a été traité dans [6]. Posons a = —qa, et soit

PlsieT sia=1
H (S) = S 1 ol-a .
[erD-a" do sia<1
0

p
et D(s) = (H’(H_l(s)> . Il est clair que si a = 1, alors D(s) = (Ls)%.

p—1



2.4. RESULTAT DE MULTIPLICITE POUR LE CAS ¢ = p ET —1 < pa <0

95
Observons que si a < 1, alors
p—1
by _ (#07'6)
sp—1 sp—1 ’
en posant 0 = H~(s), on a
D(s) _ (H'(@)\"'
s=1 — \ H(o)
Par un calcul direct on arrive a montrer que % — 0 quand 0 — oo, donc
Ve > 0 il existe O(e) > 0 telle que D(s) < es?P™' 4+ C(e),s > 0. (2.27)
On obtient aussi que 59%% — 00 si § — 0o pour tout § < 1 et D(s) ~ sP~! si
5 0.
Comme 2@

. , . D . 9. .
(o) €St une fonction décroissante, alors sp(_sl) est aussi décroissante.

Considérons le changement de fonction v = H (u), si u résoud ({2.1)), v satisfait

— Ay AD(v)f. (2.28)
Notons que si a = 1, alors
p 1
_Ap'U = Af(p . 11})17
qui a une unique solution variationnelle si f € L*()) pour s > W‘%pﬂ)’ pour
plus de détails voir [9].

Si f € L*(R2) pour s > %, alors la fonctionnelle d’énergie

J(U)Z;/WUV—A/D(U)JF

avec D (s) / D (t)dt, est bien définie et admet un minimum global pour
0

tout A > 0. Ainsi nous obtenons l'existence de solution vy € Wy (€2) de (2.28).
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D / . . . . _
Sp(_sl) est décroissante, alors la solution est unique. Par suite, ug = H ! (vg)

est solution de ([2.1)) avec H(ug) € W, 7(Q).

Comme

Le principal résultat de cette section est le suivant

Théoréeme 2.9. Supposons que ¢ = p et —1 < ga < 0. Soit f une fonction
N
positive telle que f € L™(2), m > —, alors pour tout A > 0, le probléeme ({2.1])
p
possede une infinité de solutions positives, dont au moins une est bornée, verifiant
N

: 1
pour tout r < =, sl a > —3,

T 1+2a
/ e " |Vu|'dx < oo
Q

etsiao=—=

"|Vul'dx < tout r < :
/Qu| u|"dx < oo pour tout r N1

Avant de montrer le Théoreme [4.41] nous avons besoin d’énoncer quelques

résultats préliminaires
Lemme 2.5. Soit ;1 une mesure de Radon bornée positive, alors le probleme

—Ay=AD(v)f+p dans Q,

(2.29)
v=20 sur 0f),

admet une solution renormalisée.

Démonstration. On procede par approximation. Soit v,, 'unique solution posi-

tive du probleme

—Apv, = AfD(v,) + h, dans Q,

(2.30)
v, =0 sur 0,

ou hy, € L>*(Q), ||hn||;: < cet h, — p au sens des mesures

—1)N
on affirme que ||v,|[zr@) < C pour tout r < (pN) et pour tout n >
1. Pour démontrer I'affirmation on pose L,(x) = AfD(v,) + hy, alors par les
. . (p— 1N
résultats obtenus dans [69] on sait que, pour tout r < N,
-D

_1
[lvnllr@) < ClLallzi () (2.31)
@
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Rappelons que D(s) < esP~! + C(g) pour tout € > 0. En choisissant r > p — 1,

on obtient
p—1 r—(g?—l)
/fD(vn)Sé/ fv,€1+0§a(/ vj;) (/ fww) el
Q Q Q Q
Comme 7(’"71 < ¥ alors
r—(p—1) p

/Q FD(,) < Cellonllsr +C.

En combinant cette estimation et on obtient 'estimation désirée, et I'af-
firmation est démontrée.

Alors ||Ly||z: < C. Par la théorie classique des solutions renormalisées [49],
on peut affirmer I'exsitence d’une fonction mesurable v telle que |[Vo|P~! € L51(Q)
pour tout s; < 125, vP ! € L2(€2) pour tout sy < Ni_p, v, — v fortement dans
L*2(Q) pour tout so < Ni_p et —Apv, - —A,v au moins dans D'(12).

Et par suite fD(v,) — fD(v) fortement dans L'(Q) et par suite v est une
solution renormalisée de (2.29). ]

On peut & présent démontrer le Théoreme

Démonstration. du Théoréme [{.4]]
Soit p une mesure positive bornée de Radon concentrée dans I’ensemble U de
p-capacité nulle ( on renvoie a I'Introduction de cette thése pour la définition de

la notion de p-capacité ) et soit v la solution renormalisée du probléme

—Ayu=AD(v)f+p dans Q,
v=>0 sur 0f,

v peut aussi étre vue comme limite de {v,} solutions des problémes

—Apv, = AD(v,) f + h,  dans Q,

(2.32)
v, =0 sur 0f2,

ou h, € L*(Q), ||hnl|l;: < c and h, — p au sens des mesures. Alors nécessai-

rement v, > vy définie plus haut.
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Par I'utilisation de (1 - m> 6 > 0, comme fonction test dans (2.32), on

montre que

p
/%MC
Q (v, +1)

On pose u, = H ! (v,), alors

|V, I,
Apuy, = " —i—)\f—l—D(Un).

a
n

Par les proprietés des solutions renormalisées, on a

EUTZFD — EUV, fortement dans L; .(Q).
(D(0n)) 7T (H (vn))* (D(v))7=1 (H~(v))"

et par suite

V)" |Vul’
—> a

fortement dans L; (Q).
us U

loc

Donc pour montrer la multiplicité il suffit de démontrer que

I, ,
Do) — 0 dans D'(Q).

Soit alors U. un ensemble ouvert, U C U, tel que cap,,(U.) < e. On procede
comme dans [3]. Considérons ¢ € C3°(12), ||¢||W01p <eet @(x) >1sixe U, par

I'inégalité de Picone appliquée a v,, on obtient que

hon
—1|¢Pdu.

“ A,
| 1verdr = [ —rtopar > |
Q Q b Q

vh

hn,
Par suite / p_ld:c < e. Par les proprietés de D, on conclut que
U. Un

/ fin der = / fin dx—i—/ fin dx
v. D(vy,) — Ju.nfun<1y D(vy) Uen{vn>1} D(vy,)

ho, I,
< C ~dx + Cg/ ——dx
Ue

Uenfon<1} v~ N{on>1} 0P~

pour un certain # < 1. On utilise alors I'inégalité de Holder pour obtenir

h h
— _dx < ||hy, 1’9/ " _dz)? < Cef.
foriny o < Il [ (tran)’ <

£
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Ce qui permet de conclure que

hy,
dx < 015 + 089.

v. D(vy)

Comme v,, > vy in €2, alors D(v,) > C dans le support de ¢, et par suite

hn ||

[SAN A D <Un)

ce qui termine la démonstration.

dr — 0

]

Remarque 2.1. Dans le cas ou p = 0, alors v € L*™(2), ainsi en revenant a

u = H~'(v), on obtient une solution bornée du probléme (2.1)). De plus, puisque

v est unique, on en conclut que dans ce cas le probleme (2.1]), lui aussi possede

une solution bornée unique.

On peut résumer les principaux résultats de ce

vant :

chapitre dans le tableau sui-

f A résultat
gla+1)<1 € L>(Q) quelconque existence
gla+1)>1 € L>°(Q) suffisamment petit | existence
qga < —1 € L' (Q) quelconque existence
—1<qa<0 € L'(Q) vérifiant certaine extra conditions | quelconque existence







Chapitre 3

Sur un probleme elliptique avec
poids de Hardy et termes en

absorbtion-réaction

Ce chapitre est le développement de I'article [79]

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons étudier 'existence et la nonexistence de solution

du probléme

uP~1
—Aputu? =X\ 5
(Pi) |

u=20 sur 0f,

+ h dans €,

ot  est un domaine borné de RY, contenant l'origine, N >3, 1 <p < N, ¢ >
p — 1 et h sont des fontions mesurables positives, vérifiant certaines hypotheses
qui seront spécifiées ultérieurement. Le but étant d’étudier I'interaction entre le
terme uf, qui sera placé en réaction ou en absorbtion, et le poids de Hardy. Nous
avons aussi dans l’esprit de préparer le terrain pour le chapitre suivant.

On peut résumer les résultats obtenus, dans les deux points suivants :

1. Si u? apparait comme terme de réaction, alors on montre I'existence d’'un

exposant critique g, (), tel que pour ¢ > ¢4, le probleme considéré ne
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possede pas de solution distributionnelle positive. Si ¢ < ¢, on démontre

existence de solution, sous des conditions sur h.
U t d lution, d dit h

2. Si u? apparait comme terme absorbant, alors on démontre I'existence d’un
g« tel que si ¢ > q., le probleme considéré possede une solution positive
pour tout A > 0 et pour tout h € L'(Q). L’optimalité de ¢, est démontrée,
dans le sens ou, si p — 1 < ¢ < ¢, il y a non existence de solution pour

A > AN,p-

Le probleme (Py) est étroitement lié a I'inégalité de Hardy-Sobolev

p
ANJ,/]R Ll /RN V[P d for all ¢ € C(RY)

N |CC|p

ou Ayn, = (%)p est optimale et jamais atteinte, on renvoit le lecteur a [61]
pour plus de détail sur le sujet.

Dans le cas ou u? apparait comme terme de réaction (problem (P_)), alors
pour A > Ay, un résultat de nonexistence est démontré dans [9].

Le cas p = 2 et A < Ay a été traité dans [45], les auteurs y démontrent
I'existence d'un exposant critique g4 (), tel que I'existence de solution n’a lieu
que si g < q4.

Sip#2et qg<p"—1, Le probléeme est largement étudié dans la littérature,
nous citerons par exemple [4], ot est obtenu le comportement exacte de la solution
au voisinage de lorigine, et est aussi traité le cas ot Q = R".

Dans le cas ou u? apparait comme terme absorbant, alors si A = 0, I'exis-
tence et 'unicité d’une solution entropique est obtenue dans [41]. Si A < Ay,
et h € Lpfiil(Q), alors I'existence d’une solution dans W, (Q) est obtenue, par
I'utilisation de techniques variationnelles. Les auteurs démontrent que pour tout
h € L*(€), il existe au moins une solution au sens des distributions. La régularité
de la solution est obtenue en fonction de celle de h et en fonction de la valeur de
.

Lorsque A\ > 0, la situation est un peu différente, en particulier dans le cas
ou v = 0 and p = 2, une condition supplémentaire sur I'intégrabilité de h au
voisinage de l'origine est a imposer, pour assurer 1’existence d’une solution dis-

tributionnelle ; on renvoit a [I0] pour une plus ample discussion sur ce cas.
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Le problem (P_) peut aussi étre considéré, comme le cas stationnaire associé

au probleme parabolique suivant :
-1
up
u—Apu = A
[P

u(z,t) = 0 sur 02 x (0,7,
u(,0) = uglz), z€9,

+ul+ f, u>0dans Q x (0,7),

probleme auquel est consacré le chapitre 4 de cette these, et un article en prépa-
ration [§].

Comme précédemment, lorsqu’on consideére des données dans L', on est amené
a utiliser le concept de solution dans un sens faible, on rappelle les définitions

suivantes :

Définition 3.1. On dit que u est une solution distributionnelle du probleme

(Py) si |[Vulp™! € L}, (Q), A ke L},.(9) et pour tout ¢ € C°(£2), on a

ol

p—1

/Q|Vu|p_2<Vu, V¢>dx:/ﬂ (ATIP? iuuh)gbdx. (3.1)

p—1

Dans le cas ou A ,ul h € L'(2) on utilisera la notion de solution entro-

[P
pique.

Pour k£ > 0, on pose

s, sis| <k;
Ti(s) =
kg, sl |s| > k;

et G(s) = s — Ty(s), on rappelle alors la définition :

Définition 3.2. Soit u une fonction mesurable, on dit que u € T3 ?(Q) si Ty (u) €
Wy () pour tout k > 0. Soit F € L'(Q), alors u € T;7(Q) est une solution

entropique de

—A,u = F dans ,
P (3.2)
ulaq = 0,
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si pour tout k > 0 et tout v € WyP(Q) N L=(Q), on a

/ VP2 (Vu, V(Ty(u — v)))da = / FTi(u — v)da. (3.3)
Q Q
p—1
Ainsi on dira que u est une solution entropique du probleme (P+) si A I ul h €
x
p—1
LYQ),|VulP~ € L}, () et la définition précédente & lieu pour F(z) = At

[P
u? + h. On renvoie a [30] pour un exposé plus détaillé a ce sujet.

On rappelle le résultat d’existence suivant, obtenu dans [30].

Théoréme 3.1. Supposons que 1 < p et F' € LY(Q). Soit {f.}, C L>=(Q) telle
que f, — F fortement dans L'(£). Considérons u, € W, (), I'unique solution
du probléme

—Apu, = f, dans ,

u, = 0 sur 012,

alors il existe u € T57(Q) telle que u est Punique solution entropique de (3.2)),
Ti(uy) — Ti(u) fortement dans W, ?(Q), u2~* — uP~' fortement dans L7 (1)
N

pour tout 0 < w5 et [Vu,[P~" — |Vu[P~! fortement dans L°(Q2) pour tout

5 <

Ce chapitre est organisé comme suit ; la Section |3.2 est consacrée au probléeme
(P-). Dans la sousection on démontre I'existence d’'un exposant critique
¢+ (M), tel que un résultat de nonexistence a lieu pour g > ¢4 (A). Comme consé-
quence on démontre un résultat de "Blow-up" pour des problémes approximants.

Le cas ¢ < ¢4 (\) est étudié dans la sous section , sous certaines hypo-
theéses sur h, on montre que le probleme (P_) posséde une solution positive. Ce
qui indique l'optimalité de g, (\).

Le cas du terme absorbant, est considéré dans la Section [3.3 on montre
I'existence d’un exposant ¢, tel que si ¢ > ¢, le probleme (P,) possede une
solution entropique pour tout A > 0 et h € L'(Q).

Il est a noter que en 'absence du terme u?, I'existence de solution a lieu si
et seulement si A < Ay, avec de fortes conditions sur h. Ceci démontre I'effet

conséquent du terme absorbant u9.
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L’optimalité de ¢, est établie en démontrant que si ¢ < ¢, alors pour \ >
Ay p, le probleme (Py) ne possede pas de solution positive. Quelque éventuelles

extensions sont présentées en fin de section.

3.2 Probleme avec terme de réaction

Dans cette section on considere le probleme

uP—1
—Ayu = A+— +uf+h dans €,
|z (3.4)
u=20 sur 0f),

ot € est un domaine borné de RY, contenant 'origine, avec N > 3,1 < p < N
et g>p—1

Considérons tout d’abord I’équation :

wP~!
—Apyw =\ P (3.5)
En posant w(z) = C'|x|™“, il en résulte que
-1 =2 1 N—1)/ p—1,.—p
TN_1<\w| w'r ) = \wPr7P,
Ainsi, on obtient I’équation algébrique
D@)=(p—1)a” — (N —p)a® '+ 1 =0 (3.6)

Sous 'hypothese A < Ay, = (%)p, I’équation possede exactement deux
solutions oy < % < ay (pour le détail des calculs, on renvoie le lecteur a [4]).

Comme A > 0, par le principe de maximum fort et un bon choix de fonction
de comparaison, on arrive a démontrer que w(z) — oo quand |z| — 0. Le résultat
suivant donne un résultat plus précis sur le comportement de toutes sur-solution

de (3.4) au voisinage de l'origine, la preuve en est donnée dans [4].

Lemme 3.1. Supposons que u € W-P() est une sursolution positive de (13-5),

alors si w # 0, il existe une constante positive C, et une "petite' boule B, (0) CC
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telles que

u > Clz|™ dans B,(0) (3.7)

ou «ay est défini plus haut.

3.2.1 Résultat de non existence; I’exposant optimal

Supposons que A < Ay,, on recherche les solutions radiales de 1’équation

elliptique

wpP™!

[

—Ajw =\ +w?, ze RN, 3.8
4

Alors en posant w(z) = |z|™, il en découle que

((p—1)a? — (N —p)a?~! — N0 = e (3.9)

N —
par identification, on obtient que a = L, g>p—1l et a< b
I4+q—p p—1

€ L. () et w? € L}, (), alors par les résultats du Lemme [3.1/il

wbP~1

Comme loc loc

x|P
découle que o < a < g, ce qui est équivalent a

p p

—+p-1l<g<—+p—1, (3.10)
(0%)] a7
On pose
_ D _p
g AN)=—+p—letqgN)=—+p—1, (3.11)
aq Q9
ainsi
p—1<q-(\) <p"—1<q:(N).
avec p* = NN—Z).

comme en est en présence d’'une équation avec second membre dans L', alors on
utilisera le concept de solution entropique introduit dans la Définition

Nous sommes a présent prét a enoncer et a démontrer le résultat de non existence.

Théoréme 3.2. Supposons que ¢ > ¢ (\) = ((p —-1)+ L) . Alors pour tout

a1
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A > 0, le probleme (3.4) ne possede aucune solution (entropique) positive.

Pour démontrer ce théoréme; on aura recours a l'inégalité de Picone [19],

déja énoncée plus haut, et que I'on rappelle ici dans une autre version

Théoréme 3.3. (Picone inequality) Soit v € W, ?(Q) telle que —A,v = 0 est

une mesure de Radon bornée v > 0, alors pour tout u € Wy (),

/ \Vu|pdx>/

Preuve du Théoréme [3.2]

—A,v)dx.

Si A > A, alors la nonexistence de solution est démontrée dans [9]. Consi-
dérons donc le cas A < Ay .

On procede par 'absurde. Soit u une solution entropique de , alors par un
argument d’approximation comme dans [9], on obtient I’existence d’une solution
entropique minimale, obtenue comme limite d’une suite de solution de problemes
approximants. On note u cette solution minimale. Soit ¢ € C§°(B, (0)), alors

I'inégalité de Picone du Théoreme appliquée a u, on obtient

_A P
/ VolPde > / e L lol” dz > /\/ |g0|pdx+/ u? Pt |o|P dx
+(0) Br(0) wP! ) ||

\90|’”

|x|a1 q—p+1)

p
A o]

o o I,

Si g > q+(A), alors a3 (¢ —p+1) > p, on arrive ainsi & une contradiction avec

I'inégalité de Hardy, et la non existence de solution découle. 0

Remarque 3.1. Comme les arguments utilisés dans la démonstration précé-

dente, sont des arguments locaux, on en conclut que le probleme (3.4)), ne possede
p—1

aucune sur-solution non triviale, dans le sens A e +uf € L},.(Q) en n’importe
T

quel domaine contenant 1’origine.

Théoréme 3.4. Supposons que g : IR — [0,00) est une fonction continue telle
que g(s) > 0sis>0et
g(s)

hslgyglf w =c > 0 pour un certain ¢ > g, (\).



CHAPITRE 3. SUR UN PROBLEME ELLIPTIQUE AVEC POIDS DE HARDY ET
108 TERMES EN ABSORBTION-REACTION

alors on a les résultats suivants :

1. Si g(0) = 0, alors I'unique solution entropique du probleme

p—1
— Ayu = )\u

[P

+ g(u), dans Q,ujpq =0, (3.12)

est u = 0.

2. Si g(0) > 0 alors le probleme (3.12), n’admet aucune solution entropique

positive.
comme conséquence on a le résultat de Blow-up suivant.

1
Théoréme 3.5. Fixons ¢ > ¢4 (\) et A < An,. Posons a,(z) = min{n, W},
x
D, (s) = min{n, s?}, s > 0.
Soit {hp}n C L>®(Q) telle que h, > 0 et h, 1 h € L'(Q). Et soit u, la solutions

minimale du probléme

—Apuy, = Aap ()b~ + g, (uy) + hy, dans Q,
U, > 0 dans €2, (3.13)
u, = 0 sur 0f).

Alors u,(x) — oo quand n — co uniformément en z € Q

Commengons par rappeler le Lemme introduit dans [9], qui sera essentiel dans

la démonstration de [3.5]

Lemme 3.2. Soit w l'unique solution positive dans ’espace d’energie du pro-

bleme
—A,w = f dans €,

u > 0 dans €2, (3.14)
u = 0 sur 0f),

ol f € L>®(N) et f > 0. Alors pour toute boule B, C € telle que By, C £, il

existe une constante positive ¢ = ¢(r, N, p) telle que,

p—1
M Zc /32 f(y)dy pour tout = € Q. (3.15)
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Preuve du Théoréeme .

Comme A < Ap,, il existe une solution minimale dans ’espace d’energie
u, € L®(Q) N WyP(Q) de (3:13). Par le fait que Aa,(2)ul ™" + gn(u,) + hy, est
décroissante en n, alors on conclut que {u,}, est croissante en n.

Supposons par 'absurde qu'il existe zg € Q, tel que sup,, un (o) = ¢o < 00,
alors par le Lemme pour une boule satisfaisant a 0 € By, C 2, on obtient
que

/ (A (2)u? + gn(un) + hy)dz < ¢ pour tout n.

Comme F,,(z) := Aa, (z)ul~+ g, (u,) +hy, est croissante, on obtient que F,, — w,
n — oo dans L'(Bs,) vers w > 0. En initialisant vy = 0, on définit la suite,

—Apvni1 = Ay (2)05 ! + ga(va) + by dans By, (3.16)

Unt1los, = 0.

Comme Aa,(z)sP~! + g,(s) + h, est croissante en n, par comparaison on obtient
que Uy < Upgq-

On affirme alors que, v, < u,, dans B,.(0) pour tout n € IN.

En effet, pour démontrer I'affirmation précédente, nous allons utiliser la récur-
rence. On a —A,v; = hy < —Ajuy et puisque uq|pp, > 0 = v;]gp, on conclut que

v1 < uy. Supposons que v, < u,. Rappelons que u,, < u,1, alors par le fait que
Ay 41 (m)vgil + gn(Vn) + hn < anpa (x)ufz:rll + gn(Uns1) + Pnga,
on arrive a montrer que
—Apvpi1 < —=ApUpyr €t Uppq > Upyq sur 0B5,.

Donc v,11 < uy4q et Vaffirmation est démontrée.

De plus nous avons que

/B (VT (v,) |Pdz < k:/B (anﬂ(x)uﬁfl + gn(Uns1) + hn+1>dx < ck,

il en découle que Ty(v,) est bornée dans W,”?(B,) pour tout k > 0. Donc
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Ti(vn) = Ti(v) faiblement dans W, *(B,)

Comme {Tj(vy,)}n, est croissante en n, par une légere modification des argu-
ments de compacité de [30] on arrive a démontrer que Ty (v,) — Ty (v) fortement

dans W, ?(B,). Ainsi, v est une solution entropique de

Pt

—Apv = /\j +v? + h dans B,,
x
v >0 dans B, et v # 0, (3.17)
U|aBr =0

avec ¢ > ¢4 (). ce qui est en contradiction avec le résultat de non existence du
Théoreme ([3.2]).
Donc pour tout g € Q, u,(xg) — oo quand n — oo et la preuve est achevée.

g

3.2.2 Résultat d’existence pour g < ¢ ().

Pour parachever l'optimalité de 1’exposant ¢, (\) nous allons démontrer le

résultat d’existence suivant :

Théoréme 3.6. Supposons que A < Ay, et que g < ¢4+ (), alors

1. Sig<p*—1et A< Ay, alors pour h = 0, le probleme (3.4 possede une
solution positive u € Wy ().

2. Sig<p*—1et A= Ap,, alors pour h = 0, le probléme (3.4]) possede une
solution positive u € Wy**(Q) pour tout s < p.

3. 81 p" =1 < q < qp(N) et A < Ay, alors il existe une constante posi-
tive ¢ telle que si h(x) < 5, alors le probleme (3.4 possede une solution

|z|P?

entropique positive u telle que Ty (u) € Wy () pour tout k > 0.

Démonstration. Nous allons séparer la démonstration en plusieurs étapes :
Premier cas : ¢ <p*—1 et A < App.
Dans ce cas, le probleme (3.4) possede une structure variationnelle, dans

I’espace VVO1 P(€)), alors on peut obtenir une solution, en cherchant les points
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critiques de la fonctionnelle :

1 A |U|p 1
J zf/ VulPdz — 2 / T+
v = [ Ve -2 -

o Jop

Par application directe du théoreme de Mountain-Pass [21], on obtient I’existence

de solution positive.

Deuxiéme cas ¢ <p*—1 et A\ = Ay,.

Pour obtenir 'existence de solution sans ce cas, on utilise I'inégalité de Hardy-
Sobolev "améliorée" suivante, obtenue dans [I4] ; pour chaque s < p, il existe une

constante positive C' = C(N, p, s,) telle que

|u o
/Q(|Vu|p — ANpl Ydz > C||u”€v(}’s(ﬂ) pour tout u € C5°(). (3.18)

|”
i
Soit a présent {\,}, une suite réelle, strictement croissante, telle que A, T

Ay, quand n — oco. Par I'étude dans le premier cas, on sait que le prbleme

-1
up
—Ayu, = A,

[P

+ud, dans Q,u, € Wy"(Q). (3.19)

possede bien une solution positive u,, obtenue par 1'utilisation du théoreme de

Mountain-Pass [21]. Observons que

1 A |ugl?
Ta () = (- — 1Vl de -2 d)ECn
) = G = ([, 19walde =2 [ e
ou
Ch, #Ié%“]%rn[g}l(} In, (7(2))
avec

= {yeC([0,1,W,"(Q)), 7(0) =0, 7(1) = v}

et v € WyP(Q) telle que

/ Vol doe — 7/ T dr << 0.
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il est clair alors que Jy,(v) << 0 uniformément pour A, € [0, Ay,]|. Soit y(t) =
tv, alors v € T", donc
C,, < max Jy, (tv) < A,

t€[0,1]
ol
tP
A = max(— /\Vv|pdx— / *la
tel0,1] " p
On en conclut que (f - — (/ |Vu,|P de — l‘un’L dx) < A.
T

En utilisant I'inégalité de Hardy-Sobolev "améliorée" (3.18)), il découle que

||un||1;/&,s(ﬂ) < C pour tout s < p et pour tout n > 1.

Comme ¢ + 1 < p*, on obtient l'existence de 1 < sq < p, tel que ¢ +

solN . N . : . - .
1 < s5 = N . Fixons sy de sorte a obtenir l'estimation précédente, ainsi

@ = C. De la méme maniere et en utilisant (3.18)), on obtient 1’exis-

tence d’'une constante positive a, telle que Jy, (u,) > a; ceci découle du fait que

el

a? — Ca®1 > 0 si a est suffisamment "petit".

Ainsi nous obtenons I'existence de uo € Wy (), telle que u, — u faiblement

dans W,*°(Q) et u,, — u fortement dans LI (£2).

Comme Jy, () = (& — — ) [ i Ao 1 | (o) .

alors up = 0 et ug résolvent

p—1

Ay = Ay pe

7]7‘ |

+u?, dans Q,u, € Wy*(Q)

au moins au sens des distributions. Il est alors clair que, par le calcul précédent
que uy € W, *(Q) pour tout s < p. Et I'existence de solution est démontrée.
Troisiéme cas q_(\) < g < ¢+(\) et A < Ay,. Rappelons que p — 1 <
g—(A) <p*—1<qy(N). Soit R > 0 tel que Q@ CC Bg(0), alors par un argument
de dilatation, et sans perte de généralité, on peut toujours supposer que R = 1.

Supposons aussi que h(z) < ot ¢ > 0 sera choisit ultérieurement. Par un

c
ER
argument de continuité, on obtient l'existence de A\; > A tel que ¢_(\;) < ¢ <
p

———— alors
q—(—1)

¢+ (A1). Posons w(z) = |z|~* — 1 pour x € B;(0), avec o =
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p—1
u|) " +w? € L'(B1(0)) et w est solution de
x
1)p—
—Ayw = /\1(w—||—x’p) + (w + 1)7 dans D'(B;(0)).

D1 a ’hypothése A < Ay, on obtient 'existence d’une constante positive ¢; > 0
telle que

(w+ 1)P~1 wP™! LG
e

En choisissant ¢ < ¢;, alors on obtient une sur solution du probléme ({3.4). Par

A1

des arguments de monotonie on obtient 1'existence de solution. O]

3.3 Probleme avec terme absorbant

Dans cette section, on se penche sur 'existence de solution positive du pro-

bleme
uP~!
—Apu+uf = A + h dans €,
P [z
|z (3.20)
u=20 sur 0f),
Théoreme 3.7. Supposons que q¢ > ¢, = %, alors pour tout A > 0 et pour

tout h € L'(Q), le probleme (3.20) possede une solution entropique minimale

positive

Nous ferons appel, au principe de comparaison (déja cité en amont) introduit
dans [9] :

Démonstration. Soit h, = T,,(h) et a,(x) =

= Wﬁ Par un argument de sou-sur
n

solution, on obtient 1'existence d’une solution positive unique du probleme
—Apw, + wl = hy,w, € WP(Q).

La positivité de w,, est une conséquence du principe de maximum fort introduit

dans [95], 'unicité quant a elle, est une conséquence du principe de comparaison

LIl
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On affirme que le probleme approximant

—Apuy, + uld = Ny, (2) T, (Ul + hy,

) (3.21)
Up € Wg’p(Q)a Unp, 2 0

possede une solution positive unique u,, telle que u,, < u,; pour tout n > 1. En
effet, commencgons par montrer I'existence. Definissons v,, comme étant 1'unique
solution de

— AUy = Aap(z)10 + hy, v, € WeP(9),

alors v, est une sur solution du probleme . Comme u = 0 est une sous
solution pour le probléme , alors par itération, on obtient l’existence de
solution u,, telle que u,, < v,,. La positivité de u,, découle du principe de maximum
de Vazquez [95]. Pour obtenir I'unicité, on utilisera le Lemme([1.1] Soit D, (z,s) =

Ay, (2) T (sP7Y) + hy(z) — 89, s > 0, alors en remarquant que pour tout s > 0,
Dy, (x,s
sp—1
D, (z,s) < Dyyi(x, s), il en découle que u,,; est une sur solution de , ainsi

est une fonction décroissante, alors I'unicité en découle. Par le fait que

Up < upyq et Vaffirmation est démontrée.

Soit k > 0 fixé, utilisons T} (u,) comme fonction test dans (3.20)) on obtient

/ VT u, | dx+/ ul Ty, dx

= )\/ an(z) T, (ul™) Ty (uy,) dx+/ x)Tyu, dr.

Par I'inégalité de Holder on arrive a

a—(p—1)

p—1
e 1 q
)\/ an(x) T, (ub™ 1)d91: < A(/ ugdx) (/ —_— dm)
Q Q |x|q—<p—1)

N(p 1)

Rappelons que g > , alors ( < N, et donc

p—1

)\/ an () Ty (w2 ) Ty (uy)dx < C)\(/ u%dm) !
Q
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Par suite

p—1

/ VT u,|P dx —i—/ uwl Tuy, de < C’k:)\(/ ude)q + E||h]| -
Q Q 0
En observant que
/ wl Ty da > / ul dz — O(k).
Q Q

Alors
| 19Tl da+ [t de < OB,

Ce qui permet de conclure que

/ ul dz < C uniformément en n,

/ an(z) Tp(ul~')dz < C uniformément en n.
Q

Par la monotonie de la suite {u,},, on obtient I'existence d’une fonction mesu-

p—1
rable u telle que ud 1 u? et a,(z) T, (u?~1) 1 T E fortement dans L'(12).
x
En posant f, = a,(z) T,,(ul™) — ul, alors f, — f = ’LT;_: — u? fortement

dans L'(Q2). En suivant la méme démarche que dans [30], on obtient que u est
une solution entropique de . Il est alors aisé de démontrer que si v est une
autre solution entropique positive de , alors v > u, pour tout n > 0, et
donc v > w. O

Pour montrer I'optimalité des conditions du théoréme 3.7, on énonce le ré-

sultat suivant :

Théoréme 3.8. Supposons que p —1 < ¢ < ¢,. Si A > Ay, alors le probleme
uP~!

(13.20)) ne possede pas de sursolution faible, dans le sens que uf, W, |VulP~t €
x

Li.(Q) et

loc

/ ((—Apu)gb + |u|ng> dzx > )\/ ! ¢dx + /h(x)gb dx, pour toute ¢ € C3°(£2).

[P

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut toujours supposer que h €
L>(€2). On procede par I'absurde. Supposons que pour un certain A > Ay,

le probleme (]3.20)) possede une solution faible u, dans le sens défini dans le
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théoreme précédent. Soit 2; un domaine régulier tel que ; CC €, alors u est
une sur solution pour le probléeme dans €2;. Ainsi, par itération, on obtient
Iexistence de uq, la solution entropique positive minimale de dans €. Il
est clair que u} " € L*(Q;) pour tout s < y T -

Soit B, (0) CC € ol n est un constante suffisamment petite, que sera choisit
ultérieurement. Considérons ¢ € C5°(B,(0)), comme u; > 0 dans B,(0), par

I'inégalité de Picone, on obtient
p
/ Vé|Pda > )\/ de—/ ud= Vg, (3.22)
By (0) By (0) |z[P By (0)

Comme ¢ < g, alors (¢ — (p—1))-2= < Ne=1) " par Papplication successive de

p*—p N—p >
I'inégalité de Holder et de Sobolev, on obtient que
p P —p

bt < ([ ) ([ i)
By (0) By(0) By(0)

< st Vol [ *

p*—p
Par le fait que (¢ — (p — 1))-2— < ¥&=D oy obtient que

®

Qa1 pdx> v
2(0)

p*—p N-p 7
lim W= g 0.
r—0 B, (0)

Comme A > Ay ,, on obtient I'existence de ¢ > 0, tel que par un choix judicieux

de 1 on obtient

A

= >AN,p+€-

P —-P

1—|—Sl</ o l)p_pdx> r
By (0)

Ainsi, de retour a ([3.22)) on obtient
|l

e

/ |Vo|Pde > (An, + 5)/ dx
By (0)

ce qui contredit 'inégalité de Hardy. O

Remarque 3.2. Fixons ¢ > p — 1 et soit g une fonction mesurable telle que
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g>0et gq—<g—1) € L'(Q), alors par les mémes arguments que ceux utilisés dans

la démonstration du Théoréme on arrive a montrer que

u > 0 dans Q,
u = 0 sur 09,

—Ayu+u? = Ag(z)u+ h(x) dans Q,

(3.23)

Possede une solution entropique positive, pour tout A > 0 et pour tout h € L'(Q).

Dans ce cas on dira que g est un poids admissible relativement au probleme (13.23)).

On peut résumer les principaux résultats de ce chapitre dans le tableau sui-

vant :

ud h résultat
q>q+ réaction quelleconque non-existence
q<q4+ réaction vérifiant certaines conditions existence
q > qx absorbant | quelleconque existence
q > g« absorbant | quelleconque non-existence







Chapitre 4

Sur un probleme parabolique
avec poids de Hardy et terme de

réaction

Ce chapitre est consacré a 1’étude des probléemes paraboliques du type

uP~1

|z [P
u >0 et u(z,t) =0sur 00 x (0,7),
u(z,0) = ug(x) dans €2,

(u?); — Apu = A

+u? 4 f(x,t) dans Q x (0,7),
(4.1)

ou 6 est soit 1 ou (p—1), N >3,Q C IRY est un ouvert borné régulier tel que
0e€Q, 1 <p<N,qg>0etu >0, f >0 vérifiant des hyptheses qui seront
spécifiées plus bas.

Le but étant I’étude des conditions d’existence et de nonexistence et le phé-
nomene de blow-up en connection avec I'inégalité de Harnack faible.

Notons que par homogénéité, lorsque § = p—1, 'opérateur principal (uP~1), —
Ayu, vérifie une inégalité de Harnack classique (see [72]). Ainsi le comportement
de cet opérateur reste similaire au cas linéaire de I’équation de la chaleur. Nous

montrerons ’existence d’un exposant de Fujita dans le cas général A > 0.

Lorsque 0 = 1, le comportement de 'opérateur principal dépend des deux cas

p<2oup>2.
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1. Dans le cas ou p > 2 et A > 0, et sous des conditions convenables sur
up et f, on démontre l'existence d’un exposant critique ¢, (\) tel que si
q > q(\), aucune solution - dans un sens convenable- n’existe. ce qui marque

la différence avec le cas A = 0.

2. Sip < 2, nous obetenons un résultat d’existence et méme dans certains cas

I’extinction en temps fini pour tout A > 0.

Ces résultats font suite a ceux obtenus dans [61] et [17].

olt Q est soit un domaine régulier borné contenant l’origine ou Q = RY,
1<p< N,q>0et @ est soit égal a 1 ou égal a p — 1.

[ et ug sont des fonctions positives telles que f € L'(Q x (0,7)) et ug € L(Q).
Vu la présence du poids de Hardy , ces problemes sont étroitement liés a 1'inégalité
de Hardy, présentée en introduction et au chapitre précédent.

Le cas p = 2, avec un probléme considéré sans le terme de réaction u?, est
largement et complétement traité dans [25] ou les auteurs montrent 1’existence
et la non existence de solutions selon que A\ < Ay ou A > Ap. Le probleme
considéré lorsque A > 0, en présence du terme de réaction u?, est traité dans
[14] ; les auteurs y prouvent l'existence d’un exposant critique ¢, () dépendant
uniquement de A et tel que le probleme n’admet de solution si et seulement
si ¢ < q+(N). Le résultat d’existence d’'un exposant du type Fujita y est aussi
démontré.

Le cas p # 2 et @ = 1 fut traité par différents auteurs. Le cas A > 0 et § = 1
est traité dans [61] ou le probleme est complétement analysé mais dans 1’absence
du terme de réaction. Dans [I7], sous la condition p < ]\%72 et des hyptheses
spécifiques sur f and ug, les auteurs y démontrent aussi I'existence de solution
pour tout A > 0 . L’intervalle d’existence de p pour qu’'une extinction en temps
fini est aussi obtenu. L’extension de ces résultats dans le cas ou le poids de Hardy
est remplacé par des poids de Caffarelli-Khon-Nirenberg est traité dans [48].

Pour 6 # 1 et A = 0, on renvoie le lecteur a [55] ot le cas unidimensionnel et
sans terme de réaction est étudié.

Pour 6 = p — 1 L’inégalité de Harnack classique est obtenue dans [72] pour

I’équation homogene. Cette proprieté sera largement utiliseé par la suite et sera
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d’une grande utilité dans notre travail.

Le cas elliptique avec p = 2 est étudié dans [45], ou les auteurs arrivent a
démontrer I'existence d'un exposant critique ¢(A\) au dela duquel aucune solu-
tion ditributionnelle positive n’existe. Le méme résultat reste valable dans le cas
semilinéaire parabolique et avec le méme exposant critique, résultat démontré
dans [I4]. L’extension de ces résultats au cas du p-laplacien s’avere étre plus
compliquée ceci étant du a ’absence d’une inégalité de Harnack classique mais
aussi a ’aspect nonlineaire et non homogene du probleme traité, pour pallier a

ces difficultés nous nous inspirerons des idées utilisées dans [G1].

Rappelons tout d’abord quelques notions et définitions de solutions qui seront

utilisées par la suite

Définition 4.1. On dira que u € T3P (Qx (0,T)) ssi Ty(u) € LP((0,T); Wy ()

pour tout k > 0 avec Ti(u) est la troncature définie comme précédemment par

wsi |ul < k.

ks lu| > k.
|ul

Définition 4.2. Soient f,uy deux fonctions positives telles que f € L'(Q x
(0, 7)) et ug € L*(2). Une fonction u € C([0,T]; L'(Q2)) est une solution au sens

d’entropie ou solution entropique du probleme

u — Ayu = f dans Q x (0,7,
u =0 sur 00 x (0,7), (4.2)
u(z,0) = ug(x) dans Q,

siue TP (Qx (0,7)) et

[ et =)@+ [ Titu— o)+ [ 19620, V(T — o)

:/Q@k(uo—v(O))—l—/Q/OTka(U—U):
(4.3)

pour tout k > 0 et pour chaque v € LP((0,T), Wy*()) N L>([0,T] x Q) N
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C([0,T]; L1(2)) on

O(s) = /O CTy(t)dt.

/Q w Ty (u)dr = c;lt </Q @(u)d:r)

[ extuttyiz — [ utuo)yiz = | t [ Tt

Le théoreme suivant est démontré dans [35], voir aussi [87].

il est a noter que

Théoréme 4.1. Soit  un domaine régulier borné, f € L'(Q x (0,7)), uy €

L'(€2), alors le probléme (4.2) posséde une solution unique au sens d’entropie
u € C([0,T], L'(9)).

L’utilisation de la monotonie de I'opérateur permet d’obtenir le principe de com-

paraison suivant

Lemme 4.1. Soient u, v deux solutions entropiques de (4.2)) avec les données

respectives f,ug et g,vg; telles que 0 < g < f et vy < ug, alors 0 < u < wv.

4.1 Etude du probléeme doublement nonlinéaire

Dans cette section nous nous penchons sur ’étude du probleme dit doublement

nonlinéaire suivant :

p—1
(up—l)t —Aju = )\1|L|p + u? dans Q x (0,7),

T
u(z,t) = Osur 09 x (0,7, (4.4)
u(x,0) = wup(x) dans (2,

with \ < (%)p = A. L’origine de I'appélation est évidente vu que 'opérateur
principal (u?~'), — Apu présente une nonlinéarité en la dérivée temporelle et une
non linéarité en 'opérateur p-laplacien, bien qu’il puisse parraitre inabordable
de prime abord, cet opérateur possede deux qualité et pas des moindres; en effet
par [72] on sait que (uP~!), — A,u vérifie une inégalité de Harnack classique, mais

aussi il est clair que 'opérateur en question est homogene.
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Lemme 4.2 (Inégalité de Harnack ). Soit u supersolution faible et positive
de (uP™1), — Apu = 0 dans R = Bs(xg) X (to — B, to + 3) C Q x (0,T). Alors il
existe une constante positive C' = C(N, 4, to, B) telle que

/ u < (C essinf u
_ R+ ’

avec R~ = Bg(a:o) X (tg — iﬁ,to — iﬁ) et RT = B%(a:o) X (to + %/B,to + 03).

Commencons par analyser le cas ou A = 0, soit donc 1’équation
(up_l)t — Ayu =0 dans R", (4.5)

Pour trouver une solution auto-similaire de (4.5)) nous allons donc chercher u
sous la forme u(r,t) = t7*¢(;;), remplagons u par cette expression dans (4.5), et

T. . N
posons § = W et ¥ = —, on arrive a
D

N -1
(0D = (p = D2 = (5= ) 2 =0,

donc

N -1

p=DIo™ 2 + (S ) 1072 + s i) =0, (4

N=1 et en posant U = ———— on trouve

plp—1)

En multipliant la derniére équation par s

I C T

en particulier
1
672 + 55|¢|p72¢ =0,

soit

672 = —Llgr20.
D
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en utilisant Pexpression de la fonction inverse de h(t) = |t[P"%t on obtient

1,1 1
@'(s) = —()7Ts71g(s).
p
La résolution de la derniere équation différentielle et en posant s = @ on obtient
tr
finalement la solution auto-similaire suivante :
L [zl
__N_ — 1 x|~
o(x,t) = t 7D exp{ - )}. (4.7)
pr-1 ¢tp-1

Pour le cas A > 0 nous avons le lemme suivant :

Lemme 4.3. Soit u une solution du probleme (4.4)), alors u(z,t) — oo quand

|z| — 0 pour chaque t > 0.

Démonstration. En utilisant 1'inégalité de Harnack introduite dans [72] nous sa-

vons que u > C dans B, (0) x (t1,t2) pour tout ¢; > 0. Rappelons que

T Cl
“A |log— | = =
p<ogrx\> B

on pose alors v (t,x) = e (t — t1)* <log ‘7“7'), ce qui donne

(Upil)t - ApU S € (t2 - tl)a(pil)il \%%dans BT (O) % (tl’ t2)7
v =0 sur 9B,(0) X (t1,t2),
v (t, 2) =0 dans B,(0),

ainsi, en choisissant ¢ suffisamment petit, on arrive a
-1 -1
(vp )t — Ay < (up )t — Apu dans B, X (t1,t2).

Le principe de comparaison permet de conclure que v < w dans B, X (t1,t2).
ainsi

lim u(z,t) = oo,
|x|—0

d’ou le résultat. O]

Dans le lemme suivant nous donnons des précisions sur le comportement de la
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solution au voisinage du point (0, ).

Lemme 4.4. Soit u une solution entropique du probleme (4.4)), alors pour tout
e > 0 il existe C'(g) > 0 tel que

u(x,t) > C(e)|z| '+ dans B, x (t1,1ts).

Pour montrer le lemme [.4] rappelons le lemme de comparaison suivant -

lemme déja utilisé précédemment dans cette these- introduit dans [9].

Démonstration. Nous allons utiliser les mémes arguments que ceux présentés

dans [61] et [I6]. Modulo une translation dans le temps on peut toujours supposer

(p=1)(a1—¢)

que t; = 0. Fixons € > 0 et soit a > 1 tel que o) P < o et définissons

a(p—1)*
—-1-

@ = 50 Il en découle alors que a > p — 1.

On pose alors w,, = t“z, avec zo = n et pour n > 1, 2, est solution de

p 1
28— Npz, = A ’”|p1 dans B,,
Zn = 7 sur 0B,. (4.8)

Un calcul direct conduit a
(wh™ l)t — Ayw, = af” Lpa(p—1)— lzp 1y pole=1) ( Apzy),

comme a > p — 1, 'inégalité de Young assure l'existence de deux constantes

positives ¢y et ¢y telles que

(WP, — Apw, < aP Mt P8 4oy) 410D (A z,),
< PPl 20 — ALz F acy
-1
< )\ta(p_l)z —L 4 aey,
[P

p— 1
< ALy g,

|7

Comme u est solution de (4.4) et par le fait que u(z,t) — oo quand |z| — 0
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uniformément en ¢ € (ta,%3), on peut toujours choisir Br(0) petite a souhait
telle que ui(x,t) > M > acy pour tout (x,t) € Bgr(0) x (t2,t3). Modulo une

translation en ¢ on suppose a présent que ty = 0. Posons wy(z,t) = 1 et pour

n>1,
WP}
(wP=1), — Ay, |”|_pl + acy dans Bg x (0,77),
x
wy (0, 1) = t*nsur 0B x (0,T1), (4.9)
wy, (z,0) = 0 dans Bg.

En choisissant n suffisamment petit, et par un processus d’itération et I'utilisation

du principe de comparaison on conclut que pour tout n € IN,
u > w, dans Bg x (0,T7). (4.10)

Analysons & présent le comportement de la suite {z,},ecmv, solutions des pro-

blémes (4.41]). Posons v, = z, — n, alors vg = 0 et

p—1
N AW — ¢(vn + )¢ dans B, )
Up, = (0 sur 0Bg.

On arrive aisément a démontrer que v, — v ou v résoud

(v+n)P!
—Ajv= A\——"—— —¢(v+n)* dans Bg,
v |7 (v+n) & (4.12)

v=20 sur 0Bg,

Par le principe de maximum fort de [82] et le lemme on conclut que (4.12))

v+1n
| [P

posséde une unique solution positive v; en effet en posant f(x,v) = A(
a(p—1)

c(v+mn) -1, alors

a(p—1)

NN 0 N (e N

Up—l o |[L‘|p Up—l

/()

pp—1

0
pour R suffisement petit —( ) < 0, et I'unicité en découle. En posant

ov
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z = v+ alors z est solution de

-1
a(p—1) Zp
cz ol —Apz =

dans Bg,
|z|? R (4.13)

z=n sur 0Bgp.

Posons a présent z4(x) = Alx|~**¢, par les hypothéses sur a et en choisissant
A suffisamment petit z4 est solution du probleme (4.13) pour tout . Le lemme
u permet de conclure que z4 < z, le passage a la limite dans la suite {w,, },en

nous amene a la conclusion
u(x,t) > Clz|~*“* dans B, (0) x (tg,%) :

d’ou le résultat. O

Nous allons a présent énoncer le résultat principal de cette section.

Théoreme 4.2.
1. Si A > Ay, alors le probleme (4.4) ne possede aucune solution positive
entropique.

2. SiA <Ay etqg>qi(N),alors le probleme (4.4) ne possede aucune solution

positive.

Démonstration. 1. Si X > Ay, alors la non existence est une conséquence directe
de l'inégalité de Picone comme cela est fait dans (voir [16]).

2. Considérons donc le second cas et procédons par un raisonnement par I’ab-
surde. Soit u une solution positive de , alors le lemme permet d’assurer

I'existence d'une petite boule B,.(0) telle que
u > Clz| " dans B, (0) X (t1,t2). (4.14)

Soit ¢ € C§°(B,), par I'inégalité de Picone on arrive a

—A u
Vol d >/ i LYINTE
/BT(O)\ L

! (uP~)
wi= =D | o|P dr + )\/ ﬁdx —/ P da.
/T(o) ¢l B, (0) |zf? Br(0) uP~! ¥l

v
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En intégrant par rapport au temps ’équation (4.14)), on obtient

(b—t) [ |Velde > C'(t—tr) [ el 0 [ da
B, (0) B-(0)

p
+>\ (tz - tl) / ﬁd%

B.(0) |z|f

~(p=1) [ Tos(u(a, )]0l d

Notons que log(u(z,ts)) est bien définie car u(x,t) >> 1 dans B, (0) x (t1,t2),

on obtient alors

/BT(O) penRlend = (/Brw) |¢’pdx) " U&(o)aog(u(xa tz)))]’gdx) "

du fait que log(s) < ¢os” + ¢; pour tout s > 1 et pour un quelconque exposant
v > 0ol ¢ et c; sont des constantes positves fixées . En choisissant 7 << £ on
obtient fBT(O)(log(u(J:,tg)))%dx < C(tz). L'utilisation de 'inégalité de Sobolev

on arrive a la conclusion que

p
Vol? di > C(ty, t / S
/B,«(O)| ol de = Clt 1) B, (0) |x|a1(q—(p—l)) v

comme ¢ > qi(N) = ((p— 1)+ a%), alors a1 (¢ — (p—1)) > p on aboutit a
une contradiction a I'inégalité de Hardy. Ainsi le résultat de non existence en

découle. O]

Une des conséquences de ce résultat de non existence est que on peut affirmer

une complete explosion Blow-up instantanné des probleémes d’approximations

suivants :
O(ub™?
(lg; ) _ Apu, = Aay(x)ult + g,(u,) dans Q x (0,7,
up(x,t) = 0sur 00 x (0,7), (4.15)
un(,0) = wo(z) dans Q,
ou a,(x) = mln{n,—p} et gn(s) = min{n,s?}. En effet par l'inégalité de
x

Harnack du Lemme on démontre que pour chaque (zg,tg) € Q x (0,7,
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un (20, to) — 00 quand n — oo.
Dans le cas ou ¢ < ¢4(A), nous avons le résultat d’existence suivant ce qui

démontre 'optimalité de ¢, (\).

Théoréme 4.3. Supposons que ¢ < ¢, (A), alors sous certaines conditions sur

ug, le probléme (4.4 possede une solution minimale positive.

Démonstration. 11 est clair que si ¢ < p* — 1 et uy € LP(Q2), alors nous obte-
nons l'existence de solution dans I'espace d’énérgie LP((0,T); W,7(Q)) par les
méthodes classiques. Dans le cas ou p* — 1 < ¢ < g4 (A), pour obtenir 'existence
de solution nous utilisons des arguments de monotonie. En effet notons que par
un calcul direct nous pouvons construire une supersolution radiale de I'opérateur
elliptique construite sous la forme Alx|~?, sous I'’hypothese ug(x) < Alz|= et

par un procédé d’itération on aboutit au résultat désiré. m

4.2 Le probleme de Cauchy pour 'opérateur

doublement nonlinéaire
Dans [57], Fujita considere le probleme suivant

wP, € RN, t>0,
u(z,0) = wup(wr) >0, v R,

_A
e (4.16)

oul <p<oo. Il ydémontre quesi 1 <p <1+ ;, il existe un certain 7" > 0
tel que la solution du probleme (4.16) est telle que ||u(-,t,)||cc — 00 quand
t, — T. Cependant si p > 1 + N alors les solutions globales et non globales
co-existent les premieres dans le cas ou la donnée initiale est soumise a une
condition de petitesse, et les secondes dans le cas de larges conditions initiales
sont considérées. L’indice 1 +; est souvent appelé I'exposant critique de Fujita
pour le Blow-up relatif a I’équation de la chaleur. De plus il est démontré que

2
pour le cas limite p = 1 + N la solution tend vers l'infini pour une certaine

norme en temps fini, pour plus de détails on renvoie le lecteur a [96] .
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4.2.1 exposant de Fujita pour A > 0

Supposons que 0 < A < Ay et considérons le probléeme de Cauchy

p—1

(W), — Apju = AL

=M + u? dans RN, u(z,0) = ug(z) dans R", (4.17)

avec p — 1 < g < py(A). Il est clair que u ¢ L™, comme dans le cas p = 2, le
blow-up sera obtenu dans un espace de Lebesgue avec poids convenable. Plus

précisément on a la définition suivante :

Définition 4.3. Soit u(x,t) une solution positive de (4.17)), on dira que u explose

en temps fini ( Blow up in finite time) s’il existe un 7* < oo tel que

lim 2|~ P (2, t) do = oo,
t—T* B, (0)

sur toute boule B,(0).

Dans le but d’obtenir ’exposant critique de Fujita, au dela duquel ’explosion

au sens de la définition 4.3 a lieu nous allons chercher une famille de sous-solutions

de ([4.17) sous la forme w(r,t,T) = (T — )79 ((Trt)3>’ avec 0, 3 > 0 a
spécifier et ¢ > 0 une fonction réguliere. Notons s = (Trt)ﬁ’ on a alors

we = (T =000 + 7 2C(5),
wy(r,t) = (T — )79 (s), (4.18)
Wy (1, 1) = (T —)79728¢" ().

Nous voudrions avoir

N -1 p-1
(w)P~! = (p — V)| 20" — < > |w'P 2w’ — pYd — < (4.19)
r r
1 1
en posant ¢ = m, g = , et en remplacant cette valeur dans (4.18)),
alors (4.19) devient
_ N -1 _ p—1 _ A

=D = (S ) T Bl 0= 1) - 5)0 s <

(4.20)
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pr~1

Supposons que ((s) = Ap(s) avec ¢(s) = salE’a:p{ — (25 )s;'pl}, A > 0. alors

('(s) = Ap(s)D(s)

et
¢"(s) = Ad(s)K(s)
ou
—1
D(s)——%—p s
S pﬁ
et )
-1 2 —1)—1 2=
K(s):altal—l—(pL)Qs%vL 041(pL) sf’le).
S ppfl ppfl

I1 découle de 'équation (4.20) que

N -1 -1
1Dl 2K~ (T L) D2 D4 LoD (1)~ ) < AT G- Dgr-,
S P S
(4.21)

quand s — 0, le premier terme dans (4.21)) est équivalent &

(p—Dat —(N—-p '+ p-1 p—1
~ o4 —2 =
sP p g—(p—1)

comme (p — 1) — (N —p) ¥~ + X = 0, alors équation (4.21))est satisfaite au

moins lorsque s — 0.

Considérons a présent le cas ou s — oo, dans ce cas le premier terme dans

(4.21)) est équivalent a

-1 —1
—(p—l){(ppl)p%—pp1 }sﬂ—)ooass—)oo.
pr- pr-

Donc en choisissant A suffisamment grand on arrive a conclure que (4.21)) est

vérifiée pour tout s > 0. ce qui permet de conclure que

w(x,t,T) = A(T — t)_q—(;—l)(w)—oqEXp{ . <p _Ll)( T )ppl}’

ou r = |z| nous procure une famille de sous solutions du problémes (4.17)).
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Soit B,(0) une boule de R centrée & I'origine, alors

/ o 2|~ WP (z,t,T) doe =
(0

1 UN_e1 [ -1
C(T —1) R /(T_”l/p Exp{ —(p— 1)(pL )sppl}sN_po‘l_l ds.
0 pp*l
—1 1 N
Sig<p—1+ M, nous avons alors —-—— + — — il < 0. Donc
N —a ¢—(p—-1) p p
}in% o 2|~ WP~ (z,t, T) dox = oco.
=T JB,(0
—1
On peut donc conclure que F(A) = p—1+ ];57]?) est un exposant de type

Fujita relatif au probleme (4.17]).
Il est a notre que pour 0 < A < Ay,

p(p—1)

—1<p-1
p p + N

—F(0) < FN) <q- (W) <5 — 1< () < .

il vient que F'(\) < ¢+ (), Pour montrer que F(A) < g_()) il suffit de montrer
que

(p—1Dag+a; <N —p. (4.22)

Pour obtenir 'estimation précédente nous allons utiliser les définitions de as et

a1. Rappelons que h(q;) = 0 pour i = 1,2 et ay < ap pour A > 0, donc

A
(p—Daz+ar = (N—p)_ap_l +ay
2
o + (N —p)a?™t =\
< (V-p)- o pa =t =D
Qi 851
= pa; < N —p,

par suite (4.22) est vérifice et F'(A) < g—(A).

Soit & présent u une sur solution positive du probleme (4.17)) telle que u(z, T') >
Clz|~®* pour un certain T' > 0, on pose u(x,t) = u(z,t+T), alors u résoud (4.17)
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avec u(x,0) > Clz|~**. Notons que

1 -1 .
w(fC,O,T):ATM(V"J)aleXp{_(p - )(ﬁ)f’—l},
prt z

p

on peut alors choisir A suffisamment petit de maniere a avoir w(z,0,T") < u(x,0).

Fixons A dans les mémes conditions précédentes, nous allons montrer que

u(z,t) > w(z,t,T),Vt < T. Soit k(s) = s*~! pour s > 0, nous obtenons alors

k(w) k(@)

Pz

q

)+ (h(aw)7T = (k(a) 7.

k() — k(@) — Ayw + AT < /\<

pour contourner les complications causées par le poids de Hardy nous procédons

par approximation. Posons w,(x,t,T) = w(r + %, t,T), alors

wn(2,t,T) = A(T —t) 7D (M) _alExp{ - (];;i}l)((?l_i;ll;);l}'

Il vient immédiatement que w,, € L satisfait a
k(w, _a_
K = By < ATEH 4 ()

d’ou

et par suite on conclut que

) =K B 8 < 1 () =) ) ) P2 )
(4.23)
Posons
0 si s<0,
Vs(s) =13 1 si s>o, (4.24)
2 s 0<s<o,

et utilisons ¥, ((w, — @);) comme fonction test dans (4.23), la monotonie du
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p—laplacien et le fait que w,, est essentiellement bornée permet de conclure que
/ / (wn) =k () bo (wn—70) 1 )dtdz < C / / (W) —k (@) )o ((wn—T0) 1 )dtdc.

En faisant tendre ¢ — 0 on arrive &

/w _(B(wn) = k(@))dzdt < C / (k(w,) — k(w))dzdt,

Wn >U

comme {w, >u} = {k(w,) > k(u)}, une integration en t donne

/(kz(wn(m,T)) — k(u(z, T)))sde < /OT /(k(wn(x,t)) ~ k(u(z, b)) dadt.
BN

RN

Par I'inégalité de Gronwall permet de dire que k(w,(z,t)) — k(u(z,t)))L = 0,
donc T(x,t) > wy(x,t),¥(z,t) € RN x (0,T) pour tout n € IN. Par suite @ > w

et le résultat est démontré.

Nous pouvons donc énoncer le théoreme

—1
]M et soit u une

Théoréme 4.4. supposons que ¢ < F(A\) =p—1+
Q
solution du probleme (4.17) telle que u(x,T) > C|z|~* pour un certain 7" > 0,

alors u explose en temps fini dans le sens de la définition [£.3]

Remarque 4.1.

1. Il est clair que si ug(z) > C|xz|~*, alors la solution u explose, dans le sens

de la définition [4.3]

2. La condition sur le comportement de u au voisinage de l'origine semble
étre naturelle du fait que l'on ait démontrer dans le Lemme (4.4) que
u(z,t) > Clz|~**¢ pour chaque ¢ > 0. Notons que dans le cas p = 2,
un changement de fonction et 'utilisation d’une inégalité de Harnack pon-

dérée nous obtenons que u(x,t) > Clz|~* pour tout t > 0.
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4.2.2 Existence globale pour F(\) < g < ¢+ (\)

Dans le but d’obtenir I'existence globale de solution, nous allons recherché

des supersolutions w verifiant

N-1 =
(wp—l)t . <p . 1)|w/p—2w// . (T> |wlp—2w/ . /\wrp Z w? (4.25)
Supposons que w(r,t,T) = (T + t)_9g<(T—:t)B) avec 0, 8 > 0 a choisir. On
pose s = (T—i—rt)ﬂ’ on a alors

wy = —(T + 1) (09 + 539/ (5),
wy(r,t) = (T + )79 Pg'(s), (4.26)
wep(rt) = (T + 1) 772" (s).

Comme précédemment dans le but d’obtenir une homogénéité, choisissons

1
6= et = —. Ainsi (4.25) donne
p

Cq—(p-1)

N —1 —1 A
(p—1)lg" %"+ (S) Ig’p2g’+pp89p29/+(y3+9(p—1))gp1(S)+gq <0.
(4.27)
Posons g(s) = A¢(cs) avec ¢(s) = s”exp{ — (2% )sppl}, A>0,0uy>a,a

pP—1

convenablement choisir ultérieurement, alors
g (s) = Aco(cs)D(cs) et g"p(cs)K (cs)

ou

-1
D(s) :—l—pL S7T et K(s)

S pp—l 52 pp—l pp—l

2 — - 1) — _
_ Y P p1)28%+27<p 1)-1 =

Donc par (4.27)) il découle que

(p— 1)cP|D(cs)[P72K (cs) + P! (%) |D(cs)|P~2D'(cs) + %csD(cs)

+(0(p — 1) + =) + AI=P=Dg=r=D(cs) < 0.

o)
(4.28)
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Quand s — 0, le membre de gauche dans (4.28)) est équivalent a

1 -1 -1
—(p=1y"+(p— N1y~ - ~hgm :

{( P + (p— NP 1+)\} p i p 4+ AT (=1) g=r(a=(p=1)
o p q—(p—1)

comme 7y > ay, alors (p— 1)y + (p — N)v?~1 + X < 0. Par le fait que ¢ < q,(\),

il s’en suit que oy < et on peut ainsi choisir v suffisamment proche de

p
q—(p—1)’
aq tel que ap < v < ﬁ. Donc quand s — 0,

(p = 1)e?|D(cs)[P2K (cs) + 1 (X2) [ D(es)[P~2D' (es) + EesD(es)
HOp —1) + ) + AT 006D es) <0

Nous nous interessons maintenant au cas ou s — oo, dans ce cas le premier

membre de 1'équation (4.28)) est équivalent a

e — (-0

(- Vs { (2

prT prT

En choisissant ¢ < 1 suffisamment petit on arrive a avoir (£5=)Pc? — (p — 1) L3>,
1 I

et par suite

(p—1)cP|D(cs)[P 2K (cs) + Pt (%) |D(cs)[P~2D'(cs) + p—;lcsD(cs)
+(@(p—1)+ ;;) + AT ga=r=D(cs) < 0

quand s — oo.

Comme a; < 7y < et § = —, alors —%7 —0(p—1) < 0. En choisssant A
p’

q- (p 1)
suffisamment petit, on obtient

(p— 1)cP|D(cs)[P72K (cs) + P! (%) |D(cs)|P~2D’(cs) + ”lecsD(cs)
+0(p—1)+ 3);’) + A== ga=r=D(cs) < 0

pour tout s > 0.

Ainsi nous obtenons une famille de sursolutions globalement définies en temps.
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Il est a noter que

_ 1 % — 1 P
w(z,0) = AT q<p1>ycxwexp{—(c 1 )(pp)|x|p—1},
T

alors nous définissons une classe de fonctions uq telles que

p—1

p—1

up(z) < \x!”’exp{ — D( )\x]ppl} pour D > 0.

Notons que pour ¢ = 0 on peut toujours trouver T" > 0 et ¢ < 1 proche de 1
tels que w(z,0) > ug(x), et on conclut que w est bien une sur solution de (4.17)
quand wug vérifie la condition imposée. Comme v(x,t) = 0 est une solution, on

démontre par un procédé d’itération l’existence d’une solution globale positive

e (ITD.

Remarque 4.2. Dans le cas ou p — 1 < ¢ < ¢4()), alors sous une condition
convenable sur la condition initiale, on peut obtenir un blow-up de la solution

dans L? (IRM). Plus précisemment, supposons que ug(z) > ¢ ol ¢ > 0 est telle

que ¢ € C(IRY), supp(¢) C By(R) et

1 1 P
RN

IRN

alors si u est une solution positive du probleme (4.17)) avec ug(z) > ¢ satisfaisant
(4.29)), alors u explose en temps fini, dans le sens ou il existe T* < oo tel que

/ uP(z,t)de — oo as t — T,
Br(0)

Par I’absurde, soit u la solution du probléme (4.17)) avec la condition initiale wuy,
et tel que pour chaque T' > 0

sup uP(z,t)de < M(T) < oo. (4.30)
te(0,T) Y Br(0)
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Soit w la solution minimale du probleme

wbP1

(wP™1)y — Apjw = A

=E + w? dans Bg(0) x (0,T(w)),

w(z,t) > 0 dans Bg(0) x (0,T(w)),
w(z,0) = ¢six e Br(0).

(4.31)

Comme w € LP(0,T(w); Wy*(Br(0))) N L>(Bx(0) x (0,T(w)), et comme u est
une sursolution pour le probleme (4.31]), alors w < w et par suite T'(w) = oc.

Définissons [’energie en temps,

1 A P 1
E(t) = 7/ |Vw|Pdx — —/ O - — wittdz.
P JBr(0) pJBro) 2P g+ 1/8R0)

Un calcul direct montre que

th(t) = —(wy, wy) < 0 ainsi par 'hypothese ¢, E(t) < 0.

Comme conséquence, 'utilisation de w comme fonction test dans (4.31)), il en
découle

q+1
p

d

@ p ,td)
dt JBr(0) wh(z, t)d

wP (z, t)dx > C</
Br(0)
comme g > p — 1, alors par intégration on obtient que

/ wP(z,t)dr — oo as t — T* < o0,
Br(0)

ce qui est en contradiction avec (4.30]). D’ou le résultat de blow-up.
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4.3 Reésultats d’existence pour § =1 et p < 2 :

Présence et absence d’extinction en temps

fini

Cette section est dédiée a 1’étude du probleme

ub~?
U — Apu = /\| P + u? dans Q x (0,7,
T
u(z,t) = 0surdQx(0,7), (4.32)
u(z,0) = (),

avec p < 2, bien qu’en apparence tres différents, on retrouvera beaucoup de
points communs avec ’étude faite précédemment pour le probléeme doublement
nonlinéaire mais aussi quelque différences significatives. Le but de cette partie
est de montrer que sous certaines conditions adéquates sur ug et f 1'existence
de solutions pour ¢ > g (\) et A > Ay. Ce qui mettra en evidence la différence
entre le probleme et et mettra en exergue l'importance du réle de
I'inégalité de Harnack.

Nous commencons par énoncer le pricipal résultat d’existence

Théoréme 4.5. Supposons que 1 < p < ]\2,—% et que g+ (\) = ((p —1)+ a%) <

c

q < 1. Soit uy € L*(€2) une fonction positive telle que ug(r) < F, alors pour
x|2-r

chaque A > 0, le probléme (4.32)) posséde une solution positive minimale.

Démonstration. Pour montrer I'existence de solution nous allons commencer par
rechercher un "bonne" sur solution, I'usage de monotonie de l'opérateur nous

permettra de conclure. On peut toujours supposer que 2 CC By(1).

Comme 1 < p < %, alors ¢4 (\) < ¢ < 1. En effet commencer par observer
ﬁ < %, ce qui permet de conclure que 2’%}) < . Par un calcul direct nous

obtenons que h(2%p) > 0 ou h est définie dans (3.6, donc 2%}) < « et par suite
g+(A) < 1.

Posons



CHAPITRE 4. SUR UN PROBLEME PARABOLIQUE AVEC POIDS DE HARDY ET
140 TERME DE REACTION

ou Ag > 0 sera ultérieurement choisi, donc si 1 < p < %, par les résultats de

[17] on sait que Sy, vérifie

o
(Sxo)e = ApSixy = Ao |;O|p
Fixons A\g = A + Ay, alors
sp-t sp-t
(Sao); — ApSxhy = A |pr + A\ |x°|p .

Comme ¢ < 1, il est toujours possible de choisir Ay et T de sorte a avoir

p—1
A
AIW Z ;1\07

ainsi S, nous fournit une sur-solution pour le probleme (4.32)) il suffit alors juste

_1
de comparer les conditions initiales. il est clair que Sy, (z,0) = Ag (@—‘%) 7 En
_1
choisissant Ao de sorte & avoir \gTy " > ¢, il s’en suit que Sy, (z,0) > wuo(z).
gp—t p—1
Comme p < 225 alors A ’)‘(‘)p + M "\Op € LY(Q x (0,7)). Ce qui permet de
x x

N+2°
conclure que Sy, est bien une sur-solution de (4.32)). Considérons a présent le

schéma itératif suivant : wy = 0 et w,, définie comme étant les solutions positives

des problemes

dwy,
(‘;Ut — Apw, = gn(r,w,—1) dans Q x (0,7),
w, (1) = 0 sur &0 x (0,7), (4.33)
Wy (z,0) = T,(up) dans €,
sp~1
ous >0, gux,s)= )\W +s9. 1l est alors clair que wy < S, et par itération

on obtient w, < w,41 < S), pour tout n. Ainsi nous obtenons l'existence de
w = limsupw, < 8, telle que w résoud (4.32)) au moins au sens d’entropie.

D’ou le résultat. O

Pour le cas A < Ay, nous avons le résultat d’existence suivant :

Théoréme 4.6. Soit 1 < p < 2 et supposons que A < Ay, alors pour tout
ug € L*(Q) et pour tout g < 1, le probléme (4.32)) posséde une solution minimale
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positive u € LP(0,T; Wy (1)), de plus si p >

N +2, sous certaines conditions (
de petitesse ) sur |Jug| ;2 , il existe un temps fini 7* pour lequel u (.,t) = 0 pour

tout t > T™.

Démonstration. Commencons par considérer le cas ¢ = 1. Soit w, la solution

minimale du probléme approximant suivant

ou,, ub~!

5% Ay, = W + u, dans Q x (0,7,
up (1) = 0sur 00 x (0,7),

un(x,0) = g dans (2,

I'utilisation de u,, comme fonction test dans le probleme précédent conduit a

1d

P <
o7 udw—l—/]Vun\ dx )\/ dw~|—/udw

par l'inégalité de Hardy on obtient

1d [, , A\
—— — 1—— p < 0. 4.34
5% Qud:c /Qudx+< A)/Q]Vu] dr <0 (4.34)

L’inégalité de Gronwall nous permet d’avoir

T
/ u?(z, T)dx + (1 - >\> / / |Vul? dedt < ||u0||Lze%T.
Q AJJo Ja

Ainsi nous obtenons une suite {u, }neny bornée dans LP(0,T; W, P(Q)) N L2(Q X

(0,7)), le résultat d’existence en découle par un classique procédé itératif et des

arguments de monotonie. Supposons a présent que % < p < 2, l'usage de

I'inégalité de Sobolev dans (4.34) nous amene a

—_— — 1—-= p > <
5 Qud:r /g)udx%—C( A></9|u| dx <0

Np I’

ou p* = Np L exposant critique de Sobolev. Il en résulte que

e | um)w(l ) ([ ar)” <o
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ce qui donne

p

jt (6_2t/9u2dac) +C <1 — i) e~ (2Pt (/Q (e_% |u|)p* dm)p* <0.

comme ]\?—% < p < 2, alors p* > 2, en posant alors F' (t) = e*QtAZqum, nous

obtenons

F'+C (1 — i) e PtpT <,

et donc

F; (t) <-Cl1- A e~ (2-p)t
F2 (t) A

en intégrant par rapport au temps nous obtenons

p P )\ 1 1
1-2 _ pl-t < _ —(2-p)t _
Frh@) - F (0)_0(1 A) [2_296 2_p],

et par suite

ou encore

F(t) < {Fl-‘é 0)+C <1 — j\) lQipe—@—W — Qip] }“ :

du fait que F' (0) = / u? (z,0) dx = ||lugl| 2 ; alors si
0

A 1177
o(1-3) 5]

nous obtenons F(t) < 0 pour T = T (A, p) le résultat d’extinction en découle.

[uoll 2 <

Considérons a présent le cas ou ¢ < 1. Les mémes estimations du cas précédent
permettent de conclure a l'existence d’une solution minimale. Par contre pour

montrer I'extinction en temps fini nous devons effectuer quelques modifications.

Comme p > % et A < Ay, on peut choisir 0 < s < 1, assez proche de 1 de
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spP A
=z t
(8—|—p—1)p A>Oe

sorte a avoir

N
+p—1
(s +p )N

>s54+1>q+s.

Utilisons u® s > 0; comme fonction test dans (4.32) on arrive a

1 s+p—1

d
—/ u8+1dx—|—s/ ut ™ |Vl do = )\/ uipdx—k/ ut™dx,
s+ 1dt Jo Q o |z Q

et par suite

Ly YA
s+1dt/ﬂu x+(s+p—1)p QV

L’inégalité de Hardy-Sobolev et la condition sur s on obtient

1 d s+1 Spp i
S+1dt/ﬂu dgH_((s—l—p—l)p A)/ﬂv

L’'usage de I'inégalité de Sobolev nous améne a

1 d +1 Spp )\< (stp—1) «
£ e ) ()
s+1dt/gu x+c<(s—|—p—1)p A) 0" ‘

Comme (s +p —1) Ni_p > s+1 > q+s, alors par I'inégalité d’interpolation dans

(s+p—1)
u r

D us+p—1
dx = /\/ 7pdx+/ uitidr.

(s+p—1)
u P

p
dr < / ul*sdex.
Q

b
53

"< / ultsdx.
Q

les espaces de Lebesgue nous donne

/uq“da: < CE/ uS“d:c—l—e/ w Pty
Q Q Q

D
s —1 % E
< Cg/us+1dx+6</u+z pdw)p .
Q Q

En combinant les dernieres inégalités et en choisissant ¢ suffisamment petit on

arrive a

]_ d +1 Spp )\ ( (s+p—1) & p* _
B _2 / ; pd) < / 145 g
s—i—ldt/gu x+c<<s+p_1>p A) U x _C’Qu x
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Posons F'(t) = e ¢t / u*Tdx, alors comme dans le cas ¢ = 1, on obtient
Q

F' 4+ Ce ' F T <

ou ¢; > 0 ne dépend que de s, N,p et C, et comme dans le cas précédent , si

F(0) = / uitdz est suffisamment petit nous obtenons I'extinction en temps
Q

fini . Comme €2 est borné sous la condition convenue sur ||ug||z2 on arrive a la

conclusion, ce qui achéve la preuve. O

Dans le cas ol ¢ < p — 1, un autre phénomene apparait, plus précisemment

nous avons le résultat suivant :

Théoreme 4.7. Soit 1 < p < 2 et soit ¢ < p — 1, alors le probleme

up~!
up — Apu = /\| E +u? dans Q x (0,7),
X
u(z,t) = 0sur 02 x (0,7), (4.35)

u(z,0) = 0 dans Q,

possede une solution globale u telle que u(x,t) > 0 pour tout ¢ > 0 et tout x € €2,

et donc pas d’extinction en temps fini.

Démonstration. La preuve est basée sur un argument de sous et sur-solutions.

Comme précédemment et sans perte de généralité supposons que 2 C B;(0).

Comme p < 2, alors ¢ < 1. Commengons par construire une sous-solution. Soit

p(t) = (1— q)tﬁ, alors £4(0) = 0. Considérons w 'unique solution du probléme
wpP!

—A,w = A—— +w?dans ,
P |z 4 1 (4.36)

w = ( sur 0f2.

Il vient que w € L>*(Q2). Posons v(z,t) = pu(et)w(z), alors v est solution de

wpP™!

P +1

vy — A = epl(st)w(x) + pP ! (et)(/\ + wq)
A

< AT et et + 7 Cut (o).




4.4. =1 ET p > 2, RESULTATS DE NON EXISTENCE ET D EXPLOSION
REGIONALE 145

Il est clair que P~ (et) < cou?(et) pour tout ¢ € [0,7] et w < c;w? dans 2, ainsi

on peut toujours choisir € et C, ne dépendant que de T et ¢; tels que

Pl

vy — Apu < A + v? dans Q x (0,7),

[P

ainsi v est une sous-solution de (4.35)). et du fait que w est une sur-solution de
(4.35) avec v < cw dans Q2 x (0,7, ainsi par un argument de sous et sur-solution
nous obtenons l'existence de solution v > v dans Q x (0,7). Il est clair que

u(z,t) > 0 pour tout (z,t) € Q x (0,7). O

Remarque 4.3. Le méme résultat est obtenu pour

q

U — Apu = |u’p dans Q x (0,7,

x
u(z,t) = 0sur 902 x (0,7), (4.37)
u(xz,0) = 0dans Q,

oul <p<2etq<p—1,en effet on peut démontrer que le probléeme (4.37) pos-
séde une solution globale u telle que u(x,t) > 0 pour tout ¢ > 0 and = € . Pour

s’en convaincre il suffit de reprendre les mémes arguments que précédemment.

4.4 6 =1 et p> 2, résultats de non existence et

d’explosion régionale

Dans cette section nous supposons que § = 1 et p > 2, et sous certaines

conditions sur ug et f, nous allons démontrer un résultat de non existence pour
. . , ; .

q > q+(\) et comme conséquence nous allons obtenir un résultat d’explosion

régionale.
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4.4.1 Reésultat de non existence

Considérons le probleme

uP™!
U — Apu = /\| P +u? dans  x (0,7T),

xz
u(z,t) = 0sur 992 x (0,7), (4.38)
u(x,0) = wug(zr) dans €,

avec A < Ay et ¢ > ¢, (). Par solution de (4.38)) comme précédemment nous
voulons dire une solution entropique obtenue comme limite de solutions de pro-
blemes approximants.

Commencons par établir le résultat de non existence suivant :.

Théoréme 4.8. Supposons que g > ¢(\) et soit v une solution du probléme

v — Ay = 0dans Q x (0,7,
v(x,t) = 0sur 00 x (0,7), (4.39)
v(z,0) = wo(z) dans Q,

ou vy € L*®. Supposons que v(z,t) > C > 0 dans B,(0) x (t1,t2) C y x (0,7),
alors le probléme ([4.38) ne possede aucune solution entropique u telle que u > v
dans ; x (0,7).

Démonstration. Nous procédons par 'absurde. Supposons que le probleme (|4.38))
possede une solution u telle que v > v dans Q x (0,7, alors u(z,t) > C > 0 dans
B, (0)x(t1,t2). Comme —A,, (log ‘T?') = %ﬁ,, en posant w(z,t) = e (t —t1)* (log ﬁ),

il vient que w est solution de

wy —Ayw <€ (f— tor ‘%2,, dans B, (0) x (t1,t2),
w(zx,t) = 0sur 0B, (0) x (t1,t2),

w(z,ty) = 0dans B,.

)a(p—l)

En choisissant ¢ suffisamment petit

€ (7?— tz)a(p_l) & < e

2 = ]
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on arrive a

wy — Apw < up — Ayu in B, (0) x (t1,2).

alors par le principe de comparaison classique on montre que w < u et donc

limyg| 0 u(z, t) = oo uniformément pour ¢ € (t1,%,). Nous allons de plus montrer
u > Clz|~*7* dans B, (0) x (tl,a C B, (0) x (t1,t2) . (4.40)

modulo une translation, on peut toujours supposer que t; = 0. Fixons ¢ suffi-

samment petit et soit a > 1 tel que % < p. Posons w,, = t%z, ou z, est
solution du probleme
P
ezl — Npzy, = /\|”—|_p1 dans B,(0),
x
Zn =1 dans 0B,(0), (4.41)
z0 =1,
_alp—-1) o
avec a4 = Q1 R << 1 et ¢ est une constante positive a détérminer ulte-
a J—

rieurement. Comme dans la preuve du lemme [4.4] et 'utilisation de 'inégalité de

Young nous permet d’obtenir
p—1
Wp—1

(W) — Apwy, < A o

+ acsy.

Comme u est solution de (4.38) et du fait que u(x,t) — oo quand |z| — 0
uniformément en t € (t1,%3), on peut choisir p de maniere a avoir u?(x,t) > acs

dans B,(0) x (0,¢3). Ce qui nous amene a conclure que

p—1
(wp)r — Apw, < u’)"|_p1 + ey dans B, x (0,11) ,

x
wy(x,t) = t*nsur 0B, x (0,T1), (4.42)
wy, (z,0) = 0 dans B,.

Choisissons a présent 7 suffisamment petit, 'usage d’un principe de comparaison
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et d'un procédé d’itération nous permettent de conclure que
u > w, in B, x (0,77) pour tout n € IN. (4.43)

Par les mémes arguments utilisés dans la démonstration du lemme [£.4]on montre
que z, — z fortement dans I/VO1 P(B,) ou z est l'unique solution positive du

probleme
a(p=1) 2Pt

cz o1 —Ajz=)\—— dans B,,
? |z [P 8 (4.44)

z2=" sur 0B,.

Il est & noter que z4(x) = Alz|~'"¢ pourA petit, est une sous-solution de (4.44)),
ainsi par le lemme (1.1} on conclut que z > z4, par passage a la limite on arrive a
(4.40) . Soit ¢ € C3°(B,), avec r << p, L’usage de l'inégalité de Picone comme

dans [9] on arrive a

—A, u
Vol de > / e L INEP
lﬂ@|ﬂ T > &@uwlm x
|90‘p _ Uy

> w0 dr + )\/ T —dx Pdz.
- /BT(O) i B.(0) |z|” B, (0) uP~! i

Par un intégration par rapport au temps et (4.40)), il s’en suit que

(=) [ VePde > O o] @ P dod +
Br(0) Br(0)x(t1,t2)

‘So‘p Uy

+A pdadt — [ ~dxdt.
Br(0)x(t1,t2) | T (0)% (t1,t2) UP™
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et donc

_ p > / _
(t tl)/Br(O) Vol"de > C'(t, 751)/3(

T

) ’x|—a1(q—(p—1)) |90|p dr +

p
e [ s
B

1 / 1 1 P
2 — P JB-(0) up_2 <t27$) up_2 (tbx) 4

> C,(tg—tl)/ w+)\(t2—t1)/ w+
- BT(O) ’x‘al(q_(p_l)) BT(O) ‘x|p
1 1 )
— — dx.
2—p/r(0) (up—2 (Q,:c)) ol dx
ainsi
1 L ol
Vpd+7/ — | |od >C’/ —
/BT(O)‘ o|" dx 2 —pJB.0) \uP2(ty, 7) lol” dz > B,(0) |x|o¢1(q—(p—1))
p
o) ey,
B.(0) ||

Notons que u(z,t) > ¢ dans B, (0) x (t1,t3), par I'inégalité de Poincaré on

obtient

1 1 )
——— _— de < C Pd
2—p /T(O) (up—2 (tz,:c)> ol e < B,(0) [pl" de

< C/ |Vl? dr.
B (0)
ce qui permet de conclure que
p | |p
\V pdx>(]’/ L LN
/Brm)l oltde 2 B(0) |g|* (@~ 1) B,(0) |w]”

Comme ¢ > ((p -1)+ O%), alors oy (¢ — (p — 1)) > p, et on arrive a une contra-

diction a I'inégalité de Hardy-Sobolev, et d’ou le résultat de non existence. [

Corollaire 4.1. Supposons que la donnée initiale ug vérifie

up(z) > C dans B,.(0) C €, (4.45)
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alors le probleme (4.38) ne possede pas de solution positive.

Démonstration. Soit w une solution de type Barenblatt de I’équation
vy — Av =0,

alors w est donnée par

1 p=2
w(;p7 t) — t—WN (M _ (p_2),yplé“pp1> p-1
p +

ou M > 0 est une constante positive, v = m et £ = L“%l On pose v(z,t) =

w(z,t + ), en choisissant M, T} et s tels que

v — Ay = 0dans B,(0)
v(x,t) = 0 sur 9B,(0)
v(z,0) < < sur 9B,(0).

X (O7Tl)
Comme wuy(z) > C  dans B,.(0) C Q, alors par comparaison nous pouvons

conclure que u < v dans B,(0) x (0,7}). Le théoreme {4.8 permet de conclure a

lo non existence. O]
Remarque 4.4. 1. Le méme résultat de non existence reste valable pour le
probleme
uP~1
ug — Ay = /\| P +u? + f(z,t) dans Q x (0,7,
x
u(x,t) = 0sur 00 x (0,7),
u(x,0) = 0dans Q,

si 'on suppose que f(z,t) > C > 0 dans B,.(0) x (t1,t3) C Q x (0,7).

2. Sous les conditions du théoréme et avec un calcul similaire on peut

aussi démontrer que le probleme (4.38) ne possede aucune supersolution u

avec u € Ty P(Q x (0,T)) et A +ul e LYQ x (0,7))

u
[P
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4.4.2 Blow-up régional pour les problemes d’approxima-
tion

Comme conséquence aux résultats de non existence précédents nous allons
démontrer un résultat de blow up pour certains problemes approximants.
Par la suite nous aurons besoin de I'inégalité de Harnack suivante, dont la dé-

monstration peut étre retrouvée dans [51].

Théoréme 4.9. (Inégalité de Harnack faible). Supposons que u est une solution

positive du probleme

?;Z —Ayu = f(z,t) dans Q x (0,7),
u(z,t) = 0sur 90 x (0,7), (447)
u(z,0) = wo(z) dans Q,

oup > 2 f(x,t) < M et ug(z) € L>®(2). De plus supposons que u(zx,ty) > 0,

alors il existe une constante B > 1 ne dépendant que de N et de p, telle que

V(zo,t0) € Q2 x (0,7),Vr,0 > 0 tel que By.(xg) C Qetto+60 <T ona

N
p

N 0
< — — i . .
/BT(%) u(z,to)de < B { ( 3 ) + <Tp> lBir(lsz)U( to + 9)] }

Nous avons alors le lemme :

Lemme 4.5. Soit u, la solution minimale positive du probleme

a(;;n —Dpup, = Aap(z)ul ™t + g, (u,) dans Q x (0,7,
U (2, 1) = 0sur 90 x (0,7), (4.48)
un(z,0) = wup(z) dans Q,

1
ou a,(r) = min{n, ’—p} et gn(s) = min{n, s?}. Supposons que uy € L>(2) est
T

telle que up > ¢ > 0 dans B, (0) C €, alors pour tout a > 0, il existe r(a) > 0
avec By, (0) C €, tel que

/ up(z,t)dr — oo quand n — oo sit > T'(a). (4.49)

T
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Démonstration. L’existence de solution minimale positive est démontrée en uti-
lisant un argument de monotonie et d’estimations a priori. Il est clair que u,, <
, . ,
un+1. Nous allons procéder par un raisonnement par l'absurde, supposons que

pour tout 79 > 0 tel que By, (0) CC £, on ait

/ up(z, 7)dz < C(1) pour chaque n et pour chaque ¢ > T.
B

0

Comme {u, }, est une suite croissante, nous obtenons Iexistence d’une fonction
mesurable u(x,7) € LY(B,,) telle que u,(z,7) 1 u(z,7) pour tout x € B,,. En
choisissant r suffisamment petit on a alors ug > ¢y > 0 dans B,, alors comme
dans la démonstration du théoreme nous obtenons que v > u,, > ¢ > 0 in
B,.(0) x (5, 7). Par utilisation de l'inégalité de Harnack du théoréme nous

arrivons a / up(z,t)dr < C(rg,7) pour tout 0 < ¢t < 7. Il en découle alors
B,

0

/ u(z,t)dr < oo pour tout 0 <t < 7.
B

70
Par un raisonnement similaire & celui émis dans la preuve du théoréme 4.8 nous

pouvons voir que

|:}:1\§0u(x 1) = |glclgo lim uy (2, 1) = oo uniformément pour ¢ € (%,7‘)

et
up(z,t) > wy(x,t) dans Br X (t1,t2) (4.50)

ol wy, est la solution de (4.42)) obtenue dans la section précédente.
Let ¢ € C5°(B,(0)) ou rg << 1, alors (z,t) € B,(0) x (3, 7), nous obtenons

/B VoPde > / p“"\¢|pd:v

et par suite

[, IVoParz [ a@ordr+ [ gnp Digpae — [ X o

2 Un

Soit § < t; <ty < 7. En intégrant sur (f1,?,) il en découle que
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(tg—tl)/ﬂ Vo [Pdrdt > /\(tg—tl)/ﬂ () 6P| d+

Pl 9l g al

1 —
tr JB., uh p—2JB,, uy(x,ts)P

+ dzx.

2

comme {uy,}, est croissante, par passage a la limite n — oo et par le fait que

— > — nous obtenons
Up (.T, t2)p_2 B Uy (.T7 t2>p_2 '

de>/t2/ uq*(pfl)]gb\pdxdt.
U1<x,t2)p_2 ~Ju JBy,

(ts — 1) /Q Vo |Pdedt + /Q

Comme (x,t) € By, x(t1,t2), donc < Cetut P~ > Olp|-la=p-1)(@1=¢)

uP=2(x, ty
pour chaque € > 0, ainsi nous arrivons a

|9
p
/BTQ Volde = C/BTQ o —s)

En choisissant € petit de sorte a avoir (¢ — (p — 1))(aq — €) > p, nous obtenons

une contradiction a l'inégalité de Hardy-Sobolev. Ainsi pour tout ¢ € (0,7") nous
avons

/ ( )un(a:,t)d:c — oo quand n — o0.
(0

]

Comme conséquence aux résultats précédents nous avons le résultat de bolw-up

régional suivat :

Théoréme 4.10. Soit u, la solution minimale positive du probleme (4.48)), avec
up > ¢ > 0 dans B,(0) C €, alors pour tout a > 0, il existe 7(a)) > 0 vérifiant

lim wu, (xo, ty) = oo pour tout zy € B,(0) et t > T'(«).

Remarque 4.5. Le méme résultat de blow-up reste valable pour les problemes :

8;; — Apu, = Aap ()l + g, (uy) + f(z,t) dans Q x (0,7,

un(x,t) = 0sur 00 x (0,7),
un(z,0) = 0 dans 2,
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ou f(z,t) > C >0 dans B,(0) x (t1,t2) C Q2 x (0,7)
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Comparaison, lemme de comparaison de
Poretta, [T5]
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Lane-Emden-Fowler nonlinéaire, [25]
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