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Introduction Générale

L’objectif entrepris dans cette premiére partie de cette thése est I’étude des modéles math-
ématiques, plus précisément nous avons examiné de prés les modeéles proie-prédateur. A
partir de quelques modéles cités dans la littérature, nous avons déduit 'importance du
choix de la fonction de croissance des individus (Voir,[44], [78]) et nous avons mis en
valeur le role de la fonction réponse qui décrit les interactions entre les espéces, nous
renvoyons le lecteur a [39]. Dans notre travail, nous avons considéré un lac artificiel
de la riviere Vioulou située a 30 km du sud-est de Rodéz. C’est I'un des plus grands
lacs artificiels de France, permettant de stocker 1’eau afin de la garder pour les saisons
de forte demande d’électricité. Dans ce lac nous avons considéré deux espéces 'un le
prédateur (le brochet) et I'autre la proie (le gardon). Nous définissons d’une maniére
rigoureuse la fonction réponse qui interpréte notre contexte de dynamique de population
et son influence réciproque sur les espéces considérées. Dans notre cas, cette derniére
dépend d’une fonction continue, et périodique r () qui représente les niveaux des eaux
du lac. Quand les niveaux des eaux sont trés élevés, les brochets peuvent disparaitre,
car les rencontres prédateur-proie sont rares. Par contre quand les niveaux des eaux sont
bas, le prédateur est plus en contact avec la proie, ce qui entraine la mortalité des alevins
du gardon, et par suite la disparition de la population proie, ce qui entraine & son tour
une extinction du prédateur. Dans ces deux cas il peut y avoir un risque de rupture de
la survie des deux espéces. C’est ce risque qui est le centre de notre travail dans cette

thése. Pour cela nous construisons le modéle suivant:



20 = —min (3G 1) B (1) +76G (1) — ma (G (1)

dB . r(t)G
dEt = T min (B(ét))Jr(g’,yB> B (t) —mpgB (t)

(1)

N

Remarquons que le modéle contient des coefficients qui présentent des sauts disconti-
nus, qui reflétent des variations temporaires des nivaux des eaux. Le systéme (1) est non
linéaire, formé de deux équations différentielles ordinaires, a coefficients peu réguliers di
a la présence de la fonction min. La premiere équation décrit I’évolution de la proie et
la deuxiéme I’évolution du prédateur. L’étude qualitative de ces équations sera le centre
de notre travail. Nous considérons le probléme de I'existence d’une solution périodique
et positive. Notre travail est réparti de la maniére suivante:

Dans le premier chapitre, nous rappelons les modéles classiques de Malthus, de Ver-
hulst, et de Lokta Volterra. Nous en donnons quelques critiques faites dans la littérature
a ces modéles.

Le chapitre deux, est consacré aux outils mathématiques utilisés dans notre travail,
en particulier, le théoréme de Mawhin, et une version géneralisée du lemme de Gronwall.
Nous faisons référence aux manographes [51],[55] et quelques théorémes et définitions
utilisés dans le chapitre quatre.

Dans le chapitre trois nous montrons le résultat essentiel de cette premiére partie de
la thése, qui est I'existence d’une solution 1— périodique et positive du systéme (1) .

Le chapitre quatre, fait 'objet de la deuxiéme partie, il est consacré aux systémes
multivoques. Dans cette partie, on établit I'existence d’une solution a une équation mul-
tivoque moyennant la transversalité topologique, les inégalités différentielles, le théoréme
du point fixe. Pour terminer ce quatriéme chapitre nous donnons un résultat pour

'existence d’au moins une solution du probléme (2) suivant:

2 () € AW a(t) + F(t,x(t), te(0,1); Mz(0)+ Na(1)=0 2)



Ici, nous supposons que :
F : I xR" — 2R" vyérifie une condition de Carathéodory des multifonctions, et

certaines hypothéses que nous expliciterons dans le chapitre quatre.



Chapitre 1

QUELQUES MODELES DE LA
DYNAMIQUE DES
POPULATIONS

La population est un groupe d’individus de méme espéce, vivant sous des conditions
bien définies, dans un espace bien déterminé, considérée dans un moment bien précis et se
reproduisent entre elles. Les études faites sur cette derniére ont pour but de comprendre
les événements environnementaux et de connaitre les accroissements et les diminutions
des effectifs d’individus qui la composent. La science qui s’intéresse au développement
numérique des populations des étres vivants est la dynamique des populations. Des
études faites sur ces sujets sont importantes pour la gestion de la péche, la modération des
zones protégées et pour le controle des populations d’animaux dit nuisibles. Les premiers
auteurs en ce domaine, ont commencé a considérer des populations non structurées et
asynchrones. Dans ce cas les naissances des nouveaux individus ont lieu de fagon tout
a fait aléatoire dans le temps. Ces auteurs ont résolu ces problémes de dynamique de
population en appliquant un fragment de mathématique a un fragment de réalité ( voir,
[47]). Pour cela, ils ont créé une structure mathématique décrite par une analyse des

processus réels qui sont souvent des données expérimentales. Ensuite, ils ont choisi des
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hypothéses, pour restreindre les complexités du probléme, permettant de transformer la
situation réelle en une situation purement mathématique. De cette fagon, ils ont construit
des modeéles mathématiques qui décrivent d’une facon plus précise la population désignée.
L’étude de cette derniére est équivalente & I’étude mathématique du modele formulé qui
la représente. Finalement ce dernier doit étre mis en ceuvre pour comparer les résultats
obtenus avec la réalité ainsi observée. Il est important que le modele soit fidéle aux
observations faites dans la nature afin d’étre utile dans un but prédictif. Nous illustrons

ceci par quelques modéles cités dans la littérature.

1.1 Modéles avec une seule population.

Le premier modéle en ce domaine a été proposé en 1202 par l'italien Fibonacci, dit
Léonard de Pise. Il propagea ’algébre arabe et 'usage des chiffres arabes par son ouvrage
(Libber abbaci). En considérant un couple de lapin, il a divisé le cycle de vie en deux
phases juvénile et adulte, voir( la figure 1[79].) Par I’étude de cette population il a

introduit la célébre suite de nombre portant son nom.

Y

ii

i

FIG. 1-Description du modéle de Fibonacci
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1.1.1 Modéle de Malthus

Thomas Robert Malthus en 1798 a présenté le premier modéle de la dynamique de pop-
ulation. Il a considéré une population constituée d’une seule espéce animale, homogene,
c’est -a -dire, qu’ il a négligé les variations d’age, de taille, de périodicité éventuelle pour
la natalité. De plus, il a supposé que cette population vit seule dans un milieu invari-
able. Dans le cas contraire (si elle coexiste avec d’autres espéces) il néglige toute sorte
d’influences. De plus, Malthus a aussi considéré qu’il n’y a pas de pression du milieu, ce
qui veut dire qu’il n’existe pas de facteurs externes comme la guerre, la famine, qui limi-
tent le nombre de la population, nous faisons référence a [55]. Suite & ces considérations,

il a observé, la forme discréte suivante:

Nipi — N,

p—t :t
N, v = cte

Il désigne par N, l'effectif de la population & I'instant ¢.
Mais pour avoir une forme continue, il a considéré un intervalle de temps trés court,
et a montré que l'accroissement du nombre N (t) d’individus de cette population est

proportionnel & N (t). Ce qui se traduit par I’équation différentielle suivante:

(M.1) =N (1)

Ou v est un facteur constant de proportionnalité qui représente le taux de croissance.

En intégrant 1’équation précédente, on obtient:

N (t) = Noexp~t

Cette loi est appelée loi de croissance exponentielle ou loi de croissance malthusienne
(voir,[44]). Son inconvénient, est le fait qu’elle ne tiennent pas compte des limites imposées
a la croissance par le milieu. En effet, Darwin en 1859 a confirmé ceci, en montrant

qu’il etait impossible d’avoir une croissance infinie de populations. Il a clarifié cette
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impossibilité par 'exemple du couple d’éléphants qui, dans des conditions normales,
couvrirait la surface de la terre en quelques siécles, ( voir [24]). Cependant, il a été
constaté que les prévisions de la loi malthusienne restent correctes seulement sur de

petits effectifs. (Voir Figure2, [42])

N(t)
100
80 r
60 /V
40 /

o

FIG. 2-Modéle de croissance de Malthus

1.1.2 Modéle logistique

C’est suite aux considérations précédentes, que le biologiste belge Pierre-Francois Ver-
hulst [75] propose en 1838 un modele amélioré tenant compte de la limitation imposée
par effectif croissant de la population. Il suppose que le taux d’accroissement par capita

de la population est donné par:
N (t
1 (1-52) = rve

nous notons par mqg = X

Donc

(M.2) =N () = ma [N()]" = [ (N (1)) N (t)
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Cette équation a pour solution

kN, t
N(t) = PP
k — Nog + Ngexp~t
Voir (Figure 3,[42])
N(t)
1 /»//‘k,, S
0.8
'
0.6
0.4
0.2
&

FIG. 3-Modéle de croissance de P.F.Verhulst

Nous admettons que la croissance est limitée par une sorte de " frottement " intérieur
a la population, c’est -a -dire, qu’ a ressources égales, plus le nombre d’individus est élevé,
plus il est difficile de se nourrir, et de croitre. Le facteur k, (k est strictement positif),
correspond a la capacité du milieu et représente la population limite au-dela de laquelle
elle ne peut plus croitre.

Si N (ty) < k. La population croit et s’approche asymptotiquement.

de k quand t — +oo et

Si N (to) < £, il existe alors un point d’inflexion au point N (t) = % |

Par contre, si N (tg) > k, la population décroit et elle s’approche asymptotiquement
de k quand t — 400 ,

Et dans le cas ou N (t9) = k la population reste constante pour tout (¢t > 0) .

(Voir figure 4, [42] et [76]).
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K2 -

v

FIG. 4-Représentation de approche asymptotique de la population vers le

coefficient k

Cette loi, nommée par Verhulst loi logistique, est différente de celle de Malthus car
elle impose une valeur limite & la population. Elle a été appliquée avec succes a beaucoup
de situations réelles. Nous donnons comme exemple, le biologiste russe G.F.Gause, en
1935 s’est servi du modéle de Verhulst pour faire ces expériences sur la croissance d’un
protozoaire (Voir, [26]). D’autres modéles de croissance ont été développé. Nous citons
comme exemple le modele de B.Gompertz en 1825 destiné a évaluer la vitesse de crois-
sance d’une tumeur, nous renvoyons l'auteur vers [31]. Plusieurs auteurs ont présenté
des modeles avec divers fonctions de croissance. Dans la table suivante nous regroupons

les fonctions de croissance les plus remarquables.

Dans le paragraphe suivant, nous allons donner un apergu sur quelques types de
modeles avec deux populations, et les différentes modifications faites d’un modele a un

autre.
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source f(N(t)) remarque
Malthus (1798)

Y
Verhust (1838) v (1 _ NTt))
Gompertz (1825) ~vlog (%)
Goel et al (1971) .
Gilpin et al (1976) (1 _ (w

Richards (1959)
0

Rosenzweig (1971) ~ ((NTt)> -1

Szathmary (1991) EN (

Table 1.1: La fonction de croissance d’une population
1.2 Modéles avec deux populations

Dans la premiére moitié du XX siécle, appelée époque d’or de I’écologie théorique, I’étude
de la dynamique de plusieurs espéces en interaction a connu un progrés énorme. Les
premiers modeéles de types proie -prédateur furent développés en cette période. Umberto
d’Ancona, s’est interressé aux statistiques de la péche en mer Adriatique, de 1905 & 1923.
Il a remarqué un accroissement significatif du prédateur, la péche étant devenu moins
intense pendant la guerre, durant la période allant de 1915 & 1920. D’Ancona demanda
a Volterra de présenter une démonstration mathématique & son hypothése. Publiée en
1926 la réponse de Volterra prit la forme du célebre modeéle " prédateur-proie ". (Voir
modele Lotka Voltérra ci-dessous). C’est pour cette raison que lui revient le mérite, de

I’élaboration d’un tel modéle.

1.2.1 Modéle de Lotka Volterra

Considérons deux espéces différentes: la proie N (¢), a une croissance malthusienne. Le
prédateur P (t), se nourrit exclusivement de la premiére, mais en absence de la proie,
s’épuiserait progressivement et disparaitrait, N (t), et P () sont supposées continues de
Rtdans R*.

La mise en équation de la fonction représentant la prédation est basée sur la méthode
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des rencontres et sur I’hypothése des équivalents élaborée par Volterra , le lecteur peut
consulter [74]. La premiére considére que pour qu'’il y ait prédation entre une espéce
prédatrice et une espéce proie, il faut tout d’abord qu’il y ait rencontre entre ces deux
espéces et que le nombre de rencontres entre ces deux derniéres soit proportionnel au
nombre des individus qui la composent, le coefficient de proportionnalité étant égal a
la probabilité de rencontres. La seconde consiste & supposer qu’il existe un rapport
constant entre les disparitions et apparitions d’individus que provoquent les rencontres,
c’est & dire que la prédation de la proie est équivalente a la croissance du prédateur. De
plus, Volterra, considére que cet accroissement est immeédiat.

Dans ce modéle, nous considérons deux populations N et P dont les abondances a
'instant ¢ sont représentées respectivement par N (t) et P(t) et ot 'espece N est supposée
étre dévorée par l'espéce P. Le modeéle est représenté par un systéme a deux équations
qui est le suivant :

N — N (t) — bN () P (t)

(M.3) AP _cP(t)+dP(t) N (¢)

N (ty) =Ny ,P(ty) =P, ,

ol

a = [ (N) représente le taux de croissance de la proie en I’absence de prédateur. La
proie est supposée croitre selon la loi malthusienne et seuls les prédateurs P (t) s’opposent
a la croissance de la proie.

b = le taux de prédation du prédateur sur la proie. Les proies sont dévorées & un taux
proportionnel a la probabilité de rencontre d’une proie et d’'un prédateur (loi d’action de
masse).

Nous notons par :

bN (t) = la quantité de proie mangée par le prédateur (les baleines).

¢ = le taux de mortalité du prédateur en absence de la proie (les sardines).

d = le taux de croissance du prédateur du fait de sa prédation. Le nombre de préda-

17



teurs est limité par la quantité de proies dont ils disposent pour se nourrir.

On doit tenir compte dans ce modele des conditions initiales ( Ny, Py) qui représentent
la population au temps initial ¢y de chacune des deux especes. Pour plus de détails sur
la modélisation, consulter [75].

Le phénomeéne observé par D’ Ancona est ainsi expliqué. Ils ont constaté que I’accroissement
du nombre de prédateurs et la diminution du nombre de proies résultaient de la dispari-
tion de la péche. Autrement dit, en péchant moins, on favorise les espéces les plus voraces
aux dépends des autres.

Ce modeéle déterministe qui constitue un modeéle général du réseau trophique a pour
but de décrire différents types de comportements animaux par des fonctions mathéma-
tiques. Deux types de comportements y sont représentés: ceux liés a la croissance et
ceux liés & la décroissance. La prédation décrit une croissance, pour le prédateur, par
contre elle représente une mortalité par prédation pour la proie, donc dans ce cas c’est
une décroissance.

Ce systéme d’équation semble apparaitre pour la premiére fois chez Martini, voir [74]
suivi par Lotka, et Volterra qui est le premier d’avoir proposé une théorie compléte.

Ce modele est appelé modeéle de Volterra, ce dernier admet des solutions périodiques.

N
! ;,-f'“'_ﬂ__"* G
P e 0 TRy
,l!/ G S "“\
el b€ B ) g
b ey b W L R

FIG. 5-La périodicité du Modéle Volterra. (voir[39], p 44)
Nous faisons 1’étude du systéme suivant:
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¥ =aN —bNP

dP __
4P — _¢P +dPN

posséde deux points d’équilibre qui sont les points (N, P) = (0,0) et

(N.P) = (5:4)

Stabilité des points d’équilibre

-Le point (0,0) est un point d’équilibre instable car les valeurs propres de la matrice

Jacobienne D f (0,0) (la différentielle au point (0,0)) sont Ay = a et Ay = —c , et nous

avons ReA\; > 0

c a
d’ b

) , Les valeurs propres de Df (9 2) ont des parties réelles nulles

- Au point ( i

c a

donc nous ne pouvons rien conclure de la stabilité du point (3, 3) . Pour cela nous allons

montrer qu’il existe une solution périodique autour du point (g, %) par la théorie de
Morse:

D’une part nous avons,
F(N,P)=bN —clnN +bP —alnP

est une intégrale premiére car par un calcul simple

D’autre part
c a
det D (ﬁ—):
et Df 70 0
et
det D? (f 9)

alors (g, %) est un point critique non dégénéré et I’ est une fonction de Morse autour du
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point (g, %) . Donc nous faisons le développement de Taylor au point (g, %) ,

pmy = (5 8) e (5 8) (v 5= 3) 0 (5) (v -3

Nous obtiendrons:

F(N.P) — F(C a) 82F<c a)(N_E>2+

av) Tt @y d
0? ca c a 0? c a a\ 2
2 F(—,—) <N——,P——> —F<—,—> (N——)
dzoy \d' b ) e @ p) T
Dela
F(N,P)=F(5,9)+— (N - C>2+0+ ~(P- a)2+
ST \d'b (¢)° d (2)° b
d b
P 2 2 o ..
Les coéfficients (C—C)Q (N — 5) et (;:)2 (n — %) sont positifs au voisinage de(g7 %) donc
a ]
k qui est I'indice du point (g, %) est nul. Donc il existe une solution périodique

c a

autour du point (£, %) . Le lecteur peut consulter [39]

1.2.2 Modéle de Gause

La modification la plus efficace, a été celle faite par le zoologiste russe G.F.Gause 1935,
voir [26], en reprochant & Volterra son manque de réalisme, car la quantité de nour-
riture consommeée par le prédateur choisi par Volterra pour décrire la prédation était
proportionnelle au produit du nombre d’individus de chaque espéce: bN (t)P(t).

Cette maniére de décrire la prédation était modifiée par G.F.Gause 1935, qui fut 'un

" vérifications expérimentales de la théorie mathématique de la

des premiers & faire des
lutte pour la vie ", et proposa un autre type de fonction visant a modifier la relation du

prédateur vis-a-vis de ses proies: N’ (t) P (t) avec 0 < i < 1.
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FIG. 6-Réponses fonctionnelle de G.F.Gause

Le modeéle de Gauss est donné par la forme suivante:

dN () _ (1 _ y) N (t) — bN' (t) P (¢)

B — _cP(t) +dN' (t) P (t)

D’apres ces interprétations nous sommes arrivés a conclure qu’a chaque fois que la
quantité consommeée par le prédateur change, nous obtiendrons un modeéle différent du
précédent. Dans la littérature, cette quantité est une fonction notée g appelée fonction
réponse ou réponse fonctionnelle. Au fur et & mesure, cette fonction a été modifiée par

plusieurs auteurs. C’est ce que nous allons voir dans le paragraphe suivant.

1.3 Fonction réponse.

Dans cette section, nous allons citer quelques fonctions réponses utilisées dans des modéles

célébres

1.3.1 Fonction réponse dépendant seulement de la proie.

A la fin des années cinquante, I’entomologiste C.S.Holling propose, deux nouvelles réponses

fonctionnelles. La fonction de Holling type I (voir,[40]) et la fonction de Holling type
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IIT . Ces deux formules supposent que le prédateur divise son temps en deux sortes
d’activités: la recherche de sa proie et sa capture qui comprend le temps mis pour la
chasser, la tuer, la dévorer et la digérer. La fonction de Holling type I (voir, .fig.7) est

représentée par:
aN (t)
N#)= ——7
9N O) =N @

Nit)
1

0.8 ws s
6.6
o. lll.IlI
L. .}!J
Tz a6 e Tiet
FIG. 7-Réponses fonctionnelle Holling type 7/

La fonction de Holling type I11 (voir,[41]), est une réponse fonctionnelle dans laquelle
le taux " d’attaque " du prédateur augmente tout d’abord lorsque le nombre de proies est
faible puis ralentit lorsque le prédateur atteint sa faim. En d’autres termes, le prédateur

augmente son activité de recherche lorsque la densité des proies augmente. Voir figure

(8)

o o O o

FIG. 8-Réponses fonctionnelles Holling type 111
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Nous présentons dans la table (3) les fonctions réponses dépendant de la proie seule-

ment notée g (INV):

LotkaVolterra et nicholson

en (1939) alN fonction réponse linéaire

forme non discrét

Maynard Smith (1975) b constante réponse instable
. le prédateur moins efficace
Gauss (1934) cNz
que dans le cas Lotka Volterra
Rosenzweig(1974) cN!
Holling (1959a) T fgl ~ type 2 .

Ivlev b (1 — exp %N)

Le cas n=2 est étudié

Real (1977) S
par Takahashi (1964)
Watt (1957) b(1 — exp (—cN?))
Jost et al (1973) % proposé par Hassel et al
Arditi (1980) % type 3
Sokol&Howell (1981) lfh—NNg

TAB. 3- Réponses fonctionnelles pour prédation dépendant de la proie

seulement

La fonction réponse décrit les interactions entre la proie (le petit poisson) notée par
N (t) et (le gros poisson) le prédateur noté par P (t), issue d'une descriptoin reelle de
I’endroit dans lequel cette étude a été faite. A partir de cette fonction nous pouvons
construire un modele donné par une représentation abstraite simplifiée et idealisée, qui
résume le contexte de la dynamique de population permettant une interprétation qui

s’approche le plus de la réalité.
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1.3.2 Fonction réponse dépendant de la proie et du prédateur

Pour les systémes extrémement simples, il n’existe pas une fonction universelle permetant
de décrire la consommation du prédateur. Depuis le milieu des années vingt, ces réponses
fonctionnelles ont fait ’objet de nombreuses recherches et développements visant a rendre
plus réaliste la représentation du comportement animal par une fonction mathématique.
Dans la littérature nous avons trouvé que plusieurs auteurs ont prouvé que la fonction
réponse devait dépendre du prédateur, par exemple voir Hassel & Varley [38]. Mais d’aprés
Solomon voir [69], il a prouvé que la fonction réponse doit dépendre de la proie et du
prédateur et 1’a désignée par g (N, P) :

g (N, P) =La biomasse de proie effective consommeée par unité de temps et par unité
de biomasse du prédateur.

Plusieurs auteurs ont testé les hypothéses et les prédictions pour la nourriture du cou-
ple prédateur-proie. Nous citons quelques théories trouvées dans la littérature comme
(McCauley&Murdach(1987), Sarrelh(1992), Mittelbach et al.1988). Arditi& Ginzburg
(voir[1]) qui ont suggéré que la fonction réponse pouvait toujours s’approcher d’une pro-
portion entre la proie et le prédateur au lieu de considérer seulement la densité de la
proie comme dans les théories classiques proie-prédateur (traditionnellement la fonction

réponse dans le cas Lotka (1924) g (N, P) = aN, cas de Holling (1959b) ¢ (N, P) =

alN
1+ahN

). Fréquemment on utilise la fonction réponse qui dépend de la ration alimentaire

qui est basée sur ’analogie de Holling type 2,

z
N, P) =
g(N,P) 1+ah%

Beaucoup d’autres auteurs ont proposé d’autres formules, nous prenons comme exemple
(Hassell-Varley , Hassel&Roger(voir[38]) et Arditi et Ginzburg [1] ) ont montré que la
fonction réponse dépendait d'un seul argument g (N, P) = g (N), % = "ratio prey per
predator "Ce terme correspond au partage de la proie suivant le principe de la distribution

idéale.
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Nous donnerons quelques exemples des fonctions réponses dépendant de la proie et

du prédateur
Source g(N,P)

Hassel& Varley (1969) PNP™
Gomatam (1974) PN loip
Strébal&Goel (1973) cNtp—m
Growley & Martin (1989) %ﬁ
Harrisson & al (1995) g1 (N) %
Arditi &et Michalski (1995) ijfh ~
Fukaya et al %

1.4 Forme générale du modéle actuel.

Prenant compte de toutes les interprétations données ci dessus, les modéles proie-prédateur

se résument par la forme générale suivante:

NG — N (1) f (N (t)) — g (N, P) P (t)

dt
W0 — 19 (N, P) P (t) —mP (t)

(M 5)

ol

f(N (1)) est un taux d’accroissement pour la croissance de la proie en absence du
prédateur, et N (t) f (N (t)) est la quantité de nourriture consommeée par la proie en ab-
sence du prédateur. L’hypothése des équivalents faite par Volterra, en1931, implique que
la prédation intervienne a la fois dans la croissance et décroissance puisque la mortalité
des proies par prédation est équivalente & un accroissement immeédiat des prédateurs.

g (N, P) est appelée " réponse fonctionnelle " elle exprime le taux de consommation de
la proie (c’est a dire la consommation de proie par unité de prédateur) donc g (N, P) P (t)
est la quantité de nourriture de proie consommeée par le prédateur.

T est une constante positive toujours inferieur a 1, elle représente le facteur de con-

version.
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m est le taux de mortalité du prédateur par unité de biomasse
D’aprés l'interprétation faites ci dessus nous pouvons regrouper les modeles proie-

prédateur de la maniére suivante:

1.4.1 Modéle proie dépendant

Nous donnons la forme générale des modeéles décrits par une fonction réponse qui dépend

seulement de la proie.

(M.6)

1.4.2 Modéle ratio dépendant.

Parmis les modeéles dont la fonction réponse dépend de la proie et du prédateur nous

avons les modéles suivants:

(M.7) dt

1.5 Le modéle en question.

Dans cette section, nous allons construire notre modele

1.5.1 Description du modéle.

Nous faisons notre étude dans un lac artificiel, contenant le (Brochet noté B (t)), et
( Gardon nommé G (t)). Pour interpréter notre contexte de dynamique de population
et décrire les interactions entre les deux espéces.nous allons construire un modéle du
type prédateur-proie. L’objet principal de cette étude est de mettre en évidence le role
joué par les niveaux des eaux du lac indiqués dans le modele par la fonction continue

notée r (t) € C(RT,R"), (C(R,R) est 'ensemble des fonctions continues de R dans
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R) et surtout les variations de ses niveaux imposées sur la survie des espéces. De plus,
comparer la quantité d’aliment dont le prédateur a besoin & celle dont il aura acces
(quand un prédateur attaque une proie il a accés a une certaine quantité de nourriture
qui dépend du niveau des eaux).

Notre modéle est non linéaire formé par un systéme de deux équations différentielles
ordinaires a coefficients peu réguliers. La premiére équation décrit ’évolution de la proie

dans le lac, et la deuxiéme I’évolution du prédateur

1.5.2 Construction du modéle.

Nous ne modélisons pas au niveau individuel, mais & celui de la biomasse, nous com-
mencons par supposer une seule population qui est la proie, soit
G (t) = biomasse de la proie a I'instant t.

L’évolution de la proie en absence du prédateur est donnée par 1’équation suivante

(Voir [42]).

La proie se nourrit du phytoplancton qui est un producteur primaire, donc la nour-
riture de la proie est abondante, car il ya suffisamment de phytoplancton dans le lac.
Les proies G (t) disposent de nourriture en quantité illimitée, pour cela contrairement a
Volterra, pour éviter une croissance exponentielle, nous choisissons la fonction f (G (t))
celle de Verhulst.

Le taux de croissance maximum de la ressource par la proie par unité de biomasse
par unité de temps est nommé ici 7,(Voir[10]). Nous notons la quantité } par mg, les
coefficients k£ et v sont définit dans la section 1 paragraphe 2 de ce chapitre. De cette
maniére nous aboutirons a 1’équation logistique suivante:

dG (t)

—a eC (t) = me [G)* = [ (G (1) G (t)
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Dans notre travail, nous considérons un systéme & deux espéces: 1'une est le prédateur
(on pense au brochet), 'autre la proie ( le gardon) et nous utilisons un cas de modeéle proie-
prédateur assez général qui regroupe les deux principes fondamentaux de la dynamique
de population. En premier lieu nous appliquons le premier principe fondamental nous
décomposons la population en croissance et perte pour décrire I’équation d’évolution du

prédateur.

dB (t)
dt

= croissance-perte

Le deuxiéme principe c’est celui de Ginzburg (Voir [28]) qui utilise la conservation de
la masse principale et que le prédateur ne peut croitre que selon ce qu’il mange.

Nous interprétons ce deuxiéme principe de la maniére suivante, Soit : B (t) la biomasse
du prédateur a l'instant ¢ et, soit g (G, B) la fonction réponse. Cette derniére représente
la biomasse de proie effective consommée par unité de temps et par unité de biomasse du
prédateur. Par concéquent g (G, B) B (t) est la quantité de proie avec laquelle se nourrit
le prédateur, donc elle se retranche de la biomasse de la proie. L’équation qui décrit la
proie devient:

dG (1)

(B1) =

= v5G () — me [G)]* — g (G, B) B (t)

Nous formulons ’équation du prédateur de la maniére suivante:

Nous notons par, 7p le taux de transformation de la proie en biomasse, par unité
de biomasse de la proie et par unité de temps. La quantité g (G, B) B (t) de nourriture
que recoit le prédateur est transformée par le coefficient 75 (le prédateur ne garde pas
tout ce qu’il mange dans son corps). Cette quantité s’ajoute a la biomasse du prédateur,
c’est pour cela quelle est précédé d’un signe +. D’autre part, soit mp (t) le taux de
consommation de biomasse par le métabolisme, par unité de biomasse par unité de temps,
du prédateur. Par principe de métabolisme le prédateur pert une quantité mg (t) B (t),

c’est pour ¢a quelle est précédé d’un signe —. Suite & ces interprétations, 1 équation
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décrite par le prédateur est la suivante:

dB (t)
dt

(E.2) =759 (G,B)B(t) —mpB(t)

Soit By et GGy des quantités strictement positives représentant les biomasses respectives
du prédateur et de la proie au temps initial ¢y. Nous regroupons les deux équations (FE.1)
et (E.2), et les conditions initiales, donc nous pouvons écrire la forme canonique de notre

modele proie- prédateur comme suit:

G _ [ (G ()G (1) - g(G,B)B (1)
(M.8) 9B 759(G,B)B(t) —ms (1) B(¢)

B (0) = Bo, G (0) = G,

Pour bien décrire notre contexte de la dynamique de population du lac de Vioulou,
le modele prédateur-proie que nous devons construire doit présenter d’'une maniére réelle
les intéractions entre les brochets et les gardons. Pour cela le choix de la fonction réponse

doit se faire d’'une maniére trés rigoureuse.

1.5.3 Prédation.

Plusieurs auteurs, ont proposé des formules de la fonction réponse qui dépend de la ration
alimentaire. Nous prenons comme exemple Holling, (voir [40], [41]) , en 1989 Arditi&
Ginzburg, ont suggéré que la fonction réponse peut toujours s’approcher d’une proportion
entre la proie et le prédateur, (voir, [1]). Ils ont montré que la fonction réponse dépend
d’'un seul argument qui est %, g(G,B) =g (%) ,% = "ratio prey predator" Ce terme
correspond au partage de la proie suivant le principe de la distribution idéale "ideal
free distribution", c’est cette distribution que nous allons utiliser dans notre cas. 1l y’a
d’autres causes , en dehors du metabolisme et de la prédation, qui donnent la mesure

dans laquelle 'environnement assure la protection de la proie présenté par le terme D(t).

Pour ne pas alourdir le modele nous considérons le terme D = fol D(t)dt a la place de
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D(t). Les deux équations du modele doivent étre modifiées, en remplagant la quantité

B (t) par la quantité B (t) + D au dénominateur, le modéle devient:

(M.9) B — 759 (5995) B() — mpB (1)

Afin d’obtenir une dynamique satisfaisante du point de vue qualitatif, nous noterons
par r un indice d’accessibilité de la proie. Nous considérons ici que sur une biomasse
G(t) de proie, le prédateur n’a accés qu’a une quantité r (¢) G (t) . L’indice prend deux
valeurs différentes suivant le niveau des eaux: r; (t) est la valeur lorsque les niveaux des
eaux sont hautes et ry (t) est la valeur lorsque les eaux sont basses. Quand les niveaux
des eaux sont bas le prédateur est plus en contact avec la proie et réussit a attaquer une
proie plus facilement, suite & ceci nous deduisons que r; < ro, nous traitons r comme
une fonction périodique du temps de période annuelle.

Nous notons par, vz le taux de consommation maximum de la ressource par le pré-
dateur, par unité de biomasse par unité de temps.

Le prédateur (les brochets) a besoin d’une quantité vz B (t) pour se nourrir, mais il
n’a accés qu'a une quantité r (t) G (t) B (t)de la proie, donc la quantité de nourriture

g(tg)GJr(gB (t) . Sila quantité vz B (t) est suffisante dans le lac ceci

r(t)G(t)
B(t)+D

dont il aura accés sera

entraine que [7 B (t) <

rt)G()
B(t)+D

B (t)|, si non le prédateur se contentera seulement de la

quantité B (t) .Donc finalement la quantité de nourriture que regoit le prédateur
sera la biomasse de proie effective, 7,5, consommeée par unité de temps et par unité de

biomasse du prédateur est donnée par:

G (1)

mﬁﬁz) =g(G,B) B (t)

YeffB (t) = min(r (¢)
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cette quantité est transformée par le coefficient 75. Ainsi la quantité

()G
Tpmin <m,73) B (t)

représente la quantité de croissance du prédateur.
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Chapitre 2

PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre nous allons donner les principales notations, définitions, et nous citons
quelques lemmes et théoréemes utilisés dans la suite du travail.
Pour l'existence de solutions périodiques, nous faisons usage du théoréme de

Mawhin suivant:

2.1 Théoréme de continuation de Mawhin
Théoréme 2.1 [49]

Soient X,Y deux espaces de Banach.

Soit L de X vers Y un opérateur de Fredhom d’indice zéro. Soient N un opérateur
continue, L— compact de X vers Y, telque DomL C X, P est la projection définie de
X vers X, () la projection définie de Y vers Y. Nous considérons par J I'isomorphisme
défini de Im @) vers ker L et €2 un ouvert borné de X, Supposons:

1°) Pour tout A € ]0,1[, AL (z) # AN (z) pour tout x € 9Q N DomL

2°) pour tout z € 0Q N KerL QNx #0

3°) deg {JQN,QNker L,0} # 0
Alors, LX = NX a une solution dans Q N Dom.L.
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2.2 Lemme généralisé de Gronwall

Le lemme que nous allons citer est un cas particulier du lemme présenté par Medeved

dans [62].

Lemme 2.1 Soit a une fonction non négative, non décroissante de classe C* sur l'intervalle
[0,T], T €]0,00[, soit F'(t) une fonction non négative continue sur [0,T] et considérons
w: Ry — Ry une fonction positive continue non décroissante. Nous supposons que u (t)

est une fonction continue non négative sur [0,T], satisfaisant l'inégalité

t

u(t) <al(t) +/F (s)w (u(s))ds.

0

Alors

t
Ag(w(®)) < Ay (27%a%) + Kq/equ (s)?ds
0
t

AV A, (2770 + Kq/equ (s)?ds

q

Q=

S
=
N~—

IA

0
0 < t<T

Ici nous posons g =1+¢,¢>0

Preuve: Soit p > 0,tel que

L’inégalité de Holder implique que
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o~

w(t) <alt)+ /tepsds . /e‘qu(s)qw(u(s))qu

soit

a(t)=2""a (1)

et nous notons par:

. 1
D
1
K, = 2¢-1 /epsds < Qi1 eps
p
0

nous définissons

et

A, w des fonctions non décroissantes.

En intégrant les deux membres de 0 & ¢, nous avons

Ay (W (1) < Ay (27 a%) + Kq/equ (s)?ds

Du fait que (u (¢))? < W (t), alors

Ag (uw(8)? < Ay (277%a7) + Kq/e_qu (s)"ds

0
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Nous avons présenté une bréve démonstration, pour plus de détails, le lecteur peut

consulter [62].

2.3 Multi-application

Dans ce paragraphe nous donnons un bref apergu sur les multi-applications.

Soit D une partie de R" et x € R". La distance de x & D est définie par

d(z,D) = inf d(z,y).

yeD

ou d, est la distance euclidienne sur R”. Pour y € R", nous définirons sa norme par:

lylo = d (y,0)
La distance de deux parties D, Dy de R™ est définie par

d* (D1, Dy) = sup d(z, Dy).

xeD

Nous définirons dj; par:
d*H (D17 Dg) — Imax (d* (Dla DQ) ,d* (DQ, Dl))

Définition 2.1

Soient X, Y deux ensembles. Nous appelons fonction multivoque ou multi-application
de X dans Y, toute application définie sur X et a valeurs dans I’ensemble des parties de
Y.

F:X—P(Y)

1) Son domaine est

domF = {x € X, F(z) # 0}
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2) Nous noterons par R (F) 'image de F, et par définition, nous avons
R(F) = UzepomrF () .
3) Le graphe de F est noté grF et il est défini par
grF ={(z,y) e X xY;y € F(x)}.
4) La fonction f de X & valeur dans Y, est appelée sélection si
flz)eY Ve e X
Propriétés
F est dite stricte si domF = X et elle est dite propre si domF # ().
Une multi-application F' est dite homogene si,

Vee X,YAeR, AF(x)C F(\x)

Définition 2.2 1-Soit X etY deux espaces de Banach, Une multi-application F: X —

2Y est dite compacte si

F(X)=U{F(z);z € X}

est compact
2-F est une multi-application conveze (fermée, compacte) si F'(x) est convexe (fermé,compact)
pour tout x, élément de X

3-F est bornée, si pour tout sous ensemble borné B de X , F (B) est borné dans Y.

Notations
Nous désignerons par [A]° 'ensemble des 2 de R™ tels que d (x, A) < e.

Soit X un espace de Banach
e n (X) désignera la famille des parties non vides de X.
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e ¢l (X) est la famille des parties fermées, non vides deX.

e Comp (X) représente la famille des parties compactes non vides de X.

e cc(X) dénote 'ensemble des parties fermées, convexes, non vides de X.
e K (X) est 'ensemble des parties convexes et compactes, non vides de X.

e bce (X)) : L’ensemble des parties de X non vides, bornées, fermées et convexes deX

2.3.1 Continuité

Soient X, Y deux espaces de Banach et F' une multi-application définie de DomX — 2¥
alors:

1°) — F est semi continue supérieurement au point Zy si pour tout ouvert O contenant
G (Zp), alors il existe M un voisinage de Z tel que G (M) C O.

2°) — F est semi continue supérieurement (scs)dans X si et seulement si elle est semi
continue supérieurement en tout point de X.

3°) — F est une multi appliction de X & valeurs les parties non vides compacte de Y

est scs si et seulement si ' & un graphe fermé.

2.3.2 Mesurabité et intégrale d’Aumann
Mesurabilité

Soient (X,> ) un espace mesurable, Y un espace topologique et une multi-application
F:X —n(Y)

1— F est dite mesurable si:

{t € X, F(t)ﬂU%@}GZ pour tout ouvert U C Y.

2 — I est dite mesurable au sens fort:
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{t € X, F(t)ﬂC#@}GZ pour tout fermé C' C Y.

3— Si nous considérons Com (Y) au lieu de n (Y), les deux notions de mesurabilité
définies ci—dessus coincident.
4—La multi-application G : I — bee(X) est mesurable si pour x deX la fonction

t ~» d(x,G (t)) est mesurable sur I.

Intégrale d’Aumann

Soit F (t) € P(R"™), F (t) # 0 pour presque tout ¢t € I. Soit F I’ensemble de toutes les
fonctions intégrables, f : I — R™ telles que f (t) € F (t) pour presque tout ¢t € I.

Nous définirons I'intégrale d’Aumann de F'(t) par
/F(t)dt:{/f(t)dt; fef}.
I I

F'(t) fermé pour presque tout ¢t € I et F () intégrablement bornée alors [, I (t) dt

Propriétés

est compact.
Soit X un espace de Banach. Une multi-application F': X — 2Ya un point fixe s’il

existe © € X tel que z € F (z)

2.3.3 Condition de Carathéodory

F la multi-application de I x R" — 2R" est dite une multi-fonction L'-Carathéodory si
(1) t — F (t,x) est mesurable pour tout x € R".
(79) © — F (t,x) est semicontinue superieurement pour tout ¢ € I.

(i17) pour tout o > 0, il existe h, € L' (I,R,) tel que

[zl < o= [[F & 2)] = sup{[Jv]| : v e F(t,2)} <ho (t) pp.tel
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Existence de selection

Dans ce paragraphe nous allons citer certains cas ot nous avons ’existence d’une sélection.
Théoréme 2.2 [24]

Soient (X, ) un ensemble mesurable et Y un ensemble séparable complet. Alors
toute fonction multivoque définie sur X a pour valeurs les sous ensembles fermés non

vides de Y, posseéde une selection mesurable.

Caracterisation de fonctions multivoques mesurables

Théoréme 2.3 ([24])

Soient (X, ) un espace mesurable et Y un espace métrique, séparable et soit la
multi-application F': X — ¢l (Y).
Alors les propriétes suivantes sont équivalentes:

(1) F mesurable.

(17) d(y,F (-)) est mesurable, pout tout y € Y.

(771) 11 existe une suite de selections mesurables (¢,) de F' telle que:

F(t) = {e, ()}
Théoréme 2.4 [3/]

Soit F' définie de I dans comp (R™) mesurable & valeurs dans une boule de centre 0 de
rayon p. Soit w une application de I dans R™. Alors il existe une application mesurable

r & valeurs r (t) € F (t) pour presque tout ¢ et telle que:

jw(t) =r @)y =d(w®), F#) =inf{lwt) —rl;r e F{)}

tel
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2.4 Notions sur les inclusions différentielles

Définition 2.3 Soit R (t,z) un sous ensemble non vide de R™ pour (t,z) € I x R™, ou
I=10,1].
Nous appelons inclusions différentielles ou équation différentielles ordinaire a second

membre multivoque une relation du type
(I.1) z(t)eR(tx®) tel

Une fonction x (.) : I — R™ est appelée solution de (I1.1) sur I si z(.) est absolument
continue sur I et x (t) € R (t,z (t)) presque partout sur I.

En général nous imposons une condition initiale de la forme X (0) = X.

Si0 € R(t,0) alors z (t) = 0 est appelée solution triviale.

Soit Qo : I — n(R") et A(-) : I — M, (R), ensemble des matrices carrées d’ordre n,
continues sur 1.

SiR(t,x) ={A(t) X +q; g € Qo (t)} alors est dite inclusion différentielle linéaire. Nous
écrirons

X (1) e At)X )+ Qo (1) tel

A(t)x (t) + Qo (t) est l'ensemble translaté de Qo (t) d’un vecteur A (t)x (t).

2.4.1 Existence de solutions

Théoréme 2.5 [25]
Soit R : I x R™ — ¢l (R") vérifiant:

1— R continue c’est a dire

dy (R(ty,z1),R(t,x)) — 0 quand (t1,z1) tend vers (t,x).
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2— Il existe K : I — R™, intégrable telle que

dy (R(t',21), R (1)) < K (1) |21 — .

Alors I’équation admet une solution x (t) pour tout t € 1.
Théoréme 2.6 [34]

(1) Supposons que R est semi continue supérieurement sur / x R™.

(77) 1l existe une constante m telle que pour tout x € R"™ et pour presque tout ¢ € [
et y € R(t,x), nous avons |y|, < m.
Alors pour chaque (tg, zg) € I x R™ il existe une solution z (¢, ¢y, zo) de (I.1) satisfaisant
a x (to, to, o) = To.

Pour plus de détails nous référons le lecteur au livre d’Aubin—Cellina [16]

2.4.2 Exemples d’inclusion différentielle

Il semblerait que le premier & avoir considérer des équations différentielles a second mem-
bre multivoque a été A.F.Fillipov [27], lors de I’étude d’équations différentielles a second
membre discontinu.

1) Un exemple d’équation de ce type est

x(0) =z
ou
+1 sir>0
sgnr =
-1 sir<0

Posons [ (z (t)) = sgn (x (t)) et supposons que pour z (t) = 0 et 5 (z (t)) = [—1, +1]
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alors nous aurons une expression nouvelle

—x(t) + f (t) € B (x (1))
x(0) = zg

2) Soit |y, la norme euclidienne de y € R™. Une inégalité différentielle de la forme

v () =gtz ()| < folt,z(t))
x (0) = xo.

peut étre ecrite sous forme d’inclusion différentielle: soit R (¢,z (t)) la boule de centre

g (t,x (t)) et de rayon fo (¢, (t)). Alors l'inégalité devient:

x(t) € R(t,z(t))
z (0) = .
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Chapitre 3

I’EFFET DES VARIATIONS DES
EAUX SUR LES INTERACTIONS
DES MODELES
PROIES-PREDATEURS
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3.1 Introduction

Le lac Parloup est un barrage d’eau alimenté de la riviere Vioulou située a 30 km au
Sud-est de Rodez, (voir page 44). C’est I'un des plus grands lacs artificiels de France,
permettant de garder ’eau pour les saisons de forte demande d’électricité. La gestion de
ce lac a une importance écologique considérable. Des variations significatives des niveaux
des eaux du lac peuvent avoir un fort impact sur la persistance de certaines espéces. Dans
ce document, nous présentons un modéle mathématique qui décrit I'interaction entre le
brochet et le gardon : C’est un systéme prédateur-proie. Si N (¢) est la population de
la proie et P (t) celle du prédateur a I'instant t, notre modeéle prédateur-proie a la forme

suivante:

T =T (N) = g(N.P)P (1)
400 —eg (N, P) P (1) —gP

L’évolution de la proie en absence de prédateurs est décrite par la fonction F (NV),
alors que g (N, P) est la fonction réponse. La quantité e est efficacité trophique et les
prédateurs sont supposés mourir avec un taux constant de mortalité q. La fonction F est

de type logistique,

F(N)=rN (1—%)

La réponse fonctionnelle est un élément clé dans les modeles proie-prédateur. Dans
les modeles classiques les plus connus, g (N, P) dépend uniquement de I’abondance des

proies. Comme par exemple le modeéle de Lotka Volterra
g(N,P)=g(N)=aN

et Holling
alN

Q(NaP)IQ(N):m

n’ont pas tenu compte de la densité du prédateur (nous envoyons le lecteur vers [63]). La
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présence des saisons dans I’environnement est importante. La périodicité des paramétres
a été étudié par de nombreux chercheurs (consulter [2] et les références incluses). Dans

[14] la fonction g (IV, P) est de la forme:

aN
N+ D

g(N,P)=

a et D sont des fonctions périodiques.
Les contacts entre proies et prédateurs augmentent lorsque la densité de prédateurs

est élevée. Suite & ceci dans ce papier, la fonction réponse est donnée par

aN
P+ D

g(va):

Voir[29]. L’interaction entre le prédateur et la proie, est parmi les phénomeénes les
plus simples connus pour présenter des comportements oscillatoires, voir [63]. Le saut de
discontinuité présent dans les coefficients du modéle complique significativement 1’étude.
Nous considérons la question de I’existence d’une solution 1— périodique positive. Nous
utilisons la théorie du degré topologique pour assurer 1’existence d’au moins une solution.
Il n’est pas nécessaire de passer en revue la littérature étendue a cette approche, et nous
nous limitons a ceci, pour plus d’informations nous orientons le lecteur vers le papier [78]

et ces références.

3.2 Modéle proie-prédateur.

Dans le lac étudié, il y’a notamment la chaine constituée par le gros poisson qui est
le prédateur, le petit poisson qui est la proie, le phytoplancton, et quelques espéces
intermédiaires qui, & certaines périodes, font partie du régime alimentaire du prédateur
et/ou de la proie. La proie forme la population de loin la plus abondante du lac. Au
sommet de la chaine, le prédateur maintient la population de la proie et de quelques

autres espéces a un niveau qui assure le bon fonctionnement de la chaine. Les pontes de
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diverses espéces se succeédent au cours de la saison de reproduction, Le prédateur étant le
premier, la proie venant apres une époque ot les alevins du prédateur ont acquis une taille
suffisante pour avoir une taille de prédation sur les ceufs et les larves de la proie. Au cours
de la progression du printemps, puis de 1’été, les eaux du lac montent, du faite de 'arrivée
des eaux venant du barrage, et au méme temps de 'arrét ou de la mise en sommeil de
I’exploitation du barrage. La montée des eaux s’accompagne de I'inondation de nouvelles
zones, essentiellement situées sur les berges du lac . Ces zones peu profondes, (voir page
49), souvent protégées des errances de gros poissons, et riches en éléments végétaux,
sont les lieux privilégiés de la ponte et du développement de plusieurs espéces . C’est la
que l'on retrouve les alevins de la proie. Au début de 'automne on assiste a une baisse
des eaux du lac et a I'asséchement des zones inondées au printemps. Les nourriceries
et les refuges qui s’étaient constitués dans ces zones disparaissent, les alevins sont dans
un laps de temps trés cours, rejetés dans une zone plus profonde ou les contacts avec
les prédateurs et avec d’autres especes deviennent plus probables. Ils en résultent une
augmentation significative et rapide de la mortalité des alevins de la proie, et il ya le
risque d’une rupture de la chaine trophique dans laquelle il s’insére, et a terme le risque
que toute cette chaine disparaisse. C’est ce risque que nous étudions ici, en faisant I’étude
mathématique du modeéle présenté ci dessous.

Soit G (t) et B (t) les biomasses respectives de la proie et du prédateur a 'instant ¢.

De la description du lac nous aboutissons a: .

Quand un prédateur attaque une proie, il a accés & une certaine quantité de nourriture
dépendant des niveaux des eaux. Quand les niveaux des eaux sont basses, (voir page 49),
le prédateur est plus en contactes avec la proie. Soit r 'indice d’accessibilité de la
fonction proie. La fonction r est continue et périodique de périodicité un an ie r est
1—périodique. La fonction r atteint son minimum rjen printemps, et son maximum
pendant 'automne , (voir page 44). Nous notons aussi par vg (respectivement 7.,) , le
taux de consommation maximum de la ressource par le prédateur, par unité de biomasse

par unité de temps.(respectivement la proie), (voir [18]).
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Le prédateur a besoin d’une quantité

vsB (t)

pour se nourrir, mais il n’a accés qu’a une quantité r (t) G (t) de la proie, donc la quantité

de nourriture dont il aura accés sera

G(t)r(t) Bi)%

Ici D mesure d’autres causes de mortalité autre que le métabolisme et la prédation
et donne le maximum de prédation a la proie. Par conséquent le prédateur a acces & une
quantité de nourriture égale a:

()G (1)
min | ————= B (t

Soit,

Tp est le taux de conversation de la proie consommeée par le prédateur en biomasse.

mp est le taux de consommation de biomasse, par le métabolisme, par unité de
biomasse, par unité de temps, pour le prédateur.

mq est le taux de consommation de biomasse, par le métabolisme, par unité de

biomasse, par unité de temps pour la proie.

Le modéle.

e . (G 2
i = —min (B(ft))-i-(g773> B(t) +7¢G (t) —ma (G (1)) (3.1)
dB . ()G .
dgt) = TpInill <B(2)+(2a73> B(t) —mpB ()

Du point de vue écologique la périodicité de r est di aux différentes saisons durant
un an. 'impact écologique change et il est décrit par les différences larges qui existent
entre les niveaux des eaux. Nous repérons le lecteur vers [30] et les références incluses

pour bien comprendre le défi de ce champ scientifique.
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3.3 Analyse mathématique et résultats

Soientt By > 0 et Gg > 0 les conditions initiales a 'instant ¢, des biomasses respectives
du prédateur et de la proie.

Nous supposons que:

(H.1)
V5 (Bo + D)
T2
Go
(H.2)
dmpmaeDyg
T2 N
(ve +mp)
(H.3)
0<D <278

magmpg
Théoréme 3.1

Sous les conditions (H.1),(H.2) et (H.3), le systéme (3.1) admet au moins une solution

positive et 1-périodique.

Remarque 3.1 Nous avons établi [’éxistence qui réfiéte la survie de [’éspéce. Elle est
basée sur les valeurs de la fonction r qui dépendent diréctement du niveau des eaux du
lac. Le résultat donné par le théoréme (3.1) a une interprétation écologique interréssante,
puisqu’il llustre que le niveau d’eaw approprié peut étre un avantage en termes de survi

de ’éspéce.
a) En absence de 'action sur le lac nous pouvons supposer que:
r(t) = r pour tout ¢ >0

Dans ce cas la population survit si

Yo . i o Bo+ D 4mpmgDyg }
— <rm<r"=min< g  (D),va, ,
2 1 { ( ) P)/G fyB GO (”)/G +mB>2
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Ici
gt |0 (6) s . (7_0 o )
' ’ 4mg7'B 2 G

est la fonction inverse de g
b) Quand r; < r9, nous obtenons des résultats sémilaires si nous remplagons la fonc-
tion g par ag avec

T
0<a:—1§1
T2

3.4 Preuve du théoréme 3.1

La preuve du théoréme 3.1 est basée sur le théoréme de Mawhin [49]
Soient X et Y deux espaces de Banach. Soit L : DomL C X — Y un opérateur de
Fredholm d’indice zéro, et soient:

P:X — Xet@:Y —Y des projections continues telles que

ker L=ImP ,ker@ =Im L

On a
X =ker L @ ker P

et
Y=ImL®&ImQ

Dans la suite nous notons par Lp la réstriction de L & DomL Nker P, et

Kp:ImL — DomL Nker P

I’application inverse de Lp, et soit

j:Im@Q — ker L
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un isomorphisme de Im L vers ker L.
Avant de démontrer le théoréme (3.1), nous allons écrire le systéme sous une forme

réduite.

3.4.1 Modéle réduit

Proposition 3.1 Supposons les hypothéses (H1 et H2) verifiées, alors pour tout t

roG(t) < vp (B(t) + D), Vit >0

Preuve: Soit

u(t) =rG(t) —vp (B(t) + D)

Dans cette proposition, nous voulons montrer que si les hypothéses (H.1 et H.2.) sont
verifiées, alors u(t) est strictement négatif pour tout ¢, pour cela nous faisons un raison-
nement par I'absurde. D’apres ’hypothése H.1), u(0) < 0 Supposns qu'il existe un
t positif dans [0, 7] telque u (t) > 0 et l'on se place au premier temps ¢, ou l'inégalité
stricte n’est pas vérifiée. Nous avons alors:

u(tg) =0 et Z—?(to) > 0.

la condition

implique que

d’aprés I’équation (1) du systeéme (3.1)

du dd dB
a(to) = 7’2%@0) ~ VB (to)
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Gl = et rars) g

(Yar2G (to) + rompG (to)] — ygmpD — romg [G (tg)]2

G (to) +

ainsi, nous aurons

du

%(to) < [+72 (7g +mp)] G (to) — ypmaD — rame [G (t))?

D’aprés ’hypothese (H2), ce ci entraine que %(to) < 0, et ceci constitue une contradic-

tion. Donc u(ty) strictement négatif pour tout t > 0. =

Remarque 3.2 Sous les hypothéses de la proposition précédente, notre systéme s’écrit

sous sa forme réduite suivante:

dG r@)G G - ?
dB r(t)G — |
dit) TB%B (t) mBB (t)

Afin d’appliquer le théoréme de Mawhin, nous aurons besoin des estimations suiv-

antes.

3.4.2 Estimations a priori

Dans la suite du travail, nous supposons les hypotheéses H.1), H.2 )et H.3) . Pour
montrer que les biomasses de la proie (les gardons) et du prédateur (les brochets) sont

uniformement bornées. Nous allons montrer la proposition suivante.

Proposition 3.2

Ils existent deux constantes positives p; i = 1,2, telles que

B (s)| <
%3}1%’ (s)] < m
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et

G <
max |G (5)| < py

Pour tout (G, B) solution 1—périodique du systéme (3.2)

Preuve: Dans cette proposition , nous voulons montrer que si la solution périodique,
du systéme réduit, existe alors (B, G) est uniformément bornée. 11 est clair que si la
condition initiale By > 0, alors B (t) > 0, pour pour tout ¢t > 0. Ceci implique que

B(t)

— <1 tout ¢ > 0
B +D = pour tout t >

Estimation sur G

en intégrant la premiére équation du systéme 3.2, nous obtenons:

1

mg/l G (s)|2ds = mG/yG<s)|2ds

0
1 1

< VG/|G(3)|ds+T2/|G(s)|ds
0 0

nous savons que
1 2 1
[1cenas) < [ie@rs
0 0

1

nous simplifions par / |G (s)| ds et nous obtenons:
0

1

[1G)as < 20

mg
0

Estimation surB

En intégrant la deuxiéme équation du systéme (3.2) sur [0, 1], nous avons 1’égalité
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suivante:
1

/TW(S)%CZ&* = /mBB (s)ds

=]

du faite que

1

et en majorant / |G (s)| ds par sa valeur, nous obtenons I'inégalité suivante:

0

1

/m@mg“mx”+%_%.
mp meag

0

1
D’aprés le théoréme de la moyenne alors, il existe £ € [0,1] tel que / G(s)ds =G (&)
0

et
t

(NﬂgG@+/b%@@
13

la premiére équation du systéme (3.2) implique que:

/tG’ (s)ds < (rQ—i—’yG)/t\G (s)|ds —|—mg/t|G (s)| ds.

A partir de ceci, nous avons

t

2+ ¢
|G<s>|sm—G+0/w[|G (5} ds

avec

w(S) = (ra +75) S +meS?
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d’aprés le lemme (2.2) du chapitre 2), alors il existe une constante positive p, tel que:

|G (t)] < py pour tout ¢ € [0, 1]

d’une maniére similaire, et d’aprés le théoréme des valeurs intérmédiaires, il existe un

n € [0, 1] telque:

d’aprés la seconde équation du systeme réduit nous montrerons que :
t
B(t) < B(n)—i—/ B'(s)ds
n
suite a ceci, nous avons la majoration suivante.
|B (t)| < pyTpre + mpcy + o = p; pout tout t € [0,1]

de cette maniére nous avons montrer que B (s) et G (s) sont uniformement bornées par
les quantités respectives p;et p,,et ceci pour tout t > 0. m
Dans la partie suivante nous allons montrer G (s) et B (s) sont strictement positives

pour tout s € [0,1]

3.4.3 Positivité de la solution

Nous introduisons deux nouvelles fonctions

F=logB et H=IloggG,
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Le systéme que vérifi (F, H) est le suivant :

dH (t) r(t) exp F(t)

o = “ewr()tD +v¢ — mgexp H (1) (3.3)
dF(t) _ _ r(t)exp H(t) '
a B exp F(t)+D mp

Ici les parametres 75,7 () ,mg, mp, Yo et D de ce systéme sont exactement les mémes
que ceux des deux systémes précédents. Il est claire que si ce systéme (3.3) admet
une solution positive et 1—périodique alors le systéme réduit (3.2) admet une solution
(B,G) = (exp F,exp H) positive 1—périodique.

Nous supposons dans la suite que les hypothéses H.1) — H.2) — H.3) sont vérifiées.

Proposition 3.3 [ existe Ri >0 ¢ =1,2 tels que :

max |F'(s)] < Ry et max |H (s)] < Ry
te[0,1] t€[0,1]

Preuve: pour toute solution 1- périodique du systéme (3.3) De la premiére équation

du systéme (3.3), nous aurons,

1 r(t)exp F (t) 1
-~ dt = H (t)dt
/0 ey (e R /OmGeXP (1

D’autre part nous remarquons que

Ainsi:
dt + Ya > Yag — T2

/1_r(t)eXpF(z€)
o expF(t)+D

Par conséquent:
' Tg — T
/ exp H (t)dt > 1€ =0
0 ma
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d’aprés le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe £ € [0, 1] tel que
exp H (§) > 61
Nous intégrons la seconde équation du systéme précédent sur [0, 1], nous aurons
/1 r(t)exp H (t) g = B
o \expF (t)+ D T

choisissons 1 € [0, 1] tel que
F(n) = max F(t)

t€[0,1]
Nous avons
1
1 mp
_—— exp H (t)dt < —
T GITD ), s
d’aprés ’hypothése H3) nous avons
exp F'(n) > MT—BH —D=:0,>0

mag mpg
D’aprés le systéme (3.3)

1

1
/|H’ (s)|ds < 7’2—|—mG/eXpH(s)ds+fyG
0 0

ceci implique que
1

/|H' (s)ds| < 1o+ vg +magpy =: dy
0

De la méme maniére nous avons
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intégrons la premiére équation du systéme, nous obtenons,
1
t H(t
[ (Ll R0,
0 exp ' (t)+ D

1
/ |F/ (8)|dt S QmB = dg
0

ceci implique que:

de la relation

F(t):F(n)+/F’(s)ds>F(n)—/ |F' (s)| ds

nous déduisons que

F(t) >1nds —dy, pout tout ¢t € [0,1]

de la méme maniére nous avons
H(t) > Ind; — d; pout tout t € [0,1]

suite a ceci

max |F ()] < max {lnp; + ds,Inds — dy} = Ry > 0

t€0,1] te[0,1]
et

tem[éa)f |H (t)] < trél[gx {Inpy +di,Indy —d1} = Ry >0
|

Remarque 3.3 La proposition précedente reste vraie si nous remplagons D par uD avec

W un parameétre dans [0, 1].

Pour montrer I'existence d’aumoins une solution du systéme ( 3.3) nous allons nous

placer dans le cadre du théoreme (2.1).
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3.4.4 Existence de solutions

Soit I’espace de Banach
X=Y={(FH)eCRR):(F(t+1),H({t+1))=(F(t),H(t),Vtel01]}
muni de la norme
HCE H) = (1Elo + [[Hllo avee |[H]lo = max |H (£)] .
€[0,T]
Nous définissons 'opérateur linéaire:

L:DomLNX — C (R,R?),L(F, H) = (dF dH)

dtdt

ici

DomLNX = {(F,H) € C" (R,R?)}

Soit 'opérateur de Nemyski
N:C (R,R?*) — C (R,R?)

par

r(t)exp H (t)

B r(t)exp F (t)
expF (t)+ D

ma (r () CexpF (t)+ D

N(FaH):(TB +7G—mG€XpH(t))

Nous définissons les projections P et () tellesque:

P(F H)=Q(F,H) = </01th,/01Hdt), (F,H) € X

il est clair que:
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ker L = {(F,H) € X : (F,H) = (c1,c2) € R*}

nous observons que dimker L = 2.

Remarquons que

1 1
ImL:{(F,H)EX:/ thzo,/ Hdt:O}
0 0

est fermé dans X, et par suite

CodimIm L = dimker L = 2

ainsi L est un opérateur de Fredholm d’indice zéro.
Soit Lp la réstriction de L & DomL Nker P. Alors L, est une application bijective a

valeurs dans Im L, donc elle admet une fonction inverse qu’on notera
Kp:ImL — DomLNX

définie par:

v = ([ reae- [ [ aaio. [ o= [ [ aesdm)

Pour calculer Kp (I — @), nous observons que:

1-Q (0 = G020 - ([ Ao [ poa)
- (50 [ rwdno- [ poa)
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Nous appliquons Kp a (I — @), nous aurons:

Iy fi (B H) (s)d(s) + (L —1) [ f1 (F, H) (s) ds—
Jo (J3 £ (F H) (5)ds)

I3 fo (B H) (s)d (s) + (3 —t) [} fo (F, H) (5) ds
- fol (fon J2 (F> H) <3) ds)

Kp ([ - Q) (fl,fz) (t) =

L’opérateur N de Nemyski défini de X vers X est un opérateur L compact surQ) En
effet ceci découle du faite que les opérateurs QN et K, (I — Q) N définis de X vers X
sont des opérateurs continus sur X. D’apres le théoréme d’Ascoli Arzela QN (ﬁ) et
K, (I — Q)N () sont compactes

Soit le systéme:

THT I —mp ) = 0 1
( ,j :xr)_BJrD B (1) (3.4)
sobipT —meexpa+yg =0 (2)

iciT = fOT r (t) dt. Soit Ry > 0 une constante assez grande, de maniére que toute solution

(o, B") du systéme (3.4) satisfait:
&+ [B7| < Ro
Nous considérons ’ensemble
Q=A{(FH) e X :|[(F H)| <M}
nous considérons ici M = Ry + Ry + Ry.Si (F, H) est solution de
L(F,H)=\N(F,H)  \e(0,1)

Alors (F, H) vérifie la proposition (3.2) avec R; indépendant de A. Dela la premiére

condition du théoréme de Mawhin est satisfaite.
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Quand
(F*,H*) € KerL N9 = R* N N

alors (F*, H*) est un vecteur constant de R? tel que
[E*|+ |H"| = M
si (4) a une solution, alors
QN (F*,H*) = (0,0)
icl

exp H* exp F™*

N((F* H*) = R S R —
QN (F, H7) <TBrepr*+D mB’epr*—l—D

F—mgexp H” +7G)
comme, le systéme 3.4 n’a pas de solution alors,
QN (F*, H") # (0,0)

et ceci prouve la condition (2) du théoréme (2.1).
Pour compléter la preuve, il faut vérifier la condition (3) du théoréme de Mawhin,

nous defiinissons

exp H exp F'

O(F H p) = (rpr—P Ty, SR8
(F H, p) (TBTeXpF—i-,uD mB?epr—i—,uD

F—mGeXpH—i-WG)

il est clair que

O (F,H,u) #(0,0) V(F,H)e€ KerLN oS

d’autre part le vecteur constant (F, H) tel que |F|+ |H| = M vérifit
®(F, H, 1) = (0,0)

d’aprés la remarque (3.3) ceci méne a une contradiction.
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3.4.5 Calcul du degré topologique

Soit J = Id: Im @ — ker L I'application identique. Nous avons JQNge; 0 = @ (., -, 1)

Nous utilisons les propriétes du degrée topologique, nous obtenons

deg (JQN (F,H), KerLNQ, (0,0)) = deg(®(F,H,1), KerLNQ, (0,0))
= deg(®(F,H,0), KerLNQ, (0,0))

Considerons la relation ® (F, H,0) = (0,0), Alors

—expH _
<TBTepr m3> =0

(3.5)
—T —mgexpH +v5=0

Soit u=expH et v =-expF, Alors

U= >0 v'=—7pgT" >0
mgag mp mgqg
est la solution unique de (3.5) .
dela
TBE* —TB?%
deg (JQN (F,H), KerL.N %, (0,0)) = sign| ' ()
—mag 0

g ( _u*)
= sign | mgTpgT——= | =1

()

Et ceci compléte notre démonstration.

Proposition 3.4 Sous les hypothéses H.1) et H.2) et la condition

T > Yq
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Alors il éxiste Dy positif tel que pour tout 0 < D < Dy nous avons

limsup G (t) =0

t—+00

pour toute solution du systéme avec conditions initiales positives.

Preuve: D’aprés la remarque (3.2), il suffit de considérer le systeme (3.2). Il est clair

que pour la donnée d’une condition initiale positive, la trajectoire reste positive pour tout

t > 0. Par le principe de comparaison pour les équations différentielles nous obtenons
G (t) <V (t) pour tout t > 0

ici V' (t) est la solution de I’equation auxiliaire

U= BB () + 76V (1)

dt " B@#)+D
V(0) = Gy
Alors
t
V(t) =V (0) exp/ p(s)ds
0
Ici

proche de 1 pour tout ¢ et pour tout €,0 < € < 1,il existe Dy > 0 tel que pour tout

0 < D < Dgy,nous avons

> (1 —€) pour tout ¢

du faite que

r(t) > r pour tout ¢
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nous avomns

/0p<s>dss/0 (v — (1= e)m)ds = (76 — (1 — ) )1

comime

T > Ya

Ceci implique pour € suffisament petit
Yo—1—€)ry=~5—1r1—er; <0

Nous déduisons que

limsupV (¢) =0

t—+o00
et
limsupG () =0
t—-+o0
[
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Conclusion et perspectives

Les écosystémes aquatiques sont souvent affectés par les activités humaines. Cette étude
fournit des résultats préliminaires de I’évolution des écosystémes basée sur la gestion des
eaux des lacs. Nous avons montré que les variations des niveaux des eaux est un facteur
important dans la persistance ou I’éxtinction des éspéces proies-prédateurs. Dans notre
travail,.nous obtenons une condition suffisante pour la survie de population en cas de
fluctuations des niveaux des eaux. Le théoréme 3.1 refléte les intéractions complexes
entre ’environnement et les espéces pour assurer sa survie. Il indique que la variabilité
des niveaux d’eau joue un role important. Ainsi la gestion des lacs ne doit pas altérer
la relation proie prédateur. L’analyse suggere que quand le niveau d’eau baisse , les
chances de survie augmentent. Ainsi le programme de gestion de I’eau devrait étre établie
de telles sorte qu il ne modifie pas la ration du systéme proie prédateur. Dans le cas
d’un environnement périodique (fluctuations saisonniéres) c’est a dire les coéfficients de
systéme ( 3.1) continues et 1—périodique peut étre manipulés par les mémes théchniques.

D’autre part dans la littérature nous trouvons que pour s’approcher plus de la réalité
nous pouvons supposer que les coefficients d’accroissement dépendent non seulement,
pour chaque instant, des valeurs actuelles des grandeurs B () caractérisant la biomasse
du prédateur au temps t,mais aussi des valeurs passées jusqu’a une époque plus ou moins
reculée. Il ne faudra plus seulement les considérer comme des fonctions de B (t), mais
comme des " fonctionnelles ", et cela nous conduira & des équations intégro- différentielles.
Nous pouvons considérer par exemple le principe suivant, quand un prédateur attaque

une proie, et réussit son attaque il fait diminuer instantanément la biomasse de la proie;
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mais par contre quand le prédateur recoit cette quantité de nourriture, il lui faut un
certain moment pour la transformer en croissance. Soit 6 le temps maximal que fait le
prédateur pour transformer ses aliments en croissance donc la connaissance des fonctions
G (t) et B(t) sur Uintervalle [0, 0] est nécessaire. Nous pouvons enviger 1'étude d’un

modele a retard., comme nous pouvons considérer aussi que D est un deuxiéme prédateur.

68



Chapitre 4

SYSTEMES DIFFERENTIELS
MULTIVOQUES

4.1 Introduction

Nous étudions dans cette partie un probléeme aux limites d’ordre un a second membre
multivoque. Plus spécifiquement, nous nous intéressons a l’existence des solutions du
probléme aux limites pour équations différentielles du premier ordre a second membre

multivoques. Soit le probléme suivant:

Z@t)eAt)x(t)+ F(t,z(t)), t€(0,1); Mz (0)+ Nx(1)=0 (4.1)

Ici, nous considérons :F : I x R* — 2®" vérifie les conditions de Carathéodory
des multifonctions, soient, I = [0,1], A(.) est une matrice fonctionnelle, carrée d’ordre
n,continue sur I, M et N sont des matrices constantes carrées n x n.Nous notons par ||z||
la norme de chaque élément x € R™ et par ||A|| La norme de la matrice A. Plusieurs au-
teurs ont étudié des problémes semblables a 4.1 conformément aux suppositions diverses.
(voir par exemple [5],[6],[7],[8],[9],[12],[20],[32],[33],

[59]) et les références qui y sont cités). Plusieurs phénomeénes physiques sont décrits
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par le problémes 4.1 par exemples dans le cas des frottements secs

(voir par exemple [21] et [71]), et les problémes de controles (Voir [20],[35],[59] et les
références incluses). Nous présentons le résultat de l'existence de solutions ci dessous,
nous supposons que la multi application F' vérifie des conditions assez générales,et de
méme pour les matrices A,M et N .Cette approche est basée sur le théoréme de la
transversalité topologique présenté par Granas, le théoréme du point fixe et les inégalités
différentielles. Pour l'utilisation du degré topologique dans le cas des problémes aux
limites & second membre multivoques, nous referons le lecteur a [67]. Notre résultat ne

peut pas étre tiré trivialement des résultats précédents.

4.2 Cas Linéaire

Dans cette section, nous commengons par étudier un probléme aux limites pour une classe
d’équations différentielles ordinaires. Ensuite nous considérons un probléme aux limites

lineaire pour équations différentielles a second membre multivoque.

4.2.1 Probléme aux limites linéaire

Pour des raisons de simplicités, nous étudierons ces problémes sur l'intervalle I = [0, 1] .
Dans le premier paragraphe nous étudierons en détails le probléme linéaire non ho-
mogene,

Soit le probléme aux limites suivant

v(t)=At)x () +p(t) tel
Mz (0)+ Nz (1) =¢

(L.1)
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Probléme homogéne

Le probléme homogene correspondant au probléme (L.1) est le systéme suivant:

v(t)=A{)z (1) tel
Mz (0)+ Nz (1) =0

(L.2)

A (.) une matrice continue sur I, M et N des matrices constantes de type n x n.
Dans un premier temps nous allons rappeler quelques résultats élémentaires mais
utiles.

Soit I’équation différentielle
(L2) xz=A()z

Ces résultats sont démontrés dans la plupart des ouvrages sur la théorie des équations
différentielles ordinaires (Par exemple [10], [13], [15]) .

Le théoréme d’existence et d’unicité implique que le probléme de Cauchy linéaire
admet une solution unique satisfaisant & = (0) = x, pour tout xy vecteur donné de R™.

Soit ¢ (t) la matrice dont la j*™¢ colonne est la fonction vectorielle ¢ (£) = (¢, (t) , - .., ¢n; (t))T

telle que

(i) ;1) = A@)w; (1) tel

(i) ©;(0) = e j=12;....n

ou {ey,...,e,} est la base canonique de R", c’est a dire e; = (1,0,...,0),...;

e, =(0,0,...,1)-

Alors nous pouvons montrer que ¢, (t);..., ¢, (t) sont linéairement indépendants,et
nous avons;
Toute solution de (L.2") vérifiant la condition initiale = (0) = xy est donnée par
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x (t) = ¢ (t) zo. La matrice ¢ (t) est solution de ’équation différentielle matricielle g.bj (t) =
A(t) ¢, (t) satisfaisant & ¢ (0) = Id, identité de R".
La matrice ¢ (t), est la matrice fondamentale canonique de solution de (L2).Soit

w (t) = det ¢ (t) .Alors w (t) est appelé Wronskien des solutions ¢, (t);..., ¢, (t).

Théoréme 4.1 (Formule de Liouwville)

Pour tout ty € I nous avons

w () = w (to) exp [ / A (s) ds]

to

¢ (t) est la matrice fondamentale de solution de (L.2") si et seulement si w (t) # 0

Le probléme (L2') admet pour seule solution, la solution triviale si et seulement si
det (M + N¢ (1)) #0,

ol ¢ (t) est la matrice fondamentale de solution de (L2') telle que ¢ (0) = Id/.

Toute solution (L2') est donnée par :

les conditions aux limites Mz (0) + Nz (1) = 0 impliquent
Mz (0)+ No(1)z(0)=(M+ Np(1)z(0) =0

comme z (t) = 0 si et seuleument si z (0) = 0,et z (t) = 0 si et seuleument [M + N¢ (1)) existe,
le résultat s’en suit.

Dans toute la suite la condition det (M + N¢ (1)) # 0 sera designée par condition
(C).

72



Probléme non homogéne et noyau de Green.

Nous avons résolu le probléeme homogene dans le but de résourdre le probléme (L.1).

Nous citons le résultat, de I'unicité de la solution du probléme (L1).

Proposition 4.1 Si la condition (C) est vérifice, Alors le probléme (L.1) admet une

solution unique pour tout £ et p(.)

Preuve: La formule de la variation de la constante montre que toute solution de

I’équation différentielle

v(t)=A()z(t)+p(t)

est donnée par

£ (t) = 6 (1) (0) + / 6 ()6 () p (s) ds

cette relation montre que si z (0) est déterminée de maniére unique x (t) le sera aussi.

Utilisons les conditions aux limites
Mz (0)+ Nz (1) =¢

avec

1
s =00+ [ o067 ()p(s)ds
De ceci, nous en déduisons que

1

§=Mz(0)+ No¢(1)z(0)+ N i ¢(1) ¢~ (s)p(s)ds

ou encore

M+ No)z(©O) =¢—N [ 6(1)67 (5)p(s)ds
la condition (C') implique que:
(L3)  a(0)= (M + No(1)™ [s N[ o@e (s)p(s)ds
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ceci montre que x (0) est uniquement déterminé a partire de £ et p(.).

nous allons déterminer deux fonctions a valeurs matricielles G (t, s) et @ (t) telles que:

w<t>=@<t>5+/0 G (t,5)p(s) ds

est I'unique solution du probléme(L1).

Pour cela posons x (t) = u (t) + v (t) ou v est solution du probléme

r(t)=At)z(t) tel
Mz (0)+ Nz (1) =¢

(L4)

Les résultats précédents montrent que
v(t) =9 () (M+No (1) ¢ tel

posons

Q(t)=0¢(t)(M+N¢(1)™ tel

alors

v(t)=Q(1)¢ tel

Maintenant u est solution du probléme

r(t)=A@#)z(t)+p(t) tel
Mz (0)+ Nz (1) =0

(L4)

Puisque
¢

u(t)=¢)u(0)+ [ o)™ (s)p(s)ds

0
Alors nous avons
1

u(0)=—(M+N¢(1))"'N O ¢ (1) o' (s)p(s)ds
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0

= /0(cb(t)—Q(t)N¢(1))¢_1(S)p(S)dS—/t Q)N (1)¢™ (s)p(s)ds

Posons

J(t)=—(M+N¢(1)""No(1) 6" (¢) vtel

En utilisant cette relation et la définition de @ (f) nous obtenons
u( / o(t s)ds + / o(t
Définissons 'opérateur G (¢, s) par:

o) (s)+o(t)J(s) 0<s<t<1

(L.6) G(t,s){
¢ (t)J(s) 0<t<s<l1

Alors G (t,s) est un opérateur a valeurs matricielles appelée Noyau de Green et la

solution u (t) du probléme (L.4") est donnée par:

=[Gt
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Finalement la solution du probléme est donnée par:

(L.7) x(t)=Q(t) {—I—/O G (t,s)p(s)ds

3°—Formulation abstraite du Probléme

Soit X = C'(I,R") lensemble des fonctions vectorielles continument dérivables sur
Vintervalle I, et Z = C' (I, R"™) I’ensemble des fonctions vectorielles continues sur I'intervalle

I.

Pour x € X nous définissons sa norme par

lall = llallo + o] ot llallc = suplx (£),
oo tel

avec |z (t)|, est la norme euclidienne du vecteur x (t).
Alors (X, ||I-]|) et (Z,]|-||,) sont des espaces de Banach.

Soit L, un opérateur linéaire de X dans Z défini par:
(Lz) (t) =z (t) = A(t) = (¢).
De méme soit /p: X — R"™ une application définie par:
by () = Mz (0) + Nz (1).
Finalement, soit £ : X — Z x R™ défini par:

Lx = (Lz,ly(x)).
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Le probléme (3.1) est équivalent a I’équation abstraite:

(L-8) Lz = (p,€)

dans le sens ou toute solution de (L.2) est solution de (L.2) et réciproquement.
(1) L est un opérateur linéaire continu,
(17) L est inversible si et seulement si la condition (C') est satisfaite,
(17) L' est un opérateur intégral linéaire continu (en fait complétement continu) et

pour tout p et tout & € R™nous avons, si K = £~ alors
1
(L9) K. =e+ [ Gtsp(s)ds
0

4.2.2 Problémes aux limites pour inclusions différentiels linéaires

Dans ce paragraphe, nous considérons une classe de problémes aux limites pour équations
différentielles & second membre multivoque.

Dans ce paragraphe nous considérons le probléme suivant:

z(t)e A(t)z (t) + Ro (1) tel
Mz (0)+ Nz (1) =¢

(1.2)

ou & € R" et A(t) matrice carrée d’ordre n, continue sur I, et Ry — Comp (R")
mesurable.

Nous rappelons que ¢ (t) est la matrice fondamentale de solutions de z (t) = A (t) z (¢)
avec ¢ (0) = I.

Nous supposerons dans toute la suite que la condition (C') est satisfaite, c’est a dire

det (M + N¢ (1)) # 0.
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Posons z (t) = u (t) + v (t) ot u (t) est solution du probléme

u(t)=A@)u(t) tel
Mu(0)+ Nu (1) =¢

(L.10)

Nous avons vu que u (1) = Q (t) € = ¢ (t) (M 4+ N¢ (1))~"
Le probléme de détermination d’une solution du probléme (L.10) revient & déterminer

v (t), solution du probléme suivant:

v(t) € A(t)v(t) + Ry (1) tel
Muv(0)+ Nv(1)=0

(1.3)

le théoreme [34] implique P'existence d’une application mesurable pq (+) telle que, po () €

Ry (t) . Pour une telle fonction py : I — R", po (t) € Ro (t), la solution du (I.3)

o) = AWw )+ ()  tel
Mwv (0) + Nv (1) = 0.

(L.11)

est une solution du probléme (L.11).

D’aprés, précédemment la solution de (L.11) est donnée par

:/OIG(t,s)po(s)ds

Maintenant nous avons

DR = 05 p) € Ro0)
) [o 6 s {/¢ ) ds: p<>eR0<t>}

3) /OlG(t,s)RO(s)ds _ {/ Gt s)p(s)ds: p()eRO(t)}
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Nous voyons donc que

v (t) € /0 G (t,s) Ry (s) ds.

soit

Comme

z(t)=ut)+ot) €ult)+V(t)

nous aurons

x (1) EQ(t)’y+/0 G (t,s) Ry (s) ds.

Donc I'ensemble des solutions du probléme (I.1) est ’ensemble

Q(t)y +/0 G (t,s) Ry (s) ds.

Proposition 4.2

L’ensemble des solutions du probléme (1.1) est non vide, convexe, et compact

Nous explciterons dans le paragraphe suivant quelques résultats du probléme général.

4.3 Probléme aux limites pour inclusion différentiel
non linéaire

Nous formulons quelques définitions et résultats sur la théorie de la transversalité topologique

(voir, [32])
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4.3.1 La théorie de la transversalité topologique dans le cas des

multiapplications

Soit X un éspace de Banach , C' un sous ensemble convexe de X et U un sous ensemble
ouvert de C'. Nous notons par Kyy (U, 20) ’ensemble des multiapplications G :U — 2¢
qui sont compactes, scs a valeur convexe et fermé qui n’ont pas de point fixe sur U

(i.e.,u ¢ Gu pour tout u € 9U).

Définition 4.1 Une homotopie compacte est une multiapplication H :[0,1] x U — 2¢

qui est compacte, scs & valeur des sous ensemble fermé convexe. Siu ¢ H (N u) pour

A€ [0,1], u € U, H est dit point fize libre sur OU.

Définition 4.2 Deux multiapplcations F, G € Ky (U, 20) sont dites homotopiques dans
Koy (U, 20) ,87il éxiste une homotopie compacte H :[0,1] x U — 2¢ qui est un point five

libre sur OU et telque H (0,.) = F et H (1,.) = G.

G € Koy (U, 20) elle est appellée essentielle si pour chaque F' € Kyy (U, 20) tel que

G oy = F |su, & un point fixe. autrement G est dite inessentielle.
Théoréme 4.2 (théoréme de la transrersalité topologique)

Soit F, G deux multiapplications homotopiques a valeur dans Ky (U, 20). Alors F
est essentielle si et seulement si G est essentielle.
Soit G :U — 2° une multi-application constante G (u) = ug.Alors si uy € U, G est

essentielle.
Théoréme 4.3 (Théoréme [65])

Soient F/ un espace de Banach, C' un ensemble fermé convexe de E et U un ensemble
ouvert de C, telque 0 € U. Soit G :U — C, G (U) est bornée et G = G + G, telle que:

1)G, : U — E est continue et completement continue.
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2)Go:U — E est une contraction non linéaire (i.e.il existe une contraction ¢ continue
non décroissante; la fonction ¢ : [0, +00) — [0, +00) satisfait ¢ (2) < z Pour z > 0, tel
que [|G (z) = G2 ()] < ¢ ([l — yll) (pour tout z,y € U).

Alors nous avons 'un des deux résultats suivant.
(A;) G a un point fixe dans U; ou
(Az) Il existe un point u € OU et A € (0,1) avec u = AG (u).

Remarque 4.1

Ce théoréme est exposé dans le cas des fonctions d’une seule variable, Ce pendant ,il
s’ensuit de la preuve donnée en [65] que le théoréme est toujours valable si Gyest un
opérateur multivoque. Aussi nous appliquons ce théoréme avec Go = 0 L’application a

une seule valeur identiquement nulle.

4.3.2 Reésultats

Dans tout cette partie nous supposons que

A (.)est une matrice continue sur I avec

Ag: =sup{lA(1)];t € I},

G (t, s) est Popérateur de Green,.
Soit
Go: =sup||G(t,9)|;(t,s)elxI

nous supposons la condition (¢) vérifiée, donc les matrices M et N sont tels que
det (M + N® (1)) # 0.

nous notons par S}(.J(.)) ={ve L' (I,R"):v(t) € F(t,z(t)) for a.e. t € I.} 'ensemble
des sélections qui sont dans Fet reste dans L'. La solution de 4.1 est une fonction = ab-

solument continue sur I, tel que
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Zdt)=A)z @)+ f(t),ae t€(0,1); Mx(0)+ Nz(1)=0 (4.2)

Ici f € S}?(.yx(.)). etACy (I) est I'ensemble de fonctions x absolument continues sur /

vérifiant la condition

Mz (0)+ Nz (1) = 0.

Aussi pour x € AC (I) nous définissons sa norme par:

[zllo = sup{ll= @) ; t € I}

Nous considérons F' : I x R® — 28"une multifonction L!Carathéodory. L’ensemble
Sk(.() €st non vide (voir [53]).

Pour plus de détails nous referons le lecteur a [11] et [20].

Dans notre premier résultat nous supposons

(H1) F : I xR" — bce(R"™) est une multifonction qui satisfait la condition

L'-Carathéodory
|E (t,z)|| < a(t)y(||z]]) for a.e. t € I, pour tout x € R",

Ici e L' (I,Ry) et ¢ : [0, +00) — [0,400) est continue non décroissante et tel que.

lim sup = 400.
p—too U (p)
Nous avons le résultat suivant:
Théoréme 4.4 Si Uhypothése (H1) est satisfaite alors, le probléme aux limites a

second membre multivoque 4.1 admet au moins une solution .

Preuve: La démonstration se fait en plusieurs étapes.
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1°) étape 1: Considerons l'opérateur multivoque f : AC (I) — L' (I) defini par

(Fz) () = F(tx(),

F est définie,scs, & valeurs les ensembles convexes,et envoie les sous ensembles bornés de

AC (I) vers les sous ensembles bornés de L' (I) .En effet nous avons,

Fz:={u:l— R" mesurable; u(t) € F (t,x(t)) pp.-te€l,}.

Soit z € AC'(I).Siu € F z Alors

lu (@O < a @)y (2 @ON) < a @)y (=l,)-

dela
Jullr < Co = el ¥ (llzllo) -

cela montre que F est bien définie . Il est claire que F est a valeur convexe.
Soit B un sous ensemble borné de AC (I). Alors, il existe, K > 0 tel que|jul|, < K
pour u € B.
Ainsi,
lwll;: <Cy, VYV weFu
ici
Cy = ¢ (K) el -

Aussi nous pouvons montrer, comme dans([23], p 10 ) que F est scs.
Etape 2. Estimation & priori.
Supposons que x est une solution de (4.1). Alors, il existe une constante positive R*,

independente de z, telque

|z (t)] < R* pour tout t € I.
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Puisque z est solution de 4.1. Il s’en suit que:
Zdt)=A)x @)+ f(t),pp.t€(0,1); Mx(0)+ Nz (1) =0.

Iei f € S};(”I(')).Il est clair que la solution du probléme (4.2)est donnée par:

Dela

WWMS/ww@wﬂww.

L’hypothese (H1) donne

I ()] < Go/a ()9 ([l (s)]]) ds.

Soit
Ry = max {[|z (t)[|;t € j}.

Alors
1

msajw@wm@mw

0

Du faite que ¢ est non décroissante nous avons

Ro < Go/a (5) 0 (Ro) ds.

La derniere inégalité implique que

=

0

< Go el -

<
=
N
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D’aprés (H1), la condition imposée sur ¢ montre qu'’il existe R* > 0 tel que pour tout

R >R*

% > Golla,. (4.9)

Comparons les deux inégalités précédentes 4.8 et 4.9 nous remarquons que Ry < R*. Par

conséquent, nous obtenons

|z (t)|| < R* pour tout t € I.

Etape 3. Existence de solution.

pour 0 < A < 1 considerons la famille de problémes a un parameétre
(1), Zt)e Alt)x(t)+ NF (t,z(t)), tel; Mz(0)+ Nx(1)=0

pour A =1,(1,) < (1).
D’aprés la démonstration de 1'étape 2 alors si = est solution de (1), pour A € [0,1],
alors

|z (t)]] < R* pour tout ¢ € I.

et R* indépend de A.
Nous considérons

Fy:C()— L*(I)

défini par:
(Fz) (t) = AF (t,z (1)) .

L’étape 1 montre que F ) est semi continue superieurement, a valeur convexe et envoie
les sous ensembles bornés de AC (I) vers les sous ensembles bornés de L (T).

Soit j : ACy (I) — AC (I) 'injection continue. L’opérateur

L:AC,(I) — L' (I),
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défini par:

(Lx) () = 2" (t) = A (D) = (1)

a un inverse borné (en effet ceci se déduit de la solution donnée par (4.3), qui est notée
par L=t. De plus L~! est complétement continue.
Soit
Bpey1 :={x € ACy(I); ]|z (t)||, < R*+1}.

nous définissons la multi-application
H: [0, 1] X BR*+1 — ACO (I) .

par

H(\z)= (L oFy0j)(x).

Nous pouvons montrer facilement que les points fixes de H (\,.) sont des solutions
de (1),. De plus, H est une homotopie compact entre H (0,.) = 0 et H (1,.). En effet,
H est compacte du faite que j est continue, F ) est bornée sur les sous ensembles bornés
(F) (C) borné si C' est un sous ensemble borné) et L~! est completement continue. Aussi,

H est scs a valeur convexe fermée. Du faite que la solution de (1), satisfait
lz@)llp < B" ( B+ 1

nous remarquons que H (A,.) n’a pas de point fixe sur 0Bg«, .

D’aprés le théoréme (4.3) nous déduisons que H (0,.) est essentielle. Dela H; est
essentielle. Ceci implique que L™ o F o j a un point fixe. Donc le probléme (4.1) a une
solution est ceci compléte la preuve du théoreme (4.4). =

Notre second résultat est basé sur ’application du point fixe présenté par O’Regan
([65]).

Nous remplaceront I’hypothése (Hp) par la condition suivante:

(Hy) : |F (t,z)| < p(t)?¢ (||z||) pour p.pt € I, et pour tout x € R™,icip € L' (I,R,),
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Y : [0, 400) — [0, +00) est continue non décroissante est telleque

)
sup ————= > L.
5€(0,+00) Go [[pll 11 ¥ (9)

Nous pouvons énoncer le deuxiéme résultat suivant:

Théoréme 4.5 Supposons l'hypothése (Hy) vérifiée, Alors le probléme aux limites (4.1)

a au moins une solution.

Preuve: La preuve est similaire a la preuve du théoréme (4.4).

Soit My > 0 définit par

J

- 1.
Golplp v () ~

Soit
U = {z € ACy (1);3 lelly < Mo}

Considerons L’operateur compact ( Voir étape ci dessus )

(L oFo0j):U— ACy(I).

Supposons que 'alternative (As) dans le théoreme (4.3) a lieu. Cela signifie qu’il

existe z € OU telque x € (L' o F o j) (z), ou équivalent a
Z(t)eA)z(t)+ F(t,x(t)), t € (0,1), Mz (0)+ Nz (1) =0.

Maintenant comme dans 1’étape 2 ci dessus, d’aprés 'hypotheése (Hy) nous avons,

1

o (@ < Go [ ()0 (I (9] ds.

0
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Du fait que v est non décroissante nous arrivons a

[l (B)]] < Go/p(sw (llzllo) ds

Et, dela pour z € OU nous avons ||z||, = My a partir de cette derniére implication,

nous déduisons que
1

MO S Go/p (S)@Z) (Mo) dS

0

qui donne a son tour

1
M, < Gy /p(s)ds Y (Mp) -
0
Dela,
My < Go [|pll 9 (M) -

Ceci contredit clairement, la définition de M. Donc, la condition (Ay) du théoréme
(4.3) n’est pas verrifiée. Par consequent , L' o F o j a un point fixe, qui est solution du
probléme (4.1). =

Maintenant nous présentons le troisiéme résultat en se basant sur I'inégalité du type
Henry-Bihari Voir [58].

Nous supposons que [ satisfait

(Hs) il existe p € L' (I,Ry) et ¥ : [0,400) — [0, +00), non décroissante vérifient les
propriétés suivantes

(i) Il existe v € C'(I;R;) telque

e M (u) <y (1) ¥ (e"*"u) pour chaque u > 0,
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(i)

—+00 d
/ 7 - +o0o, telque [[F (¢, 2)| < p(t) ¥ (||z]]) pour tout (¢,z) €I x R™.
xen ¥ (0)

Comme un exemple d’une telle fonction ¥, nous pouvons prendre ¥ (u) = u™, avec 0

<m < 1.

Proposition 4.3
Supposons (Hs) satisfaite. Alors il existe My > 0 telque ||z (t)|| < My pour toutt € I et

n’importe quelle solution x de (1), .

Preuve: Soit (.,.) et le produit sur R™. Alors pour f € S},ﬁ(. +()) hous avons

(@ (), x () = (A@) z () + Af (1), z (1)) .

nous rappellons que

nous utilisons L’inégalité de Cauchy-Schwarz et nous obtenons

1d

57 1 OF < IAOIH= OFF + Af Ol lz @)1

En intégrant le second menbre de I'inégalité entre 0 et 1, nous obtiendrons
2 2 ! 2 !
[l @)1 < [l (0)] +2A0/ [l ()] d8+2/ [1E (s, (s))]l [| (s) ]| ds
0 0

qui donne

lz (O] < ||x(0)||2+2z40/0 ||90(S)||20i8+2/O p () (llz(s)l]) = (s)l[ds.  (4.10)
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Soit u (t) := le second membre de I'inégalité (4.10). Alors

(@) le® < ult) tel;
(id) o' (t) = 240 [l (I +2p (1) (|l @©)]) |z ()] -

Pour que
' (1) < 2A0u (t) + 2p (1) @ ( u (t)) w (). (4.11)
dela
' (1)
5 < AVE D+ 0¥ (Val)

S (Ve) < dov/a@+p 00 (Vatm) (412)

Soit v (t) = y/u (t) pour ¢ € [0,1] .alors I'inégalité 4.12 Devient
V(1) < Apv (1) +p (1) ¥ (v (1))
elle est équivalente a

(e (t) < e ™'p () ¥ (v (1)) (4.13)

d’aprés les propriétés de la function ¥ et l'inégalité 4.13 alors, nous aurons l'inégalité

suivante

(e_AOtv (t)), <p(t)y (t\lf (e‘AOtv (t)))

Soit z (t) = e~y (t) . Alors d’aprés I'inégalité précédente nous aurons

Ainsi

<p@®)v () 0<t<L (4.14)
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Rappellons que z (0) = v (0) = \/u (0) = ||z (0)|| .L’inégalité (4.14) implique que

z(t) do t
/| < / p(s)7 (s)ds < [l 1171l -

z(0)|| (o)

S

Ceci montre qu’il existe M; > 0 telque

Maintenant, nous suivons la méme procédure que le théoréme (4.3) pour montrer le

théoréme suivant

Théoréme 4.6 Si I’hypothése (H.3)est vérifiée, alors notre probléme auz limites (4.1) a

au moins une solution.
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