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Introduction générale






1. Résumé

Cette these porte sur I’étude mathématique d’un probléme a frontiére libre.

1 Résumé

Cette thése présente des résultats d’existence, d’unicité et de régularité pour des problémes
elliptiques & second membre discontinu. De tels problémes apparaissent naturellement dans plu-
sieurs phénomeénes de sciences appliquées comme en physique des plasmas, milieux poreux et
combustion. Ces problémes formulés dans un domaine borné sont souvent appelés problémes a
frontiére libre . La premiére partie de cette thése est consacrée aux propriétés des solutions d’un
probléme elliptique & second membre discontinu défini sur la boule unité ou la solution est nulle
sur le bord. Nous proposons une méthode non variationnelle. Dans la deuxiéme partie, nous utili-
sons les résultats obtenus pour étudier I'effet de la perturbation sur la frontiére libre. Cette étude
est basée sur les méthodes locales ce qui permet de détecter aussi un phénoméne de bifurcation.
Dans la troisiéme partie, nous nous intéressons a la régularité de la frontiére libre en utilisant
la méthode des hodographes. Finalement la derniére partie de la thése porte sur I'influence de
la discontinuité dans les problémes étudiés, une telle étude repose sur 'approche des inégalités
variationnelles.

2 Motivations physiques

Les frontiéres libres sont des courbes ou surfaces inconnues qui séparent deux régions diffé-
rentes. Un exemple pour motiver notre travail est I’équilibre d’un plasma confiné. Nous proposons
dans cette section une description de l'expérience qui aboutit a la formulation mathématique de
notre probléme.

Le plasma consiste en un gaz ionisé porté a trés haute température et & fusion nucléaire. Il
n’y a pas de parois métalliques qui résistent a une telle température, pour cela, on a recours au
champ magnétique pour assurer le confinement. L’objectif est de déterminer 1’état d’équilibre
du plasma, autrement dit un bon confinement. L’équilibre est étudié dans une enceinte toroidale
(Tokamak) en présence des courants de confinement.

Le tokamak est une machine congue pour réaliser une fusion thermonucléaire controlée. Cette
réaction exige un bon confinement ot les lignes du champ se referment sur elles mémes. Pour
cela on utilise une déscription MHD (magnétohydrodynamique) qui permet de donner une idée
sur la géométrie du plasma.

L’evolution du champ magnétique dans un conducteur (un plasma dans le cas présent ) est
traduite par ’equation suivante

0B _

o rol(V AB)+nAB, (1)

ot B : champ magnétique (Tesla),
V' : vitesse de propagation du fluide (m?/s)

n = (poo) ! : coefficient de diffusion magnétique (m/s).



po : la perméabilité et o : la conductivité.

Cette formulation est obtenue & partir des equations de Maxwell et ’équation d’induction(
[93]).Les deux termes qui figurent dans 1’équation (1) décrivent deux mécanismes différents :
la convection et la diffusion.

Le premier terme dépend de la vitesse du fluide, le second dépend de la résistivité. Suppo-
sons maintenant que le deuxiéme terme de ’équation (1) soit nul. Ce cas limite est obtenu en
considérant que la conductivité électrique o est infinie. Ceci correspond & une déscription de la
magnétohydrodynamique(MHD), ou le champ évolue par convection, entrainé par la matiére.
Cela est traduit par I’équation (2)

9B _ rol(V AB),  (2).

ot
La convection est un mode de transport d’énergie qui peut se transformer en chaleur ou en
électricité. La magnétohydrodynamique (MHD) est une déscription ou se déplacent les molécules
et les atomes ionisés par l'action des forces de Laplace (Magnétique et électrique). Les équations
de la MHD s’obtiennent par la linéarisation des équations d’hydrodynamique et des équations de
Maxwell . Les équations de la MHD idéale (non résistive). Dans le cas d’un plasma parfaitement
conducteur et compressible, les équations MHD s’écrivent

div(B) =0
rot B = poj
%—? =rot(V A B)

7 AB = gradp

ou p est la force de pression et j la densité du courant.
La résolution de ce systéme d’équations dans un plasma est associée & des conditions aux limites
adéquates qui conduisent & 1’équation de Grad Shafranov.

Pour pouvoir simplifier ’équation de Grad Shafranov , on utilise le principe d’orthogonalisa-
tion ou les lignes de flux sont des contours emboités les uns dans les autres comme un maillage.
La résolution dans l’espace de flux équivaut & résoudre I’équation de Laplace. Autrement dit
I’équation de Grad Shafranov se réduit & une équation contenant le Laplacien.

Pour plus de détails, voir [22].

3 Formulation mathématique

Afin de déterminer le comportement du flux du champ magnétique dans le plasma, nous for-
mulons la configuration torroidale a I'aide des coordonnées cylindriques de sorte que le probléme
se réduit au cas bidimensionnel dans la section méridienne du tore. Cette derniére est un ouvert
2 dont le plasma occupe une région inconnue €2, C §2.

La région Q, = Q\ Q, est supposé entiérement vide (absence de courants inducteurs exté-
rieurs a l'enceinte ). En utilisant les équations de Maxwell et les conditions satisfaites par le flux

4



4. Historique du probléme.

du champ magnétique que nous noterons par u, nous avons
—Au=j+J dans €,
—Au=20 dans €2,

u = constante sur 09,

ol j désigne la densité de courant intérieur supposée constante et J est la densité de courant du
plasma.

Soit € > 0, la perméabilité diélectrique et supposons que .J soit proportionnelle au flux i.e
J = eu. En appliquant le principe du maximum, on obtient que u > 0.

En introduisant la fonction © = v — 1, on aura alors
—Av=A+¢ev siv>1,
(3)¢ —Av=0 siv<l1
u=- sur  0f),

avec A un parameétre réels positif et v est une constante donnée.

Le probléme (3) peut s’écrire comme

—Av=(AN+ev)H(v—1) dans

(4)
u=-y sur 01,

ol H est la fonction de Heaviside i.e

H(it)=1 si t>0 e H({t)=0 si t<O.

4 Historique du probléme.

Dans cette section, nous considérons quelques travaux se rapportant & notre probléme. Cet
historique est en aucun cas exhaustive.

L.E. Frankael et M.S. Berger, en 1974 dans [66] ont initié ’étude des problémes elliptiques a
second membre discontinu. Les auteurs ont étudié des équations gouvernant le mouvement d’un
fluide idéale et les méthodes d’approches sont purement variationnelles. Depuis, I’étude de ces
problémes n’a cessé de se développer. Nous signalons le travail de R.Temam [109] qui a généralisé
le probléme précédent pour une large classe de fonctions.

En 1981, R. Alexander et B. Fleishman [5] ont changé le cadre traditionnelle en introduisant
un probléme elliptique & second membre discontinu qui comporte la fonction de Heaviside. Ils
démontrent 'existence des solutions et caractérisent leurs frontiéres libres.

Durant la méme période, G. Keady [80] a repris le probléme de Alexander et Fleishman pour
étudier les propriétés qualitatives de I’ensemble "frontiére libre" en précisant le diamétre et ’aire
de ’ensemble.



Quelques années plus tard, A. Ambrosetti et M. Badiale [13] ont étudié un probléme général
qui comporte un second membre discontinu en utilisant les méthodes variationnelles. D’autres
généralisations ont été faite pour le p-Laplacien. (Voir [20]).

5 Enoncé des résultats

Dans cette section, nous résumons les résultats essentiels de cette thése.
Notre but dans cette thése est d’étudier le probléme a frontiére libre suivant :

—Au= f(u)H(u — p) dans Q
(Pn)
u=~h sur 012,

ou € est la boule unité de IR™, f, h des fonctions données, H est la fonction de Heaviside et p
est un paramétre réel positive.

Avec des estimations & priori, nous montrons que le probléme (P},) se raméne au cas ol f(u) = A
une constante i.e
—Au = AH(u— p) dans
(P)
u=nh sur 0.
Nous avons d’abord étudié le probléme (FPp) dit probléme réduit en démontrant l'existence de
deux solutions radiales positives. Nous avons démontré le théoréme suivant.

Supposons les hypothéses suivantes.

f1) La fonction f est k—lipstchizienne, croissante, positive et il existe deux constantes k, 3 > 0
telles que f(s) < ks + ( avec k < min{Aj, 1}.

8
2n—k*

f2) La fonction f est dérivable et constante sur l'intervalle de la forme [0, ¢] ou ¢ >

f3) Il existe p* > 0 telle que

ou

n(n — 2)
()2 = ()2
L’existence des solutions du probléme réduit (FPp) est donnée par ce théoréme.

Théoréme 0.1 a) Supposons que f1), f2) et f3) sont satisfaites. Alors le probléme réduit (Py)

admet une solution u > 0 telle que la frontiére libre {(r,0) € Q;u(r,0) = u*} est une sphere de

9\ L
rayon ro = ()2,

b) Supposons que f1), f2) sont satisfaites. Si

DY
1
alors le probléme réduit (Py) posséde deux solutions positives, radiales et leurs frontiéres libres

1
sont respectivement deux sphéres de rayons ri et ro différents de (%)m

6



5. Enoncé des résultats

Un deuxiéme résultat d’existence de solutions qui concerne le probléme (P,) obtenu en étudiant
Deffet de la perturbation h sur les solutions du probléme réduit (FPp) et leurs frontiéres libres. On
a alors, le théoréme suivant

Théoréme 0.2 Supposons que f1), f2) sont satisfaites et il existe p > 0 tel que

10y,

1

ot 5
M, = n(n - 2) , pour n > 3.

()57 - (2=

Soit ||h|]eo = max |h(x)]. Si la fonction h est assez petite avec 0 < ||h||oo < 1, alors le probléme
xre

(Py) possede deuz solutions positives et leurs frontiéres libres sont des hypersurfaces analytiques.

La démonstration est basée sur la formulation d’une équation intégrale de la solution et en uti-
lisant le théoréme des fonctions implicites pour démontrer I'existence de la perturbation causée
par h.

Dans le cas ol le théoréme des fonctions implicites ne fonctionne plus, un phénomeéne de bi-
furcation apparait pour le probléme réduit (Pp) et nous utilisons le théoréme de bifurcation de
Crandall-Rabinowitz pour démontrer I’émergence des solutions bifurquées.

Une autre question étudié dans cette thése concerne la régularité optimale de la frontiére libre.
Aprés qu’on a démontré une régularité initiale de la frontiére, nous avons utilisé la méthode des
hodographes pour obtenir I’analyticité. On a le résultat suivant.

Proposition 0.1 Sous les conditions du Théoréme 0.2, la frontiére libre est une hypersurface
analytique.

Nous nous intéressons ensuite & I'influence de la discontinuité sur les solutions. Pour cela, on a
étudié le probléme suivant

—Au= f(u)H(p—u) dans €2,

(So)
u=0 sur Of).

L’une des difficultés est que la technique utilisée dans le premier chapitre n’est pas applicable.
En plus un résultat d’unicité apparait.

Nous avons supposé les hypothéses suivantes
H,) Lafonction f(s) est positive pour s > 0, croissante et f est k-Lipschitzienne avec k € (0, \1).
Hy) Pour p > 0, on suppose
6:= M > A\
1
ol \1 est la premiére valeur propre de —A dans H}(Q).

Hs) La fonction f(s)/s est décroissante.

Le résultat principal obtenu est le théoréme suivant.



Théoréme 0.3 Sous les hypothéses précédentes, le probléme (Sy) posséde une solution unique
positive. En plus, l'ensemble {x € Q w(x) = u} est une boule de rayon p € (0,1) centré a
lorigine.

La démonstration est basée sur la technique des inégalités variationelles combiné avec le théoréme
de point fixe.



Préliminaire

1.1 Rappels sur quelques espaces fonctionnels.

Le but de ce premier chapitre est d’introduire la terminologie et les outils qui seront utilisés
tout au long de ce travail.

Soit © un sous ensemble ouvert, borné régulier et non vide de IR", (n > 2). Soit 02 sa frontiére
et Q la fermeture.

Soit. C*(Q), (k > 0) l'espace des fonctions continues dont toutes les dérivées jusqu’a l'ordre
k sont continues sur Q. On définit aussi I’espace

Co(Q) = () CHQ)
kelN

et on note C§°(£2) l'espace des fonctions C*°(Q2) a support compact.

Définition 1.1 Pour k > 0 et 0 < a < 1, on note C**(Q) l’espace des fonctions hélderiennes
avec Uexposant a qui est constitué des fonctions C*(Q) telle que pour tout multi indice 3, |8 = k

|DYu(z) — D*u(y)|
|z —yl|*

Sup{ ) Jj,yEQ,:L’;éy}<OO.

Définition 1.2 Soit LP(Q2) ’espace des fonctions de Lebesgue. L’espace de Sobolev, noté WP ()
est constitué des fonctions de LP(Q2) dont les dérivées partielles jusqu’a ’ordre m au sens des
distributions s’identifient a des fonctions de LP(S).

WmP(Q) = {u € LP(Q),Yo € IN, |a| < m = D% € LP(Q)}.

L’espace de Sobolev W™P () est un espace de Banach muni de la norme

lullmp = D [ID%ullf,)

0<asm

3 =

Définition 1.3 On note Wy""(Q) l'adhérence de Uespace C§°(2) dans W™P(Q) au sens de la
norme ||.||m.p-

Maintenant, on définit la trace d’une fonction u de WP(Q) sur le bord de €. Plus précisement :

9



Chapitre 1.  Préliminaire

Théoréme 1.1 Soit Q C IR™ un ouvert régulier. Alors il existe une application linéaire et conti-

nue o dite "application trace” de W™P(Q) dans LP(9R) telle que si u € C(Q) N W™P(Q),
limage ~vo(u) est la fonction x — u(x) bien définie sur OS.
La caractérisation des espaces de traces de ces fonctions est donnée par le théoréme suivant
Théoréme 1.2 Les hypothéses étant celles du théoréme précédent, on a alors

W™ EP(99) = 50 (W (9).

Pour plus de détails sur les espaces de Sobolev, voir [1].

1.2 Reésumé sur la théorie des systémes elliptiques.

On commence cette section par rappeler les définitions d’une fonction et d’une frontiére
analytique.
1.2.1  Analyticité

Soit © C IR™ un ensemble ouvert et définissons
D :=(Ds,...,Dy), Dj = P 1<7<n

Définition 1.4 Une fonction f : Q C IR™ — IR est dite analytique réelle sur Q si pour tout
so € Q, il existe > 0 et une constante {ax}, N C IR telles que

f(s) :Zak(s—so)k, |s — so| < r.
k

Définition 1.5 Soit w C IR"™ un ouvert borné. On dit que la frontiére Ow est analytique réelle
si pour tout point xg € Ow, il existe r > 0 et une fonction analytique réelle v : IR" ™1 — IR telles
que, on a

wN B(xg,r) ={z € B(xo,r)/Tn > v(T1, ..., Tn—1}
1.2.2 Systéme elliptique.

Soit  C IR™ un ensemble ouvert et définissons

D= (Dl,...,Dn), D]' : 1 <j <n

= ;Ty‘]’

Soit Ly;(y, D),1 < j, k < n un opérateur différentiel avec des coefficients continus. Considé-
rons le systéme d’equations aux dérivées partielles de variables u', ..., u™

> Lij(y. D)l (y) = fuly) dans Q, 1<k<n (1)
j=1

Définition 1.6 Pour chaque équation, on introduit un nombre entier s < 0, appelé "Poids" et
pour chaque variable un entier poids t; > 0 telle que

Ordre Lyj(y,D) <sp+1t; dans €, 1<k<n,
=0
m]?X Sk

On prend par convention Ly;(y,D) =0 si sp+1t; <0

10



1.2. Résumé sur la théorie des systémes elliptiques.

Si on écrit
Lij(y. D)= af;(y)D?,
|| <sp+t;
alors la partie principale de Ly;(y, D) est notée Lf,gj(y, D) quand le polynéme
Ly, 9) = > a8, (eR”
lo|=sk+t;

est le symbol principal de Ly;(y, D)

Définition 1.7 On dit que le systeme (1) est elliptique au point yo si la matrice

(L1j (40, €))rj

est non-dégénéré i.e rang(Ly;(yo,§))k; = n, pour tout & € IR™ \ {0} et pour chaque paire ce
vecteur independent £, n € IR"™, le polynome

p(z) = detLi;(yo, & + 2n))

admet exactement p = 5degp racines avec une partie imaginaire positive et i = sdegp racines
avec une partie imaginaire négative.

Remarque 1.1 La condition des racines est vérifiée automatiquement si n > 3.
Supposons que yg est fixé, les solutions de ’équation homogéne avec les coefficients constants
suivante

ZLk] y07 (y) = 07 Yy € IRTL, 1< k <n (2)

qui ont la forme w/(y) = s, ¢ € C, 0 # ¢ € IR™. Le systeme est non dégénéré ssi

cl=...=¢c" =0 pour tout 0 # £ € R",yg € Q et toute solution est dite exponentielle , ce qui

revient & dire que la condition de non-dégénérence est vérifiée si la partie principale de (1) qui
est (2) n‘admet aucune solution exponentielle non triviale.

Considérons maintenant le systéme général d’équations

Fy(y,u(y), Du(y), ..., D'u(y)) =0 dans Q, 1<k<n (3)
Ou u = (u1,...,up) et D™ représente la dérivée d’ordre m. Le systéme (3) est elliptique pour
la solution u au point yg € €2 s’ils existent les poids sy, ..., sy et t1,...,t, tels que les équations

linéarisées

Z Li;(yo, D)W (y) := @Fk(y()’ u(yo) + tw, Du(yo) + tDu, ..., Dlu(yo) + tDlﬂ)|t:0 =0 (SL)

constitue un systéme elliptique au point yg au sens précédent.

Supposons maintenant que 2 est de classe C* et soit Bp;(y, D),1 < h < p,1 < j < n un
opérateur différentiel avec des coefficients continus.

11



Chapitre 1.  Préliminaire

Définition 1.8 On dit que ’ensemble des conditions aux bords
n
> Bui(y, D) (y) = gn(y) sur SCo9Q 1<h<p
j=1

est coercive au point yo pour le systéme (1) si
— Le systeme (1) est elliptique au point yo et 2p =371 (sj +1t5) >0

— lls existent des entiers rp, 1 < h < p tels que Uordre de Byj(yo, D) est au plus v, +t;

— Le probleme homogéne suivant

S Ll (o, DYu(y) =0 dans {y € R : (y— yo)-v(yo) > O}
j=1

Xn: B, (o, D)u/ (y) =0 sur {ueR™: (y—yo)v(yo) =0}
j=1

Oul<k<n1<h<yuet B;lj la partie de By; d’ordre rp +t; n’admet aucune solution
exponentielle borné non triviale de la forme

W (y) = U ((y — yo) (o)), 1 < j <
pour & € IR™ \ {0} orthogonal au vecteur normal v(yo) de OQ au point yo.
L’ensemble des conditions aux bords
Gu(y,u(y), Du(y), ..., Du(y)) =0 sur S, 1<h<p (4)

est coercive pour la solution u au point yg € S s’ils existent les poids r1, ...,y et t1,...,t, tels
que ’ensemble des conditions aux bords

> Buj(yo, D)W (y) := aGh(ym u(yo) + tu, Du(yo) + tD, ..., D*u(yo) + tD*u)|i=0 = 0
=1

est coercive au point yg pour le systéme linéarisé (SL) au sens précédent.

Dans [83], on peut trouver les deux théorémes classiques suivant

Théoréme 1.3 Supposons que u',...,u" est solution de (3) — (4) dans QU S et que Fy,, 1 <k <
n,®,,1 < h < q sont des fonctions analytiques de y,u', ..., u" et leurs dérivées. Assumons que
uwl € CUT(Q),rg = maxy (0,1 + 14). Si les systémes linéarisés de (3) — (4) sont elliptiques et
coercives au point 0, alors (3) — (4) sont elliptiques et coercive dans un voisinage (2J.S) N Be(0)
pour un € > 0.

Théoréme 1.4 Supposons que u = (u',...,u™) est solution de

Fi(y,u(y), Du(y), ..., D'u(y)) =0 dans U, 1<k<n (3)

O (y, u(y), Du(y), ..., D'u(y)) =0 sur S, 1<h<q (4),

ou (3) — (4) est elliptique et coercive avec les poids s, tj,7h,1 < j,k <n,1 < h < gq. Supposons
que Fy, ®p, sont des fonctions analytiques de y et des dérivées de u. Soit ro = maxp(0,1 + ).
Siuwl € CttroY(Q) pour un certain a > 0, alors w/ sont analytiques dans Q, 1 < j < n.

12



1.3. Elément de la théorie de bifurcation.

1.3 Elément de la théorie de bifurcation.

Nous présentons ici deux théorémes fondamentaux utilisés dans cette thése. Le premier est
le théoréme des fonctions implicites et le deuxiéme concerne la bifurcation d’une valeur propre
simple di & Grandall-Rabinowitz.

Soient X, Y, Z trois espaces de Banach et V C X,U C Y deux sous ensembles ouverts.

Théoréme 1.5 Soit f € CF(V x U, Z),k > 1 et soit (\*,u*) € V x U telle que
F(A*u*) =0.

Si fl(\*,u*) est une application linéaire continue inversible, alors il existe un voisinage V* de
N et un voisinage U* de u* et une application g € C*(V*,Y) telle que

fu)=0,(A\u) e VI xU* < u=g(\)
Pour la démonstration, on peut voir [6].

Maintenant, notons par S = {(A\,u) € X x Y,u # 0, f(A\,u) = 0} l'ensemble des solutions
non triviales de I’équation f(A,u) = 0.

Il peut se passer que pour quelques valeurs du paramétre A, il existe une ou plusieurs solutions de
I'équation f(A,u) = 0. Ces valeurs de A sont appelées les points de bifurcation. La caractérisation
de ces points est donnée par la proposition suivante

Proposition 1.1 Une condition nécessaire pour que A* soit un point de bifurcation pour f est
que la dérivée partielle fl(A\*,0) est non inversible.

En utilisant ce résultat, nous avons le théoréme suivant.
Soient N = Ker(f,(A*,0)) et R I'image de f;,(\*,0). Introduisons les hypothéses suivantes

1. Supposons que la dimN = CodimR = 1.
2. La dérivée mixte f,(\*,0)u* ¢ R, pour tout u* € N avec u* # 0.

Théoréme 1.6 ( Crandall-Rabinowitz). Supposons que les deux hypothéses précédentes sont sa-
tisfaites. Alors (A*,0) est un point de bifurcation et il existe une courbe unique (A, ) : (—a,a) —
IR x Z satisfaisant

F(A(s), su™ +9(s)) = 0,
A0) = A%, 9(0) =0,

ot a >0 et Z est le complémentaire de N dans X.

Pour plus de détails, voir [55].

1.4 Fonction de Green et harmoniques sphériques.

Dans cette section, nous rappelons la théorie des harmoniques sphériques, ainsi quelques
fonctions spéciales utiles pour la suite.

13



Chapitre 1.  Préliminaire

1.4.1 Harmoniques sphériques.

Soit (x1, .., x,) les coordonnées cartésiennes d’un espace Euclidien de dimension ¢. Soit

T=/a?+ 2%+ ...+ a2,
alors la representation
x=T€

ou & = (&1,..,&q) et || = 1 représente un systéme de coordonnées de points sur la surface unité
de dimension gq.

On note par
ZRCIIARY 9 o
Fr + (=) +..+(z)

A =
7= 0x9 Oz

I'opérateur de Laplace.

Définition 1.9 Soit Hy,(x) un polynéme homogeéne de degré n en dimension q qui satisfait
AgHp(x) =0.

Alors )

est dite harmonique sphérique de degré n en dimension q.

Définition 1.10 Soit P,(t) un polynéme homogéne de degré n avec les propriétés suivantes
i) P,(1) =1.
ii) Py(t) est la solution de l’équation différentielle

D11 2) L p, ()] + nn + 1)P() =0,

Le polynéme P, (t) est dit "polynéme de Legendre”.

Remarque 1.2 Une formule qui détermine les polynémes de Legendre est la formule de Ro-
drigues suivante

1 an
o 2np! din

Pa(t) (¢ —1)"]

pour un t € (0,1).

Un résultat qui caractérise les harmoniques sphériques est donné par le théoréme suivant

Théoréme 1.7 (Théoréme d’addition).
Soit Sy, j une base orthonormale de N(q,n) harmoniques sphériques d’ordre n et de dimension
q. Alors

N(gn)
N(g,n
> Sui(©Snsn) = M p (e
]:1 q
q
ot P,(.) est un polynome de Legendre de degré n et wg = (jfzz).
2

14



1.4. Fonction de Green et harmoniques sphériques.

Un autre résultat nécessaire qui donne une propriété intéressante des polynémes de Legendre est
le lemme suivant

Théoréme 1.8 Pour ¢ >3,0<z<let—-1<t<1. Ona:

3" Col@)e" Palg. ) =
n=0

1
(1+ 22— th)qT_Q

I'(n+q—2
0 Cul0) = r )

Lemme 1.1 Sixz = Ry =710 et R > 1, alors
_ g e T \n
|z —y*7 = R? qZCn(Q)(E) Pr(€m).
n=0

Pour plus de détails, nous renvoyouns le lecteur a [92].

1.4.2 Développement de la fonction de Green en harmoniques sphériques.
Cette sous section est consacrée au développement de la fonction de Green du Laplacien en

harmoniques sphériques.

Soit B(0,1) la boule unité de IR™ et w, son volume.

Définition 1.11 La solution fondamentale de I’équation de Laplace est donnée par

—%lm’, n =2,
Golr) = 0 L r2=n n > 3.

n(2—n)wn ’

Ainsi la fonction de Green pour la boule unité est donnée par

Gz, y) = Go(lz — y|) — Go(lyllx — ﬁn.

Voir [61], [62].

En utilisant les coordonnées polaires (rg,8) pour x et (rg,6’) pour y, nous avons

G(ro,0,70,0") = Go(ro\/2(1 — cosy)) — Go(\/l + 14— 2rdcosy) (A)
avec v l’angle entre 6 et ¢'.

Maintenant, en utilisant le théoréme d’addition précédent, nous donnons un développement du
second terme de (A). Nous avons

[e.e]

s *”‘ (r0)?)'Pi(n, cosn)

I(n—3
l:Oln

1 1+rg—2r}
(C1) Go(y1 47 = 2feosn) = o

avec
N(n,l)

(C2) Py(n,cosy) nwn Z Vi (0)Yim (6")

15



Chapitre 1.  Préliminaire

ol Y}, est une base orthonormale d’harmonique sphérique de degré [ et de dimension n et pour
tout [, le nombre d’harmonique sphériques est

B (l4+n—3)!
(C3) N(n,l)=2l+n 2)7“(71_ )
En utilisant (C1),(C2) and (C3), nous obtenons
1 o0 21 n,l)

(C4) Goly/1+ 78 — 2r2cos) = -y o Z Yion (6) Vi (6)
= +n—2

D’autre part, nous utilisons le lemme 1.1 combiné avec le théoréme d’addition pour obtenir

(2 — n)nwy,

2—n oo N(n,l)
_ /1y To —-n 1 /
(€3) Gollrod = rob') = =y =" Y gy =g 2 Ym@Yin®)

=1

On remarque que les deux séries convergent uniformément dans |6 — 6’| > n > 0.
En combinant (C4) et (C5), nous obtenons le développement de la fonction de Green dans les
harmoniques sphériques

1 o0 1 2l+n 2 TL(NZ

G(Y’o,@ 70, )—7’0 { _Z( 2l—|—n— Z }/lm Ylm )}

( 2)nwy,

1.4.3 Quelques estimations utiles.

Lemme 1.2 Soit x un vecteur fixe de la sphére unité 0B, dans la dimension n, alors il existe
un systéme orthonormale {1, ...,en} tel que les points de OB, peuvent étre représentés par

Nn = cosBx + sinfn,_1, pour 0 € [0,7],

avec (x,ny,) = cosb. Ici n,—1 est le vecteur unité dans 'espace engendré par €1, ...,en—1, €t (.,.)
note le produit scalaire de x et ny,.

Preuve.
Tout d’abord, puisque x; = z est différent de 0, alors il existe (n — 1)-vecteurs za, ..., x,, tels que

S ={x1,22, ..., s}

est une base dans ’espace Euclidien IR".

Maintenant, nous utilisons le processus d’orthogonalisation de Gram-Schmidt dans le sens suivant
Yn =21 =T

Yn—1 = T2 — C1T1

Yl = T — Cp—1Tn—1 — eees — (121,

ou ¢; sont choisis pour orthogonaliser. Divisons y; par sa norme ||y;|| pour trouver g; = ||ng 1=
1,2,...,n

Nous remarquons que puisque &, = x, alors, nous aurons que les points de 0B, sont représentés
par

Nn, = cosOx + sinfn,_1

avec 6 € [0, 7).
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1.5. Rappel sur les inégalités variationnelles.

Lemme 1.3 Soit B, (0,1) la boule unité de dimension n. Alors pour un x € 0By(0,1).
/ |z — y|* "dw,(y) < 2meas(dB,_1(0,1))
9By (0,1)

ot meas(.) est la mesure de Lebesque.

Preuve.
Par le résultat du lemme précédent, on a

y = cosbx + sinOn,_q,

avec 6 € [0, 7).
D’autre part

|z —y|=/(z —y,z—y)
= /Ilzl12 + 1lyl? - 2(z, y)

=14/2—2(z,y).

Ainsi

I / & — y> " dwn(y) = / / (V2 = 20050)% " (sinf)" 2dwn_1 (y)d0
8B, (0,1) 0 JoB,_1(0,1)

= Q%Tnmeas(aBn,l(O, 1))/ (1-— 0050)%(8in9)”_2d0
0

Soit cosf = t, avec t € [—1,+1]. Alors

2—n +1 2—n dt
I=2"7 9B,_1(0,1 / 1—t)77 (V1—¢t2)"2
meas( 1( )) . ( ) ( ) m

+1

= Q%meas(ﬁBn_l(O, 1))/ (1-— t)_Tl(l + t)nT_Bdt

-1

+1

< 2% meas(dB,_1 (0, 1))/ (1—t)7dt

-1
= 2meas(0B,-1(0,1)).

1.5 Rappel sur les inégalités variationnelles.

Nous rappelons ici quelques résultats essentiels que nous utilisons par la suite. Il s’agit de la
théorie des inégalités variationnelles introduit et développé par G. Stampacchia.(Voir [83]).

Définition 1.12 Soit X un espace de Banach reflexive avec un dual X'. On note par < .,. > le
produtt dual entre X et X'.
Soit K C X un ensemble convexe borné et soit A un opérateur A : K — X'.

L’inégalité
< Au,E—u>>0 V¢ e K.

est dite inégalité variationnelle.
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Chapitre 1.  Préliminaire

Définition 1.13 1)Un opérateur A : K — X' est dit monotone si
< Au—Av,u—v>>0 Yu,v € K.
2) Un opérateur A est dit strictement monotone si
< Au— Av,u—v >=0 impligue u=wv.
Un premier résultat concernant 1'inégalité variationnelle est donné par le théoréme suivant

Théoréme 1.9 Soit K en ensemble convexe borné de X et soit A : K — X' un opérateur
monotone et continue dans un espace de dimension finie. Alors, il existe

ue K: <Au,v—u>>0, Yv € K.

En plus, si Uopérateur A est strictement monotone alors la solution u est unique.

Un cas particulier que nous utilisons dans cette thése est I'inégalité variationnelle suivante.
Soit K = {v € H}(Q),v > dans }, avec 2 un domaine borné.

Pour f € L?(f), on a l'inégalité
/ VuV(E - u)de > / fE—wde, VeEeK (I)
Q Q

Soit L un opérateur qui vérifie < Lu,v >= [, VuVudz, avec u,v € H}(Q), alors on a

Théoréme 1.10 Soit u une solution de l'inégalité variationnelle (I). Alors il existe une mesure
de Radon positive u telle que
Lu=f+p dans Q

avec
suppp C I' := {x € Q,u(x) = ¢(z)}

En particulier,
Lu=f dans Q\T.

Un autre résultat qui caractérise la régularité de la solution de l'inégalité variationnelle est le
théoréme suivant

Théoréme 1.11 Soient f € LP(QY), et u solution de l’égalité variationnelle (I). Alors u €
W2P(Q)NChe(Q),a=1— 2.

Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur a [83].
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2

Probléme réduit

Ce premier chapitre consacré au probléme réduit, est constitué de trois sections, la premiére
concerne les résultats obtenues par A. Ambrosetti et M. Badiale en utilisant les méthodes va-
riationnelle [13|. Dans la deuxiéme section, on généralise I’étude du probléme réduit pour un
p-Laplacien et finalement nous introduisons une méthode non variationnelle pour obtenir un
résultat nécessaire pour détecter d’éventuelle phénoméne de bifurcation.

2.1 Méthode variationnelle.

Dans cette section, nous résumons ’approche variationnelle utilisé par Ambrosetti et Badiale
[13] pour démontrer l'existence des solutions du probléme réduit (Pp). L’idée essentielle est
d’utiliser le principe dual de Clark [54]. Ce principe & été introduit en 1981 par F. Clark pour
I’étude des systémes Hamiltoniens (Voir [54]). En 1989, A. Ambrosetti et M. Badiale [13]| ont
utilisé ce principe pour I’étude du probléme elliptique avec second membre discontinu tu type

—Au = f(u) + h(x) dans Q,
(A.B)
u=20 sur 0,

ot ) est un domaine borné de IR"™, h est une fonction donnée et f une fonction qui peut avoir
des discontinuités.

Un cas particulier du probléme (A.B) est notre probléme a frontiére libre suivant

—Au = f(u)H(u—p) dans €,
(Fo)
u=20 sur 0,
ou H est la fonction de Heaviside et f une fonction continue.

Définition 2.1 Une solution du probleme réduit (Py) est une fonction u € W22(Q)N W01’2(Q),
satisfaisant le probleme (Py) au sens des distributions.

Soit A1 la premiére valeur propre du Laplacien et ¢ la fonction propre correspondate.

Supposons les hypothéses suivantes.

Ay) La fonction f(u) > 0, pour u > 0, f est k—lipschitzienne avec k € (0, A1) et croissante.
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Chapitre 2.  Probléme réduit

Ag) 1Tl existe u > 0 tel que pour n > 3, on a

2)\1H901||L1 - f(u)'

leill3. — w

Le résultat principal de cette section est le théoréme suivant.

Théoréme 2.1 Supposons que les hypothéses A1) et Aa) sont satisfaites, alors le probleme (Pp)
admet deux solutions u,v € W22(Q)N W01’2(Q).

En plus, u,v sont positives, radiales et leurs frontiéres libres {x € Q : u(x) = u} et {x € Q:
v(x) = pu} sont respectivement deux sphéres de IR™ centrées a l'origine et de rayons ri,r2 € (0,1).

Remarque 2.1 Pour démontrer l'existence des solutions pour le probléme réduit (Pp), la mé-
thode variationnelle classique ne peut pas étre appliquée directement puisque la fonctionnelle
associée au probleme (Py) nest pas de classe C* (le second membre étant discontinu).

Etapes essentielles de la preuve du Théoréme 2.1.

Soit p(u) = f(u)H (u — p). Le probléme (Fy) devient
—Au = p(u) dans €,
u=20 sur 0f),

Par le principe du maximum classique, les solutions u sont positives.

Soit m > 0 (assez grand) telle que P, (u) := p(u) + mu est croissante, alors le probléme ré-
duit peut étre formulé sous la forme

—Au+mu = Py (u) dans €,
u=20 sur 0.

On définit la fonction multivoque suivante

~ Prn(s) si s # p,
p(s) ==

T = [mp, f(u)+mp] s s=p,

et p* la fonction inverse p, i.e.
p*(o) = s < o € p(s).

La fonction p* est définie dans IR, continue et vérifie
pi(o) =p e mu<o < f(u)+mu
Soit

Po) = [ p(rydr
0
Par le Théoréme 2.6, p 17 de [15], la fonction P*(o) € C*(IR, IR).

Les auteurs définissent ensuite 'opérateur de Green G € (E, E) ot E = L*(Q) par :
Glo)=us (~A+mu=0, ueW>Q)(\Wy*(Q).
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2.1. Méthode variationnelle.

Soit
J: F— 1R

la fonctionnelle

J(o) = /Q (P*(0) — %aa(a)]dx.

En utilisant un théoréme classique (voir Théoréme 2.9 p 22 de [15]), on affirme que J € C(E, IR).

Avec ces préparations, on peut donner un premier résultat concernant la fonctionnelle J.

Proposition 2.1 [12] Soit 0 € E telle que J'(o) = 0, alors u = G(o) est solution du probléeme
réduit.

Maintenant, il reste & déterminer les points critiques de la fonctionnelle J. Pour cela on a le
lemme suivant

Lemme 2.1 [12] Il existe v € E telle que J(v) = ngElJ(u) En plus [{x € Q,v(x) = u}| =0

avec |.| la mesure de Lebesgue.

Le lemme 2.1 affirme que la fonctionnelle J posséde un minimum globale au point v, ce qui assure
I'existence d’une solution du probléme réduit (FPy). D’autre part, les auteurs ont montré que sous
certaines conditions sur le comportement de la fonction f par rapport & u, la fonctionnelle J
posséde un autre point critique obtenue par le théoréme du col. Pour obtenir ce point, il suf-
fit de vérifier que la fonctionnelle J posséde une géométrie du col dite "Mountain pass geometry".

On a les trois lemmes suivants.

Lemme 2.2 Supposons que
o el _ ),
leall7 — m

Alors, pour un m > 0 suffisamment petit, J(%gpl) < 0.
Lemme 2.3 1l existe p, g telles que
J(e) > ao, pour eé€ E, HeHanif2 = p.
Le troisiéme lemme montre que la fonctionnelle J vérifie la confition de Palais-Smale.
Lemme 2.4 Soit u, € E, une suite de (PS). (c € R), i.e
J(up) — ¢ et J'(u,) — 0.
Alors, il existe z € E avec J(z) = ¢,J'(z) = 0 telle que u,, converge faiblement vers z.

Nous renvoyons le lecteur vers [12] pour les démonstrations complétes de ces lemmes.

Par lapplication du théoréme du col [16], les auteurs affirment que la fonctionnelle J posséde un
autre point critique u qui est solution du probléme réduit.

Il reste & montrer la symétrie des solutions et caractériser les frontiéres libres correspondantes.
Pour cela, ils démontrent le résultat suivant.
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Chapitre 2.  Probléme réduit

Proposition 2.2 Sous les conditions précédentes, on a
i) Les points critiques u et v sont symétriques.
i1) a‘%<0 eta‘%<0pourxn>0.
iii) {x € Qu(z)=pu}| =0 et [{z € Quv(z) =p} =0, avec |.| la mesure de Lebesgue.

La preuve est basée sur la symmetrisation de Steiner [76]. Pour plus de détails voir [12].

Ainsi, les points critiques u et v de la fonctionnelle J sont des solutions radiales du probléme
réduit (FPy) et leurs frontiéres libres sont des sphéres de rayons 71,79 € (0,1). Ceci prouve le
Théoréme 2.1.

2.2 Généralisation au p-Laplacien.

Dans cette section, nous nous intéressons & 1’étude du probléme réduit suivant

—Apu = f(u)H(u — p) dans €,

(P1)
u=0 sur 0f),

ot Apu = div(|Vu[P~2Vu) est le p-Laplacien (p > 2).

Le caractére non linéaire du p-Laplacien impose qu’il n’est pas facile de trouver une fonctionnelle
dual de classe C' comme on a utilisés dans la précédente section. Pour cela, D. Arcoya et M.
Calahorrano [20] ont utilisés une théorie des points critiques pour des fonctionnelle non diffé-
rentiable dite localement lipschitzienne. Cette théorie développée par K.C.Chang [52] consideére
les points critiques de la fonctionnelle comme des solutions d’un probléme multivoque associé &
(Py). Plus précisément, la fonctionnelle associée au probléme réduit (P;) est donnée par

1
Ty = /Q VulPde — /Q Flu(z))de
avec F(u) = [ f(s)H (s — ).

Nous remarquons que la fonctionnelle J n’est pas Frechet differentiable.

Définition 2.2 Une solution du probléme (Py) est une fonction u € Wol’p(Q) solution du pro-
bleme multivoque suivant

~

—Apu € f(u) p.p dans €

avec f est une fonction multivoque donnée par
Fo) = f(s) si 8 # K,
[0, f ()] i 8= L.

Le résultat suivant démontré par D. Arcoya et M. Calahorrano [20] montre q'une solution du
probléme réduit (P;) au sens de cette définition est un point critique de la fonctionnelle J i.e
u e WyP(Q) telle que 0 € 8J(u) ot 8J(u) est le gradient généralisé de .J (Voir [52]).

Soit A1 la premiére valeur propre de —A, avec une fonction propre correspondante ;. (Voir

[19]).
Nous supposons les hypothéses suivantes
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2.3. Méthode non variationelle

A}) La fonction f est croissante et il existe deux constantes «, 3 > 0 telles que
f(s) <alsPt+p avec < Ap.

Al) Tl existe un p > 0 telle que

FE)TT _ Fm(@A (ol )™
z ()7
1

avec p’ qui vérifie % + 7 = 1 et m(.) la mesure de Lebesgue.

Le résultat principal de cette section est donné par le théoréme suivant

Théoréme 2.2 Supposons que AY)) et Al) sont satisfaites, alors il existe deux solutions positives
Lp
u,v € Wy (Q) telles que

—Apu = f(u)H(u— p) p.p dans Q.
En plus u,v sont radiales et g—;f <0 et % < 0 avec r = |z|.

La preuve du Théoréme 2.2 est basée sur 'artifice du gradient généralisé qui consiste a montrer
qu’il existe une fonction qui minimise la fonctionnelle J. D’autre part, et pour obtenir 'autre
point critique, nous utiliserons une version du théoréme de col donné par K.C. Chang|52].

Pour la symétrie des solutions, le méme argument de la section précédente fonctionne et permet
de conclure que les solutions sont radiales.

Remarque 2.2 Le théoréme 2.2 est un cas particulier du résultat obtenu par D. Arcoya et M.
Calahorrano [20]. Plus précisément, ils étudient le probléeme suivant

—Apu = f(u) + h(z) dans Q,
(A.C)
u=20 sur OS2,

avec Q0 un domaine borné de IR™, h € LPI(Q) avec p' = p%l et f: IR — IR une fonction
discontinue.

Nous avons appliqués le résultat obtenu pour un second membre de la forme f(u)H (u— p). Nous
signalons qu’un travail similaire a été obtenu par S.M. Bouguima [31] ot Uauteur a amélioré le
résultat de Arcoya et Calahorrano. Dans ce travail, S.M. Bouguima a utilisé la méthode des sous
et sur solutions combiné avec le gradient généralisé pour éliminer Uhypothése AY). Voir [31].

2.3 Meéthode non variationelle

Dans cette section, nous proposons une approche différente que celles des deux premiéres
sections pour étudier le probléme réduit (FPy). Nous allons montrer qu’on peut obtenir plus
d’informations sur les solutions et leurs frontiéres libres par une méthode non variationnelle.
[24]. Pour cela, nous introduisons les hypothéses suivantes

f1) La fonction f est k—lipstchizienne, croissante, positive et il existe deux constantes k, 5 > 0
telles que f(s) < ks + (3 avec k < min{\, 1}.
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Chapitre 2.  Probléme réduit

B

f2) La fonction f est dérivable et constante sur l'intervalle de la forme [0,c] ot ¢ > 5.

f3) Il existe pu* > 0 telle que

ou
n(n —2)

2 _2 2 _n_°
(G2 = ()2
Le théoréme suivant est le résultat principal de cette section. Il donne ’existence des solutions
du probléme réduit (FPp) et caractérise leurs frontiéres libres.

Théoréme 2.3 a) Supposons que f1), f2) et f3) sont satisfaites. Alors le probleme réduit (Pp)
admet une solution u > 0 telle que la frontiére libre {(r,0) € Q;u(r,0) = p*} est une sphere de

9\ L
rayon ro = ()72,

b) Supposons que f1), f2) sont satisfaites. Si

fw)
1

> My,

alors le probléme réduit (Py) posséde deux solutions positives, radiales et leurs frontiéres libres
1

sont respectivement deux sphéres de rayons ri et ro différents de (%)m

Commencgons par le lemme suivant.

Lemme 2.5 ( Estimation & priori)
Si u est une solution positive, radiale du probléme réduit (Py), alors 0 < u < % dans Q.

Preuve. Tout d’abord, soit & une sursolution du probléme réduit vérifiant
B —Au=ku+ dans €,
(P)
u=20 sur Of2.

Puisque la fonction © — ku+( est lipschtizienne, alors nous pouvons appliquer le fameux résultat
de [70] pour conclure que @ est radiale et satisfait

—ri=n9/or(r=tou/or) = ku+ B3, pour 0<r<1
(F)q w(0)=0

Ainsi, nous avons

En intégrant entre [0,r], on a

u(r) —u(0) = —52;2 — k/r ti=n /t T"flﬁ(r)det.
0 0
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2.3. Méthode non variationelle

Posons r = 1, nous observons que

— 6 ! 1-n ¢ n—1—
u(0) = o —I—kr/o t /0 T u(T)drdt.

Par ailleurs, nous utilisons le faite que w est strictement décroissante dans Q (voir Théoréme 2.1
de [70]), pour conclure que @(0) > w(7), pour tout 7 € (0,1) et

1 t
u(0) < b + k/ tl_”/ 7 1%(0)drdt.
2n 0 0

On en déduit que,

_ B
w0) < 2n —k’

Maintenant, soit v une solution du probléme réduit (FPp) et soit v = u — u.

Pour cela, on remarque que

—Av = —Au+ Au
= ku+6— f(u)
> ku+f— (ku+ ()
> kw.

La fonction v satisfait

—Av—kv>0 dans £,
v=20 sur 0f2.

En utilisant le faite que k < A; et le principe du maximum (voir [87]) , nous concluons que la
fonction v > 0 dans .

Notons que dans le cas ot —Av = kv, alors v = 0. Ainsi, v = w dans . Ceci implique que
u(r) < @(r). On en déduit que,

B
on—k’

0 <u(r) < pour 1 € [0,1).

Ceci termine la preuve du lemme.

Maintenant, soit
w:={(r,0) € ;0 <r <rgpfeS}.

Par la suite, nous aurons besoin du résultat d’existence suivant.
Proposition 2.3 Supposons que la condition f1) est satisfaite, alors le probléme
—Au = f(u) dans w,
(3)
uU=p sur Ow

admet une solution unique u, Yu > 0
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Chapitre 2.  Probléme réduit

Preuve.

i)Existence.
Notons que par 'hypothése f1), il existe k& € (0, A1), 5 > 0 telles que :

0 < f(u) < klu[+3

Nous montrerons que le probléme (3) admet une sursolution @ € C%%(w) N CH*(w) pour un
a € (0,1). En faite, comme k € (0, A1), alors le probléme linéaire

—Au=ku+ dans
(34)
U= sur 0f2

posséde une solution unique € C**(Q) N CH*(Q2) pour un a € (0,1). Voir [71], p107.

En appliquant le principe du maximum [87], théoréme 2.5 , nous déduisons que
U >N dans €.

Plus particuliérement, on a
w>p dans w C €.

Ainsi

—Au=Fku+p dans w
u>p sur Ow.

Ceci implique que @ est une supersolution pour le probléme (3).
D’autre part, nous remarquons que u = 4 est une sous-solution du probléme (3).

Un résultat standard permet de conclure que le probléme (3) posséde une solution u avec
p<u<mu (Voir [62]).

ii) Unicité.

Supposons que v; et vy sont deux solutions de (3), alors

—Av; = f(v) dans w,
v =l sur Ow.

Pour ¢ = 1,2, nous définissons u = v1 — vg et

. 1f(v1) = f(v2)

si viFvy et p=0 si v =wv
k V1 — V2

On peut remarquer que la fonction u vérifie

—Au = kpu dans w,
(4)

u=20 sur Ow.
Soit A\i(p),i =1,2,... les valeurs propres de (4). Alors

A1(p) = Ar(1) = Ar.
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2.3. Méthode non variationelle

Puisque p < 1 et k < Ay, alors nous avons 0 < kp < A1(p), qui implique que (4) admet seulement
une solution triviale. Cette contradiction montre que v; = vy. Ceci conclut que (3) posséde une
solution unique.

Preuve du Théoréme 2.35.

Tout d’abord, une éventuelle solution u et son gradient sont continues dans {2. Une telle solution
vérifie le probléme (Pp) par le sens classique respectivement dans les deux régions u > p et u < p.

Soit
I'={(ro,0),0 € S} pour 7o € (0,1).

Ainsi, nous cherchons & obtenir une solution radiale u(r) du probléme (FPp) et une constante 7
telles que
—Au = f(u) dans w,
(Pu)
—Au=0 dans Q\ w.

Si u est solution de (P,) avec u(rg) = p, alors par le principe du maximum, u(r) > u pour
0 <r < rg. Pour r > rg, u est une fonction harmonique, alors son maximum est atteint sur le
bord. Le maximum g est atteint sur la frontiére libre I'; donc v < p et u satisfait le probléme
réduit (FPp).

Dans la région w, la solution u existe et est radiale (voir Proposition 2.3). Ceci permet de
remarquer que le maximum de u est atteint en 7 = 0 (voir [70, Théoréme 1]). Ainsi

d:=maxu=u(0)>pn etf(d) > f(u)

w

puisque f est croissante .

Maintenant, dans w, la fonction u vérifie
79/ or (P ou/or) = f(u).

et nous avons
ou

et —0) = =g [ () s

> [T pdyas
0
rof(d)

=
ol %(TU —0) est la dérivée a gauche de u au point 7 = ry.

Dans la région, u > p, nous concluons que f(u) > f(u) et

ou

G0 —0) = = [ pu(s)ds
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Chapitre 2.  Probléme réduit

_ rof (1)
n
Ainsi,
_rof(d) < @(To _0)< _Tof(ﬁé)‘
n or n

En appliquant le résultat du lemme 2.5, nous obtenons que d € (0, %} Puisque f est constante
sur cet intervalle, alors f(d) = f(u). Nous déduisons que

Ou rof (1)

“(rg—0) = — 2.1

- 0) = "0 21)

D’autre part, en résolvant une équation différentielle dans la région 2 \ w, nous obtenons que

n

u(r) = pr® — i
7“37" -1 T‘gin -1
Ceci implique que
ou (2—n)u
— 0) = ———. 2.2
5y o +0) = “i 22)

Maintenant, une solution radiale de (FPp) est obtenue si u vérifie les conditions de transmission
sur la frontiére libre, i.e, il existe r¢g € (0,1) tel que u(rg) = p et

ou ou
E(TO —-0) = E(To +0). (2.3)
En utilisant (2.1), (2.2) et (2.3), nous avons
f(p) _ n(n—2)
= ——0 (2.4)
K o —To
Nous observons que la fonction rg — 7;(27:3) posséde un minimum unique M, atteint au point
0 0
1
ro = (7).
On constate par ’hypothése f3), qu’il existe p* tel que
*
f (/i ) _ M,
I

1
ainsi, il s’ensuit que I'equation (2.4) posséde une seule racine ro = (2)72 et nous obtenons la

solution désirée u avec une frontiére libre qui est une sphére de rayon ry. Ceci termine la preuve
du point a) de la proposition 2.3.

Maintenant, pour le cas b), si

1)y,

1

1
Déquation (2.4) posséde deux racines différentes de (2)7—2. La preuve du théoréme 2.3 est com-
pléte.
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3

Probléme perturbé

Dans ce chapitre, nous allons présenter des résultats d’existence et de multiplicité des so-
lutions du probléme (Pj,) avec quelques propriétés sur leurs frontiéres libres correspondantes.
L’objectif est de construire des solutions du probléme perturbé a partir des solutions du pro-
bléme réduit. Nous commencons par étudier 'effet de la perturbation A sur les solutions obtenues.

Ici, nous proposons d’étudier le probléme & frontiére libre suivant.

—Au = f(u)H(u — p) dans €,
(Pn)
u=nh sur 02 =S,
Ou 2 est la boule unité de IR"™ et H est la fonction d’Heaviside, f, h sont des fonctions données
et p une constante.

3.1 Probléme a frontiére libre perturbé

Cette section est consacrée a l'étude de l'effet de la perturbation A sur les solutions du
probléme réduit (Pp) obtenue par la conclusion b) du Théoréme 2.3. Nous allons présenter des
résultats d’existence de solutions du probléme & frontiére libre (Pp,) en utilisant le théoréme
des fonctions implicites. Une solution du probléme (P,) est une fonction u € W2P2(Q), (p > 1)
vérifiant

—Au = f(u)H(u—p) dans €,

et la trace de u sur 02 est égale a h.

Le résultat principal de cette section est le théoréme suivant

Théoréme 3.1 Supposons que f1), fa) sont satisfaites et il existe pu > 0 tel que

1)y,

W
ou 0
M, = n(n—2) , pour mn > 3.

()57 - (27

Soit ||h||cc = max |h(z)]. St h est assez petite avec 0 < ||h||co < p, alors le probléeme (Py,) posséde
Te

deux solutions positives et leurs frontiéres libres sont des hypersurfaces analytiques.
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Chapitre 3. Probléme perturbé

La méthode de démonstration du Théoréme 3.1 est divisée en trois étapes. Nous commengons
par rappeler que sous les conditions de ce théoréme, nous avons montré que le probléme réduit
(Py) posséde deux solutions radiales positives avec des frontiéres libres qui sont des sphéres de
rayons 71,72 € (0,1).

3.1.1 Ingrédients essentiels

I
Soit rg 'une des valeurs 71 et ro. Par le Théoréme 2.3, nous assurons que ro # (%) n=2. Ainsi,
la frontiére libre est donnée par

u(ro, 0) = p.

Nous proposons de chercher une frontiére libre sous la forme ro+b(6),6 € S ou b est une pertur-
bation causée par h. Nous allons appliquer le théoréme des fonctions implicites pour démontrer
I’existence de la fonction b. A cet effet, considérons quelques ensembles utiles pour la suite.

Soit
B={beC(S,IR) et 0<ry+b(f)<1,60€eS}.

Puisque, nous cherchons une solution dans W?2P?(§2),p > 1, alors la fonction h posséde une trace
dans W2P(Q) sur la frontiére 9€). Ainsi, h appartient a l’ensemble suivant

A={he W »P(S,R): p>1}.

Soit
w={(r,0)€(0,1)xS:0<r<ry+5b),0cS}.

Nous affirmons par la proposition 2.3 que dans la région w, le probléme
—Au = f(u) dans w,
(1)
u=p sur Ow

posséde une solution unique notée u*. On note aussi x,, la fonction caractéristique de w. Alors,
on a le résultat suivant

Lemme 3.1 Supposons que l'hypothese f1) est satisfaite et que 0 < ||h||oo < p, pour p > 0.
Soit
u* dans w,
v =

] dans Q \ w.

Alors le probléme

—Au = f(v)xw(r,0) dans §2,
2
) u=nh sur 0%

posséde une solution unique Uy € CH*(Q, IR) avec a =1 — 2.
Si, en plus Up(ro + b(0),0) = u avec 0 < ||h||oo < p alors Uy est solution du probléme (Py,).

Preuve. Tout d’abord, nous observons que f(v)xy € LP(£2) pour p > 1, puisque

[f(W)xw| < [f(0)] < Elv[+ 6

et v est bornée dans 2, donc nous avons f(v)xw € LP(2) pour tout p > 1 et du Théoréme 9.15
p 241 de [71], il existe une solution Uy du probléme (2) dans W?2P(Q).
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3.1. Probléme a frontiére libre perturbé

Pour p > n, W?P(Q) C CL*(Q,IR) avec o = 1 — -

Nous remarquons que Uy vérifie
—AUy = f(v) dans w,
—AUy =0 dans Q\ w
Uy=h sur 0.

En plus, s'il existe une fonction b € B telle que Uy(ro+b(0), 8) = u, alors Uy devient une solution
de

—AUy = f(v) dans w,
Up=p sur Jw
—AUy =0 dans Q\ w
Uy=nh sur 0f2.

L’unicité de la solution dans w, implique que
Up=u* dans w.

Ainsi Uy satisfait
{ —AUy = f(Up) dans w,

Up=p sur OJw.

Par le principe du maximum,
min Uy = min Uy = p.
w ow

Donc, on obtient que Uy > i dans w.
De la méme fagons, nous avons
—AUp=0 dans Q \ w,
Uy=nh sur of2
Up=p sur Jw.
Comme 0 < [|h]|oc < p, alors
e Uo = ol =
et nous obtenons que Uy < p dans Q \ w. Ainsi, la fonction Uy vérifie
~AUy = f(Up)H(Up — ) dans ,
{ Uy=h sur O0f2.

Ceci termine la preuve du lemme 3.1.
Un autre résultat utile pour la suite est le lemme suivant
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Chapitre 3. Probléme perturbé

Lemme 3.2 Supposons que I’hyothése f1) est satisfaite. La fonction u* vérifie l’estimation sui-

vante
* L ﬂ .
—2n—k

p<u

Preuve.
Nous rappelons que la fonction u* est solution du probléme suivant

—Au = f(u) dans w,
(1)

u=p sur Ow.
Nous remarquons que u = p est une sous-solution du probléme (1).

D’autre part, nous montrerons que le probléme (1) admet une supersolution u € C?(w). En
faite, comme k € (0, \1), alors le probléme linéaire

—Au=ku+ 0 dans
(14)
U= sur 0f)

posséde une solution unique @ € C%(Q) N C1*(Q) pour un « € (0, 1). Voir [71], p107.
En appliquant le principe du maximum [87], théoréme 2.5 , nous déduisons que
u > dans €.

Plus particuliérement, on a
w>p dans w C €.

Ainsi
—Au=ku—+p dans w

US> U sur Ow.

Ceci implique que @ est une supersolution pour le probléme (1).

Un résultat standard permet de conclure que le probléme (1) posséde une solution u* avec
p < u* <w (Voir |62]).

D’autre part, on sait que la fonction @ est radiale et vérifie w(r) < %, pour r € (0,1).
(Voir la preuve du lemme 2.5).
Ainsi par uncité de la solution u* dans la région w, nous concluons que

p
<u* < .
p=t= 2n —k
Ceci termine la preuve du lemme 3.2.
Par ce résultat, nous pouvons conclure que
B
<ov< ,
H=v= 2n — k
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3.1. Probléme a frontiére libre perturbé

ainsi, le probléme (2) devient
—Au = f(,LL)Xw(T‘, 9) dans Q’
u=nh sur 0f2.

Le résultat du lemme 3.1 permet d’assurer 'existence de solution du probléme perturbé a partir
de l'existence d’une fonction b € B. ceci, nous raméne a résoudre ’equation

Uo(ro +b(0),0) = 1 dans B. (E)

3.1.2 Représentation intégrale de la solution

Pour résoudre ’équation (E), nous avons besoin d’une forme explicite de la fonction Uy. Une
telle forme est une representation intégrale donnée par le théoréme suivant

Théoréme 3.2 La solution Uy du probléeme (2) admet la representation suivante

Uo@) = [ P.w)h()ds = () | Ga.y)xudy.
ou P est le noyau de Poisson et G la fonction de Green.

Remarque 3.1 La solution Uy du probléeme (2) n’est pas de classe C2, ainsi, nous ne pouvons
pas appliquer le Théoreme 12 p 35 de [62].

Preuve du théoréeme 3.2. La démonstration est basée sur les lemmes suivants

Lemme 3.3 Soit v1 la fonction définie par

u(@) = [ P(.y)h()as,
alors vy vérifie le probléme suivant
Av; =0 dans €,
{m:h sur 0 =S.
Preuwve du lemme 3.3. Voir Théoréme 2.6 p 20 de [71].

Lemme 3.4 Soit va(x) la fonction définie par

vale) = =f(1) [ Gla,y)xudy.

Alors vy satisfait I’équation de Poisson —Ave = f(u)xw dans 2

Preuve du lemme 3.4. On remarque que la fonction de Green peut s’écrit sous la forme

G(z,y) = F(z,y) — ¢(x,y)  (Voir [61], p 58)
ou F(x,y) est la solution fondamentale du Laplacien et ¢(z,y) satisfait

Ayp(z,.) =0 dans €,
o(x,.) = F(x,.) sur 01 =S.
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On écrit la fonction vy(z) comme
va(z) = v3(z) — va(x)

va(e) = ~£() [ Fa,y)xudy,

et
vale) = =f(1) [ o(a,y)xudy.

Nous remarquons, par le faite que la fonction ¢(x,y) est harmonique que

Avg(z) = A(=f(1) [o o=, y)Xwdy)
= —f(1) Jo Ad(z,y)xwdy

= 0

Maintenant, pour vs(z), nous posons g(z) := f(u)xw qui appartienne a LP(), pour p > 1

Il reste & montrer que —Awvs = g, pour cela, nous avons le résultat suivant

Proposition 3.1 La fonction vs est dans l’espace de Beppo-Levi ~ B?P(Q) et vérifie
—Avg = g.

Remarque 3.2 L’espace de Beppo-Levi est définie comme suit

9%u

U e IPQ)iyj=1,....n}.

B22(Q) = {u € I}, (Q), 5
Ly

loc

Preuve de la proposition 3.1.

Premiérement, nous savons que pour un ensemble ouvert régulier, on a

OPuvs(x) 0’F(x,vy)
Owx;  Jao W[g(y) —g(x)]dy
+9() /c’)Q gi@,y)nj(y)ds p.p dans ()

(See [58], vol 1, p 292)

Nous observons aussi que la solution fondamentale est donnée par

1

m|l’ — y|2_n7 pour n Z 3
n

F(l‘,y) =

oll wy, est le volume de la boule unité dans IR", ceci implique que

OF

= g (@ yn(y)

= ()
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3.1. Probléme a frontiére libre perturbé

z—y
z—y|

Pour y € 99, la normale est donnée par n(y) = |

Ainsi
oF 1

87(1‘,@/) = Vn > 3.

_nwn|x - y|n—1 ’

Maintenant, puisque v3 € B%P(£2) (Voir [58],Vol 4, corollaire 2, p 413), alors

Avy = g(x) [yo o-dS

= 29 S

nWn,

= —g(x)

ol [z —y| =1 et [3,dS = nw,.

3.1.3 Reésolution intégrale de I’équation.

Dans cette partie, nous nous intéressons a la résolution de I’équation intégrale (E). Nous
passons aux coordonnées polaires, nous obtenons

Up (r,0) — /S P (r,6,0') h(6')d6’

—f(u)/ d@’/ ()" Ixw (', 0)G (r,0,1",6") dr’.
S 0
Nous définissons 'opérateur suivant

F:AxR"xB— C(S,R) par:

F(hnua b)(@) = UO(TO =+ b(9)7 0) —H

F(h, 1, b)(60) = /S P (ro + b(6),6,6') h(68')de'

T‘0+b(9/)
() / a6 / (Y"1G (ro + b(6), 8,77, 8') dr' — p.
S 0
Alors, nous avons le résultat suivant qui caractérise la frontiére libre.

Théoréme 3.3 Sous les conditions f1), f2) et la fonction h est assez petite avec 0 < ||h||oo < p, il
existe un voisinage V de 0 dans A et une application unique b : V. — B contindment differentiable
telles que

i) b(0) =0

ii) F(h,p,b(h)) =0 pour h e V

Remarque 3.3 1/Le théoréme 3.8 montre que la dépendance de la frontiére libre par rapport a
h est contintiment différentiable.
2/Le théoréeme 4.2 dans [23] est vrai avec la condition f3).

La preuve du Théoréme 3.3 est basée sur le théoréme des fonctions implicites et les lemmes
suivants
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Lemme 3.5 L’opérateur F définie de A x IRT x B vers C(S,IR) est contindiment differentiable
au point (0,11,0) € A x IRT x B.

Preuve. Soit D;F la dérivée de Frechet de F, par rapport a la variable d’ordre j (j = 1,2,3.)
Nous allons montrer que F' est contintiment différentiable par rapport & la variable b. Nous
commengons par montrer que 'expression de la dérivée D3F'(h, u,b) est donnée par

D3F(h, 11,0)3(0) = [[d0' 2L (ro + b(),6,0")h(®)
—f () [5d0 [3oT) (n=1dr 9C (g + 1(B), 60,47, 6)]B(6)

—f (1) [0 (ro +b(8"))" ' G(ro + b(9), 0,70 + b(8),0")5(6").
Soit L = D3F, alors
F(h, b+ B8)(0) — F(h, 1, b)(0) — LBO) = I + I + I,

avec

Ii= [¢P(ro+b(8)+ 5(0),0,0)h(0")d0 — [ P(ro+b(6),0,0)h(6)dd’

— [ Prh(ro + b(8),0,0")h(0")d6' 3(0)

I

—F() [ 0" f3o OO (4 G g 4 b(0) + B(0), 0,7, 6)
w) [ do [5G rg + b(6), 6,1, 0')
FF(1) [odo [T (= lan ' G (rg + 5(6), 0,07, 0)5(0)

et
Is = f(p) fs do'[ro + b(@’)}”_lG(ro +0(0),0,r0 + b(0"),0)3(0")

on oP oG
b= Gr=%

sont respectivement les dérivées partielles de P et G par rapport a 7.
Tout d’abord, soit
Dh(r,0) = / P(r,0,6)h(8))d6,  (r.0) € (0,1) x S.
S

Par le théoréme de Taylor, nous affirmons que

Wh(ro+b(0) + 5(6),0) — h(ro+b(0),0) — ?fh(m +0(0),0)5(0) = o(|Bloc) quand  |Bloc — 0.
Ainsi,

I = 0(|fleo) quand |B|e — 0.
Soit

ro+b(60")
T = f(u) /S de’ /0 T L Gl + (60) + 3(0),0,17,0').
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3.1. Probléme a frontiére libre perturbé

Nous ajoutons le terme T" & I et nous le supprimons, nous obtenons
=J1+ J2, avec

J1

—F(p) [ d0" [P0 1 G rg + b(0) + B(0), 0,7, 0')
1 (1) Jsd0 J50 T () dr Grg + b(0), 0,1, 0)
1) fodo [ (=1 G (v + 0(0), 0,77, 607), 0)(0)

et
o = =1 () [ d8' vty @G o + b(6) + B(0), 0,1, 0.

Par des arguments similaires, on a

J1 = 0(|fle) quand |B|ec — 0.

Ainsi, il reste a estimer Jo + I3. Pour cela, nous ajoutons et supprimons le terme suivant a Jy + I3

ro+b(6")+5(6")
/" t/ (VLG (o + b(6), 6,1, 0')dr
7‘o+b 0")

nous avons

roth 0/)+'6(9/ -1 3./ ! pl
To + Iy = — f( i/ /+b (YA [Gro + b(0) + B(6), 0,7, 6')
T0

—G(ro + b(0),0,7",60)]

ro+b(0")+B(6)
/ do'[( / (" LG (ro + b(6), 6,7, 0")dr")
T0+b 0/

—(ro + D@ LG (o + b(0),0,70 + b(0),6)3(8)].

Nous estimons seulement la deuxiéme intégrale, la premiére se traite de la méme maniére. Le
faite que la fonction de Green se décompose en deux parties, une partie réguliére et une autre
singuliére. Nous considérons la partie singuliére. Soit

ro+b(6")+6(0")
fw) o | (1) ' [G(ro + b(0), 0,7".9)
ro+b(6")

, 1
_ <T’0+b(9)> G(ro +b(0),0,r0 + b(6/)7 9/)]

T/

Soit D une boule de rayon v € (0,1) et de centre (ro + b(6),0). Ainsi

K= ,0= i@ fi @

ou FE représente la région de l'intégration et @ I'intégrande. Alors, il existe deux constantes C, C”
telles que

gl
| Q| < C’/ P2 e < 02
END 0
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Chapitre 3. Probléme perturbé

En dehors de D et par la formule des valeurs intermédiaires, nous déduisons que

| Q| < C’/ 7" Bloodrdd < C|B|%y
ENDe ENDe
En combinant les deux résultats, on a :
[ Q=+ e Bl
Choisissons v = |57, 7 > 0.

Il est facile de voir

[ Q1= o(181)
quand § — 0.

Maintenant, 'opérateur L : U — L(C(S)) est une application continue dans un voisinage U
de (0, p,0). En faite, L peut s’écrit comme

ou

3y (10 +(60),0)5(6) — (¢0)(0)

ott (¢B)(0) = f () Js(ro +b(6"))" " G(ro + b(9), 0,10 + b(6"),0") 3(6")d0".

L’application ¢ est continue, puisque la singularité de G est intégrable et % dépend conti-
niiment de (h, i, b) dans un voisinage de (0, , 0).

Ceci conclut que F est continiment différentiable au point (0, u,0) € A x IRT x B.
Lemme 3.6 L’opérateur DsF (0, u,0) € L(C(S)) est inversible.

Preuve. De la forme de I'opérateur D3 F, nous avons

DSF(0, 1, 0)5(60) = 5 (r0,050) ~ 1§ [ F0)Gro,0,70, 0500
ce qui implique que
DyF(0,11,0)5(0) = = 50) 1 [ 0)Gro, 0,70, 0580

Soit K V'opérateur intégrale définie par
KA(6) = / G(ro. 0,70, 0')3(0')d0"
S
considéré de l'espace C(S) vers C(S).

Pour montrer que 'opérateur D3 F est inversible, nous avons besoin de la compacité de 'opéra-
teur K. Pour cela, nous montrerons dans la section suivante que K est continue, compact et que
les valeurs propres de K notées g; sont données par

11— p2in=2
r(’}*z 204+n —2

o] = — s vl € IN.
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3.1. Probléme a frontiére libre perturbé

L’inversibilité de I'opérateur D3F' est obtenue, si on démontre que

f(l;)ro g (o £0, (1)

ol o; sont les valeurs propres de K.

D’abord, nous remarquons que si [ > 1, 'equation (I) est vérifiée. En faite,

%f(u) +r07 (o

11—t
ATy

1 1 1
> Tof(,u)(ﬁ - E(l —rgt ) = 57"(2)””#2 > 0.

Pour | =0,

1
puisque rg # (%)m Ainsi, I'opérateur D3F est inversible. Ceci termine la preuve du lemme 3.6.

3.1.4 Les valeurs propres de 'opérateur K.

Nous rappelons que 'opérateur K est définie par
Kﬁ(e) = / G(T()a 97 To, 9,)/6(9/)d0,
S
Dans cette partie, nous montrerons deux lemmes. Le premier montre la compacité de 'opérateur
K et le deuxiéme caractérise les valeurs propres o;.
Lemme 3.7 L’opérateur intégral K est continue et compact dans C(5).
Preuve. En utilisant les coordonnées cartésiennes, 'opérateur K s’écrit

Ki@) = [ Glo.)Bu)dunly).

0B(0,r9)

ou dwy,(y) est I’élément de surface de la sphére 0B(0, o).
e Soit M l'ensemble des fonctions mesurables et bornées. Alors, il existe une constante po-
sitive ¢1 > 0 telle que |3| < ¢1, pour tout 3 € M.

Nous montrons que K M est borné et équicontinue. Nous avons

’KB\ < a faB(o,m) G (2, y)|dwn(y)

< a1 JoB(0r) |Gollz — y])|dwn(y) + ca.

y
constante co. Il reste & estimer la deuxiéme intégrale, pour cela, nous fixons € > 0 suffi-

samment petit tel que B(z) est une boule de rayon € centré a x. Alors

|KB| < a IBB(O,ro) |1' - y‘Q_ndwn(y) + c2

Nous rappelons que Go(|y||z — #\) est une fonction réguliére sur 0B et bornée par une

= ¢ JoBnB.(@) 17 — y[>dwn(y) + a1 Jom\B.(2) 12 — y|* " dwn(y) + 2
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La fonction |z — y|>~™ est bornée sur OB \ B.(x).
Maintenant, nous prouvons que

|z — y|* "dw,(y) est bornée.

/63(0,r0)ﬁBe (z)

Soit XaB(0,r0)NB.(z) 12 fonction caractéristique dB(0,79) N Be(z), alors on a

/ |z — y|> "dw,(y) = / = — yI* " XoB(0.r0)nB. () dWn (Y)
OB(0,r0)NBe(x) 0B(0,ro)
<[ eyt = [ o = 2 dwn (o),
8B(0,r9) 9B(0,1)

ol x = rozp et y = roz. La derniére intégrale est uniformément bornée.(Voir lemme 1.3,
Préliminaire).

Maintenant, nous montrons que K (M) est équicontinue. On a

(EB)(@1) — (KB)(@2)l = | [oplGla1,y) — Glaz,9)]5(y)dwn(y)]

IN

1 fpp|G(z1,y) — G(22, y)|dwn(y)

Soit Be(x1), B:(x2) deux boules centrées respectivement aux points x1, o de rayons € > 0
suffisamment petit telles que
B.(z1) N Be(z2) =0

et soit 7 > 0 telle que |x1 — z2| < n, alors
1 Jop |G(x1,y) — G2, y)ldwn(y) = 1 Jop(B.(@1)uB.(22)) |G (@1, y) — G(22,5)|dwn(y)
+ a faB\(BE(asl)uBg(xz)) G(21,y) — G(z2, y)|dwn(y)

= L1+ Is.

Le terme I est bornée puisque la fonction de Green est uniformément continue sur 9B\
(Be(z1) U Be(z2)). Pour le terme I, nous avons

I = 1 JoBa(B.(a1)UB. (e2)) (Gollz1 = yl) = Go(lz2 — Y1) + ¥(21, 22, y)|dwn(y)

ou 1 est la partie analytique de la fonction de Green.

Il nous reste & estimer le terme

o Goll = yl) = Gollzz — ydun(y) =T
OBN(Be(z1)UB:(22))

‘Z—n

I = @5er Jonb.@)uB. @) 181 = Y177 = 22 — y* " dwn(y)

< JoBn(Bo(a)UB.(ao)) [(@1 = ¥)* T = (22 — y)* " |dwn(y).



3.1. Probléme a frontiére libre perturbé

En utilisant 'identité algébrique
n . .
a" —b" = (a—0b) Za”ﬂlﬂfl,
j=1

nous obtenons

(z1—22) n—2_ 1 \n—2—j(_ 1 y\j—1
I < eaJopp.nus. ) @ 2=t (@-g)" " (@p) 1dwn®)
< 04‘1’1 - TL'2| f@Bﬂ(Bs(m)UBa(l‘z)) ‘ ?:_12((mlay))n_l_j(m)j‘dwn(y)

= clrr — 32 fypap.(ay) | ?;f(ﬁ)n_l_j(m)j!dwn(y)

+ alrr— 22| fopnp. () | ?;f((xll_y))”_l_j(m) |dwn, (y)

< e — 22lles fypnp.(a) | Z?;f((xll_y))"flfqdwn(y)

+ CGfaBmBE (z2) ‘Z (;,;2 y)) | dwn (y))-

Par la méthode précédente, nous concluons que les deux derniéres intégrales sont bornées.

Finalement, nous avons 3 3
[(KB) (1) — (KB)(22)| < Clzy — 22,
et par le théoréme De Arzela-Ascoli, nous affirmons que K B est un opérateur compact.
Lemme 3.8 Les valeurs propres de l'opérateur K sont
-2 I
T 2l + -2

VI € IN.

o] = —

Preuve. On sait, d’aprés la section 1.4.2 du préliminaire que

| < 1 _ 2l+n 2 N(n,l)
= O ——— m( 9/
G(TQ,9 To, ) 7“0 {(TL— Q)nwn Z( 2l+n—2 Z }/lm l )}

ou
(l+mn—23)!

N(n—2)!
Les fonctions Y}, sont les harmoniques sphériques de degré [ et w, note le volume de la boule
unité dans IR™.

N(n,l) = (2l +n — 2) vl € IN,Vn > 3.

De cette expression, nous pouvons lire les valeurs propres oy, et les fonctions propres de K
qui sont

_ 1
20 = e G = Vi, L A0,

Pour [ = 0, nous avons
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Chapitre 3. Probléme perturbé

3.1.5 Conclusion de la preuve du Théoréme 3.1

Nous avons montré que toutes les hypothéses du théoréme des fonctions implicites sont véri-
fiées, alors nous pouvons s’assurer de 'existence d’une fonction unique b vérifiant Uy(ro+b(6)) =
. Nous avons aussi prouvé que le probléme perturbé (P, ) admet une solution pour ro qui prend la
valeur rq et ro, ainsi, le probléme perturbé posséde deux solutions positives u et v qui correspond
respectivement & la valeur rq et ro.

3.2 Bifurcation pour un probléme a frontiére libre

Dans cette section, nous nous intéressons & ’existence des solutions du probléme réduit dans
le cas ot 140 — M, avec M, la constante définie dans I’hypothése f3). Pour [ > 1, nous
remarquons que l'opérateur D3F' (0, u*,0) est inversible, mais pour [ = 0, on a

U 4t fuyon = rof ()

= 0.

1 1—rg™

n n—2

)

Dans ce cas, 'opérateur D3 F'(0, 1*,0) est non inversible donc le théoréme des fonctions implicites
ne fonctionne plus et un phénoméne de bifurcation apparait. Dans cette partie, nous montrerons
I’émergence des solutions bifurquées du probléme (FPp). Nous appliquons le théoréme de Crandall-
Rabinowitz [16]. Le résultat principal est le théoréme suivant

Théoréme 3.4 Supposons que f1), f2) et f3) sont satisfaites. Soit Z = {£ € C(S), [¢&(y)dy =
0}. Alors, il existe

i) un intervalle I =] — e, +¢[,e > 0.

i) deux fonctions continues
¢o: 1 —-1IR e Y:I1—-2

avec ¢(0) = p* et (0) = 0.

iit)un voisinage V- de (p*,0) dans IR x C(S) tel que pour tout s € I, la paire suivante
(1, 0) = (6(5), 5000 + 5¢(5))

est une solution de F(0,u,b) =0 dans V' ou ¢oo est une constante donnée.

Nous explorons ici le cas ot rg = (%) n=2. Pour démontrer le théoréme 3.4, nous avons besoin des

conditions suivantes données sous forme de lemmes.

Lemme 3.9 Soit ¢y := ﬁ ot wy, est le volume de la boule unité dans IR"™. Pour pu* > 0, le

mny
noyau de l'opérateur DsF (0, 1*,0) est de dimension une engendré par ¢oo, et son image est de
codimension une coincidant avec l’espace des noyaux des fonctionnelle linéaire continues

B(€) = /S £(y)boody.

42



3.2. Bifurcation pour un probléme a frontiére libre

Preuve. Notons que pour g € C(S), on a

rof(p*)

n

D3F(0, %, 0)5(0) = BO) + 157 f (W) KB(O).

Puisque
rof(1*)

n

17 (1" )oo = 0,
alors 'opérateur D3 F'(0, u*,0) est non inversible. Ainsi,

D3F (0, 1", 0)po0 = W%ods + 707 F (1) poo = 0.

Ceci implique que le noyau de l'opérateur D3 F'(0, 1u*,0) est de dimension une engendré par ¢gg.
La fonction ¢gg est la premiére fonction propre correspond & la premiére valeur propre og. Nous
avons montré que 'opérateur K est compact, ainsi I’équation

D3 F(0, %, 0)5(0) = £(0)

posséde une solution si £ est orthogonal & ¢gg.
Soit
¥(¢) = | €0)0mds,

dongc, il s’ensuit que
ImDsF(0,u",0) = Ker®.

Ceci termine la preuve du lemme 3.9.
Lemme 3.10 La dérivée mizte DaD3F (h, ju,b) existe et continue dans un voisinage de (0, p*,0).

La preuve de ce lemme est similaire a la démonstration du Lemme 3.5. Maintenant, nous avons
le résultat suivant.

Lemme 3.11 Dy D3F(0, u*,0)bo0 n'appartient pas a l'image de DsF (0, u*,0).
Preuve. Quand h=0et b=0, on a

N 0 0u
Dy D3 F (0, 1", 0) o0 = @(E(TO +0(0),0))b00 |(h=0,1% p—0)

Maintenant, la formule (2.2) dans le chapitre 2 montre que la dérivée partielle

0 oOu
%(E(TO)) # 0,

ceci conclut la preuve du lemme 3.11.

Prewve du Théoréme 3.4. Nous appliquons le théoréme de Crandall-Rabinowitz [16] pour mon-
trer qu’il existe une fonction b de la forme

b(s) = spoo + s1(s), pour tout s €| —¢e,+¢[, €>0 (assez petit)

avec 1 une fonction continue et vérifiant ¢(0) = 0.
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4

Régularité de la frontiére libre

4.1 Introduction

Ce chapitre concerne la régularité de la frontiére libre obtenue dans le chapitre précédent dans

1 o s
le cas ou o # (%)n—2. Nous sommes dans les conditions du théoréeme 3.1 et nous commencons
par prouver un premier résultat de régularité

Proposition 4.1 Soit b € C(S5). Si u est solution de (Py,) telle que u(ro + b(6),0) = p, alors
be CH(S), pour a € (0,1).

Avant de démontrer cette proposition, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 4.1 Soient u solution du probléme perturbé (Py) et u, solution du probléeme réduit (P).
Si||h||eo €t b sont assez petites, alors pour p > n,

[|u — wr||yy2.p est assez petite.

Preuve du lemme 4.1.
Puisque la fonction v satisfait

<v <
H=Y=5, %

alors f(v) = f(u) (voir probléme (2) ) et la solution u du probléme (2) posséde la forme
U@>:A;Pmuwh@My—fUOlkﬂﬁynww

= up(x) + up(x) (voir page 31)
ou

up(z) = | P(z,y)h(y)dy
o0

et
%@Z*ﬂMLG@wm@-

De la méme maniére, la solution du probléme réduit (FPp) posséde la forme

ur(2) = =£(1) | Gy dy
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Chapitre 4. Régularité de la frontiére libre

ot wy = {(r,0) € Q,0<r <rg,0ecS}.

Ainsi,

oy < IIbll max [ 1PG@.pldy

et puisque
_A(up - UT) = f(:u) [Xw - pr] dans €,
up —up =0 sur 0f).

Nous concluons de la théorie L, des équations elliptiques (voir [32], p 198) qu’il existe une
constane positive C1 > 0 telle que

[up = urllw2o(9) < Cillxw = Xuw, [lLr@)-

Ceci implique que si ||h||s et b sont assez petites, alors ||u — u,||y2» est petite.

Preuve de la proposition 4.1.
Soit
F(0,9) =u(ro+g9,6) —p=0, 0€S, gelR
On note que la solution radiale u € W?? C C1®, avec o = 1 — %, p > n, donc F' est de classe
che,
En utilisant le lemme 4.1, nous concluons que u est proche dans C1'® & la solution du probléme
réduit, donc %(r, 6) # 0.
Soit By € S, On pose gg = b(fp), on a alors

F(6o, g0) = u(ro +b(6o),00) —p =0

et
ou
DyF (6o, g0) = 8*9(?"0 + 90, 60).
On sait que
ou ou
afg(mﬁo) = 5(7“0,90) #0.

Maintenant, par ’application du théoréme des fonctions implicites, on déduit qu'il existe V' (6p)
un voisinage de 6y et V(go) un voisinage de go et une solution unique g dans C1® telle que

g: V() = V(go) et g(fo) = go

On sait que u(ro + b(0),6) —p = 0, V8 € V(6p), alors par unicité, b(#) = ¢(0),v0 € V(6y) qui
implique que b € C*(V (6))). Puisque y € S est arbitraire, alors on a b € C1*(S9).

Maintenant, pour traiter I'analyticité de la frontiére libre, nous utilisons la transformation de
I'Hodographe introduite par Kinderlehrer, Nirenberg et Spruck. Voir [83].

Soit u une solution du probléme (F}), et soit
Ii={(r,0)/u(r,0) = p} = {(ro + b(6),0),0 € S}

1
sa frontiére libre correspondante, avec rqy différent de (2)7—2.

46



4.1. Introduction

Nous considérons une petite boule B de centre g = (r9 + b(6y),60y) € T'. On translate la boule
pour avoir xg = 0, on utilise 'invariance du Laplacien par rotation et en écrivant I' comme
I'NB,v=wu— pu, alors on a

—Av+ flo+p)=0 dans BT = {x = (v1,....,7p), 2 > 0},
(P){ —Av=0 dans B~ = {z = (21, ..., p), Ty, < 0},
v=20 sur I'

On sait que v € CH*(BY UT U B7), et par le principe du maximum de Hopf, nous avons
%(0) < 0, ot v est la normale extérieur de I avec v = (0,0, ..., —1). Alors

ov "L v v
%(0) = ; aTCn(O)Vz‘(O) = _@(0) <0,

qui implique que

ov

Oz

Nous introduisons la transformation de ’'Hodographe [83] comme

Yo = o o<n,
(H)

(0) > 0.

Yn = v(x) x € B.
L’application (H) transforme BT, T et B~ en U',X et U™ respectivement avec
Ut ={yeUy, >0},

U_:{yEUayn<0}

et

On peut définir encore la transformation inverse de (H), qui est donnée par

To = Yo 1<o<n—1,
(H')
Ty =P (y) yeU.

Nous remarquons que 1 € CH*(UtUX UU ™). Nous notons par v;, 1 < i < n, la dérivée partielle
par rapport a x;, et ©;,1 < j < n, la dérivée partielle par rapport a y;.

L’une des propriétés importantes de cette transformation Hodographe est

dyy, = dv = Z VodTy + vpdxy,

= Z VodTy + vpdi)
= Vedry + (D Yodys + Yudys)
= Z(UU + vnto )dx s + Vpndyy.
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Ceci implique que

Ypop =1 = UL
= (P1) _v
YoV + vy =0 wJ:TnU-

En utilisant cette propriété, nous avons

%:80_%{9” 1<o<n-1,
(P2) 5

o _ 1 _
Dor = o On, avec O = B

4.2 L’analyticité de la frontiére libre.

Dans cette partie, nous utilisons la transformation de I’hodographe pour obtenir ’analyticité
de la frontiére. Ainsi, nous avons le résultat suivant

Proposition 4.2 Sous les conditions du Théoréme 3.1, la frontiére libre est une hypersurface
analytique.

La preuve de la proposition 4.2 est obtenue a ’aide de la construction d’une application trans-
formant les deux différentes régions du probléme (P,) séparé par la frontiére libre en des demi-
espaces. L’équation aux dérivées partielles dans w et  \ w sont transformées en de nouvelles
équations dans le demi espace et nous appliquons la théorie classique de régularité des systémes
elliptiques pour obtenir les résultats désirés.

Preuve de la proposition 4.2.

Nous commencons par établir les deux lemmes suivants.

Lemme 4.2 ,
Voo = _:f:g + 2% on — %gwrm

Unn = %wnn
Preuve. En utilisant (Py), (P2) pour v, et v,, nous avons

v v, Yy Ovs

Y Oy Yo U Oyn

On sait que

vy 0y Ovp, Uno
o [on Yo Vo 8.%] oo = Yo 2 ]
«t By O P "
Vo o Un _ nn
Oyn [8yn "t Vel = =vntns + o P2
Combinant les deux résultats, on a alors
Ynoe Yo Ynn
Voo = —UnWoo + YVo—5 — — |— UnVno + Yo—5
_wcro wa ¢2—
Voo = + 2—=Yon — 5 Unn,
b Rzt y?
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et pour vuy, On a

oo Ovn 1 0vn Y
" Oxy, Y OYn 1/1%

Ceci termine la preuve du lemme.

Ainsi, puisque la fonction v satisfait Av = va ~+ Upn, alors v satisfait I’équation nonlinéaire
e

dans Ut
9(¢7DT/1,D2¢)+f(yn+,u) =0 dans U+,

ou
1

(¢>D'¢7D2 Zd)ao 2 Zwawon - ¢3

(1 Zw ).

En plus, 9 satisfait g(v, D@ZJ,DQ@Z)) =0dans U™.

On note par y = (Y1, .., Yn—1,Yn) = (¥, yn), et nous définissons pour y € U™, d(y) = »(y', —yn).
Alors ¢ satisfait 1'équation dans U™,

9(¢, D, D*) = 0.

Ainsi, nous obtenons le systéme suivant
(S1) g, D, D*) + f(yn+p) =0 dans U™
(S2) 9(¢, D$, D*¢) = 0 dans U™,
avec les conditions aux bord
{ ¢p—v=0 sur ),
C)

On+1p =0 sur > .

Alors, nous prouvons le résultat suivant.

Lemme 4.3 Le systéme (S1) — (S2) est elliptique et les conditions auzx bord (C) sont coercives
au point Q.

Preuve. On peut vérifier immédiatement que le systéme (S1) — (S2) est elliptique au point 0.

Il reste & prouver la coercivité de (S1) — (S2) — (C). Pour cela, nous montrons que le systéme
(S1) — (S2) avec les conditions aux bord n’admet aucune solution exponentielle nontriviale.
D’abord, on choisit les coordonnées suivantes

Ainsi, les équations linéarisées de (S1) — (S2) avec les poids s1 = s9 = 0,11 = to = 2, sont
(S1%) Zwm + a*p, =0 dans IR"
(o

(S24) Y oo +a%un =0 dans IR}
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Chapitre 4. Régularité de la frontiére libre

ot a = v, (0) > 0. Les conditions aux bord généralisées sont

p—v=0 sur R™ 1,
C
On +Up =0 sur R" 1.

Introduisons les fonctions ¥ (y/,t) = e’€'¥ w(t) et ¢(y',t) = eV m(t), pour ¢ € R\ {0}.
Nous obtenons en remplagant ¢, dans les équations (S1*) — (Sa%),

a*w"(t) — [¢'Pw(t) = 0
a®m” (t) — [¢'Pm(t) = 0,
avec les conditions (Cx)
w(0) = m(0) =0, w'(0) +m’(0) = 0.
Soit X () = w(t) + m(t), alors nous avons
a®X"(t) - €' X (1) = 0, (D)

La condition au bord (Cx) implique que X (0) = 0 et X’(0) = 0, qui donne

cir+co=0
Cy —C1 = 0.
Ainsi ¢; = ¢ = 0, ce qui conclut que X (¢) = 0.

Maintenant, soit Y (¢) = w(t) — m(t) avec Y (0) = 0, nous avons

l&’] le’]
et —etat,

Y(t) = cs(e
La fonction Y (t) est bornée si et seulement si ¢z = 0. Ceci nous rameéne a w(t) = m(t) = 0,
qui implique que (S1%) — (S2%) — (C) n’admet aucune solution exponentielle nontriviale, donc
(S1%) — (Sa%) — (C) est coercive au point 0. Ceci termine la preuve du lemme 4.2

Comme dans ce cas f est constante (voir p.32 et p.33) alors f est analytique, il suffit d’appli-
quer le Théoréme 1.4 du préliminaire pour conclure que la frontiére libre I' est analytique.

1
Remarque 4.1 La régqularité de la frontiére libre dans le cas ot g = (%)ﬁ reste un probléme

ouvert. Nous avons seulement montré [’existence d’une fonction continue b. Il semble qu’il est
possible d’étudier la régularité optimale en utilisant les idées de L. Caffarelli dans [37, 38].
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5

L’influence de la discontinuité sur les
solutions

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a 'influence de la discontinuité sur les solutions. En
effet, la forme de la discontinuité dans le second membre du probléme (Pp) & des effets surprenant
sur la structure de ’ensemble des solutions et sur les frontiéres libres correspondantes. Plus
précisément, si on remplace la fonction de Heaviside H(u — p) par H(p — u) dans le probléme
(Py), nous obtenons le probléme (Sp),

—Au= f(u)H(p —u) dans €,
(S0)
u=20 sur O€2.

Soit A1 la premiére valeur propre de —A dans 2 sous les conditions de Dirichlet avec la fonction
correspondante .

Nous remarquons que le probléme (Fy) posséde des solutions multiples, par contre le probléme
(So) admet une solution unique pour les mémes fonctions f. Par exemple,

f(s)=ks+ 5 avec 0<k<A e (B3>0

vérifiant
M > maX(2)\1 H(legl 7)\1)‘
0 llo1]]72

L’une des difficultés majeures dans ’étude du probléme (Sp) est qu’on ne peut pas appliquer les
techniques utilisées dans le chapitre 2 de cette thése.

Pour I'étude d’existence de solution du probléme (Sp), nous utilisons I’approche des inégali-

tés variationnelles. L'idée clé est d’obtenir une équivalence entre les solutions du probléme (Sp)

et les solutions d’une certaine inégalité variationnelle. Par solution, nous voulons une fonction
1,2 -

u € Hy* () vérifiant

/QVUV§dx = /Qf(u)H(,u—u)fdx,

pour £ € C&(Q).
Nous supposons que :
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Chapitre 5. L’influence de la discontinuité sur les solutions

Hy) Lafonction f(s) est positive pour s > 0, croissante et f est k-Lipschitzienne avec k € (0, A1).
Hjy) Pour p > 0, on suppose

>>\1

5::M
i

oit A1 est la premiére valeur propre de —A dans Hg ().
Hs) La fonction f(s)/s est décroissante.

Le résultat principal de ce chapitre est le théoréme suivant.

Théoréme 5.1 Sous les hypothéses précédentes, le probléme (Sy) posséde une solution unique
positive. En plus, l’ensemble {x € Q, wu(x) = u} est une boule de rayon p € (0,1) centré a
lorigine.

La preuve de ce théoréme est divisée en trois sections pour bien éclaircir les arguments utilisés.

5.1 Inégalités variationnelles.

L’intention de cette section est de justifier I'utilisation de I"approche des inégalités variation-
nelles.

Soit
K:={veH}Q):v<pu dans Q}.

Pour f € L?(Q), il est bien connu que I'inégalité variationnelle

(1) / VoV (€ — v)de > / Fle—vde, VEeK
Q Q
posséde une solution unique v dans K. (Voir Théoréme 1.9 du préliminaire.).

Nous définissons 'opérateur solution suivant

T:LX(Q) — L*(Q)

tel que v = T(f). Dans le lemme suivant, nous donnons quelques propriétés intéréssantes de
I’opérateur précédent.

Lemme 5.1 L’opérateur solution T vérifie.

1/T: L*(Q) — L*() est complétement continue .

2/ T(f) e W(Q)NCH(Q), a =12, si f € LP(Q);p>n.

3/Si f1 < fa dans Q, alors T(f1) < T(f2) dans Q.

4/T(f) >0 p.p dans Q, quand f >0 p.p dans Q.

Preuve. 1) Tous d’abord, nous montrerons que 'opérateur T" est complétement continu i.e
T () = Ty < Cllf = fallre-
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5.1. Inégalités variationnelles.

Notons v; = T( ]?1) et vg = T(fg) Alors, par I'inégalité variationnelle précédente, on a

/ Vv1.V(vy —vy)dx > / fvl(vg —v1)dz
Q Q

/ V.V (v1 — va)dz > / Fa(vy — vy)da.
Q Q

Ajoutant ces deux inégalités, nous obtenons
o= val By = [ 191 = vo)Pdo < [ (o= F)or = va)do

< |1fi = Fallgellor = vall 2
En utilisant 1'inégalité de Poincaré,

[lvr — va||r2 < C|jn —’UQHHé pour C > 0.

On a,
lvr —wally < Cllf1 = foll 2

2) Nous utilisons le faite que v vérifie I'inégalité variationnelle (1). Si w = —v, alors w est
solution de

(2) /va.V(g —w)dz > /Q(—f)(g —w)dz, VeéeK'
o K' = {& € Hj(),£ > —u}.

Puisque la fonction f € LP(Q),p > n et ensemble K’ posséde la forme précédente, nous ap-
pliquons le théoréme de régularité 1.11 du préliminaire pour conclure que la solution unique

weW(Q)nCe(@),a=1-".

3) Soit w; = —T(f;),i = 1,2 les solutions de D'inégalité variationnelle (2) avec fi, fa respec-
tivement. Pour 0 < v € H3(2), nous avons w; + 1 € K’ puisque la fonction w; € K.

Dans l'inégalité variationnelle (2), nous remplagons

f:ﬁ,w:’lU1,€:’lU1+¢-

Nous obtenons

| vuive = [ (fwds.

D’autre part, fi < f» qui implique que (—fvl) > (—fg) dans Q. Ainsi,
®) [ Ve | (~foude > [ (~fuds.

L’inégalité variationnelle (3) implique que w; est une supersolution de 7A+f2 et par le théoréme
6.4, chapitre I de [83], nous concluons que

wy > wy e T(f1) <T(fa).
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Chapitre 5. L’influence de la discontinuité sur les solutions

Puisque T'(0) = 0, la propriété 4) est une conséquence directe de 3). Ceci termine la preuve du
lemme.

De la définition de 'opérateur T, nous avons

T(f)=—(A)"'f si f>0

et
—(A)'f<p pour p>0,

ott —(A)~! note I'inverse du —A sous les conditions de Dirichlet.

Maintenant, nous considérons I'opérateur Ty : L?(2) — L?(Q) définie par

Ts5(u) = T(0f (u))

ou 4 est la constante définie dans I'hypothése Hy).

5.2 Résultat d’existence et d’unicité.

Dans cette section, nous allons étudier ’existence et 'unicité de la solution du probléme Sy.
Nous utilisons 'approche de point fixe combiné avec les techniques des inégalités variationnelles.

5.2.1 Existence des solutions.

Nous commengons par donner une équivalence entre solution du probléme (Sp) et solution
d’une inégalité variationnelle adéquate. Nous utilisons les idées de [57].

Théoréme 5.2 Supposons que Hy), Hs) et Hs) sont satisfaites. Alors v est solution du probléme
(So) si et seulement si v est un point fixre de Ty dans K.

Preuve.
Premiérement , notons que la solution u du probléme (Sy) est strictement positive dans 2. En
effet, par I'inégalité de Harnack [71] , il existe une constante positive C' telle que

0 <supu < Cinfu
Qo Qo

quand Qp = {z € Q/u(z) < p}.

Supposons que v est solution du probléme (Sp), alors par le choix de K = {u € H}(Q) :
v<pu dans €}, nous avons

/ Vu.Védr = / f)H(u —v)édx, V&€ HYQ)
Q Q

Soit £ =1 — v avec ¢ € K, alors

/QVU.V(w —v)dx = /Qf(v)H(u —0)(¢p —v)dx
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5.2. Résultat d’existence et d’unicité.

= [ 1)@ =)+ [ fOH @ -0 - 1)@ - v)ds
Q Q

= [ 10w —vde+ [ @) HE =) = D@ = v)de

{v<u}

+ f)(H(p—v) = 1) (¢ —v)dx
{v>p}

> [ 1) = v)de,
puisque
| H@H@=0) = D@ =vde == [ f@)w-v)da
{v>p} {v>p}

et
v(x) > p>YP(x), pourtout ze€Q (Y€ K).

la derniére inégalité implique que ¥ — v < 0. Ainsi
| p@)HG = ) = D - vda > 0.
{o>u}

Nous obtenons

/ Vou.V (¢ —v)dz > / f) (W —v)dez, Vi € K.
Q Q

Ceci implique que
/ VoV —v)dx > / Mv(d} —v)dz Vi e K
Q Q v

f(w)
> A TU(I/J —v)dz,

puisque f(s)/s est décroissante et v < p. Donc l'inégalité variationnelle devient
(1) / Vo.V (e — v)dz > 5/ v —v)de, Vo€ K.
Q Q
Maintenant, soit v solution de I'inégalité variationnelle (1). Du Théoréme 1.10 dans le prélimi-

naire, on sait que v vérifie

—Av = f(v) —m dans

ot m est une mesure de Radon positive supp(m) C {x € Q,v(x) = p}.

D’abord, nous remarquons que si supp(m) = (), alors v vérifie
—Av = f(v) dans €.
Ceci implique que
/QVUV§dx = /Qf(v)fdx, Ve € HY(Q).
Choisissons & = q, ol ¢1 est la fonction propre correspondante a Ap, alors

/QVvVgoldw:/Qf(v)goldw, (2).
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Chapitre 5. L’influence de la discontinuité sur les solutions

D’autre part ¢ vérifie
—Ap1 = A1 dans €

qui implique que
/ VoVprdr = )\1/ vprde, (3).
Q Q
De (2) et (3), nous avons

/Qf(v)sold@“:)q/gvcpldx.

Nous divisons par v, nous obtenons

/Qf(v)spldx:)\l/ﬂwﬂ%

v

et par ’hypothése Hs),

M>M, pour > 0.
v [
Ainsi,
5/ prdx </ f(v)Lpldx—)q/ prdz.
Q Q v Q
Ceci implique que
A > 1)

qui est impossible par I'hypothése Hy). Alors 'ensemble {z € Q/v(z) = p} & une mesure positive
et par le théoréme 6.19 de Lieb-Loss [86], nous concluons que

—Av=0 pp. dans {v=p}.
Ainsi, nous obtenons
m= f(v)+Av= f(v) a.e dans {v=p}

et
m=0 pp dans {v<up}.
Ceci implique que
m = f(u)X{v:u}

et
—Av = f(v) = f(1) X {omp}-

0 si v=up,
—Av =
f(v) si v < p.

Ceci conclue que v est solution du probléme (.Sp).

Donc, v vérifie

Maintenant, il reste & montrer que 'opérateur Ty posséde un point fixe dans K. Pour cela,
on a la proposition suivante

Proposition 5.1 Pour d > 0, l'opérateur Ty posséde un point fize minimale dans K.
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5.2. Résultat d’existence et d’unicité.

Preuve. Nous montrerons que u = Ts(u) dans K. Dans la région

{z € Q/v(x) < p},

nous avons

—Av = f(v) dans €,
v=20 sur OS2

Nous appliquons le principe du maximum de Hopf ( [71]) pour conclure que

@ <0 sur 0N
on

ou n est la normale extérieur. Ainsi, on a
v>epr dans €, pour e >0,

ol (1 est la fonction propre correspondante & A1 avec max p1 = fi.

Soit
)

vy 1= A—lagol(x) <p pour z €, (nous choisissons un petit

La fonction vg vérifie
*AUO = 58(,01

et par la formulation de l'opérateur Ty, nous avons
vo = Ts(epq).

Dans I’ensemble K,
w>v(zx) > epi(x) pour x €

et par la monotonie de 'opérateur Ty, nous avons

Ts5(p) = Ts(en)
et puisque § > A1, nous obtenons que
vo :=Ts(ep1) = 1.
D’autre part, par la définition de 'opérateur Ty, nous avons que
Ty(n) = —(A) p<p Vreq.

Ainsi,
Si on note

nous déduisons

e>0).
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Chapitre 5. L’influence de la discontinuité sur les solutions

Puisque w,, est une suite croissante majorée, alors

. *
lim w, = w;
n—oo

est un point fixe de Ty dans K.
Maintenant, il reste & prouver que ce point fixe est indépendant de € € (0, .)

Soit 0 < g1 < €2 < gg. La monotonie de 'opérateur Ts implique que

(T5)" (e1p1) < (T5)" (e2p1)-

Il s’ensuit que,

Wey < We,y.

D’autre part, si g est suffisamment petit, alors nous pouvons trouver un entier positive ng tel
que
)

Oymo <1,
VLA

€0 < 51(

Nous avons

0 1) 1)
()erer < ()11 < oo < (-)™e101 < o1 <
Al Al Al

(par la seconde partie de ’hypothése Hs)). Donc, nous déduisons

1) 1)
Ts(e1p1) = ()ere1, (Ts)*(e1p1) = (=) %e1¢1

/\1 )\1

et
n, 5 n,
(Ts5)" (e101) = (/\*) e1¢1.
1

Alors

(T5)"™ (e191) > €01 > 2¢01.

Maintenant, nous concluons que
(T5)" " (e11) > (T5)"(e291),  Vn > 1,
ceci implique
Ainsi,
We, = We,

et la solution w, est indépendant du choix €.

Remarque 5.1 Si on note la fonction we par wg, alors par la précédente formulation wy < v
ot v est un point fixe arbitraire de Ty.
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5.2. Résultat d’existence et d’unicité.

5.2.2 Unicité.

Dans cette sous section, nous démontrons 'unicité de la solution du probléme (Sp). Pour
cela, soit wy un point fixe de I'opérateur Ty dans K, vérifiant w1 > wy, et

—Awy = f(w)H(p —wr) dans €,
—Awy = f(wo)H (1 — wo) dans £,
wy =wy =0 sur Of).
Multipliant les équations wg, w1 respectivement, nous obtenons
[ o)t = w)da = [ FuoVuwrde = [ wofwn)Hip - w)do.
Il suit que
/Qw1f(w0)XDod€U = /Qwof(wl)XD1d$7

ou Dy :={x € Q,wy < pu} et {z € Qw; < p}.

Ainsi,

J(wo J (w1
/ wowl(i( )XDO K )XDl)dx:().
Q wo w1
Puisque f(s)/s est décroissante par I'hypothése H3), et les fonctions wg, w; sont positives, nous

avons f( )
w
0> / Wow1 ! (XDO _XDl)d'/L“
Q w1

Comme xp, — xp, est positive, alors
XD, = XD, DPresque partout dans €.

Ainsi, Pensemble Dy \ D; a une mesure nulle.(Remarquons que D C Dy puisque wy > wy.)

Soit w = wy — wy. La fonction w vérifie
—Aw = —Aw; + Awyg
= f(wy) — f(wo) p.pdans Dy.
En utilisant le faite que wq = wg = p dans Q\ Dy, nous aurons w = 0 et
—Aw =0 p.pdans Q\ Dy.
Soit
1 f(w1) — f(wo)

pi=—-—-"—""—""" si wiFwyg et p=0 si w; =wy
) w1 — Wy

La fonction w vérifie

—Aw = kpw dans (Q,
(Puw)
w =70 sur Of).

Puisque la fonction f est k-lipschitzienne avec k < A1 et p < 1, alors kp < A1, qui implique que
(Py) posséde la solution triviale. Ainsi, w = 0 et 'unicité est vérifiée.
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Chapitre 5. L’influence de la discontinuité sur les solutions

5.3 Caractérisation de la frontiére libre.

Cette partie est consacrée a la caractérisation de 'ensemble F,, = {x € Q,u(x) = p}. Pour
cela, nous utilisons les propriétés de symétrie de la solution u. Plus précisément, nous prouvons
le résultat suivant

Proposition 5.2 Soit u une solution positive du probléeme
—Au= f(u)H(p—u) dans €,
(So)
u=20 sur O0f).

Nous supposons que  est la boule unité de IR™, la fonction f est croissante et p est un paramétre
positive. Alors la solution u est radiale.

Preuve. Nous procédons par étape.
Etape 1. Notations.
Soit x = (2, x,) o &’ = (x1,..,2,—1) et choisissons un k tel que
Ty ={x€Q/ xz,=k},
Yp={2x€Q/ z,>k},
xp est la symétrie de x par rapport T},
E;@ est la symétrie de ¥, par rapport T pour x € Q.
Soit
xp = (o', 2k — ) et wi(z) = u(zg) — u(x).

Etape 2. Nous prouvons que wy(z) > 0 pour z € j.

Tous d’abord, par le principe du maximum de Hopf, nous avons

0
8—5@) <0 pour ze€dQN{x, >0}
qui implique que
ou

ou v est le vecteur unitaire normal. Ainsi, il existe k tel que X # 0.

Le faite que k est arbitraire et 8‘%(:5) < 0 pour x € Ty, alors

ou

87(:1:)<0 pour z € Xy,

ceci implique que u est décroissante par rapport a x,. Ainsi,

wg(z) >0, pour x €.
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5.8. Caractérisation de la frontiére libre.

D’autre part, dans X
Awg(z) = Au(zy) — Au(z)

— — Flu(e) Hp — u(e)) + f(u(e)) H(p - ulz)
< — F () Ht — u(w)) + f(u(e)) H(p - u(x))
< F(u(@))[H(p = u(a)) — H(p— u(@))] < 0.

Sur 9Xj, nous remarquons deux cas

1/ QN Ty implique que u(zk) = u(x)
2/ 00 N 90X implique u(zy) > 0 = u(x) Ainsi,

Awg(x) <0 pour x € Xy,
(W)
wi(xz) >0 pour x € 0%,

Le principe du maximum conclut que
wg(z) >0 sur Xy

Etape 3. Soit ky = inf k. Nous montrons que ko = 0.
Supposons que kg > 0 alors par la continuité de la fonction wy, nous avons

Wi () >0, x € Xp,.
Soit > 0 et K un ensemble compacte dans ¥y, tels que

1Yk, \ K| < /2.

Puisque la fonction (z, k) — wg(z) est continue sur 3y, alors il existe un € > 0 tel que

Wgy—e(z) >0, =€ K.
Dans la région ¥y, _. \ K, nous avons que

|Xko—e \ K| <6

et la fonction wy,_.(z) vérifie le probléme (W), puisque sur O(Zg,—c \ K), wi,—<(x) > 0.

Par le principe du maximum sur les petits domaines(voir p 59 de [97] ). on a
Wiy—e () 20, T € Yy \ K

et par le principe du comparaison , nous avons
Wko—e(x) >0, T € Bgy—e \ K.

Ainsi, cette situation contradict le faite que kg est petit. Alors kg = 0.

Etape 4. Puisque ko = 0, alors
u(zgy) = u(x)
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Chapitre 5. L’influence de la discontinuité sur les solutions

Ainsi,
w@', —xp) > u(@’,z,)  pour x€Qn{z, >0}
La symétrie du domaine permet de refaire la méme chose dans la région Q N {z,, < 0}. Nous

aurons

/

w(@', —zn) < ulx', ) pour z € QN{x, >0}

Ceci conclut que

/

w(z', —zn) = u(@, zy,)

Remarque 5.2 De la proposition 5.2, nous remarquons que la solution u vérifie
—rt="9/0r(r"tou/or) = f(u) pour r >0
qui 1mplique que
T
"1 ou/or = —/ s f(u(s))ds
0

alors 9
U — _pl-n " n—1
5 (r) r /0 "7 f(u(s))ds < 0.

Pour terminer la preuve du Théoréme 4.1, nous utilisons le résultat suivant

Lemme 5.2 Soit v une courbe de Jordan dans E,, et w lintérieur de contour . Alors w C E,.

Preuve.
Supposons le contraire, alors il existe xg € w qui satisfait u(zg) < p. Nous considérons I’ensemble

wy = {x € Q/u(r) < p}
qui est non vide et ouvert puisque u est continue. La fonction u vérifie
—Au = f(u) dans wy,
u=p sur Ow.
Ainsi, par le principe du maximum u > u dans w; qui est une contradiction.

Proposition 5.3 Soit u une solution du probléme (Sy), alors l'ensemble E,, est une boule de
rayon o € (0,1).

Preuve. Puisque la solution u est radiale et décroissante, il existe un unique rg tel que u(rg) = .
Ainsi, le lemme 5.2 implique que

E,={zxeQ/ |z|<ro}.
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6

Conclusion et perspectives.

Dans cette thése, nous avons fait une contribution modéste & un sujet qui ne cesse de devenir
important. Il y a plusieurs pistes de recherche que je voudrais détailler ici.

Les généralisations techniques.

Pour commencer, nous avons étudié un probléme & frontiére libre ou il y a un Laplacien. Il
serait intéréssant de généraliser I’étude pour un p-Laplacien avec p # 2. Une autre question
completement ouvert est la généralisation de notre étude sur un domaine borné quelconque.
Nous avons supposé ici seulement que le domaine est la boule unité pour utiliser la symétrie des
solutions.

D’autres généralisations peuvent étre faite telles que I’étude du probléme avec condition de Neu-
man au bord ou conditions mixites, ainsi voir le méme probléme a frontiére libre sous l’aspect
des équations paraboliques.

Question de fonds.

Il y a également beaucoup de choses & explorer autour de ce probléme & frontiére libre. Nous
avons montré dans cette thése 'existence des solutions bifurquées pour le probléme réduit. Il
serait intéréssant de voir que se passe t-il & ces solutions aprés une perturbation. Dans le méme
cas, nous avons prouvé seulement ’existence d’une fonction continue b telle que la frontiére libre
posséde la forme rg + b ol g est une constante. Il semble qu’il est possible d’utiliser les idées de
L. Caffarelli pour démontrer la régularité optimale de la frontiére libre.

D’autres questions restent completement ouvertes telles que 'éffet de la perturbation h sur les
solutions du probléme (Sp), ainsi d’éventuelle phénomeéne de bifurcation.

Il reste a regarder notre probléme sous ’angle de ’approche numérique, une telle technique peut
nous aider a donner des interprétations physiques de notre étude.

Remarque 6.1 il n ‘est pas impossible que des erreurs aient pu se glisser dans le texte malgré
tout le soin que diverses personnes ont pu apporté a la relecture de ce document.L’auteur sollicite
l'indulgence du lecteur a ce sujet et ’en remercie par avance.
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Chapitre 6. Conclusion et perspectives.
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