
Université Abou Bakr
Belkaid de Tlemcen
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1. Résumé

Cette thèse porte sur l’étude mathématique d’un problème à frontière libre.

1 Résumé

Cette thèse présente des résultats d’existence, d’unicité et de régularité pour des problèmes
elliptiques à second membre discontinu. De tels problèmes apparaissent naturellement dans plu-
sieurs phénomènes de sciences appliquées comme en physique des plasmas, milieux poreux et
combustion. Ces problèmes formulés dans un domaine borné sont souvent appelés problèmes à
frontière libre . La première partie de cette thèse est consacrée aux propriétés des solutions d’un
problème elliptique à second membre discontinu défini sur la boule unité où la solution est nulle
sur le bord. Nous proposons une méthode non variationnelle. Dans la deuxième partie, nous utili-
sons les résultats obtenus pour étudier l’effet de la perturbation sur la frontière libre. Cette étude
est basée sur les méthodes locales ce qui permet de détecter aussi un phénomène de bifurcation.
Dans la troisième partie, nous nous intéressons à la régularité de la frontière libre en utilisant
la méthode des hodographes. Finalement la dernière partie de la thèse porte sur l’influence de
la discontinuité dans les problèmes étudiés, une telle étude repose sur l’approche des inégalités
variationnelles.

2 Motivations physiques

Les frontières libres sont des courbes ou surfaces inconnues qui séparent deux régions diffé-
rentes. Un exemple pour motiver notre travail est l’équilibre d’un plasma confiné. Nous proposons
dans cette section une description de l’expérience qui aboutit à la formulation mathématique de
notre problème.

Le plasma consiste en un gaz ionisé porté à très haute température et à fusion nucléaire. Il
n’y a pas de parois métalliques qui résistent à une telle température, pour cela, on a recours au
champ magnétique pour assurer le confinement. L’objectif est de déterminer l’état d’équilibre
du plasma, autrement dit un bon confinement. L’équilibre est étudié dans une enceinte toroidale
(Tokamak) en présence des courants de confinement.

Le tokamak est une machine conçue pour réaliser une fusion thermonucléaire contrôlée. Cette
réaction exige un bon confinement où les lignes du champ se referment sur elles mêmes. Pour
cela on utilise une déscription MHD (magnétohydrodynamique) qui permet de donner une idée
sur la géométrie du plasma.

L’evolution du champ magnétique dans un conducteur (un plasma dans le cas présent ) est
traduite par l’equation suivante

∂
−→
B

∂t
= −→

rot(−→V ∧ −→B ) + η∆−→B, (1)

où −→B : champ magnétique (Tesla),

−→
V : vitesse de propagation du fluide (m2/s)

η = (µ0σ)−1 : coefficient de diffusion magnétique (m/s).
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µ0 : la perméabilité et σ : la conductivité.

Cette formulation est obtenue à partir des equations de Maxwell et l’équation d’induction(
[93]).Les deux termes qui figurent dans l’équation (1) décrivent deux mécanismes différents :
la convection et la diffusion.

Le premier terme dépend de la vitesse du fluide, le second dépend de la résistivité. Suppo-
sons maintenant que le deuxième terme de l’équation (1) soit nul. Ce cas limite est obtenu en
considérant que la conductivité électrique σ est infinie. Ceci correspond à une déscription de la
magnétohydrodynamique(MHD), où le champ évolue par convection, entraîné par la matière.
Cela est traduit par l’équation (2)

∂
−→
B

∂t
= −→

rot(−→V ∧ −→B ), (2).

La convection est un mode de transport d’énergie qui peut se transformer en chaleur ou en
électricité. La magnétohydrodynamique (MHD) est une déscription où se déplacent les molécules
et les atomes ionisés par l’action des forces de Laplace (Magnétique et électrique). Les équations
de la MHD s’obtiennent par la linéarisation des équations d’hydrodynamique et des équations de
Maxwell . Les équations de la MHD idéale (non résistive). Dans le cas d’un plasma parfaitement
conducteur et compressible, les équations MHD s’écrivent





div(−→B ) = 0

−→
rot
−→
B = µ0j

∂
−→
B
∂t = −→

rot(−→V ∧ −→B )

−→
j ∧ −→B = −−→

gradp

où p est la force de pression et j la densité du courant.
La résolution de ce système d’équations dans un plasma est associée à des conditions aux limites
adéquates qui conduisent à l’équation de Grad Shafranov.

Pour pouvoir simplifier l’équation de Grad Shafranov , on utilise le principe d’orthogonalisa-
tion où les lignes de flux sont des contours emboîtés les uns dans les autres comme un maillage.
La résolution dans l’espace de flux équivaut à résoudre l’équation de Laplace. Autrement dit
l’équation de Grad Shafranov se réduit à une équation contenant le Laplacien.

Pour plus de détails, voir [22].

3 Formulation mathématique

Afin de déterminer le comportement du flux du champ magnétique dans le plasma, nous for-
mulons la configuration torroidale à l’aide des coordonnées cylindriques de sorte que le problème
se réduit au cas bidimensionnel dans la section méridienne du tore. Cette dernière est un ouvert
Ω dont le plasma occupe une région inconnue Ωp ⊂ Ω.

La région Ωv = Ω \ Ωp est supposé entièrement vide (absence de courants inducteurs exté-
rieurs à l’enceinte ). En utilisant les équations de Maxwell et les conditions satisfaites par le flux

4



4. Historique du problème.

du champ magnétique que nous noterons par u, nous avons




−∆u = j + J dans Ωp,

−∆u = 0 dans Ωv

u = constante sur ∂Ω,

où j désigne la densité de courant intérieur supposée constante et J est la densité de courant du
plasma.

Soit ε > 0, la perméabilité diélectrique et supposons que J soit proportionnelle au flux i.e
J = εu. En appliquant le principe du maximum, on obtient que u > 0.

En introduisant la fonction u = v − 1, on aura alors

(3)





−∆v = λ + εv si v > 1,

−∆v = 0 si v < 1

u = γ sur ∂Ω,

avec λ un paramètre réels positif et γ est une constante donnée.

Le problème (3) peut s’écrire comme

(4)




−∆v = (λ + εv)H(v − 1) dans Ω

u = γ sur ∂Ω,

où H est la fonction de Heaviside i.e

H(t) = 1 si t ≥ 0 et H(t) = 0 si t < 0.

4 Historique du problème.

Dans cette section, nous considérons quelques travaux se rapportant à notre problème. Cet
historique est en aucun cas exhaustive.

L.E. Frankael et M.S. Berger, en 1974 dans [66] ont initié l’étude des problèmes elliptiques à
second membre discontinu. Les auteurs ont étudié des équations gouvernant le mouvement d’un
fluide idéale et les méthodes d’approches sont purement variationnelles. Depuis, l’étude de ces
problèmes n’a cessé de se développer. Nous signalons le travail de R.Temam [109] qui a généralisé
le problème précédent pour une large classe de fonctions.

En 1981, R. Alexander et B. Fleishman [5] ont changé le cadre traditionnelle en introduisant
un problème elliptique à second membre discontinu qui comporte la fonction de Heaviside. Ils
démontrent l’existence des solutions et caractérisent leurs frontières libres.
Durant la même période, G. Keady [80] a repris le problème de Alexander et Fleishman pour
étudier les propriétés qualitatives de l’ensemble "frontière libre" en précisant le diamètre et l’aire
de l’ensemble.
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Quelques années plus tard, A. Ambrosetti et M. Badiale [13] ont étudié un problème général
qui comporte un second membre discontinu en utilisant les méthodes variationnelles. D’autres
généralisations ont été faite pour le p-Laplacien. (Voir [20]).

5 Énoncé des résultats

Dans cette section, nous résumons les résultats essentiels de cette thèse.
Notre but dans cette thèse est d’étudier le problème à frontière libre suivant :

(Ph)




−∆u = f(u)H(u− µ) dans Ω

u = h sur ∂Ω,

où Ω est la boule unité de IRn, f, h des fonctions données, H est la fonction de Heaviside et µ
est un paramètre réel positive.

Avec des estimations à priori, nous montrons que le problème (Ph) se ramène au cas où f(u) = λ
une constante i.e

(P )




−∆u = λH(u− µ) dans Ω

u = h sur ∂Ω.

Nous avons d’abord étudié le problème (P0) dit problème réduit en démontrant l’existence de
deux solutions radiales positives. Nous avons démontré le théorème suivant.

Supposons les hypothèses suivantes.
f1) La fonction f est k−lipstchizienne, croissante, positive et il existe deux constantes k, β > 0

telles que f(s) ≤ ks + β avec k < min{λ1, 1}.

f2) La fonction f est dérivable et constante sur l’intervalle de la forme [0, c] où c > β
2n−k .

f3) Il existe µ∗ > 0 telle que
f(µ∗)

µ∗
= Mn,

où
Mn =

n(n− 2)

( 2
n)

2
n−2 − ( 2

n)
n

n−2

.

L’existence des solutions du problème réduit (P0) est donnée par ce théorème.

Théorème 0.1 a) Supposons que f1), f2) et f3) sont satisfaites. Alors le problème réduit (P0)
admet une solution u > 0 telle que la frontière libre {(r, θ) ∈ Ω;u(r, θ) = µ∗} est une sphere de
rayon r0 = ( 2

n)
1

n−2 .

b) Supposons que f1), f2) sont satisfaites. Si

f(µ)
µ

> Mn,

alors le problème réduit (P0) possède deux solutions positives, radiales et leurs frontières libres
sont respectivement deux sphères de rayons r1 et r2 différents de ( 2

n)
1

n−2 .
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5. Énoncé des résultats

Un deuxième résultat d’existence de solutions qui concerne le problème (Ph) obtenu en étudiant
l’effet de la perturbation h sur les solutions du problème réduit (P0) et leurs frontières libres. On
a alors, le théorème suivant

Théorème 0.2 Supposons que f1), f2) sont satisfaites et il existe µ > 0 tel que

f(µ)
µ

> Mn,

où
Mn =

n(n− 2)

( 2
n)

2
n−2 − ( 2

n)
n

n−2

, pour n ≥ 3.

Soit ||h||∞ = max
x∈∂Ω

|h(x)|. Si la fonction h est assez petite avec 0 ≤ ||h||∞ < µ, alors le problème

(Ph) possède deux solutions positives et leurs frontières libres sont des hypersurfaces analytiques.

La démonstration est basée sur la formulation d’une équation intégrale de la solution et en uti-
lisant le théorème des fonctions implicites pour démontrer l’existence de la perturbation causée
par h.

Dans le cas où le théorème des fonctions implicites ne fonctionne plus, un phénomène de bi-
furcation apparaît pour le problème réduit (P0) et nous utilisons le théorème de bifurcation de
Crandall-Rabinowitz pour démontrer l’émergence des solutions bifurquées.

Une autre question étudié dans cette thèse concerne la régularité optimale de la frontière libre.
Après qu’on a démontré une régularité initiale de la frontière, nous avons utilisé la méthode des
hodographes pour obtenir l’analyticité. On a le résultat suivant.

Proposition 0.1 Sous les conditions du Théorème 0.2, la frontière libre est une hypersurface
analytique.

Nous nous intéressons ensuite à l’influence de la discontinuité sur les solutions. Pour cela, on a
étudié le problème suivant

(S0)




−∆u = f(u)H(µ− u) dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω.

L’une des difficultés est que la technique utilisée dans le premier chapitre n’est pas applicable.
En plus un résultat d’unicité apparaît.

Nous avons supposé les hypothèses suivantes
H1) La fonction f(s) est positive pour s > 0, croissante et f est k-Lipschitzienne avec k ∈ (0, λ1).
H2) Pour µ > 0, on suppose

δ :=
f(µ)

µ
> λ1

où λ1 est la première valeur propre de −∆ dans H1
0 (Ω).

H3) La fonction f(s)/s est décroissante.

Le résultat principal obtenu est le théorème suivant.

7



Théorème 0.3 Sous les hypothèses précédentes, le problème (S0) possède une solution unique
positive. En plus, l’ensemble {x ∈ Ω u(x) = µ} est une boule de rayon ρ ∈ (0, 1) centré à
l’origine.

La démonstration est basée sur la technique des inégalités variationelles combiné avec le théorème
de point fixe.
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1

Préliminaire

1.1 Rappels sur quelques espaces fonctionnels.

Le but de ce premier chapitre est d’introduire la terminologie et les outils qui seront utilisés
tout au long de ce travail.

Soit Ω un sous ensemble ouvert, borné régulier et non vide de IRn, (n ≥ 2). Soit ∂Ω sa frontière
et Ω la fermeture.

Soit Ck(Ω), (k ≥ 0) l’espace des fonctions continues dont toutes les dérivées jusqu’a l’ordre
k sont continues sur Ω. On définit aussi l’espace

C∞(Ω) =
⋂

k∈IN
Ck(Ω)

et on note C∞
0 (Ω) l’espace des fonctions C∞(Ω) à support compact.

Définition 1.1 Pour k ≥ 0 et 0 < α ≤ 1, on note Ck,α(Ω) l’espace des fonctions hölderiennes
avec l’exposant α qui est constitué des fonctions Ck(Ω) telle que pour tout multi indice β, |β| = k

sup{|D
αu(x)−Dαu(y)|
|x− y|α , x, y ∈ Ω, x 6= y} < ∞.

Définition 1.2 Soit Lp(Ω) l’espace des fonctions de Lebesgue. L’espace de Sobolev, noté Wm,p(Ω)
est constitué des fonctions de Lp(Ω) dont les dérivées partielles jusqu’a l’ordre m au sens des
distributions s’identifient à des fonctions de Lp(Ω).

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω), ∀α ∈ IN, |α| ≤ m ⇒ Dαu ∈ Lp(Ω)}.

L’espace de Sobolev Wm,p(Ω) est un espace de Banach muni de la norme

||u||m,p = (
∑

0≤α≤m

||Dαu||pLp)
1
p

Définition 1.3 On note Wm,p
0 (Ω) l’adhérence de l’espace C∞

0 (Ω) dans Wm,p(Ω) au sens de la
norme ‖.‖m,p.

Maintenant, on définit la trace d’une fonction u de Wm,p(Ω) sur le bord de Ω. Plus précisement :

9



Chapitre 1. Préliminaire

Théorème 1.1 Soit Ω ⊂ IRn un ouvert régulier. Alors il existe une application linéaire et conti-
nue γ0 dite "application trace" de Wm,p(Ω) dans Lp(∂Ω) telle que si u ∈ C(Ω) ∩ Wm,p(Ω),
l’image γ0(u) est la fonction x → u(x) bien définie sur ∂Ω.

La caractérisation des espaces de traces de ces fonctions est donnée par le théorème suivant

Théorème 1.2 Les hypothèses étant celles du théorème précédent, on a alors

W
m− 1

p
,p(∂Ω) = γ0(Wm,p(Ω)).

Pour plus de détails sur les espaces de Sobolev, voir [1].

1.2 Résumé sur la théorie des systèmes elliptiques.

On commence cette section par rappeler les définitions d’une fonction et d’une frontière
analytique.

1.2.1 Analyticité

Soit Ω ⊂ IRn un ensemble ouvert et définissons

D := (D1, ..., Dn), Dj :=
1
i

∂

∂yj
, 1 ≤ j ≤ n

Définition 1.4 Une fonction f : Ω ⊂ IRn → IR est dite analytique réelle sur Ω si pour tout
s0 ∈ Ω, il existe r > 0 et une constante {ak}k∈IN ⊂ IR telles que

f(s) =
∑

k

ak(s− s0)k, |s− s0| < r.

Définition 1.5 Soit w ⊂ IRn un ouvert borné. On dit que la frontière ∂w est analytique réelle
si pour tout point x0 ∈ ∂w, il existe r > 0 et une fonction analytique réelle γ : IRn−1 → IR telles
que, on a

w ∩B(x0, r) = {x ∈ B(x0, r)/xn > γ(x1, ..., xn−1}.

1.2.2 Système elliptique.

Soit Ω ⊂ IRn un ensemble ouvert et définissons

D := (D1, ..., Dn), Dj :=
1
i

∂

∂yj
, 1 ≤ j ≤ n

Soit Lkj(y, D), 1 ≤ j, k ≤ n un opérateur différentiel avec des coefficients continus. Considé-
rons le système d’equations aux dérivées partielles de variables u1, ..., un

n∑

j=1

Lkj(y, D)uj(y) = fk(y) dans Ω, 1 ≤ k ≤ n (1)

Définition 1.6 Pour chaque équation, on introduit un nombre entier sk ≤ 0, appelé "Poids" et
pour chaque variable un entier poids tj ≥ 0 telle que

Ordre Lkj(y,D) ≤ sk + tj dans Ω, 1 ≤ k ≤ n,

max
k

sk = 0

On prend par convention Lkj(y,D) ≡ 0 si sk + tj < 0

10



1.2. Résumé sur la théorie des systèmes elliptiques.

Si on écrit
Lkj(y, D) =

∑

|α|≤sk+tj

aα
kj(y)Dα,

alors la partie principale de Lkj(y, D) est notée L′kj(y, D) quand le polynôme

L′kj(y, ξ) =
∑

|α|=sk+tj

aα
kj(y)ξα, ξ ∈ IRn

est le symbol principal de Lkj(y,D)

Définition 1.7 On dit que le système (1) est elliptique au point y0 si la matrice

(L′kj(y0, ξ))kj

est non-dégénéré i.e rang(L′kj(y0, ξ))kj = n, pour tout ξ ∈ IRn \ {0} et pour chaque paire ce
vecteur independent ξ, η ∈ IRn, le polynôme

p(z) = detL′kj(y0, ξ + zη))

admet exactement µ = 1
2degp racines avec une partie imaginaire positive et µ = 1

2degp racines
avec une partie imaginaire négative.

Remarque 1.1 La condition des racines est vérifiée automatiquement si n ≥ 3.
Supposons que y0 est fixé, les solutions de l’équation homogène avec les coefficients constants
suivante

n∑

j=1

L′kj(y0, D)uj(y) = 0, y ∈ IRn, 1 ≤ k ≤ n (2)

qui ont la forme uj(y) = cjeiyξ, cj ∈ C, 0 6= ξ ∈ IRn. Le système est non dégénéré ssi
c1 = ... = cn = 0 pour tout 0 6= ξ ∈ IRn, y0 ∈ Ω et toute solution est dite exponentielle , ce qui
revient à dire que la condition de non-dégénèrence est vérifiée si la partie principale de (1) qui
est (2) n’admet aucune solution exponentielle non triviale.

Considérons maintenant le système général d’équations

Fk(y, u(y), Du(y), ..., Dlu(y)) = 0 dans Ω, 1 ≤ k ≤ n (3)

Où u = (u1, ..., un) et Dm représente la dérivée d’ordre m. Le système (3) est elliptique pour
la solution u au point y0 ∈ Ω s’ils existent les poids s1, ..., sn et t1, ..., tn tels que les équations
linéarisées

n∑

j=1

Lkj(y0, D)uj(y) :=
d

dt
Fk(y0, u(y0) + tu, Du(y0) + tDu, ..., Dlu(y0) + tDlu)|t=0 = 0 (SL)

constitue un système elliptique au point y0 au sens précédent.

Supposons maintenant que Ω est de classe C1 et soit Bhj(y, D), 1 ≤ h ≤ µ, 1 ≤ j ≤ n un
opérateur différentiel avec des coefficients continus.

11



Chapitre 1. Préliminaire

Définition 1.8 On dit que l’ensemble des conditions aux bords
n∑

j=1

Bhj(y, D)uj(y) = gh(y) sur S ⊂ ∂Ω, 1 ≤ h ≤ µ

est coercive au point y0 pour le système (1) si
– Le système (1) est elliptique au point y0 et 2µ =

∑n
j=1(sj + tj) ≥ 0

– Ils existent des entiers rh, 1 ≤ h ≤ µ tels que l’ordre de Bhj(y0, D) est au plus rh + tj

– Le problème homogène suivant
n∑

j=1

L′kj(y0, D)uj(y) = 0 dans {y ∈ IRn : (y − y0).ν(y0) > 0}

n∑

j=1

B′
hj(y0, D)uj(y) = 0 sur {u ∈ IRn : (y − y0)ν(y0) = 0}

Où 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ h ≤ µ et B′
hj la partie de Bhj d’ordre rh + tj n’admet aucune solution

exponentielle borné non triviale de la forme

uj(y) = eiξ(y−y0)ϕj((y − y0).ν(y0)), 1 ≤ j ≤ n

pour ξ ∈ IRn \ {0} orthogonal au vecteur normal ν(y0) de ∂Ω au point y0.

L’ensemble des conditions aux bords

Gh(y, u(y), Du(y), ..., Dlu(y)) = 0 sur S, 1 ≤ h ≤ µ (4)

est coercive pour la solution u au point y0 ∈ S s’ils existent les poids r1, ..., rn et t1, ..., tn tels
que l’ensemble des conditions aux bords

n∑

j=1

Bhj(y0, D)uj(y) :=
d

dt
Gh(y0, u(y0) + tu,Du(y0) + tDu, ...,Dsu(y0) + tDsu)|t=0 = 0

est coercive au point y0 pour le système linéarisé (SL) au sens précédent.

Dans [83], on peut trouver les deux théorèmes classiques suivant

Théorème 1.3 Supposons que u1, ..., un est solution de (3)− (4) dans Ω
⋃

S et que Fk, 1 ≤ k ≤
n,Φh, 1 ≤ h ≤ q sont des fonctions analytiques de y, u1, ..., un et leurs dérivées. Assumons que
uj ∈ Ctj+r0(Ω), r0 = maxh(0, 1 + rh). Si les systèmes linéarisés de (3) − (4) sont elliptiques et
coercives au point 0, alors (3)− (4) sont elliptiques et coercive dans un voisinage (Ω

⋃
S)

⋂
Bε(0)

pour un ε > 0.

Théorème 1.4 Supposons que u = (u1, ..., un) est solution de

Fk(y, u(y), Du(y), ..., Dlu(y)) = 0 dans U, 1 ≤ k ≤ n (3)

Φh(y, u(y), Du(y), ..., Dlu(y)) = 0 sur S, 1 ≤ h ≤ q (4),

où (3)− (4) est elliptique et coercive avec les poids sk, tj , rh, 1 ≤ j, k ≤ n, 1 ≤ h ≤ q. Supposons
que Fk, Φh sont des fonctions analytiques de y et des dérivées de u. Soit r0 = maxh(0, 1 + rh).
Si uj ∈ Ctj+r0,α(Ω) pour un certain α > 0, alors uj sont analytiques dans Ω, 1 ≤ j ≤ n.

12



1.3. Élément de la théorie de bifurcation.

1.3 Élément de la théorie de bifurcation.

Nous présentons ici deux théorèmes fondamentaux utilisés dans cette thèse. Le premier est
le théorème des fonctions implicites et le deuxième concerne la bifurcation d’une valeur propre
simple dû à Grandall-Rabinowitz.

Soient X,Y, Z trois espaces de Banach et V ⊂ X,U ⊂ Y deux sous ensembles ouverts.

Théorème 1.5 Soit f ∈ Ck(V × U,Z), k ≥ 1 et soit (λ∗, u∗) ∈ V × U telle que

f(λ∗, u∗) = 0.

Si f ′u(λ∗, u∗) est une application linéaire continue inversible, alors il existe un voisinage V ∗ de
λ∗ et un voisinage U∗ de u∗ et une application g ∈ Ck(V ∗, Y ) telle que

f(λ, u) = 0, (λ, u) ∈ V ∗ × U∗ ⇔ u = g(λ)

Pour la démonstration, on peut voir [6].

Maintenant, notons par S = {(λ, u) ∈ X × Y, u 6= 0, f(λ, u) = 0} l’ensemble des solutions
non triviales de l’équation f(λ, u) = 0.
Il peut se passer que pour quelques valeurs du paramètre λ, il existe une ou plusieurs solutions de
l’équation f(λ, u) = 0. Ces valeurs de λ sont appelées les points de bifurcation. La caractérisation
de ces points est donnée par la proposition suivante

Proposition 1.1 Une condition nécessaire pour que λ∗ soit un point de bifurcation pour f est
que la dérivée partielle f ′u(λ∗, 0) est non inversible.

En utilisant ce résultat, nous avons le théorème suivant.

Soient N = Ker(f ′u(λ∗, 0)) et R l’image de f ′u(λ∗, 0). Introduisons les hypothèses suivantes

1. Supposons que la dimN = CodimR = 1.

2. La dérivée mixte f ′′u,λ(λ∗, 0)u∗ /∈ R, pour tout u∗ ∈ N avec u∗ 6= 0.

Théorème 1.6 ( Crandall-Rabinowitz). Supposons que les deux hypothèses précédentes sont sa-
tisfaites.Alors (λ∗, 0) est un point de bifurcation et il existe une courbe unique (λ, ψ) : (−a, a) →
IR× Z satisfaisant 




f(λ(s), su∗ + ψ(s)) = 0,

λ(0) = λ∗, ψ(0) = 0,

où a > 0 et Z est le complémentaire de N dans X.

Pour plus de détails, voir [55].

1.4 Fonction de Green et harmoniques sphériques.

Dans cette section, nous rappelons la théorie des harmoniques sphériques, ainsi quelques
fonctions spéciales utiles pour la suite.
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Chapitre 1. Préliminaire

1.4.1 Harmoniques sphériques.

Soit (x1, .., xn) les coordonnées cartésiennes d’un espace Euclidien de dimension q. Soit

τ =
√

x2
1 + x2

2 + ... + x2
n,

alors la representation
x = τξ

où ξ = (ξ1, .., ξq) et |ξ| = 1 représente un système de coordonnées de points sur la surface unité
de dimension q.

On note par

∆q = (
∂

∂x1
)2 + (

∂

∂x2
)2 + ... + (

∂

∂xq
)2

l’opérateur de Laplace.

Définition 1.9 Soit Hn(x) un polynôme homogène de degré n en dimension q qui satisfait

∆qHn(x) = 0.

Alors
Sn(ξ) =

1
τn

Hn(τξ) = Hn(ξ)

est dite harmonique sphérique de degré n en dimension q.

Définition 1.10 Soit Pn(t) un polynôme homogène de degré n avec les propriétés suivantes

i) Pn(1) = 1.

ii) Pn(t) est la solution de l’équation différentielle

d

dt
[(1− t2)

d

dt
Pn(t)] + n(n + 1)Pn(t) = 0.

Le polynôme Pn(t) est dit "polynôme de Legendre".

Remarque 1.2 Une formule qui détermine les polynômes de Legendre est la formule de Ro-
drigues suivante

Pn(t) =
1

2nn!
dn

dtn
[(t2 − 1)n]

pour un t ∈ (0, 1).

Un résultat qui caractérise les harmoniques sphériques est donné par le théorème suivant

Théorème 1.7 (Théorème d’addition).
Soit Sn,j une base orthonormale de N(q, n) harmoniques sphériques d’ordre n et de dimension
q. Alors

N(q,n)∑

j=1

Sn,j(ξ)Sn,j(η) =
N(q, n)

wq
Pn(ξ.η)

où Pn(.) est un polynôme de Legendre de degré n et wq = 2π
q
2

qΓ( q
2
)
.
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1.4. Fonction de Green et harmoniques sphériques.

Un autre résultat nécessaire qui donne une propriété intéressante des polynômes de Legendre est
le lemme suivant

Théorème 1.8 Pour q ≥ 3, 0 ≤ x < 1 et −1 ≤ t ≤ 1. On a :

∞∑

n=0

Cn(q)xnPn(q, t) =
1

(1 + x2 − 2xt)
q−2
2

où Cn(q) = Γ(n+q−2))
Γ(q−2)Γ(n+1)) .

Lemme 1.1 Si x = Rξ; y = τη et R > τ, alors

|x− y|2−q = R2−q
∞∑

n=0

Cn(q)(
τ

R
)nPn(ξ.η).

Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur à [92].

1.4.2 Développement de la fonction de Green en harmoniques sphériques.

Cette sous section est consacrée au développement de la fonction de Green du Laplacien en
harmoniques sphériques.

Soit B(0, 1) la boule unité de IRn et wn son volume.

Définition 1.11 La solution fondamentale de l’équation de Laplace est donnée par

G0(r) =




− 1

2π lnr, n = 2,

1
n(2−n)wn

r2−n, n ≥ 3.

Ainsi la fonction de Green pour la boule unité est donnée par

G(x, y) = G0(|x− y|)−G0(|y||x− y

|y|2 |).

Voir [61], [62].

En utilisant les coordonnées polaires (r0, θ) pour x et (r0, θ
′) pour y, nous avons

G(r0, θ, r0, θ
′) = G0(r0

√
2(1− cosγ))−G0(

√
1 + r4

0 − 2r2
0cosγ) (A)

avec γ l’angle entre θ et θ′.

Maintenant, en utilisant le théorème d’addition précèdent, nous donnons un développement du
second terme de (A). Nous avons

(C1) G0(
√

1 + r4
0 − 2r2

0cosγ) =
1

n(2− n)wn

∞∑

l=0

(l + n− 3)!
l!(n− 3)!

((r0)2)lPl(n, cosγ)

avec

(C2) Pl(n, cosγ) =
nwn

N(n, l)

N(n,l)∑

m=1

Ylm(θ)Ylm(θ′)
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Chapitre 1. Préliminaire

où Ylm est une base orthonormale d’harmonique sphérique de degré l et de dimension n et pour
tout l, le nombre d’harmonique sphériques est

(C3) N(n, l) = (2l + n− 2)
(l + n− 3)!
l!(n− 2)!

En utilisant (C1),(C2) and (C3), nous obtenons

(C4) G0(
√

1 + r4
0 − 2r2

0cosγ) =
1

(2− n)nwn
−

∞∑

l=1

r2l
0

2l + n− 2

N(n,l)∑

m=1

Ylm(θ)Ylm(θ′)

D’autre part, nous utilisons le lemme 1.1 combiné avec le théorème d’addition pour obtenir

(C5) G0(|r0θ − r0θ
′|) =

r2−n
0

(2− n)nwn
− r2−n

0

∞∑

l=1

1
2l + n− 2

N(n,l)∑

m=1

Ylm(θ)Ylm(θ′).

On remarque que les deux séries convergent uniformément dans |θ − θ′| ≥ η > 0.
En combinant (C4) et (C5), nous obtenons le développement de la fonction de Green dans les
harmoniques sphériques

G(r0, θ, r0, θ
′) = r2−n

0 { rn−2
0 − 1

(n− 2)nwn
−

∞∑

l=1

(
1− r2l+n−2

0

2l + n− 2
)

n(N,l)∑

m=1

Ylm(θ)Ylm(θ′)}.

1.4.3 Quelques estimations utiles.

Lemme 1.2 Soit x un vecteur fixe de la sphère unité ∂Bn dans la dimension n, alors il existe
un système orthonormale {ε1, ..., εn} tel que les points de ∂Bn peuvent être représentés par

ηn = cosθx + sinθηn−1, pour θ ∈ [0, π],

avec (x, ηn) = cosθ. Ici ηn−1 est le vecteur unité dans l’espace engendré par ε1, ..., εn−1, et (., .)
note le produit scalaire de x et ηn.

Preuve.
Tout d’abord, puisque x1 = x est différent de 0, alors il existe (n− 1)-vecteurs x2, ..., xn tels que

S = {x1, x2, ..., xn}
est une base dans l’espace Euclidien IRn.

Maintenant, nous utilisons le processus d’orthogonalisation de Gram-Schmidt dans le sens suivant

yn = x1 = x

yn−1 = x2 − c1x1

y1 = xn − cn−1xn−1 − ......− c1x1,

où ci sont choisis pour orthogonaliser. Divisons yi par sa norme ||yi|| pour trouver εi = yi

||yi|| , i =
1, 2, ..., n.
Nous remarquons que puisque εn = x, alors, nous aurons que les points de ∂Bn sont représentés
par

ηn = cosθx + sinθηn−1

avec θ ∈ [0, π].
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1.5. Rappel sur les inégalités variationnelles.

Lemme 1.3 Soit Bn(0, 1) la boule unité de dimension n. Alors pour un x ∈ ∂Bn(0, 1).
∫

∂Bn(0,1)
|x− y|2−ndwn(y) ≤ 2meas(∂Bn−1(0, 1))

où meas(.) est la mesure de Lebesgue.

Preuve.
Par le résultat du lemme précédent, on a

y = cosθx + sin θηn−1,

avec θ ∈ [0, π].
D’autre part

|x− y| =
√

(x− y, x− y)

=
√
||x||2 + ||y||2 − 2(x, y)

=
√

2− 2(x, y).

Ainsi

I :=
∫

∂Bn(0,1)
|x− y|2−ndwn(y) =

∫ π

0

∫

∂Bn−1(0,1)
(
√

2− 2cosθ)2−n(sinθ)n−2dwn−1(y)dθ

= 2
2−n

2 meas(∂Bn−1(0, 1))
∫ π

0
(1− cosθ)

2−n
2 (sinθ)n−2dθ

Soit cosθ = t, avec t ∈ [−1, +1]. Alors

I = 2
2−n

2 meas(∂Bn−1(0, 1))
∫ +1

−1
(1− t)

2−n
2 (

√
1− t2)n−2 dt√

1− t2

= 2
2−n

2 meas(∂Bn−1(0, 1))
∫ +1

−1
(1− t)

−1
2 (1 + t)

n−3
2 dt

≤ 2
−1
2 meas(∂Bn−1(0, 1))

∫ +1

−1
(1− t)

−1
2 dt

= 2meas(∂Bn−1(0, 1)).

1.5 Rappel sur les inégalités variationnelles.

Nous rappelons ici quelques résultats essentiels que nous utilisons par la suite. Il s’agit de la
théorie des inégalités variationnelles introduit et développé par G. Stampacchia.(Voir [83]).

Définition 1.12 Soit X un espace de Banach reflexive avec un dual X ′. On note par < ., . > le
produit dual entre X et X ′.
Soit K ⊂ X un ensemble convexe borné et soit A un opérateur A : K → X ′.

L’inégalité
< Au, ξ − u >≥ 0 ∀ξ ∈ K.

est dite inégalité variationnelle.
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Chapitre 1. Préliminaire

Définition 1.13 1)Un opérateur A : K → X ′ est dit monotone si

< Au−Av, u− v >≥ 0 ∀u, v ∈ K.

2) Un opérateur A est dit strictement monotone si

< Au−Av, u− v >= 0 implique u = v.

Un premier résultat concernant l’inégalité variationnelle est donné par le théorème suivant

Théorème 1.9 Soit K en ensemble convexe borné de X et soit A : K → X ′ un opérateur
monotone et continue dans un espace de dimension finie. Alors, il existe

u ∈ K : < Au, v − u >≥ 0, ∀v ∈ K.

En plus, si l’opérateur A est strictement monotone alors la solution u est unique.

Un cas particulier que nous utilisons dans cette thèse est l’inégalité variationnelle suivante.

Soit K = {v ∈ H1
0 (Ω), v ≥ ψ dans Ω}, avec Ω un domaine borné.

Pour f ∈ L2(Ω), on a l’inégalité
∫

Ω
∇u.∇(ξ − u)dx ≥

∫

Ω
f(ξ − u)dx, ∀ξ ∈ K (I)

Soit L un opérateur qui vérifie < Lu, v >=
∫
Ω∇u∇vdx, avec u, v ∈ H1

0 (Ω), alors on a

Théorème 1.10 Soit u une solution de l’inégalité variationnelle (I). Alors il existe une mesure
de Radon positive µ telle que

Lu = f + µ dans Ω

avec
suppµ ⊂ Γ := {x ∈ Ω, u(x) = ψ(x)}

En particulier,
Lu = f dans Ω \ Γ.

Un autre résultat qui caractérise la régularité de la solution de l’inégalité variationnelle est le
théorème suivant

Théorème 1.11 Soient f ∈ Lp(Ω), et u solution de l’égalité variationnelle (I). Alors u ∈
W 2,p(Ω) ∩ C1,α(Ω), α = 1− n

p .

Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur à [83].
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2

Problème réduit

Ce premier chapitre consacré au problème réduit, est constitué de trois sections, la première
concerne les résultats obtenues par A. Ambrosetti et M. Badiale en utilisant les méthodes va-
riationnelle [13]. Dans la deuxième section, on généralise l’étude du problème réduit pour un
p-Laplacien et finalement nous introduisons une méthode non variationnelle pour obtenir un
résultat nécessaire pour détecter d’éventuelle phénomène de bifurcation.

2.1 Méthode variationnelle.

Dans cette section, nous résumons l’approche variationnelle utilisé par Ambrosetti et Badiale
[13] pour démontrer l’existence des solutions du problème réduit (P0). L’idée essentielle est
d’utiliser le principe dual de Clark [54]. Ce principe à été introduit en 1981 par F. Clark pour
l’étude des systèmes Hamiltoniens (Voir [54]). En 1989, A. Ambrosetti et M. Badiale [13] ont
utilisé ce principe pour l’étude du problème elliptique avec second membre discontinu tu type

(A.B)




−∆u = f(u) + h(x) dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,

où Ω est un domaine borné de IRn, h est une fonction donnée et f une fonction qui peut avoir
des discontinuités.

Un cas particulier du problème (A.B) est notre problème à frontière libre suivant

(P0)




−∆u = f(u)H(u− µ) dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,

où H est la fonction de Heaviside et f une fonction continue.

Définition 2.1 Une solution du problème réduit (P0) est une fonction u ∈ W 2,2(Ω)
⋂

W 1,2
0 (Ω),

satisfaisant le problème (P0) au sens des distributions.

Soit λ1 la première valeur propre du Laplacien et ϕ1 la fonction propre correspondate.

Supposons les hypothèses suivantes.

A1) La fonction f(u) ≥ 0, pour u ≥ 0, f est k−lipschitzienne avec k ∈ (0, λ1) et croissante.
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Chapitre 2. Problème réduit

A2) Il existe µ > 0 tel que pour n ≥ 3, on a

2λ1
||ϕ1||L1

||ϕ1||2L2

<
f(µ)

µ
.

Le résultat principal de cette section est le théorème suivant.

Théorème 2.1 Supposons que les hypothèses A1) et A2) sont satisfaites, alors le problème (P0)
admet deux solutions u, v ∈ W 2,2(Ω)

⋂
W 1,2

0 (Ω).
En plus, u, v sont positives, radiales et leurs frontières libres {x ∈ Ω : u(x) = µ} et {x ∈ Ω :
v(x) = µ} sont respectivement deux sphères de IRn centrées à l’origine et de rayons r1, r2 ∈ (0, 1).

Remarque 2.1 Pour démontrer l’existence des solutions pour le problème réduit (P0), la mé-
thode variationnelle classique ne peut pas être appliquée directement puisque la fonctionnelle
associée au problème (P0) n’est pas de classe C1 (le second membre étant discontinu).

Étapes essentielles de la preuve du Théorème 2.1.

Soit p(u) = f(u)H(u− µ). Le problème (P0) devient



−∆u = p(u) dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,

Par le principe du maximum classique, les solutions u sont positives.

Soit m > 0 (assez grand) telle que Pm(u) := p(u) + mu est croissante, alors le problème ré-
duit peut être formulé sous la forme




−∆u + mu = Pm(u) dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω.

On définit la fonction multivoque suivante

p̂(s) :=





Pm(s) si s 6= µ,

T = [mµ, f(µ) + mµ] si s = µ,

et p∗ la fonction inverse p̂, i.e.
p∗(σ) = s ⇔ σ ∈ p̂(s).

La fonction p∗ est définie dans IR, continue et vérifie

p∗(σ) = µ ⇔ mµ ≤ σ ≤ f(µ) + mµ

Soit
P ∗(σ) =

∫ σ

0
p∗(τ)dτ

Par le Théorème 2.6, p 17 de [15], la fonction P ∗(σ) ∈ C1(IR, IR).

Les auteurs définissent ensuite l’opérateur de Green G ∈ (E, E) où E = L2(Ω) par :

G(σ) = u ⇔ (−∆ + m)u = σ, u ∈ W 2,2(Ω)
⋂

W 1,2
0 (Ω).
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2.1. Méthode variationnelle.

Soit
J : E → IR

la fonctionnelle
J(σ) =

∫

Ω
[P ∗(σ)− 1

2
σG(σ)]dx.

En utilisant un théorème classique (voir Théorème 2.9 p 22 de [15]), on affirme que J ∈ C1(E, IR).

Avec ces préparations, on peut donner un premier résultat concernant la fonctionnelle J.

Proposition 2.1 [12] Soit σ ∈ E telle que J ′(σ) = 0, alors u = G(σ) est solution du problème
réduit.

Maintenant, il reste à déterminer les points critiques de la fonctionnelle J. Pour cela on a le
lemme suivant

Lemme 2.1 [12] Il existe v ∈ E telle que J(v) = min
u∈E

J(u). En plus |{x ∈ Ω, v(x) = µ}| = 0

avec |.| la mesure de Lebesgue.

Le lemme 2.1 affirme que la fonctionnelle J possède un minimum globale au point v, ce qui assure
l’existence d’une solution du problème réduit (P0). D’autre part, les auteurs ont montré que sous
certaines conditions sur le comportement de la fonction f par rapport à µ, la fonctionnelle J
possède un autre point critique obtenue par le théorème du col. Pour obtenir ce point, il suf-
fit de vérifier que la fonctionnelle J possède une géométrie du col dite "Mountain pass geometry".

On a les trois lemmes suivants.

Lemme 2.2 Supposons que

2λ1
||ϕ1||L1

||ϕ1||2L2

<
f(µ)

µ
.

Alors, pour un m > 0 suffisamment petit, J(f(µ)
µ ϕ1) < 0.

Lemme 2.3 Il existe ρ, α0 telles que

J(e) ≥ α0, pour e ∈ E, ||e||
L

2n
n+2

= ρ.

Le troisième lemme montre que la fonctionnelle J vérifie la confition de Palais-Smale.

Lemme 2.4 Soit un ∈ E, une suite de (PS)c (c ∈ IR), i.e

J(un) → c et J ′(un) → 0.

Alors, il existe z ∈ E avec J(z) = c, J ′(z) = 0 telle que un converge faiblement vers z.

Nous renvoyons le lecteur vers [12] pour les démonstrations complètes de ces lemmes.

Par l’application du théorème du col [16], les auteurs affirment que la fonctionnelle J possède un
autre point critique u qui est solution du problème réduit.

Il reste à montrer la symétrie des solutions et caractériser les frontières libres correspondantes.
Pour cela, ils démontrent le résultat suivant.
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Chapitre 2. Problème réduit

Proposition 2.2 Sous les conditions précédentes, on a
i) Les points critiques u et v sont symétriques.

ii) ∂u
∂xn

< 0 et ∂v
∂xn

< 0 pour xn > 0.

iii) |{x ∈ Ω, u(x) = µ}| = 0 et |{x ∈ Ω, v(x) = µ}| = 0, avec |.| la mesure de Lebesgue.

La preuve est basée sur la symmetrisation de Steiner [76]. Pour plus de détails voir [12].

Ainsi, les points critiques u et v de la fonctionnelle J sont des solutions radiales du problème
réduit (P0) et leurs frontières libres sont des sphères de rayons r1, r2 ∈ (0, 1). Ceci prouve le
Théorème 2.1.

2.2 Généralisation au p-Laplacien.

Dans cette section, nous nous intéressons à l’étude du problème réduit suivant

(P1)




−∆pu = f(u)H(u− µ) dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,

où ∆pu = div(|∇u|p−2∇u) est le p-Laplacien (p > 2).

Le caractère non linéaire du p-Laplacien impose qu’il n’est pas facile de trouver une fonctionnelle
dual de classe C1 comme on a utilisés dans la précédente section. Pour cela, D. Arcoya et M.
Calahorrano [20] ont utilisés une théorie des points critiques pour des fonctionnelle non diffé-
rentiable dite localement lipschitzienne. Cette théorie développée par K.C.Chang [52] considère
les points critiques de la fonctionnelle comme des solutions d’un problème multivoque associé à
(P1). Plus précisément, la fonctionnelle associée au problème réduit (P1) est donnée par

J(u) =
1
p

∫

Ω
|∇u|pdx−

∫

Ω
F (u(x))dx

avec F (u) =
∫ u
0 f(s)H(s− µ).

Nous remarquons que la fonctionnelle J n’est pas Frechet differentiable.

Définition 2.2 Une solution du problème (P1) est une fonction u ∈ W 1,p
0 (Ω) solution du pro-

blème multivoque suivant
−∆pu ∈ f̂(u) p.p dans Ω

avec f̂ est une fonction multivoque donnée par

f̂(s) =





f(s) si s 6= µ,

[0, f(µ)] si s = µ.

Le résultat suivant démontré par D. Arcoya et M. Calahorrano [20] montre q’une solution du
problème réduit (P1) au sens de cette définition est un point critique de la fonctionnelle J i.e
u ∈ W 1,p

0 (Ω) telle que 0 ∈ ∂J(u) où ∂J(u) est le gradient généralisé de J (Voir [52]).

Soit λ1 la première valeur propre de −∆p avec une fonction propre correspondante ϕ1. (Voir
[19]).

Nous supposons les hypothèses suivantes

22



2.3. Méthode non variationelle

A′1) La fonction f est croissante et il existe deux constantes α, β > 0 telles que

f(s) ≤ α|s|p−1 + β avec α < λ1.

A′2) Il existe un µ > 0 telle que

(f(µ))
1

p−1

µ
>

p′m(Ω)λ
1

p−1

1 (
∫
Ω |ϕ1|p)

1
p−1

(
∫
Ω ϕ1)

p
p−1

avec p′ qui vérifie 1
p + 1

p′ = 1 et m(.) la mesure de Lebesgue.

Le résultat principal de cette section est donné par le théorème suivant

Théorème 2.2 Supposons que A′1) et A′2) sont satisfaites, alors il existe deux solutions positives
u, v ∈ W 1,p

0 (Ω) telles que

−∆pu = f(u)H(u− µ) p.p dans Ω.

En plus u, v sont radiales et ∂u
∂r < 0 et ∂v

∂r < 0 avec r = |x|.

La preuve du Théorème 2.2 est basée sur l’artifice du gradient généralisé qui consiste à montrer
qu’il existe une fonction qui minimise la fonctionnelle J. D’autre part, et pour obtenir l’autre
point critique, nous utiliserons une version du théorème de col donné par K.C. Chang[52].
Pour la symétrie des solutions, le même argument de la section précédente fonctionne et permet
de conclure que les solutions sont radiales.

Remarque 2.2 Le théorème 2.2 est un cas particulier du résultat obtenu par D. Arcoya et M.
Calahorrano [20]. Plus précisément, ils étudient le problème suivant

(A.C)




−∆pu = f(u) + h(x) dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,

avec Ω un domaine borné de IRn, h ∈ Lp′(Ω) avec p′ = p
p−1 et f : IR → IR une fonction

discontinue.
Nous avons appliqués le résultat obtenu pour un second membre de la forme f(u)H(u−µ). Nous
signalons qu’un travail similaire à été obtenu par S.M. Bouguima [31] où l’auteur a amélioré le
résultat de Arcoya et Calahorrano. Dans ce travail, S.M. Bouguima a utilisé la méthode des sous
et sur solutions combiné avec le gradient généralisé pour éliminer l’hypothèse A′1). Voir [31].

2.3 Méthode non variationelle

Dans cette section, nous proposons une approche différente que celles des deux premières
sections pour étudier le problème réduit (P0). Nous allons montrer qu’on peut obtenir plus
d’informations sur les solutions et leurs frontières libres par une méthode non variationnelle.
[24]. Pour cela, nous introduisons les hypothèses suivantes

f1) La fonction f est k−lipstchizienne, croissante, positive et il existe deux constantes k, β > 0
telles que f(s) ≤ ks + β avec k < min{λ1, 1}.
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Chapitre 2. Problème réduit

f2) La fonction f est dérivable et constante sur l’intervalle de la forme [0, c] où c > β
2n−k .

f3) Il existe µ∗ > 0 telle que
f(µ∗)

µ∗
= Mn,

où
Mn =

n(n− 2)

( 2
n)

2
n−2 − ( 2

n)
n

n−2

.

Le théorème suivant est le résultat principal de cette section. Il donne l’existence des solutions
du problème réduit (P0) et caractérise leurs frontières libres.

Théorème 2.3 a) Supposons que f1), f2) et f3) sont satisfaites. Alors le problème réduit (P0)
admet une solution u > 0 telle que la frontière libre {(r, θ) ∈ Ω;u(r, θ) = µ∗} est une sphere de
rayon r0 = ( 2

n)
1

n−2 .

b) Supposons que f1), f2) sont satisfaites. Si

f(µ)
µ

> Mn,

alors le problème réduit (P0) possède deux solutions positives, radiales et leurs frontières libres
sont respectivement deux sphères de rayons r1 et r2 différents de ( 2

n)
1

n−2 .

Commençons par le lemme suivant.

Lemme 2.5 ( Estimation à priori)
Si u est une solution positive, radiale du problème réduit (P0), alors 0 < u ≤ β

2n−k dans Ω.

Preuve. Tout d’abord, soit u une sursolution du problème réduit vérifiant

(P̃ )




−∆u = ku + β dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω.

Puisque la fonction u → ku+β est lipschtizienne, alors nous pouvons appliquer le fameux résultat
de [70] pour conclure que u est radiale et satisfait

(P̃r)





−r1−n∂/∂r(rn−1∂u/∂r) = ku + β, pour 0 < r < 1

u′(0) = 0

u(1) = 0.

Ainsi, nous avons
∂u

∂ρ
(ρ) = −ρ1−n

∫ ρ

0
sn−1(ku(s) + β)ds

= −βρ

n
− kρ1−n

∫ ρ

0
sn−1u(s)ds.

En intégrant entre [0, r], on a

u(r)− u(0) = −βr2

2n
− k

∫ r

0
t1−n

∫ t

0
τn−1u(τ)dτdt.
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2.3. Méthode non variationelle

Posons r = 1, nous observons que

u(0) =
β

2n
+ k

∫ 1

0
t1−n

∫ t

0
τn−1u(τ)dτdt.

Par ailleurs, nous utilisons le faite que u est strictement décroissante dans Ω (voir Théorème 2.1
de [70]), pour conclure que u(0) ≥ u(τ), pour tout τ ∈ (0, 1) et

u(0) ≤ β

2n
+ k

∫ 1

0
t1−n

∫ t

0
τn−1u(0)dτdt.

On en déduit que,

u(0) ≤ β

2n− k
.

Maintenant, soit u une solution du problème réduit (P0) et soit v = u− u.

Pour cela, on remarque que

−∆v = −∆u + ∆u

= ku + β − f(u)
≥ ku + β − (ku + β)
≥ kv.

La fonction v satisfait 


−∆v − kv ≥ 0 dans Ω,

v = 0 sur ∂Ω.

En utilisant le faite que k < λ1 et le principe du maximum (voir [87]) , nous concluons que la
fonction v ≥ 0 dans Ω.

Notons que dans le cas où −∆v = kv, alors v = 0. Ainsi, u = u dans Ω. Ceci implique que
u(r) ≤ u(r). On en déduit que,

0 < u(r) ≤ β

2n− k
, pour r ∈ [0, 1).

Ceci termine la preuve du lemme.

Maintenant, soit
w := {(r, θ) ∈ Ω; 0 ≤ r < r0; θ ∈ S}.

Par la suite, nous aurons besoin du résultat d’existence suivant.

Proposition 2.3 Supposons que la condition f1) est satisfaite, alors le problème

(3)




−∆u = f(u) dans w,

u = µ sur ∂w

admet une solution unique u, ∀µ > 0
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Chapitre 2. Problème réduit

Preuve.

i)Existence.
Notons que par l’hypothèse f1), il existe k ∈ (0, λ1), β > 0 telles que :

0 ≤ f(u) ≤ k|u|+ β

Nous montrerons que le problème (3) admet une sursolution u ∈ C2,α(w) ∩ C1,α(w) pour un
α ∈ (0, 1). En faite, comme k ∈ (0, λ1), alors le problème linéaire

(3i)




−∆u = ku + β dans Ω

u = µ sur ∂Ω

possède une solution unique u ∈ C2,α(Ω) ∩ C1,α(Ω) pour un α ∈ (0, 1). Voir [71], p107.

En appliquant le principe du maximum [87], théorème 2.5 , nous déduisons que

u > µ dans Ω.

Plus particulièrement, on a
u > µ dans w ⊂ Ω.

Ainsi 


−∆u = ku + β dans w

u > µ sur ∂w.

Ceci implique que u est une supersolution pour le problème (3).

D’autre part, nous remarquons que u = µ est une sous-solution du problème (3).

Un résultat standard permet de conclure que le problème (3) possède une solution u avec
µ ≤ u ≤ u (Voir [62]).
ii) Unicité.
Supposons que v1 et v2 sont deux solutions de (3), alors




−∆vi = f(vi) dans w,

vi = µ sur ∂w.

Pour i = 1, 2, nous définissons u = v1 − v2 et

ρ :=
1
k

f(v1)− f(v2)
v1 − v2

si v1 6= v2 et ρ = 0 si v1 = v2

On peut remarquer que la fonction u vérifie

(4)




−∆u = kρu dans w,

u = 0 sur ∂w.

Soit λi(ρ), i = 1, 2, ... les valeurs propres de (4). Alors

λ1(ρ) ≥ λ1(1) = λ1.
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2.3. Méthode non variationelle

Puisque ρ ≤ 1 et k < λ1, alors nous avons 0 ≤ kρ < λ1(ρ), qui implique que (4) admet seulement
une solution triviale. Cette contradiction montre que v1 ≡ v2. Ceci conclut que (3) possède une
solution unique.

Preuve du Théorème 2.3.

Tout d’abord, une éventuelle solution u et son gradient sont continues dans Ω. Une telle solution
vérifie le problème (P0) par le sens classique respectivement dans les deux régions u > µ et u < µ.

Soit
Γ = {(r0, θ), θ ∈ S} pour r0 ∈ (0, 1).

Ainsi, nous cherchons à obtenir une solution radiale u(r) du problème (P0) et une constante r0

telles que

(Pw)




−∆u = f(u) dans w,

−∆u = 0 dans Ω \ w.

Si u est solution de (Pw) avec u(r0) = µ, alors par le principe du maximum, u(r) > µ pour
0 ≤ r < r0. Pour r > r0, u est une fonction harmonique, alors son maximum est atteint sur le
bord. Le maximum µ est atteint sur la frontière libre Γ, donc u < µ et u satisfait le problème
réduit (P0).

Dans la région w, la solution u existe et est radiale (voir Proposition 2.3). Ceci permet de
remarquer que le maximum de u est atteint en r = 0 (voir [70, Théorème 1]). Ainsi

d := max
w

u = u(0) ≥ µ etf(d) ≥ f(µ)

puisque f est croissante .

Maintenant, dans w, la fonction u vérifie

r1−n∂/∂r(rn−1∂u/∂r) = f(u).

et nous avons
∂u

∂r
(r0 − 0) = −r1−n

0

∫ r0

0
sn−1f(u(s))ds

≥ −r1−n
0

∫ r0

0
sn−1f(d)ds

= −r0f(d)
n

où ∂u
∂r (r0 − 0) est la dérivée à gauche de u au point r = r0.

Dans la région, u ≥ µ, nous concluons que f(u) ≥ f(µ) et

∂u

∂r
(r0 − 0) = −r1−n

0

∫ r0

0
sn−1f(u(s))ds

≤ −r1−n
0

∫ r0

0
sn−1f(µ)ds
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Chapitre 2. Problème réduit

= −r0f(µ)
n

.

Ainsi,

−r0f(d)
n

≤ ∂u

∂r
(r0 − 0) ≤ −r0f(µ)

n
.

En appliquant le résultat du lemme 2.5, nous obtenons que d ∈ (0, β
2n−k ]. Puisque f est constante

sur cet intervalle, alors f(d) = f(µ). Nous déduisons que

∂u

∂r
(r0 − 0) = −r0f(µ)

n
(2.1)

D’autre part, en résolvant une équation différentielle dans la région Ω \ w, nous obtenons que

u(r) =
µr2−n

r2−n
0 − 1

− µ

r2−n
0 − 1

.

Ceci implique que
∂u

∂r
(r0 + 0) =

(2− n)µ
r0 − rn−1

0

. (2.2)

Maintenant, une solution radiale de (P0) est obtenue si u vérifie les conditions de transmission
sur la frontière libre, i.e, il existe r0 ∈ (0, 1) tel que u(r0) = µ et

∂u

∂r
(r0 − 0) =

∂u

∂r
(r0 + 0). (2.3)

En utilisant (2.1), (2.2) et (2.3), nous avons

f(µ)
µ

=
n(n− 2)
r2
0 − rn

0

. (2.4)

Nous observons que la fonction r0 → n(n−2)
r2
0−rn

0
possède un minimum unique Mn atteint au point

r0 = ( 2
n)

1
n−2 .

On constate par l’hypothèse f3), qu’il existe µ∗ tel que

f(µ∗)
µ∗

= Mn,

ainsi, il s’ensuit que l’equation (2.4) possède une seule racine r0 = ( 2
n)

1
n−2 et nous obtenons la

solution désirée u avec une frontière libre qui est une sphère de rayon r0. Ceci termine la preuve
du point a) de la proposition 2.3.

Maintenant, pour le cas b), si
f(µ)

µ
> Mn,

l’équation (2.4) possède deux racines différentes de ( 2
n)

1
n−2 . La preuve du théorème 2.3 est com-

plète.

28



3

Problème perturbé

Dans ce chapitre, nous allons présenter des résultats d’existence et de multiplicité des so-
lutions du problème (Ph) avec quelques propriétés sur leurs frontières libres correspondantes.
L’objectif est de construire des solutions du problème perturbé à partir des solutions du pro-
blème réduit. Nous commençons par étudier l’effet de la perturbation h sur les solutions obtenues.

Ici, nous proposons d’étudier le problème à frontière libre suivant.

(Ph)




−∆u = f(u)H(u− µ) dans Ω,

u = h sur ∂Ω = S,

Où Ω est la boule unité de IRn et H est la fonction d’Heaviside,f, h sont des fonctions données
et µ une constante.

3.1 Problème à frontière libre perturbé

Cette section est consacrée à l’étude de l’effet de la perturbation h sur les solutions du
problème réduit (P0) obtenue par la conclusion b) du Théorème 2.3. Nous allons présenter des
résultats d’existence de solutions du problème à frontière libre (Ph) en utilisant le théorème
des fonctions implicites. Une solution du problème (Ph) est une fonction u ∈ W 2,p(Ω), (p > 1)
vérifiant

−∆u = f(u)H(u− µ) dans Ω,

et la trace de u sur ∂Ω est égale à h.

Le résultat principal de cette section est le théorème suivant

Théorème 3.1 Supposons que f1), f2) sont satisfaites et il existe µ > 0 tel que

f(µ)
µ

> Mn,

où
Mn =

n(n− 2)

( 2
n)

2
n−2 − ( 2

n)
n

n−2

, pour n ≥ 3.

Soit ||h||∞ = max
x∈∂Ω

|h(x)|. Si h est assez petite avec 0 ≤ ||h||∞ < µ, alors le problème (Ph) possède

deux solutions positives et leurs frontières libres sont des hypersurfaces analytiques.

29



Chapitre 3. Problème perturbé

La méthode de démonstration du Théorème 3.1 est divisée en trois étapes. Nous commençons
par rappeler que sous les conditions de ce théorème, nous avons montré que le problème réduit
(P0) possède deux solutions radiales positives avec des frontières libres qui sont des sphères de
rayons r1, r2 ∈ (0, 1).

3.1.1 Ingrédients essentiels

Soit r0 l’une des valeurs r1 et r2. Par le Théorème 2.3, nous assurons que r0 6= ( 2
n)

1
n−2 . Ainsi,

la frontière libre est donnée par
u(r0, θ) = µ.

Nous proposons de chercher une frontière libre sous la forme r0 + b(θ), θ ∈ S où b est une pertur-
bation causée par h. Nous allons appliquer le théorème des fonctions implicites pour démontrer
l’existence de la fonction b. A cet effet, considérons quelques ensembles utiles pour la suite.

Soit
B = {b ∈ C(S, IR) et 0 ≤ r0 + b(θ) < 1, θ ∈ S}.

Puisque, nous cherchons une solution dans W 2,p(Ω), p > 1, alors la fonction h possède une trace
dans W 2,p(Ω) sur la frontière ∂Ω. Ainsi, h appartient à l’ensemble suivant

A = {h ∈ W
2− 1

p
,p(S, IR) : p > 1}.

Soit
w = {(r, θ) ∈ (0, 1)× S : 0 ≤ r < r0 + b(θ), θ ∈ S}.

Nous affirmons par la proposition 2.3 que dans la région w, le problème

(1)




−∆u = f(u) dans w,

u = µ sur ∂w

possède une solution unique notée u∗. On note aussi χw la fonction caractéristique de w. Alors,
on a le résultat suivant

Lemme 3.1 Supposons que l’hypothèse f1) est satisfaite et que 0 ≤ ||h||∞ < µ, pour µ > 0.
Soit

v =





u∗ dans w,

µ dans Ω \ w.

Alors le problème

(2)




−∆u = f(v)χw(r, θ) dans Ω,

u = h sur ∂Ω

possède une solution unique U0 ∈ C1,α(Ω, IR) avec α = 1− n
p .

Si, en plus U0(r0 + b(θ), θ) = µ avec 0 ≤ ||h||∞ < µ alors U0 est solution du problème (Ph).

Preuve. Tout d’abord, nous observons que f(v)χw ∈ Lp(Ω) pour p > 1, puisque

|f(v)χw| ≤ |f(v)| ≤ k|v|+ β

et v est bornée dans Ω, donc nous avons f(v)χw ∈ Lp(Ω) pour tout p > 1 et du Théorème 9.15
p 241 de [71], il existe une solution U0 du problème (2) dans W 2,p(Ω).
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3.1. Problème à frontière libre perturbé

Pour p > n, W 2,p(Ω) ⊂ C1,α(Ω, IR) avec α = 1− n
p .

Nous remarquons que U0 vérifie




−∆U0 = f(v) dans w,

−∆U0 = 0 dans Ω \ w

U0 = h sur ∂Ω.

En plus, s’il existe une fonction b ∈ B telle que U0(r0 +b(θ), θ) = µ, alors U0 devient une solution
de 




−∆U0 = f(v) dans w,

U0 = µ sur ∂w

−∆U0 = 0 dans Ω \ w

U0 = h sur ∂Ω.

L’unicité de la solution dans w, implique que

U0 = u∗ dans w.

Ainsi U0 satisfait 


−∆U0 = f(U0) dans w,

U0 = µ sur ∂w.

Par le principe du maximum,
min

w
U0 = min

∂w
U0 = µ.

Donc, on obtient que U0 > µ dans w.

De la même façons, nous avons




−∆U0 = 0 dans Ω \ w,

U0 = h sur ∂Ω

U0 = µ sur ∂w.

Comme 0 ≤ ||h||∞ < µ, alors
max
Ω\w

U0 = max
∂w

U0 = µ

et nous obtenons que U0 < µ dans Ω \ w. Ainsi, la fonction U0 vérifie



−∆U0 = f(U0)H(U0 − µ) dans Ω,

U0 = h sur ∂Ω.

Ceci termine la preuve du lemme 3.1.

Un autre résultat utile pour la suite est le lemme suivant
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Lemme 3.2 Supposons que l’hyothèse f1) est satisfaite. La fonction u∗ vérifie l’estimation sui-
vante

µ ≤ u∗ ≤ β

2n− k
.

Preuve.
Nous rappelons que la fonction u∗ est solution du problème suivant

(1)




−∆u = f(u) dans w,

u = µ sur ∂w.

Nous remarquons que u = µ est une sous-solution du problème (1).

D’autre part, nous montrerons que le problème (1) admet une supersolution u ∈ C2(w). En
faite, comme k ∈ (0, λ1), alors le problème linéaire

(1i)




−∆u = ku + β dans Ω

u = µ sur ∂Ω

possède une solution unique u ∈ C2,α(Ω) ∩ C1,α(Ω) pour un α ∈ (0, 1). Voir [71], p107.

En appliquant le principe du maximum [87], théorème 2.5 , nous déduisons que

u > µ dans Ω.

Plus particulièrement, on a
u > µ dans w ⊂ Ω.

Ainsi 


−∆u = ku + β dans w

u > µ sur ∂w.

Ceci implique que u est une supersolution pour le problème (1).

Un résultat standard permet de conclure que le problème (1) possède une solution u∗ avec
µ ≤ u∗ ≤ u (Voir [62]).

D’autre part, on sait que la fonction u est radiale et vérifie u(r) ≤ β
2n−k , pour r ∈ (0, 1).

(Voir la preuve du lemme 2.5).
Ainsi par uncité de la solution u∗ dans la région w, nous concluons que

µ ≤ u∗ ≤ β

2n− k
.

Ceci termine la preuve du lemme 3.2.

Par ce résultat, nous pouvons conclure que

µ ≤ v ≤ β

2n− k
,
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ainsi, le problème (2) devient



−∆u = f(µ)χw(r, θ) dans Ω,

u = h sur ∂Ω.

Le résultat du lemme 3.1 permet d’assurer l’existence de solution du problème perturbé à partir
de l’existence d’une fonction b ∈ B. ceci, nous ramène à résoudre l’equation

U0(r0 + b(θ), θ) = µ dans B. (E)

3.1.2 Représentation intégrale de la solution

Pour résoudre l’équation (E), nous avons besoin d’une forme explicite de la fonction U0. Une
telle forme est une representation intégrale donnée par le théorème suivant

Théorème 3.2 La solution U0 du problème (2) admet la representation suivante

U0(x) =
∫

∂Ω
P (x, y)h(y)dS − f(µ)

∫

Ω
G(x, y)χwdy,

où P est le noyau de Poisson et G la fonction de Green.

Remarque 3.1 La solution U0 du problème (2) n’est pas de classe C2, ainsi, nous ne pouvons
pas appliquer le Théorème 12 p 35 de [62].

Preuve du théorème 3.2. La démonstration est basée sur les lemmes suivants

Lemme 3.3 Soit v1 la fonction définie par

v1(x) =
∫

S
P (x, y)h(y)dS,

alors v1 vérifie le problème suivant




∆v1 = 0 dans Ω,

v1 = h sur ∂Ω = S.

Preuve du lemme 3.3. Voir Théorème 2.6 p 20 de [71].

Lemme 3.4 Soit v2(x) la fonction définie par

v2(x) = −f(µ)
∫

Ω
G(x, y)χwdy.

Alors v2 satisfait l’équation de Poisson −∆v2 = f(µ)χw dans Ω

Preuve du lemme 3.4. On remarque que la fonction de Green peut s’écrit sous la forme

G(x, y) = F (x, y)− φ(x, y) (Voir [61], p 58)

où F (x, y) est la solution fondamentale du Laplacien et φ(x, y) satisfait




∆yφ(x, .) = 0 dans Ω,

φ(x, .) = F (x, .) sur ∂Ω = S.
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On écrit la fonction v2(x) comme

v2(x) = v3(x)− v4(x)

où
v3(x) = −f(µ)

∫

Ω
F (x, y)χwdy,

et
v4(x) = −f(µ)

∫

Ω
φ(x, y)χwdy.

Nous remarquons, par le faite que la fonction φ(x, y) est harmonique que

∆v4(x) = ∆(−f(µ)
∫
Ω φ(x, y)χwdy)

= −f(µ)
∫
Ω ∆φ(x, y)χwdy

= 0

Maintenant, pour v3(x), nous posons g(x) := f(µ)χw qui appartienne à Lp(Ω), pour p > 1

Il reste à montrer que −∆v3 = g, pour cela, nous avons le résultat suivant

Proposition 3.1 La fonction v3 est dans l’espace de Beppo-Levi B2,p(Ω) et vérifie
−∆v3 = g.

Remarque 3.2 L’espace de Beppo-Levi est définie comme suit

B2,p(Ω) = {u ∈ Lp
loc(Ω),

∂2u

∂xixj
∈ Lp(Ω), i, j = 1, ..., n}.

Preuve de la proposition 3.1.

Premièrement, nous savons que pour un ensemble ouvert régulier, on a

∂2v3(x)
∂xixj

= −
∫

Ω

∂2F (x, y)
∂xixj

[g(y)− g(x)]dy

+g(x)
∫

∂Ω

∂F

∂xi
(x, y)nj(y)dS p.p dans Ω (∗∗)

(See [58], vol 1, p 292)

Nous observons aussi que la solution fondamentale est donnée par

F (x, y) =
1

n(n− 2)wn
|x− y|2−n, pour n ≥ 3

où wn est le volume de la boule unité dans IRn, ceci implique que

∂F
∂nx

(x, y) =
∑n

i=1
∂F
∂xi

(x, y)ni(y)

= ∂F
∂x (x, y)n(y)

= − (x−y)
nwn|x−y|n n(y).
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3.1. Problème à frontière libre perturbé

Pour y ∈ ∂Ω, la normale est donnée par n(y) = x−y
|x−y| .

Ainsi
∂F

∂nx
(x, y) = − 1

nwn|x− y|n−1
, ∀n ≥ 3.

Maintenant, puisque v3 ∈ B2,p(Ω) (Voir [58],Vol 4, corollaire 2, p 413), alors

∆v3 = g(x)
∫
∂Ω

∂F
∂nx

dS

= −g(x)
nwn

∫
∂Ω dS

= −g(x)

où |x− y| = 1 et
∫
∂Ω dS = nwn.

3.1.3 Résolution intégrale de l’équation.

Dans cette partie, nous nous intéressons à la résolution de l’équation intégrale (E). Nous
passons aux coordonnées polaires, nous obtenons

U0 (r, θ) =
∫

S
P

(
r, θ, θ′

)
h(θ′)dθ′

−f(µ)
∫

S
dθ′

∫ r

0
(r′)n−1χw(r′, θ′)G

(
r, θ, r′, θ′

)
dr′.

Nous définissons l’opérateur suivant

F : A× IR+ ×B → C(S, R) par :

F (h, µ, b)(θ) = U0(r0 + b(θ), θ)− µ

i.e,
F (h, µ, b)(θ) =

∫

S
P

(
r0 + b(θ), θ, θ′

)
h(θ′)dθ′

−f(µ)
∫

S
dθ′

∫ r0+b(θ′)

0
(r′)n−1G

(
r0 + b(θ), θ, r′, θ′

)
dr′ − µ.

Alors, nous avons le résultat suivant qui caractérise la frontière libre.

Théorème 3.3 Sous les conditions f1), f2) et la fonction h est assez petite avec 0 ≤ ||h||∞ < µ, il
existe un voisinage V de 0 dans A et une application unique b : V → B continûment differentiable
telles que

i) b(0) = 0
ii) F (h, µ, b(h)) = 0 pour h ∈ V

Remarque 3.3 1/Le théorème 3.3 montre que la dépendance de la frontière libre par rapport à
h est continûment différentiable.
2/Le théorème 4.2 dans [23] est vrai avec la condition f2).

La preuve du Théorème 3.3 est basée sur le théorème des fonctions implicites et les lemmes
suivants
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Lemme 3.5 L’opérateur F définie de A× IR+×B vers C(S, IR) est continûment differentiable
au point (0, µ, 0) ∈ A× IR+ ×B.

Preuve. Soit DjF la dérivée de Frechet de F, par rapport à la variable d’ordre j (j = 1, 2, 3.)
Nous allons montrer que F est continûment différentiable par rapport à la variable b. Nous
commençons par montrer que l’expression de la dérivée D3F (h, µ, b) est donnée par

D3F (h, µ, b)β(θ) = [
∫
S dθ′ ∂P

∂r (r0 + b(θ), θ, θ′)h(θ′)

−f(µ)
∫
S dθ′

∫ r0+b(θ′)
0 (r′)n−1dr′ ∂G

∂r (r0 + b(θ), θ, r′, θ′)]β(θ)

−f(µ)
∫
S dθ′(r0 + b(θ′))n−1G(r0 + b(θ), θ, r0 + b(θ′), θ′)β(θ′).

Soit L = D3F, alors

F (h, µ, b + β)(θ)− F (h, µ, b)(θ)− Lβ(θ) = I1 + I2 + I3,

avec
I1 =

∫
S P (r0 + b(θ) + β(θ), θ, θ′)h(θ′)dθ′ − ∫

S P (r0 + b(θ), θ, θ′)h(θ′)dθ′

− ∫
S Prh(r0 + b(θ), θ, θ′)h(θ′)dθ′β(θ)

I2 = −f(µ)
∫
S dθ′

∫ r0+b(θ′)+β(θ′)
0 (r′)n−1dr′G(r0 + b(θ) + β(θ), θ, r′, θ′)

+f(µ)
∫
S dθ′

∫ r0+b(θ′)
0 (r′)n−1dr′G(r0 + b(θ), θ, r′, θ′)

+f(µ)
∫
S dθ′

∫ r0+b(θ′)
0 (r′)n−1dr′Gr(r0 + b(θ), θ, r′, θ′)β(θ)

et
I3 = f(µ)

∫
S dθ′[r0 + b(θ′)]n−1G(r0 + b(θ), θ, r0 + b(θ′), θ′)β(θ′)

où
Pr =

∂P

∂r
Gr =

∂G

∂r

sont respectivement les dérivées partielles de P et G par rapport à r.

Tout d’abord, soit

ψh(r, θ) :=
∫

S
P (r, θ, θ′)h(θ′)dθ′, (r, θ) ∈ (0, 1)× S.

Par le théorème de Taylor, nous affirmons que

ψh(r0 + b(θ) + β(θ), θ)−ψh(r0 + b(θ), θ)− ∂ψ

∂r
h(r0 + b(θ), θ)β(θ) = o(|β|∞) quand |β|∞ → 0.

Ainsi,
I1 = o(|β|∞) quand |β|∞ → 0.

Soit

T = f(µ)
∫

S
dθ′

∫ r0+b(θ′)

0
(r′)n−1dr′G(r0 + b(θ) + β(θ), θ, r′, θ′).
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Nous ajoutons le terme T à I2 et nous le supprimons, nous obtenons

I2 = J1 + J2, avec

J1 = −f(µ)
∫
S dθ′

∫ r0+b(θ′)
0 (r′)n−1dr′G(r0 + b(θ) + β(θ), θ, r′, θ′)

+f(µ)
∫
S dθ′

∫ r0+b(θ′)
0 (r′)n−1dr′G(r0 + b(θ), θ, r′, θ′)

+f(µ)
∫
S dθ′

∫ r0+b(θ′)
0 (r′)n−1dr′Gr(r0 + b(θ), θ, r′, θ′), θ)β(θ)

et
J2 = −f(µ)

∫
S dθ′

∫ r0+b(θ′)+β(θ′)
r0+b(θ′) (r′)n−1G(r0 + b(θ) + β(θ), θ, r′, θ′)dr′.

Par des arguments similaires, on a

J1 = o(|β|∞) quand |β|∞ → 0.

Ainsi, il reste à estimer J2 +I3. Pour cela, nous ajoutons et supprimons le terme suivant à J2 +I3

f(µ)
∫

S
dθ′

∫ r0+b(θ′)+β(θ′)

r0+b(θ′)
(r′)n−1G(r0 + b(θ), θ, r′, θ′)dr′,

nous avons

J2 + I3 = −f(µ)
∫

S
dθ′

∫ r0+b(θ′)+β(θ′)

r0+b(θ′)
(r′)n−1dr′[G(r0 + b(θ) + β(θ), θ, r′, θ′)

−G(r0 + b(θ), θ, r′, θ′)]

−f(µ)
∫

S
dθ′[(

∫ r0+b(θ′)+β(θ′)

r0+b(θ′)
(r′)n−1G(r0 + b(θ), θ, r′, θ′)dr′)

−(r0 + b(θ′))n−1G(r0 + b(θ), θ, r0 + b(θ′), θ′)β(θ′)].

Nous estimons seulement la deuxième intégrale, la première se traite de la même manière. Le
faite que la fonction de Green se décompose en deux parties, une partie régulière et une autre
singulière. Nous considérons la partie singulière. Soit

K := −f(µ)
∫

S
dθ′

∫ r0+b(θ′)+β(θ′)

r0+b(θ′)
(r′)n−1dr′[G(r0 + b(θ), θ, r′, θ′)

−
(

r0 + b(θ′)
r′

)n−1

G(r0 + b(θ), θ, r0 + b(θ′), θ′)].

Soit D une boule de rayon γ ∈ (0, 1) et de centre (r0 + b(θ), θ). Ainsi

K =
∫

E
Q =

∫

E∩D
Q +

∫

E∩Dc
Q

où E représente la région de l’intégration et Q l’intégrande. Alors, il existe deux constantes C, C ′

telles que
|
∫

E∩D
Q| ≤ C ′

∫ γ

0
r2−nrn−1dr ≤ Cγ2.
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En dehors de D et par la formule des valeurs intermédiaires, nous déduisons que

|
∫

E∩Dc
Q| ≤ C ′

∫

E∩Dc
r1−n|β|∞drdθ ≤ C|β|n∞γ1−n.

En combinant les deux résultats, on a :

|
∫

E
Q| ≤ C1γ

2 + C2γ
1−n|β|n∞.

Choisissons γ = |β|1−τ∞ , τ > 0.

Il est facile de voir
|
∫

E
Q| = o(|β|∞)

quand β → 0.

Maintenant, l’opérateur L : U → L(C(S)) est une application continue dans un voisinage U
de (0, µ, 0). En faite, L peut s’écrit comme

∂u

∂r
(r0 + b(θ), θ)β(θ)− (φβ)(θ)

où (φβ)(θ) = f(µ)
∫
S(r0 + b(θ′))n−1G(r0 + b(θ), θ, r0 + b(θ′), θ′)β(θ′)dθ′.

L’application φ est continue, puisque la singularité de G est intégrable et ∂u
∂r dépend conti-

nûment de (h, µ, b) dans un voisinage de (0, µ, 0).

Ceci conclut que F est continûment différentiable au point (0, µ, 0) ∈ A× IR+ ×B.

Lemme 3.6 L’opérateur D3F (0, µ, 0) ∈ L(C(S)) est inversible.

Preuve. De la forme de l’opérateur D3F, nous avons

D3F (0, µ, 0)β(θ) =
∂u

∂r
(r0, θ)β(θ)− rn−1

0

∫

S
f(µ)G(r0, θ, r0, θ

′)β(θ′)dθ′,

ce qui implique que

D3F (0, µ, 0)β(θ) = −f(µ)r0

n
β(θ)− rn−1

0

∫

S
f(µ)G(r0, θ, r0, θ

′)β(θ′)dθ′.

Soit K l’opérateur intégrale définie par

Kβ(θ) =
∫

S
G(r0, θ, r0, θ

′)β(θ′)dθ′

considéré de l’espace C(S) vers C(S).

Pour montrer que l’opérateur D3F est inversible, nous avons besoin de la compacité de l’opéra-
teur K. Pour cela, nous montrerons dans la section suivante que K est continue, compact et que
les valeurs propres de K notées σl sont données par

σl = − 1
rn−2
0

1− r2l+n−2
0

2l + n− 2
, ∀l ∈ IN.
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L’inversibilité de l’opérateur D3F est obtenue, si on démontre que

f(µ)r0

n
+ rn−1

0 f(µ)σl 6= 0, (I)

où σl sont les valeurs propres de K.

D’abord, nous remarquons que si l ≥ 1, l’equation (I) est vérifiée. En faite,
r0

n
f(µ) + rn−1

0 f(µ)σl

= r0f(µ)(
1
n
− 1− r2l+n−2

0

2l + n− 2
)

≥ r0f(µ)(
1
n
− 1

n
(1− r2l+n−2

0 )) =
1
n

r2l+n−2
0 > 0.

Pour l = 0,
1
n
− 1− rn−2

0

n− 2
6= 0,

puisque r0 6= ( 2
n)

1
n−2 . Ainsi, l’opérateur D3F est inversible. Ceci termine la preuve du lemme 3.6.

3.1.4 Les valeurs propres de l’opérateur K.

Nous rappelons que l’opérateur K est définie par

Kβ(θ) =
∫

S
G(r0, θ, r0, θ

′)β(θ′)dθ′.

Dans cette partie, nous montrerons deux lemmes. Le premier montre la compacité de l’opérateur
K et le deuxième caractérise les valeurs propres σl.

Lemme 3.7 L’opérateur intégral K est continue et compact dans C(S).

Preuve. En utilisant les coordonnées cartésiennes, l’opérateur K s’écrit

Kβ̃(x) =
∫

∂B(0,r0)
G(x, y)β̃(y)dwn(y),

où dwn(y) est l’élément de surface de la sphère ∂B(0, r0).
• Soit M l’ensemble des fonctions mesurables et bornées. Alors, il existe une constante po-

sitive c1 > 0 telle que |β̃| ≤ c1, pour tout β̃ ∈ M.

Nous montrons que KM est borné et équicontinue. Nous avons

|Kβ̃| ≤ c1
∫
∂B(0,r0) |G(x, y)|dwn(y)

≤ c1
∫
∂B(0,r0) |G0(|x− y|)|dwn(y) + c2.

Nous rappelons que G0(|y||x − y
|y|2 |) est une fonction régulière sur ∂B et bornée par une

constante c2. Il reste à estimer la deuxième intégrale, pour cela, nous fixons ε > 0 suffi-
samment petit tel que Bε(x) est une boule de rayon ε centré à x. Alors

|Kβ̃| ≤ c1
∫
∂B(0,r0) |x− y|2−ndwn(y) + c2

= c1
∫
∂B∩Bε(x) |x− y|2−ndwn(y) + c1

∫
∂B\Bε(x) |x− y|2−ndwn(y) + c2
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La fonction |x− y|2−n est bornée sur ∂B \Bε(x).

Maintenant, nous prouvons que
∫

∂B(0,r0)∩Bε(x)
|x− y|2−ndwn(y) est bornée.

Soit χ∂B(0,r0)∩Bε(x) la fonction caractéristique ∂B(0, r0) ∩Bε(x), alors on a
∫

∂B(0,r0)∩Bε(x)
|x− y|2−ndwn(y) =

∫

∂B(0,r0)
|x− y|2−nχ∂B(0,r0)∩Bε(x)dwn(y)

≤
∫

∂B(0,r0)
|x− y|2−ndwn(y) = r0

∫

∂B(0,1)
|z0 − z|2−ndwn(z),

où x = r0z0 et y = r0z. La dernière intégrale est uniformément bornée.(Voir lemme 1.3,
Préliminaire).

• Maintenant, nous montrons que K(M) est équicontinue. On a

|(Kβ̃)(x1)− (Kβ̃)(x2)| = | ∫∂B[G(x1, y)−G(x2, y)]β̃(y)dwn(y)|

≤ c1
∫
∂B |G(x1, y)−G(x2, y)|dwn(y)

Soit Bε(x1), Bε(x2) deux boules centrées respectivement aux points x1, x2 de rayons ε > 0
suffisamment petit telles que

Bε(x1) ∩Bε(x2) = ∅
et soit η > 0 telle que |x1 − x2| ≤ η, alors

c1
∫
∂B |G(x1, y)−G(x2, y)|dwn(y) = c1

∫
∂B∩(Bε(x1)∪Bε(x2)) |G(x1, y)−G(x2, y)|dwn(y)

+ c1
∫
∂B\(Bε(x1)∪Bε(x2)) |G(x1, y)−G(x2, y)|dwn(y)

= I1 + I2.

Le terme I2 est bornée puisque la fonction de Green est uniformément continue sur ∂B \
(Bε(x1) ∪Bε(x2)). Pour le terme I1, nous avons

I1 = c1
∫
∂B∩(Bε(x1)∪Bε(x2)) |(G0(|x1 − y|)−G0(|x2 − y|)) + ψ(x1, x2, y)|dwn(y)

où ψ est la partie analytique de la fonction de Green.

Il nous reste à estimer le terme

c1

∫

∂B∩(Bε(x1)∪Bε(x2))
|G0(|x1 − y|)−G0(|x2 − y|)dwn(y) := I

I = c1
n(2−n)wn

∫
∂B∩(Bε(x1)∪Bε(x2)) ||x1 − y|2−n − |x2 − y|2−n|dwn(y)

≤ c4
∫
∂B∩(Bε(x1)∪Bε(x2)) |(x1 − y)2−n − (x2 − y)2−n|dwn(y).
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3.1. Problème à frontière libre perturbé

En utilisant l’identité algébrique

an − bn = (a− b)
n∑

j=1

an−jbj−1,

nous obtenons

I ≤ c4
∫
∂B∩(Bε(x1)∪Bε(x2)) | (x1−x2)

(x1−y)(x2−y)

∑n−2
j=1 ( 1

(x1−y))
n−2−j( 1

(x2−y))
j−1|dwn(y)

≤ c4|x1 − x2|
∫
∂B∩(Bε(x1)∪Bε(x2)) |

∑n−2
j=1 ( 1

(x1−y))
n−1−j( 1

(x2−y))
j |dwn(y)

= c4|x1 − x2|
∫
∂B∩Bε(x1) |

∑n−2
j=1 ( 1

(x1−y))
n−1−j( 1

(x2−y))
j |dwn(y)

+ c4|x1 − x2|
∫
∂B∩Bε(x2) |

∑n−2
j=1 ( 1

(x1−y))
n−1−j( 1

(x2−y))
j |dwn(y)

≤ |x1 − x2|[c5
∫
∂B∩Bε(x1) |

∑n−2
j=1 ( 1

(x1−y))
n−1−j |dwn(y)

+ c6
∫
∂B∩Bε(x2) |

∑n−2
j=1 ( 1

(x2−y))
j |dwn(y)].

Par la méthode précédente, nous concluons que les deux dernières intégrales sont bornées.

Finalement, nous avons
|(Kβ̃)(x1)− (Kβ̃)(x2)| ≤ C|x1 − x2|,

et par le théorème De Arzela-Ascoli, nous affirmons que Kβ̃ est un opérateur compact.

Lemme 3.8 Les valeurs propres de l’opérateur K sont

σl = − 1
rn−2
0

1− r2l+n−2
0

2l + n− 2
, ∀l ∈ IN.

Preuve. On sait, d’après la section 1.4.2 du préliminaire que

G(r0, θ, r0, θ
′) = r2−n

0 { rn−2
0 − 1

(n− 2)nwn
−

∞∑

l=1

(
1− r2l+n−2

0

2l + n− 2
)

N(n,l)∑

m=1

Ylm(θ)Ylm(θ′)}

où
N(n, l) = (2l + n− 2)

(l + n− 3)!
l!(n− 2)!

∀l ∈ IN,∀n ≥ 3.

Les fonctions Ylm sont les harmoniques sphériques de degré l et wn note le volume de la boule
unité dans IRn.

De cette expression, nous pouvons lire les valeurs propres σlm et les fonctions propres de K
qui sont

rn−2
0 σlm = −1− r2l+n−2

0

2l + n− 2
φlm = Ylm, l 6= 0.

Pour l = 0, nous avons

rn−2
0 σ00 = −1− rn−2

0

n− 2
φ00 =

1√
nwn

.
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Chapitre 3. Problème perturbé

3.1.5 Conclusion de la preuve du Théorème 3.1

Nous avons montré que toutes les hypothèses du théorème des fonctions implicites sont véri-
fiées, alors nous pouvons s’assurer de l’existence d’une fonction unique b vérifiant U0(r0 +b(θ)) =
µ. Nous avons aussi prouvé que le problème perturbé (Ph) admet une solution pour r0 qui prend la
valeur r1 et r2, ainsi, le problème perturbé possède deux solutions positives u et v qui correspond
respectivement à la valeur r1 et r2.

3.2 Bifurcation pour un problème à frontière libre

Dans cette section, nous nous intéressons à l’existence des solutions du problème réduit dans
le cas où f(µ)

µ = Mn avec Mn la constante définie dans l’hypothèse f3). Pour l ≥ 1, nous
remarquons que l’opérateur D3F (0, µ∗, 0) est inversible, mais pour l = 0, on a

f(µ∗)r0

n
+ rn−1

0 f(µ∗)σ0 = r0f(µ∗)(
1
n
− 1− rn−2

0

n− 2
)

= 0.

Dans ce cas, l’opérateur D3F (0, µ∗, 0) est non inversible donc le théorème des fonctions implicites
ne fonctionne plus et un phénomène de bifurcation apparaît. Dans cette partie, nous montrerons
l’émergence des solutions bifurquées du problème (P0). Nous appliquons le théorème de Crandall-
Rabinowitz [16]. Le résultat principal est le théorème suivant

Théorème 3.4 Supposons que f1), f2) et f3) sont satisfaites. Soit Z = {ξ ∈ C(S),
∫
S ξ(y)dy =

0}. Alors, il existe

i) un intervalle I =]− ε,+ε[, ε > 0.

ii) deux fonctions continues
φ : I → IR et ψ : I → Z

avec φ(0) = µ∗ et ψ(0) = 0.

iii)un voisinage V de (µ∗, 0) dans IR× C(S) tel que pour tout s ∈ I, la paire suivante

(µ, b) = (φ(s), sφ00 + sψ(s))

est une solution de F (0, µ, b) = 0 dans V où φ00 est une constante donnée.

Nous explorons ici le cas où r0 = ( 2
n)

1
n−2 . Pour démontrer le théorème 3.4, nous avons besoin des

conditions suivantes données sous forme de lemmes.

Lemme 3.9 Soit φ00 := 1
nwn, où wn est le volume de la boule unité dans IRn. Pour µ∗ > 0, le

noyau de l’opérateur D3F (0, µ∗, 0) est de dimension une engendré par φ00, et son image est de
codimension une coïncidant avec l’espace des noyaux des fonctionnelle linéaire continues

Φ(ξ) =
∫

S
ξ(y)φ00dy.
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3.2. Bifurcation pour un problème à frontière libre

Preuve. Notons que pour β ∈ C(S), on a

D3F (0, µ∗, 0)β(θ) =
r0f(µ∗)

n
β(θ) + rn−1

0 f(µ∗)Kβ(θ).

Puisque
r0f(µ∗)

n
+ rn−1

0 f(µ∗)σ0 = 0,

alors l’opérateur D3F (0, µ∗, 0) est non inversible. Ainsi,

D3F (0, µ∗, 0)φ00 =
r0f(µ∗)

n
φ00ds + rn−1

0 f(µ∗)φ00 = 0.

Ceci implique que le noyau de l’opérateur D3F (0, µ∗, 0) est de dimension une engendré par φ00.
La fonction φ00 est la première fonction propre correspond à la première valeur propre σ0. Nous
avons montré que l’opérateur K est compact, ainsi l’équation

D3F (0, µ∗, 0)β(θ) = ξ(θ)

possède une solution si ξ est orthogonal à φ00.
Soit

Φ(ξ) =
∫

S
ξ(θ)φ00dθ,

donc, il s’ensuit que
ImD3F (0, µ∗, 0) = KerΦ.

Ceci termine la preuve du lemme 3.9.

Lemme 3.10 La dérivée mixte D2D3F (h, µ, b) existe et continue dans un voisinage de (0, µ∗, 0).

La preuve de ce lemme est similaire à la démonstration du Lemme 3.5. Maintenant, nous avons
le résultat suivant.

Lemme 3.11 D2D3F (0, µ∗, 0)φ00 n’appartient pas à l’image de D3F (0, µ∗, 0).

Preuve. Quand h = 0 et b = 0, on a

D2D3F (0, µ∗, 0)φ00 =
∂

∂µ
(
∂u

∂r
(r0 + b(θ), θ))φ00 |(h=0,µ∗,b=0)

Maintenant, la formule (2.2) dans le chapitre 2 montre que la dérivée partielle

∂

∂µ
(
∂u

∂r
(r0)) 6= 0,

ceci conclut la preuve du lemme 3.11.

Preuve du Théorème 3.4. Nous appliquons le théorème de Crandall-Rabinowitz [16] pour mon-
trer qu’il existe une fonction b de la forme

b(s) = sφ00 + sψ(s), pour tout s ∈]− ε,+ε[, ε > 0 (assez petit)

avec ψ une fonction continue et vérifiant ψ(0) = 0.
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4

Régularité de la frontière libre

4.1 Introduction

Ce chapitre concerne la régularité de la frontière libre obtenue dans le chapitre précédent dans
le cas ou r0 6= ( 2

n)
1

n−2 . Nous sommes dans les conditions du théorème 3.1 et nous commençons
par prouver un premier résultat de régularité

Proposition 4.1 Soit b ∈ C(S). Si u est solution de (Ph) telle que u(r0 + b(θ), θ) = µ, alors
b ∈ C1,α(S), pour α ∈ (0, 1).

Avant de démontrer cette proposition, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 4.1 Soient u solution du problème perturbé (Ph) et ur solution du problème réduit (P0).
Si ||h||∞ et b sont assez petites, alors pour p > n,

||u− ur||W 2,p est assez petite.

Preuve du lemme 4.1.
Puisque la fonction v satisfait

µ ≤ v ≤ β

2n− k
,

alors f(v) = f(µ) (voir problème (2) ) et la solution u du problème (2) possède la forme

u(x) =
∫

∂Ω
P (x, y)h(y)dy − f(µ)

∫

Ω
G(x, y)χwdy

= uh(x) + up(x) (voir page 31)

où
uh(x) =

∫

∂Ω
P (x, y)h(y)dy

et
up(x) = −f(µ)

∫

Ω
G(x, y)χwdy.

De la même manière, la solution du problème réduit (P0) possède la forme

ur(x) = −f(µ)
∫

Ω
G(x, y)χwrdy
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Chapitre 4. Régularité de la frontière libre

où wr = {(r, θ) ∈ Ω, 0 ≤ r < r0, θ ∈ S}.

Ainsi,
||uh||C0(Ω) ≤ ||h||∞max

x∈Ω

∫

∂Ω
|P (x, y)|dy

et puisque 


−∆(up − ur) = f(µ)[χw − χwr ] dans Ω,

up − ur = 0 sur ∂Ω.

Nous concluons de la théorie Lp des équations elliptiques (voir [32], p 198) qu’il existe une
constane positive C1 > 0 telle que

||up − ur||W 2,p(Ω) ≤ C1||χw − χwr ||Lp(Ω).

Ceci implique que si ||h||∞ et b sont assez petites, alors ||u− ur||W 2,p est petite.

Preuve de la proposition 4.1.
Soit

F (θ, g) = u(r0 + g, θ)− µ = 0, θ ∈ S, g ∈ IR

On note que la solution radiale u ∈ W 2,p ⊂ C1,α, avec α = 1 − n
p , p > n, donc F est de classe

C1,α.
En utilisant le lemme 4.1, nous concluons que u est proche dans C1,α à la solution du problème
réduit, donc ∂u

∂r (r, θ) 6= 0.
Soit θ0 ∈ S, On pose g0 = b(θ0), on a alors

F (θ0, g0) = u(r0 + b(θ0), θ0)− µ = 0

et
DgF (θ0, g0) =

∂u

∂g
(r0 + g0, θ0).

On sait que
∂u

∂g
(r0, θ0) =

∂u

∂r
(r0, θ0) 6= 0.

Maintenant, par l’application du théorème des fonctions implicites, on déduit qu’il existe V (θ0)
un voisinage de θ0 et V (g0) un voisinage de g0 et une solution unique g dans C1,α telle que

g : V (θ0) → V (g0) et g(θ0) = g0.

On sait que u(r0 + b(θ), θ) − µ = 0, ∀θ ∈ V (θ0), alors par unicité, b(θ) = g(θ), ∀θ ∈ V (θ0) qui
implique que b ∈ C1,α(V (θ0)). Puisque θ0 ∈ S est arbitraire, alors on a b ∈ C1,α(S).

Maintenant, pour traiter l’analyticité de la frontière libre, nous utilisons la transformation de
l’Hodographe introduite par Kinderlehrer, Nirenberg et Spruck. Voir [83].

Soit u une solution du problème (Ph), et soit

Γ := {(r, θ)/u(r, θ) = µ} = {(r0 + b(θ), θ), θ ∈ S}

sa frontière libre correspondante, avec r0 différent de ( 2
n)

1
n−2 .
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4.1. Introduction

Nous considérons une petite boule B de centre x0 = (r0 + b(θ0), θ0) ∈ Γ. On translate la boule
pour avoir x0 = 0, on utilise l’invariance du Laplacien par rotation et en écrivant Γ comme
Γ ∩B, v = u− µ, alors on a

(P )





−∆v + f(v + µ) = 0 dans B+ = {x = (x1, ..., xn), xn > 0},
−∆v = 0 dans B− = {x = (x1, ..., xn), xn < 0},
v = 0 sur Γ

On sait que v ∈ C1,α(B+ ∪ Γ ∪ B−), et par le principe du maximum de Hopf, nous avons
∂v
∂ν (0) < 0, où ν est la normale extérieur de Γ avec ν = (0, 0, ...,−1). Alors

∂v

∂ν
(0) =

n∑

i=1

∂v

∂xn
(0)νi(0) = − ∂v

∂xn
(0) < 0,

qui implique que
∂v

∂xn
(0) > 0.

Nous introduisons la transformation de l’Hodographe [83] comme

(H)





yσ = xσ σ < n,

yn = v(x) x ∈ B.

L’application (H) transforme B+, Γ et B− en U+, Σ et U− respectivement avec

U+ = {y ∈ U, yn > 0},

U− = {y ∈ U, yn < 0}
et

Σ = {y ∈ U, yn = 0}.
On peut définir encore la transformation inverse de (H), qui est donnée par

(H ′)





xσ = yσ 1 ≤ σ ≤ n− 1,

xn = ψ(y) y ∈ U.

Nous remarquons que ψ ∈ C1,α(U+∪Σ∪U−). Nous notons par vi, 1 ≤ i ≤ n, la dérivée partielle
par rapport à xi, et ψj , 1 ≤ j ≤ n, la dérivée partielle par rapport à yj .

L’une des propriétés importantes de cette transformation Hodographe est

dyn = dv =
∑
σ

vσdxσ + vndxn

=
∑
σ

vσdxσ + vndψ

=
∑
σ

vσdxσ + vn(
∑
σ

ψσdyσ + ψndyn)

=
∑
σ

(vσ + vnψσ)dxσ + vnψndyn.
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Chapitre 4. Régularité de la frontière libre

Ceci implique que 



ψnvn = 1

ψσvn + vσ = 0
⇒ (P1)





ψn = 1
vn

ψσ = −vσ
vn

.

En utilisant cette propriété, nous avons

(P2)





∂
∂xσ

= ∂σ − ψσ

ψn
∂n 1 ≤ σ ≤ n− 1,

∂
∂xn

= 1
ψn

∂n avec ∂k = ∂
∂yk

.

4.2 L’analyticité de la frontière libre.

Dans cette partie, nous utilisons la transformation de l’hodographe pour obtenir l’analyticité
de la frontière. Ainsi, nous avons le résultat suivant

Proposition 4.2 Sous les conditions du Théorème 3.1, la frontière libre est une hypersurface
analytique.

La preuve de la proposition 4.2 est obtenue à l’aide de la construction d’une application trans-
formant les deux différentes régions du problème (Ph) séparé par la frontière libre en des demi-
espaces. L’équation aux dérivées partielles dans w et Ω \ w sont transformées en de nouvelles
équations dans le demi espace et nous appliquons la théorie classique de régularité des systèmes
elliptiques pour obtenir les résultats désirés.

Preuve de la proposition 4.2.

Nous commençons par établir les deux lemmes suivants.

Lemme 4.2 



vσσ = −ψσσ

ψn
+ 2ψσ

ψ2
n
ψσn − ψ2

σ
ψ3

n
ψnn

vnn = −1
ψ3

n
ψnn.

Preuve. En utilisant (P1), (P2) pour vσ et vn, nous avons

vσσ =
∂v

∂xσ
=

∂vσ

∂yσ
− ψσ

ψn

∂vσ

∂yn
.

On sait que
∂vσ

∂yσ
= −[vn

∂ψσ

∂yσ
+ ψσ

∂vn

∂yσ
] = −[vnψσσ − ψσ

ψnσ

ψ2
n

]

et
∂vσ

∂yn
− [

∂ψσ

∂yn
vn +

∂vn

∂yn
ψσ] = −vnψnσ + ψσ

ψnn

ψ2
n

.

Combinant les deux résultats, on a alors

vσσ = −vnψσσ + ψσ
ψnσ

ψ2
n

− ψσ

ψn
[−vnψnσ + ψσ

ψnn

ψ2
n

]

vσσ =
−ψσσ

ψn
+ 2

ψσ

ψ2
n

ψσn − ψ2
σ

ψ3
n

ψnn,
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4.2. L’analyticité de la frontière libre.

et pour vnn, on a

vnn =
∂vn

∂xn
=

1
ψn

∂vn

∂yn
= −ψnn

ψ3
n

.

Ceci termine la preuve du lemme.

Ainsi, puisque la fonction v satisfait ∆v =
∑
σ

vσσ + vnn, alors ψ satisfait l’équation nonlinéaire

dans U+

g(ψ, Dψ, D2ψ) + f(yn + µ) = 0 dans U+,

où
g(ψ, Dψ,D2ψ) =

−1
ψn

∑
σ

ψσσ +
2

ψ2
n

∑
σ

ψσψσn − 1
ψ3

n

(1 +
∑
σ

ψ2
σ)ψnn.

En plus, ψ satisfait g(ψ,Dψ, D2ψ) = 0 dans U−.

On note par y = (y1, ..., yn−1, yn) = (y′, yn), et nous définissons pour y ∈ U+, φ(y) = ψ(y′,−yn).
Alors φ satisfait l’équation dans U+,

g(φ,Dφ,D2φ) = 0.

Ainsi, nous obtenons le système suivant

(S1) g(ψ, Dψ, D2ψ) + f(yn + µ) = 0 dans U+

(S2) g(φ,Dφ, D2φ) = 0 dans U+,

avec les conditions aux bord

(C)





φ− ψ = 0 sur
∑

,

φn + ψn = 0 sur
∑

.

Alors, nous prouvons le résultat suivant.

Lemme 4.3 Le système (S1) − (S2) est elliptique et les conditions aux bord (C) sont coercives
au point 0.

Preuve. On peut vérifier immédiatement que le système (S1)− (S2) est elliptique au point 0.
Il reste à prouver la coercivité de (S1) − (S2) − (C). Pour cela, nous montrons que le système
(S1) − (S2) avec les conditions aux bord n’admet aucune solution exponentielle nontriviale.
D’abord, on choisit les coordonnées suivantes

ψn(0) =
1

vn(0)
> 0 ψσ(0) = −vσ(0)

vn(0)
= 0, 1 ≤ σ ≤ n− 1.

Ainsi, les équations linéarisées de (S1)− (S2) avec les poids s1 = s2 = 0, t1 = t2 = 2, sont

(S1∗)
∑
σ

ψσσ + a2ψnn = 0 dans IRn
+

(S2∗)
∑
σ

φσσ + a2φnn = 0 dans IRn
+
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Chapitre 4. Régularité de la frontière libre

où a = vn(0) > 0. Les conditions aux bord généralisées sont

(C)





φ− ψ = 0 sur IRn−1,

φn + ψn = 0 sur IRn−1.

Introduisons les fonctions ψ(y′, t) = eiξ′y′w(t) et φ(y′, t) = eiξ′y′m(t), pour ξ′ ∈ IRn−1 \ {0}.
Nous obtenons en remplaçant φ, ψ dans les équations (S1∗)− (S2∗),

a2w′′(t)− |ξ′|2w(t) = 0

a2m′′(t)− |ξ′|2m(t) = 0,

avec les conditions (C∗)

w(0) = m(0) = 0, w′(0) + m′(0) = 0.

Soit X(t) = w(t) + m(t), alors nous avons

a2X ′′(t)− |ξ′|2X(t) = 0, (D)

La condition au bord (C∗) implique que X(0) = 0 et X ′(0) = 0, qui donne




c1 + c2 = 0

c2 − c1 = 0.

Ainsi c1 = c2 = 0, ce qui conclut que X(t) = 0.

Maintenant, soit Y (t) = w(t)−m(t) avec Y (0) = 0, nous avons

Y (t) = c3(e−
|ξ′|
a

t − e
|ξ′|
a

t).

La fonction Y (t) est bornée si et seulement si c3 = 0. Ceci nous ramène à w(t) = m(t) = 0,
qui implique que (S1∗) − (S2∗) − (C) n’admet aucune solution exponentielle nontriviale, donc
(S1∗)− (S2∗)− (C) est coercive au point 0. Ceci termine la preuve du lemme 4.2

Comme dans ce cas f est constante (voir p.32 et p.33) alors f est analytique, il suffit d’appli-
quer le Théorème 1.4 du préliminaire pour conclure que la frontière libre Γ est analytique.

Remarque 4.1 La régularité de la frontière libre dans le cas où r0 = ( 2
n)

1
n−2 reste un problème

ouvert. Nous avons seulement montré l’existence d’une fonction continue b. Il semble qu’il est
possible d’étudier la régularité optimale en utilisant les idées de L. Caffarelli dans [37, 38].
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5

L’influence de la discontinuité sur les
solutions

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l’influence de la discontinuité sur les solutions. En
effet, la forme de la discontinuité dans le second membre du problème (P0) à des effets surprenant
sur la structure de l’ensemble des solutions et sur les frontières libres correspondantes. Plus
précisément, si on remplace la fonction de Heaviside H(u − µ) par H(µ − u) dans le problème
(P0), nous obtenons le problème (S0),

(S0)




−∆u = f(u)H(µ− u) dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω.

Soit λ1 la première valeur propre de −∆ dans Ω sous les conditions de Dirichlet avec la fonction
correspondante ϕ1.

Nous remarquons que le problème (P0) possède des solutions multiples, par contre le problème
(S0) admet une solution unique pour les mêmes fonctions f. Par exemple,

f(s) = ks + β avec 0 < k < λ1 et β > 0

vérifiant
f(µ)

µ
> max(2λ1

||ϕ1||L1

||ϕ1||2L2

, λ1).

L’une des difficultés majeures dans l’étude du problème (S0) est qu’on ne peut pas appliquer les
techniques utilisées dans le chapitre 2 de cette thèse.

Pour l’étude d’existence de solution du problème (S0), nous utilisons l’approche des inégali-
tés variationnelles. L’idée clé est d’obtenir une équivalence entre les solutions du problème (S0)
et les solutions d’une certaine inégalité variationnelle. Par solution, nous voulons une fonction
u ∈ H1,2

0 (Ω) vérifiant ∫

Ω
∇u∇ξdx =

∫

Ω
f(u)H(µ− u)ξdx,

pour ξ ∈ C1
0 (Ω).

Nous supposons que :
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H1) La fonction f(s) est positive pour s > 0, croissante et f est k-Lipschitzienne avec k ∈ (0, λ1).
H2) Pour µ > 0, on suppose

δ :=
f(µ)

µ
> λ1

où λ1 est la première valeur propre de −∆ dans H1
0 (Ω).

H3) La fonction f(s)/s est décroissante.
Le résultat principal de ce chapitre est le théorème suivant.

Théorème 5.1 Sous les hypothèses précédentes, le problème (S0) possède une solution unique
positive. En plus, l’ensemble {x ∈ Ω, u(x) = µ} est une boule de rayon ρ ∈ (0, 1) centré à
l’origine.

La preuve de ce théorème est divisée en trois sections pour bien éclaircir les arguments utilisés.

5.1 Inégalités variationnelles.

L’intention de cette section est de justifier l’utilisation de l’approche des inégalités variation-
nelles.

Soit
K := {v ∈ H1

0 (Ω) : v ≤ µ dans Ω}.
Pour f̃ ∈ L2(Ω), il est bien connu que l’inégalité variationnelle

(1)
∫

Ω
∇v.∇(ξ − v)dx ≥

∫

Ω
f̃(ξ − v)dx, ∀ξ ∈ K

possède une solution unique v dans K. (Voir Théorème 1.9 du préliminaire.).

Nous définissons l’opérateur solution suivant

T : L2(Ω) → L2(Ω)

tel que v = T (f̃). Dans le lemme suivant, nous donnons quelques propriétés intéréssantes de
l’opérateur précédent.

Lemme 5.1 L’opérateur solution T vérifie.

1/ T : L2(Ω) → L2(Ω) est complètement continue .

2/ T (f̃) ∈ W 2,p(Ω) ∩ C1,α(Ω), α = 1− n
p , si f̃ ∈ Lp(Ω); p > n.

3/Si f̃1 ≤ f̃2 dans Ω, alors T (f̃1) ≤ T (f̃2) dans Ω.

4/T (f̃) ≥ 0 p.p dans Ω, quand f̃ ≥ 0 p.p dans Ω.

Preuve. 1) Tous d’abord, nous montrerons que l’opérateur T est complètement continu i.e

||T (f̃1)− T (f̃2)||H1
0
≤ C||f̃1 − f̃2||L2 .
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5.1. Inégalités variationnelles.

Notons v1 = T (f̃1) et v2 = T (f̃2). Alors, par l’inégalité variationnelle précédente, on a
∫

Ω
∇v1.∇(v2 − v1)dx ≥

∫

Ω
f̃1(v2 − v1)dx

∫

Ω
∇v2.∇(v1 − v2)dx ≥

∫

Ω
f̃2(v1 − v2)dx.

Ajoutant ces deux inégalités, nous obtenons

||v1 − v2||2H1
0

=
∫

Ω
|∇(v1 − v2)|2dx ≤

∫

Ω
(f̃1 − f̃2)(v1 − v2)dx

≤ ||f̃1 − f̃2||L2 ||v1 − v2||L2 .

En utilisant l’inégalité de Poincaré,

||v1 − v2||L2 ≤ C||v1 − v2||H1
0

pour C > 0.

On a,
||v1 − v2||H1

0
≤ C||f̃1 − f̃2||L2 .

2) Nous utilisons le faite que v vérifie l’inégalité variationnelle (1). Si w = −v, alors w est
solution de

(2)
∫

Ω
∇w.∇(ξ − w)dx ≥

∫

Ω
(−f̃)(ξ − w)dx, ∀ξ ∈ K ′

où K ′ = {ξ ∈ H1
0 (Ω), ξ ≥ −µ}.

Puisque la fonction f̃ ∈ Lp(Ω), p > n et l’ensemble K ′ possède la forme précédente, nous ap-
pliquons le théorème de régularité 1.11 du préliminaire pour conclure que la solution unique
w ∈ W 2,p(Ω) ∩ C1,α(Ω), α = 1− n

p .

3) Soit wi = −T (f̃i), i = 1, 2 les solutions de l’inégalité variationnelle (2) avec f̃1, f̃2 respec-
tivement. Pour 0 ≤ ψ ∈ H1

0 (Ω), nous avons w1 + ψ ∈ K ′ puisque la fonction w1 ∈ K ′.

Dans l’inégalité variationnelle (2), nous remplaçons

f̃ = f̃1, w = w1, ξ = w1 + ψ.

Nous obtenons ∫

Ω
∇w1∇ψ ≥

∫

Ω
(−f̃1)ψdx.

D’autre part, f̃1 ≤ f̃2 qui implique que (−f̃1) ≥ (−f̃2) dans Ω. Ainsi,

(3)
∫

Ω
∇w1∇ψ ≥

∫

Ω
(−f̃1)ψdx ≥

∫

Ω
(−f̃2)ψdx.

L’inégalité variationnelle (3) implique que w1 est une supersolution de −∆+f̃2 et par le théorème
6.4, chapitre II de [83], nous concluons que

w1 ≥ w2 i.e T (f̃1) ≤ T (f̃2).
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Puisque T (0) = 0, la propriété 4) est une conséquence directe de 3). Ceci termine la preuve du
lemme.

De la définition de l’opérateur T, nous avons

T (f̃) = −(∆)−1f̃ si f̃ ≥ 0

et
−(∆)−1f̃ ≤ µ pour µ > 0,

où −(∆)−1 note l’inverse du −∆ sous les conditions de Dirichlet.

Maintenant, nous considérons l’opérateur Tδ : L2(Ω) → L2(Ω) définie par

Tδ(u) = T (δf(u))

où δ est la constante définie dans l’hypothèse H2).

5.2 Résultat d’existence et d’unicité.

Dans cette section, nous allons étudier l’existence et l’unicité de la solution du problème S0.
Nous utilisons l’approche de point fixe combiné avec les techniques des inégalités variationnelles.

5.2.1 Existence des solutions.

Nous commençons par donner une équivalence entre solution du problème (S0) et solution
d’une inégalité variationnelle adéquate. Nous utilisons les idées de [57].

Théorème 5.2 Supposons que H1),H2) et H3) sont satisfaites. Alors v est solution du problème
(S0) si et seulement si v est un point fixe de Tδ dans K.

Preuve.
Premièrement , notons que la solution u du problème (S0) est strictement positive dans Ω. En
effet, par l’inégalité de Harnack [71] , il existe une constante positive C telle que

0 < sup
Ω0

u ≤ C inf
Ω0

u

quand Ω0 = {x ∈ Ω/u(x) ≤ µ}.

Supposons que v est solution du problème (S0), alors par le choix de K := {u ∈ H1
0 (Ω) :

v ≤ µ dans Ω}, nous avons
∫

Ω
∇v.∇ξdx =

∫

Ω
f(v)H(µ− v)ξdx, ∀ξ ∈ H1

0 (Ω)

Soit ξ = ψ − v avec ψ ∈ K, alors

∫

Ω
∇v.∇(ψ − v)dx =

∫

Ω
f(v)H(µ− v)(ψ − v)dx
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=
∫

Ω
f(v)(ψ − v)dx +

∫

Ω
f(v)(H(µ− v)− 1)(ψ − v)dx

=
∫

Ω
f(v)(ψ − v)dx +

∫

{v≤µ}
f(v)(H(µ− v)− 1)(ψ − v)dx

+
∫

{v>µ}
f(v)(H(µ− v)− 1)(ψ − v)dx

≥
∫

Ω
f(v)(ψ − v)dx,

puisque ∫

{v>µ}
f(v)(H(µ− v)− 1)(ψ − v)dx = −

∫

{v>µ}
f(v)(ψ − v)dx

et
v(x) > µ > ψ(x), pour tout x ∈ Ω (ψ ∈ K).

la dernière inégalité implique que ψ − v ≤ 0. Ainsi
∫

{v>µ}
f(v)(H(µ− v)− 1)(ψ − v)dx ≥ 0.

Nous obtenons ∫

Ω
∇v.∇(ψ − v)dx ≥

∫

Ω
f(v)(ψ − v)dx, ∀ψ ∈ K.

Ceci implique que
∫

Ω
∇v.∇(ψ − v)dx ≥

∫

Ω

f(v)
v

v(ψ − v)dx ∀ψ ∈ K

≥
∫

Ω

f(µ)
µ

v(ψ − v)dx,

puisque f(s)/s est décroissante et v ≤ µ. Donc l’inégalité variationnelle devient

(1)
∫

Ω
∇v.∇(ψ − v)dx ≥ δ

∫

Ω
v(ψ − v)dx, ∀ψ ∈ K.

Maintenant, soit v solution de l’inégalité variationnelle (1). Du Théorème 1.10 dans le prélimi-
naire, on sait que v vérifie

−∆v = f(v)−m dans Ω

où m est une mesure de Radon positive supp(m) ⊂ {x ∈ Ω, v(x) = µ}.

D’abord, nous remarquons que si supp(m) = ∅, alors v vérifie

−∆v = f(v) dans Ω.

Ceci implique que ∫

Ω
∇v∇ξdx =

∫

Ω
f(v)ξdx, ∀ξ ∈ H1

0 (Ω).

Choisissons ξ = ϕ1, où ϕ1 est la fonction propre correspondante à λ1, alors
∫

Ω
∇v∇ϕ1dx =

∫

Ω
f(v)ϕ1dx, (2).
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D’autre part ϕ1 vérifie
−∆ϕ1 = λ1ϕ1 dans Ω

qui implique que ∫

Ω
∇v∇ϕ1dx = λ1

∫

Ω
vϕ1dx, (3).

De (2) et (3), nous avons ∫

Ω
f(v)ϕ1dx = λ1

∫

Ω
vϕ1dx.

Nous divisons par v, nous obtenons
∫

Ω

f(v)
v

ϕ1dx = λ1

∫

Ω
ϕ1dx,

et par l’hypothèse H3),
f(v)

v
>

f(µ)
µ

, pour µ > 0.

Ainsi,

δ

∫

Ω
ϕ1dx <

∫

Ω

f(v)
v

ϕ1dx = λ1

∫

Ω
ϕ1dx.

Ceci implique que
λ1 > δ

qui est impossible par l’hypothèse H2). Alors l’ensemble {x ∈ Ω/v(x) = µ} à une mesure positive
et par le théorème 6.19 de Lieb-Loss [86], nous concluons que

−∆v = 0 p.p. dans {v = µ}.

Ainsi, nous obtenons

m = f(v) + ∆v = f(v) a.e dans {v = µ}

et
m = 0 p.p dans {v < µ}.

Ceci implique que
m = f(µ)χ{v=µ}

et
−∆v = f(v)− f(µ)χ{v=µ}.

Donc, v vérifie

−∆v =





0 si v = µ,

f(v) si v < µ.

Ceci conclue que v est solution du problème (S0).

Maintenant, il reste à montrer que l’opérateur Tδ possède un point fixe dans K. Pour cela,
on a la proposition suivante

Proposition 5.1 Pour δ > 0, l’opérateur Tδ possède un point fixe minimale dans K.

56



5.2. Résultat d’existence et d’unicité.

Preuve. Nous montrerons que u = Tδ(u) dans K. Dans la région

{x ∈ Ω/v(x) ≤ µ},

nous avons 


−∆v = f(v) dans Ω,

v = 0 sur ∂Ω.

Nous appliquons le principe du maximum de Hopf ( [71]) pour conclure que

∂v

∂n
< 0 sur ∂Ω

où n est la normale extérieur. Ainsi, on a

v ≥ εϕ1 dans Ω, pour ε > 0,

où ϕ1 est la fonction propre correspondante à λ1 avec max
Ω

ϕ1 = µ.

Soit
v0 :=

δ

λ1
εϕ1(x) < µ pour x ∈ Ω, (nous choisissons un petit ε > 0).

La fonction v0 vérifie
−∆v0 = δεϕ1

et par la formulation de l’opérateur Tδ, nous avons

v0 = Tδ(εϕ1).

Dans l’ensemble K,

µ ≥ v(x) ≥ εϕ1(x) pour x ∈ Ω

et par la monotonie de l’opérateur Tδ, nous avons

Tδ(µ) ≥ Tδ(εϕ1)

et puisque δ > λ1, nous obtenons que

v0 := Tδ(εϕ1) ≥ εϕ1.

D’autre part, par la définition de l’opérateur Tδ, nous avons que

Tδ(µ) = −(∆)−1µ ≤ µ ∀x ∈ Ω.

Ainsi,
µ ≥ Tδ(µ) ≥ Tδ(εϕ1) ≥ εϕ1.

Si on note
w0 = εϕ1, wn = Tn

δ (w0)

nous déduisons

µ ≥ ... ≥ wn+1 ≥ wn ≥ ... ≥ w1 ≥ w0.
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Puisque wn est une suite croissante majorée, alors

lim
n→∞wn = w∗ε

est un point fixe de Tδ dans K.

Maintenant, il reste à prouver que ce point fixe est indépendant de ε ∈ (0, ε0.)

Soit 0 < ε1 < ε2 < ε0. La monotonie de l’opérateur Tδ implique que

(Tδ)n(ε1ϕ1) ≤ (Tδ)n(ε2ϕ1).

Il s’ensuit que,
wε1 ≤ wε2 .

D’autre part, si ε0 est suffisamment petit, alors nous pouvons trouver un entier positive n0 tel
que

ε0 ≤ ε1(
δ

λ1
)n0 < 1.

Nous avons

(
δ

λ1
)ε1ϕ1 < (

δ

λ1
)2ε1ϕ1 < ... < (

δ

λ1
)n0ε1ϕ1 < ϕ1 < µ

(par la seconde partie de l’hypothèse H2)). Donc, nous déduisons

Tδ(ε1ϕ1) = (
δ

λ1
)ε1ϕ1, (Tδ)2(ε1ϕ1) = (

δ

λ1
)2ε1ϕ1

et

(Tδ)n0(ε1ϕ1) = (
δ

λ1
)n0ε1ϕ1.

Alors
(Tδ)n0(ε1ϕ1) ≥ ε0ϕ1 > ε2ϕ1.

Maintenant, nous concluons que

(Tδ)n+n0(ε1ϕ1) ≥ (Tδ)n(ε2ϕ1), ∀n ≥ 1,

ceci implique
wε1 ≥ wε2 .

Ainsi,
wε1 = wε2

et la solution wε est indépendant du choix ε.

Remarque 5.1 Si on note la fonction wε par w0, alors par la précédente formulation w0 ≤ v
où v est un point fixe arbitraire de Tδ.
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5.2.2 Unicité.

Dans cette sous section, nous démontrons l’unicité de la solution du problème (S0). Pour
cela, soit w1 un point fixe de l’opérateur Tδ dans K, vérifiant w1 ≥ w0, et





−∆w1 = f(w1)H(µ− w1) dans Ω,

−∆w0 = f(w0)H(µ− w0) dans Ω,

w1 = w0 = 0 sur ∂Ω.

Multipliant les équations w0, w1 respectivement, nous obtenons
∫

Ω
w1f(w0)H(µ− w0)dx =

∫

Ω
∇w0∇w1dx =

∫

Ω
w0f(w1)H(µ− w1)dx.

Il suit que ∫

Ω
w1f(w0)χD0dx =

∫

Ω
w0f(w1)χD1dx,

où D0 := {x ∈ Ω, w0 < µ} et {x ∈ Ω, w1 < µ}.

Ainsi, ∫

Ω
w0w1(

f(w0)
w0

χD0 −
f(w1)

w1
χD1)dx = 0.

Puisque f(s)/s est décroissante par l’hypothèse H3), et les fonctions w0, w1 sont positives, nous
avons

0 ≥
∫

Ω
w0w1

f(w1)
w1

(χD0 − χD1)dx.

Comme χD0 − χD1 est positive, alors

χD0 = χD1 , presque partout dans Ω.

Ainsi, l’ensemble D0 \D1 à une mesure nulle.(Remarquons que D1 ⊆ D0 puisque w1 ≥ w0.)

Soit w = w1 − w0. La fonction w vérifie

−∆w = −∆w1 + ∆w0

= f(w1)− f(w0) p.p dans D0.

En utilisant le faite que w1 = w0 = µ dans Ω \D0, nous aurons w = 0 et

−∆w = 0 p.p dans Ω \D0.

Soit
ρ :=

1
δ

f(w1)− f(w0)
w1 − w0

si w1 6= w0 et ρ = 0 si w1 = w0

La fonction w vérifie

(Pw)




−∆w = kρw dans Ω,

w = 0 sur ∂Ω.

Puisque la fonction f est k-lipschitzienne avec k < λ1 et ρ ≤ 1, alors kρ < λ1, qui implique que
(Pw) possède la solution triviale. Ainsi, w = 0 et l’unicité est vérifiée.
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5.3 Caractérisation de la frontière libre.

Cette partie est consacrée à la caractérisation de l’ensemble Eµ = {x ∈ Ω, u(x) = µ}. Pour
cela, nous utilisons les propriétés de symétrie de la solution u. Plus précisément, nous prouvons
le résultat suivant

Proposition 5.2 Soit u une solution positive du problème

(S0)




−∆u = f(u)H(µ− u) dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω.

Nous supposons que Ω est la boule unité de IRn, la fonction f est croissante et µ est un paramètre
positive. Alors la solution u est radiale.

Preuve. Nous procédons par étape.

Étape 1. Notations.

Soit x = (x′, xn) où x′ = (x1, .., xn−1) et choisissons un k tel que

Tk = {x ∈ Ω/ xn = k},

Σk = {x ∈ Ω/ xn > k},
xk est la symétrie de x par rapport Tk,

Σ
′
k est la symétrie de Σk par rapport Tk pour x ∈ Ω.

Soit

xk = (x′, 2k − xn) et wk(x) = u(xk)− u(x).

Ètape 2. Nous prouvons que wk(x) > 0 pour x ∈ Σk.

Tous d’abord, par le principe du maximum de Hopf, nous avons

∂u

∂ν
(x) < 0 pour x ∈ ∂Ω ∩ {xn > 0}

qui implique que
∂u

∂xn
(x) < 0

où ν est le vecteur unitaire normal. Ainsi, il existe k tel que Σk 6= ∅.

Le faite que k est arbitraire et ∂u
∂xn

(x) < 0 pour x ∈ Tk, alors

∂u

∂xn
(x) < 0 pour x ∈ Σk,

ceci implique que u est décroissante par rapport à xn. Ainsi,

wk(x) ≥ 0, pour x ∈ Ω.
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D’autre part, dans Σk

∆wk(x) = ∆u(xk)−∆u(x)

= −f(u(xk))H(µ− u(xk)) + f(u(x))H(µ− u(x))

≤ −f(u(x))H(µ− u(xk)) + f(u(x))H(µ− u(x))

≤ f(u(x))[H(µ− u(xk))−H(µ− u(x))] ≤ 0.

Sur ∂Σk, nous remarquons deux cas

1/ Ω ∩ Tk implique que u(xk) = u(x)
2/ ∂Ω ∩ ∂Σk implique u(xk) ≥ 0 = u(x) Ainsi,

(W )





∆wk(x) ≤ 0 pour x ∈ Σk,

wk(x) ≥ 0 pour x ∈ ∂Σk,

Le principe du maximum conclut que

wk(x) > 0 sur Σk

Ètape 3. Soit k0 = inf k. Nous montrons que k0 = 0.

Supposons que k0 > 0 alors par la continuité de la fonction wk, nous avons

wk0(x) > 0, x ∈ Σk0 .

Soit δ > 0 et K un ensemble compacte dans Σk0 tels que

|Σk0 \K| < δ/2.

Puisque la fonction (x, k) 7→ wk(x) est continue sur Σk, alors il existe un ε > 0 tel que

wk0−ε(x) > 0, x ∈ K.

Dans la région Σk0−ε \K, nous avons que

|Σk0−ε \K| < δ

et la fonction wk0−ε(x) vérifie le problème (W ), puisque sur ∂(Σk0−ε \K), wk0−ε(x) ≥ 0.

Par le principe du maximum sur les petits domaines(voir p 59 de [97] ). on a

wk0−ε(x) ≥ 0, x ∈ Σk0−ε \K

et par le principe du comparaison , nous avons

wk0−ε(x) > 0, x ∈ Σk0−ε \K.

Ainsi, cette situation contradict le faite que k0 est petit. Alors k0 = 0.

Ètape 4. Puisque k0 = 0, alors
u(xk0) ≥ u(x)
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Ainsi,
u(x′,−xn) ≥ u(x′, xn) pour x ∈ Ω ∩ {xn > 0}

La symétrie du domaine permet de refaire la même chose dans la région Ω ∩ {xn < 0}. Nous
aurons

u(x′,−xn) ≤ u(x′, xn) pour x ∈ Ω ∩ {xn > 0}
Ceci conclut que

u(x′,−xn) = u(x′, xn)

Remarque 5.2 De la proposition 5.2, nous remarquons que la solution u vérifie

−r1−n∂/∂r(rn−1∂u/∂r) = f(u) pour r > 0

qui implique que

rn−1∂u/∂r = −
∫ r

0
sn−1f(u(s))ds

alors
∂u

∂r
(r) = −r1−n

∫ r

0
sn−1f(u(s))ds < 0.

Pour terminer la preuve du Théorème 4.1, nous utilisons le résultat suivant

Lemme 5.2 Soit γ une courbe de Jordan dans Eµ et w l’intérieur de contour γ. Alors w ⊂ Eµ.

Preuve.
Supposons le contraire, alors il existe x0 ∈ w qui satisfait u(x0) < µ. Nous considérons l’ensemble

w1 := {x ∈ Ω/u(x) < µ}

qui est non vide et ouvert puisque u est continue. La fonction u vérifie



−∆u = f(u) dans w1,

u = µ sur ∂w1.

Ainsi, par le principe du maximum u ≥ µ dans w1 qui est une contradiction.

Proposition 5.3 Soit u une solution du problème (S0), alors l’ensemble Eµ est une boule de
rayon r0 ∈ (0, 1).

Preuve. Puisque la solution u est radiale et décroissante, il existe un unique r0 tel que u(r0) = µ.
Ainsi, le lemme 5.2 implique que

Eµ = {x ∈ Ω/ |x| ≤ r0}.
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6

Conclusion et perspectives.

Dans cette thèse, nous avons fait une contribution modèste à un sujet qui ne cesse de devenir
important. Il y a plusieurs pistes de recherche que je voudrais détailler ici.

Les généralisations techniques.

Pour commencer, nous avons étudié un problème à frontière libre où il y a un Laplacien. Il
serait intéréssant de généraliser l’étude pour un p-Laplacien avec p 6= 2. Une autre question
completement ouvert est la généralisation de notre étude sur un domaine borné quelconque.
Nous avons supposé ici seulement que le domaine est la boule unité pour utiliser la symétrie des
solutions.
D’autres généralisations peuvent être faite telles que l’étude du problème avec condition de Neu-
man au bord ou conditions mixites, ainsi voir le même problème à frontière libre sous l’aspect
des équations paraboliques.

Question de fonds.

Il y a également beaucoup de choses à explorer autour de ce problème à frontière libre. Nous
avons montré dans cette thèse l’existence des solutions bifurquées pour le problème réduit. Il
serait intéréssant de voir que se passe t-il à ces solutions après une perturbation. Dans le même
cas, nous avons prouvé seulement l’existence d’une fonction continue b telle que la frontière libre
possède la forme r0 + b où r0 est une constante. Il semble qu’il est possible d’utiliser les idées de
L. Caffarelli pour démontrer la régularité optimale de la frontière libre.
D’autres questions restent completement ouvertes telles que l’éffet de la perturbation h sur les
solutions du problème (S0), ainsi d’éventuelle phénomène de bifurcation.
Il reste à regarder notre problème sous l’angle de l’approche numérique, une telle technique peut
nous aider à donner des interprétations physiques de notre étude.

Remarque 6.1 il n ’est pas impossible que des erreurs aient pu se glisser dans le texte malgré
tout le soin que diverses personnes ont pu apporté à la relecture de ce document.L’auteur sollicite
l’indulgence du lecteur à ce sujet et l’en remercie par avance.
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Chapitre 6. Conclusion et perspectives.
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