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Introduction

Cette theése est consacrée aux problémes elliptiques & coefficients sphériques. Plus pré-
cisément, on s’intéresse a ’existence et la multiplicité des solutions de la classe de problémes
elliptiques suivante :

Vu u lu>* 2y
—div <> —p———~ =k (x) —— + f(z,u) dans
2 2(at1 2.0 ’ )
(Pabop) ||~ || (a+1) |z]
u=20 sur 0 €,

ot 2 est un ouvert de RY contenant l'origine, N > 3, —co < a < (N —2)/2,a<b<a+1,
—00 < < Tiy = ((N—=2(a+1))/2)%, 2, :=2N/ (N —2+2(b— a)) est 'exposant critique de
Caffarelli-Kohn-Nirenberg, k (z) et f (x, u) seront définies ultérieurement selon les cas considérés

dans ce manuscrit.

Cette classe a été introduite comme modéle de plusieurs phénomeénes physiques liés a
I’équilibre d’un milieu anisotropique continu, ils sont parfois des insulateurs parfaits ou conduc-

teurs parfaits (voir par exemple [12]).

Comme (Pgp,) a une structure variationnelle, la recherche des solutions consiste a trou-
ver les points critiques de la fonctionnelle d’énergie associée a ce probléme. Il est clair que
la dégénerescence et la singularité se produisent dans (P,p,). Dans de telles situations, les

méthodes variationnelles classiques ne s’appliquent pas.

Le probléeme (Pq,,,) est lié a I'inégalité de Caffarelli-Kohn-Nirenberg [8] qui affirme I’existence

d’une constante positive C,  telle que:

1
24 2
(/ 2|20 Ju) da:)2 < Cup (/ |x|2a|vu\2dx) Yu € C (). (1)
Q Q
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Pour plus de détails concernant les constantes ainsi que les fonctions extrémales associées a (1),
nous nous référons aux travaux [9, 11]).

En particulier, pour b = a 4+ 1 on obtient I'inégalité de Hardy [11]:
1
/ 22D 2 g < / 2|2 [Vufde Ve G5 (). )
Q Ha J

Et dans le cas ou a = b = 0, on obtient 'inégalité classique de Sobolev:

/ uf?’ do < c/ VulPde Vue C(Q), (3)
Q Q
ol 2 = 2N/(N — 2).

On introduit ’espace de Sobolev Di? (©) qui est muni d’un poids et qui est la fermeture de

I'espace C§° (£2) par rapport a la norme

1/2
lellye = ( [t |Vu12da:) Vu e O (Q).

On définit 'espace H,, comme la fermeture de I'espace C§° (§2) par rapport a la norme

1/2
lull \0 == </Q (|x\_2a IVul? — i |x]_2(a+1) u2> da:) pour — 00 < p < fig.

Par I'inégalité de Hardy, les normes ||.||, , et ||.|l, , sont équivalentes.

Notons que dans le cas ou f = 0, d’aprés l'identité de Pohozaev, le probleme (P, )
n’admet aucune solution non triviale dans un domaine étoilé. Il est naturel qu’on se pose la
question suivante: que ce passe t-il si ces problémes elliptiques sont perturbés par un terme sous
ou sur critique. Durant les derniéres decennies, ceci a attiré 'attention de plusieurs chercheurs

mathématiciens.

La présence de I'exposant critique de Caffarelli-Kohn-Nirenberg et le fait que le domaine ne
soit pas borné sont parmi les raisons de la perte de compacité. Par ailleurs, plusieurs difficultés
apparaissent dans le cas dégénéré (a < 0) ainsi que dans le cas singulier (a > 0). Par conséquent,

on ne peut avoir recours directement & 'argument variationnel standard.



Pour les problémes réguliers (a = b = p = 0), plusieurs auteurs se sont penchés sur I’étude
de 'existence des solutions. En effet, pour k = 1 et f = Au avec A € R, (Po,0,0) a été étudié
par Brézis et Nirenberg [4]. Ils ont introduit une méthode intéréssante pour la résolution de
tels problémes. Ceci est devenu un important point de départ pour les résultats d’existence
concernant les équations elliptiques & coefficients réguliers ou singuliers. Ils ont démontré que
Pexistence de la solution positive dépend non seulement de A mais aussi du couple (N, ), et ils
ont montré que (Pg,0) admet une solution positive si A € (A*, A1) pour un certain A* € (0, A;)
et N = 3. Et pour N >4, (Pg,0) ne posséde aucune solution positive pour A > Ay, oit A; est

la valeur propre principale de —A avec les conditions de Dirichlet.
Ce travail est composé de quatre chapitres.

Le chapitre 1 concerne les préliminaires: rappels des inégalités de Sobolev, Hardy-Sobolev et
Caffarelli-Kohn-Nirenberg et des résultats sur les méthodes variationnelles & savoir le principe

d’Ekeland et le théoréme du col (Pass-Mountain) qui sont nécessaires pour la suite.

Dans le chapitre 2, on généralise les résultats d’Ambrosetti et al. [1] au probléme singulier

suivant

Py ) —div (\x]_za Vu) — 720D g = Xz 2w+ 2720 ju> 2w dans Q\ {0},
a,b,,u)1
u=0 sur OS2,

ot Q@ C RN (N > 3) est un domaine born¢, 1 < ¢<2,0<c<q(a+1)+ N(2—q)/2, et X est
un paramétre positif.

Dans ce cas, on a perturbé le probléme (P, ,,) par un terme concave.

Il est connu que le nombre des solutions non triviales du probleme (P, ;)1 est affecté par les
termes concave et convexe. On appliquant le principe variationnel d’Ekeland [14], on obtient
la premiére solution positive avec énergie négative et en faisant usage de théoréme de Pass

Mountain [2] on obtient la deuxiéme solution positive avec énergie positive. Dans cette situation,

notons que la méthode de sous sur solution est inopérante contrairement au cas régulier.



Au chapitre 3, on étend les résultats précedents & un probléme plus général

. ( Vu u u|?% lul>* 2w
] 7 () oo =0 k) Bt o)
a7 77#

u=0 sur 0 €,
ol k, h sont des fonctions continues qui changent de signe sur €,

Dans plusieurs problémes comme ceux cités précédemment, la fonctionnelle d’énergie asso-
ciée n’est pas bornée inferieurement dans H,,, mais le devient dans un sous ensemble approprié
de H,. Un minimiseur sur cette ensemble (s’il existe) peut donner naissance a la solution de
I’équation différentielle correspondante. Alors, on prouve l'existence d’au moins deux points
critiques non négatifs de la fonctionnelle d’énergie associée au probleme (P, ;)2 dans un bon

sous ensemble approprié de H,,, qu’est la variété de Nehari.

Le dernier chapitre est concentré a 1’étude du probléme elliptique singulier non homogeéne

suivant

ul* 2w+ A\g (z) dans RM\ {0},

—div (|a:|_2“ Vu) — pla| "2y = b (2) || 720

(Pab,u)3
T we Db (RYY,

o1 Q=RN g¢ (D;’2 (]RN)>/ \ {0} (dual de D3 (R™)) est une fonction continue sur RY et k
est une fonction positive bornée sur R¥.

Dans cette partie on généralise les résultats de Tarantello [25] ot a = b = pu = 0,k = 1 dans
un domaine borné, au probléme singulier (P, ,)3. On adopte les mémes méthodes que celles

utilisées dans le chapitre 2 pour établir la multiplicité des solutions.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, on rappelle briévement les définitions de base dont on fera usage

fréquemment dans les parties suivantes.

1.1 Point critique

Soit V un espace de Banach, E € CY(V,R), E'(u) : V. — V' (V' dual de V), les dérivées sont
au sens de Fréchet.

On dit que u € V est un point critique de E si E'(u) = 0, sinon u est dit point régulier.

On dit que ¢ € R est une valeur critique de E s’il existe un point critique u de E tel que
E(u) = c. Sinon, ¢ est dite réguliére.

La notion de point critique peut étre définie comme minimum local, mais en genéral ceci
n’a lieu qu’en présence d’'une certaine propriété de compacité, par exemple pour la fonction
E(u) = exp —u, la valeur ¢ = 0 n’est jamais atteinte. Pour cela on exige que E satisfasse ce
qu’on appelle la condition de Palais-Smale.

On dit que E € C1(V,R) satisfait la condition de Palais-Smale de niveau c ((P-S). en abrégé),

si de toute suite (u,) C V qui satisfait
E(up) — ¢, et FE'(up)— 0 dans V' quand n — oo,

on peut extraire une sous suite qui converge fortement dans V' vers un point critique de F. Si



la condition de (P-S). est vérifiée pour tout ¢ € R, on dit alors que E vérifie la condition de
(P-S).
1.2 Le principe variationnel d’Ekeland

Le théoréme et le corollaire suivants montrent qu’il est possible de trouver des suite min-

imisantes.

Théoréme 1.1 [14]. Soit I' un espace métrique de métrique d, et soit E : I' — (—00,+00]
une fonctionnelle bornée inferieurement et faiblement semi-continue inferieurement sur I', ce

qui veut dire:

(1).

c=inf £ > —o0;
r
(2). Pour tout uw € T, et (uy,) dans T tels que u, — u faiblement dans T, alors:
E (u) < lim inf F (u,) .
n—oo

Donc, pour tout € > 0 il existe v, € I' tel que
c<E(y)<c+e

et
E(y)—E(y.)+ed(y,7.) >0 Vyel.

Corollaire 1.1 [14]. Si T est un espace de Banach et E € C*(T',R) est borné inferieurement,

alors il existe une suite minimisante (uy) de E dans T telle que

E(u,) — irlle, E'(up) — 0 dans T" quand n — oc.
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1.3 Théoréme de Pass Mountain

Le théoréme suivant constitue un outil puissant pour montrer 'existence d’un point critique

d’une fonctionnelle.

Théoréme 1.2 2. Soit V un espace de Banach, E € C*(V,R) vérifiant la condition de (P-S) .
On suppose que

(1) B(0)=0;

(2) il existe p > 0, et a > 0 tels que si ||ul|,, = p alors E(u) > o;

(3) il existe up € V' tel que ||u1lly, > p et E(u1) < a.

Alors E posséde une valeur critique ¢ > «. De facon plus précise, si on pose
I'={yec(0,1], V); v(0) =0, v(1) =w},

et

¢ = inf supFE(u
inf sup (u),

alors c est une valeur critique de E et ¢ > a.

1.4 Les inégalités et injections de Sobolev utiles

On commence par 'injection classique de Sobolev.

N
Supposons que Q C RY est un domaine ouvert borné , 2* = N3’ et 1 <p<2* Alorsil

existe une constante positive C' telle que

(/Q|’u]pdx); gc(/ﬂwﬁm)é Vu e C§° (Q). (1.1)

L’injection H}(2) < LP(L), est compacte si p < 2.

Les lemmes suivants sont essentiellement dus a Caffarelli et al. [8].

Supposons que Q C RY est un domaine ouvert borné de frontiére réguliere, 0 € Q, —oco <
a<(N-2)/2,a<b<a+1,2,=2N/(N—-2+2(b—a)), N>3et1<p<2,. Alorson a

I'inégalité suivante:

11



il existe une constante positive C' telle que

(/Q || 7P |ul? d:c) "<c (/Q || 2 \Vu|2da:> © vue C5e (). (1.2)

L'injection Dg? () — L, (Q, |x]7pb> est compacte si p < 2.

Supposons que  C RV est domaine borné ouvert de frontiére réguliére, 0 € Q, —oo < a <
(N-2)/2,a<b<a+1,1<p<2N/(N-2),c<p(a+1)+N(2—p)/2et N> 3. Alors
on a l'inégalité suivante:

il existe une constante positive C' telle que

1 1
</Q 1] Juf? d:):) gye </Q 2|2 wm%) T e cr(Q). (1.3)

L’injection Da () — Ly (2, |z| ™€) est compacte si p < 2N/ (N —2).

12



Chapitre 2

Sur les équations elliptiques
singuliéres contenant un terme

concave et un exposant critique de

Caffarelli-Kohn-Nirenberg

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie I'existence et la multiplicité des solutions positives du probléme

suivant

—div (!x\_% Vu> — 720D g = Xz 7w 2w+ 2720 ju> 2w dans Q\ {0},
(P/\,u)
u=20 sur 0 €,

ot © C RY (N > 3) est un domaine borné, 0 € Q, —0o < a < (N—2)/2,a <b < a+1,
1<¢<2,0<c<q(a+1)+N(2-q)/2,2,:=2N/(N —2+2(b—a)) est 'exposant critique
de Caffarelli-Kohn-Nirenberg , —oo < 1 < 7, := (N —2(a+1)) /2)? et A est un parametre
positif.

Il est claire de constater que dans (P ,) on se heurte & un probleme de dégénérescence et

de singularité ce qui rend les méthodes variationnelles classiques inopérantes.

13



Rappelons briévement, quelques résultats connus a propos du probléme (P ).

Pour a = b = ¢ = 0, Ambrosetti et al. [1] ont étudié (Pyg). Ils ont prouvé 'existence
d’une constante positive A > 0 telle que le probleme (Py ) admette au moins deux solutions
positives pour tout A € (0,A). Pour la premiére solution, ils ont fait appel a la méthode de
sous sur solution, pour la seconde ils ont utilisé le théoréme de Pass Mountain. Par ailleurs,
Chen [10] a étudié le comportement asymptotique des solutions de (P ,) en faisant intervenir
les itérations de Moser. Le principe variationnel d’Ekeland lui a permis d’établir la premiére
solution positive, et la seconde grace au théoréme de Pass Mountain.

Pour a = ¢ = 0, 0 < b < 1, Bouchekif et Matallah [3] ont prouvé lexistence de deux
solutions positives sous certaines conditions suffisantes sur A et p.

Xuan et al. [27] ont obtenu grace au lemme de Bliss, une forme explicite des fonctions
extrémales associées & la constante optimale de l'injection H, < Lo, (Q, ]33|_2*b>. Ils ont

démontré que si

0< Vg = Ve —p+a<(N=2)/2 et p<p,—0b,
alors pour ¢ > 0, les fonctions définies par

e () = Coe?/ @ (52\/@—#/(\/@—#—6) 12| (VT i) /2y | (oD (vt na—u)m)‘z/ (2.-2)

(2.1)
avec une constante appropriée Cp, sont des solutions de ’équation suivante
—div (|a:|72“ Vu) R i e R T e e P Y dans R\ {0}.
De plus, ils ont prouvé que :
/ 2|72 | Vue|? da — ,u/ |m\_2(a+1) ulde = / 2|72+ |ue|* do = Sy (2.2)
RN RN RN
ou
fQ (|x|—2a |vu|2 —u |$|_2(a+1) u2) dz
S, = (2.3)

ueli{n\{o} “ouby 2 2/2. ’
- (S 2> ful o)

14



est une constante indépendante de ().

La question intéressante qu’on se pose est si les resultats obtenus concernant le probléme

(Pa,u) pour a = 0 restent valides pour a # 0.

Les principaux résultats de ce chapitre sont les théorémes suivants:

Théoréme 2.1 On suppose que —00 < a < (N—2)/2,a<b<a+1,1<q¢<2, 0<c<
qgla+1)+N(2-¢q)/2, et —00 < p < fig. Alors il existe A > 0 tel que le probléme (P,)

admet une solution positive uy dans H,, pour tout X € (0,A).

Théoréme 2.2 On suppose que N > 2(a+1—-b), —co <a < (N—-2)/2,a <b<a+1,
1<¢<2,0<ec<q(a+1)+N(2—-gq)/2, et p> 0 satisfait

f,—(N=2)/2)" <p<f,—(a+1)* sib>0,
et
fi, — min { ((a +1)2(N/2(a+1—b)— 1)2 (N —2) /2)2} < u < 7, — max((a + 1)2,b?)

st —1 < a < b <0, respectivement.

Alors le probléme (Py,,) admet une seconde solution wy > uy dans H,, pour tout A € (0,A).

Les preuves des résultats précédents reposent, essentiellement, sur 1’analyse de Chen [10].
Dans ce qui suit, nous présentons les notions et résultats préliminaires qui nous seront utiles

pour démontrer nos résultats principaux dont les preuves seront données ultérieurement .

2.2 Préliminaires

Puisque notre approche est variationnelle, on définit la fonctionnelle I , sur H, par

1 ) A _ 1 —2.b
Iy (u) = ) Hu”ua - a /Q o ) dar — 2, /Q &

Par I'inégalité de Caffarelli-Kohn-Nirenberg, on constate que I, est bien définie dans H), et

u|2* dx, pour u € Hy,.

appartient & C! (H,,R).

15



Une fonction v € H,, est dite solution faible de (Py ) si elle satisfait
/ (|$|72a Vuvo — plz) 2 yp — X 2|7 u) 2 uo — |z 72 jul 2 uv) dx =0,
Q

pour tout v € H,.

Le lemme suivant a été prouvé par Caffarelli et al. [8].

supposons que © C RY est un domaine ouvert borné, 0 € Q,—c0 < a < (N —2)/2,
a<b<a+1 1<p<2,1<r<2N/(N-=2),c<r(a+1)+ N (2—r)/2. Alors il existe
deux constantes positives C1, Cs telles que les inégalités suivantes soient vérifiées pour tout

u € Di’Q Q) :

) —oa 1/2 - o 1/2
() (ol P de) ™ < (1/m,) (Jolal ™ |Vulds)

_ 1/ ou 1/2
i) (Jole ™ u ) " < v (Jo a2 |Vuldz)

—ci T 1/r —2a 1/2
(iii) (o |2 Jul” dz) " < O (fQ 2|2 \Vu|2dx>

2.3 Preuve des Théorémes 2.1 et 2.2

Tout au long de la preuve, I'existence de la premiére solution positive avec énergie négative est
obtenue par le principe d’Ekeland. La seconde solution positive avec énergie positive s’obtient

par le théoréeme de Pass Mountain.

2.3.1 Existence de la premiére solution positive

Dans cette partie, on prouve I’existence d’une constante positive A telle que I, ,, posséde un min-
imum local pour tout A € (0, A). Pour cela, on démontre grace a la technique de concentration
de compacité [21], que I, , satisfait une condition de Palais Smale locale.

Soit C := C(a,b,C, N, q) une constante positive telle que

((a+1—0b)/N) s> = AC ((2« — q)/2q) 57> —CX¥Z=9 pour s > 0,

16



ou C' est une constante positive fixée. Alors toute suite (u,) C H,, qui satisfait

Doy () = B < By = ((a+ 1= b) /N) G/ @lati=0) _ gy2/2-a) (2.4)

et

If\# (up) — 0

dans (H,) (dual de H,), (2.5)

contient une sous suite qui converge fortement dans H,.

Preuve: De (2.4) et (2.5), on déduit que (uy,) est bornée, donc il existe une sous suite notée

encore (u,) telle que:

Un,
Un,
Unp

Un

UN

UX

Ux

UN

dans H,,
dans Lo, (Q, |1‘|_2*b) ,
dans Lq (€, ]z|7°),

p.p dans €.

Alors uy € H,, est une solution faible de (P, ,). Par le lemme de concentration de compacité de

Lions [21], il existe une sous suite notée encore (uy), un ensemble J au plus dénombrable, un

ensemble de points distincts {a:j}je 7 C Q2 et des ensembles de nombres non négatifs { ,&j}

{7}, tels que

jeJ’

@72 [V — g2V 02 o > (a7 (VP ple 203 13 iy6a, (26)

jeJ
et
- *b * =~ - *b * ~
I T e e e R TN S N 2T (2.7)
jeJ
Ici §, est la masse de Dirac centrée en x.
La définition de S, nous permet de déduire que
2% < fi; pour tout j € J. (2.8)

17



Nous affirmons que pour tout j € J, on a soit g; =v; =0 ou fi; > S,iv/(2(a+17b)).

En effet, soient € > 0 et ® une fonction de class C*° (§2) centrée en x; définie par

1 si —xi| <e/2,
@(IE) _ 1 |‘f’C 33]| = / ot ‘VCI)’ < (1/8)(a+1_b)/3.

0 si |z—uz4>e,

On obtient alors,

0 = lim lim (I} , (un), Pun)

e—0n—oo

= lim lim {/ (‘$|_2a |V |? — o fa] 720D u,%) ddx — / 2|72+ |up |* @
Q Q

e—0n—oo

_)\/ |£B|_C |un|‘1 CI)dl‘} + lim lim U Vi, VP |$|—2a da
Q 3

—0n—oo Jo

v

jeJ
S RZ <(5xj,<1>>dx—)\/ 2| ux|? ®de p + lim lim [ u,Vu,V® |z| > dx
9] 15

—0n—oo
jeJ Q

v

Par (2.8) on déduit que soit fi; =0 ou fi; > Sp/ZeH0),

D’autre part, de (2.4) et (2.5) on a

B = lim (1), (u,) — 1/2, <Ij\7“ (un) , un)),

n—oo

n—oo

= lim ((a+1=0b)/N)[Jual? = A((2+ — q)/2+q) /Q 2|~ |ux|? de,

v

((a+ 10N (Taall+ Xy | = A2 = 0/20) [ [ol " d

jeJ

Par le lemme 2.1, on déduit que

B2 ((a+1=0)/N) [ fually + Y7 | = AC (26 = @)/240) [[ualll-
jedJ
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Si on suppose que fi; # 0 pour un certain j € J, alors

B = ((a+1-b)/N)SYPOD 4 ((a+1 =) /N) [[uall;, = AC (2 — ) /2<q) [[uall]

Bla

v

ce qui contredit notre hypothese 3 < 3;. Donc u,, — uy dans H, quand n tend vers +oco. =
Preuve du Théoréme 2.1. Le lemme 2.1, nous assure l’existence de deux constantes

postives C1, C5 telles que
Do (w) > (1/2) [l = (1/g) Ay [[ul|f, = (1/2.) Cu [lulZ -

Soit p = [lu||,. Des inégalités précédentes, on peut trouver deux constantes positive p, et A
telles que, pour tout A € (0,A), I, (u) est bornée inférieurement dans B, et Iy, (u) >r >0
pour ||ul|,, = po. Ici By, est la boule centrée en 0 et de rayon p.

Soit ® € H), telle que [|®]|, = 1. Alors pour tout ¢ > 0, on a

®|* da.

Ty (10) = (1/2) £ — (1/q) M0 /Q ] € B[ — (1/2,) £ /Q 2+

Dong, il existe tg < p, suffisament petit tel que I , (t®) < 0 pour 0 < ¢ < ty. Par conséquent,
on obtient

I:= inf I < 0.
WL, P ()

Le lemme 2.2 implique que Iy , atteint son minimum I en uy. Alors uy est une solution non
triviale non négative pour A € (0,A). Par suite, on prouve que uy > 0. En effet, on sait que
pour tout sous ensemble compacte K C Q\{0}, il existe deux constantes k1 (K) et ko(K) telles
que

0 < ki(K) < |z]72* < ky(K), pour tout z € K.

L’inégalité de Harnack nous permet de conclure que u) est positive dans K. Les inégalités
o

précédentes ainsi que les résultats standards de régularité impliquent que uy € C*°(K), comme

K est arbitraire et 2, < 2* := 2N/(N — 2), il s’en suit que uy € C*°(Q\{0}, (0, + =0)), (voir

par exemple [13]).
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2.3.2 Existence de la seconde solution positive

Posons u(x) = |z|” " w(x) avec r = \/li, — /Tty — p ou 0 < p < fi,. Pour toute solution positive
u € H, du probléme (P ,), on déduit que u € C°(Q\{0}) et satisfait (P ,) dans le sens
classique.

Aprés transformation, on obtient:

—div (]aj\_2(r+a) Vw) = Az 7D |2 + |22 )> 2w dans Q\ {0},
(Q)§ w>0 dans Q\ {0},
w=0 sur 0 €.

Soit w € C2?(Q\{0}) une solution du probléeme (Q). Alors, il existe une constante positive

ro suffisament petite, telle que

w(z) > |n|nin w(y) pour tout z € By, \ {0} .
yl=ro

Preuve: Elle est similaire & celle développée dans la proposition 3.1 dans [10]. =

Du lemme précédent, on déduit que u(z) > M |z|™", pour tout = € By,\ {0} et ro suffisa-
ment petit. Pour A € (0,A) fixé, on cherchera une seconde solution positive de (Py ) de la
forme wy) = uy + v o0 u) est la premiére solution positive obtenue dans la partie précédente et

v > 0 dans 2\ {0}. L’équation qui correspond & v est la suivante

—div (|33|_2“ Vv) — 1 |x]_2(a+1) v=\|z|™° ((uA + )77t — u‘f\_l)+|x\_2*b ((uA + v)2*71 - ui*fl) )
(2.9)

Définissons

Al ™ (G + 017 = ) + 1ol (+ 0" =uy ) s £20,

0 si t<0,

Gi(z,v) : —/ gx(x, t)dt,
0

ga(z,t) =
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et

T i= /D) ol = [ Ga(aw @)

v = 0 est un minimum local de J, , dans H,,.

Preuve: Elle est similaire & celle du lemme 5.1 dans [10]. m
Si v = 0 est le seul point critique de Jy ,, alors Jy , satisfait la condition de (PS)g pour

tout B < B* = ((a+ 1 —b) /N) S/ @leri=b),
Preuve: Soit (v,) C H,, telle que
Iau(vn) — B < B* et Jy , (v,) — 0 dans (H,)" quand n — oo,

alors (vy,) est bornée dans H,.

Quitte & extraire une sous suite, on peut supposer que

Up =V dans H,,

Up =V dans Lo, (Q, |93|72*b) ,

Up — U dans L, (Q, ]a:|7bp> pour tout 1 < p < 2,, (2.10)
Up, — v dans Lq (, ]z|7°),

Vp — U p.p. dans €.

Alors v est un point critique de Jy , dans H,. Nos hypothéses font que v = 0. On prouvera

par suite que v, — 0 fortement dans H,,. D’aprés le lemme de Brézis-Lieb [5] on a:
/ |72 Juy + v | da — / || 720 up|** d = / || 72 | * da + o(1).
Q Q Q
Soit v* = max(v,0). Alors

Prpmintom) = [ (ol Ve lun ) = el 2 v ar + )
Q
_)\/ |z| ¢ |:(U)\ F o)y +v) —ud T (uy + vn)} dx
Q

_ 25 —1 _ 24—1
—/ ]2 (un )™ (a4 0n) — a2 (s + )+ 0,)| i
Q
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Un calcul directe nous donne:

2 dx + o(1).

Ui

2 —24b
(T (0n), ux + ) = [[on ]2 — /Q 1

Quite & extraire une sous suite, on peut supposer que

lonll2 =1 et / 2|20
(9]

Sil =0, la preuve est achevée. Sil # 0, on obtient & partir de la définition de S, que

2*dac—>l20 quand n — oo.

v

) 2/2.
vt | d:n) pour tout n € N.

fenll 2 [ 2 53 ([ 1ol

S/]JV/(Z(aJrlfb))

Par conséquent, [ > , ce qui implique que

+
UTL

n—oo

= (1/2) — (1/2)1 > ((a + 1 — b) /N) SL/@a+1-) _ ge

5 = o) = i (/2 ol - (/2) [ 172

Ceci contredit ’hypothése 5 < 5*. =

Dans ce qui suit, on donnera les estimations concernant les fonctions extrémales définies dans
(2.1). Dans l'esprit du travail effectué dans [16], on analyse la concentration de ces fonctions
en x = 0 quand € — 0.

Soit € > 0 et m € N* tels que By, C (2, définissons

ue (&) — e (1fm) iz € By 0}

ve (z) =

Comme dans [27], on a

Pour m suffisament grand est ¢ suffisament petit, on a
\M%HZ < 5&0%%a+1—w)_%(754K2w—®7n2 Fa=h, (2.11)

/ ]2 e dp > S/ ROTID) — 22/ a2 2oV (2.12)
Q
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Ici et dans tout ce qui suit, C' est une constante universelle indépendante de m et €. Soit
e = (1/m)" avec h > ((2. —2)/2) (1 +1)\/Ti, —p et I > 0. Alors, on obtient I’estimation

suivante.

/ |ve|? da > Ot/ (2=, (14D (2y/Fia+2y/Fra—=N) quand m — oo. (2.13)
Q

Soit B*définie comme dans le lemme 2.4. Alors

supJy ,(tve) < B
>0

Preuve: De l'inégalité ¢lémentaire [1]
(a+b)P >aP +0° +paP b, p>1, a, b>0,

on a

2x—1

ga(@,ve) = [z 720 ()T (20 = D) a0 ud Rl

et

Gz, tve) > (1/2.) 2 2] 720 (o) + (1/2) (2 — D |22 u2~2(0)? pour t > 0.

£

On sait d’aprés la proposition 2.1 que uy(x) > M |x\7(\/ﬁ>‘f Vi) 5 g pour tout x € B, \ {0}.
Alors

‘xrz*buiﬁz > 22 ‘x|72*b7(2rz)(\/ﬁjﬂ/nafu)

My>0sib>0et uecl0, i,

Y

ou

My >0si —1<a<b<Oetpe|(at+1)’*(N/(2a+1-0)—-1)>%7,
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Soit My := max { My, M1} . Alors

+
/UE

Tnu(tve) ghe(t):(l/Z)t2||v€Hi(1/2*)752*/Q|x|2*b > da:((2*1)/2)t2M2/Q|vj]2dx.

L’identité

vl

' 2 . —2.b
0 =t(||veu#—t2 [

combinée avec (2.11) et (2.12) nous donne

2 de — (2. - 1)M2/ o | dac) ,
Q

1/(2x—2) —1/(2+-2)

max h(t) = h(t.),avec t. = (vaHz — (24— 1)M2/ |v€+‘2 da:) </ || 720 o > d:1:> > 0.
>0 K Q Q
Alors
Iau(tve) < h(t)
24 /(2 —2) —2/(2x-2)

= ((2,—2)/2.2,) <|yu€||i — (2 — 1)1\42/Q \v:}de) vt

</ |$‘_2*b 24 da;)
Q

((a+1—b)/N) S}ILV/(Z(a—H—b)) 1 et (2e=2) 2\ _ 064/(2*—2)m(1+l)(2@+2 fla—n—N)

IA

Puisque 1 < fi,—(a + 1)%, on obtient 2y/7i,+2v/7, — p—N > 0et (14 1) (27, + 27, — p— N) >
24/, — p pour [ suffisament grand. Par conséquent,

supJy ,(tve) < B
>0

Preuve du Théoréme 2.2 D’aprés le lemme 2.3, v = 0 est un minimum local de J) ,,.
Plus explicitement, il existe un nombre positif p; suffisament petit tel que Jy ,(v) > 0 pour
[v]l, = p1- Puisque J) ,,(tv-) — —oo quand ¢ — oo, alors il existe une constante positive T' telle

que [|Tv[[, > p; > 0 et Jy ,(Tve) <O0.
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Soit

1= inf s ((8) avee T = {7 € C(0,1], H,),7(0) = 0.9(1) = T}

D’aprés de le lemme 2.4, la condition de (PS)g est satisfaite pour § < %, et par le lemme 2.5,

on obtient

By < supdy ,(tve) < B*.
>0

En utilisant le théoréme de Pass-Mountain pour #, > 0 et la version de Ghoussoub-Preiss [18]
pour 3, = 0 respectivement, on obtient un point critique non trivial v de J) ,, et on conclut

par le principe du maximum que w) est une solution positive de (Py ).
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Chapitre 3

Equations elliptiques singuliéres avec

terme concave, exposant critique de
Caffarelli-Kohn-Nirenberg et

fonctions qui changent de signe

3.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a Iexistence d’au moins deux solutions du probléme

Vu u lu|72 u lu[>* 2 u
B —MW:M(@ + k() o dans \ {0}

|

—div (
(P)\,u)
u=0 sur 0 2,

ot Q@ ¢ RY (N > 3) est un domaine borné, 0 € 2, —co < a < (N —-2)/2,a <b < a+1,
1<¢<2,0<c<q(a+1)+N(2-¢q)/2,2,:=2N/(N —2+2(b—a)) est exposant critique
de Caffarelli-Kohn-Nirenberg , —oo < 1 < 7, := (N —2(a+1))/2)* et A est un parametre
positif et h, k sont des functions continues qui changent de signe dans .

Il est claire que le probleme (Py ,) contienne dégénérescence et singularité. Dans ce type

de situations les méthodes variationnelles classiques ne sont pas applicables. Il devient, donc
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délicat d’aborder les résultats d’existence, ceci est lié au caractére dégénérescent ou singulier
de I’équation différentielle.

Commencons par un bref historique.

Il est connu que les termes concave et convexe influent sur le nombre des solutions du
probleme (P, ). Ceci a fait I'objet de plusieurs recherches ces derniers temps.

Lecas h =1 et k=1 a été intensivement étudié par plusieurs auteurs, nous recommandons
aux lecteurs de se réferer au travaux [10, 20]. Pour p > 0, a = b = ¢ = 0, Chen [10] a étudié
le comportement assympotique des solutions du probléeme (P ,) en utilisant les itérations de
Moser. En appliquant le principe variationnel d’Ekeland, il a obtenu la premiére solution
positive et par le théoréme de Pass-Mountain, il a démontré ’existence de la deuxiéme solution
positive.

Lin a considéré dans [20] un probléme plus général, (P, ,) avec 0 < a < (N —2) /2, a <
b<a+1l,c=0,1<g<2et pu>0.

Dans le cas ou h # 1 ou k # 1, nous suggérons aux lecteurs de se référer aux travaux [19, 25,
29] ainsi que leurs références. Tarantello [25] a étudié le probleme (Py ) pour a =b =c =0,
qg=X=1, k=1 et h non nécessairement égale a 1, et satisfaisant quelques conditions.

Wu [29] a montré I'existence de multiples solutions positives du probleme (P, ) avec a =
b=c=0,1<q<2, k=1 et h une fonction continue qui change de signe dans €. Dans [19],
Hsu et Lin ont établi I'existence de multiples solutions non triviales du probleme (P, ,) avec
a=b=c=0,1<q<2, hetk des fonctions réguliéres qui changent de signe dans .

L’opérateur L, q (u) := —div(\:c|_2a Vu) — i \m\_Z(aH) u a fait Pobjet de plusieurs publica-
tions dont nons citons [16] pour a = 0 et u < fiy, et [22] ou [27] dans des cas plus généraux
ca-d —oo <a< (N —2)/2et u <,

Xuan et al. dans [27] ont prouvé que sous les conditions

N>3,a<(N—2)/2,0< /I, s —p+a<(N—-2)/2, a<b<a+1, p<ip,—0b

pour € > 0, la fonction

24/Tig—t 22

ue (z) = CoeZ? (5\/7/%1—#—1) 2|7 (VA VEah) | |2 (VAat Ma—u)) (3.1)
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avec une constante positive Cp, est une solution de

272y dans RM\{0}.

—div (|33|_2“ Vu) — p|a| 72 g = |22 |y

De plus,
/ 27 Ve[ dr — p / a2 uZde = / 72 e dar = (Ag )™,
RN RN RN
ot Agp, est la constante optimale donnée par 'expression

Aa,b,u = ue;ﬁ{{o}E@,b,u (u) = Ea,b,u (us) > (3'3)

avec ) ) .
e 72Vl dz — g fo | 2D wPda

Eapp (u) : 2
" /2*
(fRN ’I|72*b ”LL|2* d.’lﬁ')

Aussi, dans [20] et [22] , les auteurs ont prouvé que pour 0 < a < (N —2)/2,a <b<a+1,

0 < u < fi,, la fonction définie pour € > 0, par:

2

1 (2% =2)(v/Ba—+/Fa—1) - = = T2
ve (2) = (22,62 (T, — 1)) =2 <52\x| S I ¥ e OV uau)> 34

est une solution faible de

—div (|27 Vu) = oo O w = o] dans R\ {0},

et satisfait

/ ]a:\_za \va\z dx — u/ |w]_2(“+1) v?dm = / ]a:\_Q*b ]v5]2* do = (Ba,b’“)N/(Q(a‘H_b)) ,
RN RN RN
(3.5)

ou By, est la constante optimale dont ’expression est

Ba,b,u = ueIilI:{{O}Emb’M (u) = Ea,b,u (Us) . (3'6)
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La question naturelle qu’on se pose est de savoir ce qui en serait si ces problémes elliptiques
(dégénérés ou non) sont influencés par certaines perturbations. Dans ce chapitre, on prouve
I’existence d’au moins deux points critiques non négatifs et distincts de la fonctionnelle d’énergie
associée au probleme (P, ,) dans la variété de Nehari (voir par example Tarantello [25] ou bien
Brown et Zhang [6]).

Dans ce chapitre, nous supposons les hypothéses suivantes verifiées:

(H) h est une fonction continue sur € et il existe hg et p, positives telles que
h (x) > ho pour tout = € B (0,2p,) ,

(K) k est une fonction continue sur Q qui satisfait &k (0) = max,.q k (z) > 0,

k (z) = k(0) + o (7) pour z € B(0,2p) avec B > 2,\/li, — i;
ainsi que 'une des deux hypothéses suivantes:

(A1) N > 2(|b|+1) et (a,p) €]-1,0[ x |0,7, — b*[U [0,552[ x Ja(a— N +2),71, — b*[,

(42) N > 3. (a.p) € [0, 522 x [0.7,].

Faisant usage de la méthode introduite dans [19, 25|, on obtient le résultat d’existence suivant.

Théoréme 3.1 On suppose que a < (N —2)/2,a<b<a+1,1<g<2,c<gq(a+1)+
N(1—-gq/2), (H), (K) et (A1) ou (A2) sont satisfaites. Alors, il existe A* > 0 tel que pour

A€ (0, A¥) le probleme (Py,) admet au moins deux solutions non négatives dans H,.

Ce chapitre est organisé comme suit: la partie 3.2 est consacrée aux préliminaires, et celle

qui suit pour la preuve du théoréme 3.1.

3.2 Préliminaires
Définissons

ue si (a,p) €]-1,0[ x |0, 7z, — b*[U [O,%[x]a(a—th@,ﬁabe[,
We 1= (3.7)

ve si (a,p) € [0,%[ X [0,72,[ s
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et
Agppu si (a,p) 6]—1,0[x]0,ﬁa—b2[u [0,¥[x]a(a—N+2),ﬁa—b2[,

Saby =
Baub#*” Si (a7 lu’) e [07 %[ >< [O, ﬁ(l['

Puisque notre approche est variationnelle, on définit I , par

1 A e 1 oubr 2
Do ) = 5 el = 2 /Q (@) fal  ul? do = - /Q k(@) o] 20 jul* dz, Yu € H,

Par I'inégalité de Caffarelli-Kohn-Nirenberg, on peut affirmer que I , est bien définie dans H,
et I, € C'(H,R).

u € H,, est dite solution faible de (P ) si elle satisfait
/Q (]a:\ 2074V — pla| "2 yo — AR (@) 2] Jul T2 o + k() 2] 720 |u)? uv) dr =0, Yve H,.

Dans plusieurs problémes comme (P ), I, n’est pas bornée inférieurement dans H,, mais
Pest sur un sous ensemble adéquat de H,,, et un minimum dans ce sous ensemble peut donner
naissance a la solution de I’équation différentielle correspondante.

Ce sous ensemble de H), est la variété de Nehari définie par

Ny = {ue H\{0}, (I}, (u),u)=0}.

Il est utile de considérer Ny en terme de points stationnaires des applications de la forme
U, (t) = I, (tu), t>0,

et donc

W, (6) = (1}, (tu) ) = {4, () ).

Une conséquence immediate est la proposition suivante:
Soit u € H,\ {0} et t > 0. Alors tu € N, si et seulement si ¥/, (t) = 0.
Soit « un minimum local de Iy ,, donc ¥, posseéde un minimum local en ¢ = 1. Alors, il

est naturel de partager N en les trois sous ensembles suivants N, ;r , Ny et v /Q correspondant
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respectivement aux minimums locaux, maximums locaux et points d’inflexion.

Deéfinissons

2,
NT = {u eNy: (2—9q) HuHia — (2« —q) [k (2) ”ﬂjujd:c > O}

Jul*

= {u eNy: (2—2)) HuHia + (2« — @) X Jgh(x) ;Td:c > 0}.

Notons que Ny et NV? s’obtiennent similairement en remplagant > par < et = respectivement.

Définissons aussi

ex= inf Iy, (u); ¢f = inf I,,(u); ¢, = inf Iy, (u). 3.9
v= B D)3 6 = it D) 6 = il D) (3:9)

Le lemme suivant va démontrer que les minimums dans AV sont des points critiques de Iy ,,.
On suppose que u est un minimum local de I , sur N, et u ¢ NY. Alors II\,# (u) = 0.

La preuve de ce lemme est essentiellement la méme que celle du théoreme 2.3 dans [6].

Soit -
2—q 2x—q 24 — 2 ~1 2x—q
Apm [ =79 e e N =
: ((2*—q>\k+roo> ((2*—@01)‘ o (Saou)

ot n () = max (n (x),0), |nT|,, =sup,cqess|n’ (z)]. Alors NY = 0 pour tout A € (0, Aq).

Preuve: Supposons que N, /(\) £ (). Alors si u € N?, on obtient

2 2, — q / ]{( ) ’u‘z* d
= —— x x,
P 2-q Jo || 2+

2\ 2 _Q/ |ul?
||u||u7a - )\2* _ 2 N h (.’,U) d.’,l?

2|

|

De plus, par (H), (K) et 'inégalité de Caffarelli-Kohn-Nirenberg on trouve

9 ¢ * 2/(2.~2)
2 (=i, Geoe™?)

2, — B 2/(2—q)
||“”2 < <)‘ — g (Sa,lw) 9/ C1 ’h+|oo) :

Donc A > Ap, et on conclut que N? =) si A € (0,A1). m
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Par le lemme précédent, on conclut que Ny = N;F UN; pour tout A € (0,Aq).

Soient cj, c, définies comme dans (3.9) . Alors, il existe §g > 0 tel que

¢l <0, VA€ (0,A1) et ¢y >80, VAE (0, %A1> .

Preuve: Soit u € /\/’;r Alors

’U‘Q* 2—q 2
k(x dx < U ,
@ e < 5=l
ce qui implique

Cj\“ < Dy, (u)

11 5 <1 1 ) / |u|?*
= (z—=)llullf.+-—% k(z dz
<2 Q) | ”M’ g 24/ Jo () ‘a:|2*b

2-9)(2:=2) 2
< el <0

Soit u € N . Alors

u xT
2,—q " Q \x|2*b

De plus, par (H), (K) et l'inégalité de Caffarelli-Kohn-Nirenberg, on obtient

dz.

2*

lu —2,/2 . 112+
/Qk‘($) |x’2*bd$ < (Sa,b,p) ”qu,,a

K.

Ceci implique

lu

. 2—¢q 1/(@2) (S )2/ 222D
pa (2 —2) |kt @b '

D’autre part,

Do) 2 Tl ( (5 = 50 ) Tl =325 a2 i,
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Donc, si A € (0, 4A1) alors Iy, (u) > do, ou

P} 2xd 1 1 24(2-9) 9g %
( 2*_2 ‘k_g.l ) (Sa,b,p,) 2(2x—2) <(2 —_ 2*> (Sa7b’“)2(2* 2) (m>
BT (Sap) 2Oy || )

Comme dans [29, proposition 9], on a le lemme suivant.
(1) Si A € (0,A1), alors il existe une suite de (PS),, (un) C Ny de Iy .
(i) Si A € (0,4A;), alors il existe une suite de (PS)CX (up) C N, de I ,.

Définissons

24

K+::{UEN,\:/k:(as)|’u|2bdx>0}, Ozz{ueN / §O},
Q x|™
+ |ul? — Jul*
H' = ue./\/}\:/h(x) ~dx >0y, Hy := ue./\/}\:/h(m) =dr <05,
Q |z| Q ||

_ ~1/(2:-2)
9 g\ 1/(22) !
tmax = tmax (1) i= (2 _q2> ] 2/ 22 /k IUL sd ,

pour v € K. Alors on a le résultat suivant.

Pour A € (0,A1) on a

et

(1) Siuwe KT N Hg, alors il existe un unique t* > tymax tel que tTu € N et
I, (t+u) > Iy, (tu)  pour t > tmax.

(2) Siuw € Kt N HY, alors il existe ¢t~, ¢+ uniques tels que 0 < t~ < tymax < t1, t7u € N,
tfue Ny et

Iy (ttu) > 1, (tw) pour t >0 et Iy, (t7u) < Iy, (tu) pour t € [0,t7].

(3) Siuwe K~ N H™, alors il n’existe pas de t > 0 tel que tu € N).
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(4) Siu e K, NHT, alors il existe un unique ¢~, 0 < ¢~ < +oo tel que t~u € Ny et
Doy (tTu) = %Izlg I, (tu).

Preuve: Pouru € H,, on a

Uy (1) = Iy, (tu) = B / ey —tQ*/k(x) [ 4
u A, ua ‘$| 2, Q |SL‘|2*b
et
q
v, (1) tq1<wu<>A/h<>'“'C),
Q \$|
ol
oo (1) = 127 ]2, — 121 / by 2
u 2214 Q |$’2*b

Par un calcul simple, on peut montrer que ¢, est concave et atteint son maximum en

_ —1/(2.-2)
[ 2—q 1/(@e=2) 2/ (2.—2) Jul*
o= (55) I ([ k) 7

pour u € KT, alors

NG
oy (tmax) = Capg N HUHZT(EQ*W)/(QFZ) (/Q k() 2*bd$> ’

]

ol

C1abq,

2gq-d(2-q > VO
2, —2 2,—2 '

Par conséquent on peut conclure facilement que notre proposition est vérifice. m

3.3 Preuve du Théoréme 3.1

3.3.1 Existence d’un minimum local de I, , dans N} .

On va prouver que I , atteint un minimum local sur N, ;r .
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Soit A € (0,A4), alors I, admet un minimum uy dans N} tel que

IA,M (UA) = C;\r < 0.

Preuve: D’aprés le lemme 3.4, il existe une suite minimisante (u,) C N, telle que
Dy (un) — cx et Iy, (u) — 0 dans H;l (dual de H,,),

alors

11 2 11 ||
D)= (5= ) lunl?y =A== ) [ R .

Par 'inégalité de Caffarelli-Kohn-Nirenberg, on a

1 1 2, — _
ex+on (1) 2 (2—2 )\unui,a—x L (Sange) 2 O BT i
* *q

olt o, (1) — 0 quand n — oo, donc (uy) est bornée dans H,,. Passons & une sous suite (uy,), on

obtient les convergences suivantes:

Uy — U dans H,
Up — Uy dans Lo, <Q, |x|72*b) ,
Up — U dans Lg (Q,]z]7) ,

Up — U p.p. dans 2.

Alors uy € Ny est une solution faible de (P ;). Comme ¢\ < 0 et Iy, (0) = 0, alors uy #

0. Maintenant on montre que w, — uy dans H,. Supposons le contraire, alors [u)[[, <

35



liminf ||u,||, , , et on obtient
n—oo Hs

IN
=
=

/\
\_/

Cx

(1 1 2, —q lux|?
- (3 2*>||w|,m X /Qh@c) o]

|un|?
< }ngl_l}ég 55 ) llu nHu, Qh(ﬂf)W

Ce qui aboutit a une contradiction. Par conséquent u, — u, fortement dans H,. En plus on a

uy € Ny, Sinon, si uy € Ny, alors [,k (z) i) >0et [oh(z) i
A ’ ’ Q ‘.’13|2*b Q ‘I.|C

24

3.2 il existe t~ unique, t+ =1, tels que 0 <t~ < tmax < 1, t7uy € ./\/’;r, uy € Ny et

Iy (uy) > Iy, (tuy) pour t >0 et Iy, (t*u,\) < Iy, (tuy) pour t € [0,1].

Donc

X = ulel}\f& Iy (u) = I (ux) > igg Iy (tuy) > 05‘21 Iy (tuy) = I (tiu)\) J

d’ou la contradiction. m

3.3.2 Existence d’un minimum local de I, , dans N[ .

Pour prouver I'existence d’une seconde solution non négative, on a besoin des résultats suivants.
Soit (uy) une suite de (PS); avec u, — u dans H,,. Alors il existe une constante positive

C = C(a,b,N,q,|h*|, ,Sapu) telle que

I, () =0 et Iy, (u) > —CAY@0),
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Preuve: 1l est facile de prouver que I;\’“ (u) = 0, ce qui implique que <IIML (u) ,u> =0, et

par suite

1. /11 ) 11 9
D) = 5 (B 0) = (5= 5. ) Il = AC = ) [ o) (Ha

D’aprés les inégalités de Caffarelli-Kohn-Nirenberg, Holder et Young, on a

11 2 2. —q —q/2
D02 (5 = 5 )Tl = 325 S 2 Ca ] Dl

On peut montrer facilement que pour tout ¢ > 0, on a

<1 — 1) 2\ _qq (Sapy) 2 Cy BTt > —C A¥79)

avec

G oz (1222 (=D S\

On conclut alors, que

Iy, (u) > —C A9,

Soit (u,) une suite dans H,, telle que

1 1 — ~ _
I)\”u, (un) — <= (2 — 2> ‘k+‘oo (Sa,b,,u,)Q*/(lk 2 _ C’)\Q/(2 q)7 (310)
I3, (un) — 0 dans H;l. (3.11)

Alors, il est existe une sous suite de (u,) qui converge fortement dans H,.
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Preuve:

e (3.10) et (3.11), on déduit que (uy) est bornée, alors quitte a extraire une sous

suite, on a les convergences suivantes:

U, — U dans H,,

—2,b
Up — U dans Lo, (Q, |z ) ,
Uy — U dans Lgq (9, |z] ),

Uy — U p.p. dans 2.

Donc u est une solution faible du probléeme (Py ).

Posons v, = u,, — u. Comme k est continue sur €2, le lemme de Brézis-Lieb [5] nous donne

et

* 24
/k( ) lunl” /k ) [l k) g, (3.12)
Q |z [*° ||

[ RN

2 2 2
[unlla = llvnllq + llull,q +on (1) (3.13)

En utilisant le théoréme de Lebesgue, il s’en suit que

a q
lim [ h(z) \u;\ dx:/h(:v) [ul dz. (3.14)
Q

|z |°

De (3.12), (3.13) et (3.14), on déduit que

et

L L[ ol
o ) = D () 5 el = 5 [ ) e on 1)

|Un|2*
(Do () ) = (T () ,10) + o2 — /Q b s o0 (),

Utilisant le fait que v, — 0 dans H,,, on peut supposer que

*

|Un

d —6>0.

lonl2., — 0 et / k()
’ Q

e[+
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De la définition de S, ,, on obtient

oal®
2 v
anHu,a > Sa7buu‘ < Q ‘$T2*bdx> ’

et donc 0 > |k*| Sap 072

Supposons que 0 # 0, alors § > |kT| (Sa7b7u)2*/(2*_2), et par le lemme 3.6 on obtient

1 1

~ 1
2/(2— w/(25—2 *
S el q>+<2 2*>|k+} S )/ .

Ce qui aboutit a une contradiction, par conséquent [ = 0; i.e., u, — v dans H,,. m
Dans ce qui suit, on va donner quelques estimations des fonctions extrémales définies dans
(3.7). Soit ¥(z) € C° () telle que 0 < ¥(z) < 1, ¥(z) = 1 pour |z| < py, ¥(z) = 0 pour

|z| > 2py, o0l pg est un nombre positif petit. Soit

2 (\/a /i) P (V) =5

a(z) = (

2

=2 (T fFm ))”*""

2
5= (VHaty/Ba— )) -2

@()<2£Uu 72 (Va=/Fa=1)

U (z) = si (A1) est satisfaite,
W) (o) (Vv

si (Ag) est satisfaite.

Par un calcul directe, on trouve

5| 2% N—2(a+1-b) =1 2x
/ k() [7| do =g 2eri=n k| de + O(e),
Q T Qx|
o, |0(e%)] /e* < C,V a >0,

N—2(a+

_ —b)
1910 = ¢ et I, +O0(),
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(oAl N-2(at1-b)

w0
fgk($> -

’w‘Q*b

dzx

Soit [*définie comme dans le lemme 3.6. Alors il existe A4 > 0 tel que pour tout A € (0,Ay)

on a l* >0 et suply,(t0.) < I*.
>0

Preuve: On considére les deux fonctions suivantes

|U€|q
||

24

B 25 2 | 14
F(6) = Du(te) = 5 [0l — 5 /R k(@) Sppde = A= | () ede,

|CC|2*b q Jrn

et

~ 2 $2+ N |175|2*
f(t)ziHUEHu,a_z‘k ‘oo/R 2 bdx

Soit Ay > 0 tel que

<; — 21> ‘kﬂoo (Savb#)2*/(2*72) — CX¥C=9 > 0 pour tout A € (0,A2).

Alors
1 1

f(0)=0< (2 - 2> |k+‘oo (Sa,b,u)Q*/(Q*_Q) — CN¥/C=9) pour tout \ € (0, A2).

Puisque f(t) est continue, alors il existe ¢; > 0 suffisament petit tel que

ft) < <; - 21> ‘k*‘oo (Sa,b’#)z*/(z*fz) — CX2/2=9) pour tout t € (0,t).

D’autre part,

1 1 N—2(at+1-b)

max f(t) = <2 ) 2> 15 (Sapg)™ /7 O 21707,
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Alors

N—2(a+1-b)

sup Iy, (t:) < <22> KT | (Sapp)/ @2 1 O 7erin )
t>0 *

tq ~ 14
—Alho/ 1% o
q B(0,p0) ||

, alors

(2* 72) V Ha —H

Soit 0 < € < p,

~ |4
/ |UE|C dx
B(0,p0) |z|

N
-/ |x|—0(smb|x|2*2‘2<@—wa—“>+|x|2*2‘2<ﬁa+ “a—@) da
B(pro)

> Ch.
2(24—2) B —
Sion prend € = A 2+—4 , on obtient A < pé2 OV et
; 1 1 + 2./(2.—2) 2/(2—q) td
sup Dy, (t0e) < (= — o ) [EF| L (Sapn)™/ P72 + OO/ =D) — XL poCs.
>0 2 2 q

Choisissons Az > 0 tel que
td ~
O()\2/(2_Q)) — )\Elhng < —CA¥ =9 pour tout A € (0, A3).

2V /T —
Alors, si on pose A4 = min {Ag, As, ,o(() OV Ha “} , on déduit que

supJy (tv:) < I* pour tout A € (0,Ay).
£>0

Maintenant, on va montrer que I ,, atteint un minimum local dans N .
Soit A* = min {gA;/2,A4}. Alors pour tout A € (0,A*), I) , admet un minimum v, dans

N, tel que Iy, (vy) = ¢y .

Preuve: D’aprés le lemma 3.4, il existe une suite minimisante (u,) C N, y pour tout A €

(0,qA1/2) telle que Iy, (up) — ¢y et Iy, (up) — 0 dans H,'. Puisque I, est coercive sur
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N, donc (uy) est bornée. Passons a une sous suite (u,), on obtient les convergences suivantes:

Uy — Uy dans H,,

Up — U) dans Lo, (Q, |3:|_2*b) ,

Up — Uy dans Lg (Q, ]z,
Uy, — Uy p.p. dans €.
~ 124 5 |9
Par (H) et (K) on a [ok () :Z}lbdx >0et [oh(x) |‘Ua|‘cdx > 0, alors par la proposision 3.2 il
x

existe tT > 0 tel que t17, € N, . D’apreés le lemma 3.7 on a

¢y <1, (t+175) < suply ,(t0:) <17,
>0
et par le lemma 3.6 on déduit que u, — vy dans H,,. Alors on conclut que I , (vy) = ¢, >
0. Similairement comme dans la preuve de la proposition 3.3, on déduit que I, admet un
minimum vy dans N, pour tout A € (0,A*) tel que Iy, (vy) =c¢, >0. =
Preuve du Théoréme 3.1
Par la propositions 3.2 et 3.4, il existe A* > 0 tel que (P ,) admet deux solutions non

négatives uy € N et vy € Ny puisque N NNy = 0.
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Chapitre 4

Sur les équations elliptiques
singuliéres non homogénes contenant

I’exposant critique de

Caffarelli-Kohn-Nirenberg

4.1 Introduction

Ce chapitre concerne 'existence et la multiplicité des solutions non triviales du probléme suivant

—div (\xr% vu) — )20y = R (@) 272 w2 2w+ Ag (z), dans RV {0},
(PA,;L) 12
u € Dy’ (]RN) ,

N>3 —co<a< (N—=2)/2,a<b<a+1, 2, :=2N/(N—-2+2(b—a)) est I'exposant

critique de Caffarelli-Kohn-Nirenberg , —co < g < T, = ((N —2(a+1))/2)* et A est un
/

parameétre positif, g € (DLIL’2 (RN )) \ {0} (dual de Dg? (R™)) est une fonction continue sur

RY et h est une fonction positive bornée sur RY.
Le probléme (P, ) est de la forme

—div (by (z) V) = pby (z) u + bs (@) |u>* "2 u + Ag (z)
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ot les poids b;, ¢ = 1, ..., 3 sont des fonctions non négatives et mesurables qui peuvent s’annuler
en quelques points ou bien ne pas étre bornées. La théorie classique des points critiques n’est
pas applicable car en général, 'opérateur différentiel n’est pas uniformément elliptique.

Puisque notre approche est variationnelle, on définit la fonctionnelle I ,, sur H, par

Do) = 5l = 5 [ 0@ el ™l do =3 [ g (@) ude.

Du fait que g € Hl; et l'inégalité de Caffarelli-Kohn-Nirenberg, on déduit que I, est bien
définie et appartient a C! (H,,R).

u € H,, est dite solution faible du probleme (P ,) si elle satisfait

/ (\:U|_2a Vuvo — plz| "2 ww — b (@) 2] 720 [u)>* " uw — Mg (z) v) dr =0, ve H,.
RN

On commence par un bref historique.

Pour a = b =0, h = 1, Tarantello [25] a étudié¢ le probléme (P;,) sur un domaine borné, et
sous certaines conditions sur g. Elle a prouvé 'existence d’au moins, deux solutions distinctes
dans Hg ().

Poura=0,0<p<fig:=(N—-2)?/det h=1, (P1,) a été étudié par Wang et Zhou [28].
Il ont prouvé ’existence d’au moins, deux solutions distinctes sous certaines conditions sur g.
Ils ont utilisé le principe variationnel d’Ekeland, la méthode des sous sur solutions ainsi que le
théoréme de Pass-Mountain.

Le cas ol —o0 < a < (N —2) /2 et h satisfait les conditions suivantes

(Hl) h (.’L’) € Lo (RN) )
(Ho) lim, 0 b (z) = limjy| 400 h () = hg > 0, h(x) > hg a.e. in RY,
(Hs) mesure ({z € RN : h(z) > ho}) > 0,

Ghergu et Radulescu dans [17], ont montré I'existence de deux solutions non triviales du prob-
leme (Py o) sous certaines conditions sur A.
Le cas homogene (i.e A = 0), a été en particulier, abordé par Kang et al. [22] et Xuan et al.

[27].
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Xuan et al. [27] ont prouvé sous les conditions suivantes

N > 3, a<(N—-2)/2, a<b<a+1, u<p,—b*

0 < Vg~ Vs —p+a<(N-2)/2

que pour € > 0, la fonction définie par

2

, ([ 2VEE =
ue () = Coe®—2 (E\/mbkl:’(\/» Vi) 2 (Vi Vi~ )> (4.1)

ou Cy est une constante positives, est une solution de

272y dans RM\{0}.

—div (|$|_2“Vu) 2|72 g = (272 |y
De plus,

/RN |x’_2a ’VW:’Q dr — M/RN ‘x|_2(a+1) “gdx - /RN ‘x’_Q*b ‘ua‘Q* dr = (Aa,b,u)N/(Q(a—i_l_(@?z)
: (4.3)

ot Agp, est la constante optimale donnée par

Aa,b,u = ue;}j{{o}Ea,b,u (u) = Ea,b,u (us) > (4'4)

avec ) , e
Jan 2|7 [Vul® de — p fon 2] (@) 42y

(fRN 220 [ dx)2/2*

Aussi, dans [22] , Kang et al. ont prouvé que pour 0 < a < (N—=2)/2,a <b< a+1,

Eqpp(u) =

0 < p <, la fonction définie pour € > 0 par:

_2

2 (VFat )) )

(20 =2)(v/Frg—/Fa—11)
2

v (@) = (2262 (1 = )= (1o
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est une solution faible de

_div (|x|72a vu) — ’l‘|72(a+1) 0 = ‘CL’|72*b ‘U 2,—2 ” dans ]RN\ {0} ,

et satisfait
h - Tk * N —
/RN ‘$| 2a |V’U€|2 dx — /L/RN |.’L" 2(a+1) ’U?d:ﬂ — /RN ’$| 240 ’1}5’2 dr = (Ba,b,u) /(2(a+1 b)),
ou By, est la constante optimale dont ’expression

Ba,b,,u = uGIBﬂ{{O}Eﬂ)b’“ (u) = Ea,b,u (UE) . (47)

Dans ce chapitre, on établit I’existence d’au moins deux points critiques distincts de I ,,.
Le premier, par le principe variationnel d’Ekeland avec énergie négative et le second par le
théoréme de Pass Mountain avec énergie positive.
Tout au long de ce travail, on suppose que les hypothéses suivantes sont vérifiées:
(A1) limp, o h (2) = lim |y 400 b (z) = ho > 0, h(z) > ho dans RY,
(A2) N >2(]b|+1) et (a, p) €]-1, 0[x]0, , —b*[U[0, (N —2)/2[x
la(a—N+2),1m, —0°[,
(A) N =23, (a, m)[0, (N —2)/2[x [0,73,[.

Définissons

us si (a, p) €]-1, 0[ x |0, @, —b2[U[0, (N —2)/2[x]a(a— N +2),5, —b*[,

T vesi (@ome 0, (V- 2) 20 0.7

(4.8)
et
Sop = Aa,b,u si (aa N)e]_L O[X]O> ﬁa—bz[U[O, (N_Z)/Q[X]a(a_N+2)7ﬁa_b2[7
ab,pu =

Bugy st (a, ) €0, (N —2) /2] x [0,75,]
(4.9)
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Notre résultat principal est le théoréme suivant

Théoréme 4.1 Supposons que a < (N —2) /2, a <b<a+1, (A1) est vérifiée et (A3) ou (A3)
est satisfaite. Alors il existe A* > 0 tel que pour tout A € (0,A*), le probléme (Py,) posséde

au moins deuxr solutions non triviales.

Ce chapitre est organisé comme suit: dans la partie suivante on donnera quelques résultats

préliminaires, et la partie ultérieure sera consacrée a la preuve du théoréme 4.1.

4.2 Préliminaires

Dans cette partie, on établira les résultats principaux dont on fera appel par la suite.

Soit (un) C Hy une suite de (PS), de Iy . Alors u, — u dans Hy, et I} , (u) = 0.

Preuve: On a

1 1 _
sl =55 [ p@ el Jua o= [ 9@ uade = c+n (1),
RN RN
et
lunll: — / h () 2] 72 g | > do — A/ 9 () undz = o, (1) pour n grand,
RN RN
ol o, (1) — 0 quand n — oo.

Alors

c+ oy (1) = I>\7# (un) - 2i <I$\7M (Un) ,Un>

*
1 1 2 1
> (2 - 2) Jeamlly = A (1 - 2) 9l llunl

ou HQHH; est la norme de g dans H,.

L’inégalité précédente implique que (uy) est bornée dans H,. Passons a une sous suite (uy),
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on obtient les convergences suivantes:

u, — udans H,,

up, — wdans Lo« (RN, |m|_2*b) ,

U, — u p.p. dans RN,
Par conséquent, on obtient que pour tout v € C§° (RN \ {0})
/RN <\J:]_2a Vuvo — plz| "2 wo — b (@) 2|72 ju|>* 2w — Mg (z) v) dx =0,
ce qui veut dire que
Ié\,u (u) = 0.
Soit (uy,) C H,, une suite de (PS), de I, pour un certain c € R. Alors
soit up, — uou ¢ > Iy, (u) + (1 - 1) (ho)_Q/(Q*_Q) (Saybyu)Q*/(Q*_z) )

2 2

Preuve: Il est claire que (uy) soit bornée dans H,,. Quite a extraire une sous suite, on aura

les convergences suivantes:

u, — udans H,,

U, — up.p. dans RV,

Posons v, = u,, — u, alors v,, — 0. Ainsi, comme dans Brezis-Lieb [5], on obtient

. ) g [ oy
lim h(x — - dr = h(x —dz.
e Ju (rxﬁ*b o " [
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Dautre part, par (A;) il est facile de prouver que

24 24
im [ h() 22 e = g lim/ [vnl™ 4

n—oo [pN |$‘2*b n—oo JpN |33 2%

On déduit que

1 9 hg / |vn\2*
I = L () + = _ o d 1,
A (Un) A (1) 5 anHu % o |$|2*b x + oy (1)

et )
! - 2 ’Un i
(B ) ) = ol = [ e 00 1),
Alors, on peut supposer que
li 2 _ po i |U"|2*d —1>0
Jim ol = ho lim 2p v =120

n=e Ja al

Sil >0, on a par la définition de S,y ,
L > Sapp(l/ho)?™,

ce qui donne [ > (h0)72/(2*72) (Sa7b7u)2*/(2*72) . On obtient donc

1 1
¢ = L+ <2—2>z
11 e )
> Dy (u)+ <2 — 2) (ho) 2/(2.—2) (S, ?“)2*/(2* 2)

4.3 Preuve du Théoréme 4.1

La preuve est donnée en deux parties.
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4.3.1 Existence d’un minimum local

Dans cette partie, on va prouver qu'il existe Ay > 0 tel que pour tout X\ € (0,Aq), Iy, peut
atteindre un minimum local. On commence par montrer le résultat suivant.
Supposons que —o0o < a < (N —2) /2, a <b < a+1 et 'une des hypothéses (As) ou (As)

est vérifice. Alors il existe A1, py, & > 0 tels que pour tout A € (0,A;) on a

Iy (u) = 6> 0 pour [Juf, =

Preuve: Par I'inégalité de Holder et la définition de S, ,, on a pour tout u € H,\ {0} et

pour € > 0
11 —2.b |, 124
Ly = -2 [ @l P de - [ g(@)ude
2 2* RN RN
Il 22y

> Sl - Bloes 2 a2 — Algl
1 | Al 2./2 ) 112

> (5-2) Mol = Bl i - c. gl

Prenons ¢ < 1/2 et p = [|ul|, . Alors il existe py > 0 suffisament petit et

2, — 2 5 1/(2.-2) .
A = * * /2(2.-2) /
1 <2<2*—1>> <2<2*—1> HhHoo> (S [ lgl,

tel que
Iy (u) > 6 >0 pour [jull, = pg et A€ (0,Ar).

Puisque g # 0 et elle est continue sur RY, on peut choisir ® € Cj (]RN \ {O}) telle que

fRN g () ® > 0. Ce qui donne pour ¢ > 0 petit,

t2 _
I, (t®) = f||c1>H / h(z) |z| "2 |®* d:z:—)\t/ g (z) ®dz < 0.
* RN RN
Supposons aussi que ¢ est suffisament petit tel que ||tP|| u < Po-

50



Alors, on obtient
cp =inf {I), (v):u€ B, } <0, ou B, = {u € Hy, |[luf, < Po}-

En utilisant le principe variationnelle d’Ekeland, pour ’espace métrique complet Bpo muni de
la norme de Hy,, on peut montrer l'existence d'une suite de (PS), (un) C By, telle que u, — u
avee [l < oo

On prouvera par suite que u, — u; fortement dans H,. Supposons le contraire, alors par

le lemme 4.2 on obtient

a = Dy(w)+

V
o
-
+
7 N
N | —
|
[\]
D=
~__
—
>
SN—
|
N
~
S
*
|
x
—
IS
hS
N~—
o
*
=
S
*
|
x

ce qui aboutit a une contradiction. Par conséquent u, — u1.

Alors on obtient un point critique u; de I, pour tout A € (0, A1) qui satisfait
c1 = I)\#L (ul) < 0.

D’autre part, on a

11 )
o= (g i (-
11 )
(35 i~ (-

L @21,
> 7A 7 .
> o gy Yl

) /R Ag(@)ude

) gl

[\)
‘I—‘*‘H

v
N

*

Alors u; est une solution non triviale de (P, ) avec énergie négative.
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4.3.2 Existence d’une solution de type Pass Mountain

Dans cette partie, on va utiliser le théoréme de Pass Mountain sans les conditions de Palais-
Smale pour montrer I'existence d’une solution non triviale avec énergie positive.

Soit Ay > 0 tel que

1 1 _ - -
Xl + (2 - 2) (o)™ @720 (80,,) /%78 > 0, YA € (0, Ag).

—1 (2, —1)2
2.2, (2, —2)

Alors pour € > 0 il exise z. € Hy, et 0 < Az < Ay tel que

-1 (2, —1)2
sup Iy ,(tz) < ( )

11
N2 g3 - 2./(2.-2) (p \—2/(2.-2)
t>0 2.2, (2, —2) A HgHHL + < > (Sabp) (ho) ,

2 2

pour tout A € (0, As).

Preuve: Soit

we (2) sig(z) >0, VozeRY,
2. () = { we (v —x0) il existe un zo € RY tel que g (xg) > 0,

—we () si g(r) <0VecRY.
On affirme qu’il existe un g tel que
/ g (z) z: () dx > 0, pour tout € € (0,g0) . (4.10)
RN

En effet, pour g (x) > 0 ou bien g (x) < 0 pour tout x € RV, ceci est évident. S’il existe un
zg € RN tel que g (xg) > 0, en utilisant la continuité de g () il existe > 0 tel que g (z) > 0
pour tout = € B, (xg). Alors par la définition de we (z — x¢), il est facile de constater qu'il

existe un g suffisament petit tel que

/ g (z) we (x — x0) dz > 0, pour € € (0,¢p) .
RN
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Maintenant, on considére les fonctions suivantes

T b
f) = Doutze) = 5 llzell; — RNh(m)lwl

Ze

J— 2* —
=3 2. dx )\t/RNg(m) zedz,

et

; 2 tho —2.b ) (2
FO =l = 52 [ ol e

Alors, on obtient pour tout A € (0, As)
_ —1 (2,15, 1 —2/(2,-2) 2./(2.-2)
f(0)=0< ﬁmA 1915, + 2 9, (ho) (Sabp) :

Par la continuité de f(t), il existe t; > 0 suffisament petit tel que

1 1
22 HQH%IL + (2 - 2) (ho) > ®+=2) (8,4,,)% %7 pour tout ¢ € (0,1).

—1 (2, —1)2

D’autre part, on a

x 1 1 /(o B
max f(t) = <2 — 2> (ho) 2/(2+—2) (Sa,b,,u)Z*/(Z* 2)

Donc on obtient

1 1 _ _ _
sup I/\,u(tzs) < <2 - 2> (hO) 2/(2=2) (Sa,b,u)2*/(2* 2) - )\tl/ g (ZII) ZEdIL‘.
t>0 * RN

Prenons A > 0 tel que

RIS VT
—At d —A -
[ o mdn < SR

Alors par (4.9), on obtient

(2. —2)
0<A< 2.2*mt1 (/RN g (z) wm) /HgH?{L .

Soit
. (2. —2) 2
A3 = min {A2> 2-2*mt1 /RN 9 () zdx | / HQHHL :
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On déduit que

sup Iy ,(tz) < iw)g ||9H2 .+ 1 _ i (Sub )2*/(2*72) (h0)72/(2*—2)
>0 T T 2.2, (24— 2) Hi 2 2, @O
pour tout A € (0,A3). =m
Puisque limy_.o I ,,(tz:) = —00, on peut choisir 7' > 0 suffisament grand tel que

In,(Tz) <O0.

Par la proposition 4.1, on a I/\,u|8Bp > § > 0 pour tout A € (0,A1). Donc, par le théoréme de
0

Pass Mountain sans la condition de Palais Smale, il existe une suite (PS),, (un) C H, telle que
Iy (un) — ez et Iy, (un) — 0, quand n — 400

ol cg est caractérisée par

Co = ;Iellf" tren[(?,)lc] I)\,u (’7 (t))

avec

I'={y e C([0,1], Hy),7(0) = 0,4(1) = Tz} .

Alors quitte a extraire une sous suite (uy) telle que u,, — up dans H,. Par le lemme 4.2 si

Un —~ Uy on obtient

v

€2 2 2,

> o _ o\ / a9 o a * * * .
Z 55, @ ooy Mol + {5~ 5, ) Sas) (o)

1 1 /(9. B
Iy, (u2) + < — > (ho) 2/(2:-2) (Sa,b,p)2*/(2* 2)

On sait d’aprés le lemma 4.3, que

sup I ,(tz:) < 12— 1) 1)2)\2 gl + 11 (Sap )2*/(2*_2) (ho)_Q/(z*_Q)
>0 2.2, (2, —2) Hy W \2 2, DH

pour tout A € (0,A3). Alors u,, — uy dans H,.
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Donc, on obtient un point critique ug de I, pour tout A € (0, A*) ot A* := min {A;, Az} et

IA,M (’LLQ) > 0.

55



Perspectives

Tarantello [25] a étudié le probléme

—Au=|ul* ?u+g(zr) dans Q\ {0}
u=20 sur 0 €,

(P)

ot @ ¢ RY (N > 3) est un domaine borné. Sous certaines conditions sur g, elle a prouvé
I'existence d’au moins, deux solutions distinctes dans Hg (©2) . Elle a utilisé la variété de Nehari
et le théoréme de Pass Mountain.

Notre principale perspective ici, est si on peut utiliser les méme méthodes de Tarantello

pour montrer I'existence des solutions du probléme suivant

—div (|$|_2a Vu) — g2y = b () |2 720
u =0, sur 0 2,

2*—2
ul

u+ Ag(z), dans €,
(/P/\,u)

ot N >3, —co<a<(N—-2)/2,a<b<a+l,2,:=2N/(N —2+2(b—a)) est 'exposant cri-

tique de Caffarelli-Kohn-Nirenberg , —oo < p1 < i, := (N — 2 (a + 1)) /2), X est un paramétre
/

positif, g € (Dé’2 (RN )) \ {0} (dual de DL? (R™)) est une fonction continue positive sur € et

h est une fonction positive bornée sur €.
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