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Introduction

Dans ce mémoire on s’intéresse a la classe des processus croissants dans 1'ordre
convexe (PCOC). Nous donnons en particulier plusieurs exemples construits a ’aide
du mouvement Brownien ou plus généralement des processus définis a 1’aide d’une in-
tégrale stochastique. Nous montrons aussi que ces processus sont des 1—martingales
et nous exhibons pour des processus croissants dans I'ordre convexe particuliers une
martingales associée.

Nous développons les résultats établis dans ’article suivant :

Profeta, C.,Roynette, B., Yor, M., Some examples of processes wich are
increasing in the convexe ordrer. preprint

ce mémoire est composé de trois chapitres

Dans le premier chapitre, nous rappelons des notions trés importantes en théo-
rie de probabilité concernant les processus gaussiens. Nous donnons les principales
propriétés du mouvement Brownien, du drap Brownien et des martingales.Nous
abordons ensuite la notion d’intégrale stochastique qui est a la base des principaux
exemples cités dans ce mémoire, nous terminons ce chapitre par quelques rappels
sur les équations différentielles stochastiques.

Le deuxiéme chapitre est consacré aux processus croissants dans I'ordre convexe.
Nous commencons par définir ces processus et nous montrons qu’on peut remplacer
les fonctions convexes citées dans la définition par une fonction convexe possédant
de bonnes propriétés. Nous donnons ensuite quelques exemples simples de tels pro-
cessus. Aprés nous passons a des exemples plus compliqués construits a partir du
mouvement Brownien ou des processus possédant la propriété du scalling. Nous
montrons aussi que la solution de certaines équations différentielles stochastiques
est un processus croissant dans ’ordre convexe.

Dans le troisiéme chapitre, nous introduisons la notion de 1—martingale et nous
montrons 1’équivalence entre les processus croissants dans 'ordre convexe et les
1—martingale. Nous nous appuyons ensuite sur trois techniques différentes pour
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exhiber les 1—martingales associées a des PCOC particuliers. La premiere technique
fait appel au drap Brownien, la seconde est basée sur I'inversion du temps, elle est
illustrée par deux exemples, le premier utilise le mouvement Brownien, le deuxiéme
les processus de Lévy. La derniére technique est élaborée a ’aide des EDS .

Mots clés :PCOC, processus stochastique, martingale & temps continu, mouve-
ment Brownien, EDS.



Chapitre 1

Outils probabilistes

Dans ce chapitre, nous allons rappeler des notions essentielles en théorie des pro-
cessus stochastiques, nous commencons par définir la classe des processus gaussiens
et nous donnons deux exemples importants dans cette classe : le mouvement Brow-
nien et drap Brownien, nous rappelons ensuite les notions de martingale ainsi que
I'intégrale stochastique dans ces deux principale version : l'intégrale stochastique
au sens d’Ito et l'intégrale stochastique au sens Stratonovich et nous terminons ce
chapitre par les principales propriétés des fonctions convexes.

1.1 Variables aléatoires gaussiennes

La loi normale est 'une des principales distributions de probabilité. Elle a été
introduite par le mathématicien Abraham de Moivre en 1733 qui 'utilisa afin d’ap-
procher des probabilités associées & des variables aléatoires binomiales possédant un
paramétre n trés grand. Cette loi a été mise en évidence par Laplace et Gauss au
X1Xe siécle et permet de modéliser de nombreuses études biométriques. Sa densité
de probabilité dessine une courbe dite courbe en cloche ou courbe de Gauss.

Définition 1.1.1 Soit m € IR, 0 € IR, on dit qu’'une v.a.rX suit une loi normale

d’espérance m, et de variance o* si sa fonction de densité fx est donnée par

1 1 x—m

et on note X — N(m,c?).
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Remarque 1.1.2 Nous avons

— 51 X suit la loi normale elle admet pour fonction caractéristique, la fonction
ox(t) donnée par

2,2

ox(t) = B(e"X) = '™z ,te R

— Les v.a.r constantes sont des v.a.r gaussiennes de variance nulle (i.e o = 0)

Les variables aléatoires gaussiennes sont trés importantes en théorie de proba-
bilité car elles possédent de nombreuses propriétés. La proposition suivante établit
quelques unes.

Proposition 1.1.3 Soit o0 € IR,

1. S8i X — N(0,0?), alors X est symétrique (X g -X).

2. 51 X est une variable aléatoire gaussienne, alors Va,b € IR aX + b est encore
une variable aléatoire gaussienne.

La famille des variables aléatoires gaussiennes est fermée pour la convergence en
loi. Le théoréme suivant l'illustre

Théoréme 1.1.4 Soit (my,)n>1; (0n)n>1 deuz suites de IR et IR, resp, (X,,)n>1 une
suite de v.a.r avec X, — N (m,,02).Si

X, % x alors X — N(m,o?)

Ouw  m=lim, ., m, et o=lim, . 0o,

1.2 Vecteurs gaussiens

Définition 1.2.1 Soit X = (X, Xy, ..., X,,), X est un vecteur aléatoire gaussien si
toutes les combinaisons linéaires de ses composantes sont gaussiennes
1.€e

n
Yay,...,a, € IR Z%’Xi
i=1

est une v.a.r gaussienne.
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Proposition 1.2.2 57 X est un vecteur gaussien alors

1. Sa fonction caractéristique px est donnée par
1
ox(u) = exp{i < u, E(X) > —§(utcm}(X)u)}

O <u, E(X) >= E?:l UZE(XZ) et CO’U(X) = (COU(Xi,Xj))lg i,j< n
2.5 Yi#jg cov(X;, X;) =0 alors lesv.a.r Xy, Xs,...X,, sont indépen-
dantes

3. 81 X = N(m,K), ou K est la matrice de covariance avec k;; = cov(X;, X;),
st K est inversible alors sa fonction de densité est donnée par

fX(xl, R, i[)g) = 1 67%<K71(x7m)7(1*m)>
(2m)det(K)

Proposition 1.2.3 Soit X un vecteur gaussien

1. Si'Y est un vecteur gaussien alors

loi E(X) = E(Y)
A=Ye {cov(X) = cov(Y)

2. Si E(X) =0, alors X est symétrique (X ot -X)

3. Invariance par transformation linéaire i.e siY = AX +b, ou A est une appli-
quation linéaire et b € IR", alors Y est un vecteur gaussien.

1.3 Processus stochastiques

Un processus stochastique est un phénomeéne qui évolue dans le temps d’une ma-
niere aléatoire. La vie quotidienne et la science nous donnent beaucoup d’exemples
de ce genre de phénoméne, ou en tout cas des phénomeénes qui peuvent étre com-
pris de cette fagon. La météo; la population d'une ville; le nombre de personnes
dans une file d’attente et la position d’une particule de pollen dans un fluide, sont
des exemples de processus stochastiques. Ce dernier fut étudié pour la premiére fois
par I'écossais Robert Brown en 1827 et regoit le nom de mouvement brownien. Il
joue un role fondamental dans la théorie des processus aléatoires, un peu comme la
distribution gaussienne dans la théorie des probabilités.

En 1923, N. Wiener donne une définition mathématique du mouvement brownien.
Il étudie en particulier ses trajectoires qui sont continues mais nulle part différen-
tiables. Par la suite, K. It6 développe un calcul différentiel spécifique au mouvement
brownien : le calcul stochastique.
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Dans toute la suite, on considére un espace de probabilité (Q, F, P) supposé
complet de plus nous adaptons les définitions et les notations suivantes :

Définition 1.3.1 Un processus stochastique est une famille de variables aléatoires
(Xi,t € IRy) définie sur un espace de probabilité (2, F, P), et a valeur dans un
espace mesurable (E,E).

Dans la plupart des cas étudiés dans ce mémoire, l'espace (E,E) sera (IR, BR)

ou (IR", Bgrn).

Définition 1.3.2
Soit (Xy;t € IR) un processus stochastique ;

1. Pour(0 < s <'t, les variables aléatoires X;— X, sont appelées des accroissements
du processus (X¢)i>o-

2. Un processus (Xy;t € IRy) est a accroissements indépendants si pour toute
sutte 0 < t1 < ... < ty, les variables aléatoires Xy, , Xy, — X4y, .., Xy, — Xu, 4
sont indépendantes.

3. Un processus (Xy;t € IR,) est _a_accroissements stastionnaires si, la distribu-
tion de la variable Xiys — X; ne dépend pas de t. En d’autre termes pour tout
t>0,h >0, laloi de Xyyp, — Xy est égale a la lov de X — X,.

4. Un processus (Xy;t € IR.) est un processus de Lévy, continu si
- Xg=0 Pp.s
~ (Xi;t € Ry) est a accroissements stationnaires et indépendants
— L’application t — X, est continue P.p.s

5. Soient (Xi)i>o0 et (Yi)iso deux processus stochastique
— On dit que Y est une modification de X si on a

Vt>0, PX;=Y)=1
— On dit que X et'Y sont indistingable si on a
PNVt>0, X;=Y)=1

et on note X =Y

Définition 1.3.3 Un processus (Xy;t € IR, est a trajectoires continues si

P({w € Q: lUapplication t — X (w) est continue}) = 1.
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A présent, on introduit le premier exemple de processus stochastique : le proces-
sus gaussien.

1.4 Processus Gaussien

Définition 1.4.1 Un processus stochastique X = (X;)i>0 est un processus gaussien
st toutes ses lois de dimension finie sont gaussiennes i.e

Vn > 1;Vty, ..ty € Ry (X4, ..., Xy,) est un vecteur gaussien
D’une maniére équivalente

X = (X¢)i>0 est un processus gaussien < Vn > 1;Vtq, ..., t, € R Vay,...,a, € R

n
Z ar Xy, est une V.a.r gaussienne
k=1

Remarque 1.4.2 Si X = (X});>0 est un processus gaussien alors la fonction a(t) =
E(X;) est appelée fonction moyenne et la fonction K(s,t) = cov(Xy, X;) est appelée
fonction de covariance
Proposition 1.4.3 Soit (X;);>o un processus gaussien

1. Si (Yi)i>0 est un processus gaussien, alors

E<Xt) = E(Yt)

Vi>0, X2Y &
- {cov(Xt) = cov(Y;)

2. St E(X;) =0, alors X; est symétrique (X, ot —X3)

3. Si Y, = AX,, ou A est une application linéaire, alors (Y;) est un processus
gaussien

1.5 Le mouvement Brownien

Comme exemple d’un precessus gaussien, considérons le mouvement Brownien

Définition 1.5.1 On appelle mouvement Brownien (standard) un processus sto-
chastique (By;t € IRy) vérifiant
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i) By=0 P.p.s;
it)(By;t € IRy) est a accroissements indépendants,
i) V0 < s < t, la variable aléatoire By — By suit une loi normale N'(0,t — s).

i) L’application t — By est continue P.p.s.

Proposition 1.5.2 Les 3 propriétés suivantes sont équivalentes

1) (By;t € IRy) est a accroissements indépendants,
i11)V0 < s < t, B; — By suit une loi normale N'(0,t — s)

ii )Vt > 0, B, suit une loi normale N'(0,1),
iii W0 < s < t, B; — B, et By sont indépendants

. - ,
{ it )(By)i>0 est un processus gaussien, centré
’

/

iti )Vs,t € Ry, cov(By, Bs) = E[B:Bs] = s At

Le mouvement Brownien posséde trois propriétés essentielles, et sont données
par la proposition suivante
Proposition 1.5.3 Soit B = (B;;t € IRy) un mouvement Brownien, alors
a) Le processus (—B) = (—By;t € IR,), est un mouvement Brownien.
b) Pour tout s > 0, le processus
(Bt(S) = Bt+s - Bs;t € ]R+)
est un mouvement Brownien indépendant de o(B,,u < s);
(c’est la propriété de Markov simple)
¢) Si A >0, et si BY = $Byy,t > 0 alors le processus B = (B});>o est un
mouvement Brownien.(changement d’échelle)
PREUVE DE LA PROPOSITION .
a) Symétrie.
i) By =0 P ps.
it") on a (—B;) est de méme loi que B;. En effet : B, — N(0,t), donc —B,
est symétrique, ainsi —B; @ By, alors —B; — N (0, ).
iti")V s,t € IR; cov((—By)(—Bs)) = E[(—By)(—Bs)] = E[B;Bs] =t A s.
iv) L’application ¢t — — B, est continue P p.s.

et d’apreés la définition(1.5.1) et la proposition(1.5.2), (—B) est un mou-
vement Brownien.
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b) Propriété de Markov simple.
Soit s > 0, alors

i) B =B, — B,=0 P ps,

i) Vt > 0, B® suit une loi normale N(0,¢),

iii) Si u < v, alors B®) — B(*) et B{*) sont indépendants, en effet :
Vs > 0, et pour u < v, Bq(f) — Bgs) =B, s — Bs — Byis+ Bs = Byys —
B, s Puisque s < u+s < v+ s, alors B, s — Byis et Bys + Bs sont
indépendants.

iv) Les deux applications s — By s et s — —Bs P p.s. sont continues donc
I’application ¢ — B, — B, I'est aussi.

c) Changement d’échelle. Soit A > 0, on a
i) By =3+By=0 P ps.
ii") Tl est clair que (B;');>0 est un processus gaussien, continu et centré.
i1i") Vt,s € IRy, on a :

1 1
cov(B), B})) = COU(XB,\zs,XB)\zt)

= ECOU(B)@S, Byzy)

1

= ﬁ()\2$ N )\Qt)
= SAt.

iv) L’application ¢t — B} est continue P p.s.

Dot B = (B})>0 est un mouvement Brownien.

1.6 Drap Brownien

Un autre exemple du processus gaussien : Le drap Brownien

Définition 1.6.1 Un drap Brownien (W, s,u > 0) indexé par IRy X IR, est un
processus gaussien centré de fonction de covariance

cov(Wyu, Wy ) = K(s,u;8",u') = (s A s')(u Au')

Proposition 1.6.2 Soit (B;,t > 0) un mouvement Brownien et (Ws,, s,u > 0)
un drap Brownien.
Alors



10 CHAPITRE 1. OUTILS PROBABILISTES

1. Pour tout t >0 fizé :  (Buy,u > 0) < (Wt u > 0)
2. Pour tout uw >0 fizé, Vs <t , W, — W, est indépendant de W, s

Preuve La démonstartion de cette proposition découle de la définition

1. Montrons que pour ¢ > 0 fixé (B, u > 0) i (Wt u > 0).
Puisque le drap Brownien est un processus gaussien, il suffit donc de montrer
que pour tout ¢ > 0 fixé, on a :

E(Wuﬂf) = E(BUt)
cov(Wy 4, Wiy 1) = cov(By, Burt)

Puisque le mouvement Brownien et le drap Brownien sont des processus gaus-
siens centrés, alors

E(Wut) =0= E(But)

De plus

cov(Wyt, W) = (uAu)(tAY)
= (uAu)t
= (ut Au't)

pourt > 0, on a:

COU(Wu,ta Wu’,t) = COU(But, Bu’t)
2. Montrons que pour tout u > 0 fixé, Vs <t on a :

Wyt — Wy sest indépendant de W, ¢

Comme (W, ¢, u,t > 0) est un processus gaussien, la combinaison linéaire
suivante

aWye —Wys) +b(Wys) = a(Wye) + (b — a) Wy,

est une variable aléatoire gaussienne. Ainsi (W, ; — Wy, Wa.s)" est un vecteur
aléatoire gaussien.
Donc il suffit de montrer que cov(Wy s — Wy 5, Wy s) =0

COU(Wu,t - Wu,sa Wu,s) - COU(Wu,h Wu,s) - COU(Wu,sa Wu,s)
u(t A\ 's) — us

= Uus —us
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Puisque s < t, on obtient
coo(Wy s — Wy s, Wy s) =0
Remarque 1.6.3 1. On peut montrer aussi que pour tout u > 0 fixe,
V' <s<t Wys—Wyus et W,y sontindépendants

Comme
G/(Wu,t - Wu,s) + b(Wu,s’) = G(Wu,t> - aWu,s + bWu,s’

est une variable aléatoire gaussienne, nous avons

COU(Wu,t - Wu,sa Wu,s’) = COU(Wu,ta Wu,s’) - Cov<Wu,sy Wu,s’)
= u(tAs)—u(sns)

us’' — us’
pour s < s <t, ainsi
cov(Wyy — Wy s, Wy ) =0

2. Pour s <t W, — W, est une variable aléatoire gaussienne puisque c’est une
combinaison linéaire des variables d’un processus gaussien.
Avec

var(Wye —Wys) = cov(Wyr — Wiy s, War — Was)
= cov(Wy 4, Wyi) — coo(Woy s, Wey ) — cov(Wy s, Wy i) + cov(Wo s, Wi s)
= ut —us —us+us
= u(t—s)

Donc

Wt — Was ~ N(0,u(t — s))

)

1.7 Martingales & temps discret

Définitions 1.7.1 — Une filtration (F,)n>0 est une suite croissante de sous tribue

de F
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— Soit (F,,) une filtration de (2, F, P) alors (0, F,(Fy,), P)est appelé espace de
probabilité filtré

— Soit (X,,) une suite de variables aléatoires réelles, (F,,) une filtration de (2, F, P)
On dit que la suite (X,,) est a adaptée a la filtration (F,,) si
Vn >0 X, est F,—mesurable

— Soit (F,,) une filtration, soit T :Q — INU{oo} wune application , on dit que

T est un temps d’arrét par rapport a (F,) si

VnelN {T <n}ekF,

Définition 1.7.2 On dit que la suite de variable aléatoire (X,,) est une martingale
st Vn € IN

1. E|X,| < o
2. X,, est F,—mesurable
3. E(Xui1/Fn) = Xn

Exemple 1.7.3 Soit X,, une suite de variables aléatoires réelles centrées intégrables
et indépendantes avec F,, = o0(Xy, k < n)
On pose

5. =3 X,
k=1

Alors S, est une martingale

- S, est F,,— mesurable
= E(|Sh]) < Yoy E|Xy] < o0
- E<Sn+1/fn) - E<Sn _’_Xn—l—l/fn) - Sn + E(Xn+1/Fn) - Sn

Définition 1.7.4 Une famille de variable aléatoire (X,)nen est une surmartingale
(resp. sous martingale) par rapport ¢ (Fp)nen St pour tout n > 0

1. B1X,| < oo
2. X, est (F,)—mesurable
3. E(Xps1/Fn) < X (resp  E(Xpi1/Fn) > X,)

Exemple 1.7.5 Si X,, est une martingale alors X? est une sous martingale
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1.8 Martingales & temps continu

Définition 1.8.1 — Une filtration (F;)i>o est une suite croissante de sous tribu
de F
— Soit (F;) une filtration de (2, F, P) alors (2, F, (Ft)i>0, P)est appelé espace de
probabilité filtré

— Soit (Xy) un processus, (F;) une filtration de (Q, F, P)
On dit que (X;) est a adapté a la filtration (F;) si
Vit >0 X; est F;—mesurable

— Soit (Fy)i>o0 une filtration, on défini la filtration suivante

Fer = ([ Fs)

s>t

— Soit (Fy) une filtration, T :Q — IRy U{oc} wune application , on dit que T
est un temps d’arrét par rapport o (F;) si

Passons maintenant & la définition de martingale.

Définition 1.8.2 un processus (X;) tel que Vt € IR, , X, est (F;)—mesurable
et B|X;| < oo est appelé

1. Une martingale si

VO0<s<t E(X/F)=X,

2. Une surmartingale si
V 0<s<t E(X;/F) <X
3. Une sousmartingale si

VO0<s<t E(X/F)>X,

Ezxemple 1.8.3  Le premier ezemple de martingale a temps continu est donné par
le mouvement Brownien
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1. (By)i>o est une martingale par rapport a sa filtration naturelle (FP,t € IRy).

i) Rappellons d’abord que pour tout t > 0, B, — N(0,t), ainsi

—+o00 y2
BB = [ il

/+oo 1 d
= e 2t y
\/_

+oo
= \/>/ ye 2tdy
—= \/7|:—e 2t
™

0

2t
= — < 0Q.
T
i)Vt > s >0, ona
EB,/F] = E[B,~ B,/F|+ E[B,/F/]
= FE[B,— Bs] + Bs
B;.
2. Pour tout @ € IR , (exp{0B; — £6°};t > 0) est une martingale, en effet : Soit
0<s<t,
t ¢
Elexp{0B; — 592}/f5] = e P B[P0 0B

_ 67%92+933E[69(3t*3s)/f3]
= e OB pl BB

\/ﬁ/

car By est Fy-mesurable, By — B, est indépendant de F;
et (By — Bs) — N(0,t — s).

t p2
e 20 OB et e - S>dm}

De plus, en appliquant le changement de variable [x = \/t — sy|, nous obtenons

t (t—s) +°° (y— \/ﬁeﬁ
Bleap{0B, — 50°}/F)) = e 2" +00+ 750 92{@/ dy}

= ea:p{—§92 + 0B;}.



1.8. MARTINGALES A TEMPS CONTINU 15

Définitions 1.8.4 Soit X = (X})i>0 un processus stochastique
1) On dit que X = (X;)i>0 est uniformémént intégrable si :

lim sup | X¢|dP = 0.
)

a—=+00 >0 J(|X¢|>a
2) Sip>1, on dit que X = (X))o est borné dans LP si :

sup E[| X¢|F] < oc.
>0

Théoréme 1.8.5 Un processus X = (Xi)i>0 est uniformément intégrable si et
seulement st

a. X = (X;)i>0 est borné dans L'.
b. Ve > 0,3a. > 0 tel que : si A € F avec P(A) < a. alors

sup | |XidP <e.
>0 JA

Proposition 1.8.6 Soit X = (X;)i>0 un processus stochastique :

1) S’il existe v.a.r Z > 0 avec Z € L' et |Xy| < Z, ¥Vt >0, alors X = (X})i>0 est
uniformément intégrable.

2) Soit g : RT — IR" tel que :

ii) sup, E[g(|X;])] < oo.
Alors, X = (X})i>0 est uniformément intégrable.

3)8i X = (X¢)i>o est bornée dans LP, (p > 1), alors X = (X))o est uniformément
intégrable

Proposition 1.8.7 Soit B une sous-tribu de F, Yun vecteur aléatoire a n com-
posantes B—mesurable et X une variable aléatoire indépendante de B. Alors, pour
toute fonction mesurable h - R"™ — IR,

ER(Y, X)/B) = 6(Y), P.p. s, (1.1)
ot ¢(t) = E(h(t, X)).
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PREUVE DE LA PROPOSITION . Soit h une fonction mesurable bornée, Z € B et
Z>0.0Ona

o) = [ h(y.2)fx(x)da.
et

EIZhY.X) = [ 2h(y.2)frs(y.2)fx(a)dedzdy
=[] ([ by o) fx(@)da) raly, 2)dylaz
= [ 20 frzly, 2)dyd=
= E[Zo(Y));

d'oti ¢(t) = E[h(t, X)].

1.9 L’intégration stochastique

Dans ce paragraphe, on s’intéresse essentiellement auz variables

t
/ H.dX,
0

H, et X, sont des processus stochastiques.
Pour cela, nous étudions deux notions essentielles pour le calcul stochastique : "la
martingale locale” et "la semimartingale” . On suppose un espace de probabilité filtré

(Q, F, (Fi)i>0, P). donné.

1.9.1 Intégrale de Riemann Stieljes

Pour définir lintégrale de Riemann— Stieljes, commencons d’abors par définir les
fonctions a variation bornée

Définition 1.9.1.1 1. Soit a,b € IR, A une subdivision de [’intervalle [a, D]
e A={a=xy<x <..<x, =0} et onnote par |A| = maxj<;<, |T;— ;1]
Alors la variation de la fonction f sur [a,b] est la quantité

n

Sa(flabl) = > _1f (i) — f (i)l

i=1

2. La variation totale de f sur [a,b] est

VIS = sup Sa(f,[a, 8]
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3. Finalement, on dit que f est a variation bornée sur [a,b] si

Vo (f) < o0

a

Exzemples 1.9.1.2 Les fonctions monotones, lipshitziennes ou de classe C' sont a
variation bornée

En effet

1. supposons que f est une fonction croissante (resp décroissante), alors

Salf,[a.b)) = Z () — )]

= Z[f(xz) - f(xi—1>]

k=0

= f(xn) = f(xo)
= [f(b) = fla)(respf(a) = f(b))

2. Si f est une fonction lipschitzienne, 3 ¢ > 0,Vx,y € |a, b|

|f(z) = f(W)] < clz =y
Alors

Salf,[a.b)) = z ) — fla)]

n

C];[SL’I — l’ifl]
c(b—a)

IN

IN

Ainsi V2(f) <c(b—a) < oo
3. Si f est dérivable, par le théoreme des accroissements finis, on obtient
pour u € [x,y],

() = f W) = f (wllz =yl

Alors f est a variation bornée par le méme raisonnement que le point 2)

Définition 1.9.1.3 Soit f et ¢ deux fonctions definies sur [a,b],
A, = {a = L z( = b} une suite subdivision de [a,b], avec

A gt () g (52-(”))193” une suite de [a, b] vérifiant

V 1<i<n %@1 gg.(”) <$§")

7 —
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On dit que f est intégrable par rapport a ¢ au sens de Riemann Stieljes si

Fi= D 3 FE) GG - o)
i=1

existe et fini
Dans ce cas on note

1= [ fwyiota)

Théoréeme 1.9.1.4 Si f est une fonction continue sur [a,b] et si ¢ est a variation
bornée sur [a,b], alors

[ F@)as) < o

1.9.2 Processus a variations bornées

Définition 1.9.2.1 Soit A; un processus continu, adapté

1. On dit que Ay est croissant, si pour tout w € €2

t — Ai(w) est croissante

2. On dit que A; est a variation bornée, si pour tout w € §2

t — A(w) est a variation borné

Remarque 1.9.1 1. Soit A; un processus continu, adapté, A, est un processus a
variation bornée si et seulment s’il existe A}, A? deux processus croissants tel

que Ay = A} — A?
2. Le mouvement Brownien est un exemple d’un processus qui est a variation non
bornée sur n’importe quel intervalle [a,b] de IR, , car

P(VY(B,) < 00) =0

1.9.3 Variations quadratiques

Définition 1.9.3.1 Soit (A,)n>0 une suite de subdivision de [0,t], vérifiant
1A, "0 et (X¢)i>0 un processus continu

Posons
pn—1

T (X) =Y (Xer, ne — Xinpe)?

i=1
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On dit que le processus (Xi)i>o est a variation quadratique fini sur [0,t], si

lim TA"(X)  existe en probabilité

n—-+00

Dans ce cas, on note par
<X, X >= lim_ TA(X)
Ezemple 1.9.3.2 Soit (B, t > 0) un mouvement Brownien, alors
Vi>0 < B,B>=t
En effet Soit A® = {0 =" <" < . < i) =t} une suite de subdivision de

(0,1], avec |A,| "=30, on a d’une autre part
P

500 ) =
i=1
D’autre part
Pn
ﬂA"(B) -t = Z(Btl(.") — Btl(-i)l)Q —1
i=1
5 (m) _ ()
= Y [(B,w — Bt<">1) ;" —t:21)]

i=1 ‘ "

Posons
X' =[(Bw - Btypl)Q — (" — )]

Alors les variables aléatoires (X" )1<i<p, vérifient

1. B(X") =0

2. les variables aléatoires (X]')1<i<p, sont indépendantes

3. BE(X]'X7)=0 , pour i#j
Donc

Pn
E(T2(B) =) = Bl XY
Pn

= ZE ")2+22E M X"

=1
= ZE[X 2
=1
Pn
23t — )2
=1

Pn
2 max |t£n) — tl(»ﬁ)1| Z |t§n)

IN

IN

2| A, |
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D’ou
lim E[(T2(B) =)’ =0

n—-+oo
Parsuite , ,
TA(B) 5t = TA(B) "% t =< B, B >,

Définition 1.9.2 Un processus adapté, continu M = (My)t>o
est une (Fy, P)—martingale locale, s’il existe une famille de temps d’arréts {T,,,n >
1}, telle que

1) la suite (T),)n>1 est croissante et limy_o T,, = +00 p.s.,
2) pour tout n, le processus M™ 17, ~o) = (MtT"l[Tn>0])t20 est une (Fi, P)martingale
uniformément intégrable.

Exemple 1.9.3

Le mouvement brownien, ou généralement, toute martingale continue est une mar-
tingale locale, en effet : il suffit de prendre T,, = n, on a

1) T, / +oo.
2) pour tout n, on a vVt > 0, MtTnl[Tn>0] = M 1,50 = M* = Myp, est unifor-
mément intégrable par rapport a t, pour tout n, en effet
sit<mn d’apres la proposition(1.8.6), si on prend g(t) = t?, alors i) et
i1) sont évidemment vérifiés, donc M, est uniformément intégrable.

sit>n M, est uniformément intégrable par rapport a t, pour tout n.

Définition 1.9.4 Soit X = (Xi)i>0 un processus continu, on dit que X est une
semimartingale sl s’écrit
Xt - XO + Mt + At

Ou M, est une martingale locale continue issue de 0 et A; est un processus continu
a variation bornée issu de ()

Théoréeme 1.9.5 1. Si M = (M;)i>o est une martingale locale continue et
A = (Ap)i>0 un processus continu a variation bornée , alors

<AA>=0=<M,A >

2. 91Xy =Xo+My+ A et Y,=Yy+ N+ B, sont deuxr semimartingales,
alors
<X, Y >=< M,N >
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Remarque 1.9.6 Soit (Hy;t € IRy) un processus continu et (Vi;t € IRy) un pro-
cessus a variation bornée. On définit

([ Hdv)w) = [ BV,

cette intégrale est définie trajectoire par trajectoire, puisque c’est l'intégrale au sens
de Riemann-Stieltjes.

Définition 1.9.7 Si M est une martingale locale continue, on note par L (M)
Uespace des processus continus et adaptés H = (Hy)i>o vérifiants

t
vt >0 E(/ H2d < M, M >,) < o
0

Notation
On note par

t
/ H.dX, = (H.X);
0

Théoréme 1.9.8 1. Soit M = (M;)¢>0 une martingale locale continue issu de 0,
alors il existe une martingale locale continue issue de 0 notée H.M tel que pour
toute martingale locale N = (Nt)>o

Vi>0 < HM,N>=(H. <MN >),

O )
Pn—
<M,N >= ngffoo 221 (Miz, ne — Mip ae)(Nez ne — Nz at)
1=

en probabilité

2. Soit X = (Xi)i>0 une semimartingale continue telle que X; = Xo+ My +V; ot
M = (M;)i>o est une martingale locale continue et V' = (V;)i>0 un processus
continu a variation bornée alors

t t
(H.X), = / H,dM, + / H,dV,
0 0

Le théoreme suivant présente quelques propriétés de ['intégrale stochastique

Théoréme 1.9.9 1. Si X est une martingale locale continue alors H.X est une
martingale locale continue

2. Si X est une martingale continue, bornée dans L* alors H. X lest aussi
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3. 81 X est un processus continue a variation bornée alors H.X est un processus
a variation bornée

4. 8t X est une semimartingale continue alors H. X [’est aussi
5. Soit M = (My,t > 0) une martingale, si

E(/OtHfd< MM >,)<o0 ¥t>0
Alors H.X est une martingale De plus
/HdM /H2d<MM>)
En particulier, si H = (Hy;);>0 un processus de L} (B), alors
(M, :/0 H.,dB,,t > 0)

est une martingale

Théoréeme 1.9.10 Soit X une semimartingale continue, H = (H)i>o un processus
continu adapté et (Ay)nso une suite de subdivision de [0,t], vérifiant |A,| "5 0
Alors

pn—1

t
> Ht?(Xt?H — Xin) —>/0 H,dX, , en probabilité

i=1

Théoréeme 1.9.11 (Formule d’Ito)

1. Soit X etY deux semimartingales continues, alors
¢ t
XY, = XY, +/ X.dY, +/ YidXo+ < X,Y >,
0 0

Cette formule est celle d’intégration par partie

2. Soit X une semimartingale continue et f € C*(IR,IR); alors f(X) est une
semimartingale continue et

F(Xy) = F(Xo) + Jo [(Xo)dXs + § Jo ["(Xo)d(X, X)s. (1.2)

3. Soit X etY deux semimartingales continues, F : IR* — IR* de classe C?, alors
F(X:,Y:) est une semimartingale et on a

F(X,,Y)) = F(X,,Yo) +Z/ 9 p(x,.v) dx:

72/ F(X,,Y)) d< X' X >,
ox'ixd

i,7=1
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1.10 L’intégrale de Stratonovich

L’intégrale de Stratonovich développée par Ruslan L. Stratonovich et D. L. Fisk
est une intégrale stochastique. Généralement l'intégrale d’Ito est la plus utilisée, mal-
gré que parfois l'intégrale de Stratonovich est plus simple a utiliser.

1l est possible de passer d’une a l’autre en effectuant des changements de variables
simple ce qui les rend équivalentes. Le choix entre les deux intégrales est une question
de convenance.

Définition 1.10.1 Soit (A,)nso une suite de subdivision de [0,t], vérifiant | A, | "=
0 et X,Y deuxr semimartingales continues

Posons p
1 n
§ =3 Z.,I(Xml = Xip)(Yer, = Yir)
St

lim S  existe en proba
n—-+00

Alors, on pose

t
/XsodYs: lim S
0

n—-+o0o
On remarque qu’il y a une différence entre cette intégrale et lintégrale d’Ito, mais il
y a une relation entre eux, la proposition suivante nous donne cette relation.

Proposition 1.10.2 Soient X etY deux semimartingales continues et f de classe
C*, alors

1.
t t 1
/XsodYS:/ XY+ 5 < XY >,
0 0

t t 1 gt
| Fxeav.= [ pexady+ 5 [ Fx) d<xy >,

3. De cette proposition, on en déduit la relation suivante
~ Soit (B, t > 0) un mouvement brownien, o est de classe C*? telle que les

fonctions o et oo’ sont lipshitziennes, tel que
X; = /Ota(Xs) o dB,
Alors nous avons
X, = /Ota(Xs)stJr ;/Ota’(Xs)a(Xs)ds

— Soit f une fonction deux fois dérivable on a le résultat suivant

F0X) = [ £/(X)o(X.) 0 dB.
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En effet

£X) = /f DdX, + = /f” yd< X, X >,

= / J'(X)o(X,)aB, + / F/(X)0" (X,)o(X,)ds
5/ F1(X)0%(X,)ds

_ / F(X)o(X)dB, + 5 / X))o (X,)) o(X,)ds

— /f )0 dB,

Contrairement a lintégrale d’Ito, on a en générale

E(/Othost);éO

Ot (X¢)i>0 un processus continu.

1.11 Equations différentielles stochastiques

Le calcul différentiel donne un cadre a la notion d’équation différentielle ordi-
naire, qui sert de modele pour des phénomeénes variables dans le temps. Quand on a
voulu ajouter a ces équations des perturbations aléatoires, on a été géné par la non
différentiabilité du MB. Pour cela on a commencé par donner un sens a [y HydBs,
pour ensuite définir la notion d’équation différentielle stochastique.

Dans toute cette partie, on s’intéressera a ’équation différentielle stochastique
dX; = b(t, Xy)dt + o(t, Xy)dB, Vt € [0,T]
Avec
b:[0,T| x R— IR

et
o:[0,T]x R— IR

sont deuz fonctions mesurables

Définition 1.11.1 On dit que (X;) est une solution de I’EDS, si elle verifie I’équa-
tion intégrale

t t
X, = Xo+ [ bs, Xo)ds + [ o(s, X.)dB,
0 0
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Théoréme 1.11.2 (Existance et unicité)
On suppose qu’il existent deux constantes K, C' tel que pour tout t € [0,T),z,y € IR

1. Condition de lipschitz en espace, uniforme en temps
b(t,z) = b(t,y)| + |o(t,x) —o(t,y)| < K|z —y|

2. Croissance linéaire
b(t, z)| + [o(t,2)| < C(1 + |z])

Equation de Fokker— Planck
L’équation de Fokker— Planck est une équation aux dérivées partielles.
A une dimension, l’équation de Fokker— Planck avec un coefficient de diffusion Dy( X, t)
et de dérive (drift) Di(X,t) s’écrit

0 0 1 02
aP((E, t) = —%(Dl(x,t)P(x, )+ 5@(D2(x,t)P(:E, t))

Ou P(z,t) est la probabilité que la particule soit au point x et a l'instant t
Relation avec les EDS

L’équation de Fokker— Planck peut étre utilisée pour le calcul de la densité de pro-
babilité pour un processus stochastique décrit par une EDS. Considérons I’équation
différentielle stochastique

dXt == M(Xh t)dt + U(Xt, t)dBt

La densité de probabilité f(x,t) de X, satisfait [’équation de Fokker— Planck de dérive
Di(X,t) = u( Xy, t) et de diffusion Do( X, t) = o(Xy,t)

Introduisons maintenant la définition et une proposition importante pour le cha-
pitre sutvant concernant les fonctions convexes

1.12 Fonctions convexes

Définition 1.12.1 Soit f une fonction réelle définie sur E, on note domaine de f
par
domf ={x € E; f(x) < +o0}

f est une fonction convexe si pour tout x,y € domf et pour tout t € [0, 1]

S =tz +ty) < (1 —1)f(x) +1f(y)
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Proposition 1.12.2 Si f est une fonction conveze, alors f est lipschitzienne sur
tout convexe compact inclu dans dom f

Proposition 1.12.3 Si f est une fonction de classe C?, alors f est convexe si et
seulement si f” >0



Chapitre 2

Les processus croissants dans 1’ordre
convexe

Dans ce chapitre, nous étudions les processus croissants dans [’ordre conveze
(PCOC). Nous présentons quelques exemples construits a partir du mouvement Brow-
nien, martingales, EDS en développant ’article :

Profeta, C.,Roynette, B., Yor, M., Some examples of processes wich are
increasing in the convexe ordrer. preprint

2.1 Définitions

Définition 2.1.1 Soit X, Y deux variables aléatoires réelles intégrables. On dit que
X domine Y pour l’ordre convexe si pour toute fonction convezxe 1 : R — R tel que

E([¢(X)]) < oo et E(|(y)]) < oo ona
E()(X)) = E(W(Y))

On note cette relation par
(o)
X>Y (2.1)

Généralement ,il n’est pas évident de montrer qu’un processus (X; ,t > 0 )soit un
PCOC en utilisant cette définition ,pour cela nous introduisons une nouvelle classe
de fonction convexe notée C.

Définition 2.1.2 On note par C l'ensemble des fonctions 1 convexes, positives, de
classe C? et tel qu’il existent a,a’, b,V tels que :

Y(x) =axr+b pourx assez grand

P(x) = —dx+V pourz assez petit

27
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Ezxemple 2.1.3 Soit la fonction ¢ définie par

0 six €] — 00, —2]
2 42?422+ 8/6 siz € [—2,—1]
Y(z) = %2+37w—|-7/6 six e [—1,1]
—%+m2+x+8/6 six € [1,2]
3x six € [2,400]

une telle fonction 1 appartient bien a C :elle est convexe de classe C*,2 fois dérivable
en points de jonctions, positive et c’est des droites sur | — 0o, —2| et [2,+00]

Proposition 2.1.4 Si ¢ € C alors

1) [¢'| est bornée.

2)Y" est a support compact

3)3k1, kopositives telle que (x) = |i(x)] < ki + ko|z|.

Preuve Soit ¢ € C. Donc ils existent M et M’ tels que

—ad'z+V si x€]—o0, M|
U(r) = plx) si we M, M]
ar+b si x€[M,+o0|

ol p est une fonction de classe C?, convexe, positive
1) || est bornée
En effet
—a st x €] — oo, M']
V)= ¢(x) si xelM, M]
a si x€[M,4o0|

Y est continue sur [M', M| donc [{'(z)| < (supgepr, ¥’ (x)])
Ainsi [p*'(x)| < max(supzepr,n|¥'|(2), @, a).

2) " est a support compact
Puisque 1 est convexe de classe C?,
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Alors

v )@ (x) si xe M, M]
Y (x)—{ 0 si ailleurs

3) Si on pose ko = maz(a,a) ;ky > (0) d’ou la majoration
b()(= [¢()]) <k + kofx]

On remarque qu’il est plus facile de travailler avec la classe C qui posséde plusieurs
propriétés que d’utiliser une fonction 1 convexe quelconque. La proposition suivante
nous permet de passer a la classe C

Proposition 2.1.5 soit X et Y deux variables aléatoires réelles intégrables alors
on a l’équivalence entre :

)
X >Y

i) E(X) = E(Y) et pour tout ¢ € C, E[¢Y(X)] > E[Y(Y)]

Preuve
1) Montrons que i) = i)

Si X (g Y = V¢ conveze E[(¢Y(X))] > E[(y(Y))]

Appliquons l'inégalité une fois pour (x) = x et une fois pour ¥(xr) = —x,on
obtient alors :

EX)>EY) = EX)-EY)>0

Et

E(-X)> B(-Y) = E(X)—E(Y)<0

Ainsi E(X)—EY)=0 = E(X)=E(Y)

De plus pour toute fonction ¢ convere E[i)(X)] >
lier pour ¢ € C.

D’une autre part, pour uny € C, E[j¢(X)]]
et Ellv(Y)]

[¥(Y)]. Donc, en particu-

E
E[p(X)] < btk E[| X]]

< >0
E(Y)] <k +kE[Y|] < oo

2)Montrons que ii) = 1)
Soit 1 une fonction convexe quelconque, montrons que E[(X)] > E[Y(Y)

Nous voulons construire une suite ¥, € C qui croit vers v
Soit ¥ une fonction conveze, positive et

apr+ B, si x€]— o0, —n]
{ Y(x) si x € [-n,n]

on(z) = [
a,x+b, s xé€
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Pour x fixé et n assez grand |x| < n alors |, (z) — Y (x)] — 0
De plus p,, ainsi définie est une suite de fonctions croissantes convexes conti-
nues par construction mais elle n’est pas de classe C*

Pour régulariser nous procédons comme suit Soit p, une suite réqularisante @
support compact

On pose () = ¢ * p(x), alors

Sy (ol = %) + Ba)ply)dy si. @ €]—o00,—n—]

Falz,y) + [T )pn(e —y))dy si x€l—n—21 —n4 1]

n’ n

Un(z) =S [ o(z — L)p(y)dy si wel-n+in—1]

n

g, y) + [ Y(y)p(n(z —y))dy si  z€ln—Ln+ 1]

n

It (an(x — L) 4 bn)p(y)dy st T € [n+ 2, 400
(2.3)
O s
fulay) = [ (anla =) + Bu)plny)dy
et

1

guly) = [ (aule =)+ B)o(ny)dy

r—n
o Vérifions que 1, est conveze

Y0z 4+ (1 —=0)y) = @xp@x+ (1 —0)y)

Masis, puisque @, est convexe

1

ulbn+ (1= 0) = 0 [ pla )iz +(1—0) [ oty — 2)olne)iz

n n

= 0yn(z) + (1= 0)n(y)
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Or 1y, est croissante car @, () et p,(x) sont croissantes par construction

De plus, pour x fizé et n assez grand |x| <n — %

Jim (o) —o@)] < lim @G = ) =) (u)dy
< [ W L) w@)lp)dy

— 0

(car 1 est continue)

Si ) est conveze quelconque, il existe a,b tels que la fonction ¥(x) 4 ax +b soit
positive. Autrement dit, on peut toujours se ramener a une fonction positive
conveze. Donc si nous montrons que

E((X) +aX +b) > E@(Y) +aY +b)

nous aurons alors

E@(z)) = E(¥(y))
Car par hypothese E(X) = E(Y).
Soit ¢, € C. Par hypothése

E[pn(X)] = E[¢n(Y))]

Par passage a la limite (en utilisant théoréme de convergence monotone) nous
aboutissons au résultat voulu.

Définition 2.1.6 Un processus (X, t > 0) est croissant dans ’ordre convexe (PCOC)
st, pour tout s <t

XSSXt

2.2 Exemples

Nous donnons quelques exemples des processus croissants dans ’ordre convexe.

Lemme 2.2.1 Soient X, Y deuz v.a.r intégrables
1)
a) Si E(Y/X) =0 alors le processus (X; = X +1tY, t > 0) est un PCOC

b) Soit a: IRy — IR, une fonction croissante
Si E(Y/X) =0 alors le processus (X; = X + a(t)Y, t > 0) est un PCOC
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2) Soit v : IR — IR de classe C, impaire, strictement croissante

S1Y est symétrique i.e Y Yy alors

a) le processus (X; = ¢(tY), t > 0) est un PCOC

b) Soit o : IRy — IR, une fonction strictement croissante
le processus (Xy = @(a(t)Y), t > 0) est un PCOC

3)

a) Soient ¢ : IR — IR de classe C?, impaire,strictement croissante et telle que
sgnle” ()] = sgnlzx]  «,p: Ry — IRy deux fonctions croissantes .

Si X etY sont 2 V.a.r symétriques et indépendantes
alors le processus (Xi = ¢(a(t) X + B(t)Y), t > 0) est un PCOC

b) Soit ¢ : IR — IR de classe C* , impaire ,strictement croissante et telle que
sgnle”(x)] = sgnlz]  ay,...an, : Ry — IRy n fonctions croissantes .
St X1, Xs.....X,, sont n V.a.r symétriques et indépendantes
alors le processus (X¢ = p(a1(t) X1 + ... + 0y, () X,), t > 0) est un PCOC

Nous allons utiliser la proposition (2.1.5)
Preuve

1)
a) e Montrons d’abord que E(X;) = E(Xj)

E(X,) = BE(X +1Y) = E(E(X +tY/X)) = BE(X) + E(t E(Y/X) = E(X)

e Montrons que ¥V t >0 E||Y(Xy)|] < o0
Soitp € C E[[Y(Xy)|] < ki1 +kE|X +tY|] <k +kE[|X]]+ E[tY]] < o

e Montrons que Vi € C  E(¢Y(Xy)) > E(¢Y(Xy))
Soit € C :
P(r) < a= [T (2)dP(w) < a [T dP(w) =
Ainsi on peut permuter ’esperance et la dérivée (par Lebesgue )

OE(W(X +tY))

o = B[YY'(X +1tY)]

= BV + [ ¢ w)du)]
— EY¥/(X)]+E(Y /X W (u)du)
= BIE /X)) 4 BY [ 9w

= B COBY/X) 4 B [ v )
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= B . S ) du)

Comme " (u) >0
SiY>0=tY >0=X+tY >X =Y [T ¢"(w)du>0
SiY <0=tY <0=X+tY <X = [§ " (u)du <0
:>YfX+tY77/J”( )du>0
Ainsi

amw%:wm>20

Donc Vs <t E[p(Xy)] = E[p(X,)]

b) e Montrons que Vip € C  E(Y(Xy)) > E(¢Y(Xs))
soit 1 € C, El(P(Xy) — (X)) = E[(¥(Xy) — (X)) Lyyzoy] + E[(¥(Xy) —
(X)) Ly <oy]
- Siy >0, Appliquons le théoréme des accroissements finis
pour u € [X +a(s)Y, X + a(t)Y]

El((X) =X )=o) = ER'(w)(alt) —a(s)Y Ly
Y converxe

> E[l{Y>0}Y( () a(s))

/ u)du}]

> <<w (lewwMYw<ﬂ
FB(paY [0 o ()

> (alt) - a(s)[ELyo B ¥/(X)/X)]
By [ )

> (alt) — a(9) ELysg[/(X) B(Y/X)
By L o )

> (alt) — a(9)[ELpzo (Y [ Y wydu)]

> 0

(car'Y > 0,a croissante , X + a(s)Y > X et ¢” > 0)
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- 8i'Y <0 Appliquons le théoréeme des accroissements finis
pour u € [X + a(t)Y, X + a(s)Y]
El((Xy) —v(X)ly<y] = E[(u)(als) — a(t)Y y<oy]
Y convexe
E'(Xs)(a(s) — a(t)Y iy<o)]
Ainsi
El((Xe) = (X0)) vyl = E[(Xs)(e(t) — a(s)Y) Ly <oy
> (aft) = als ))E[l{Y<0}Y
X+ [ )
X+a(s)Y
> (a(t) - a()El Ly<o)Y / 0" (w)du]
> 0
(carY <0, X +a(t)Y <X ety” >0)
2)

a) e Montrons d abord que B(X;) = B(Xs)

nous avons Y 2 —Y . Puisque ¢ est impaire alors oY) ol —(Y).
DoneVt>0 E(X;) = E(Xs)=0

Montrons que ¥ t > 0 E[|(X)]] < o0

Soitp € C  E[(Xy)|] < ki + kB[ ¢(tY) |]

Appliquons le théoreme des accroissements finis | p(tY') |= ty'(0),

pour (6 € [0,Y]) mais ¢’ est continue sur le compact [0,Y] donc la fonction

¢ est bornée sur [0,Y]
Ainsi E[| ¥(Xy) |] < k1 4+ takoE[| Y] || < o0

Montrons que Vip € C E(¥(Xy)) > E(¥(Xs))
Soit ¢ € C :

OE(Y o p(tY))
ot

= EY¢' (Y)Y op(tY)]
— B[y (tV){¢'(0) + / u)du}]

= By (0)] + BVt /0 Ty )u)

Puisque Y est symétrique et lapplication y — y¢'(ty) est impaire alors
Y ¢/(1V)/(0)] = 0.
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Donc
@(tY)

— Bg(y) [T (w)du)

0

OE(Y o p(tY))
ot

Comme " (u) >0 et ¢'(x) >0 (car ¢ est croissante )

SiY >0 " oY) > 0= YY) £ ¢ (w)du > 0
Siy < (¥ e e(tY) <0 = fOSD(tY) " (u)du <0, alors
Yo' (1Y) J§ ) v (u)du > 0
Ainsi OF v

(¥ ; ;0(75 ) >0

Done  Vs<t B[(X)] > E[(X,)]
b) Ef((X,) — $(X.))] = Bl((X:) — (X.) Lyysoy] + E[(6(X) = (X.)) Liysoy
SiY = 0 pour u € [p(a(s)Y), p(a()Y)

Bl((X) = o(X) Lyzg) = Bl Lz (w)(p(a)Y) — p(a(s)Y)]
1Y convexe

>z Ellpzo(e(a®)Y) — ela(s)Y)
{wl(o)_i_/:’(a(s) )qp”(u)du}]

=z B Lyzo(e(a)Y) = pla(s)Y))y'(0)]
B0y (pa()Y) — plals)Y) [ W)
> Bl (pla()Y) —elal)Y) [ W )
> 0
Car ¢ croissante, p(a(s)Y) >0 et " > 0)
S1Y <0 pour u € [p(a(t)Y), p(a(s)Y)]

El((X:) —9(Xo) Ly<oyl = Bl Ly<opd'(u)(p(e(s)Y) — p(a(t)Y))]
Y convexe

< E[Ly<op! (Xo)(pla(s)Y) — e(a(t)Y))]

Ainsi
BI0(X) (X)) Tyg] 2 B[ Lysot/(X)(#(a(t)Y) = (a(s)Y)
> E[ Liyzop(p(a(t)Y) — p(a(s)Y)
wo+ [ O L wpdu
> Bz (e@Y) — plal)) [ v
> 0
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Car p(a(s)Y) <0, p(a(t)Y) < p(a(s)Y) et " =0

3)
a) e Montrons d’abord que E(X;) = E(Xj)

by pla(t)X +BOY) 2 —p(alt)X +B(L)Y)

donc E(X;) = E(X,) =0

loi
{Y:_Y © impaire

e Montrons que Vip € C  E((Xy)) > E(Y(Xy))
Soit 1 € C, on définit 0(x) par :

o(z) = /0 (@ — w () du

Alors 0 ainsi définie est une fonction convexe de classe C* ,sgnt'(z) = sgn(z)
et 0(0) = 0'(0) = 0, de plus pour tour x,y

() = ¥(y) = ' (0)(z —y) + 6(x) — 6(y)

En effet : " est continue = [ (z — w)y"(u)du est continue dérivable

9’(%) = l‘lﬂ”(x) + /Ox w"(u)du _ xw"(m) — /Ow w”(u)du _ w/(gj) . w,(o)
0" est continue dérivable car ' ’est aussi

0" =" > 0= 0 est conveve et de classe C*

6(0) =0=6'(0)
, 1 si 0'(x)>0
sgné(v) = {—1 si 0(x) <0
B 1 st oY(x) >¢'(0)
B {—1 si Y'(x) <¢'(0)
B { 1 s1 220
-1 s <0
= sgn(x)
car " (x) > 0 donc ¢'est croissante i.e ' (x) > '(0) six > 0 et ' (x) < ¢'(0)
st x < 0.
De plus

0(w) = [0 (wdu— [ ()" (w)du = ol () = ¢/(0)] = [ v/ (w)du
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En intégrant par parties
O(x) = a(x) — 2/(0) — a)'(x) + ¥ (x) — ¥(0)
= (x) —¢(0) — 2¢/(0)
0(y) = ¥(y) — ¥(0) — yo'(0)

Ainsi

0(x) —0(y) = ¢Y(x) —P(y) — ' (0)(x —y)

Par suite

() = ¢(y) = (0)(z —y) + 0(z) — 0(y)

Remplagons dans la relation précédente x par Ay = o(a(t) X + B(1)Y)
et y par Ay = p(a(s)X + ((s)Y), on obtient alors :

E(1hop(Ar))—E(vop(As)) = ¢/'(0) E[p(Ar) — p(As)] +E(Bop(Ar))— E(fop(As))

=0

Avec 0 o p une fonction convexe, puisque sa dérivée second est positive par le
fait que sgn[p"] = sgn[0'](x) = sgn(x) et O est convezxe

(Bop) = ()20 0p)+¢"(0 o)

D’autre part, en utilisant le théoréeme des accroissements finis
-SY >0

0o p(a(t)X +B(1)Y) —0op(at)X + B(s)Y) = (0 09) (u)(B(t) - B(s))Y
avec u € [a(t)X + B(s)Y, a(t) X + B(1)Y]

Posons Ars = a(t)X + [(s)Y, puisque 0 o ¢ est conveze alors (0 o @) est

croissante.
Ainsi
(900)(A) = (00 ) (Aus) = (809)(a(t)X + B()Y)(A1) ~ B(s)Y
a(t)X+8(s)Y
> ([ (009 (wdut (8o (alh)X)]

(B(t) — B(s))Y
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Comme X etY sont symétriques et indépendantes alors
Elly<op(0 0 9)' (a(t) X)(B(t) — B(s))Y] =0
et
Elly=04(0 0 9)' (a(t) X)(B(t) — B(s))Y] =0
Et par suite

Elliys01(0 0 9)(A) — (00 9)(Ars)] > Ellpy=qY (B(t) — 5(s))

a(t)X+6(s)Y "
Loe (o0

> 0

(Puisque Y > 0, a(t) X + B(s)Y > a(t)X)
- 51Y <0 pour u € [a(t)X +B()Y, a(t) X + B(s)Y

Gop(A) —Bop(d) = (Bog)(W(A(s) - Y
T 0oy (A)(B(s) - O
Ainsi
Bo@)(A) = (B0 2)(A) > (000)(A,)A(0 - As)Y
> ([0 o ey wdu+ (00 9 (0]

(B(t) = B(s)Y
Et par suite
E[(00@)(A) — (0o 9)(A)ly<ay] > Ellpy<aY (B(t) — 6(s))

a(t)X+6(s)Y "
Loe (o0

> 0.
(Puisque Y < 0,a(t)X + B(s)Y > a(t)X).
Donc
E[(0 0 p)(a(t)X + B(1)Y)] = E[(0 0 p)(a(t)X + 5(s)Y).]
Ainsi ¥V s <t
E[pop(A)]—Elpop(As)] = E(fop)(a(t) X +06(s)Y) - E(fop)(a(s) X +5(s)Y)

on refait le méme raisonnement ,en appliquant cette fois—ci le théoréme des
accroissements finis
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- 81 X >0 pour u € [a(s)X + B(s)Y,a(t) X + B(s)Y]

00 p(Ars) — 00 0(Ay) = (00 ) (u)(alt) — als))X
Ainsi
00 p)(A) —(0o0)(A) " (Bop)(A)(alt) - al(s)X
[ oo du+ 00 0y ()Y
(at) — a(s)) X

>

Comme X etY sont deuz v.a.r symétriques et indépendantes alors
E[(0 0 ¢)' (8(s)Y)((t) — a(s)) X1x>0)] = 0
Par conséquent
Ellxsp)l(0 0 9)(Ars) = (00 0)(A)]] > Ellpxso X (a(t) — als))

a(s)X+8(s)Y
0o ) (u)du
Loy (Bo9) (@

> 0
(car a(s)X + B(s)Y > B(s)Y et X >0)
- 81 X <0 pour u € [a(t) X + B(s)Y, ()X + B(s)Y]
60 p(As) —fop(Ays) = (B0p) (u)(als) —at) X
Ainsi
000 A~ Oop)A) T ET (Bop(A)(alt) —al)X
a(s)X+8(s)Y
[ 0o du+ 00 @) (36 )
(aft) — a(s)) X

>

Comme X et'Y sont symétriques et indépendantes alors

E[(0 0 ) (B(s)Y ) (0(t) — a(s)) X Lix<oy) = 0

Dot
Ellpsol(809)(Ai) = (00 9)(A)]) 2 EllpenX(alt) - als)
a(s)X+8(s)Y "
Loy (Bo9) (@
> 0

(car a(s)X + B(s)Y < B(s)Y et X <0)
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Donc
E[(#op)(a()X + B(s)Y)] = E[(6 o p)(al(s)X + B(s)Y)]

Ainsi Vs <t
Elpop(Ar)]|—E[pop(As)] = E(fop)(a(s)X+8(s)Y)—E(fop)(a(s)X+6(s)Y)

En conclusion

E((Xy)) > E(¥(Xs))
b) e Montrons que Vip € C  E((Xy)) > E(¥(Xs))

X)) = o X+ anlt)X,)

gp(ni:l a; (D) X; + an(s)X,)

(par le point 3)a) du lemme (2.2.1))

= P03 )Xo+ s (DX + ()
(e) n-2

SO(Z i(t)Xi + ap1(8) Xn—1 + an(s)X,)

VS

Ce qui clos la démonstration du lemme.

Définition 2.2.2 On note par

1. I ={p: R — R de classe C' impaire, strictement croissante et p(+00) =
+00 }

2. J={p: R — IR de classe C? impaire, strictement croissante p(+00) = +00
et sgne”(x) = sgn(z)}

Il est facile de voir que la fonction & — z (resp x — ) appartient a I (resp a J)

Proposition 2.2.3 a)Soit ¢ € I, alors (p(By),t > 0) est un PCOC
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b)Soient Y une V.a symétrique ,p € I et a: IR, — IR, une fonction croissante

Alors (a(t)p(tY),t > 0) est un PCOC

¢)
1. Soit (Y, u > 0) un processus tel que :
oVu >0,E(Y,) =0
033 >0 tel queVe>0  (Yu,t>0)2 (PY,,t > 0)
Alors (X; = %fot Y,du,t > 0) est un PCOC

2. Si de plus (Yy,u > 0) est symétrique i.e(Yy,u > 0) 2 (=Y,,u > 0) et
st €I alors (p(X¢),t > 0) est un P.C.O.C

d) Soit o une fonction strictement positive paire de classe C? telle que les fonctions
o et oo’ sont lipshitziennes, soit (X, t > 0) l'unique solution de

t
(X, :/ 7(X,) 0 dBy,t > 0)
0

(Ot od By est intégrale de Stratonovich définie dans le chapitre précédent pro-
position (1.10.2))
Alors (X, t > 0) est un PCOC

preuve

a) Soit p € I,E[p(By)] =0
P(By) 2 o(t'/*By)
B; est une V.a intégrable, symétrique, et t*/? est une fonction de R, — IR+

croissante, alors par le point 2)b) du Lemme (2.2.1), le processus
(¢(By),t > 0) est un PCOC

b) Soit ¢ € C
~ SiY >0 pour u € [a(t)p(sY), a(t)p(tY)]
El((at)p(tY)) = @(a®)e(sY))lysg] = a(®)E[lysq¢ (W) (eY) —¢(sY))]
L ) Bl oy (9(tY) — p(sY))
o+ [ )
> a(t)E[l{Y>0}( (tY) — p(sY))
Oa(t w)du}]
> 0
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(car ¢ croissante, a(t)p(sY) > 0 et ¢” > 0)
- S1Y <0 pour u € [a(t)p(tY), a(t)p(sY)]

Elyy<gy(@(a(t)p(sY)) — (Wla®)eY))] = Elly<n
() (p(sY) = p(tY))]
1 convexe

< Ellyy <oy (a(t)p(sY))
(p(tY) — (sY))]

Ainsi

Elly <oy (¢ (a(t)e(tY)) = (dla(t)p(sY))] = a(t)Ely <o (a(t)e(sY))

aft
(p(tY) = p(sY))]

> a(t)Elliy <o (p(tY) — o(sY))
wo+ [ )
> a(t)Eu{y<0}< (1Y)~ p(s7)

a(t)e(
(u)du]
0
> 0

(car p(sY) <0, p(tY) < p(sY) et 0" > 0)
Alors
E((a(t)p(tY)) = E(d(a(t)p(sY))

Appliquons le point 2)b) du lemme (2.2.1) pour Y = ¢(sY) £ —p(sY) et
o(x) = x, ainsi (X; = a(t)p(tY),t > 0) est un PCOC

c) 1. le point ¢)1) est une conséquence du point 1)b) du lemme (2.2.1)

En effet |
X, = - / Y, du
t Jo

En utilisant le changement de variable [u = tv], nous obtenons

1
X, = / Yyodv
0

i 6 [
= t Y, dv
0
(par hypothése)

Pour X =0 ,Y = [y Yydv et a(t) = t7, 3 > 0 (une fonction croissnate
positive), alors
(X; =1 [§ Yudu,t > 0) est un PCOC
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2. Par hypothese

1 loi 1
/ Ydu'? — / Y, du
0 0

Pour o € I, a(t) =t°,3>0
le point 2)b)du lemme (2.2.1), (¢(X;),t > 0) est un PCOC

d) Pour la démonstration nous introduisons la fonction h telle que

une telle fonction est continue, dérivable et de dérivée h'(z)

h:IR— IR

v h(r) = I

En appliquant Ito-Stratonovich, on obtient

h(Xt)

Alors h(X;) = By ; notre but est d’écrire X; = p(By), pour ce cas ¢ = h™!

Donc, assurons nous que
1. h~! existe

2. hltel

h~! existe puisque h est continue, croissante (car sa dériveé

/Ot 1(X,) 0 0(X,) o dB,

/0 (X))o (X.) o dB,

t ]

———0(X,) odB;
/()U(XS)U( )o
B,

1

o(x)

par hypotheése sur o), donc h~! est continue croissante, dérivable

(h™)(@) = wreray
est impaire

En appliquant le changement de variable [y = —z] on obtient

h(—z) — /Ox —dz

a(y)

O'(—dZ)
B _/0 o (2)

car o est paire, ainsi h est impaire donc h~! 'est aussi
Par suite (X¢,t > 0) est un PCOC

est, postive

= o(h™') de dérivée continue, de plus vérifions que h~*

h(—z) = /0 Ay
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Définition 2.2.4 Soit (M, t > 0) une (F;,t > 0) martingale.
On dit que (M, t > 0) € HI*® si, pour tout t > 0

E(sup [Mj]) < o0

s<t

Théoréme 2.2.5 Soient (M, t > 0) une (F,t > 0) martingale continue apparte-
nant o H'*°, et o : IR, — IR une fonction continue croissante telle que a(0) = 0.

1. Posons (X; = ﬁfg Mda(s),t > 0) et Xg = My, alors (X¢,t > 0) est un
pPCoOC

2. 8i My =0, (X, = [ Mda(s),t > 0) est un PCOC

Preuve
1.

agt) /Ot Mda(s)

Appliquons la formule d’intégration par parties
t t
oz(t)Mt:/ a(s)dMs+/ Mda(s) = M, = /Mda
0 0 a(t
1

= Xy=M
t t Oé(t)

ol I; = [{ a(s)dM, est une martingale car

t
/ a(s)’E < M,M >,<supa(s)’E < M, M >;< oo
0

s<t
alors
dX, = dM,+ I,%% g — 2dl
= thHtg{() s (t)dM, (2.4)
— ], 4
ta2(t)
D’une autre part pour s <t
1
E(X,/F,) = EM,— —1;/F,
(X/F) = B~ 51/
1
= E M s 7E _[ S
(MfF) + o B (/)
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Alors

E<Xt/fs> = Ms_

soit ¢ € C pour s <t

E((Xy))

E(E((X:)/Fs))
E(Y(E(X:)/Fs))(inégalité de Jensen)

FE
1 1
E((X, + (WS) - %)IS))

en appliquant le théoréme des accroissements finis pour

u €1Xe, X, + (555 — o)L

v

v

1 1 | I
P(X;s + (TS) - Tﬂ)ls —P(Xs) = <a(18) - agt))jsw (u)
> (WS) - @)[Swl<Xs) + lﬁ(XS)
Car v est convexe, donc
E((X) 2 BW(X) + (o5 = 200 BO/ (X)L

11 suffit alors de montrer que E(¢)'(X)Is) > 0, en appliquant la formule d’'It6
a F(Xs, 1) = ¢¥'(Xs)Is pour 0 < € < s, car (X5,8 > €) est un processus a
variation borné. On obtient

E[Y/(X,)L] = BW/(X)L] + B[ | ¢"(X)LdX,] + Bl [ ¢/(X,)dL]

s a2
1172 B| §y2<w'<xu>fu>d <15
Mais
(a) Z(W/(X)L) =0

(b) (Xs,s > €) est a variation bornée donc < X, X >=0=< X, [ >
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(c) puisque 1 € C donc ¢ est bornée,de plus I; est une martingale alors
P/ (X,)dI, est une martingale continue avec Iy = 0, ainsi
0 g

E[/(X)L] =0

Alors il suffit de montrer que E[¢"(X,)[,dX,] > 0, or dX, = I, ioz‘gzg, cepen-
dant

V(X)L dX, = '"(X,)—t~da(u)
> 0

puisque « est croissante 10", o, I? sont positives
Nous avons prouvé que X; est un PCOC sur |0, +00[, mais le résultat s’obtient
sur [0, +oo[ par continuité du processus (X;,t > 0)

En effet

1 t
W_%|SQ@AW“MWW)

1 t
< —— sup |M; — M, / da(s
O./(t) s[04 | t Ol 0 ( )
t:O 0

Car (M;,t > 0) est continue

. Par définition

— t
X; :/o Mda(s)

pour s <t

E@MJzﬂKMMW@

Pour ¢ € C
E(W(X:) = E(E[(X:)/F]
> E[(FE ( X,/F,))](Vinégalité de Jensen)
= E@W(X: +(a(t) — a(s))My)
> E((X) + (a(t) — a(s)) B (X,)M,)
(1 est convexe)



2.2. EXEMPLES 47

Alors le point 2) du théoréme (2.2.5) sera établi une fois que nous aurons
démontrer que E[¢'(X)M] > 0. Par Ito

E[Y/(X)M,] = E['(0)Mo] + E( / M,"(X,)dX,)
B /0 W (X)) dM,)
— B /05M3¢/'()?u)da<u)

> 0
(Mo = 0, o croissante et (dX,,) = M,da(u))

Remarque 2.2.6 1. En fait le point 1)du théoréme (2.2.5) est une consequence
du point 2)du méme théoréeme,puisque dX; = I, a28 = X; =[5 I, da(s)

S a2(s)
Donc
X t[ d(——)
t - S ( )
- / LdB(s
ou [(t) = W est une fonction croissante

2. Le théoréme est plus fort que la croissance de (X, t > 0), il nous fournit les
deuzx relations suivantes

da(u))

a?(s)

E[W(X0)] - EW(X)] 2 B([ 120"(X.)

et
(X)) - Bp(X)] = B(| M2"(X,)da(w)

3. Soit (By,t > 0) un mouvement Brownien, v € IR, on sail que

2
t
(ef = exp{vB; — %},t > 0)

est une martingale. Un résultat du a Carr,Fwald et Xiao établit que
v Lot
(X = ?/ evds, t > 0)
0

est croissant pour lordre conveze. Ainsi le point 1) théoréme (2.2.5) est donc
une extension du résultat de Carr,Ewald et Xiao

Du théoréme précédent on peut déduire la version discréte suivante :
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Théoréme 2.2.7 Soit (M,,n > 1) une martingale indexée par (IN*) et (ar,k >
1)une suite de nombres réels positifs, on définit la suite a(n) = > 1_; aj alors

1.

1 n
> agMy,n > 1)

K= &

est une suite aléatoire croissante dans [’ordre convexe

2. S1t E(My) =0, alors
(X = axMy,n>1)

k=1
est ausst une suite aléatoire croissante dans l’ordre convexe

Preuve Ce théoréeme est une conséquence directe du théoréme précédent en
remarqunat que

1. ap = ap — ag_1, alors

X, =

- —/ kZMkl[k 1k((s)da(s)

e Montrons que M; = Y27 My 11 4((t) est une martingale pour la filtration
Fi=Frpourk—1<t<k
On distinque deux cas

(a) Pour k—1<s<t<k

E(M, — M,/ F,) = E(My, — My/F,) =0
(b) Pour j—1<s<j<k—-1<s<t<k

E(Mt/fs) - E
= F

(Mk/]:s)
(My/F;)

B

En appliquant le point 1) du théoréme (2.2.5) pour la martingale M, définie
plus haut et () une fonction croissante tel que 3(0) = 0 et avec la contrainte
B(k) = a(k),k > 1. Le théoréme précédent nous fournit que Vs <t

E()(Xy)) = E(¥(Xs))
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En particulier pour tout l = s <t=n

E((Xn)) =2 E(¥(X))

2. En utilisant le point 2) du théoréme (2.2.5) pour la méme martingale, on en
déduit que pour tout 1 <[ <n

E[(X,)] > E[$(X))]

Proposition 2.2.8 Soit (Ls,s > 0)un processus a accroissements indépendants
(pas necessairement stationaires) tel que

a) pour tout s >0, B(L?) < oo et E(Ly) =0
Soit a: IRy X IR, — IR, une fonction borélienne telle que pour tout T > 0

/ ot $)E(L2) < oo (2.5)

b) Vs > 0,t — a(t, s) est croissante
Le processus
T
(X7 :/ a(t, s)dL,,t > 0)
0
est un PCOC

Preuve Pour simplifier, on suppose que 7' = 1 et on note par X; = X}

1. Pour v < v nous avons

E(L, — L,)* = E(L,)*+ E(L,)* = 2E(L,Ly,)
— E(L,)*+ E(L,)* — 2E|E(L,Ly) F.]
= E(L,)*+ B(L,)* = 2E[L E(L, — Ly + Ly,)/F.)
= BE(L,)’ + B(L.)" = 2B(L,)*E(L, — L)

car L, — L, est indépendant de F,, par conséquent
E(L, — L,)* = B(L,)* — E(L,)?

Ainsi Pour v < v FE(L,)? — E(L,)? > 0 = E(L,)? est croissante en s
Par suite F(L,)? est a variation bornée et comme a(t,s) est une fonction
borélienne

/OT a’(t,s)dE(L?)

existe au sens de Lebesgue—Stieljes
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1 n—1
X, :/ a(t,s)dL, 2 Tim Y a(t,~)(Liss — Ly)
0 n—+00 0 n n n
vérifions que
n—1 k
Xn(u) = Z a,(u, *)(Lk-&-l — LE)

est convergente dans L2
Xl = B(X,)?
n—1 k
= > a’(t,~)E(Lxn — L)

Puisque les accroissements sont indépendants centrés, les termes
mixtes valent 0, ainsi d’aprés le point 1 ci dessus

n—1 k
X3 = X a2t )Ly — B
k=0
n—1 k
= > a*(t, ﬁ)(fk:—&-l — f)
k=0

Donc X,,(u) "% X, dans L?

. Par définition (X, (¢)),>0 est une suite de sommes partielles de variables aléa-

i P.S :
toires indépendantes convergentes vers X;. Donc X, (u) =5 X, aussi.

Et pour ¢ € C, ¥(X,(u)) BS ¥(X,) ( puisque 1 est continue)

. Soit ¥ € C, puisque 1 est de classe C?, elle admet un developpement limité

d’ordre 1, pour y au voisinage de x
U(y) = v(@) + (y — 2)¢'(z) + Oy — x)

Avec Oy — z) '="
Ainsi pour y = X,,(t) et = X, on obtient

P(Xn(1)) = V(X)) + (Xn(t) = X)P'(Xy) + O(Xn(t) — Xo)
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Ou

W(Xn(t)) - w(Xt)| - |(Xn(t) - Xt)¢/<Xt) + O<Xn(t) - Xt>|
< [Xa(t) = X[ (Xo)| + [O(Xa(t) — X3)]
< alXa(t) — X

D’aprés la proposition 1)’ est bornée et 1" est positive continue a support
compact, donc bornée. Par conséquent

Elp(Xa(t) — 0(Xy)] < o1 B X (1) — Xy
lo

Ceci montre que ¥(X,(t)) Z (Xy), ainsi on a

Ep(Xn(u))] — E[p(Xu)]

Donc pour démontrer la proposition il suffit de montrer que Vs <t

Elp(Xn(s))] < E[p(Xa(1))]

Nous avons
B X)) = BIU(S als, ) (Less — L) +als, ") (La = L))

Mais par le point 1)a)du lemme (2.2.1)pour ¥ = (L2 — La-1) et

X = ZZ: a(s, kj)(ka - L%)
E[p(Xn(s))] < Ew@ a(s, i)(Lkgl — Lx) +aft, ; 1)(L;; — Luz1))]
< E[w(nz als, i)(Lk# — Ls) +aft, o ; 1)(L% — L)
+a(s, - 2)(%1 )

On applique le lemme encore une fois pour Y = (Ln-1 — Lna-2) et

n n

n—3 k -1
X =Y a(s, ) (Lews — Li) +aft,
n n n

k=0
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On obtient
BN < B als, ) = L)+ 0(t, ") (Lg — L)
a5, "2 (Lot — Lua))

On refait la méme démarche jusqu’a I'obtention du résultat E[¢(X)] < Ef(Xy)]
par passage a la limite

Remarque 2.2.9 Suite a ce raisonnement avec (Lg, s > 0)un processus G accrois-
sements indépendants quelconques, plusieurs applications découlent

1. Si L est un processus a accroissements symétriques et indépendants alors pour
peJ

T
gp(/ a(t,s)dLs,t > 0)
0
est un PCOC

En effet Par le point 3)b) du lemme (2.2.1) pour a;(t) = a(t, %)
et Xi = Lﬂ — Ll

Efp o so&% ai(H)X)] > Bl o so&% () X))

Comme ¢ est continue, par passage a la limite, on obtient

T T

alt, w)dL))] = Elo(e( [ alt, s)dLy))]

0

2. En supposant que (Lg,s > 0) est un processus de Lévy, ¥ s <t

L Ly
Blp(=5)] = BBY(=)/F]
Ly . :
> EE(=)/F](par Uinégalité de Jensen)
s
L
> B[Y(—)]
Ainsi (%,t > 0) est un processus décroissant dans l'ordre convexe, il peut
s’écrire
Lt T 1
5= / a(t,s)dLy avec T = oo et a(t,s) = ;1<
0 <

Mais a(t, s) ainsi défini n’est pas croissant en t
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3. Si dans la proposition (2.2.8) (Ls,s > 0) est le mouvement brownien, pour
o € I, (o(ff a(t,s)dBy),t > 0) est un PCOC,ce point est une conséquence du
2)b) du lemme (2.2.1) puisque [ a(t, s)dB; est un processus aléatoire gaussien
centré de variance [; a?(t, s)ds

En effet
t 12 n—1 k
/a@wwf:mlzwnqwﬁ—Bg
0 n—-+o00 0 n n n
Ainsi
m - 12 m n—1 k
D aw(Xy,) = lm > ap ) alty, (Ben — By)
% Ko k=0
E i SO awalte, ¥) (B — B
= im0 O awalte, 1) (Ben - By)

Ot le second membre est une limite dans L? d’une suite de variables aléatoires
gaussiennes centrées car c’est une combinaison linéaire de variables aléatoires
gaussiennes centrées indépendantes. D’autre part X} est une martingale,

T
B(X])? = ﬂ/a%ﬁﬂ<RB>J
0
T
= / a’(t, s)ds
0
De plus
r lot T
(P(/ Cl(t, S)st) = 90( / QQ(t, S)dSG)
0 0
Ot G — N(0,1) et \/ [ a%(t, s)ds est croissante en t

Proposition 2.2.10 Soient o,b : IR, x IR — IR tels que l’equation differentielle
stochastique suivante

t t
X :/ o(s, Xs)dBs —I—/ b(s, Xs)ds
0 0

admet une solution unique en lot
En outre nous supposons

e pour tout s >0 o, =0(s,.) est une fonction paire

e pour tout s >0 by =b(s,.) est une fonction impaire tel que
sgn b(z) = sgn(z)
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Alors

1. (X4, t > 0) est un PCOC
2. Plus généralement ,pour ¢ € J, (p(X}),t > 0) est un PCOC

Preuve Montrons d’abord que le processus (X;,t > 0) est symétrique

Nous avons
t t
X, = —/asx dB—/bde

@{/ dB+/

(B, = —B, 2 B,)

Si on pose Y; = — X, on obtient Y; est solution de
t t
Y, = / o(s,Ys)dB, +/ b(s, Y,)ds
0 0

Par unicité de solution en loi, Y} Xt d’out la symétrie de (X, t > 0)
1. Soit ¢ € C, par Ito

/ W(X )+ w”( 5)o(X,)ds]
Donc
;E[w(Xt)] = E[@Z)’(Xt)bt(Xt)—i—;W’(Xt)U?(Xt)]
> E[(Xe)b(Xy)]
> Eb(X){'(0) + /0 Xt P (u)du}]
> Bb(X,) /OXt " (u)du]

Si X, > 0= b(Xy) [ " (u)du > 0 puisque sgn[b(X,)] = sgn(X;)

Si X, < 0= b(Xy) [5 ¢ (u)du >0
Ainsi 5

S ) =0
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2. Soit ¢ € J et ¢ € C pour 6 définie dans 3)a) du lemme (2.2.1) on obtient
Ely o p(Xy)] — Elf o o(X,)] = El0 0 p(Xy)] — E[f) 0 p(X,)]
On sait que (X;,t > 0) est un PCOC, donc en particulier pour 6 o ¢ convexe
E[0 0 p(Xe)] — E[f 0 p(X,)] = 0
Ce qui clos cette démonstration.

Remarque 2.2.11 L’hypothése imposée dans la proposition sgn(bs(x)) = sgn(z)
n'est pas nécessaire, voila deuxr exemples de processus (X;,t > 0) croissants dans
l’ordre convexe solution de l’équation, ou cette hypothése n’est pas satisfaite

Ezxzemple 1)Soit (X;,t > 0) le processus de Ornstein— Uhlenbeck défini par
t
thBt—c/ X,ds
0

Evidemment si ¢ <0, alors bs(x) = —cx satisfait [’hypothése
Or si ¢ > 0, sgn(bs(x)) = —sgn(x) mais on peut montrer que (X;,t > 0) est un
PCOC en résolvant I’EDS
dXt + CXtdt = dBt
par la méthode de la variation de la constante

1. La résolution de ’EDS sans second membre

dXt + CXtdt =0 = dXt = —CXtdt
dX,

= X, = —cdt

= In|Xy| = —ct

= In|Xy|=—ct+ao
= X,=Ke“

2. Pour résoudre I’EDS avec second membre on procéde comme suit
X;=K(t)e ™ = dX; = dK(t)e " — cK(t)e
. En remplacant X; et dX; dans I’EDS, on obtient
dK(t)e " —cK(t)e " + cK(t)e " =dB;, = dK(t)e " =dB;
=~ K(t)= /Ot ¢ dB,.
Par suite la solution se ’EDS est donnée par

t
X(t) = / 0B,
0
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Ainsi X; est un processus gaussien centré de variance

t
E[X}?] = /OeZC(S_t)ds

Donc
1 _ 6—20t

) LRy —e
! 2c

Ou G — N(0,1).

Ezemple 2) Soit ¢ € I, et de classe C* on sait que (X; = @(By;),t > 0) est un
PCOC, en appliquant la formule d’Ito a la fonction p, on obtient

t , 1 t ,
QO(Bt) :/O ¢<BS)dBS+§/0 QO/(BS)dS

Puisque ¢ est une fonction continue croissante, elle admet donc une fonction réci-
proque =1 continue croissante de plus impaire

t 1 rt
Ainsi X, = / ¢ o (X,)dB, + 5/ ¢ o H(X,)ds
0 0

La fonction @' o =1 est paire car ¢ Uest aussi, et la fonction ©" o @~ est impaire
car ©" lest aussi, mais nous n’avons pas forcément sgnlp” o =] = sgn(x)



Chapitre 3

Les processus 1—martingale

Dans cette partie, nous allons exhiber des martingales (M, ¢t > 0) pour plusieurs
processus (X, t > 0)croissants dans I'ordre convexe telles que pour tout t fixé

X, 2 M,

en développant les résultats de ’article Pour des processus particuliers ,on sait expli-
citer les martingales associées cas par cas, mais une méthode générale reste inconnue
a notre connaissance a l’exception de la construction abstraite faite par Strassen
(voir[10]), Doob (voir[3]) et Kellerer (voir[6]).

3.1 Définitions

Définition 3.1.1 Un processus (X, t > 0) est un 1—martingale s’il existe une mar-
tingale (M, t > 0) tel que pour tout t fizé

X, 2 M,

Théoréme 3.1.2 Les propriétés suivantes sont équivalentes
1. (Xi,t > 0) est croissant dans l'ordre convexe

2. (X, t > 0) est un 1—martingale

Preuve

i) 2) = 1) est trivial, pour b € C et s < ¢, par hypothése X; Vs

Ep(X)] = E[p(M)]
= EE[(M)]/F]

E
E[E(
E[YE[(M;)/Fs|](par 'inégalité de Jensen)

v

o7
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Puisque M, est une martingale

E[p(X1)]

VAV,
&=
=

=K

i) 1) = 2) est difficille & établir elle est du aux travaux de V.Strassen, J.L.Doob et
H.G Kellerer (voir|8]).

Nous allons maintenant décrire plusieurs méthodes (plutot limitées) et les illustrer
avec des exemples.

3.2 Meéthode du Drap Brownien

Cette méthode a été découverte par D.Baker et M.Yor, (voir[1]), Voici I'illustra-
tion de cette méthode par son exemple fondateur.
Soit (Bs, s > 0) un mouvement Brownien et (W, s,u > 0) un Drap Brownien

Théoréme 3.2.1 Soit v € R et (X" =1 [ exp(vB, — “%)du,t > 0)
Alors
v2ut

1. (Mt(y) = [ exp(vW,, — “5%)du,t > 0) est une martingale pour la filtration

(gr =0(Wys,u>0,s <t),t>0)
2. Pour tout t fité X" % M

Preuve

1. Montrons que (Mt(”)),t > 0) est une (g, t > 0) martingale

v 1 v2ut
E[Mt( )/gs] = E[/O exp(VWu,t - T)du/gs]
1 v2ut
= /0 Elexp(v(Wys — Wy s+ Was) — T)/gs]du

W, est gs mesurable, de plus d’aprés la remarque (1.6.3) W, — W, s est
indépendant de g, ainsi

v2ut

1
E[Mt(”)/gs] = /0 exp(vW, s — T)E[e:z:p(u(Wu,t — Wys)|du

Avec

y2

1 +oo
=t

Elexp(v(Wys — Wi s)]
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En appliquant le changement de variable

z=-—+L = L __dy=dz, on obtient
\/u(t—s) \/u(t—s) ’

2

Elexp(v(Wye — Wys)] = \/12_7r /J:O exp(vzy/u(t — s))exp(—%)dz

1 +o0 viul(t — s) (z — vyfult — 5))?
o R )z
vV 21 J—c0 2 2
vV2u(t — s
=)
D’ou
1 2 2 _
0 ' 2 2
1 2
= / exp(vW, s i
0
= MW

2. Montrons que X ¢ A
Nous avons

1t 2
XY = 7/ exp(vB, — M)alu
tJo 2
En utilisant le changement de variable [u = vt], on obtient

2
t
U
2

Or d’aprés la proposition (1.6.2), pour tout ¢ > 0 fixé

w _ [
X" :/ exp(vBy —
0

(But7u Z 0) lgi (Wu,t7u 2 0)

Par suite

V2t

W loi !
X, = exp(vWyy —
0 2
_ Mt(’/)

)dv

3.3 Meéthode d’inversion du temps

Nous allons montrer par des exemples comment on peut construire des proces-

sus croissants dans 'ordre convexe et leurs martingales associées liés aux fonctions
suivantes
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h: IR xIR — IR de classe C! par rapport a la 17¢ variable et C? par rapport a la 2™¢

avec h(0,0) = 0 et satisfait
on 1o
Os 2022

qui se concrétisent par I'exemple suivant

=0

Az?
h(s,z) = exp[(Ax — 75)] -1, MeRR.

Théoréme 3.3.1 Soit (Bs, s > 0) un mouvement brownien, h une fonction définie
précédemment et telle que (h(s, Bs),s > 0) soit une martingale.

Soient

t

(XM = / h(s, B,)ds,t > 0)

0

et
w_ [t B
(M, h(t — s, By — Bs)ds,t > 0).
0

Alors

1. ( t(h),t > 0) est une martingale.

2. Pour toutt > 0 fizé , Xt(h) ot Mt(h).

Contrairement au théoréme (3.2.1) ,ici la martingale (Mt(h),t > 0) est définie
dans le méme espace que (By,t > 0) et c’est une martingale pour la méme filtration.
Preuve

1. Montrons que (Mt(h)),t > 0) est une martingale, en utilisant la formule d’Ito
entre s et t, on peut écrire :

toh  19%h
~s.Bi—B,) = hs—sBo=B)+ [ [50+ 5550w s B~ B,
h(t — s, By ) h(s—s )+ s[8u+28x2](u S Ydu
t
+/s gZ(u—s,Bu—Bs)dBu
' Oh
= Sgu(u—s,Bu—Bs)dBu

(car h(0,0) = 0)
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Ainsi
w _
MY = h(t — s, B, — Bs)ds
0

t t Oh
= /ds a—u—s , B, — By)dB,

— / / — B,)ds

(par Fublnl)

Mais h est de classe C? par rapport a x, continue sur le compact [0, u] elle est
de derivée partielle bornée ,par suite

t u Oh 9
E/o Olu(/O %(U—S,Bu—Bs)dS) < 00

Donc (Mt(h)), t > 0) est une martingale
2. Montrons que X; (h) Lot Mt(h)

Nous avons

t
xM :/ h(s, Bs)ds
0

En appliquant le changement de variable (s =t — u)
0
xm = / h(t — u, Bi_)du
t

¢
= / h(t — u, B;_,)du
0

-
o / h(t —u, By — By)du
0

Par définition de h et (By,u < t) 2 (B, — By_y,u < t)
alors (By_y,u < t)2 (B, — By,u<t).
Ainsi

X0 — ),

La version discréte du théoréme

Soit (Z1, Za, ..., Zn, ..) des variables aléatoires iid et (Y,,,n > 1) une (F,,n > 1)
une martingale centrée, ou F,, = o(Z1, Za, ..., Z,). 1l existe une suite de fonctions
borelienne f,, : R" — IR telle que

Yn = fn(Zla ZZ: ceey Zn)
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Théoréme 3.3.2 En plus des hypotheéses précédentes nous supposons que (fn)nemn
est une suite de fonctions symétriques par rapport a leurs arqguments i.e fo(Zy, Z1) =

fQ(Zla ZQ)---a fn(Zna Zn—l-'-7 Zl) = fn(Zb Z27 ERRS) Zn)

Soit )
j=1
Et
M, = f[i(Zy) + fo(Zn, Znr) + oo+ fo = (Zny Zyas - 21)
Y 5 Zas Zats o Za o).
j=1
Alors

1. (M,,n > 1) est une F,, martingale
2. pour toutn > 1 firte X, tot M,

Preuve

1. Montrons que (M,,n > 1) est une (F,) martingale
Pour la démonstartion il faut d’abord remarquer que pour tout n > 1 et tout
1, To...T,_1 réelles,

E[fn<l‘1, T2,y ey Tn_1, Z)] = fn,1($1, T2y .o, ,I‘nfl)

et E[f1(Z)] =0, ouZ estune variable aléatoire de méme loi que les Z;,i > 1.
En effet puisque (Y,,,n > 1) est une martingale centrée, E[f1(Z)] = E(Y;) =
0. De plus, par le fait que Y, est une martingale

Elfu(Zy, Za, ooy Znr, Z0) [ Fra] = faoi(Z1, 22, oy Zna)
- ¢<<Zl7 227 ceey Zn—l)
Car (Z1,Zs, ..., Zn_1) € Fp_1 et Z, est indépendante de F,_;
Ou

¢($1, Zo, ..., %—1) = E[fn(Ih T2y .oy Tn—1, Z)]

f’nfl(xla Lo, ...y xnfl)

Avec Z, Z,, de méme loi.
Retournons maintenant a la preuve de notre théoréme, nous avons
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E[Mn/fn—l] = E[fl(Zn)/fn—l] + E[fQ(Zm Zn—l)/fn—l]
ot E[fa(Zos Doy s ooos i Z0) ) Fr ]

et puisque f est symétrique par rapport a ses arguments

E[Mn/j:n—l] = E[fl(Zn)/fn—l] + E[fZ(Zn—la Zn)/fn—l]
+oo+ Elfu(Z1, Zoy ooy Zn1y Zn) | Fui]
= 0+ 0(Zp1)+ . +0(Z1, Zoy ., Zn1)
= Elfa(Zn-1,Z,)] + .. + Elfu(Zn, Zn-1, .., Za, Z1))]
= f(Zn1) 4+ i+ foc1(Znoay ooy Zoy Z4)
= Mn—l

loi

2. Montrons que X,, = M,

X, =

M-

Y;

<
Il
—

|
(]
—~ =

fj(Zh ceey ZJ)

- fl Zl) + fQ(Zl, ZQ) + ...+ fn(Zl, . Zn)
Y (Z) + FoZns Zot) + ot s Z)

car les Z; sont indépendantes de méme loi ¢

<
I

Le théoréme suivant est une généralisation du théoreme (3.3.1) au processus
de Lévy

Théoréme 3.3.3 Soit (Lg, s > 0)un processus de Lévy continu et h : IR, X IR — IR
une fonction borelienne, tel que (h(s,Ls),s > 0) soit une (Fs,s > 0)—martingale
centrée, on définit par

¢
(X, = / h(s, Ly)ds,t > 0)
0
Et .
(M, = / h(t — s, Ly — Ly)ds,t > 0)
0
Alors
1. (M, t > 0) est une (Fi, t > 0) martingale
2. Pour toutt >0 fire X, Lot M,
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preuve

1. Montrons que (M;,t > 0) est une F; martingale
Pour s <t

BM/F] = B[ bt —w L~ L)du/ 7]
= /0 E[h(t —u, Ly — Ly)/ Fs]du + /: E[h(t —u, Ly — L,)/Fs|du
Comme pour s < u <t, Ly — L, est indépendent de L
E[h(t —u, Ly — Ly)/F,] = E[h(t — u, L — Ly)]
Mais L; — Ly, loi L;_,, ainsi
E[h(t —u, Ly — L)/ Fs] = E[h(t — u, Ly_,,)]
D’autre part (h(t, L;),t > 0) est une martingale et Elh(v, L,)] = 0, d’ou
E[h(t —u, Ly — Ly)/F,] =0
Pour u < s <t

E[h(t_uaLt_Lu)/JTs] - E[h(t_u>Lt_Ls+Ls_Lu)/Fs]
= o¢(t—u,Ls—L,)

Car L, — L, € F, et L; — L, est indépendant de Fy Avec

¢(t —u,Ly—L,) = E[h(t—u,Ly— L, + L, — L,)]
E[h(t —u, Ly — Ly + L;i_,)]

Parsuite

/08 Elh(t —u, L — L)/ F.]Jdu = /O Elh(t — u, Ly — Ly + Ly_y)|du
Posons [v = s — u|, on peut écrire

/Os E[h(t — u, Ly — L)/ F.Jdu = /0 E[h(t +v— s, Ly + Li_y)|dv
Or 0 <wv < s, donc L;_, est indépendant de F,, par conséquent

E[h(t+v — 8, Ly + Li_y)] = E[h(t + v — 5, Ly + Ly_y) | ]
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et commes—v<t e {t—s+v>v,ona

E[h(t+v—8,Ly+ L)/ Fs] = FEh(t+v—38,Li_s1y)/F]
= h(v,Ly)

car h(u, L,) est une martingale.
En appliquant encore une fois le changement de variable [v = s — u]
/ Elh(t — u, Ly — Lo + Li_)]du = / h(s —u, Ly — Ly)
0 0

Par suite s
E[M,/F,] = / h(s —u, Ly — Ly) = M,
0

2. Montrons que X, loi M,
t
M, = / h(t — s, Ly — Ly)ds
0
loi t
= / h(t — s, L;_s)ds
0

Car (L, 0 < s <t) ot (Li — L—s),0 < s < t) et en appliquant le changement
de variable [t — s = u]

ot
M, < /Oh(u,Lu)du

iy,

3.4 Meéthode des EDS

Soit ¢ € I, nous avons déja montré que (¢(B;),t > 0) est un PCOC, nous allons
maintenant voir au prix de quelques hypothéses supplémentaires sur ¢ qu’il existe
une martingale (M;,t > 0) solution de

t
M, = / o(u, M,)dB,
0
(pour une fonction ¢ bien choisie) tel que, pour tout ¢t > 0 fixé on aurait

M, 2 o(B,)
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Hypothéses et notations

1. Soit ¢ € J tel que, pour tout t > 0

E(le(B)]) <00 et E(|l¢"(Bi)]) < o0

2. Soit H : IR, x IR — IR_ une fonction définie par

H(u,r) = /_; w”(y)exp{—%}dy

Nous avons que H (u,x) ainsi défini vérifie 2 propriétés qui sont les suivantes

)| = | [ Swen(-L )l

< /;m| (y nexp{—~—f}dy
< [T Wlenr-L yay
< B(¢"(B))

< o

— Pour tout u > 0 et € IR nous avons H(u,z) <0
SizelR_,

2
v " y
—_Z <
L P (yeapi—g dy <0

Car ¢"(y) <0
Sixz € IRy, sgn varphi”(x) = sgn(z) > 0, ainsi

f7<ww&-}@</ ew%w%@
= - / exp{—*}dy > — /0 - w”(y)exp{—gfu}dy

En appliquant le changement de variable [z = —y]

2

- [ ew&_&@>/ wﬂ—*wz

Ainsi

2
I " y
—_Z <
L P (yeapi—g }dy <0
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3. Soit 0 : IRy x IR — IR une fonction définie par

2 (=12 ;-1 -1 (v "))
0" (u,y) = (¢ o) (y) = (W o )Y H(u, o~ (y))exp{—— =}
Puisque H(u,z) < 0 et ¢'(x) > 0, alors o%(u,z) >0
On note par H1) les Hypothése que doit vérifier ¢
i) ped
ii) ' o @~ ! est lipschitzienne et '(0) > 0

i1i) Pour tout ¢ > 1 il existe une constante K. telle que pour tout z € IR
2@’ (@) = "] = Ko

On peut trouver des exemples de fonctions qui vérifient les hypothéses H1), parmi
elles considérons ¢(x) = sh(x) qui vérifie bien les hypothéses H1)
En effet

La fonction op(x) = sh(x) est croissante impaire de classe C?, et sgn[¢”(z)] =
sgn[sh(z)] = sgn(z)
De plus
¢ 0o () = chlargsh(z)] = Va® +1
Ainsi
[90/ 09071]/(1’) _ L
r2+1

Mais vx2 + 1 est une fonction paire convexe, donc 3k > 0 une constante tel que

Va2 +1 > k'|z|, par suite

' —1y T 1
— < =
¥ 0w @) = ol <

Dol ¢’ o o1 est lipschitzienne
Enfin, soit zq tel que |z (x0)| = c|p” (xo)|
Avec ¢ > xg > 0, Alors
Ko = clg”(x0)|

Le lemme suivant nous fournit ’existence et 'unicité de la solution de 'EDS
th = U(t, Mt)dBt

Lemme 3.4.1 Sous H1), avec la fonction o définie plus haut
— o est localement lipshitzienne en x uniformément dans les compacts contenant
U
— La croissance linéaire de o en x uniformément dans les compacts contenant u
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Alors ’EDS admet une solution unique
Admettons un instant ce lemme que nous montrons a la fin de cette section

Théoréme 3.4.2 Sous H1), soit (M, t > 0) solution de
t
M, = / o(s, M,)dB,
0
Alors la martingale (My;,t > 0) est telle que pour t > 0

M, o(By)

Avant de démontrer ce théoréme, nous allons justifier le choix de I'expression de o
Soit 7 : IR, x IR — IR et (M;,t > 0) solution de

t
M, = / (s, M,)dB,
0

En utilisant la formule d’Ito, pour toute fonction f réguliére & support compact
appliquée a M;, nous avons

F(My) = /Ot F1 (MM, + ;/Ot FI(M)d < M, M >,

- /T(S,Ms)f’(Ms)st—l—1/tr2(s,Ms)f”(Ms)ds
0 2 Jo

Ainsi
BIF(M)] = BL[ 75, M) f (M)dB,) 4+ B[ 72(s, M) £ (M,)ds]
o 9 BLI(M)] = 3Bl (M) (M)
ot Bl = g I A !

et d’un autre coté en utilisant la formule d’Ito, pour toute fonction f réguliére a
support compact appliquée a ¢(B;), nous avons

fow(By) = /Ot @’(Bs)f’osﬁ(Bs)dBﬁé/Ot[f”oso(Bs)(so’V(Bs)+90”(Bs)f’os0(Bs)]d8
Ainsi

Blfop(B) = B[ &(B)S 0 o(B)aB) +5 B[ [f"0p(B,)(@)(B)+¢ (B.) [ op(B))ds]

0
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Donc

2 Bl o 0(B)) = 3EIf 0 0B (B) + 0 p( B (B

Comme nous souhaitons obtenir
loi
M, = o(By)

On doit avoir,

/JR m(tel@f"e SO(Jj)\/;_7rlfeam{_;t}Olgc - \/;_wt /JR fop(x) w"(x)exp{_%} dx

dH

R O e

Puisque f est réguliére a support compact, en intégrant par partie on obtient

/JRTZ(t,w(x))f” o gp(x)\/%exp{—;}d:c = \/% [f o p(x)H(t,z)]"

0

= [ 1o pla) @) (e ) ds

+ [ " P @) Tz ern{= g b

= [, =g I o )
[()2(x) = /(@) H(t, x)eap{ 3 Hda

D’ou le choix de o
2

T
o*(t,p(x)) = (¢")(z) — @' (2)H(t, x)exp{T; }
et en remplagant y par ¢(z), on aura

() = (¢ 0 0™ y) — ¢ 0o~ (W) H(t o~ () eap{ FLY)

Passons maintenant a la démonstration du théoréme

Preuve du théoréme Soit la fonction o définie plus haut et M; solution de
I’EDS, on note par p(t,dy) la loi de M, et q(t,dy) la loi de p(B;)
M, satisfait aux équations de Fokker-Planck et nous avons

0 1 0?

ap@’ dy) = §a—y2(02(t, y)p(t, dy))
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au sens des distributions
De méme, soit X; = p(B;) solution de

t 1 st
X; = / ¢ o (X,)dB, + 5/ ©" oo N X,)ds
0 0
X, satisfait aux équations de Fokker-Planck et nous avons

0 1, 0

gl ds) = 525 0 07 0) Patt.dy) = 5" 0 ¢ Whatt )]

Mais ces équations sont les mémes, puisque nous avons choisi ¢ pour qu’il en soit
ainsi. D'un autre coté p(By) = My = 0, alors

p(()? dy) = Q(()? dy) = 50(dy)

Ainsi p(t,dy) et q(t,dy) satisfaient aux mémes équations parabolliques avec les
meémes conditions initiales. Par conséquent

Mt léi @(Bt) <

Retournons a la preuve du lemme qui précéde le théoreme
Preuve du lemme L’expression de sigma donne

o(u, o)) = w’(x)J L a)erp( 2 )

b
¢ ()

Puisque H(u,z) < 0 et |[H(u,z)| = |5 ¢"(y)exp{— L }dy
L’expression de o devient

/ 1 oo " y2 x2
o, p(@) = ¢ M o, oWt =g Yyean(y )

— Montrons que o(u, y) est localement lipschitzienne en x unifomément dans les
compacts contenant u
Pour cela nous avons besoin de démontrer les deux majorations suivantes

1. pourz >0

x2 —+o00 7& T
exp{%}/ e 2udy < \E\/ﬂ
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En effet
En appliquant le changement de variable [y = z + x|, nous obtenons

I2 —+o00 y2 €T —+o00 (z+z)2
expd — e 2dy = exp{— / e 2w dz
pi5, /x y rig, ) ;
332 +oo (z242z2+22)
= exp{— e 2u dz
p{2u} /0
1 f+oo z2d
< - ~%u
= 5/ e z
< E\/ﬁ
2
2.
(2} [ :

dKy, Vo € IR sup

Vi y
¢"(y)exp{—=-}dy) < K
wel g P() el (y)expd 2u} ) 0

il suffit de la démontrer pour x > 0, car ¢/, |z| et exp{%} sont paires
En intégrant par partie, nous aurons

exp{g} too Y2 B exp{%} oy =P oo
s S wep=g 0y = SIS e
N /;‘” ysou(y)egj )

2
ex = +o0o 2
1+ ?{2“}/ vy (y)e™ = dy
O(r)u Ja

Par la 3¢ condition de H1), en choisissant ¢ > a

exp{L} /+°° , 2 exp{L} /+°° , 2
TS 2y > 14 2wt — K.e zd
( e (y)exp{ 2u} y) > + J()u ) (ce”(y) e~ 2udy

¥'(x)

2
cexp{z;}
u ¢'(z)
K x? too 42
_ ¢ - “2u

ugo’(ac)exp{Zu}/x ¢
ceplg)

u ()

> -1+

14

Vv

([ o wean{—2- 1)

2

w”(y)ewp{—%}dy)
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Puisque ¢’ est paire, positive et ©'(x) > ¢'(0), alors
¥

eap(5} [+, v '(0)vu+ K /u
90'(1’)(/90 ' (y)exp{—%}dy) < 2(0) p—
Ainsi, si on pose
o(u,y) = ¢ o (y)a(u,y)
= # o "(z)ex —yj z)ex M
a(u,y) = JH ooty oy, & et =g e 20

Par conséquent

sup a(u,y) <1+

u€[0,a]

Donc ¥z, y € [6,7]

lo(u, ) —o(u,y)| =

<

<

FONa+K Vi _
©'(0) c—a '

u,y)|
T y)a(u, )
+¢ o (y)a(u,z) — ¢ oo (y)a(u,y)]
a(u,z)|¢" o o7 ) — ¢ 0T (y)]

+¢' o7 (y)lalu, x) — alu,y)|

ko(u, z)|x —y| + ¢ o o™ (y)|o' (u, 0)] |z — y]

(0%

[ oo (@)a(u, z) — ¢ o o™ (y)a
[ o o M (@)a(u,z) — ¢’ o o~ (y)af

Car ¢’ o ¢! est lipshitzienne
Yoy

De plus « est de classe C! par rapport a y, alors en appliquant le théoréme
des accroissements finis & a(u, )

On obtient

sup |0'<u,.7}) - O'(U,y)| < KD|$ - y| :

u€l0,a]

— Montrons maintenant que Vz € IR

Par le fait que

o (u, 2)| < p(1+ ) -

lo(u, 2)] < |¢" 007 (z) — ¢" 0 07 (0)]a(u, 2) + ¢ 0 o7 (0)or(u, @)

Ainsi

sup |o(u, )| < D(k|z]+¢'(0)) < p(1+ [2]) ,

u€[0,a]

ot = Dmax(¢'(0),k) <



Conclusion

Dans ce travail nous nous sommes intéressés a la classe des processus croissants
dans 'ordre convexe, nous avons proposé plusieurs exemples de tels processus issus
principalement du calcul stochastique et de solution de certaines équations différen-
tielles stochastiques. Nous avons ensuite montré que tout processus 1 —martingale est
un processus croissant dans l'ordre convexe, mais la réciproque est difficile a établir
elle est due aux travaux de Kellerer. En abscence d’'une méthode générale permet-
tant de donner une expression explicite des martingales associées aux PCOC, nous
nous sommes appuyés sur trois différentes méthodes en exhibant des martingales
pour des processus croissants dans I'ordre convexe particuliers.

73



74

Conclusion
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