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Introduction

Dans ce mémoire on s’intéresse à la classe des processus croissants dans l’ordre
convexe (PCOC). Nous donnons en particulier plusieurs exemples construits à l’aide
du mouvement Brownien ou plus généralement des processus définis à l’aide d’une in-
tégrale stochastique. Nous montrons aussi que ces processus sont des 1−martingales
et nous exhibons pour des processus croissants dans l’ordre convexe particuliers une
martingales associée.
Nous développons les résultats établis dans l’article suivant :

Profeta, C.,Roynette, B., Yor, M., Some examples of processes wich are
increasing in the convexe ordrer. preprint

ce mémoire est composé de trois chapitres

Dans le premier chapitre, nous rappelons des notions très importantes en théo-
rie de probabilité concernant les processus gaussiens. Nous donnons les principales
propriétés du mouvement Brownien, du drap Brownien et des martingales.Nous
abordons ensuite la notion d’intégrale stochastique qui est à la base des principaux
exemples cités dans ce mémoire, nous terminons ce chapitre par quelques rappels
sur les équations différentielles stochastiques.

Le deuxième chapitre est consacré aux processus croissants dans l’ordre convexe.
Nous commençons par définir ces processus et nous montrons qu’on peut remplacer
les fonctions convexes citées dans la définition par une fonction convexe possédant
de bonnes propriétés. Nous donnons ensuite quelques exemples simples de tels pro-
cessus. Aprés nous passons à des exemples plus compliqués construits à partir du
mouvement Brownien ou des processus possédant la propriété du scalling. Nous
montrons aussi que la solution de certaines équations différentielles stochastiques
est un processus croissant dans l’ordre convexe.

Dans le troisième chapitre, nous introduisons la notion de 1−martingale et nous
montrons l’équivalence entre les processus croissants dans l’ordre convexe et les
1−martingale. Nous nous appuyons ensuite sur trois techniques différentes pour
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2 Introduction

exhiber les 1−martingales associées à des PCOC particuliers. La premiere technique
fait appel au drap Brownien, la seconde est basée sur l’inversion du temps, elle est
illustrée par deux exemples, le premier utilise le mouvement Brownien, le deuxiéme
les processus de Lévy. La dernière technique est élaborée à l’aide des EDS .

Mots clés :PCOC, processus stochastique, martingale à temps continu, mouve-
ment Brownien, EDS.



Chapitre 1

Outils probabilistes

Dans ce chapitre, nous allons rappeler des notions essentielles en théorie des pro-
cessus stochastiques, nous commençons par définir la classe des processus gaussiens
et nous donnons deux exemples importants dans cette classe : le mouvement Brow-
nien et drap Brownien, nous rappelons ensuite les notions de martingale ainsi que
l’intégrale stochastique dans ces deux principale version : l’intégrale stochastique
au sens d’Itô et l’intégrale stochastique au sens Stratonovich et nous terminons ce
chapitre par les principales propriétés des fonctions convexes.

1.1 Variables aléatoires gaussiennes
La loi normale est l’une des principales distributions de probabilité. Elle a été

introduite par le mathématicien Abraham de Moivre en 1733 qui l’utilisa afin d’ap-
procher des probabilités associées à des variables aléatoires binomiales possédant un
paramètre n très grand. Cette loi a été mise en évidence par Laplace et Gauss au
XIXe siècle et permet de modéliser de nombreuses études biométriques. Sa densité
de probabilité dessine une courbe dite courbe en cloche ou courbe de Gauss.

Définition 1.1.1 Soit m ∈ IR, σ ∈ IR+, on dit qu’une v.a.rX suit une loi normale
d’espérance m, et de variance σ2 si sa fonction de densité fX est donnée par

fX(x) =
1

σ
√

2π
exp(−1

2
(
x−m

σ
)2)

et on note X ↪→ N (m,σ2).

3



4 CHAPITRE 1. OUTILS PROBABILISTES

Remarque 1.1.2 Nous avons

– Si X suit la loi normale elle admet pour fonction caractéristique, la fonction
ϕX(t) donnée par

ϕX(t) = E(eitX) = eitm−σ2t2

2 , t ∈ IR

– Les v.a.r constantes sont des v.a.r gaussiennes de variance nulle (i.e σ = 0)

Les variables aléatoires gaussiennes sont très importantes en théorie de proba-
bilité car elles possèdent de nombreuses propriétés. La proposition suivante établit
quelques unes.

Proposition 1.1.3 Soit σ ∈ IR+

1. Si X ↪→ N (0, σ2), alors X est symétrique (X
loi
= −X).

2. Si X est une variable aléatoire gaussienne, alors ∀a, b ∈ IR aX + b est encore
une variable aléatoire gaussienne.

La famille des variables aléatoires gaussiennes est fermée pour la convergence en
loi. Le théorème suivant l’illustre

Théorème 1.1.4 Soit (mn)n≥1 ; (σn)n≥1 deux suites de IR et IR+ resp, (Xn)n≥1 une
suite de v.a.r avec Xn ↪→ N (mn, σ2

n).Si

Xn
loi→ X alors X ↪→ N (m,σ2)

Où m = limn→+∞ mn et σ = limn→+∞ σn

1.2 Vecteurs gaussiens
Définition 1.2.1 Soit X = (X1, X2, ..., Xn), X est un vecteur aléatoire gaussien si
toutes les combinaisons linéaires de ses composantes sont gaussiennes
i.e

∀a1, ..., an ∈ IR
n∑

i=1

aiXi

est une v.a.r gaussienne.
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Proposition 1.2.2 Si X est un vecteur gaussien alors
1. Sa fonction caractéristique ϕX est donnée par

ϕX(u) = exp{i < u, E(X) > −1

2
(utcov(X)u)}

Où < u, E(X) >=
∑n

i=1 uiE(Xi) et cov(X) = (cov(Xi, Xj))1≤ i,j≤ n

2. Si ∀ i 6= j cov(Xi, Xj) = 0 alors les v.a.r X1, X2, ...Xn sont indépen-
dantes

3. Si X ↪→ N (m,K), où K est la matrice de covariance avec kij = cov(Xi, Xj),
si K est inversible alors sa fonction de densité est donnée par

fX(x1, ..., x2) =
1√

(2π)ndet(K)
e−

1
2
<K−1(x−m),(x−m)>

Proposition 1.2.3 Soit X un vecteur gaussien
1. Si Y est un vecteur gaussien alors

X
loi
= Y ⇔

{
E(X) = E(Y )

cov(X) = cov(Y )

2. Si E(X) = 0, alors X est symétrique (X
loi
= −X)

3. Invariance par transformation linéaire i.e si Y = AX + b, où A est une appli-
quation linéaire et b ∈ IRn, alors Y est un vecteur gaussien.

1.3 Processus stochastiques
Un processus stochastique est un phénomène qui évolue dans le temps d’une ma-

nière aléatoire. La vie quotidienne et la science nous donnent beaucoup d’exemples
de ce genre de phénomène, où en tout cas des phénomènes qui peuvent être com-
pris de cette façon. La météo ; la population d’une ville ; le nombre de personnes
dans une file d’attente et la position d’une particule de pollen dans un fluide, sont
des exemples de processus stochastiques. Ce dernier fut étudié pour la première fois
par l’écossais Robert Brown en 1827 et reçoit le nom de mouvement brownien. Il
joue un rôle fondamental dans la théorie des processus aléatoires, un peu comme la
distribution gaussienne dans la théorie des probabilités.

En 1923, N. Wiener donne une définition mathématique du mouvement brownien.
Il étudie en particulier ses trajectoires qui sont continues mais nulle part différen-
tiables. Par la suite, K. Itô développe un calcul différentiel spécifique au mouvement
brownien : le calcul stochastique.
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Dans toute la suite, on considère un espace de probabilité (Ω,F , P ) supposé
complet de plus nous adaptons les définitions et les notations suivantes :

Définition 1.3.1 Un processus stochastique est une famille de variables aléatoires
(Xt, t ∈ IR+) définie sur un espace de probabilité (Ω,F , P ), et à valeur dans un
espace mesurable (E, E).

Dans la plupart des cas étudiés dans ce mémoire, l’espace (E, E) sera (IR,BIR)
ou (IRn,BIRn).

Définition 1.3.2
Soit (Xt; t ∈ IR) un processus stochastique ;
1. Pour 0 ≤ s < t, les variables aléatoires Xt−Xs, sont appelées des accroissements

du processus (Xt)t≥0.

2. Un processus (Xt; t ∈ IR+) est à accroissements indépendants si pour toute
suite 0 < t1 < ... < tn, les variables aléatoires Xt1 , Xt2 − Xt1 , ..., Xtn − Xtn−1

sont indépendantes.
3. Un processus (Xt; t ∈ IR+) est à accroissements stastionnaires si, la distribu-

tion de la variable Xt+s −Xt ne dépend pas de t. En d’autre termes pour tout
t ≥ 0, h > 0, la loi de Xt+h −Xt est égale à la loi de Xh −X0.

4. Un processus (Xt; t ∈ IR+) est un processus de Lévy, continu si
– X0 = 0 P.p.s
– (Xt; t ∈ IR+) est à accroissements stationnaires et indépendants
– L’application t 7→ Xt est continue P.p.s

5. Soient (Xt)t≥0 et (Yt)t≥0 deux processus stochastique
– On dit que Y est une modification de X si on a

∀ t ≥ 0 , P (Xt = Yt) = 1

– On dit que X et Y sont indistingable si on a

P (∀ t ≥ 0, Xt = Yt) = 1

et on note X ≡ Y

Définition 1.3.3 Un processus (Xt; t ∈ IR+ est à trajectoires continues si

P ({ω ∈ Ω : l’application t → Xt(ω) est continue}) = 1.
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A présent, on introduit le premier exemple de processus stochastique : le proces-
sus gaussien.

1.4 Processus Gaussien

Définition 1.4.1 Un processus stochastique X = (Xt)t≥0 est un processus gaussien
si toutes ses lois de dimension finie sont gaussiennes i.e

∀n ≥ 1;∀t1, ..., tn ∈ IR+ (Xt1 , ..., Xtn) est un vecteur gaussien

D’une manière équivalente

X = (Xt)t≥0 est un processus gaussien⇔ ∀n ≥ 1;∀t1, ..., tn ∈ IR+∀a1, ..., an ∈ IR

n∑

k=1

akXtk est une V.a.r gaussienne

Remarque 1.4.2 Si X = (Xt)t≥0 est un processus gaussien alors la fonction a(t) =
E(Xt) est appelée fonction moyenne et la fonction K(s, t) = cov(Xt, Xs) est appelée
fonction de covariance

Proposition 1.4.3 Soit (Xt)t≥0 un processus gaussien
1. Si (Yt)t≥0 est un processus gaussien, alors

∀t ≥ 0 , X
loi
= Y ⇔

{
E(Xt) = E(Yt)

cov(Xt) = cov(Yt)

2. Si E(Xt) = 0, alors Xt est symétrique (Xt
loi
= −Xt)

3. Si Yt = AXt, où A est une application linéaire, alors (Yt) est un processus
gaussien

1.5 Le mouvement Brownien
Comme exemple d’un prcessus gaussien, considérons le mouvement Brownien

Définition 1.5.1 On appelle mouvement Brownien (standard) un processus sto-
chastique (Bt; t ∈ IR+) vérifiant
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i) B0 = 0 P.p.s ;
ii)(Bt; t ∈ IR+) est à accroissements indépendants,
iii) ∀0 ≤ s < t, la variable aléatoire Bt −Bs suit une loi normale N (0, t− s).
iv) L’application t 7→ Bt est continue P.p.s.

Proposition 1.5.2 Les 3 propriétés suivantes sont équivalentes
1. {

ii)(Bt; t ∈ IR+) est à accroissements indépendants,
iii)∀0 ≤ s < t, Bt −Bs suit une loi normale N (0, t− s)

2. {
ii
′
)∀t ≥ 0, Bt suit une loi normale N (0, t),

iii
′
)∀0 < s ≤ t, Bt −Bs et Bs sont indépendants

3. {
ii
′′
)(Bt)t≥0 est un processus gaussien, centré ,

iii
′′
)∀s, t ∈ IR+, cov(Bt, Bs) = E[BtBs] = s ∧ t.

Le mouvement Brownien possède trois propriétés essentielles, et sont données
par la proposition suivante

Proposition 1.5.3 Soit B = (Bt; t ∈ IR+) un mouvement Brownien, alors
a) Le processus (−B) = (−Bt; t ∈ IR+), est un mouvement Brownien.
b) Pour tout s > 0, le processus

(B
(s)
t = Bt+s −Bs; t ∈ IR+)

est un mouvement Brownien indépendant de σ(Bu, u ≤ s) ;
(c’est la propriété de Markov simple)

c) Si λ > 0, et si Bλ
t = 1

λ
Bλ2t, t ≥ 0 alors le processus Bλ = (Bλ

t )t≥0 est un
mouvement Brownien.(changement d’échelle)

Preuve de la proposition .
a) Symétrie.

i) −B0 = 0 P p.s.
ii′′) on a (−Bt) est de même loi que Bt. En effet : Bt ↪→ N (0, t), donc −Bt

est symétrique, ainsi −Bt
(d)
= Bt, alors −Bt ↪→ N (0, t).

iii′′) ∀ s, t ∈ IR ; cov((−Bt)(−Bs)) = E[(−Bt)(−Bs)] = E[BtBs] = t ∧ s.

iv) L’application t 7→ −Bt est continue P p.s.
et d’après la définition(1.5.1) et la proposition(1.5.2), (−B) est un mou-
vement Brownien.
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b) Propriété de Markov simple.
Soit s > 0, alors
i) B

(s)
0 = Bs −Bs = 0 P p.s,

ii) ∀t > 0, B
(s)
t suit une loi normale N (0, t),

iii) Si u < v, alors B(s)
u −B(s)

v et B(s)
u sont indépendants, en effet :

∀s > 0, et pour u < v, B(s)
u − B(s)

v = Bv+s − Bs − Bu+s + Bs = Bv+s −
Bu+s. Puisque s < u + s < v + s, alors Bv+s − Bu+s et Bu+s + Bs sont
indépendants.

iv) Les deux applications s 7→ Bt+s et s 7→ −Bs P p.s. sont continues donc
l’application t 7→ Bt+s −Bs l’est aussi.

c) Changement d’échelle. Soit λ > 0, on a
i) Bλ

0 = 1
λ
B0 = 0 P p.s.

ii′′) Il est clair que (Bλ
t )t≥0 est un processus gaussien, continu et centré.

iii′′) ∀t, s ∈ IR+, on a :

cov(Bλ
s , Bλ

t ) = cov(
1

λ
Bλ2s,

1

λ
Bλ2t)

=
1

λ2
cov(Bλ2s, Bλ2t)

=
1

λ2
(λ2s ∧ λ2t)

= s ∧ t.

iv) L’application t 7→ Bλ
t est continue P p.s.

D’où Bλ = (Bλ
t )t≥0 est un mouvement Brownien.

1.6 Drap Brownien
Un autre exemple du processus gaussien : Le drap Brownien

Définition 1.6.1 Un drap Brownien (Ws,u, s, u ≥ 0) indexé par IR+ × IR+ est un
processus gaussien centré de fonction de covariance

cov(Ws,u,Ws′,u′) = K(s, u; s′, u′) = (s ∧ s′)(u ∧ u′)

Proposition 1.6.2 Soit (Bt, t ≥ 0) un mouvement Brownien et (Ws,u, s, u ≥ 0)
un drap Brownien.
Alors
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1. Pour tout t ≥ 0 fixé : (But, u ≥ 0)
loi
= (Wu,t, u ≥ 0)

2. Pour tout u ≥ 0 fixé, ∀s ≤ t , Wu,t −Wu,s est indépendant de Wu,s

Preuve La démonstartion de cette proposition découle de la définition

1. Montrons que pour t ≥ 0 fixé (But, u ≥ 0)
loi
= (Wu,t, u ≥ 0).

Puisque le drap Brownien est un processus gaussien, il suffit donc de montrer
que pour tout t ≥ 0 fixé, on a :

{
E(Wu,t) = E(But)

cov(Wu,t,Wu′,t) = cov(But, Bu′t)

Puisque le mouvement Brownien et le drap Brownien sont des processus gaus-
siens centrés, alors

E(Wu,t) = 0 = E(But)

De plus

cov(Wu,t, Wu′,t) = (u ∧ u′)(t ∧ t)

= (u ∧ u′)t

= (ut ∧ u′t)

pour t ≥ 0, on a :
cov(Wu,t,Wu′,t) = cov(But, Bu′t)

2. Montrons que pour tout u ≥ 0 fixé, ∀s ≤ t on a :

Wu,t −Wu,sest indépendant de Wu,s

Comme (Wu,t, u, t ≥ 0) est un processus gaussien, la combinaison linéaire
suivante

a(Wu,t −Wu,s) + b(Wu,s) = a(Wu,t) + (b− a)Wu,s

est une variable aléatoire gaussienne. Ainsi (Wu,t−Wu,s,Wu,s)
t est un vecteur

aléatoire gaussien.
Donc il suffit de montrer que cov(Wu,t −Wu,s,Wu,s) = 0

cov(Wu,t −Wu,s,Wu,s) = cov(Wu,t,Wu,s)− cov(Wu,s,Wu,s)

= u(t ∧ s)− us

= us− us
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Puisque s ≤ t, on obtient

cov(Wu,t −Wu,s,Wu,s) = 0

Remarque 1.6.3 1. On peut montrer aussi que pour tout u ≥ 0 fixé,

∀s′ ≤ s ≤ t Wu,t −Wu,s et Wu,s′ sont indépendants

Comme
a(Wu,t −Wu,s) + b(Wu,s′) = a(Wu,t)− aWu,s + bWu,s′

est une variable aléatoire gaussienne, nous avons

cov(Wu,t −Wu,s,Wu,s′) = cov(Wu,t,Wu,s′)− cov(Wu,s, Wu,s′)

= u(t ∧ s′)− u(s ∧ s′)

= us′ − us′

pour s′ ≤ s ≤ t, ainsi

cov(Wu,t −Wu,s, Wu,s′) = 0

2. Pour s ≤ t Wu,t−Wu,s est une variable aléatoire gaussienne puisque c’est une
combinaison linéaire des variables d’un processus gaussien.
Avec

var(Wu,t −Wu,s) = cov(Wu,t −Wu,s,Wu,t −Wu,s)

= cov(Wu,t,Wu,t)− cov(Wu,t,Wu,s)− cov(Wu,s,Wu,t) + cov(Wu,s,Wu,s)

= ut− us− us + us

= u(t− s)

Donc
Wu,t −Wu,s ∼ N (0, u(t− s))

1.7 Martingales à temps discret
Définitions 1.7.1 − Une filtration (Fn)n≥0 est une suite croissante de sous tribue

de F
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− Soit (Fn) une filtration de (Ω,F , P ) alors (Ω,F , (Fn), P )est appelé espace de
probabilité filtré

− Soit (Xn) une suite de variables aléatoires réelles, (Fn) une filtration de (Ω,F , P )
On dit que la suite (Xn) est à adaptée à la filtration (Fn) si
∀n ≥ 0 Xn est Fn−mesurable

− Soit (Fn) une filtration, soit T : Ω → IN ∪ {∞} une application , on dit que
T est un temps d’arrêt par rapport à (Fn) si

∀n ∈ IN , {T ≤ n} ∈ Fn

Définition 1.7.2 On dit que la suite de variable aléatoire (Xn) est une martingale
si ∀n ∈ IN

1. E|Xn| < ∞
2. Xn est Fn−mesurable

3. E(Xn+1/Fn) = Xn

Exemple 1.7.3 Soit Xn une suite de variables aléatoires réelles centrées intégrables
et indépendantes avec Fn = σ(Xk, k ≤ n)
On pose

Sn =
n∑

k=1

Xk

Alors Sn est une martingale
– Sn est Fn− mesurable
– E(|Sn|) ≤ ∑n

k=1 E|Xk| < ∞
– E(Sn+1/Fn) = E(Sn + Xn+1/Fn) = Sn + E(Xn+1/Fn) = Sn

Définition 1.7.4 Une famille de variable aléatoire (Xn)n∈IN est une surmartingale
(resp. sous martingale) par rapport à (Fn)n∈IN si pour tout n ≥ 0

1. E|Xn| < ∞
2. Xn est (Fn)−mesurable

3. E(Xn+1/Fn) ≤ Xn (resp E(Xn+1/Fn) ≥ Xn)

Exemple 1.7.5 Si Xn est une martingale alors X2
n est une sous martingale



1.8. MARTINGALES À TEMPS CONTINU 13

1.8 Martingales à temps continu

Définition 1.8.1 − Une filtration (Ft)t≥0 est une suite croissante de sous tribu
de F

− Soit (Ft) une filtration de (Ω,F , P ) alors (Ω,F , (Ft)t≥0, P )est appelé espace de
probabilité filtré

− Soit (Xt) un processus, (Ft) une filtration de (Ω,F , P )
On dit que (Xt) est à adapté à la filtration (Ft) si
∀t ≥ 0 Xt est Ft−mesurable

− Soit (Ft)t≥0 une filtration, on défini la filtration suivante

Ft+ = (
⋂

s>t

Fs)

− Soit (Ft) une filtration, T : Ω → IR+ ∪ {∞} une application , on dit que T
est un temps d’arrêt par rapport à (Ft) si

∀t ∈ IR+ {T ≤ t} ∈ Ft

Passons maintenant à la définition de martingale.

Définition 1.8.2 un processus (Xt) tel que ∀t ∈ IR+ , Xt est (Ft)−mesurable
et E|Xt| < ∞ est appelé

1. Une martingale si
∀ 0 ≤ s ≤ t E(Xt/Fs) = Xs

2. Une surmartingale si

∀ 0 ≤ s ≤ t E(Xt/Fs) ≤ Xs

3. Une sousmartingale si

∀ 0 ≤ s ≤ t E(Xt/Fs) ≥ Xs

Exemple 1.8.3 Le premier exemple de martingale à temps continu est donné par
le mouvement Brownien
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1. (Bt)t≥0 est une martingale par rapport à sa filtration naturelle (FB
t , t ∈ IR+).

i) Rappellons d’abord que pour tout t > 0, Bt ↪→ N (0, t), ainsi

E[|Bt|] =
∫ +∞

−∞
|y| 1√

2πt
e−

y2

2t dy

= 2
∫ +∞

0
y

1√
2πt

e−
y2

2t dy

=

√
2t

π

∫ +∞

0

y

t
e−

y2

2t dy

=

√
2t

π

[
− e−

y2

2t

]+∞

0

=

√
2t

π
< ∞.

ii) ∀t > s ≥ 0, on a

E[Bt/FB
t ] = E[Bt −Bs/FB

t ] + E[Bs/FB
t ]

= E[Bt −Bs] + Bs

= Bt.

2. Pour tout θ ∈ IR , (exp{θBt − t
2
θ2}; t ≥ 0) est une martingale, en effet : Soit

0 ≤ s < t,

E[exp{θBt − t

2
θ2}/Fs] = e−

t
2
θ2

E[eθBt−θBseθBs/Fs]

= e−
t
2
θ2+θBsE[eθ(Bt−Bs)/Fs]

= e−
t
2
θ2+θBsE[eθ(Bt−Bs)]

= e−
t
2
θ2+θBs{ 1√

2π(t− s)

∫ +∞

−∞
eθxe−

x2

2(t−s) dx}

car Bs est Fs-mesurable, Bt −Bs est indépendant de Fs

et (Bt −Bs) ↪→ N (0, t− s).

De plus, en appliquant le changement de variable [x =
√

t− sy], nous obtenons

E[exp{θBt − t

2
θ2}/Fs] = e−

t
2
θ2+θBs+

(t−s)
2

θ2{ 1√
2π

∫ +∞

−∞
e−

(y−√t−sθ)2

2 dy}

= exp{−s

2
θ2 + θBs}.
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Définitions 1.8.4 Soit X = (Xt)t≥0 un processus stochastique
1) On dit que X = (Xt)t≥0 est uniformémént intégrable si :

lim
α→+∞ sup

t≥0

∫

(|Xt|>α)
|Xt|dP = 0.

2) Si p ≥ 1, on dit que X = (Xt)t≥0 est borné dans Lp si :

sup
t≥0

E[|Xt|p] < ∞.

Théorème 1.8.5 Un processus X = (Xt)t≥0 est uniformément intégrable si et
seulement si

a. X = (Xt)t≥0 est borné dans L1.
b. ∀ε > 0, ∃αε > 0 tel que : si A ∈ F avec P (A) < αε alors

sup
t≥0

∫

A
|Xt|dP < ε.

Proposition 1.8.6 Soit X = (Xt)t≥0 un processus stochastique :

1) S’il existe v.a.r Z ≥ 0 avec Z ∈ L1 et |Xt| ≤ Z, ∀t ≥ 0, alors X = (Xt)t≥0 est
uniformément intégrable.

2) Soit g : IR+ → IR+ tel que :

i) limt→+∞
g(t)

t
= +∞.

ii) supt E[g(|Xt|)] < ∞.

Alors, X = (Xt)t≥0 est uniformément intégrable.
3)Si X = (Xt)t≥0 est bornée dans Lp, (p > 1), alors X = (Xt)t≥0 est uniformément

intégrable

Proposition 1.8.7 Soit B une sous-tribu de F , Y un vecteur aléatoire à n com-
posantes B−mesurable et X une variable aléatoire indépendante de B. Alors, pour
toute fonction mesurable h : IRn+1 → IR,

E[h(Y, X)/B] = φ(Y ), P.p. s, (1.1)

où φ(t) = E(h(t,X)).
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Preuve de la proposition . Soit h une fonction mesurable bornée, Z ∈ B et
Z ≥ 0. On a

φ(y) =
∫

h(y, x)fX(x)dx,

et

E[Zh(Y, X)) =
∫

IRn+2
zh(y, x)fY,Z(y, z)fX(x)dxdzdy

=
∫

z[
∫

IRn
(
∫

h(y, x)fX(x)dx)fY,Z(y, z)dy]dz

=
∫

zφ(y)fY,Z(y, z)dydz

= E[Zφ(Y )];

d’où φ(t) = E[h(t,X)].

1.9 L’intégration stochastique
Dans ce paragraphe, on s’intéresse essentiellement aux variables

∫ t

0
HsdXs

Hs et Xs sont des processus stochastiques.
Pour cela, nous étudions deux notions essentielles pour le calcul stochastique : "la
martingale locale" et "la semimartingale" . On suppose un espace de probabilité filtré
(Ω,F , (Ft)t≥0, P ). donné.

1.9.1 Intégrale de Riemann Stieljes

Pour définir l’intégrale de Riemann−Stieljes, commençons d’abors par définir les
fonctions à variation bornée

Définition 1.9.1.1 1. Soit a, b ∈ IR, ∆ une subdivision de l’intervalle [a, b]
i.e ∆ = {a = x0 < x1 < ... < xn = b} et on note par |∆| = max1≤i≤n |xi−xi−1|.
Alors la variation de la fonction f sur [a, b] est la quantité

S∆(f, [a, b]) =
n∑

i=1

|f(xi)− f(xi−1)|

2. La variation totale de f sur [a, b] est

V b
a (f) = sup

∆
S∆(f, [a, b])
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3. Finalement, on dit que f est à variation bornée sur [a, b] si

V b
a (f) < ∞

Exemples 1.9.1.2 Les fonctions monotones, lipshitziennes ou de classe C1 sont à
variation bornée

En effet

1. supposons que f est une fonction croissante (resp décroissante), alors

S∆(f, [a, b]) =
n∑

k=0

|f(xi)− f(xi−1)|

=
n∑

k=0

[f(xi)− f(xi−1)]

= f(xn)− f(x0)

= f(b)− f(a)(respf(a)− f(b))

2. Si f est une fonction lipschitzienne, ∃ c > 0,∀x, y ∈ [a, b]

|f(x)− f(y)| ≤ c|x− y|
Alors

S∆(f, [a, b]) =
n∑

k=0

|f(xi)− f(xi−1)|

≤ c
n∑

k=0

[xi − xi−1]

≤ c(b− a)

Ainsi V b
a (f) ≤ c(b− a) < ∞

3. Si f est dérivable, par le théorème des accroissements finis, on obtient
pour u ∈ [x, y],

|f(x)− f(y)| = |f ′(u)||x− y|

Alors f est à variation bornée par le même raisonnement que le point 2)

Définition 1.9.1.3 Soit f et φ deux fonctions definies sur [a, b],
∆n = {a = x

(n)
0 < x

(n)
1 < ... < x(n)

pn
= b} une suite subdivision de [a, b], avec

|∆n| limn→+∞→ 0 et (ξ
(n)
i )1≤i≤n une suite de [a, b] vérifiant

∀ 1 ≤ i ≤ n x
(n)
i−1 ≤ ξ

(n)
i ≤ x

(n)
i
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On dit que f est intégrable par rapport à φ au sens de Riemann Stieljes si

I := lim
n→+∞

pn∑

i=1

f(ξ
(n)
i )(φ(x

(n)
i )− φ(x

(n)
i−1))

existe et fini
Dans ce cas on note

I =
∫ b

a
f(x)dφ(x)

Théorème 1.9.1.4 Si f est une fonction continue sur [a, b] et si φ est à variation
bornée sur [a, b], alors ∫ b

a
f(x)dφ(x) < ∞

1.9.2 Processus à variations bornées

Définition 1.9.2.1 Soit At un processus continu, adapté

1. On dit que At est croissant, si pour tout ω ∈ Ω

t → At(ω) est croissante

2. On dit que At est à variation bornée, si pour tout ω ∈ Ω

t → At(ω) est à variation borné

Remarque 1.9.1 1. Soit At un processus continu, adapté, At est un processus à
variation bornée si et seulment s’il existe A1

t , A
2
t deux processus croissants tel

que At = A1
t − A2

t

2. Le mouvement Brownien est un exemple d’un processus qui est à variation non
bornée sur n’importe quel intervalle [a, b] de IR+, car

P (V b
a (Bt) < ∞) = 0

1.9.3 Variations quadratiques

Définition 1.9.3.1 Soit (∆n)n≥0 une suite de subdivision de [0,t], vérifiant
|∆n| n→+∞→ 0 et (Xt)t≥0 un processus continu
Posons

T∆n
t (X) =

pn−1∑

i=1

(Xtni+1∧t −Xtni ∧t)
2



1.9. L’INTÉGRATION STOCHASTIQUE 19

On dit que le processus (Xt)t≥0 est à variation quadratique fini sur [0, t], si

lim
n→+∞T∆n

t (X) existe en probabilité

Dans ce cas, on note par

< X,X >t= lim
n→+∞T∆n

t (X)

Exemple 1.9.3.2 Soit (Bt, t ≥ 0) un mouvement Brownien, alors

∀t ≥ 0 < B, B >t= t

En effet Soit ∆(n) = {0 = t
(n)
0 < t

(n)
1 < ... < t(n)

pn
= t} une suite de subdivision de

[0, t], avec |∆n| n→+∞→ 0, on a d’une autre part
pn∑

i=1

(t
(n)
i − t

(n)
i−1) = t(n)

pn
− t

(n)
0 = t

D’autre part

T∆n
t (B)− t =

pn∑

i=1

(B
t
(n)
i
−B

t
(n)
i−1

)2 − t

=
pn∑

i=1

[(B
t
(n)
i
−B

t
(n)
i−1

)2 − (t
(n)
i − t

(n)
i−1)]

Posons
Xn

i = [(B
t
(n)
i
−B

t
(n)
i−1

)2 − (t
(n)
i − t

(n)
i−1)]

Alors les variables aléatoires (Xn
i )1≤i≤pn vérifient

1. E(Xn
i ) = 0

2. les variables aléatoires (Xn
i )1≤i≤pn sont indépendantes

3. E(Xn
i Xn

j ) = 0 , pour i 6= j

Donc

E[(T∆n
t (B)− t)2] = E[(

pn∑

i=1

X
(n)
i )2]

=
pn∑

i=1

E[X
(n)
i

2] + 2
pn∑

i=1

E[X
(n)
i X

(n)
j ]

=
pn∑

i=1

E[X
(n)
i

2]

= 2
pn∑

i=1

(t
(n)
i − t

(n)
i−1)

2

≤ 2 max |t(n)
i − t

(n)
i−1|

pn∑

i=1

|t(n)
i − t

(n)
i−1|

≤ 2t|∆n|
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D’où
lim

n→+∞E[(T∆n
t (B)− t)2] = 0

Parsuite
T∆n

t (B)
L2→ t ⇒ T∆n

t (B)
proba→ t =< B,B >t

Définition 1.9.2 Un processus adapté, continu M = (Mt)t≥0

est une (Ft, P )−martingale locale, s’il existe une famille de temps d’arrêts {Tn, n ≥
1}, telle que

1) la suite (Tn)n≥1 est croissante et limt→∞ Tn = +∞ p.s.,
2) pour tout n, le processus MTn1[Tn>0] = (MTn

t 1[Tn>0])t≥0 est une (Ft, P )martingale
uniformément intégrable.

Exemple 1.9.3

Le mouvement brownien, ou généralement, toute martingale continue est une mar-
tingale locale, en effet : il suffit de prendre Tn = n, on a
1) Tn ↗ +∞.
2) pour tout n, on a ∀t ≥ 0, MTn

t 1[Tn>0] = Mn
t 1[n>0] = Mn

t = Mt∧n est unifor-
mément intégrable par rapport à t, pour tout n, en effet

si t < n d’après la proposition(1.8.6), si on prend g(t) = t2, alors i) et
ii) sont évidemment vérifiés, donc Mt est uniformément intégrable.

si t ≥ n Mn est uniformément intégrable par rapport à t, pour tout n.

Définition 1.9.4 Soit X = (Xt)t≥0 un processus continu, on dit que X est une
semimartingale s’il s’écrit

Xt = X0 + Mt + At

Où Mt est une martingale locale continue issue de 0 et At est un processus continu
à variation bornée issu de 0

Théorème 1.9.5 1. Si M = (Mt)t≥0 est une martingale locale continue et
A = (At)t≥0 un processus continu à variation bornée , alors

< A, A >≡ 0 ≡< M, A >

2. Si Xt = X0 + Mt + At et Yt = Y0 + Nt + Bt sont deux semimartingales,
alors

< X, Y >≡< M, N >
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Remarque 1.9.6 Soit (Ht; t ∈ IR+) un processus continu et (Vt; t ∈ IR+) un pro-
cessus à variation bornée. On définit

(
∫ t

0
HsdVs)(ω) =

∫ t

0
Hs(ω)dVs(ω),

cette intégrale est définie trajectoire par trajectoire, puisque c’est l’intégrale au sens
de Riemann-Stieltjes.

Définition 1.9.7 Si M est une martingale locale continue, on note par L2
loc(M)

l’espace des processus continus et adaptés H = (Ht)t≥0 vérifiants

∀t ≥ 0 E(
∫ t

0
H2

s d < M, M >s) < ∞

Notation
On note par ∫ t

0
HsdXs = (H.X)t

Théorème 1.9.8 1. Soit M = (Mt)t≥0 une martingale locale continue issu de 0,
alors il existe une martingale locale continue issue de 0 notée H.M tel que pour
toute martingale locale N = (Nt)t≥0

∀t ≥ 0 < H.M, N >t= (H. < M, N >)t

Où

< M, N >= lim
n→+∞

pn−1∑

i=1

(Mtni+1∧t −Mtni+1∧t)(Ntni+1∧t −Ntni+1∧t)

en probabilité
2. Soit X = (Xt)t≥0 une semimartingale continue telle que Xt = X0 + Mt + Vt où

M = (Mt)t≥0 est une martingale locale continue et V = (Vt)t≥0 un processus
continu à variation bornée alors

(H.X)t =
∫ t

0
HsdMs +

∫ t

0
HsdVs

Le théorème suivant présente quelques propriétés de l’intégrale stochastique

Théorème 1.9.9 1. Si X est une martingale locale continue alors H.X est une
martingale locale continue

2. Si X est une martingale continue, bornée dans L2 alors H.X l’est aussi
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3. Si X est un processus continue à variation bornée alors H.X est un processus
à variation bornée

4. Si X est une semimartingale continue alors H.X l’est aussi
5. Soit M = (Mt, t ≥ 0) une martingale, si

E(
∫ t

0
H2

s d < M, M >s) < ∞ ∀t ≥ 0

Alors H.X est une martingale De plus

E[(
∫ t

0
HsdMs)

2] = E(
∫ t

0
H2

s d < M,M >s)

En particulier, si H = (Ht)t≥0 un processus de L2
loc(B), alors

(Mt =
∫ t

0
HsdBs, t ≥ 0)

est une martingale

Théorème 1.9.10 Soit X une semimartingale continue, H = (Ht)t≥0 un processus
continu adapté et (∆n)n≥0 une suite de subdivision de [0,t], vérifiant |∆n| n→+∞→ 0
Alors

pn−1∑

i=1

Htni
(Xtni+1

−Xtni
) →

∫ t

0
HsdXs , en probabilité

Théorème 1.9.11 (Formule d’Itô)

1. Soit X et Y deux semimartingales continues, alors

XtYt = X0Y0 +
∫ t

0
XsdYs +

∫ t

0
YsdXs+ < X, Y >t

Cette formule est celle d’intégration par partie
2. Soit X une semimartingale continue et f ∈ C2(IR, IR) ; alors f(X) est une

semimartingale continue et

f(Xt) = f(X0) +
∫ t
0 f ′(Xs)dXs + 1

2

∫ t
0 f ′′(Xs)d〈X, X〉s. (1.2)

3. Soit X et Y deux semimartingales continues, F : IR2 → IR2 de classe C2, alors
F (Xt, Yt) est une semimartingale et on a

F (Xt, Yt) = F (X0, Y0) +
2∑

i=1

∫ t

0

∂

∂xi
F (Xs, Ys) dX i

s

+
1

2

2∑

i,j=1

∫ t

0

∂2

∂xixj
F (Xs, Ys) d < X i, Xj >s
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1.10 L’intégrale de Stratonovich
L’intégrale de Stratonovich développée par Ruslan L. Stratonovich et D. L. Fisk

est une intégrale stochastique. Généralement l’intégrale d’Itô est la plus utilisée, mal-
gré que parfois l’intégrale de Stratonovich est plus simple à utiliser.

Il est possible de passer d’une à l’autre en effectuant des changements de variables
simple ce qui les rend équivalentes. Le choix entre les deux intégrales est une question
de convenance.
Définition 1.10.1 Soit (∆n)n≥0 une suite de subdivision de [0,t], vérifiant |∆n| n→+∞→
0 et X, Y deux semimartingales continues
Posons

S∆n =
1

2

pn∑

i=1

(Xtni+1
−Xtni

)(Ytni+1
− Ytni

)

si
lim

n→+∞S∆n existe en proba

Alors, on pose ∫ t

0
Xs ◦ dYs = lim

n→+∞S∆n

On remarque qu’il y a une différence entre cette intégrale et l’intégrale d’Itô, mais il
y a une relation entre eux, la proposition suivante nous donne cette relation.

Proposition 1.10.2 Soient X et Y deux semimartingales continues et f de classe
C1, alors
1. ∫ t

0
Xs ◦ dYs =

∫ t

0
XsdYs +

1

2
< X, Y >t

2. ∫ t

0
f(Xs) ◦ dYs =

∫ t

0
f(Xs)dYs +

1

2

∫ t

0
f ′(Xs) d < X, Y >s

3. De cette proposition, on en déduit la relation suivante
– Soit (Bt, t ≥ 0) un mouvement brownien, σ est de classe C2 telle que les
fonctions σ et σσ′ sont lipshitziennes, tel que

Xt =
∫ t

0
σ(Xs) ◦ dBs

Alors nous avons

Xt =
∫ t

0
σ(Xs)dBs +

1

2

∫ t

0
σ′(Xs)σ(Xs)ds

– Soit f une fonction deux fois dérivable on a le résultat suivant

f(Xt) =
∫ t

0
f ′(Xs)σ(Xs) ◦ dBs
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En effet

f(Xt) =
∫ t

0
f ′(Xs)dXs +

1

2

∫ t

0
f ′′(Xs) d < X, X >s

=
∫ t

0
f ′(Xs)σ(Xs)dBs +

1

2

∫ t

0
f ′(Xs)σ

′(Xs)σ(Xs)ds

+
1

2

∫ t

0
f ′′(Xs)σ

2(Xs)ds

=
∫ t

0
f ′(Xs)σ(Xs)dBs +

1

2

∫ t

0
(f ′(Xs)σ(Xs))

′σ(Xs)ds

=
∫ t

0
f ′(Xs)σ(Xs) ◦ dBs

Contrairement à l’intégrale d’Itô, on a en générale

E(
∫ t

0
Xs ◦ dBs) 6= 0

Où (Xt)t≥0 un processus continu.

1.11 Equations différentielles stochastiques
Le calcul différentiel donne un cadre à la notion d’équation différentielle ordi-

naire, qui sert de modèle pour des phénomènes variables dans le temps. Quand on a
voulu ajouter à ces équations des perturbations aléatoires, on a été géné par la non
différentiabilité du MB. Pour cela on a commencé par donner un sens à

∫ t
0 HsdBs,

pour ensuite définir la notion d’équation différentielle stochastique.

Dans toute cette partie, on s’intéressera à l’équation différentielle stochastique

dXt = b(t,Xt)dt + σ(t,Xt)dBt ∀t ∈ [0, T ]

Avec
b : [0, T ]× IR → IR

et
σ : [0, T ]× IR → IR

sont deux fonctions mesurables

Définition 1.11.1 On dit que (Xt) est une solution de l’EDS, si elle verifie l’équa-
tion intégrale

Xt = X0 +
∫ t

0
b(s, Xs)ds +

∫ t

0
σ(s,Xs)dBs
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Théorème 1.11.2 (Existance et unicité)
On suppose qu’il existent deux constantes K, C tel que pour tout t ∈ [0, T ], x, y ∈ IR

1. Condition de lipschitz en espace, uniforme en temps

|b(t, x)− b(t, y)|+ |σ(t, x)− σ(t, y)| ≤ K|x− y|

2. Croissance linéaire
|b(t, x)|+ |σ(t, x)| ≤ C(1 + |x|)

Equation de Fokker−Planck
L’équation de Fokker−Planck est une équation aux dérivées partielles.
A une dimension, l’équation de Fokker−Planck avec un coefficient de diffusion D2(X, t)
et de dérive (drift) D1(X, t) s’écrit

∂

∂t
P (x, t) = − ∂

∂x
(D1(x, t)P (x, t)) +

1

2

∂2

∂x2
(D2(x, t)P (x, t))

Où P (x, t) est la probabilité que la particule soit au point x et à l’instant t
Relation avec les EDS
L’équation de Fokker−Planck peut être utilisée pour le calcul de la densité de pro-
babilité pour un processus stochastique décrit par une EDS. Considérons l’équation
différentielle stochastique

dXt = µ(Xt, t)dt + σ(Xt, t)dBt

La densité de probabilité f(x, t) de Xt satisfait l’équation de Fokker−Planck de dérive
D1(X, t) = µ(Xt, t) et de diffusion D2(X, t) = σ(Xt, t)

Introduisons maintenant la définition et une proposition importante pour le cha-
pitre suivant concernant les fonctions convexes

1.12 Fonctions convexes
Définition 1.12.1 Soit f une fonction réelle définie sur E, on note domaine de f
par

domf = {x ∈ E; f(x) < +∞}

f est une fonction convexe si pour tout x, y ∈ domf et pour tout t ∈ [0, 1]

f((1− t)x + ty) ≤ (1− t)f(x) + tf(y)
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Proposition 1.12.2 Si f est une fonction convexe, alors f est lipschitzienne sur
tout convexe compact inclu dans domf

Proposition 1.12.3 Si f est une fonction de classe C2, alors f est convexe si et
seulement si f ′′ ≥ 0



Chapitre 2

Les processus croissants dans l’ordre
convexe

Dans ce chapitre, nous étudions les processus croissants dans l’ordre convexe
(PCOC). Nous présentons quelques exemples construits à partir du mouvement Brow-
nien, martingales, EDS en développant l’article :

Profeta, C.,Roynette, B., Yor, M., Some examples of processes wich are
increasing in the convexe ordrer. preprint

2.1 Définitions
Définition 2.1.1 Soit X, Y deux variables aléatoires réelles intégrables. On dit que
X domine Y pour l’ordre convexe si pour toute fonction convexe ψ : R → R tel que
E(|ψ(X)|) < ∞ et E(|ψ(y)|) < ∞ on a

E(ψ(X)) ≥ E(ψ(Y ))

On note cette relation par

X
(c)

≥ Y (2.1)
Généralement ,il n’est pas évident de montrer qu’un processus (Xt , t ≥ 0 )soit un

PCOC en utilisant cette définition ,pour cela nous introduisons une nouvelle classe
de fonction convexe notée C.
Définition 2.1.2 On note par C l’ensemble des fonctions ψ convexes, positives, de
classe C2 et tel qu’il existent a, a′, b, b′ tels que :

ψ(x) = ax + b pour x assez grand
ψ(x) = −a′x + b′ pour x assez petit

27
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Exemple 2.1.3 Soit la fonction ψ définie par

ψ(x) =





0 si x ∈]−∞,−2]
x3

6
+ x2 + 2x + 8/6 si x ∈ [−2,−1]
x2

2
+ 3x

2
+ 7/6 si x ∈ [−1, 1]

−x3

6
+ x2 + x + 8/6 si x ∈ [1, 2]

3x si x ∈ [2, +∞[

une telle fonction ψ appartient bien à C :elle est convexe de classe C2,2 fois dérivable
en points de jonctions, positive et c’est des droites sur ]−∞,−2] et [2, +∞[

Proposition 2.1.4 Si ψ ∈ C alors
1) |ψ′| est bornée.
2)ψ′′ est à support compact
3)∃k1, k2positives telle que ψ(x) = |ψ(x)| ≤ k1 + k2|x|.
Preuve Soit ψ ∈ C. Donc ils existent M et M ′ tels que

ψ(x) =





−a′x + b′ si x ∈]−∞,M ′]
ϕ(x) si x ∈ [M ′,M ]

ax + b si x ∈ [M, +∞[

où ϕ est une fonction de classe C2, convexe, positive

1) |ψ′| est bornée
En effet

ψ′(x) =





−a′ si x ∈]−∞,M ′]
ϕ′(x) si x ∈ [M ′,M ]
a si x ∈ [M, +∞[

ψ′ est continue sur [M ′,M ] donc |ψ′(x)| ≤ (supx∈[M ′,M ]|ψ′(x)|)
Ainsi |p∗′(x)| ≤ max(supx∈[M ′,M ]|ψ′|(x), à, a).

2) ψ′′ est a support compact
Puisque ψ est convexe de classe C2,

ψ′′(x) =





0 si x ∈]−∞,M ′]
ϕ′′(x) si x ∈ [M ′,M ]

0 si x ∈ [M, +∞[
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Alors

ψ′′(x) =

{
ϕ′′(x) si x ∈ [M ′,M ]

0 si ailleurs

3) Si on pose k2 = max(à, a) ;k1 ≥ ψ(0) d’où la majoration

ψ(x)(= |ψ(x)|) ≤ k1 + k2|x|

On remarque qu’il est plus facile de travailler avec la classe C qui possède plusieurs
propriétés que d’utiliser une fonction ψ convexe quelconque. La proposition suivante
nous permet de passer à la classe C

Proposition 2.1.5 soit X et Y deux variables aléatoires réelles intégrables alors
on a l’équivalence entre :

i)X
(c)

≥ Y

ii)E(X) = E(Y ) et pour tout ψ ∈ C, E[ψ(X)] ≥ E[ψ(Y )]

Preuve
1)Montrons que i) ⇒ ii)

Si X
(c)

≥ Y ⇒ ∀ ψ convexe E[(ψ(X))] ≥ E[(ψ(Y ))]
Appliquons l’inégalité une fois pour ψ(x) = x et une fois pour ψ(x) = −x,on
obtient alors :
E(X) ≥ E(Y ) ⇒ E(X)− E(Y ) ≥ 0
Et
E(−X) ≥ E(−Y ) ⇒ E(X)− E(Y ) ≤ 0
Ainsi E(X)− E(Y ) = 0 ⇒ E(X) = E(Y )
De plus pour toute fonction ψ convexe E[ψ(X)] ≥ E[ψ(Y )]. Donc, en particu-
lier pour ψ ∈ C.
D’une autre part, pour un ψ ∈ C , E[|ψ(X)|] = E[ψ(X)] ≤ k1+k2E[|X|] ≤ ∞
et E[|ψ(Y )|] = E[ψ(Y )] ≤ k1 + k2E[|Y |] ≤ ∞

2)Montrons que ii) ⇒ i)
Soit ψ une fonction convexe quelconque, montrons que E[ψ(X)] ≥ E[ψ(Y )]

Nous voulons construire une suite ψn ∈ C qui croît vers ψ
Soit ψ une fonction convexe, positive et

ϕn(x) =





αnx + βn si x ∈]−∞,−n]
ψ(x) si x ∈ [−n, n]

anx + bn si x ∈ [n, +∞[
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Pour x fixé et n assez grand |x| < n alors |ϕn(x)− ψ(x)| → 0
De plus ϕn ainsi définie est une suite de fonctions croissantes convexes conti-
nues par construction mais elle n’est pas de classe C2

Pour régulariser nous procédons comme suit Soit ρn une suite régularisante à
support compact
On pose ψn(x) = ϕ ∗ ρ(x), alors

ψn(x) =





∫ 1
−1(αn(x− y

n
) + βn)ρ(y)dy si x ∈]−∞,−n− 1

n
]

fn(x, y) +
∫ x+ 1

n ψ(y)ρ(n(x− y))dy si x ∈]− n− 1
n
,−n + 1

n
]

∫ 1
−1 ψ(x− y

n
)ρ(y)dy si x ∈ [−n + 1

n
, n− 1

n
]

gn(x, y) +
∫ x+ 1

n ψ(y)ρ(n(x− y))dy si x ∈]n− 1
n
, n + 1

n
]

∫ 1
−1(an(x− y

n
) + bn)ρ(y)dy si x ∈ [n + 1

n
, +∞[

(2.3)

Où

fn(x, y) =
∫ 1

n

x+n
(αn(x− y) + βn)ρ(ny)dy

et

gn(x, y) =
∫ 1

n

x−n
(an(x− y) + βn)ρ(ny)dy

• Vérifions que ψn est convexe

ψn(θx + (1− θ)y) = ϕ ∗ ρ(θx + (1− θ)y)

=
∫ 1

n

− 1
n

ϕ(θx + (1− θ)y − z)ρ(nz)dz

=
∫ 1

n

− 1
n

ϕ(θ(x− z) + (1− θ)(y − z))ρ(nz)dz

Mais, puisque ϕn est convexe

ψn(θx + (1− θ)y) = θ
∫ 1

n

− 1
n

ϕ(x− z)ρ(nz)dz + (1− θ)
∫ 1

n

− 1
n

ϕ(y − z)ρ(nz)dz

= θψn(x) + (1− θ)ψn(y)
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Or ψn est croissante car ϕn(x) et ρn(x) sont croissantes par construction
De plus, pour x fixé et n assez grand |x| < n− 1

n

lim
n→+∞ |ψn(x)− ψ(x)| ≤ lim

n→+∞

∫ 1

−1
|(ψ(x− y

n
)− ψ(x))|ρ(y)dy

≤
∫ 1

−1
lim

n→+∞ |ψ(x− y

n
)− ψ(x)|ρ(y)dy

→ 0

(car ψ est continue)

Si ψ est convexe quelconque, il existe a, b tels que la fonction ψ(x)+ax+ b soit
positive. Autrement dit, on peut toujours se ramener à une fonction positive
convexe. Donc si nous montrons que

E(ψ(X) + aX + b) ≥ E(ψ(Y ) + aY + b)

nous aurons alors
E(ψ(x)) ≥ E(ψ(y))

Car par hypothèse E(X) = E(Y ).
Soit ψn ∈ C. Par hypothèse

E[ψn(X)] ≥ E[ψn(Y )]

Par passage à la limite (en utilisant théorème de convergence monotone) nous
aboutissons au résultat voulu.

Définition 2.1.6 Un processus (Xt, t ≥ 0) est croissant dans l’ordre convexe (PCOC)
si, pour tout s ≤ t

Xs

(c)

≤ Xt

2.2 Exemples
Nous donnons quelques exemples des processus croissants dans l’ordre convexe.

Lemme 2.2.1 Soient X, Y deux v.a.r intégrables

1)

a) Si E(Y/X) = 0 alors le processus (Xt = X + tY, t ≥ 0) est un PCOC
b) Soit α : IR+ → IR+ une fonction croissante

Si E(Y/X) = 0 alors le processus (Xt = X + α(t)Y, t ≥ 0) est un PCOC
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2) Soit ϕ : IR → IR de classe C1, impaire, strictement croissante
Si Y est symétrique i.e Y

loi
= −Y alors

a) le processus (Xt = ϕ(tY ), t ≥ 0) est un PCOC
b) Soit α : IR+ → IR+ une fonction strictement croissante

le processus (Xt = ϕ(α(t)Y ), t ≥ 0) est un PCOC

3)

a) Soient ϕ : IR → IR de classe C2, impaire,strictement croissante et telle que
sgn[ϕ′′(x)] = sgn[x] α, β : IR+ → IR+ deux fonctions croissantes .
Si X et Y sont 2 V.a.r symétriques et indépendantes
alors le processus (Xt = ϕ(α(t)X + β(t)Y ), t ≥ 0) est un PCOC

b) Soit ϕ : IR → IR de classe C2 , impaire ,strictement croissante et telle que
sgn[ϕ′′(x)] = sgn[x] α1, ...αn : IR+ → IR+ n fonctions croissantes .
Si X1, X2.....Xn sont n V.a.r symétriques et indépendantes
alors le processus (Xt = ϕ(α1(t)X1 + ... + αn(t)Xn), t ≥ 0) est un PCOC

Nous allons utiliser la proposition (2.1.5)
Preuve

1)

a) • Montrons d’abord que E(Xt) = E(Xs)
E(Xt) = E(X + tY ) = E(E(X + tY/X)) = E(X) + E(t E(Y/X)︸ ︷︷ ︸

=0

= E(X)

• Montrons que ∀ t ≥ 0 E[|ψ(Xt)|] ≤ ∞
Soit ψ ∈ C E[|ψ(Xt)|] ≤ k1 + k2E[|X + tY |] ≤ k1 + k2E[|X|] + E[|tY |] < ∞

• Montrons que ∀ψ ∈ C E(ψ(Xt)) ≥ E(ψ(Xs))
Soit ψ ∈ C :
ψ′(x) ≤ α ⇒ ∫ +∞

−∞ ψ′(x)dP (w) < α
∫ +∞
−∞ dP (w) = α

Ainsi on peut permuter l’esperance et la dérivée (par Lebesgue )

∂E(ψ(X + tY ))

∂t
= E[Y ψ′(X + tY )]

= E[Y {ψ′(X) +
∫ X+tY

X
ψ′′(u)du}]

= E[Y ψ′(X)] + E(Y
∫ X+tY

X
ψ′′(u)du)

= E[E(Y ψ′(X)/X)] + E(Y
∫ X+tY

X
ψ′′(u)du)

= E[ψ′(X)E(Y/X)] + E(Y
∫ X+tY

X
ψ′′(u)du)
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= E(Y
∫ X+tY

X
ψ′′(u)du)

Comme ψ′′(u) ≥ 0
Si Y ≥ 0 ⇒ tY ≥ 0 ⇒ X + tY ≥ X ⇒ Y

∫ X+tY
X ψ′′(u)du ≥ 0

Si Y ≤ 0 ⇒ tY ≤ 0 ⇒ X + tY ≤ X ⇒ ∫ X+tY
X ψ′′(u)du ≤ 0

⇒ Y
∫ X+tY
X ψ′′(u)du ≥ 0

Ainsi
∂E(ψ(X + tY ))

∂t
≥ 0

Donc ∀s ≤ t E[ψ(Xt)] ≥ E[ψ(Xs)]

b) • Montrons que ∀ψ ∈ C E(ψ(Xt)) ≥ E(ψ(Xs))
soit ψ ∈ C, E[(ψ(Xt) − ψ(Xs))] = E[(ψ(Xt) − ψ(Xs))1{Y≥0}] + E[(ψ(Xt) −
ψ(Xs))1{Y≤0}]

– Si y ≥ 0, Appliquons le théorème des accroissements finis
pour u ∈ [X + α(s)Y,X + α(t)Y ]

E[(ψ(Xt)− ψ(Xs))1{Y≥0}] = E[ψ′(u)(α(t)− α(s))Y 1{Y≥0}]
ψ convexe

≥ E[1{Y≥0}Y (α(t)− α(s))

{ψ′(X) +
∫ X+α(s)Y

X
ψ′′(u)du}]

≥ (α(t)− α(s))[E 1{Y≥0}[Y ψ′(X)]

+E(1{Y≥0}Y
∫ X+α(s)Y

X
ψ′′(u)du)]

≥ (α(t)− α(s))[E1{Y≥0}[E(Y ψ′(X)/X)]

+E(1{Y≥0}Y
∫ X+α(s)Y

X
ψ′′(u)du)]

≥ (α(t)− α(s))[E1{Y≥0}[ψ
′(X) E(Y/X)︸ ︷︷ ︸

=0

+E(1{Y≥0}Y
∫ X+α(s)Y

X
ψ′′(u)du)]

≥ (α(t)− α(s))[E1{Y≥0}(Y
∫ X+α(s)Y

X
ψ′′(u)du)]

≥ 0

(car Y ≥ 0,α croissante , X + α(s)Y ≥ X et ψ′′ ≥ 0)



34 CHAPITRE 2. LES PROCESSUS CROISSANTS DANS L’ORDRE CONVEXE

– Si Y ≤ 0 Appliquons le théorème des accroissements finis
pour u ∈ [X + α(t)Y, X + α(s)Y ]

E[(ψ(Xs)− ψ(Xt)1{Y≤0}] = E[ψ′(u)(α(s)− α(t))Y 1{Y≤0}]
ψ convexe

≤ E[ψ′(Xs)(α(s)− α(t))Y 1{Y≤0}]

Ainsi

E[(ψ(Xt)− ψ(Xs)) 1{Y≤0}] ≥ E[ψ′(Xs)(α(t)− α(s))Y ) 1{Y≤0}]

≥ (α(t)− α(s))E[1{Y≤0}Y

{ψ′(X) +
∫ X+α(s)Y

X
ψ′′(u)du}]

≥ (α(t)− α(s))E[ 1{Y≤0}Y
∫ X+α(s)Y

X
ψ′′(u)du]

≥ 0

(car Y ≤ 0, X + α(t)Y ≤ X et ψ′′ ≥ 0)

2)

a) • Montrons d’abord que E(Xt) = E(Xs)

nous avons Y
loi
= −Y . Puisque ϕ est impaire alors ϕ(Y )

loi
= −ϕ(Y ).

Donc ∀ t ≥ 0 E(Xt) = E(Xs) = 0

• Montrons que ∀ t ≥ 0 E[|ψ(Xt)|] ≤ ∞
Soit ψ ∈ C E[|ψ(Xt)|] ≤ k1 + k2E[| ϕ(tY ) |]
Appliquons le théorème des accroissements finis | ϕ(tY ) |= tϕ′(θ),
pour (θ ∈ [0, Y ]) mais ϕ′ est continue sur le compact [0, Y ] donc la fonction
ϕ′ est bornée sur [0, Y ]
Ainsi E[| ψ(Xt) |] ≤ k1 + tαk2E[| Y ] |] ≤ ∞

• Montrons que ∀ψ ∈ C E(ψ(Xt)) ≥ E(ψ(Xs))
Soit ψ ∈ C :

∂E(ψ ◦ ϕ(tY ))

∂t
= E[Y ϕ′(tY )ψ′ ◦ ϕ(tY )]

= E[Y ϕ′(tY ){ψ′(0) +
∫ ϕ(tY )

0
ψ′′(u)du}]

= E[Y ϕ′(tY )ψ′(0)] + E(Y ϕ′(tY )
∫ ϕ(tY )

0
ψ′′(u)du)

Puisque Y est symétrique et l’application y → yϕ′(ty) est impaire alors
E[Y ϕ′(tY )ψ′(0)] = 0.
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Donc
∂E(ψ ◦ ϕ(tY ))

∂t
= E(Y ϕ′(tY )

∫ ϕ(tY )

0
ψ′′(u)du)

Comme ψ′′(u) ≥ 0 et ϕ′(x) ≥ 0 (car ϕ est croissante )
Si Y ≥ 0

ϕ impaire⇒ ϕ(tY ) ≥ 0 ⇒ Y ϕ′(tY )
∫ ϕ(tY )
0 ψ′′(u)du ≥ 0

Si Y ≤ 0
ϕ impaire⇒ ϕ(tY ) ≤ 0 ⇒ ∫ ϕ(tY )

0 ψ′′(u)du ≤ 0, alors
Y ϕ′(tY )

∫ ϕ(tY )
0 ψ′′(u)du ≥ 0

Ainsi
∂E(ψ ◦ ϕ(tY ))

∂t
≥ 0

Donc ∀s ≤ t E[ψ(Xt)] ≥ E[ψ(Xs)]

b) E[(ψ(Xt)− ψ(Xs))] = E[(ψ(Xt)− ψ(Xs)) 1{Y≥0}] + E[(ψ(Xt)− ψ(Xs)) 1{Y≥0}]

Si Y ≥ 0 pour u ∈ [ϕ(α(s)Y ), ϕ(α(t)Y )]

E[(ψ(Xt)− ψ(Xs)) 1{Y≥0}] = E[ 1{Y≥0}ψ
′(u)(ϕ(α(t)Y )− ϕ(α(s)Y )]

ψ convexe

≥ E[1{Y≥0}(ϕ(α(t)Y )− ϕ(α(s)Y )

{ψ′(0) +
∫ ϕ(α(s)Y )

0
ψ′′(u)du}]

≥ [E 1{Y≥0}[(ϕ(α(t)Y )− ϕ(α(s)Y ))ψ′(0)]

+E[1{Y≥0}(ϕ(α(t)Y )− ϕ(α(s)Y ))
∫ ϕ(α(s)Y )

0
ψ′′(u)du)]

≥ E[1{Y≥0}(ϕ(α(t)Y )− ϕ(α(s)Y ))
∫ ϕ(α(s)Y )

0
ψ′′(u)du]

≥ 0

Car ϕ croissante, ϕ(α(s)Y ) ≥ 0 et ψ′′ ≥ 0)

Si Y ≤ 0 pour u ∈ [ϕ(α(t)Y ), ϕ(α(s)Y )]

E[(ψ(Xt)− ψ(Xs)) 1{Y≤0}] = E[ 1{Y≤0}ψ
′(u)(ϕ(α(s)Y )− ϕ(α(t)Y ))]

ψ convexe

≤ E[ 1{Y≤0}ψ
′(Xs)(ϕ(α(s)Y )− ϕ(α(t)Y ))]

Ainsi

E[(ψ(Xt)− ψ(Xs)) 1{Y≤0}] ≥ E[ 1{Y≥0}ψ
′(Xs)(ϕ(α(t)Y )− ϕ(α(s)Y )]

≥ E[ 1{Y≥0}(ϕ(α(t)Y )− ϕ(α(s)Y )

{ψ′(0) +
∫ ϕ(α(s)Y )

0
ψ′′(u)du}]

≥ E[ 1{Y≥0}(ϕ(α(t)Y )− ϕ(α(s)Y ))
∫ ϕ(α(s)Y )

0
ψ′′(u)du]

≥ 0
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Car ϕ(α(s)Y ) ≤ 0, ϕ(α(t)Y ) ≤ ϕ(α(s)Y ) et ψ′′ ≥ 0

3)

a) • Montrons d’abord que E(Xt) = E(Xs)





Y
loi
= −Y

X
loi
= −X

ϕ impaire⇒ ϕ(α(t)X + β(t)Y )
loi
= −ϕ(α(t)X + β(t)Y )

donc E(Xt) = E(Xs) = 0

• Montrons que ∀ψ ∈ C E(ψ(Xt)) ≥ E(ψ(Xs))
Soit ψ ∈ C, on définit θ(x) par :

θ(x) =
∫ x

0
(x− u)ψ′′(u)du

Alors θ ainsi définie est une fonction convexe de classe C2 ,sgnθ′(x) = sgn(x)
et θ(0) = θ′(0) = 0, de plus pour tour x, y

ψ(x)− ψ(y) = ψ′(0)(x− y) + θ(x)− θ(y)

En effet : ψ′′ est continue⇒ ∫ x
0 (x− u)ψ′′(u)du est continue dérivable

θ′(x) = xψ′′(x) +
∫ x

0
ψ′′(u)du− xψ′′(x) =

∫ x

0
ψ′′(u)du = ψ′(x)− ψ′(0)

θ′ est continue dérivable car ψ′ l’est aussi

θ′′ = ψ′′ ≥ 0 ⇒ θ est convexe et de classe C2

θ(0) = 0 = θ′(0)

sgnθ′(x) =

{
1 si θ′(x) ≥ 0

−1 si θ′(x) ≤ 0

=

{
1 si ψ′(x) ≥ ψ′(0)

−1 si ψ′(x) ≤ ψ′(0)

=
{

1 si x ≥ 0

−1 si x ≤ 0
= sgn(x)

car ψ′′(x) ≥ 0 donc ψ′est croissante i.e ψ′(x) ≥ ψ′(0) si x ≥ 0 et ψ′(x) ≤ ψ′(0)
si x ≤ 0.
De plus

θ(x) = x
∫ x

0
ψ′′(u)du−

∫ x

0
(u)ψ′′(u)du = x[ψ′(x)− ψ′(0)]−

∫ x

0
u ψ′′(u)du
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En intégrant par parties

θ(x) = xψ′(x)− xψ′(0)− xψ′(x) + ψ(x)− ψ(0)

= ψ(x)− ψ(0)− xψ′(0)

θ(y) = ψ(y)− ψ(0)− yψ′(0)

Ainsi
θ(x)− θ(y) = ψ(x)− ψ(y)− ψ′(0)(x− y)

Par suite
ψ(x)− ψ(y) = ψ′(0)(x− y) + θ(x)− θ(y)

Remplaçons dans la relation précédente x par At = ϕ(α(t)X + β(t)Y )
et y par As = ϕ(α(s)X + β(s)Y ), on obtient alors :

E(ψ◦ϕ(At))−E(ψ◦ϕ(As)) = ψ′(0) E[ϕ(At)− ϕ(As)]︸ ︷︷ ︸
=0

+E(θ◦ϕ(At))−E(θ◦ϕ(As))

Avec θ ◦ ϕ une fonction convexe, puisque sa dérivée second est positive par le
fait que sgn[ϕ′′] = sgn[θ′](x) = sgn(x) et θ est convexe

(θ ◦ ϕ)′′ = (ϕ′)2(θ′′ ◦ ϕ) + ϕ′′(θ′ ◦ ϕ)

D’autre part, en utilisant le théorème des accroissements finis
– Si Y ≥ 0

θ ◦ ϕ(α(t)X + β(t)Y )− θ ◦ ϕ(α(t)X + β(s)Y ) = (θ ◦ ϕ)′(u)(β(t)− β(s))Y

avec u ∈ [α(t)X + β(s)Y, α(t)X + β(t)Y ]
Posons Ãt,s = α(t)X + β(s)Y , puisque θ ◦ ϕ est convexe alors (θ ◦ ϕ)′ est
croissante.
Ainsi

(θ ◦ ϕ)(At)− (θ ◦ ϕ)(Ãt,s) ≥ (θ ◦ ϕ)′(α(t)X + β(s)Y )(β(t)− β(s))Y

≥ [
∫ α(t)X+β(s)Y

α(t)X
(θ ◦ ϕ)′′(u)du + (θ ◦ ϕ)′(α(t)X)]

(β(t)− β(s))Y
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Comme X et Y sont symétriques et indépendantes alors

E[1{Y≤0}(θ ◦ ϕ)′(α(t)X)(β(t)− β(s))Y ] = 0

et
E[1{Y≥0}(θ ◦ ϕ)′(α(t)X)(β(t)− β(s))Y ] = 0

Et par suite

E[1{Y≥0}(θ ◦ ϕ)(At)− (θ ◦ ϕ)(Ãt,s)] ≥ E[1{Y≥0}Y (β(t)− β(s))
∫ α(t)X+β(s)Y

α(t)X
(θ ◦ ϕ)′′(u)du]

≥ 0

(Puisque Y ≥ 0, α(t)X + β(s)Y ≥ α(t)X)

– Si Y ≤ 0 pour u ∈ [α(t)X + β(t)Y, α(t)X + β(s)Y ]

θ ◦ ϕ(Ãt,s)− θ ◦ ϕ(At) = (θ ◦ ϕ)′(u)(β(s)− β(t))Y
θ◦ϕ convexe

≤ (θ ◦ ϕ)′(Ãt,s)(β(s)− β(t))Y

Ainsi

(θ ◦ ϕ)(At)− (θ ◦ ϕ)(Ãt,s) ≥ (θ ◦ ϕ)′(Ãt,s)(β(t)− β(s))Y

≥ [
∫ α(t)X+β(s)Y

α(t)X
(θ ◦ ϕ)′′(u)du + (θ ◦ ϕ)′(α(t)X)]

(β(t)− β(s))Y

Et par suite

E[(θ ◦ ϕ)(At)− (θ ◦ ϕ)(Ãt,s)1{Y≤0}] ≥ E[1{Y≤0}Y (β(t)− β(s))
∫ α(t)X+β(s)Y

α(t)X
(θ ◦ ϕ)′′(u)du]

≥ 0.

(Puisque Y ≤ 0, α(t)X + β(s)Y ≥ α(t)X).

Donc

E[(θ ◦ ϕ)(α(t)X + β(t)Y )] ≥ E[(θ ◦ ϕ)(α(t)X + β(s)Y ).]

Ainsi ∀ s ≤ t

E[ψ◦ϕ(At)]−E[ψ◦ϕ(As)] ≥ E(θ◦ϕ)(α(t)X+β(s)Y )−E(θ◦ϕ)(α(s)X+β(s)Y )

on refait le même raisonnement ,en appliquant cette fois−ci le théorème des
accroissements finis
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– Si X ≥ 0 pour u ∈ [α(s)X + β(s)Y, α(t)X + β(s)Y ]

θ ◦ ϕ(Ãt,s)− θ ◦ ϕ(As) = (θ ◦ ϕ)′(u)(α(t)− α(s))X

Ainsi

(θ ◦ ϕ)(Ãt,s)− (θ ◦ ϕ)(As)
θ◦ϕ convexe

≥ (θ ◦ ϕ)′(As)(α(t)− α(s))X

≥ [
∫ α(s)X+β(s)Y

β(s)Y
(θ ◦ ϕ)′′(u)du + (θ ◦ ϕ)′(β(s)Y )]

(α(t)− α(s))X

Comme X et Y sont deux v.a.r symétriques et indépendantes alors

E[(θ ◦ ϕ)′(β(s)Y )(α(t)− α(s))X1{X≥0}] = 0

Par conséquent

E[1{X≥0}[(θ ◦ ϕ)(Ãt,s)− (θ ◦ ϕ)(At)]] ≥ E[1{X≥0}X(α(t)− α(s))
∫ α(s)X+β(s)Y

β(s)Y
(θ ◦ ϕ)′′(u)du]

≥ 0

(car α(s)X + β(s)Y ≥ β(s)Y et X ≥ 0)

– Si X ≤ 0 pour u ∈ [α(t)X + β(s)Y, α(s)X + β(s)Y ]

θ ◦ ϕ(As)− θ ◦ ϕ(Ãt,s) = (θ ◦ ϕ)′(u)(α(s)− α(t))X

Ainsi

(θ ◦ ϕ)(Ãt,s)− (θ ◦ ϕ)(As)
θ◦ϕ convexe

≥ (θ ◦ ϕ)′(As)(α(t)− α(s))X

≥ [
∫ α(s)X+β(s)Y

β(s)Y
(θ ◦ ϕ)′′(u)du + (θ ◦ ϕ)′(β(s)Y )]

(α(t)− α(s))X

Comme X et Y sont symétriques et indépendantes alors

E[(θ ◦ ϕ)′(β(s)Y )(α(t)− α(s))X1{X≤0}] = 0

D’où

E[1{X≥0}[(θ ◦ ϕ)(Ãt,s)− (θ ◦ ϕ)(At)]] ≥ E[1{X≥0}X(α(t)− α(s))
∫ α(s)X+β(s)Y

β(s)Y
(θ ◦ ϕ)′′(u)du]

≥ 0

(car α(s)X + β(s)Y ≤ β(s)Y et X ≤ 0)
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Donc
E[(θ ◦ ϕ)(α(t)X + β(s)Y )] ≥ E[(θ ◦ ϕ)(α(s)X + β(s)Y )]

Ainsi ∀s ≤ t

E[ψ◦ϕ(At)]−E[ψ◦ϕ(As)] ≥ E(θ◦ϕ)(α(s)X+β(s)Y )−E(θ◦ϕ)(α(s)X+β(s)Y )

En conclusion

E(ψ(Xt)) ≥ E(ψ(Xs))

b) • Montrons que ∀ψ ∈ C E(ψ(Xt)) ≥ E(ψ(Xs))

ϕ(
n∑

i=1

αi(t)Xi) = ϕ(
n−1∑

i=1

αi(t)Xi + αn(t)Xn)

(c)

≥ ϕ(
n−1∑

i=1

αi(t)Xi + αn(s)Xn)

(par le point 3)a) du lemme (2.2.1))

= ϕ(
n−2∑

i=1

αi(t)Xi + αn−1(t)Xn−1 + αn(s)Xn)

(c)

≥ ϕ(
n−2∑

i=1

αi(t)Xi + αn−1(s)Xn−1 + αn(s)Xn)

(c)

≥ ϕ(
n∑

i=1

αi(s)Xi)

Ce qui clos la démonstration du lemme.

Définition 2.2.2 On note par

1. I = {ϕ : IR → IR de classe C1,impaire, strictement croissante et ϕ(+∞) =
+∞ }

2. J = {ϕ : IR → IR de classe C2,impaire, strictement croissante ϕ(+∞) = +∞
et sgnϕ′′(x) = sgn(x)}

Il est facile de voir que la fonction x −→ x (resp x −→ x3) appartient à I (resp à J)

Proposition 2.2.3 a)Soit ϕ ∈ I, alors (ϕ(Bt), t ≥ 0) est un PCOC
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b)Soient Y une V.a symétrique ,ϕ ∈ I et α : IR+ → IR+ une fonction croissante
Alors (α(t)ϕ(tY ), t ≥ 0) est un PCOC

c)
1. Soit (Yu, u ≥ 0) un processus tel que :
•∀u ≥ 0, E(Yu) = 0

•∃β ≥ 0 tel que ∀c ≥ 0 (Yct, t ≥ 0)
loi
= (cβYt, t ≥ 0)

Alors (Xt = 1
t

∫ t
0 Yudu, t ≥ 0) est un PCOC

2. Si de plus (Yu, u ≥ 0) est symétrique i.e(Yu, u ≥ 0)
loi
= (−Yu, u ≥ 0) et

si ϕ ∈ I alors (ϕ(Xt), t ≥ 0) est un P.C.O.C

d) Soit σ une fonction strictement positive paire de classe C2 telle que les fonctions
σ et σσ′ sont lipshitziennes, soit (Xt, t ≥ 0) l’unique solution de

(Xt =
∫ t

0
σ(Xu) ◦ dBu, t ≥ 0)

(Où ◦dBs est l’intégrale de Stratonovich définie dans le chapitre précédent pro-
position (1.10.2))
Alors (Xt, t ≥ 0) est un PCOC

preuve

a) Soit ϕ ∈ I,E[ϕ(Bt)] = 0

ϕ(Bt)
loi
= ϕ(t1/2B1)

B1 est une V.a intégrable, symétrique, et t1/2 est une fonction de IR+ → IR+
croissante, alors par le point 2)b) du Lemme (2.2.1), le processus
(ϕ(Bt), t ≥ 0) est un PCOC

b) Soit ψ ∈ C
– Si Y ≥ 0 pour u ∈ [α(t)ϕ(sY ), α(t)ϕ(tY )]

E[(ψ(α(t)ϕ(tY ))− (ψ(α(t)ϕ(sY )))1{Y≥0}] = α(t)E[1{Y≥0}ψ
′(u)(ϕ(tY )− ϕ(sY ))]

ψ convexe

≥ α(t)E[1{Y≥0}(ϕ(tY )− ϕ(sY ))

{ψ′(0) +
∫ α(t)ϕ(sY )

0
ψ′′(u)du}]

≥ α(t)E[1{Y≥0}(ϕ(tY )− ϕ(sY ))
∫ α(t)ϕ(sY )

0
ψ′′(u)du}]

≥ 0
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(car ϕ croissante, α(t)ϕ(sY ) ≥ 0 et ψ′′ ≥ 0)

– Si Y ≤ 0 pour u ∈ [α(t)ϕ(tY ), α(t)ϕ(sY )]

E[1{Y≤0}(ψ(α(t)ϕ(sY ))− (ψ(α(t)ϕ(tY )))] = E[1{Y≤0}
ψ′(u)(ϕ(sY )− ϕ(tY ))]

ψ convexe

≤ E[1{Y≤0}ψ
′(α(t)ϕ(sY ))

(ϕ(tY )− ϕ(sY ))]

Ainsi

E[1{Y≤0}(ψ(α(t)ϕ(tY ))− (ψ(α(t)ϕ(sY )))] ≥ α(t)E[1{Y≤0}ψ
′(α(t)ϕ(sY ))

(ϕ(tY )− ϕ(sY ))]

≥ α(t)E[1{Y≤0}(ϕ(tY )− ϕ(sY ))

{ψ′(0) +
∫ α(t)ϕ(sY )

0
ψ′′(u)du}]

≥ α(t)E[1{Y≤0}(ϕ(tY )− ϕ(sY ))
∫ α(t)ϕ(sY )

0
ψ′′(u)du]

≥ 0

(car ϕ(sY ) ≤ 0, ϕ(tY ) ≤ ϕ(sY ) et ψ′′ ≥ 0)

Alors
E(ψ(α(t)ϕ(tY )) ≥ E(ψ(α(t)ϕ(sY ))

Appliquons le point 2)b) du lemme (2.2.1) pour Y = ϕ(sY )
loi
= −ϕ(sY ) et

ϕ(x) = x, ainsi (Xt = α(t)ϕ(tY ), t ≥ 0) est un PCOC
c) 1. le point c)1) est une conséquence du point 1)b) du lemme (2.2.1)

En effet
Xt =

1

t

∫ t

0
Yudu

En utilisant le changement de variable [u = tv], nous obtenons

Xt =
∫ 1

0
Ytvdv

loi
= tβ

∫ 1

0
Yvdv

(par hypothèse)

Pour X = 0 , Y =
∫ 1
0 Yvdv et α(t) = tβ, β ≥ 0 (une fonction croissnate

positive), alors
(Xt = 1

t

∫ t
0 Yudu, t ≥ 0) est un PCOC
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2. Par hypothèse ∫ 1

0
Yudu

loi
= −

∫ 1

0
Yudu

Pour ϕ ∈ I, α(t) = tβ, β ≥ 0
le point 2)b)du lemme (2.2.1), (ϕ(Xt), t ≥ 0) est un PCOC

d) Pour la démonstration nous introduisons la fonction h telle que

h : IR → IR

x → h(x) =
∫ x
0

dy
σ(y)

une telle fonction est continue, dérivable et de dérivée h′(x) = 1
σ(x)

En appliquant Itô-Stratonovich, on obtient

h(Xt) =
∫ t

0
h′(Xs) ◦ σ(Xs) ◦ dBs

=
∫ t

0
h′(Xs)σ(Xs) ◦ dBs

=
∫ t

0

1

σ(Xs)
σ(Xs) ◦ dBs

= Bt

Alors h(Xt) = Bt ; notre but est d’écrire Xt = ϕ(Bt), pour ce cas ϕ = h−1

Donc, assurons nous que
1. h−1 existe
2. h−1 ∈ I

h−1 existe puisque h est continue, croissante (car sa dériveé 1
σ(x)

est postive
par hypothèse sur σ), donc h−1 est continue croissante, dérivable
(h−1)′(x) = 1

h′(h−1(x))
= σ(h−1) de dérivée continue, de plus vérifions que h−1

est impaire

h(−x) =
∫ −x

0

dy

σ(y)

En appliquant le changement de variable [y = −z] on obtient

h(−x) =
∫ x

0

−dz

σ(−z)

= −
∫ x

0

dz

σ(z)

car σ est paire, ainsi h est impaire donc h−1 l’est aussi
Par suite (Xt, t ≥ 0) est un PCOC
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Définition 2.2.4 Soit (Mt, t ≥ 0) une (Ft, t ≥ 0) martingale.
On dit que (Mt, t ≥ 0) ∈ H loc

1 si, pour tout t ≥ 0

E(sup
s≤t

|Ms|) < ∞

Théorème 2.2.5 Soient (Mt, t ≥ 0) une (Ft, t ≥ 0) martingale continue apparte-
nant à H loc

1 , et α : IR+ → IR+une fonction continue croissante telle que α(0) = 0.
1. Posons (Xt = 1

α(t)

∫ t
0 Msdα(s), t > 0) et X0 = M0, alors (Xt, t ≥ 0) est un

PCOC
2. Si M0 = 0, (X̃t =

∫ t
0 Msdα(s), t ≥ 0) est un PCOC

Preuve

1.
Xt =

1

α(t)

∫ t

0
Msdα(s)

Appliquons la formule d’intégration par parties

α(t)Mt =
∫ t

0
α(s)dMs +

∫ t

0
Msdα(s) ⇒ Mt = Xt +

1

α(t)

∫ t

0
Msdα(s)

⇒ Xt = Mt − 1

α(t)
It

où It =
∫ t
0 α(s)dMs est une martingale car

∫ t

0
α(s)2E < M,M >s≤ sup

s≤t
α(s)2E < M, M >t< ∞

alors
dXt = dMt + It

dα(t)
α2(t)

− 1
α(t)

dIt

= dMt + It
dα(t)
α2(t)

− 1
α(t)

α(t)dMt

= It
dα(t)
α2(t)

.

(2.4)

D’une autre part pour s ≤ t

E(Xt/Fs) = E(Mt − 1

α(t)
It/Fs)

= E(Mt/Fs) +
1

α(t)
E(It/Fs)

= Ms − 1

α(t)
Is
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Alors

E(Xt/Fs) = Ms − 1

α(t)
Is +

1

α(s)
Is − 1

α(s)
Is

= Ms − 1

α(s)
Is + (

1

α(s)
− 1

α(t)
)Is

= Xs + (
1

α(s)
− 1

α(t)
)Is

soit ψ ∈ C pour s ≤ t

E(ψ(Xt)) = E(E(ψ(Xt)/Fs))

≥ E(ψ(E(Xt)/Fs))(inégalité de Jensen)

≥ E(ψ(Xs + (
1

α(s)
− 1

α(t)
)Is))

en appliquant le théorème des accroissements finis pour
u ∈]Xs, Xs + ( 1

α(s)
− 1

α(t)
)Is[

ψ(Xs + (
1

α(s)
− 1

α(t)
)Is − ψ(Xs) = (

1

α(s)
− 1

α(t)
)Isψ

′(u)

≥ (
1

α(s)
− 1

α(t)
)Isψ

′(Xs) + ψ(Xs)

Car ψ est convexe, donc

E(ψ(Xt)) ≥ E(ψ(Xs)) + (
1

α(s)
− 1

α(t)
)E(ψ′(Xs)Is)

Il suffit alors de montrer que E(ψ′(Xs)Is) ≥ 0, en appliquant la formule d’Itô
à F (Xs, Is) = ψ′(Xs)Is pour 0 < ε < s, car (Xs, s > ε) est un processus à
variation borné. On obtient

E[ψ′(Xs)Is] = E[ψ′(Xε)Iε] + E[
∫ s

ε
ψ′′(Xu)IudXu] + E[

∫ s

ε
ψ′(Xu)dIu]

+1/2 E[
∫ s

ε

∂2

∂y2
(ψ′(Xu)Iu)d < I, I >u]

Mais
(a) ∂2

∂y2 (ψ
′(Xu)Iu) = 0

(b) (Xs, s > ε) est à variation bornée donc < X, X >≡ 0 ≡< X, I >



46 CHAPITRE 2. LES PROCESSUS CROISSANTS DANS L’ORDRE CONVEXE

(c) puisque ψ ∈ C donc ψ′ est bornée,de plus It est une martingale alors∫ t
0 ψ′(Xu)dIu est une martingale continue avec I0 = 0, ainsi

E[ψ′(Xε)Iε]
ε→0→ 0

Alors il suffit de montrer que E[ψ′′(Xu)IudXu] ≥ 0, or dXu = Iu
dα(u)
α2(u)

, cepen-
dant

ψ′′(Xu)IudXu = ψ′′(Xu)
I2
u

α2(u)
dα(u)

≥ 0

puisque α est croissante ,ψ′′, α2, I2 sont positives
Nous avons prouvé que Xt est un PCOC sur ]0, +∞[, mais le résultat s’obtient
sur [0, +∞[ par continuité du processus (Xt, t ≥ 0)
En effet

|Xt −M0| ≤ 1

α(t)

∫ t

0
|Ms −M0|dα(s)

≤ 1

α(t)
sup

s∈[0,t]
|Mt −M0|

∫ t

0
dα(s)

t→0→ 0

Car (Mt, t ≥ 0) est continue
2. Par définition

X̃t =
∫ t

0
Msdα(s)

pour s ≤ t

E(X̃t/Fs) = E(
∫ t

0
Mudα(u)/Fs)

=
∫ s

0
E(Mu/Fs)dα(u) +

∫ t

s
E(Mu/Fs)dα(u)

=
∫ s

0
Mudα(u) + (α(t)− α(s))Ms

= X̃s + (α(t)− α(s))Ms

Pour ψ ∈ C
E(ψ(X̃t) = E(E[ψ(X̃t)/Fs]

≥ E[ψ(E(X̃t/Fs))](l’inégalité de Jensen)
= E(ψ(X̃t + (α(t)− α(s))Ms))

≥ E(ψ(X̃t)) + (α(t)− α(s))E(ψ′(X̃t)Ms)

(ψ est convexe)
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Alors le point 2) du théorème (2.2.5) sera établi une fois que nous aurons
démontrer que E[ψ′(X̃s)Ms] ≥ 0. Par Itô

E[ψ′(X̃s)Ms] = E[ψ′(0)M0] + E(
∫ s

0
Muψ

′′(X̃u)dX̃u)

+E(
∫ s

0
ψ′(X̃u)dMu)

= E(
∫ s

0
M2

uψ′′(X̃u)dα(u)

≥ 0

(M0 = 0, α croissante et (dX̃u) = Msdα(u))

Remarque 2.2.6 1. En fait le point 1)du théorème (2.2.5) est une conséquence
du point 2)du même théorème,puisque dXt = It

dα(t)
α2(t)

⇒ Xt =
∫ t
0 Is

dα(s)
α2(s)

Donc

Xt =
∫ t

0
Isd(− 1

α(s)
)

=
∫ t

0
Isdβ(s)

où β(t) = − 1
α(t)

est une fonction croissante

2. Le théorème est plus fort que la croissance de (Xt, t ≥ 0), il nous fournit les
deux relations suivantes

E[ψ(Xt)]− E[ψ(Xt)] ≥ E(
∫ s

0
I2
uψ′′(Xu)

dα(u)

α2(s)
)

et
E[ψ(X̃t)]− E[ψ(X̃t)] ≥ E(

∫ s

0
M2

uψ′′(X̃u)dα(u))

3. Soit (Bt, t ≥ 0) un mouvement Brownien, ν ∈ IR, on sait que

(εν
t = exp{νBt − ν2t

2
}, t ≥ 0)

est une martingale. Un résultat dû à Carr,Ewald et Xiao établit que

(X
(ν)
t =

1

t

∫ t

0
εν

sds, t ≥ 0)

est croissant pour l’ordre convexe. Ainsi le point 1) théorème (2.2.5) est donc
une extension du résultat de Carr,Ewald et Xiao

Du théorème précédent on peut déduire la version discrète suivante :



48 CHAPITRE 2. LES PROCESSUS CROISSANTS DANS L’ORDRE CONVEXE

Théorème 2.2.7 Soit (Mn, n ≥ 1) une martingale indexée par (IN∗) et (ak, k ≥
1)une suite de nombres réels positifs, on définit la suite α(n) =

∑n
k=1 ak alors

1.
(Xn =

1

α(n)

n∑

k=1

akMk, n ≥ 1)

est une suite aléatoire croissante dans l’ordre convexe
2. Si E(M1) = 0, alors

(X̃n =
n∑

k=1

akMk, n ≥ 1)

est aussi une suite aléatoire croissante dans l’ordre convexe

Preuve Ce théorème est une conséquence directe du théorème précédent en
remarqunat que

1. ak = αk − αk−1, alors

Xn =
1

αn

n∑

k=1

(αk − αk−1)Mk

=
1

αn

n∑

k=1

Mk

∫ k

k−1
dα(s)

=
1

αn

∫ n

0

n∑

k=1

Mk1[k−1,k[(s)dα(s)

• Montrons que Mt =
∑n

k=1 Mk1[k−1,k[(t) est une martingale pour la filtration
Ft = Fk pour k − 1 ≤ t < k
On distinque deux cas
(a) Pour k − 1 ≤ s ≤ t < k

E(Mt −Ms/Fs) = E(Mk −Mk/Fs) = 0

(b) Pour j − 1 ≤ s < j ≤ k − 1 ≤ s ≤ t < k

E(Mt/Fs) = E(Mk/Fs)

= E(Mk/Fj)

= Mj

= Ms

En appliquant le point 1) du théorème (2.2.5) pour la martingale Mt définie
plus haut et β(t) une fonction croissante tel que β(0) = 0 et avec la contrainte
β(k) = α(k), k ≥ 1. Le théorème précédent nous fournit que ∀s ≤ t

E(ψ(Xt)) ≥ E(ψ(Xs))
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En particulier pour tout l = s ≤ t = n

E(ψ(Xn)) ≥ E(ψ(Xl))

2. En utilisant le point 2) du théorème (2.2.5) pour la même martingale, on en
déduit que pour tout 1 ≤ l ≤ n

E[ψ(X̃n)] ≥ E[ψ(X̃l)]

Proposition 2.2.8 Soit (Ls, s ≥ 0)un processus à accroissements indépendants
(pas necessairement stationaires) tel que
a) pour tout s ≥ 0, E(L2

s) < ∞ et E(Ls) = 0
Soit a : IR+ × IR+ → IR+une fonction borélienne telle que pour tout T ≥ 0

∫ T

0
a(t, s)dE(L2

s) < ∞ (2.5)

b) ∀s ≥ 0, t → a(t, s) est croissante
Le processus

(XT
t =

∫ T

0
a(t, s)dLs, t ≥ 0)

est un PCOC

Preuve Pour simplifier, on suppose que T = 1 et on note par Xt = X1
t

1. Pour u ≤ v nous avons

E(Lv − Lu)
2 = E(Lv)

2 + E(Lu)
2 − 2E(LuLv)

= E(Lv)
2 + E(Lu)

2 − 2E[E(LuLv)/Fu]

= E(Lv)
2 + E(Lu)

2 − 2E[LuE(Lv − Lu + Lu)/Fu]

= E(Lv)
2 + E(Lu)

2 − 2E(Lu)
2E(Lv − Lu)

car Lv − Lu est indépendant de Fu, par conséquent

E(Lv − Lu)
2 = E(Lv)

2 − E(Lu)
2

Ainsi Pour u ≤ v E(Lv)
2 − E(Lu)

2 ≥ 0 ⇒ E(Ls)
2 est croissante en s

Par suite E(Ls)
2 est à variation bornée et comme a(t, s) est une fonction

borélienne ∫ T

0
a2(t, s)dE(L2

s)

existe au sens de Lebesgue−Stieljes
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2.

Xt =
∫ 1

0
a(t, s)dLs

L2

= lim
n→+∞

n−1∑

k=0

a(t,
k

n
)(L k+1

n
− L k

n
)

vérifions que

Xn(u) =
n−1∑

k=0

a(u,
k

n
)(L k+1

n
− L k

n
)

est convergente dans L2

‖Xn‖2
L2 = E(Xn)2

=
n−1∑

k=0

a2(t,
k

n
)E(L k+1

n
− L k

n
)2

Puisque les accroissements sont indépendants centrés, les termes
mixtes valent 0, ainsi d’aprés le point 1 ci dessus

‖Xn‖2
L2 =

n−1∑

k=0

a2(t,
k

n
)E(L k+1

n
)2 − E(L k

n
)2

=
n−1∑

k=0

a2(t,
k

n
)(fk+1 − fk)

Avec fk+1 = E(L k+1
n

)2, alors

‖Xn‖2
L2 →

∫ 1

0
a2(t, s)dE(L2

s) ≤ ∞

Donc Xn(u)
n→+∞→ Xu dans L2

3. Par définition (Xn(t))n≥0 est une suite de sommes partielles de variables aléa-
toires indépendantes convergentes vers Xt. Donc Xn(u)

P.S→ Xu aussi.
Et pour ψ ∈ C, ψ(Xn(u))

P.S→ ψ(Xu) ( puisque ψ est continue)
4. Soit ψ ∈ C, puisque ψ est de classe C2, elle admet un developpement limité

d’ordre 1, pour y au voisinage de x

ψ(y) = ψ(x) + (y − x)ψ′(x) + O(y − x)

Avec O(y − x)
y→x→ 0

Ainsi pour y = Xn(t) et x = Xt, on obtient

ψ(Xn(t)) = ψ(Xt) + (Xn(t)−Xt)ψ
′(Xt) + O(Xn(t)−Xt)
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Où

|ψ(Xn(t))− ψ(Xt)| = |(Xn(t)−Xt)ψ
′(Xt) + O(Xn(t)−Xt)|

≤ |Xn(t)−Xt||ψ′(Xt)|+ |O(Xn(t)−Xt)|
≤ c1|Xn(t)−Xt|

D’aprés la proposition ψ′ est bornée et ψ′′ est positive continue à support
compact, donc bornée. Par conséquent

E|ψ(Xn(t))− ψ(Xt)| ≤ c1 E|Xn(t)−Xt|︸ ︷︷ ︸
↓0

Ceci montre que ψ(Xn(t))
L1→ ψ(Xt), ainsi on a

E[ψ(Xn(u))] → E[ψ(Xu)]

Donc pour démontrer la proposition il suffit de montrer que ∀s ≤ t

E[ψ(Xn(s))] ≤ E[ψ(Xn(t))]

Nous avons

E[ψ(Xn(s))] = E[ψ(
n−2∑

k=0

a(s,
k

n
)(L k+1

n
− L k

n
) + a(s,

n− 1

n
)(Ln

n
− Ln−1

n
))]

Mais par le point 1)a)du lemme (2.2.1)pour Y = (Ln
n
− Ln−1

n
) et

X =
n−2∑

k=0

a(s,
k

n
)(L k+1

n
− L k

n
)

E[ψ(Xn(s))] ≤ E[ψ(
n−2∑

k=0

a(s,
k

n
)(L k+1

n
− L k

n
) + a(t,

n− 1

n
)(Ln

n
− Ln−1

n
))]

≤ E[ψ(
n−3∑

k=0

a(s,
k

n
)(L k+1

n
− L k

n
) + a(t,

n− 1

n
)(Ln

n
− Ln−1

n
)

+a(s,
n− 2

n
)(Ln−1

n
− Ln−2

n
))]

On applique le lemme encore une fois pour Y = (Ln−1
n
− Ln−2

n
) et

X =
n−3∑

k=0

a(s,
k

n
)(L k+1

n
− L k

n
) + a(t,

n− 1

n
)(Ln

n
− Ln−1

n
)
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On obtient

E[ψ(Xn(s))] ≤ E[ψ(
n−3∑

k=0

a(s,
k

n
)(L k+1

n
− L k

n
) + a(t,

n− 1

n
)(Ln

n
− Ln−1

n
)

+a(s,
n− 2

n
)(Ln−1

n
− Ln−2

n
))]

On refait la même démarche jusqu’à l’obtention du résultat E[ψ(Xs)] ≤ E[ψ(Xt)]
par passage à la limite

Remarque 2.2.9 Suite à ce raisonnement avec (Ls, s ≥ 0)un processus à accrois-
sements indépendants quelconques, plusieurs applications découlent

1. Si Ls est un processus à accroissements symétriques et indépendants alors pour
ϕ ∈ J

ϕ(
∫ T

0
a(t, s)dLs, t ≥ 0)

est un PCOC
En effet Par le point 3)b) du lemme (2.2.1) pour αi(t) = a(t, i

n
)

et Xi = L i+1
n
− L i

n

E[ψ ◦ ϕ(
n−1∑

i=0

αi(t)Xi)] ≥ E[ψ ◦ ϕ(
n−1∑

i=0

αi(s)Xi)]

Comme ϕ est continue, par passage à la limite, on obtient

E[ψ(ϕ(
∫ T

0
a(t, u)dLu))] ≥ E[ψ(ϕ(

∫ T

0
a(t, s)dLs))]

2. En supposant que (Ls, s ≥ 0) est un processus de Lévy, ∀ s ≤ t

E[ψ(
Ls

s
)] = E[Eψ(

Ls

s
)/F+

t ]

≥ E[ψE(
Ls

s
)/F+

t ](par l’inégalité de Jensen)

≥ E[ψ(
Lt

t
)]

Ainsi (Lt

t
, t ≥ 0) est un processus décroissant dans l’ordre convexe, il peut

s’écrire
Lt

t
=

∫ T

0
a(t, s)dLs avec T = ∞ et a(t, s) = 1

t
1s≤t

Mais a(t, s) ainsi défini n’est pas croissant en t
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3. Si dans la proposition (2.2.8) (Ls, s ≥ 0) est le mouvement brownien, pour
ϕ ∈ I, (ϕ(

∫ T
0 a(t, s)dBs), t ≥ 0) est un PCOC,ce point est une conséquence du

2)b) du lemme (2.2.1) puisque
∫ T
0 a(t, s)dBs est un processus aléatoire gaussien

centré de variance
∫ T
0 a2(t, s)ds

En effet
∫ t

0
a(t, s)dBs

L2

= lim
n→+∞

n−1∑

k=0

a(t,
k

n
)(B k+1

n
−B k

n
)

Ainsi

m∑

k′
αk′(X

T
tk′

)
L2

= lim
n→+∞

m∑

k′
αk′

n−1∑

k=0

a(tk′ ,
k

n
(B k+1

n
−B k

n
)

L2

= lim
n→+∞

n−1∑

k=0

(
m∑

k′
αk′a(tk′ ,

k

n
)(B k+1

n
−B k

n
)

Où le second membre est une limite dans L2 d’une suite de variables aléatoires
gaussiennes centrées car c’est une combinaison linéaire de variables aléatoires
gaussiennes centrées indépendantes. D’autre part XT

t est une martingale,

E(XT
t )2 = E[

∫ T

0
a2(t, s)d < B, B >s]

=
∫ T

0
a2(t, s)ds

De plus

ϕ(
∫ T

0
a(t, s)dBs)

loi
= ϕ(

√∫ T

0
a2(t, s)ds.G)

Où G ↪→ N (0, 1) et
√∫ T

0 a2(t, s)ds est croissante en t

Proposition 2.2.10 Soient σ, b : IR+ × IR → IR tels que l’equation differentielle
stochastique suivante

Xt =
∫ t

0
σ(s,Xs)dBs +

∫ t

0
b(s,Xs)ds

admet une solution unique en loi
En outre nous supposons
• pour tout s ≥ 0 σs = σ(s, .) est une fonction paire

• pour tout s ≥ 0 bs = b(s, .) est une fonction impaire tel que
sgn b(x) = sgn(x)
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Alors

1. (Xt, t ≥ 0) est un PCOC

2. Plus généralement ,pour ϕ ∈ J , (ϕ(Xt), t ≥ 0) est un PCOC

Preuve Montrons d’abord que le processus (Xt, t ≥ 0) est symétrique
Nous avons

−Xt = −
∫ t

0
σs(Xs)dBs −

∫ t

0
bs(Xs)ds

loi
=

∫ t

0
σs(−Xs)dB̃s +

∫ t

0
bs(−Xs)ds

(B̃s = −Bs
loi
= Bs)

Si on pose Yt = −Xt on obtient Yt est solution de

Yt =
∫ t

0
σ(s, Ys)dBs +

∫ t

0
b(s, Ys)ds

Par unicité de solution en loi, Yt
loi
= Xt d’où la symétrie de (Xt, t ≥ 0)

1. Soit ψ ∈ C, par Itô

E[ψ(Xt)] = E[
∫ t

0
ψ′(Xs)bs(Xs) +

1

2
ψ′′(Xs)σ

2
s(Xs)ds]

Donc

∂

∂t
E[ψ(Xt)] = E[ψ′(Xt)bt(Xt) +

1

2
ψ′′(Xt)σ

2
t (Xt)]

≥ E[ψ′(Xt)bt(Xt)]

≥ E[bt(Xt){ψ′(0) +
∫ Xt

0
ψ′′(u)du}]

≥ E[bt(Xt)
∫ Xt

0
ψ′′(u)du]

Si Xt ≥ 0 ⇒ bt(Xt)
∫ Xt
0 ψ′′(u)du ≥ 0 puisque sgn[bt(Xt)] = sgn(Xt)

Si Xt ≤ 0 ⇒ bt(Xt)
∫ Xt
0 ψ′′(u)du ≥ 0

Ainsi
∂

∂t
E[ψ(Xt)] ≥ 0



2.2. EXEMPLES 55

2. Soit ϕ ∈ J et ψ ∈ C pour θ définie dans 3)a) du lemme (2.2.1) on obtient

E[ψ ◦ ϕ(Xt)]− E[ψ ◦ ϕ(Xs)] = E[θ ◦ ϕ(Xt)]− E[θ ◦ ϕ(Xs)]

On sait que (Xt, t ≥ 0) est un PCOC, donc en particulier pour θ ◦ ϕ convexe

E[θ ◦ ϕ(Xt)]− E[θ ◦ ϕ(Xs)] ≥ 0

Ce qui clos cette démonstration.

Remarque 2.2.11 L’hypothèse imposée dans la proposition sgn(bs(x)) = sgn(x)
n’est pas nécessaire, voilà deux exemples de processus (Xt, t ≥ 0) croissants dans
l’ordre convexe solution de l’équation, où cette hypothèse n’est pas satisfaite

Exemple 1)Soit (Xt, t ≥ 0) le processus de Ornstein−Uhlenbeck défini par

Xt = Bt − c
∫ t

0
Xsds

Evidemment si c ≤ 0, alors bs(x) = −cx satisfait l’hypothèse
Or si c ≥ 0, sgn(bs(x)) = −sgn(x) mais on peut montrer que (Xt, t ≥ 0) est un
PCOC en résolvant l’EDS

dXt + cXtdt = dBt

par la méthode de la variation de la constante
1. La résolution de l’EDS sans second membre

dXt + cXtdt = 0 ⇒ dXt = −cXtdt

⇒ dXt

Xt

= −cdt

⇒ ln|Xt| = −ct

⇒ ln|Xt| = −ct + c′
⇒ Xt = Ke−ct

2. Pour résoudre l’EDS avec second membre on procède comme suit

Xt = K(t)e−ct ⇒ dXt = dK(t)e−ct − cK(t)e−ct

. En remplaçant Xt et dXt dans l’EDS, on obtient

dK(t)e−ct − cK(t)e−ct + cK(t)e−ct = dBt ⇒ dK(t)e−ct = dBt

⇒ K(t) =
∫ t

0
ecsdBs.

Par suite la solution se l’EDS est donnée par

X(t) =
∫ t

0
ec(s−t)dBs
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Ainsi Xt est un processus gaussien centré de variance

E[X2
t ] =

∫ t

0
e2c(s−t)ds

=
1

2c
[e2c(s−t)]t0

=
1

2c
− 1

2c
e−2ct

=
1− e−2ct

2c

Donc

Xt
loi
=

√
1− e−2ct

2c
.G

Où G ↪→ N (0, 1).

Exemple 2) Soit ϕ ∈ I, et de classe C2 on sait que (Xt = ϕ(Bt), t ≥ 0) est un
PCOC, en appliquant la formule d’Itô à la fonction ϕ, on obtient

ϕ(Bt) =
∫ t

0
ϕ′(Bs)dBs +

1

2

∫ t

0
ϕ′′(Bs)ds

Puisque ϕ est une fonction continue croissante, elle admet donc une fonction réci-
proque ϕ−1 continue croissante de plus impaire

Ainsi Xt =
∫ t

0
ϕ′ ◦ ϕ−1(Xs)dBs +

1

2

∫ t

0
ϕ′′ ◦ ϕ−1(Xs)ds

La fonction ϕ′ ◦ ϕ−1 est paire car ϕ′ l’est aussi, et la fonction ϕ′′ ◦ ϕ−1 est impaire
car ϕ′′ l’est aussi, mais nous n’avons pas forcément sgn[ϕ′′ ◦ ϕ−1] = sgn(x)



Chapitre 3

Les processus 1−martingale

Dans cette partie, nous allons exhiber des martingales (Mt, t ≥ 0) pour plusieurs
processus (Xt, t ≥ 0)croissants dans l’ordre convexe telles que pour tout t fixé

Xt
loi
= Mt

en développant les résultats de l’article Pour des processus particuliers ,on sait expli-
citer les martingales associées cas par cas, mais une méthode générale reste inconnue
à notre connaissance à l’exception de la construction abstraite faite par Strassen
(voir[10]), Doob (voir[3]) et Kellerer (voir[6]).

3.1 Définitions
Définition 3.1.1 Un processus (Xt, t ≥ 0) est un 1−martingale s’il existe une mar-
tingale (Mt, t ≥ 0) tel que pour tout t fixé

Xt
loi
= Mt

Théorème 3.1.2 Les propriétés suivantes sont équivalentes
1. (Xt, t ≥ 0) est croissant dans l’ordre convexe
2. (Xt, t ≥ 0) est un 1−martingale

Preuve

i) 2) ⇒ 1) est trivial, pour ψ ∈ C et s ≤ t, par hypothèse Xt
loi
= Mt

E[ψ(Xt)] = E[ψ(Mt)]

= E[E[ψ(Mt)]/Fs]

≥ E[ψE[(Mt)/Fs]](par l’inégalité de Jensen)

57



58 CHAPITRE 3. LES PROCESSUS 1−MARTINGALE

Puisque Mt est une martingale

E[ψ(Xt)] ≥ E[ψ(Ms)]

≥ E[ψ(Xs)]

i) 1) ⇒ 2) est difficille à établir elle est dû aux travaux de V.Strassen, J.L.Doob et
H.G.Kellerer (voir[8]).

Nous allons maintenant décrire plusieurs méthodes (plutôt limitées) et les illustrer
avec des exemples.

3.2 Méthode du Drap Brownien

Cette méthode a été découverte par D.Baker et M.Yor, (voir[1]), Voici l’illustra-
tion de cette méthode par son exemple fondateur.
Soit (Bs, s ≥ 0) un mouvement Brownien et (Ws,u, s, u ≥ 0) un Drap Brownien

Théorème 3.2.1 Soit ν ∈ IR et (X
(ν)
t = 1

t

∫ t
0 exp(νBu − ν2u

2
)du, t ≥ 0)

Alors

1. (M
(ν)
t =

∫ 1
0 exp(νWu,t − ν2ut

2
)du, t ≥ 0) est une martingale pour la filtration

(gt = σ(Wu,s, u ≥ 0, s ≤ t), t ≥ 0)

2. Pour tout t fixé X
(ν)
t

loi
= M

(ν)
t

Preuve

1. Montrons que (M
(ν)
t ), t ≥ 0) est une (gt, t ≥ 0) martingale

E[M
(ν)
t /gs] = E[

∫ 1

0
exp(νWu,t − ν2ut

2
)du/gs]

=
∫ 1

0
E[exp(ν(Wu,t −Wu,s + Wu,s)− ν2ut

2
)/gs]du

Wu,s est gs mesurable, de plus d’aprés la remarque (1.6.3) Wu,t − Wu,s est
indépendant de gs, ainsi

E[M
(ν)
t /gs] =

∫ 1

0
exp(νWu,s − ν2ut

2
)E[exp(ν(Wu,t −Wu,s)]du

Avec

E[exp(ν(Wu,t −Wu,s)] =
1√

2πu(t− s)

∫ +∞

−∞
exp(νy)exp(− y2

2u(t− s)
)dy
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En appliquant le changement de variable
z = y√

u(t−s)
⇒ 1√

u(t−s)
dy = dz, on obtient

E[exp(ν(Wu,t −Wu,s)] =
1√
2π

∫ +∞

−∞
exp(νz

√
u(t− s))exp(−z2

2
)dz

=
1√
2π

∫ +∞

−∞
exp(

ν2u(t− s)

2
)exp(−(z − ν

√
u(t− s))2

2
)dz

= exp(
ν2u(t− s)

2
)

D’où

E[M
(ν)
t /gs] =

∫ 1

0
exp(νWu,s − ν2ut

2
+

ν2u(t− s)

2
)du

=
∫ 1

0
exp(νWu,s − ν2us

2
du

= M (ν)
s

2. Montrons que X
(ν)
t

loi
= M

(ν)
t

Nous avons
X

(ν)
t =

1

t

∫ t

0
exp(νBu − ν2u

2
)du

En utilisant le changement de variable [u = vt], on obtient

X
(ν)
t =

∫ 1

0
exp(νBvt − ν2vt

2
)dv

Or d’aprés la proposition (1.6.2), pour tout t ≥ 0 fixé

(But, u ≥ 0)
loi
= (Wu,t, u ≥ 0).

Par suite

X
(ν)
t

loi
=

∫ 1

0
exp(νWv,t − ν2vt

2
)dv

= M
(ν)
t

3.3 Méthode d’inversion du temps
Nous allons montrer par des exemples comment on peut construire des proces-

sus croissants dans l’ordre convexe et leurs martingales associées liés aux fonctions
suivantes
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h : IR+×IR → IR de classe C1 par rapport à la 1re variable et C2 par rapport à la 2me

avec h(0, 0) = 0 et satisfait
∂h

∂s
+

1

2

∂2h

∂x2
= 0

qui se concrétisent par l’exemple suivant

h(s, x) = exp[(λx− λx2

2
s)]− 1, λ ∈ IR.

Théorème 3.3.1 Soit (Bs, s ≥ 0) un mouvement brownien, h une fonction définie
précédemment et telle que (h(s,Bs), s ≥ 0) soit une martingale.
Soient

(X
(h)
t =

∫ t

0
h(s,Bs)ds, t ≥ 0)

et

(M
(h)
t =

∫ t

0
h(t− s,Bt −Bs)ds, t ≥ 0).

Alors

1. (M
(h)
t , t ≥ 0) est une martingale.

2. Pour tout t ≥ 0 fixé , X
(h)
t

loi
= M

(h)
t .

Contrairement au théorème (3.2.1) ,ici la martingale (M
(h)
t , t ≥ 0) est définie

dans le même espace que (Bt, t ≥ 0) et c’est une martingale pour la même filtration.

Preuve

1. Montrons que (M
(h)
t ), t ≥ 0) est une martingale, en utilisant la formule d’Itô

entre s et t, on peut écrire :

h(t− s,Bt −Bs) = h(s− s,Bs −Bs) +
∫ t

s
[
∂h

∂u
+

1

2

∂2h

∂x2
](u− s,Bu −Bs)du

+
∫ t

s

∂h

∂u
(u− s,Bu −Bs)dBu

=
∫ t

s

∂h

∂u
(u− s,Bu −Bs)dBu

(car h(0, 0) = 0)
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Ainsi

M
(h)
t =

∫ t

0
h(t− s, Bt −Bs)ds

=
∫ t

0
ds

∫ t

s

∂h

∂u
(u− s,Bu −Bs)dBu

=
∫ t

0
dBu

∫ u

0

∂h

∂u
(u− s,Bu −Bs)ds

(par Fubini)

Mais h est de classe C2 par rapport à x, continue sur le compact [0, u] elle est
de derivée partielle bornée ,par suite

E
∫ t

0
du(

∫ u

0

∂h

∂u
(u− s,Bu −Bs)ds)2 < ∞

Donc (M
(h)
t ), t ≥ 0) est une martingale

2. Montrons que X
(h)
t

loi
= M

(h)
t

Nous avons
X

(h)
t =

∫ t

0
h(s,Bs)ds

En appliquant le changement de variable (s = t− u)

X
(h)
t = −

∫ 0

t
h(t− u,Bt−u)du

=
∫ t

0
h(t− u,Bt−u)du

loi
=

∫ t

0
h(t− u,Bt −Bu)du

Par définition de h et (Bu, u ≤ t)
loi
= (Bt −Bt−u, u ≤ t)

alors (Bt−u, u ≤ t)
loi
= (Bt −Bu, u ≤ t) .

Ainsi
X

(h)
t = M

(h)
t .

La version discrète du théorème

Soit (Z1, Z2, ..., Zn, ..) des variables aléatoires iid et (Yn, n ≥ 1) une (Fn, n ≥ 1)
une martingale centrée, où Fn = σ(Z1, Z2, ..., Zn). Il existe une suite de fonctions
borelienne fn : IRn → IR telle que

Yn = fn(Z1, Z2, ..., Zn)



62 CHAPITRE 3. LES PROCESSUS 1−MARTINGALE

Théorème 3.3.2 En plus des hypothèses précédentes nous supposons que (fn)n∈IN

est une suite de fonctions symétriques par rapport à leurs arguments i.e f2(Z2, Z1) =
f2(Z1, Z2)..., fn(Zn, Zn−1..., Z1) = fn(Z1, Z2, ..., Zn)
Soit

(Xn =
n∑

j=1

Yj, n ≥ 1).

Et

Mn = f1(Zn) + f2(Zn, Zn−1) + ... + fn = (Zn, Zn−1, ...Z1)

=
n∑

j=1

fj(Zn, Zn−1, ..., Zn−j+1).

Alors
1. (Mn, n ≥ 1) est une Fn martingale

2. pour tout n ≥ 1 fixé Xn
loi
= Mn

Preuve

1. Montrons que (Mn, n ≥ 1) est une (Fn) martingale
Pour la démonstartion il faut d’abord remarquer que pour tout n ≥ 1 et tout
x1, x2...xn−1 réelles,

E[fn(x1, x2, ..., xn−1, Z)] = fn−1(x1, x2, ..., xn−1)

et E[f1(Z)] = 0, où Z est une variable aléatoire de même loi que les Zi, i ≥ 1.
En effet puisque (Yn, n ≥ 1) est une martingale centrée, E[f1(Z)] = E(Y1) =
0. De plus, par le fait que Yn est une martingale

E[fn(Z1, Z2, ..., Zn−1, Zn)/Fn−1] = fn−1(Z1, Z2, ..., Zn−1)

= φ((Z1, Z2, ..., Zn−1)

Car (Z1, Z2, ..., Zn−1) ∈ Fn−1 et Zn est indépendante de Fn−1

Où

φ(x1, x2, ..., xn−1) = E[fn(x1, x2, ..., xn−1, Z)]

= fn−1(x1, x2, ..., xn−1)

Avec Z, Zn de même loi.
Retournons maintenant à la preuve de notre théorème, nous avons
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E[Mn/Fn−1] = E[f1(Zn)/Fn−1] + E[f2(Zn, Zn−1)/Fn−1]

+... + E[fn(Zn, Zn−1, ..., Z2, Z1)/Fn−1]

et puisque fn est symétrique par rapport à ses arguments

E[Mn/Fn−1] = E[f1(Zn)/Fn−1] + E[f2(Zn−1, Zn)/Fn−1]

+... + E[fn(Z1, Z2, ..., Zn−1, Zn)/Fn−1]

= 0 + φ(Zn−1) + ... + φ(Z1, Z2, ..., Zn−1)

= E[f2(Zn−1, Zn)] + ... + E[fn(Zn, Zn−1, ..., Z2, Z1)]

= f1(Zn−1) + ... + fn−1(Zn−1, ..., Z2, Z1)

= Mn−1

2. Montrons que Xn
loi
= Mn

Xn =
n∑

j=1

Yj

=
n∑

j=1

fj(Z1, ..., Zj)

= f1(Z1) + f2(Z1, Z2) + ... + fn(Z1, ..., Zn)
loi
= f1(Zn) + f2(Zn, Zn−1) + ... + fn(Zn, ..., Z1)

car les Zi sont indépendantes de même loi ¦

Le théorème suivant est une généralisation du théoreme (3.3.1) au processus
de Lévy

Théorème 3.3.3 Soit (Ls, s ≥ 0)un processus de Lévy continu et h : IR+×IR → IR
une fonction borelienne, tel que (h(s, Ls), s ≥ 0) soit une (Fs, s ≥ 0)−martingale
centrée, on définit par

(Xt =
∫ t

0
h(s, Ls)ds, t ≥ 0)

Et
(Mt =

∫ t

0
h(t− s, Lt − Ls)ds, t ≥ 0)

Alors

1. (Mt, t ≥ 0) est une (Ft, t ≥ 0) martingale

2. Pour tout t ≥ 0 fixé Xt
loi
= Mt
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preuve

1. Montrons que (Mt, t ≥ 0) est une Ft martingale
Pour s ≤ t

E[Mt/Fs] = E[
∫ t

0
h(t− u, Lt − Lu)du/Fs]

=
∫ s

0
E[h(t− u, Lt − Lu)/Fs]du +

∫ t

s
E[h(t− u, Lt − Lu)/Fs]du

Comme pour s ≤ u ≤ t, Lt − Lu est indépendent de Ls

E[h(t− u, Lt − Lu)/Fs] = E[h(t− u, Lt − Lu)]

Mais Lt − Lu
loi
= Lt−u, ainsi

E[h(t− u, Lt − Lu)/Fs] = E[h(t− u, Lt−u)]

D’autre part (h(t, Lt), t ≥ 0) est une martingale et E[h(v, Lv)] = 0, d’où

E[h(t− u, Lt − Lu)/Fs] = 0

Pour u ≤ s ≤ t

E[h(t− u, Lt − Lu)/Fs] = E[h(t− u, Lt − Ls + Ls − Lu)/Fs]

= φ(t− u, Ls − Lu)

Car Ls − Lu ∈ Fs et Lt − Ls est indépendant de Fs Avec

φ(t− u, Ls − Lu) = Ẽ[h(t− u, Ls − Lu + ˜Lt − Ls)]

= Ẽ[h(t− u, Ls − Lu + L̃t−s)]

Parsuite
∫ s

0
E[h(t− u, Lt − Lu)/Fs]du =

∫ s

0
Ẽ[h(t− u, Ls − Lu + L̃t−s)]du

Posons [v = s− u], on peut écrire
∫ s

0
E[h(t− u, Lt − Lu)/Fs]du =

∫ s

0
Ẽ[h(t + v − s, Lv + L̃t−s)]dv

Or 0 ≤ v ≤ s, donc Lt−s est indépendant de Fv, par conséquent

Ẽ[h(t + v − s, Lv + L̃t−s)] = E[h(t + v − s, Lv + Lt−s)/Fv]
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et comme s− v ≤ t et t− s + v ≥ v, on a

E[h(t + v − s, Lv + Lt−s)/Fv] = E[h(t + v − s, Lt−s+v)/Fv]

= h(v, Lv)

car h(u, Lu) est une martingale.

En appliquant encore une fois le changement de variable [v = s− u]
∫ s

0
Ẽ[h(t− u, Ls − Lu + L̃t−s)]du =

∫ s

0
h(s− u, Ls − Lu)

Par suite
E[Mt/Fs] =

∫ s

0
h(s− u, Ls − Lu) = Ms

2. Montrons que Xt
loi
= Mt

Mt =
∫ t

0
h(t− s, Lt − Ls)ds

loi
=

∫ t

0
h(t− s, Lt−s)ds

Car (Ls, 0 ≤ s ≤ t)
loi
= (Lt − L(t−s), 0 ≤ s ≤ t) et en appliquant le changement

de variable [t− s = u]

Mt
loi
=

∫ t

0
h(u, Lu)du

loi
= Xt

3.4 Méthode des EDS
Soit ϕ ∈ I, nous avons déja montré que (ϕ(Bt), t ≥ 0) est un PCOC, nous allons

maintenant voir au prix de quelques hypothèses supplémentaires sur ϕ qu’il existe
une martingale (Mt, t ≥ 0) solution de

Mt =
∫ t

0
σ(u, Mu)dBu

(pour une fonction σ bien choisie) tel que, pour tout t ≥ 0 fixé on aurait

Mt
loi
= ϕ(Bt)
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Hypothèses et notations
1. Soit ϕ ∈ J tel que, pour tout t ≥ 0

E(|ϕ(Bt)|) < ∞ et E(|ϕ′′(Bt)|) < ∞

2. Soit H : IR+ × IR → IR− une fonction définie par

H(u, x) =
∫ x

−∞
ϕ′′(y)exp{− y2

2u
}dy

Nous avons que H(u, x) ainsi défini vérifie 2 propriétés qui sont les suivantes

–

|H(u, x)| = |
∫ x

−∞
ϕ′′(y)exp{− y2

2u
}dy|

≤
∫ x

−∞
|ϕ′′(y)|exp{− y2

2u
}dy

≤
∫ +∞

−∞
|ϕ′′(y)|exp{− y2

2u
}dy

≤ E(|ϕ′′(Bt)|)
< ∞

– Pour tout u ≥ 0 et x ∈ IR nous avons H(u, x) ≤ 0
Si x ∈ IR−, ∫ x

−∞
ϕ′′(y)exp{− y2

2u
}dy ≤ 0

Car ϕ′′(y) ≤ 0
Si x ∈ IR+, sgn varphi′′(x) = sgn(x) ≥ 0, ainsi

∫ x

0
ϕ′′(y)exp{− y2

2u
}dy ≤

∫ +∞

0
ϕ′′(y)exp{− y2

2u
}dy

⇒ −
∫ x

0
ϕ′′(y)exp{− y2

2u
}dy ≥ −

∫ +∞

0
ϕ′′(y)exp{− y2

2u
}dy

En appliquant le changement de variable [z = −y]

−
∫ x

0
ϕ′′(y)exp{− y2

2u
}dy ≥

∫ 0

−∞
ϕ′′(z)exp{− z2

2u
}dz

Ainsi ∫ x

−∞
ϕ′′(y)exp{− y2

2u
}dy ≤ 0
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3. Soit σ : IR+ × IR → IR+ une fonction définie par

σ2(u, y) = (ϕ′ ◦ ϕ−1)2(y)− (ϕ′ ◦ ϕ−1)(y)H(u, ϕ−1(y))exp{(ϕ−1)2(y)

2u
}

Puisque H(u, x) ≤ 0 et ϕ′(x) ≥ 0, alors σ2(u, x) ≥ 0

On note par H1) les Hypothèse que doit vérifier ϕ

i) ϕ ∈ J

ii) ϕ′ ◦ ϕ−1 est lipschitzienne et ϕ′(0) > 0

iii) Pour tout c > 1 il existe une constante Kc telle que pour tout x ∈ IR

|xϕ′(x)| ≥ c|ϕ′′| −Kc

On peut trouver des exemples de fonctions qui vérifient les hypothèses H1), parmi
elles considérons ϕ(x) = sh(x) qui vérifie bien les hypothèses H1)
En effet
La fonction ϕ(x) = sh(x) est croissante impaire de classe C2, et sgn[ϕ′′(x)] =
sgn[sh(x)] = sgn(x)
De plus

ϕ′ ◦ ϕ−1(x) = ch[argsh(x)] =
√

x2 + 1

Ainsi
[ϕ′ ◦ ϕ−1]′(x) =

x√
x2 + 1

Mais
√

x2 + 1 est une fonction paire convexe, donc ∃k ≥ 0 une constante tel que√
x2 + 1 ≥ k′|x|, par suite

|[ϕ′ ◦ ϕ−1]′(x)| = | x√
x2 + 1

| ≤ 1

k′

D’où ϕ′ ◦ ϕ−1 est lipschitzienne
Enfin, soit x0 tel que |x0ϕ

′(x0)| = c|ϕ′′(x0)|
Avec c > x0 > 0, Alors

Kc = c|ϕ′′(x0)|
Le lemme suivant nous fournit l’existence et l’unicité de la solution de l’EDS

dMt = σ(t,Mt)dBt

Lemme 3.4.1 Sous H1), avec la fonction σ définie plus haut
– σ est localement lipshitzienne en x uniformément dans les compacts contenant

u
– La croissance linéaire de σ en x uniformément dans les compacts contenant u
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Alors l’EDS admet une solution unique

Admettons un instant ce lemme que nous montrons à la fin de cette section

Théorème 3.4.2 Sous H1), soit (Mt, t ≥ 0) solution de

Mt =
∫ t

0
σ(s,Ms)dBs

Alors la martingale (Mt, t ≥ 0) est telle que pour t ≥ 0

Mt
loi
= ϕ(Bt)

Avant de démontrer ce théorème, nous allons justifier le choix de l’expression de σ
Soit τ : IR+ × IR → IR et (Mt, t ≥ 0) solution de

Mt =
∫ t

0
τ(s,Ms)dBs

En utilisant la formule d’Itô, pour toute fonction f régulière à support compact
appliquée à Mt, nous avons

f(Mt) =
∫ t

0
f ′(Ms)dMs +

1

2

∫ t

0
f ′′(Ms)d < M, M >s

=
∫ t

0
τ(s,Ms)f

′(Ms)dBs +
1

2

∫ t

0
τ 2(s,Ms)f

′′(Ms)ds

Ainsi

E[f(Mt)] = E[
∫ t

0
τ(s,Ms)f

′(Ms)dBs]
︸ ︷︷ ︸

0

+
1

2
E[

∫ t

0
τ 2(s,Ms)f

′′(Ms)ds]

Donc
∂

∂t
E[f(Mt)] =

1

2
E[τ 2(t,Mt)f

′′(Mt)]

et d’un autre côté en utilisant la formule d’Itô, pour toute fonction f régulière à
support compact appliquée à ϕ(Bt), nous avons

f ◦ϕ(Bt) =
∫ t

0
ϕ′(Bs)f

′ ◦ϕ(Bs)dBs +
1

2

∫ t

0
[f ′′ ◦ϕ(Bs)(ϕ

′)2(Bs)+ϕ′′(Bs)f
′ ◦ϕ(Bs)]ds

Ainsi

E[f◦ϕ(Bt)] = E[
∫ t

0
ϕ′(Bs)f

′ ◦ ϕ(Bs)dBs]
︸ ︷︷ ︸

0

+
1

2
E[

∫ t

0
[f ′′◦ϕ(Bs)(ϕ

′)2(Bs)+ϕ′′(Bs)f
′◦ϕ(Bs)]ds]
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Donc
∂

∂t
E[f ◦ ϕ(Bt)] =

1

2
E[f ′ ◦ ϕ(Bt)ϕ

′′(Bt) + f ′′ ◦ ϕ(Bt)(ϕ
′)2(Bt)]

Comme nous souhaitons obtenir

Mt
loi
= ϕ(Bt)

On doit avoir,
∫

IR
τ 2(t, ϕ(x))f ′′ ◦ ϕ(x)

1√
2πt

exp{−x2

2t
}dx =

1√
2πt

∫

IR
f ′ ◦ ϕ(x) ϕ′′(x)exp{−x2

2t
}

︸ ︷︷ ︸
dH

dx

+
∫

IR
f ′′ ◦ ϕ(x)(ϕ′)2(x)

1√
2πt

exp{−x2

2t
}dx

Puisque f est régulière à support compact, en intégrant par partie on obtient
∫

IR
τ 2(t, ϕ(x))f ′′ ◦ ϕ(x)

1√
2πt

exp{−x2

2t
}dx =

1√
2πt

[f ′ ◦ ϕ(x)H(t, x)]+∞−∞︸ ︷︷ ︸
0

− 1√
2πt

∫

IR
f ′′ ◦ ϕ(x)ϕ′(x)H(t, x)dx

+
∫

IR
f ′′ ◦ ϕ(x)(ϕ′)2(x)

1√
2πt

exp{−x2

2t
}dx

=
∫

IR

1√
2πt

exp{−x2

2t
}[f ′′ ◦ ϕ(x)]

[(ϕ′)2(x)− ϕ′(x)H(t, x)exp{x2

2t
}]dx

D’où le choix de σ

σ2(t, ϕ(x)) = (ϕ′)2(x)− ϕ′(x)H(t, x)exp{x2

2t
}

et en remplaçant y par ϕ(x), on aura

σ2(t, y) = (ϕ′ ◦ ϕ−1)2(y)− ϕ′ ◦ ϕ−1(y)H(t, ϕ−1(y))exp{(ϕ−1)2(y)

2t
}

Passons maintenant à la démonstration du théorème

Preuve du théorème Soit la fonction σ définie plus haut et Mt solution de
l’EDS, on note par p(t, dy) la loi de Mt et q(t, dy) la loi de ϕ(Bt)
Mt satisfait aux équations de Fokker-Planck et nous avons

∂

∂t
p(t, dy) =

1

2

∂2

∂y2
(σ2(t, y)p(t, dy))
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au sens des distributions
De même, soit Xt = ϕ(Bt) solution de

Xt =
∫ t

0
ϕ′ ◦ ϕ−1(Xs)dBs +

1

2

∫ t

0
ϕ′′ ◦ ϕ−1(Xs)ds

Xt satisfait aux équations de Fokker-Planck et nous avons

∂

∂t
q(t, dy) =

1

2
[
∂2

∂y2
((ϕ′ ◦ ϕ−1(y))2q(t, dy))− ∂

∂y
ϕ′′ ◦ ϕ−1(y)q(t, dy)]

Mais ces équations sont les mêmes, puisque nous avons choisi σ pour qu’il en soit
ainsi. D’un autre côté ϕ(B0) = M0 = 0, alors

p(0, dy) = q(0, dy) = δ0(dy)

Ainsi p(t, dy) et q(t, dy) satisfaient aux mêmes équations parabolliques avec les
mêmes conditions initiales. Par conséquent

Mt
loi
= ϕ(Bt) ¦

Retournons à la preuve du lemme qui précède le théorème
Preuve du lemme L’expression de sigma donne

σ(u, ϕ(x)) = ϕ′(x)

√√√√1− 1

ϕ′(x)
H(u, x)exp{x2

2u
}

Puisque H(u, x) ≤ 0 et |H(u, x)| = ∫ +∞
|x| ϕ′′(y)exp{− y2

2u
}dy

L’expression de σ devient

σ(u, ϕ(x)) = ϕ′(x)

√√√√1 +
1

ϕ′(x)
(
∫ +∞

|x|
ϕ′′(y)exp{− y2

2u
}dy)exp{x2

2u
}

– Montrons que σ(u, y) est localement lipschitzienne en x unifomément dans les
compacts contenant u
Pour cela nous avons besoin de démontrer les deux majorations suivantes

1. pour x ≥ 0

exp{x2

2u
}

∫ +∞

x
e−

y2

2u dy ≤
√

π

2

√
u
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En effet
En appliquant le changement de variable [y = z + x], nous obtenons

exp{x2

2u
}

∫ +∞

x
e−

y2

2u dy = exp{x2

2u
}

∫ +∞

0
e−

(z+x)2

2u dz

= exp{x2

2u
}

∫ +∞

0
e−

(z2+2zx+x2)
2u dz

≤ 1

2

∫ +∞

−∞
e−

z2

2u dz

≤
√

π

2

√
u

2.

∃K0,∀x ∈ IR sup
u∈[0,a]

exp{x2

2u
}

ϕ′(x)
(
∫ +∞

|x|
ϕ′′(y)exp{− y2

2u
}dy) ≤ K0

il suffit de la démontrer pour x ≥ 0, car ϕ′, |x| et exp{x2

2u
} sont paires

En intégrant par partie, nous aurons

exp{x2

2u
}

ϕ′(x)
(
∫ +∞

x
ϕ′′(y)exp{− y2

2u
}dy) =

exp{x2

2u
}

ϕ′(x)
{[ϕ′(y)e−

y2

2u ]+∞x

+
∫ +∞

x

yϕ′(y)

u
e−

y2

2u dy}

= −1 +
exp{x2

2u
}

ϕ′(x)u

∫ +∞

x
yϕ′(y)e−

y2

2u dy

Par la 3eme condition de H1), en choisissant c ≥ a

exp{x2

2u
}

ϕ′(x)
(
∫ +∞

x
ϕ′′(y)exp{− y2

2u
}dy) ≥ −1 +

exp{x2

2u
}

ϕ′(x)u

∫ +∞

x
(cϕ′′(y)−Kc)e

− y2

2u dy

≥ −1 +
c

u

exp{x2

2u
}

ϕ′(x)
(
∫ +∞

x
ϕ′′(y)exp{− y2

2u
}dy)

− Kc

uϕ′(x)
exp{x2

2u
}

∫ +∞

x
e−

y2

2u dy

≥ −1 +
c

u

exp{x2

2u
}

ϕ′(x)
(
∫ +∞

x
ϕ′′(y)exp{− y2

2u
}dy)

− K ′

uϕ′(x)

√
u
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Puisque ϕ′ est paire, positive et ϕ′(x) ≥ ϕ′(0), alors

exp{x2

2u
}

ϕ′(x)
(
∫ +∞

x
ϕ′′(y)exp{− y2

2u
}dy) ≤ ϕ′(0)

√
u + K ′

ϕ′(0)

√
u

c− u

Ainsi, si on pose
σ(u, y) = ϕ′ ◦ ϕ−1(y)α(u, y) ,

où

α(u, y) =

√√√√1 +
1

ϕ′ ◦ ϕ−1(y)
(
∫ +∞

|ϕ−1(y)|
ϕ′′(z)exp{− y2

2u
}dz)exp{(ϕ−1)2(y)

2u
} .

Par conséquent

sup
u∈[0,a]

α(u, y) ≤ 1 +
ϕ′(0)

√
a + K ′

ϕ′(0)

√
a

c− a
= D .

Donc ∀x, y ∈ [β, γ]

|σ(u, x)− σ(u, y)| = |ϕ′ ◦ ϕ−1(x)α(u, x)− ϕ′ ◦ ϕ−1(y)α(u, y)|
= |ϕ′ ◦ ϕ−1(x)α(u, x)− ϕ′ ◦ ϕ−1(y)α(u, x)

+ϕ′ ◦ ϕ−1(y)α(u, x)− ϕ′ ◦ ϕ−1(y)α(u, y)|
≤ α(u, x)|ϕ′ ◦ ϕ−1(x)− ϕ′ ◦ ϕ−1(y)|

+ϕ′ ◦ ϕ−1(y)|α(u, x)− α(u, y)|
≤ kα(u, x)|x− y|+ ϕ′ ◦ ϕ−1(y)|α′(u, θ)||x− y|

Car ϕ′ ◦ ϕ−1 est lipshitzienne

De plus α est de classe C1 par rapport à y, alors en appliquant le théorème
des accroissements finis à α(u, x)
On obtient

sup
u∈[0,a]

|σ(u, x)− σ(u, y)| ≤ KD|x− y| .

– Montrons maintenant que ∀x ∈ IR

|σ(u, x)| ≤ µ(1 + |x|) .

Par le fait que

|σ(u, x)| ≤ |ϕ′ ◦ ϕ−1(x)− ϕ′ ◦ ϕ−1(0)|α(u, x) + ϕ′ ◦ ϕ−1(0)α(u, x)

Ainsi
sup

u∈[0,a]
|σ(u, x)| ≤ D(k|x|+ ϕ′(0)) ≤ µ(1 + |x|) ,

où µ = D max(ϕ′(0), k) ¦



Conclusion

Dans ce travail nous nous sommes intéressés à la classe des processus croissants
dans l’ordre convexe, nous avons proposé plusieurs exemples de tels processus issus
principalement du calcul stochastique et de solution de certaines équations différen-
tielles stochastiques. Nous avons ensuite montré que tout processus 1−martingale est
un processus croissant dans l’ordre convexe, mais la réciproque est difficile à établir
elle est dûe aux travaux de Kellerer. En abscence d’une méthode générale permet-
tant de donner une expression explicite des martingales associées aux PCOC, nous
nous sommes appuyés sur trois différentes méthodes en exhibant des martingales
pour des processus croissants dans l’ordre convexe particuliers.
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