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Introduction

Dans ce mémoire, nous modélisons chaque phase du cycle de vie de la population de Sole.

La premiére partie s’intéresse a donner quelques définitions, rappels, et propriétés sur les
équations aux dérivées partielles.On a fait appel & deux méthodes de résolutions, séparation
des variables, et transformation de Fourier.

La seconde partie, décrit un modeéle mathématique qui contient trois équations, chacune
développe une phase du cycle de vie de la Sole.La premiére est celle de la phase larvaire,
I’équation d’écrit I’évolution de la sole de la naissance jusqu’a 1’état juvénile. La Sole atteignant
une taille critique, passe au stade juvénile, et elle est interprétée par la deuxiéme équation de
ce modele. la troisiéme équation est spécifique a I’étape adulte, la résolution de cette derniére
nécessite une étude plus élaborée faisant intervenir la théorie des semi groupe, ce travail sera
I'objet d’un projet ultérieur.

Finalement, quelques notions de controle optimal appliquées & la gestion des ressources

halieutiques sont présentés a la fin de ce mémoire.



Chapitre 1

PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions et résultats utiles pour la suite de ce

mémoire.

1.1 Equations aux derivées partielles du premier ordre

1.1.1 Meéthode des caractéristiques

On considére une fonction u de classe C*(U) , avec U un ouvert de R?(U C R?), telle que:

u:U§R2HR

On suppose aussi que les fonctions a, b, ¢, f sont de classe C1(U).

Soit I’équation aux dérivées partielles & deux variables :

a(x, y)uz + b(z,y)uy + c(z, y)u = f(x,y) (1)
Ou:
o _
or Y
ou
oy ~



Remarque 1.1 Sia =0 ou b =0, l’équation (1) devient une équation differentielle linéaire du

premier ordre.

si a # 0 et b # 0, La resolution de I’équation (1) revient a chercher un difféomorphisme V¥,

qui permet de simplifier I’équation.

Soit la fonction w de classe C1(V), avec V un ouvert de R?
w:V CR* SR
On pose:

u(z,y) = w(&n) = w¥(z,y), ¥V (z,y))

Avec:

§="l(z,y)
n=V(z,y)
Ceci implique que:
oL 2 on
Uy = u,g.ax —l—un.ax
23 on

uy = u£8—y + ’U/n.aiy
Alors on a:

uy = ug.\lfé(:n,y)—l—un.\llz(x,y)



L’équation aux dérivées partielles (1) s’écrit en fonction des nouvelles variables:
a(&,n) (ug- Wy (2, y) + un-Wa(@,y)) + b(€,n) (ue. Uy, y) + uy Uy (2, ) + &€ mw(En) = f(€n)

[@(&, )Wy (2, y)+b(E, )Ty (2, y)ue+[a(E, n)V2(x, y)+b(E,n) Vo (2, y)|up+E(E, n)w(E,n) = f(&n)
On pose

= al&mV(z,y) +b(& T, (z,y)

B = a(&n)Pi(z,y) +b(E,n) V2 (z,y)
Alors ’équation devient:

Aug + Buy,y +cu = f

On choisit le difféeomorphisme ¥ de maniére que A =0
c’est a dire

a(¢, ) Wi (x,y) +b(&n¥,(z,y) =0

La fonction B ne s’annule pas en méme temps que A; En effet:

Comme le Jacobien du difféomorphisme ¥ est non nul ,alors B # 0:
Avec la condition A = 0, 'équation (1) a été transformée en une équation differentielle
ordinaire facile & intégrer; la forme obtenue est dite forme canonique de ’équation aux dérivées

partielles:

Bw, +cw = f



Soit ’équation (1); Supposons que

u = u(z,y) est une solution de (1)

Soit
S = {(z,y,u) € R%u = u(z,y)} surface solution de (1)

Si u est réguliére, alors S admet en chaque points un plan tangent. Le vecteur normal 7

admet les composantes

L. O0u Ou
n(%: 873/7 _1)
Soit

une courbe dans R3solution de:

9 = a(z,y)
1o
54 = b(x,y)

% = f(:z:,y,u) = f(xvy) - C(:I:?y)u
Si T est le vecteur tangent & (C), alors T'(a, b, f)

Remarque 1.2 o T L i veut dire que (C) C (S); (C) est dite courbe caracteristique.

o Sur les caracteristiques l’équation auz dérivées partielles (EDP) devient équation differ-

entielle ordinaire (EDO).

Exemple 1.1

Oou  Ou
— + — = Au(x
oz 3y (2,y)
une caractéristique assosiée est de la forme:
dy
2 1
dx



On obtient:

y—xr = c ,C une constante

Par suite on choisit le changement de variables

E=y—x

n=x
Tout point (x,y) € Ry xRy est atteint par une demie droite et une seule paralléle & la premiére
bissectrice qui part du point (x —y,0) si x > y, du point (0,y —x) si y > x et de lorigine si
T =uy.

Donc

ou Ou ou

oy T o
ou
87’)’] = AU

Alors la solution u(zx,y) = exp(Ax(t)).
Exemple 1.2 Considérons le systéme suivant:

(89—1; + %—Ij = —u(a)P(a,t) a>0, t>0
(S)q P0,t) = [;" f(a)P(a,t)da t>0

P(a,0) = Py(a) a>0

On suppose que les données du probléme u, f et Py sont des fonctions continues par morceaut,
positives, u et f bornées, f0+o° p(x)dr = +oo  (les individus meurent avec l'age) et que Py €

LY(Ry)



La technique des caracteristiques(ici on a des demi-droites de pente +1 ) reduit la premiére
équation du systéme (S) sur chacune de ces caractéristiques a une équation differentielle ordi-
naire dont la résolution est simple.

soit (ap,to) € [0, +o0[ X [0,4+00[. On pose le changement de fonctions suivant :

iav]

(h) = P(ap + h,to + h)
B(h) = p(ao + )

Alors de (S) on a: B

dpP

an —fu(h)P(h)

qui, admet pour chaque condition initiale P(0) une solution unique:
P(h) = P(0)e~ Jo At

D’ou on a :

P(ag + h,to + h) = P(ag, to)e” Jo' nlao+a)dz

Tout point (a,t) € Ry x Ry est atteint par une demi-droite et une seule paralléle a la premiére
bissectrice qui part du point (a —t,0) si a > t, du point (0,t —a) sit > a et de l'origine si a =t

Soit (a,t) € Ry xRy :

Sia>t, onposeag=a—t, tg=0 et h=t, alors

P((L, t) = P(ao + h, to + h) = f’(ao7 to)e_ foh u(ao+x)dz
= P(a — t’ 0)6_ foh H(a0+$)d$

= Pla-—t, 0)6_ JS wao+a)de

D’on
P(a7 t) = P(CL -, O)e_ fg pula—t+x)dx

10



Sia<t, onposeay=0, to=t—a et h=t, alors

Pla,t) = P(0,t—a)e o n)

+o00
- / f(l‘)P(ZE,t — a)dxe_ foh p(x)dx
0

1.1.2 Séparation des variables

Théoréme 1.1 Considérons le systéme suivant:

V. _ LoV

9s — Mgz S>0,l‘>0
(E) V(0,5) =0
ov(0,s)

La solution du systéme (E) est de la forme:

V(s,x) = e*wzs(A co$ ——z + Bsin ix)

Vi Vi

Preuve: Cette méthode consiste & supposer que la solution est un produit d’une fonction qui

dépend de = et d’une fonction qui depent de y.

On peut écrir alors:
Vi(z,s) = f(z)g(s)

Par conséquent on a:

11



_ o
v "
Viz = 2 =f"g
oV ,
Vs = 55 = fg

En remplagant dans I’équation on a :

f(@)g'(s) = kf (z)g(x) =0

En divisant par f(x)g(s) on obtient:

g S

g(s) f(z)

c’est une équation & deux térmes, I'un dépend seulement de s et 'autre dépend seulement

de z, alors
_ @)
g(s) f(x)

Cette derniére quantité est constante,égale « .

Par suite on obtient un systéme & deux équations differentielles en f et g :

Ef"(x) —af(z) =0
g'(s) —ag(s) =0

12



Soit I’équation caractéristique de 1’équation en f :

Ceci donne

Discutons selon le signe de la constante « :

1—Pour a > 0 c’est a dire o = w? :

Alors la solution f est de la forme:

w

fz) = c1eVE® 4 coe” VET

avec ci, ca deux constantes.D’aprés les conditions on a

f(O) = c1+c=0

w

- =0
VE VRS

On obtient ¢; = ca = 0, ce qui veut dire que f est identiquement nulle (f = 0).

2—Pour o = 0 c’est a dire kf”(z) = 0, La solution de cette équation est de la forme

f(z)=cz+co

13



avec c1, cg deux constantes.D’aprés les conditions

f(O) = ¢c1+c=0

f/(O) = 62:0

On obtient ¢; = ¢3 = 0, ce qui veut dire que f est identiquement nulle (f = 0).

3—Pour a < 0 c’est a dire o = —w? :

B8 ==xi—
Vk
La solution dans ce cas , est:

w w

T) = c1c08S—x + CcoSin —x
f() 1 \/E 2 \/E

La condition f(0) =0 donne ¢; =0
La solution de la deuxiéme équation en g du systéeme est :
as

g(s) = ce , ¢ @ constante

2

Pour le cas ot @ < 0 = a = —w*; avec A et B deux constantes:

V(x,s) = e_wQS(A cos ——z + B'sin lx)

vk vk

14



On dit que V(z, s) est une solution de I’équation (£) m

1.2 Transformée de Fourier

Définition 1.1 Soit f une fonction de L*(R). On appelle transformée de Fourier de f la

fonction de la variable k € R, notée Fou F[f], telle que :

+oo .
ﬂmmzﬂmzjzé f(@)ehe da

Remarque 1.3 Pour que cette expression ait un sens il faut que f(a:)e*““ soit sommable, ce

qui est assuré par le fait que f € L*(R)

Si f et g sont deux fonctions de L*(R) telles que f = g presque partout sur R alors F[f] = Flg]

Proposition 1 Soit f € L'(R), on a:

o F[f] est bornée

o F[f] est continue

o limpy o0 Ff] = 0

Exemple 1.3 On considére la fonction f définie par :

; 1 si x€l—a,al; a>0

0 sinon

15



Sa transformée de Fourier est définie pour tout k réel comme :

W) = [ t@e s
1 “ —ikx
v

B \/5 sin ka
N 7Ta ka

L . . , . 2
Remarque 1.4 considérons la fonction Gaussienne définie sur R par f(z) = e %", avec a €

R.. La transformée de Fourier de [ est aussi une Gaussienne, et s’exprime comme

proposition 1.1 La transformée de Fourier est une application linéaire de L'(R) dans l’espace

des fonctions

V(f1, f2) € L'(R),V(b1,b2) € C; Fbyf1 + bafo] = biF[f1] + boF[f2]

Théoréme 1.2 Soit f sommable, et b € R, alors on a :

F(f(z+b))(k) = " F[f](k)

Théoréme 1.3 Soit f une fonction sommable et partout continue, dérivable presque partout

et telle que f'soit sommable. Alors on a :

FIf')(k) = ikF[f](k)

16



Théoréme 1.4 Soit f telle que ses m dérivées existent et soient sommables. Alors :

F[f"™)(k) = (ik)™ F[f](k)

1.3 Transformée inverse de Fourier

Soit f € LY(R), et soit F sa transformée de Fourier. Si F' est sommable alors on a presque

partout :

f(z) = /F(k)e”’“dk

Définition 2 Soit g € L'(R). On définit I'opérateur inverse F par :

Plol(w) = —= [ ok)e™ =

Proposition 3 Soit f une fonction sommable sur R. Si sa transformée de Fourier F est

sommable sur R, alors presque partout on a :

17



Théoréme 1.5 Considérons le systéme:

(W kY 550,250
V(0,s) =0
(E) V() _
or
[ V(2,0) = f(z)

La solution du systéeme (E) s’obtient par transformée de Fourier, et elle est donnée par la
Y

formule:

—+00
Vi) = [ ®au)iy
Avec
1 (z —y)? (z —y)?
) = — — -
(5,2,9) = 5 lexp(— [ 25) — exp(~ )
Preuve: On utilise la transformée de Fourier pour résoudre le systéme (E); D’aprés le théoréme

(1), on a trouvé que

w w
Vi(x,s) = e S (Acos ——x 4 Bsin —x
() e 7 i
La condition initiale implique

w W
Viz,s) = f(:v)—Acosﬁm+Bsmﬁaj

f(z) = H(w) exp(z%x)

18



D’ou

V(z,s) = H(w) exp(i%x — w?s)
+00 —w

V(z,s) = . H(w) exp(ﬁx — w?s)dw
400 —w

V(z,0) = 3 H(w) exp(ﬁx)dw

Ce qui veut dire que f(x) est la transformée de Fourier de H (w)

Par suite :

Alors
Tw 9

+o0o +o0 w
Vs =5 [ [ eidonayen( e — s
1 [t

Heo iw
Vess) =5 [ s [ exp( (e — ) — ws)du

—00

Soit I'intégrale I tel que:
+o0 ;
b= [ e @) - wts)du

On pose

t dt
wVks = — —=—dw=

V2 V2ks
r—y s
v2ks

L’intégrale Idevient

19



/+OO ex (_—t2 + izt) dt
o TP V2ks
1

+o00o t2
ot — Vi
V2ks /_oo exp(izt — 52)

Donc on obtient:

Par conséquent pour s > 0;z € R :

On pose

La fonction V (z, s) devient

+o0 T — 2
Vi) = — / exp(—Z ) Fyay

ks

20



2vVrks J_oo 4ks 4ks
Pour z = —y
+o0o (37 4 2)2 +o0 (x _ y)2
%4 — —)|- d —_ d
@)= 5= [ —en =G+ [ e fay
I (z —y)? (z —y)?
|4 = — —_ I d
La solution de cette équation est donnée par:
“+oo
Vi) = [ #au)say
avec
1 (x —y)? (z —y)?
) = — _ = J)
(2,5,9) 2\/7%[@@( s )~ (=]
|

1.4 Théoréme de Green dans le plan

Théoréme 1.6 Soit B un domaine borné de R? et I' = OB le bord de B. Soient f,g : B C

R? — R deuz fonctions de classe C*,on a

//(g‘;—ggd dy —ffdy—l—gda:
B

1.5 Condition necessaire d’Euler

Si le probléme revient & étudier les variations d’une fonction x de la variable ¢ sur un intervalle

[a; b], on est généralement conduit & minimiser (ou maximiser) une intégrale, appelée fonction-

21



nelle, de la forme :

b
U:/ F(t,z, )dt

Il y aura extremum si :
or dor

dx  dt di

22



Chapitre 2

MODELE STRUCTURE EN AGE

2.1 Introduction

La sole est une espéce qui a fait 'objet de nombreux travaux. Dans le golfe de Gascogne, la
sole represente une valeur commerciale dans les activités de péche.

Dans ce travail, on étudie un modele décrivant I’évolution d’une population de soles. Le
modele comprend trois phases du cycle de vie de cette espéce .La phase larvaire; est la période
de production des ceufs de soles, qui deviennent aprés éclosion des larves.La phase juvenille
suit la phase larvaire,elle commence lorsque les larves atteignent une certaine taille. Durant la

phase adulte, la principale caracterisation est la fécondité des individus.

2.2 Modéle mathématique

Le temps est évalué en fonction des années, on prend comme référence I’année zéro.

La croissance de la taille des larves est déterminée par la température qui est supposée
uniforme (durant la période et dans la région de la croissance des larves).

Si w(a,t) est la taille de larve au temps t a I’age a, alors son évolution par le temps est

donnée par la relation suivante :

23



WS FT (gl ) )

Ou T'(t) est la température au temps ¢.

La fonction f(t) = f(T(t)) représente la vitesse de croissance au temps .

On suppose que f et g sont des fonctions réguliéres positives. On éxclut la possibilité de
regression de la taille.

Les caracteristiques de I’équation (2) sont données par:

t—a=c

avec ¢ une constante on a:

On pose

Par dérivation on obtient:

ow owow Ow 8£

9a ~ 9 0a 9y da
ow _ dw
da o0&

ow owow Ow 6710

ot~ ocot T on ot
dw _ dw v
ot o on

24



On remplace dans I’équation:

ow, 0w _ ou
da Ot on

La variable [n — (t — a)] d’écrit ’age, alors on a:
0<n—(t—a)<a

Donc

(t—a)<n<a+(t—a)

Ainsi

t—a<n<t

La taille critique, lors du changement des larves a la forme juvénile, est une constante notée

Soit w(a,t) la taille de larve au temps ¢ a ’age a. Par intégration de ’équation (2) sur les

caractéristiques ¢t — a = ¢ =constante (ie la date de naissance des larves) jusqu’a ¢ on obtient

wla.t) = uwlat =)= [ Fe)tuwln—(s=a).5)ds

et par conséquent

25



Notation 4 On note par a*(t) la fonction déterminé par :
w(a*(t),t) = w* (4)

Dans une premiére approche on suppose que ’éspace est homogéne en une direction paral-
lele au bord de la mer. Seule la distance par rapport au bord est prise en consideration comme
variable dans ce modele. La représentation de I’éspace est reduite a la demi- droite d’origine

sur le bord.

2.2.1 Fonctions d’états

On considére les variables suivantes :

e B(t,z) : La quantité d’ceufs produits par unité de temps et d’espace a l'instant ¢ et a
la position z. Le nombre d’ceufs produits dans 'intervalle [z1, z2] au cours de la période

[tl,tg] est:
to X2
/ / B(t,z)dzdt
t1 x1

e L(a,t,x) :La quantité des larves par unité d’age et d’espace, a l'instant ¢, d’age a, a la
position z.Le nombre des larves d’age entre a; et as occupant une région représentée par

I'intervalle [y1,y2] au temps ¢ est donner par la double intégrale

az  y2
/ / L(a,t,x)dzda
a1 Jy

26



e J(a,t) : La quantité des juvéniles par unité¢ d’age, d’age a, a l'instant t. Par définition
tous les juvéniles se trouvent a 'intérieur de la zone [0, o] (la nourricerie). Le nombre de

juvéniles ayant & l'instant ¢ un 4ge compris entre a; et ag,est donné par:

as o
/ / J(a,t)dzda
al 0

Cette region est supposée homogéne, alors Le nombre de juvéniles ayant a 'instant ¢ un

age compris entre a; et as, devient:

az
:L‘o/ J(a,t)da

1

e M(a,t,z) : La quantité d’adultes par unité d’age et d’espace, a 'instant t, d’age a, a
la position z.Le nombre d’adultes ayant un age entre a; et as qui occupent une région

représentée par Uintervalle [y1,y2] au temps ¢ est donner par la double intégrale :

az  ry2
/ / M(a,t,x)dzda
ar Jy

2.2.2 Les équations du modéle
La production des ceufs:

Soit la fonction §(a,t, ) representant la proportion par unité de temps, d’adultes d’age a, a la
position z, qui sont en phase de ponte a 'instant ¢.Soit la fonction e(a) qui détermine le nombre
d’ceufs pondus par adulte d’age a.

La densite des ceufs est donnée par:

+oo
B(t,x) = /0 B(a,t,x)e(a)M (a,t,z)da

27



La dynamique des larves:

La fonction L satisfait le systéme d’équations suivant:

OL 0L  O°L oL
%‘FE: W_NL(Q)L_U% (5)

L(0,t,x) = B(t,x) (6.1)
L(a,0,2) =0 (6.2)
L(a,t,0) =0 (6.3)
Le terme ug—i représente le transport qui est di au courant marin.

La constante k est le coéfficient de diffusion océanique, la quantité k(azT[g) représente la
composante du mouvement aléatoire des larves
La fonction gy (a) est le taux de mortalité des larves a I’age a.

On deduit la probabilité des survivants a I’dge a & partir du taux de mortalité comme suit:

Su@) =exp(- [ (i) (0

Les relations (6) sont des conditions sur le bord de I’équation (5).

La premiére relation éxprime le changement rapide des ceufs en larves .Le modéle ne sépare
pas la difference des ceufs et des larves( le développement est au dessus de 5 & 6 jours pendant
cette période, le taux de mortalité est éleve).

La relation L(a,0,z) =0 éxprime le fait que le temps est initialisé au premier janvier de

I’année zéro,et qu’il n’y a pas de larves en premier janvier. On admet que les larves ne survivent
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as au-de-la d’'une année aprés leurs naissances,plus precisement on suppose qu’il y a un age
1% )

maximum ajz, < 1 , ainsi

ar
/ pr(s)ds = 400
0

La troisiéme relation dans (6): L(a,t,0) =0 , est la condition a la frontiére du domaine.La

cote de la mer est un obstacle naturel pour les soles, pour x = 0 on a

oL

%(a,t,()) =0

La dynamique des juvéniles:

Les larves qui entre dans la phase juvénile au temps ¢ leur age est a*(t),se trouvent a ce moment
dans la zone [0, xg] qui est supposée une region homogene. Alors dans un intérvalle de temps
de la forme [t, t + dt] ,les juveniles ont un age dans 'intervalle [t — a*(t),t + dt — a*(t + dt)]; cet

intervalle est de longeur

t+dt—a*(t+dt) — (t—a*(t) = dt— (a(t+dt) — a*(t))
t+dt) — a*(t))
dt

Gl

est par définition (a*)'(t)

Pour dt — 0, la relation w

Par construction les juvéniles a 1’dge 0 sont des larves & I’4ge a*

o J(0,8) = [1 — (a*)' ()] / " Ll (0), 1, )da

0

D’ou la densité des juvénile est donnée par :
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J(0,1) = [1_(;10)(’5)] /0 Y L@t ), ta)de ()

D’aprés les équations (3) et (4), on deduit la relation suivante:

t
w* = / f(s)ds
t—a*(t)

Aprés intégration on obtient :

La dynamique des juvenile est detérminé par ’équation suivante avec la condition initiale:

g—j(a,t) + %t,(a,t) = —py(a)J(a,t) (J2)
J(a,0) = Jo(a) (J3)

Ou py(a) est la mortalité des juvéniles. Le modele suppose que les juvéniles se répartis-
sent de maniére homogeéne dans la nourricerie [0, zp]. L’équation (J2) prend en considération
I’hypotheése selon laquelle, seules les larves passant au stade juvénile dans la nourricerie sont

pris en compte. L’équation (J3) donne la distribution des juvéniles a I'instant initial ¢ = 0.
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La dynamique des adultes

On suppose que la phase adulte commence aprés deux ans de la phase juvénile; et que le passage
a I’age adulte se fait dans les nourriceries.; Ainsi on obtient la relation de transfert de la forme

juvénile a la forme adulte:

M(0,t,z) = J(2,t)H (xo — x)

Avec H(zx) est ’équation de Heaviside telle que :

H(x) 0six<O
a’/’:
1six>0

Les conditions aux bords satisfaites par M sont:

M(a,0,z) = Moy(a,x)
M(a,t,0) = 0

+oo
/ M(a,t,x)dez < 400
0

Moy(a,x) est la distribution des adultes a 'instant ¢ = 0.
Soit kps(z) le coefficient de diffusion qui correspond au processus de dispersion des individus

A la sortie de la nourricerie. Nous avons
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& M(a,t )~ (1) M@, 1,2)] — ()M (a1, 2)

2.3 La résolution de I’équation des larves

2.3.1 en abscence des courants marins.

On a vu précédemment que I’équation qui résume la phase larvaire est de la forme:

Dans un premier cas, on considére que le coéfficient u est nul (u = 0),alors I’équation au

dessus devient:

OL 9L  O°L
—+t =k — L
9 "ot Famz @
On réduit le probléme & une seule variable (au lieu de a et ¢ ) selon les caracteristiques de
I’équation
o 0

(% + E)L(a,t,m).

Puisque L(a,0,z) = 0, L est considéré identiquement nulle tout au long de la demi- droite

t=20, a> 0. Soit
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A(s,x) = L(s, s + to, )

La fonction X repésente la restriction aux caracteristiques de L passants par le point a =

0, t = tg. Le point (a,t) donné pour a < t , a les méme caracteristiques que les points sur 'axe
’ 0 b 5 p 5 q q b

a = 0 passant par (0, — a).
En effet:
On a I’équation
0 0 0L

(% + a)L = k@ — pp(a)L

On pose AL = k:g% ;L’équation devient

0 0
—+ =)L = AL - L
(o +2) o)
0 0
—+ =)L = (A- L
(- + )L = (A= py(@)
L’équation caracteristique associée est
Or
da
= -1
dt
Par suite
t—a=c€eR
On pose

Aia,t) = t—a=¢

)\l(aat) = a=n
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Ceci implique

oL  OXN O\
90~ oo
OL A
s

En remplacant dans I’équation, nous aurons

OL 0L  Ox  OX O\
da "ot o on e
OL OL  OA
2Tt T oy

L’équation satisfaite par A\ est :

o 9\
a5 k@ — pr(s)A(s, )
AN0,z) = B(t—a,x)
A(s,0) = 0
Soit A solution de
1)) 9%\
% = k@ s > 0 , X > 0

D’aprés le théoréeme (1), par une séparation des variables on obtient:

Ms, ) = f(z) x g(s)
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En divisant par f(z)g(s) on obtient:

/) )
ORI

c’est une équation & deux térmes, 'un dépend seulement de s et 'autre dépend seulement

de z, alors

g _
g(s)

@) _
“Ho

Par suite on obtient un systéme & deux équations differentielles en f et g :
kf"(x) — af(z) =0
g'(s) —ag(s) =0
L’équation caractéristique de I’équation en f est:

kB% —a =

g =

>e <
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Pour le cas o < 0 on a o = —w?; avec A et B deux constantes:

s, z) = e_wZS(A cos %SL‘ + Bsin %m)

La condition initiale implique

A0,2) = f(:c):Acos%w—i—Bsin%w

fl@) = mem@%f)

D’ou

) = ex iix—uﬂs

A(s,z) = H(w) p(\/E )
+0o0

A = w) ex ;w:z:—wZS w

Noa) = [ H@)esp( e —u’s)d
o0 —w

M0,2) = H(w) exp(—=x)dw

oo vk

Ce qui veut dire que f(z) est la transformée de Fourier de H(w)

Par suite :

Alors
1w 9

+oo +oo W
mngﬁ [eM4ﬁwmmeﬁwww

Foo Foo iw
Moa) = oo [ sy | exp( (= y) — us)d

2m —00 —00
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Soit I'intégrale I tel que:

On pose
t dt
wvks = — = dw=
V2 V2ks
rT—y B
vV 2ks

I'intégrale I devient

/+oo . ( t2 i ) dt
<xp(——
o Pl oks V2ks

1 —+o00 t?
exp(izt — —)dt
vV 2k‘s /oo p( 2k8)
Or
2 2
P(=5) = Vamesp(-5)

Donc on obtient:

Par conséquent pour s > 0;x € R :
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Soit

La fonction A(s,z) devient

ks S 4ks
Pour z = —y
_ 1 oo (x4 2)? oo (z —y)?
M) = 5= [ e+ [ x-Sy

Alors la solution de cette équation est donnée par:

- Fo0

A(s,z) = ; K(s,z,y)f(y)dy
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Avec
1 (z —y)? (z—y)?

K(s,x,y)zQ\/%[exp(— e ) — exp( W”

Et f une condition initiale verifiant

f(2) = B(t - a,2)

La fonction S, le taux de survie, est donné par

Sp(a) = exp— /0 i (s)ds

La solution de I’équation
ox 02\

s k@ — pr(s)A(s, )

est donnée par la formule suivante:

A(s,z) = Sp(a)\(s,z)

Finalement, la resolution de I’équation des larves pour u = 0 est trouvée en éxprimant L et

B en X et f on obtient la relation

Sp(a) fo7 > Ki(s,2,y)B(t — a,y)dy  pour t>a

L(a,t,z) = avec a < a*(t)

0 pour t < a

La fonction K, (s,z,y) donne une probabilité de distribution de transition de y a x durant

une période a .
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2.3.2 En présence des courants marins

On se rameéne au cas précedent par un changement de variables.

Soit le changement de variables :

U ~

L(CL, t JJ) = exp(ﬁl‘)L(a, t, ‘T)
avec la fonction
iy = py(a) +
= Qa _—
Hp = Hr Ak

et la condition intiale

Bla,t,2) = exp(~5-7)B(a.t,)

En remplacant dans le premier, cas la solution est :

—+00

2
Sula)exp(fa) [ expldh(o — 9)Kula,o,)B( - a)dy
L(a,t,z) = 0
pour t > a
0 pour t < a

Maintenant justifions le choix du changement de variables

On a:

L(a,t,x) = f(x) E(a,t,x)

On calcule les dérivées partielles:

oL oL
s f(x)g
OL _ pla)L+ f(a) 2L
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2 27
Ol F@lv2r @t w2t

Ox? Oz
On remplace:
oL  0°L oL . ,, 0L %L
T kTL = @I H @2 @) o+ (@) 5]
- @ @)D u flo)
0 - oL 0*L
@2k L+ 2 00 + o)) +
b @)L+ @)L+ f(@) o
=0
Par suite:
~ Py 2~ [
EkF @)+ @)+ o 1)+ £ + 1)+ L k@) o po)
pour

flz)  w
flx) 2k
ce qui implique:
In f(z) = %1’
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donc

f@) = exp(5ra)

2k
et
/ R v
et
5 uz u
F7(2) = 4 exp(51-0)

Par conclusion:

Pour

—kf (2) + ppf(a) +u f'(z) =0

2

u u u u u
_krkZ exp(Qkx) +ur exp(ﬂx) + ugy exp(%x) =0
u U2 u
exp(ﬁ )[—k@ +ML+U2k] =0
u?  u?
TR
u? 1
= —[k——1
Qk[ka: ]
_
4k

Ceci implique:
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Finalement pour la condition initiale:

D’aprés :

N

L(a,t,2) = exp(5r2) L(a,t,)

pour a =0 on a

L(0,t,7) = B(t,z) = exp(%m) L(0,¢t,7)

Alors

L(a,t,x) = B(t,z) exp(—%x)

Donc

B(t,z) = B(t,z) exp(—%x)

2.4 Resolution de I’équation des juvéniles

Dans ce qui suit, on suppose que u = 0.

De la relation (J;),et I’étude précedente, on a

o 400

100 = su@ @) =S [ Ky 0,086 - @ 0.0y
0 0
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Soit le systéeme

W+ Pan = —m@ian ()
J(a,0) = Jo(a) (J3)

Dans ce cas les caracteristiques sont des droites de la forme:
c=t—a, ¢ : constante
Notre systéme devient pour t —a > 0 :
— = —u(s)w(s
2 = —p(s)u(s)
avec la condition intiale:

w(t—a)=J(0,t —a)

Par intégration sur les courbes caracteristiques,on obtient les résultats suivants:

[ty = [ oo

w(t) = exp/t —py(s)ds w(t — a)

—a

Alors

La fonction exp ftt_a —y(s)ds est le taux de survie a I’age a, notée par Sj(a);
d’ou

J(a,t) = Sy(a) J(0,t —a)

Remarque 2.1 La résolution de ’équation des adultes nécessite une étude plus élaborée et ce

point constitue une projet future.
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Chapitre 3

NOTIONS DE CONTROLE

OPTIMAL

3.1 Présentation du modéle

Le modéle pour la gestion optimale des ressources renouvelables est de la forme suivante:

Avec
x(t) est la taille de la population, F'(x) est le taux de croissance naturelle de la population.

Nous supposerons dans cette étude que F'(x) est de type logistique:
F(x) = ax(l -

)

Ou « est taux de croissance intrinséque de la population;k représente le niveau de saturation

du milieu, et r(t) est le taux de récolte au temps t.

On sait que r(t) est une fonction de z(t) et de I'éffort de péche E(t).
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r(t) = x(t)E(t) (2)

On suppose toujours que ¢ >0, z(t) > 0 et r(t) > 0 ce qui nous donne donc que E(t) >0

Il est nécessaire d’utiliser un modeéle pour représenter la fonctionnelle objectif qui definit ici
la valeur actuelle des profits accumulés dans le temps.

Soit p le prix constant par unité de biomasse et que les couts d’opérations sont proportion-
nelles a l'effort fourni,avec ¢ est la constante de proportionnalité.

Alors la fonctionnelle objective est

T
VA = /0 exp(—at)[pr(t) — cE(t)]dt

T
= /0 exp(—dt)[pz(t) — c|E(t)dt

Ou 6 > 0, est la constante représentant le taux d’actualisation, T' I’ horizon du probléme .

Dans notre étude il s’agit de maximiser le profit..Ce probléme ainsi présenté est un probléme

typique de la théorie du controle optimal linéaire.
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3.1.1 Resolution du probléme

T
maxVA = ma /0 exp(—ot)[pr(t) — cE(t)|dt

r | r(t)
= max / exp(—08)p(F(x) — (1)) — e ]t

T
= max/o exp(—dt)[p(F(x) — (t)) —

rzeX

T c
= max/o exp(—ot)[p — —(F(x) — &(t))dt

zeX x(t)
T
= max / exp(~0t)[p — c(2)] (F(z) — &(t))dt

0
T
= max | {exp(=0t)[p — c@)]F(z) — exp(=0t)|p — c(@)]a ()] }dt

Ou X est un ensemble de fonctions x(t) qui satisfont z(0) = zg, (T) = z7 et c¢(z) =
On pose
G(t,x) = exp(=dt)[p — c(x)] F ()

et
H(t, ) = —exp(—dt)[p — c(w)]

On obtenons un probléme de la forme:

T .
ma /0 (Gt ) + H(t, )i (t)|dt (3)

On pose
flt,x, ) = G(t,z) + H(t, x)x(t)
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alors

of

oG  0H .

9r = oz ot
dof  d
P %[H(t,x)]
_ oHos om
- Jz Ot Ot
Oz v ot
La condition necessaire d’Euler devient
of _ dof
or  dt 0i
ce qui donne
oG _om
oxr Ot

Considérons la contrainte suivante:

0 < E(t) < Emax

Alors on a

A(z,t) = F(z) — xEpax < @ < F(z) = B(xz,t)

proposition 3.1 supposons que

oG OH

or ot
oG OH

or ot

ot z*(t) est la solution de l’équation

si x(t) > z*(t)

si x(t) < z*(t)

oG OH

oz

=5 (5)
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Alors la solution du probléme (3) sous l’hypothése (4) est la trajectoire x(t) qui satisfait les cas

sutvants:

o Si z(0) > z*(0), alors le chemin optimal x(t) utilise le taur de décroissance le plus
rapide (x = A(z,t)) jusqu’a ce que le chemin singulier x*(t) soit atteint en un temps

ta-(voir le graphe 1)

Xk

2(0)—

z*(0)

graphel

o Si Si x(0) < x*(0), alors le chemin optimal x(t) utilise le taur de croissance le plus
rapide (¢ = B(z,t)) jusqu’a ce que le chemin singulier x*(t) soit atteint en un temps

tq.(voir le graphe 2)
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Tra

graphe2

o x(t) =ax*(t) pourt, <t <ty.

Remarque 3.1 Si x(t) # x*(t) on essaye de diriger le stock initial vers la position d’équilibre

aussi vite que possible.

En effet, on veut montrer que si on prend n’importe quelle situation la trajectoire optimale
x(t) vérifie toujours les mémes propriétés i.e, & toujours le méme comportement par rapport a

d’autres trajectoires.

Preuve: Si on considére par exemple la situation du graphe3 sous la forme si dessous:
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z*(0)

z(0)—

graphe3

Telque la trajectoire optimale z(t) est représentée par la courbe continue PSRT'V, et une
courbe 1 (t) admissible de (0,z¢) & (T,xr) representée par des pointilles PQRUV

D’apres le graphe 2 on remarque que =z < z; alors x(t) va utiliser un taux de croissance
maximal i.e pour 0 <t <t, par conséquent zi(t) < z(t) pour ¢ <t,,dans ce cas xi(t)

<z(t) pour 0<t<tr etzi(tr) = z(tr), alors on obtient:

/ Gt o) + H(t, 2)d)dt — / (Gt o) + H(t,21)in)dt (6)
0 0

On se base sur une simple application du théoréme de Green dans le plan, qui permet

d’écrire la fonctionnelle objective sous la forme de l'integrale curviligne :

G(t,z) + H(t,x)t]dt = /[G(t, x)dt + H(t,z)dx]
C

o\ﬂ

Ou C est la courbe
r=2x(t),0<t<T

Par suite d’aprés le graphe 2 la formule (6) implique
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/ [G(t,z)dt + H(t,x)dx] — / (G(t,x)dt + H(t,z)dx]
PSR PQR

= — /[G(t,x)dt—i—H(t,x)daz]— /[G(t,x)dt—i—H(t,x)dx]
RSP POR

_ f G(t,)dt + H(t,)dx]
PQRSP

://6G 8Hddt

Et puisque la courbe C(z) = PQRSP se trouve au dessous du chemin singulier z*(¢t) i.e x(t) <
z*(t),

alors d’aprés les hypotheéses de la proposition on a:

0G O0H
%*H>O SUI'PQRSP

Donc

oG  0H

Cela veut dire que

/ Gt 2) + H(t, 2)dldt — / (Gt 21) + H(t, 21)i1]dt > 0
0 0

Ce qui confirme 'optimalité de la trajectoire & 'interieur de 'intervalle de temps 0 <t < tp
i.e x1(t) < z(t).

On utilise le meme argument pour démontrer 'optimalité de z(¢) dans 'intervalle de temps
th<t<T

Pour pouvoir ce servir de la proposition il nous reste & montrer 1'unicité du chemin singulier 2*(t)

qui satisfait I’équation (5)
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Ceci nous ameéne a résoudre I’équation

Sachant que

Alors

Et

Donc

Ceci implique

oG
Ox

oG _om
or Ot

G(tz) = exp(—3t)lp — c(@)]F(x)

et

H(t,z) = —exp(=0t)[p— c(x)]

= exp(~01) 3 {lp — )] F(2)

exp(~5) 5-{[p — e(z)]fax(1 — 3]}

exp(~5t) 2 {p — Jfax(1 — )]}

exp(—t) 2 [(poz — ac)(1 2]

= exp(—dt)[ap — N

2 k?]

= exp(—ét)[—Q%x +a(p+ g)]

k

87H = Jexp(—0t)[p — c(x)]

exp(~00) - {{p — (@) F(a)) = dexp(~d0)lp — c(a)

o A alp+ %) =0[p — ¢(x)]
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Et 2*(¢) est le point d’intérsection des graphes de 2 avec celui de 22 ce qui montre graphique-
p grap oz ot q grapniq

ment P'unicité de z*():

A

Remarque 3.2 cette approche est critique dans le sens ot on ne peut pas controller le stock x
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Chapitre 4

PRINCIPE DU MINIMUM DE
PONTRYAGIN

4.1 Formulation du principe du minimum de Pontryagin

Le principe du minimum de Pontryagin est utilisé dans la théorie du contréle optimal pour
trouver la commande optimale permettant d’amener un systéme dynamique d’un état a un

autre, en présence de contraintes portant sur I’état ou les commandes d’entrée

Soit & un vecteur a n dimention, et soit le systéme :

T = f(z,u)

oll © est un vecteur a m dimention, dit controle.
L’état initial au temps ¢ = 0,est donnée par xzg. L’état final temps ¢ = ¢y,est donnée par z;.
L’instant final ¢; peut étre fixé ou libre.

On défini la fonctionnelle J telle que:

ty
J = fo(z,uw)dt
0

Soit U l’espace des controles admissibles. On cherche le controle optimale u € U, tet que le
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systéme passe d'un état initial xg & un état final z;.au temps ¢y avec une valeur minimale de .J

Soit zg la solution du systéme:

o = fo(z,u); z0(0) =0

Alors le cout associé est:

J = x()(tf)

On introduit maintenant le vecteur Z, de dimension(n + 1), et de composantes z;, i =
0,1,...,n. On definit de maniére similaire le vecteur f .
Notre systéeme peut étre écrit

% few

L’Hamiltonian du systéme H(zx, 2, u) est défini par

n

H=:"% =) zf;

=0

Le vecteur Z = (2o, 21, ..., 25 ) estdit vecteur dual associé & &. On a alors

0z OH

ot Oz

L’Hamiltonian H ne depend pas de xg, d’ou

OH
20=0, 4 = — i=1,2,....n

8:13i ’

Le principe de Pontryagin se résume dans les points suivants:
Supposons que le probléme admet une solution optimale avec un controle optimal u*
(Z) Z20 — —1.

(73) u*est un controle appartenant a U, pour lequel H (z, 2, u*) atteint son minimum (supremum)

56



H(z,2,u") = g&r} H(z,2,u)

(731) Iéquation duale admet une solution 2*, et I’équation d’état admet la solution * ayant
la valeur zg au temps ¢t = 0, et xy au temps ¢t = .
(7v) 'Hamiltonian est constant sur la trajectoire optimale , et nulle si le temps final est

libre:

H(xz*,z2*,u*) = constant sits est fixé

=0 si ty est libre et positif

Il est également possible de dériver des conditions spécifiques sur I’'Hamiltonien. Si I’instant

final 7 est fixé et que ’hamiltonien ne dépend pas explicitement du temps (%—If =0 ), alors :

H(x*(t),u*(t),\"(t)) = constant
si I'instant final Z; n’est pas fixé, alors :
H(x*(t), u*(t), A"(t)) = 0

Ou x*(t) est la trjectoire d’état optimale et \*(¢) est la trjectoire duale optimale
Les conditions nécessaires pour la minimisation d’une fonctionnelle sont les suivantes: Soit

x I'état du systéme dynamique et u la variable de commande, telle que
&= f(z,u), x(0)=wz, wu(t)ecU, tel0,T]

ol U est 'espace des commandes admissibles et T' 'instant de ’état final du systéme. La
commande doit étre déterminée pour tout ¢t € [0,7] afin de maximiser la fonctionnelle J,
définie par :

T
J =V (z(T)) +/0 L(z(t),u(t))dt
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Les contraintes sur la dynamique du systéme peuvent étre adjointes au Lagrangien L en
introduisant le vecteur des multiplicateurs de Lagrange A. Ces éléments sont appelés co-états
du systéme. et ¥ est une fonction continue.

Cela permet de construire 'Hamiltonien H défini pour tout ¢ € [0,T] par :

H(x(t),u(t), A(t), 1) = AT(8) f(x(t), u(t) + L(z(t), u(t))

ol AT est le transposé de A.

4.2 Application

Probléme 5 On suppose qu’on a un systéme donné par une seule variable x définie par :
T =x—ux

; 0<u<h

Ot

x(t) est la densité de la population de poissons, u est le tauz de récolte, h le tauxr mazimal

On suppose aussi que x = 1 est le stock initial et T est le temps final supposé fixé.On

souhaite savoir comment maximiser la quantité de poissons récoltés. Dans ce qui suit on va

T
Jz—/ ux dt
0

L’équation d’ hamiltonien associée & ce systéme est

minimiser la fonctionnelle

H(z,z,u) =uzx + zzx(l —u)

On pose

u = 0 pour z>1

u = h pour z <1
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Puisque x(T) est déterminée, alors z(T') = 0 est la condition de transversalité.L équation duale

est :
: OH
Z=——
Ox
Ce qui nous donne
Z=—-u—2z(1—u)
Letat du systéme vérifie
. OH
T=—
0z
o pouru=20:
2(t) = -z
z(t) = Aexp(—t); A est une constante
e pouru=nh
Z=—-h—2z(1-h)
et
h
z(t) = 1% + Bexp[(h— 1)t]; B est une constante

Par suite la condition de transversalité est donnée par:

2(T)=0

et

=17 &Pl (h = 1T]
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D’ou

h
) = ot
h

() = {1+ el(h- (- T}

expl—(h — 1)T] exp[(h — 1)

On suppose qu’au tempst =T on a z = 1,Ainsi on pose:

Inh

:T— =
T o, et , o 1

Avec § est une valeur positive de h
Pourw = h et T < 6, alors pour tout t la solution de l’équation , est donnée par la
formule:

2(t) = expl(1 — h)1]

Et le minimum de la fonction J :

. T
J = _fh{—1+exp[(h—1)(t_T)]}

0
J = _%h{—l+exp[(h—1)(0—T)]}
Jo= el - mT])

Ce qui veut dire que le maximum de la fonction J est

—J = %{—1 +exp[(1 — R)T]}

Pour T >0, alors la solution de l’équation :
e siu=0;0onat<T<T

2(t) = exp(t)

e siu=h;onatT<t<T



z(t) = exp[hT + (1 — h)t]

Ainsi que la fonction optimale de J est de la forme:

—-J = /T hx dt
o= h/Tx(t) dt
T
_J = h{/ expl(1 — h)t]dt}
T = el - BT~ expl(L — b))
—-J = 1 ﬁ h{exp[(l — h)T] x exp(—h1) —expT
h
-J = P 1{exp7' —exp|—ht — (h — 1)T]}
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Conclusion

On a décrit dans ce travail un modéle mathématique contenant les trois phases du cycle de
vie de la population des Soles, La premiére équation concerne la phase larvaire, pour la résolution
de cette équation on a fait appelle & la théorie des caractéristiques d’une équation aux dérivées
partielles, ainsi qu’aux deux méthodes: la séparation des variables, et la transformation de
Fourier. La seconde équation s’intéresse a la quantité des juvéniles dans un espace homogene,
la derniére équation donne la proportion des juvéniles entrant dans 1’état adulte, sa résolution
fait intervenir la théorie des semi groupes qu’on laisser pour un projet ultérieur.

Dans la derniére section on a décrit ’évolution d’une population renouvelable (qui est la
population des poissons) qui fait appelle & un probléme d’optimisation qui consiste & maximiser

la fonctionnelle objective correspondant aux aspirations d’une industrie de péche.
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Résumé.

Dans mémoire il s’agit de faire une synthése sur des modeéles mathématiques qui
traitent le déplacement des poissons en particulier la population des Soles dans
un bassin marin. Le modeéle tient compte de la diffusion qui est expliqué par la
recherche de la nourriture, 1’advection qui explique le courant marin et la
gestion de cette population par la théorie du control optimal. Le point de vu
adopté est celui de 1’existence d’une solution.

Mots clés. EDP, diffusion, structure en age, évolution en temps, principe de
Pontryagin.

Abstract..

This memory involves of making a synthesis on mathematical models which
treat the displacement of fish particularly the population of Sole in a marine
basin. The model takes into account broadcasting which is explained by the
research of the food, the advection which explains the common sailor and the
management of this population by the theory of the optimum control. The point
of adopted seeing is that of the existence of a solution.

Key words:EDP, broadcasting, structures in age, evolution at time, principle of
Pontryagin
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