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Résumé 

Dans l'ère actuelle, Les satellites sont devenus des outils incontournables dans le 
développement économique (télécommunications, positionnement, prévision 
météorologique), militaire (renseignement) et scientifique (observation 
astronomique, microgravité, observation de la Terre, océanographie, altimétrie). 
Les satellites en orbite sont soumis à des conditions de fonctionnement très 
sévères, en plus des effets de l’oxygène atomique, le rayonnement ultraviolet, la 
radiation électromagnétique, le vide spatial, les micrométéorites et les débris 
spatiaux, l’effet de l’environnement thermique peut jouer un rôle néfaste dans le 
bon déroulement de la mission d’un satellite. En effet, l’exposition permanente des 
satellites aux différents flux radiatifs solaire, terrestre et albédo provoque la 
déformation quasi-statique et dynamique des éléments du satellite et en particulier 
les panneaux solaires, ce qui peut être considéré comme une cause d’instabilité 
pour les satellites (le télescope Hubble constitue un exemple concret), et à long 
terme une source de contraintes de fatigues pouvant mettre fin à toute une mission. 
C’est dans ce contexte que notre travail se situe, et il a pour objectif la prédiction 
du comportement thermo-élastique du panneau solaire en orbite. 

Dans ce but, la première partie de cette thèse est consacrée à l’étude de 
l’environnement thermique et à la détermination des différents flux reçus par le 
panneau solaire (flux solaire, flux terrestre et flux albédo). La position du satellite, 
et son mouvement relatif par rapport à la terre et au soleil font que ses flux soient 
variables et dépendent principalement des paramètres orbitaux, déterminés à partir 
des équations de mouvement de Gauss, faisant intervenir les différentes 
perturbations gravitationnelles terrestre, solaire et lunaire et les perturbations de 
surface dues à la pression de radiation solaire et à la trainée atmosphérique. Ces 
équations de Gauss sont exprimées dans un repère inertiel de l’époque de 
référence J2000.0, le passage d’une époque à une autre met en évidence les 
paramètres d’orientation de la terre dans l’espace. Les phénomènes de précession, 
nutation, mouvement du pole et rotation de la terre sont pris en compte dans cette 
étude, les calculs sont basés sur le modèle de précession-nutation IAU2000A 
préconisé par l’Union Astronomique Internationale.            

En orbite le transfert de chaleur est conditionné par les échanges radiatifs avec le 
soleil et la terre. Les rayons lumineux reçus par les surfaces éclairées du panneau 
solaire constituent une source de déformation, en effet, la différence de 
températures entre les deux faces du panneau solaire donne l’apparition d’un 
gradient thermique au sein du panneau solaire. Dans la deuxième partie de cette 
thèse, la formulation du problème thermo-élastique est considérée. Le panneau 
solaire est modélisé par une plaque sandwich. La théorie TLT « Thermal Layers 
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Theory » est utilisée en vue de transformer le problème thermique tridimensionnel 
en un problème bidimensionnel. Ensuite, la méthode des éléments finis 
hiérarchiques est utilisée pour modéliser le transfert de chaleur dans la plaque. 
L’élément développé dans cette étude est un élément fini de     type p rectangulaire 
à quatre nœuds, les degrés de liberté aux nœuds sont respectivement : la 
température, le gradient de température et la courbure de la température. Les 
fonctions de forme utilisées dans l’analyse thermique sont composées des 
fonctions de forme C0 de la MEF et d’un ensemble de fonctions de forme 
hiérarchiques trigonométriques permettant d’enrichir le champ de température à 
l’intérieure et aux bords de l’élément. Une fois le champ de température 
déterminé, l’étude thermo-élastique permet d’analyser la réponse du panneau 
solaire à une excitation provoquée par un gradient thermique. Les énergies 
cinétique et potentielle du modèle permettront l’établissement des équations de 
mouvement. La modélisation du système étudié est faite par la version-p de la 
méthode des éléments finis. Pour cela un élément fini hiérarchique rectangulaire à 
quatre nœuds est développé, les fonctions de forme utilisées sont composées des 
fonctions de forme  C�et C� de la MEF et d’un ensemble de fonctions de forme 
hiérarchiques trigonométriques.  

En fin, dans le troisième volet de ce travail, une étude de validation du code de 
calcul est faite, les résultats trouvés sont comparés aux résultats de la littérature. 
Les cas traités par la suite, sont relatifs à des cas concrets de satellites : NOAA, 
GOES-12, NAVSTAR-44 et KOMPSAT  en vue de tester et de valider le code de 
calcul réalisé et de proposer des solutions afin d’atteindre les objectifs fixés. Deux 
situations sont traitées dans cette étude : la première concerne la phase de 
transition ombre-soleil (phase délicate pour la majorité des satellites), alors que la 
seconde concerne une étude détaillée durant une révolution complète du satellite. 
Nous avons montré à travers cette analyse que l’intégration des matériaux 
composites à la place de l’aluminium peut contribuer à l’amélioration du 
comportement thermo-élastique du panneau solaire, notamment les FGM qui 
présentent certains avantages par rapport aux composites multicouches. On peut 
citer les problèmes de délaminage et de dégazage « outgassing » des matériaux 
composites à matrices polymères. 
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Abstract 

In the current era, satellites have become indispensable tools in economic 
development (telecommunications, positioning, weather forecasting), military and 
scientific (astronomical observation, microgravity, Earth observation, 
oceanography, altimetry). Satellites in orbit are subjected to very severe operating 
conditions, in addition to the effects of atomic oxygen, ultraviolet radiation, 
electromagnetic radiation, the vacuum space, micrometeorites and space debris, 
the effect of the thermal environment may play a negative role in the success of 
the mission of a satellite. Indeed, the permanent exhibition of satellites at different 
radiation fluxes solar, earth and albedo causes a quasi-static deformation and 
dynamic vibration of the satellite elements in particular solar panels, which can be 
considered as a cause of instability of satellites (the Hubble Telescope is a 
concrete example), and in long-term a source of fatigue which can end a mission. 
This work aims to predict the thermo-elastic response of a solar panel in orbit. 

To this end, the first part of this thesis is devoted to the study of the thermal 
environment and the determination of the different fluxes received by the solar 
panel (solar flux, earth flux and albedo flux). The satellite's position and its 
relative motion to the earth and sun are that fluxes are variable and depend mainly 
on the orbital parameters, determined from the equations of motion of Gauss, 
involving different gravitational perturbations, terrestrial, solar and lunar, and 
surface disturbances caused by solar radiation pressure and atmospheric drag. 
These equations are expressed in inertial frame of reference epoch J2000.0, the 
transition from one epoch to another highlights the earth orientation parameters in 
space. The precession, nutation, polar motion and rotation of the earth are taken 
into account in this study; computations are based on the IAU2000A precession-
nutation model advocated by the International Astronomical Union. 

In orbit the heat transfer is conditioned by the radiative exchange with the sun and 
earth. The light rays received by the illuminated surfaces of the solar panel is a 
source of distortion, in fact, the temperature difference between both sides of the 
solar panel gives a thermal gradient within the solar panel. In the second part of 
this thesis, the formulation of thermo-elastic problem is considered. The solar 
panel is modeled by a sandwich plate. The Thermal Layers Theory (TLT) is used 
to transform the three-dimensional thermal problems into the two-dimensional 
thermal problems. Next, the hierarchical finite element method is used to model 
heat transfer in the plate. The element developed in this study is a rectangular four 
node p-element, the degrees of freedom at the nodes are respectively: temperature, 
temperature gradient and curvature of the temperature. The shape functions used 
in thermal analysis are composed of C0 shape functions of the FEM and a set of 
trigonometric hierarchical shape functions used to enrich the temperature field 
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inside and at the edges of the element. Once the temperature field determined, the 
thermo-elastic study analyzes the response of the solar panel to excitation caused 
by a thermal gradient. The kinetic and potential energies of the model will enable 
the establishment of the equations of motion. Modeling the system under study is 
made by the p-version finite element method. For this purpose a hierarchical 
rectangular finite element with four-node is developed, the shape functions used 
are composed from C0 and C1 shape functions of the FEM and a set of 
trigonometric hierarchical shape functions. 

Late in the third part of this work, a validation study of the computer code is made, 
the results obtained are compared with literature results. Cases treated below, are 
related to specific cases of satellites: NOAA-14 GOES-12, NAVSTAR-44 and 
KOMPSAT-44 to test and validate the computer code made and propose solutions 
to achieve their objectives. Two situations are considered in this study: the first 
situation is the phase of transition shade-sun (most delicate phase for the 
satellites), while the second is a detailed study during a complete revolution of the 
satellite. We have shown through this analysis that the integration of composite 
materials instead of aluminum may contribute to the improvement of           
thermo-elastic behavior of the solar panel, in particular FGM, which have certain 
advantages over the multilayer composite. One can cite the problems of 
delamination and outgassing of the polymer matrix composite materials. 
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GHIJا LM LJNOJا، QORSر أNVWXا YZ[N\HJةادأ ا N_\[ `\a b  YZV\cJل اNef LM
YgدNHcWbا )hijJNk lR\cJوا ،nWاoVJا pgpOqو ،YZrstuJوا YZrsvJت اbNHqbا (
YgGrvIJات( واGkNxVJا( و YZVsIJا)YRWاGVJا YZrsyJوا ، pSى، ورG{HJا YZkذNeJرضاXا 

NVWXر اLM YZ[N\HJ اpVJار G�Jوف ا GIcqض ).NZWس اbرN[Nyqتو]s~ اNjZOVJت و
،YZevy\RJق اoM YI�Xري، ا�Jا �ZevآXر اN�� `Jإ YMN��Nk ،اp� YZtNW �Z{�q  YI�Xا

YZvZ�N\{fوG_rJاغاGyJا ، LM ،ءN�yJا ،YiZWpJا YZآ�Z\Jت اNVZveJا L�N�yJم اNjOJا ،
L[N\HJا GViJا YV_f حNe� LM NZRst دورا �Isg pW YgارGOJا Y�ZRJا GZ��q.  ،nWاoJا LM

cJض اGIJا �scxVJ ~ا�pJت اNiMpc،hV�Jع اNI�b رضXا  LOjvJض اNZRJضو اGIg 
 YZvV�Jاح اoJXا YSNو� YZ[N\HJر اNVWXا GSN\[`Jإ  ،�o�cJاVfN gIes   مpIJ NRRt

  YZ[N\HJر اNVWXار اGictس(اoVsf لN¡f oه �kNب هorvsq( داتN_�uJ راpHfو ،
 �gojJى اpVJا `s[ YRIcVJاpW ديlq `Jإ YZ[N\HJر اNVWXا YV_f ءN_إ�.  

 ¤H� ،YgN{Jا ��_J  pgpOqو YgارGOJا Y�ZRJا Ytدرا `Jإ Y¥وG�Xا ��ا�eJء اXول �f ه
 YyscxVJت اNiMpcJع(اNIا�� Jا،hV� رضXا LOjvJض اNZRJو ا ( LcJاgNهNisc  حosJا

LvV�Jا. eq hV�Jرض واXا `Jإ YZRv\Jا  cآG¥و L[N\HJا GViJا nو��I  تNiMpcJا
YZآGOJت اbدNIf �f دpOq LcJا  YgارpVJات اGcfراNRJا `s[ LtNtأ �r�k pVcIqة وGZ{cf 

اYgGViJ و  Y،، اoj\q LcJي ]�scxf `s اGj�bاNkت NesJذYZk اXر�GaussZ ل 
�OvJو ا LvV�Jع اNIا�� ¦{� Yjtاok YZOjvJت اNkاGj�bو ا YZvV�Jا §qN\Jا �[ 

  . اu{Jف اoeJي
GRcIq أ�YI  .ي G�fوط NRcJNkدل ا��nf L[NI اhV�J واXرضLM اpVJار، ��i اGOJار 

nWاoJا LM ، go�csJ راpHf YZvV�Jاح اoJXا �f ءةN�VJا ©jtXا NهNiscq LcJء اo�Jا، 
آu ا�f �ZR�NeJ اoJXاح اLjIg YZvV�J اpcJرج  �Zk اGOJارة در�LM Y اGyJق M»ن

YZvV�Jاح اoJXاري دا�� اGOJا . YaNZS ~q ،Y¥وG�Xا ��LM ا�eJء ا�f L�N¡J ه
VJا�vYJ اريG¥ L�Njّf .~q  ~ZVHq osJع حاo� `s[ LvV�Jة اGZj� Y¥oJ . مpxcvq

 YgG��TLT "YgارGOJت اNiRjJا YgG�� "OcJYsr�VJا �go ارGOJاgY  `Jد إNIkXا YZ�u�
YZ�N\� Ysr�f دNIkXا .pIk ¯Jذ YZfG_Jودة اpOVJا GSN\IJا YigG� امpxctا ~cg  ~ZVHcJ

    اojVJر LM ه�� اpJراYt هpOf GH\[ oود �f اGH\IJ. ي LM اosJح�i\J اGOJارا
در�Y اGOJارة،  :اocJاLJدر�Nت اLM YgGOJ اpiIJ ه�pi[ ، `s[ Lرo�-p k �Zjcvf YIkع

اYZsr�J اLM YfpxcvVJ  اpJوالوorcqن  . ا�N\Oء اGOJارة واpcJرج LM در�Y اGOJارة و
�f اريGOJا �ZsOcJوال اpJا YZsr�J0 اC   �f Y[oVefودة وpOVJا GSN\IJا YigGjsJ 

sfx¤  
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]o¥ `sاف  اGOJارة LM اpJا�� و إ�Gاء �Njق اZcq Y¡s¡VJ© اYZfG_J اYZsr�J اpJوال
GH\IJا .pIk Nv¥ق بNj�  ،ارةGOJا ©Zcq YtراpJارياG¥ L�Njّf �ZsOq رد �IyJا 

Y اNWNjJت اGOJآYZ واN_RRv .\fNrJ اpcJرج اGOJاريgاLcJ  اosJح اLvV�J إJ` ا��Nرة
q ذجoV\sJYآGOJت اbدNIf ءN��«k ©Vv .Jا Y��V�\مN� VqQ لNVIctNk عo� -p sJ YigGj

�ا اG{Jض ]\pOf GHود �f. اGSN\IJ اpOVJودة_J عo�-p k �Zjcvf YIkر�pi[ ~q 
�Ggojq ، نorcqوالوpJا �f اريGOJا �ZsOcJا LM YfpxcvVJا YZsr�Jا pJالوا YZsr�J0 اC 

  .اY¡s¡VJ  اYZfG_J اYZsr�J اpJوال YigGjsJ اGSN\IJ اpOVJودة و1C   �f Y[oVef و
 M ،اGZوأ�L `s[ YWدNHVJا Ytاء دراGإ� ~q ،�VIJا ا� fN�Gk§ ا�eJء ا�f °JN¡J ه

RqGq¦ اbNOJت اYeJNIVJ . اNvOJب، Nif ~cgر�Y ا�Nc\J§ ا�Nc� nf N_Zs[ �HOcVJ§ اNOkXث
 و NOAA، SGOE، NAVSTAR :اYZ[N\HJأد��N، إbN¥ `Jت pOfدة �f اNVWXر 

KOMPSAT §fN�Gk YOS �f ²iOcJر واNRc�b  لosOJاح اGcWز واGOVJب اNvOJا
اYs¥GVJ  هL اXوJNOY `JاJ :اpJراNcJN¥Ytن LM ه�� ا]NRcر  q~. اo�GVJة ²ZiOcJ اXهpاف

 JNOYا�IVJ YRv\JNk( �Z¥ LM ،J~ اNVWXر اhV�) Ys¥GfYtNv¥ YZ[N\HJ - اNic�bل ´�
Z�N¡JاY Lه L[N\HJا GVisJ YsfNل دورة آu� YZsZHyq Ytدرا .piJ  ا�أ�u� �f N\cRل ه

ost �ZvOq LM ~_vك gا�ZsOcJ أن دf§ اoVJاد اGVJآ�f bpk YR اoZ\VJXم �rVg أن 
، ا�f N_J LcJاGf `s[ Y\ZIf Ngآ� pIcfد osJFGMح اG¥ L�Njّf  YSN� ،LvV�Jاري

ذات  oVsJYاد اGVJآN�f" outgassing "Rآ� ا�ZjRcJ واgGycJ¶  ذآN\\rVg G. اNiRjJت
YMoyHVJا oRJاYgGVZJ. 
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Chapitre I 

Introduction Générale 

Dans l’introduction de cette thèse, nous donnons d’abord le cadre dans lequel se place ce 

travail, nous retraçons ensuite l’historique du problème thermo-élastique des panneaux 

solaires des satellites et enfin nous offrons un plan des chapitres suivants. 

I-1 Généralités 

Le 4 octobre 1957 l'URSS a lancé le premier satellite artificiel orbitant autour 

de la terre, c’est le satellite Spoutnik I. Cette date fut le point de départ de la 

course vers l’espace, depuis cette époque plus de 6000 satellites ont été placés en 

orbite. Les satellites sont devenus des outils incontournables dans le 

développement économique (télécommunications, positionnement, prévision 

météorologique), militaire (renseignement) et scientifique (observation 

astronomique, microgravité, observation de la Terre, océanographie, altimétrie). 

La construction de satellites a donné naissance à une industrie très spécialisée mais 

les instruments les plus complexes sont encore souvent réalisés par des 

laboratoires de recherche. La conception d'un satellite est un processus qui peut 

prendre plusieurs années. Les coûts de fabrication sont élevés, et qui peuvent 

atteindre les centaines de millions d'euros. 

Les principales caractéristiques d'un satellite sont son orbite, sa plate-forme, sa 

charge utile, sa masse et sa durée de vie opérationnelle. L’orbite d’un satellite est 

généralement choisie en fonction de la mission prévue. Elle peut prendre 

différentes formes, les plus utilisées sont : héliosynchrone, géostationnaire, 

elliptique, circulaire. On parle aussi d’orbite basse, moyenne et haute. Un satellite 

est constitué de deux sous-ensembles (voir figure 1.1): une charge utile, définie 

spécifiquement pour la mission qu'il doit remplir, elle regroupe les instruments 

nécessaires tels que : antennes et amplificateurs pour un satellite de 

télécommunications, instrument d'optique pour l'observation de la Terre, etc. ; et 
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d’une plate-forme, ou « bus », souvent standardisée assurant les fonctions de 

support comme la fourniture d'énergie, la propulsion, le contrôle thermique, le 

maintien de l'orientation et les communications. La masse d'un satellite est un des 

principaux facteurs de coût. La masse maximale a longtemps été limitée par la 

capacité des lanceurs. Les progrès techniques permettent aujourd'hui de mettre en 

orbite des satellites plus lourds, capables de remplir des missions toujours plus 

sophistiquées (satellites scientifiques), avec une grande autonomie. Les satellites 

les plus massifs sont les satellites de télédétection, en orbite basse, qui peuvent 

atteindre 20 tonnes, des satellites de reconnaissance militaire (KH-11, 19,6 tonnes) 

ou civils (ENVISAT, 8 tonnes). La durée de vie d'un satellite est liée au type de 

mission. Un satellite de télécommunications récent (par exemple HOTBIRD 10 

mis en orbite début 2009) est construit pour fonctionner une quinzaine d'années 

tandis qu'un satellite d'observation, comme ceux de la série Spot, est construit pour 

une durée de vie de 5 ans. La fin de vie d'un satellite est souvent liée à 

l'épuisement des ergols qui lui permettent de maintenir son orbite sur une 

trajectoire nominale et d'orienter ses instruments. Les autres équipements 

vulnérables sont les batteries qui, sur certains types de missions, peuvent être 

épuisées par des cycles de charge/décharge répétés et l'électronique. Le 

fonctionnement de certains satellites scientifiques (télescope infrarouge...) utilise 

de l'hélium liquide embarqué pour le refroidissement qui une fois épuisé entraîne 

l'arrêt de l'instrument. Les pannes peuvent être également à l'origine d'un arrêt total 

ou partiel du fonctionnement d'un satellite. Une étude effectuée sur les satellites 

géostationnaires pour la période 1965-1990  recense la défaillance totale de 13 

satellites géostationnaires et 355 pannes partielles (Lebègue 1991). Ces pannes 

touchent dans 39 % des cas la charge utile, 20 % le système de contrôle de 

l'orientation et de l'orbite, 9,6 % la propulsion, 9,3 % l'alimentation électrique et 

9,2 % des composants mécaniques. Ces défaillances ont pour origine la conception 

(25 %), l'environnement (22 %) ou encore les composants (16 %).  

En plus de la structure du satellite, le système de contrôle thermique, le système 

de contrôle d'attitude et d'orbite (SCAO), la gestion du bord qui pilote le 

fonctionnement du satellite et le système de propulsion ; la plate-forme est équipée 

d’un système de production de l'énergie. En effet le satellite doit disposer d'énergie 

électrique pour le fonctionnement de la charge utile et de la plate-forme. Les 

besoins en énergie électrique varient en fonction de la taille des satellites et du 

type d'application. Les plus gourmands sont les satellites de télécommunications 

qui consomment énormément d'énergie en amplifiant les signaux reçus. Les 

satellites d'observation utilisant des radars ont besoin également de beaucoup 
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d'énergie mais de manière irrégulière. Les satellites mettant en œuvre des 

instruments d'observation passifs (télescopes spatiaux...) sont les moins exigeants, 

la puissance nécessaire étant comprise entre 1 et 15 kW, une valeur relativement 

basse, grâce au recours à une électronique basse puissance sophistiquée. La 

puissance électrique est généralement fournie par des panneaux solaires utilisant 

l'énergie solaire. Les rayons incidents venus du soleil sont convertis en énergie 

électrique par l’intermédiaire de cellules photovoltaïque imbriquées à l’intérieur 

du panneau solaire.  

 

 

 

 

 

 

 

La technologie des panneaux solaires a beaucoup évolué depuis leur première 

utilisation en espace, sur le satellite VANGUARD en 1958. Actuellement, Les 

missions satellitaires sont devenues plus complexes et exigent plus d’énergie 

électrique. Ce qui a poussé les chercheurs a développé des panneaux selon le 

besoin. Deux catégories de panneaux sont utilisées : ceux qui sont fixés sur le 

corps du satellite, et ceux qui sont attachés au satellite. Alors, pour générer le 

Panneaux solaires 

 

 

Antennes,  

Amplificateurs, 

Optiques,… 

Plate-forme 

 

Charge utile 

Figure 1.1 : Plate-forme et charge utile d’un satellite.  
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maximum d’énergie, dans le premier cas on utilise les faces du satellite comme 

support pour les cellules photovoltaïques (la surface du panneau solaire est égale à 

la surface de la face), voir figure 1.2. Notons que dans ce cas le panneau n’est pas 

orientable ce qui limite par conséquence la surface totale de production d’énergie. 

Dans le deuxième cas, la surface est beaucoup plus grande et plusieurs 

configurations sont possibles (voir figures 1.4 à 1.10) avec bien sûre la possibilité 

d’orienter le panneau solaire en vue de capter le maximum de rayons lumineux. La 

technologie à panneaux multiples avec déploiement est actuellement la plus 

utilisée. Actuellement la recherche est focalisée sur la structure, les mécanismes de 

déploiement ainsi que sur les cellules photovoltaïques. 

Les cellules photovoltaïques sont interposées de deux façons :  

• sur une paroi flexible (film ou stratifié en carbone/époxy très mince) 

attachée à un cadre métallique formé de tubes extensibles appelés 

STEM, utilisé pour assurer la rigidité du panneau, c’est le cas par 

exemple du satellite HST, voir figures 1.3 et 1.4. 

• sur une structure rigide, généralement sous forme de plaque sandwich, 

c’est le cas du satellite UARS (voir figure 1.5).          

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 1.2 : Panneaux solaires fixés directement sur la structure du satellite (NASA).  
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Mécaniquement la structure doit être légère, rigide et stable et en plus elle doit 

résister aux différentes contraintes de l’environnement spatial. Les plaques 

sandwich en nids d’abeilles (voir figure 1.6) sont les plus adaptées aux exigences 

structurales. Dans la suite de l’étude, la structure sous forme de plaque sandwich 

en nids d’abeilles est considérée. La face éclairée du panneau est munie de cellules 

photovoltaïques pour la conversion de l’énergie solaire en énergie électrique. Elle 

est couverte d’une couche de protection (coverglass) contre les effets de la 

radiation solaire qui se traduisent par une dégradation des propriétés optiques des 

cellules. Une couche en polyamide est utilisée entre les cellules photovoltaïques et 

la plaque sandwich. L’autre face du panneau solaire est couverte d’une couche de 

protection ou d’une peinture contre l’érosion provoquée par l’oxygène atomique. 

Pour coller les différentes couches du panneau solaire on utilise généralement un 

film adhésif résistant aux ultraviolets. Le modèle géométrique d’un panneau 

solaire est donné par la figure 1.7. 

Le choix des matériaux est très important dans ces conditions de 

fonctionnement car toute défaillance dans le panneau solaire  peut provoquer 

l’échec de toute la mission. Pour cela, un soin minutieux doit être pris lors de la 

conception, de la phase lancement jusqu'au fonctionnement en orbite. La sélection 

des matériaux dans ce cas doit répondre au besoin de contrer ces effets 

indésirables       (Silverman 1995).      

• Ame du sandwich : l’alliage d’aluminium (5056 2 ou 5056 h38) est 

utilisé comme matériau dans la fabrication de l’âme du sandwich. 

• Peaux du sandwich : Les peaux sont fabriquées en :  

o aluminium renforcé (2024-T3 ou 6061),  

o en composite à matrice polymère : graphite/époxy (HFGCU-

125NS ou carbone/époxy (T300-956 ou 934).   

• Kapton : couche en polyamide. 

• Peintures blanches : en céramique z-93 ou en YB-71. 

• Adhésifs : l’époxy ou la silicone est utilisée pour la fabrication des 

adhésifs.  

• Cellules photovoltaïques : sont faites en gallium arsenide (GaAs/Ge).  
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Figure 1.3 : Cellules photovoltaïques sur une paroi mince flexible.  
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Figure 1.4 : Panneaux solaires flexibles du satellite HST (NASA).  
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I-2 Exposé du problème 

I-2-1 Stabilité des satellites 

En 1605, Kepler identifie par observation les orbites des planètes à des ellipses 

de foyer le soleil. Plus tard, en 1667, Newton qui retrouvera par le calcul 

différentiel les trajectoires coniques, en déduira la loi de la gravitation, et 

confirmera toutes les lois de Kepler, ouvrant ainsi la voie à la conquête spatiale. 

Les satellites, une fois éjectés vers l’espace orbitent autour de la terre. Dans le 

modèle képlérien la seule force appliquée sur le satellite est l’attraction terrestre et 

l’orbite est généralement elliptique ou circulaire même si cette dernière est 

pratiquement impossible à obtenir. Dans la réalité ces deux hypothèses sont 

fausses ; l’expérience montre que les structures spatiales sont soumises à d’autres 

forces telles que les forces de frottement avec l’atmosphère, les forces dues à la 

pression de radiation solaire, l’attraction de la lune, le soleil et les autres planètes. 

Les études montrent que les accélérations causées par les forces autres que 

Figure 1.5 : Panneau solaire rigide du satellite UARS (NASA).  



  I-2 Exposé du problème 

 
8 

l'attraction centrale sont faibles devant l'accélération képlérienne. C'est pourquoi 

on considère que les autres forces sont des perturbations du mouvement. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Les missions satellitaires, devenues plus sophistiquées exigent une stabilité 

parfaite du satellite afin d’achever correctement leurs taches. Le télescope Hubble 

constitue un exemple concret, la précision exigée du pointage est de l’ordre 0.007 

arc-sec (précision jamais atteinte dans d’autres missions), considéré comme un 

défi pour les chercheurs de la NASA. Pour contrecarrer les effets perturbateurs, les 

satellites sont munis d’un système de contrôle d’attitude et d’orbite (SCAO). En 

effet, le satellite est suivi par un centre de contrôle au sol, qui envoie des 

instructions et recueille les données collectées grâce à un réseau de stations 

terrestres. Pour remplir sa mission le satellite doit se maintenir sur une orbite de 

référence en orientant ses instruments de manière précise. Le contrôle d'attitude 

(orientation angulaire) dans ce cas est important pour que le système optique par 

exemple reste pointé vers la zone au sol dont on veut obtenir une image. Or le 

satellite a tendance à se dépointer sous l'action de couples produits par la pression 

de radiation solaire, le frottement atmosphérique, etc... Il faut donc contrôler 

activement l'orientation angulaire mais aussi assurer une stabilité de cette 

Peau supérieure  

Ame en nids d’abeilles 

Figure 1.6 : Plaque sandwich en nids d’abeilles.  
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orientation pour éviter l'effet de "bougé" sur les images, par exemple. Le contrôle 

est assuré en permanence par une boucle d'asservissement : des capteurs mesurent 

l'orientation du satellite, le calculateur de bord traite ces mesures et établit les 

commandes qui, exécutées par les actuateurs, doivent maintenir un pointage 

parfait. Par conséquent, un bon fonctionnement du satellite nécessite que sa 

stabilité soit confinée durant toute sa durée de vie, ce qui n’est pas une tache 

facile. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

D’autres perturbations peuvent parvenir du satellite lui-même : en effet, le 

mouvement de vagues provoqué par l’ergol liquide au sein du réservoir est une 

source de perturbations pour le satellite. Pendant les manœuvres de corrections 

d’orbite ou d’orientation, les éléments flexibles (barre stabilisatrice, antennes, 

paraboles, panneaux solaires) sont excités par le système de propulsion. Attachés 

aux satellites, ils transmettront à leur tour leurs vibrations au satellite. Cette 

situation n’est pas unique, en effet, l’exposition permanente du satellite aux flux 

radiatifs : terrestre, solaire et albédo et son passage rapide de la phase froide à la 

phase chaude (ou l’inverse) donnent naissance à un gradient thermique au sein des 

éléments flexibles du satellite, qui a tendance à les déformer. 

Figure 1.7 : Modèle d’un panneau solaire.  
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I-2-2 Anomalies de certaines missions satellitaires 

Nous savons que pour un maximum d’approvisionnement en électricité les 

satellites sont équipés de panneaux solaires très larges. Pour un satellite en orbite 

autour de la Terre, il faut en moyenne 40 m
2
 de panneaux solaires pour fournir    

10 kW. Les dimensions peuvent atteindre 40m de longueur et 3m de largeur, mais 

par contre l’épaisseur reste très faible afin de ne pas trop charger le satellite. En 

effet, les concepteurs de satellites ont depuis toujours, été confrontés à de très 

fortes exigences de poids. Dés lors, ces concepteurs se sont orientés vers les 

matériaux légers tels que les matériaux composites, et les structures minces. 

L’obligation de respecter ces critères fait que les panneaux solaires sont très 

flexibles. Cette flexibilité est souvent à l’origine des problèmes de pointage et 

d’instabilité du satellite    (Wright 1981), car toute déformation du panneau due à 

un gradient thermique (les deux faces du panneau ont des températures différentes, 

donc des allongements différents, d’où flexion du panneau) se traduit par une 

transmission d’un couple au satellite, d’où réaction du système de contrôle 

d’attitude qui a tendance à conserver le moment cinétique du satellite. 

Ce phénomène fut observé pour la première fois en 1963 lors du lancement du 

satellite TRANSIT-5A (voir figure 1.8), lancé dans le but de tester les théories de 

stabilisation par gradient de gravité. Le passage du satellite de l’ombre à 

l’ensoleillement produisait des oscillations de la barre stabilisatrice qui se 

traduisaient par une erreur de pointage de l’ordre de 5° tous les 15 secondes.  

  

Figure 1.8 : Satellite TRANSIT 5A (NASA).  
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Lancé en 1967, le satellite OGO-IV a subit le même phénomène. A chaque fois 

que le satellite passait à l’ombre (ou sortait de l’ombre), le système de contrôle 

était soumis à des perturbations qui faisaient déstabiliser le satellite. Après étude, 

la NASA a mis en évidence la cause principale de ces vibrations, en effet la barre 

de fixation des instruments de mesure utilisés dans cette mission (voir figure 1.9), 

de longueur de 18.288m, était vulnérable au changement brutal de température, ce 

qui a causé sa déformation, d’où instabilité du satellite. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Après et en 1980, les deux satellites LANDSAT 4 et 5 ont subit le même 

phénomène. Le panneau solaire du satellite (voir figure 1.10) a subit une 

déformation dynamique flexionnelle due à un gradient thermique.  

De même les satellites HST et UARS n’ont pas échappé à la règle. Le satellite 

HST est mis en orbite en 1990, il est muni de deux grands panneaux solaires 

(40mx3m), voir figure 1.4. Dès sa mise en orbite les scientifiques de la NASA ont 

détecté des anomalies de transmission lors du passage de la zone chaude vers la 

zone froide (Sawyer 1990 ; Asker 1990 ; Polidam 1991). La figure 1.11 montre les 

oscillations du satellite pendant la phase de transition (entre 19.61 et 19.67) due à 

la vibration des panneaux solaires. Ces vibrations ont causé la mise à l’arrêt des 

Barre de fixation des 

instruments de mesure 

Figure 1.9 : Satellite OGO-IV (NASA). 
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deux panneaux solaires après une courte période d’utilisation, ce qui a obligé la 

NASA  à les remplacer en 1994.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

La figure 1.12 montre les perturbations du satellite UARS suivant les trois 

axes : de roulis, de tangage et de lacet. Le satellite est muni d’un seul panneau 

solaire, on voit bien que les accélérations du satellite sont plus prononcées au 

moment de la phase de transition qui dure environ 45 secondes. Ces perturbations 

sont dues principalement à la flexion du panneau solaire en cette phase. Notons 

que cette déformation se fait sans vibration. Les deux figures 1.11 et 1.12 montrent 

aussi des perturbations légères hors la phase d’éclipse dues à l'action de couples 

produits par l'environnement en orbite (pression de radiation solaire, frottement 

avec l'atmosphère, etc...) 

Le tableau 1.1 suivant résume les anomalies dues au gradient thermique 

rencontrées dans diverses missions satellitaires (Thorton 1996).  

Le constat réalisé après ces missions se résume comme suit :  

• Une déformation quasi-statique «thermal flutter» du panneau solaire due 

à une variation très lente du gradient thermique, ce cas est observé dans 

le cas des satellites utilisant le principe du gradient de gravité (barre 

Figure 1.10 : Satellite LANDSAT (NASA).  
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stabilisatrice munie d’une masse), la flexion de la barre est provoquée 

par une variation très douce du gradient ce qui va entrainer par la suite la 

perturbation du satellite.    

• Un choc thermo-élastique, déformations sans vibrations de la structure, 

dû à une variation très rapide du gradient thermique «thermal snap», se 

produit généralement en phases de transition.  

• Des vibrations, provoquées par le changement brusque, et très rapide du 

gradient thermique «thermally induced vibrations». 

• Des vibrations instables du panneau solaire «stick-slip motion».            

Figure 1.11 : Perturbations du satellite HST en phase d’éclipse (Foster et al. 1995).  

Temps en fraction d’heure  

Figure 1.12 : Perturbations du satellite UARS en phase d’éclipse (Lambertson et al. 1993).  

Temps en seconde  
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Tableau 1.1 : Anomalies dues au gradient thermique des missions satellitaires. 

Missions Année Observations 

TRANSIT 5A 1963 
Oscillations de la barre stabilisatrice durant le passage 

ombre/soleil. 

EXPLORER XX 1964 

L’interaction entre la flexion du STEM et la pression de 

radiation a provoquée la décadence de la rotation du 

satellite. 

OV-10 1966 

La déformation quasi-statique de la barre stabilisatrice 

(gradient de gravité) a désorientée le satellite d’une 

rotation complète. 

OGO-IV 1967 Vibrations du STEM durant le passage ombre/soleil.  

NRL 161-63-64 1969 
Les vibrations de la barre stabilisatrice (gradient de 

gravité) ont provoqué les perturbations du satellite. 

EXPLORER 45 1971 
Nutation du satellite due à la flexion des quatre barres 

flexibles. 

APOLLO 15 1971 Vibrations des deux bi-STEM. 

VOYAGER 1977 Petites oxcillations du boom.  

CTS 1978 Choc Thermo-élastique durant le passage ombre/soleil. 

LANDSAT 4 et 5 1980 
Choc thermo-élastique  du panneau solaire durant le 

passage ombre/soleil. 

HST 1990 
Vibrations des deux panneaux solaires durant le passage 

ombre/soleil. 

UARS 1991 
Choc thermo-élastique  du panneau solaire durant le 

passage ombre/soleil. 

ULYSSES 1991 
Les vibrations de la barre axiale ont provoqué la nutation 

du satellite. 

ADEOS 1996 
La rupture du panneau solaire « Stick-slip motion » a 

causé l’arret définitif de la mission.  
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I-2-3 Revue de littérature 

Le comportement thermo-élastique des structures mécaniques poutres, plaques 

et coques a été largement étudié depuis une cinquantaine d’années, pour cela 

seules quelques références seront citées. Les premiers travaux sur le sujet 

reviennent à Boley (Boley 1956), il a étudié la réponse dynamique d’une poutre 

mince soumise à un chargement thermique uniforme. Par la suite d’autres 

chercheurs ont contribués au développement de nouvelles formulations (cas des 

structures poutres, plaques et coques, isotopes et composites,…). Pour plus de 

détails le lecteur pourra consulter les références suivantes : (Jones 1966 ; Stroud 

1971 ; Bargmann 1974 ; Manolis 1980 ; Namburu 1991 ; Jianping 1993 ; Ko et 

Kim 2003 ; Vinson 2005).    

Par la suite nous allons focaliser notre recherche bibliographique sur les 

structures spatiales. Les problèmes de stabilité rencontrés avec le satellite      

OGO-IV ont poussé pour la première fois les chercheurs du centre GSFC de la 

NASA à étudier avec un grand intérêt l’influence de l’environnement thermique 

provoqué par les rayons solaires sur le comportement thermo-élastique de la barre 

de fixation des instruments de mesures afin de remédier aux problèmes de stabilité 

du satellite. Il a fallu attendre jusqu’en 1967 pour voir apparaitre les premières 

publications de Frisch et Donahue qui traitent et analysent le phénomène rencontré 

durant la mission du satellite OGO-IV. En effet, les premiers travaux de Frisch 

(Frisch 1967) concernaient le comportement en flexion et en torsion d’une barre à 

gradient de gravité « Gravty Gradient Boom » modélisée par une poutre longue à 

section circulaire creuse et ouverte (voir figure 1.13), soumise à l’effet du flux 

solaire pendant la phase d’ensoleillement. L’étude montre que la barre à gradient 

de gravité n’est pas stable et admet plusieurs positions d’équilibre du moment qu’à 

chaque fois que la barre se déforme, de nouvelles conditions de chargement 

thermique s’imposent.   

Donahue et Frisch (Donahue et Frisch 1969 ; Frisch 1970) ont étudié le 

comportement dynamique d’une poutre longue à section circulaire creuse et 

ouverte (barre à gradient de gravité). L’étude montre que le gradient thermique 

dans la barre varie suivant deux directions : la circonférence et l’axe de la barre. 

Un couplage flexion-torsion aura lieu, ce qui signifie que la poutre va se déformer 

et prendre une nouvelle position dans l’espace et un nouveau chargement 

thermique va être appliqué à la barre. Cette situation fait que la position 

d’équilibre dynamique n’est pas stable, ce qui veut dire que la poutre peut être 
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entrainée à la résonance. Ainsi, les résultats des deux auteurs ont confirmé le 

phénomène subit par le satellite. 

Graham a étudié l’effet du rayonnement solaire sur la stabilité des membres 

flexibles (STEM) de satellites, soumis aux vibrations transversales (Graham 

1970). Flatley a étudié l’effet thermo-élastique sur la stabilité du satellite   

Explorer 45. Bainum et al. ont étudié la flexion d’une poutre et d’une plaque 

soumise à un chargement thermique brutal en vue de prédire son effet sur l’attitude 

du satellite (Bainum et al 1980). Chambers et al. ont développé une méthode 

simple pour la détermination du gradient thermique afin de l’utiliser dans une 

analyse de déformation des structures spatiales (Chambers et al. 1981).  

 

 

 

 

 

 

    

 

 

 

 

 

 

 

 

Malla et ses coéquipiers ont étudié l’effet des radiations solaires sur le 

mouvement orbital et les déformations axiales des structures axialement flexible 

(Malla et al. 1988). Zimbelman et ses coéquipiers ont étudié l’effet des 

déformations d’un panneau solaire sur le contrôle du satellite TOPEX.  Le couple 

perturbateur en phase de transition ombre/ensoleillement est donné sous forme 

analytique en fonction du gradient thermique et ses deux dérivées premières par 

rapport au temps. Le panneau solaire est modélisé par une poutre encastré d’un 

coté et libre de l’autre coté. Les températures des deux faces du panneau sont 

déterminées à partir des relevés in-situ grâce à des capteurs placés sur le panneau 

solaire. Ces températures permettent de calculer le gradient thermique. La 

vibration du panneau solaire n’est pas traitée dans ce travail (Zimbelman et al 

1991).  

Figure 1.13 : Tube cylindrique à section ouverte du satellite OGO-IV.  
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Johnston et Thornton ont développé un modèle analytique unidimensionnel très 

simplifié pour l’analyse des vibrations d’un panneau solaire en phase de transition 

du froid au chaud. Le panneau est modélisé par une plaque sandwich composée 

d’une âme et de deux peaux, et fixée à un disque rigide représentant le satellite. 

Les cellules photovoltaïques, coverglass et les adhésifs ne sont pas considérés dans 

l’étude. Selon le modèle proposé le transfert de chaleur s’effectue suivant 

l’épaisseur de la plaque, la température est considérée constante dans les deux 

peaux (gradient nul), et varie seulement dans l’âme. L’expression du gradient 

thermique en régime transitoire est approximée par une expression analytique, ce 

qui permet de calculer le moment de flexion induit. Dans ce modèle la flexion de 

la plaque est supposée cylindrique ce qui permet de réduire le problème à une 

dimension. Le mouvement rigide de rotation du satellite est couplé au mouvement 

de flexion du panneau, les équations de mouvement du système sont déterminées à 

partir de la forme généralisée des équations de Lagrange (Johnston et Thornton 

1998).  

La deuxième étude proposée par ses deux auteurs (Johnston et Thornton 2000) 

concerne le comportement dynamique (choc thermo-élastique) d’un panneau 

solaire provoqué par une variation très rapide du gradient thermique pendant la 

phase de transition ombre/ensoleillement. Les résultats de l’analyse montre que le 

panneau se déforme très rapidement et prend plusieurs positions d’équilibre 

(déformation quasi-statique) à chaque pas de temps jusqu’à atteindre une position 

d’équilibre stable, la déformation du panneau s’effectue sans oscillations. Dans cet 

article, le panneau solaire est modélisé par une plaque hybride (plaque sandwich 

avec adhésifs, cellules photovoltaïques et coverglass), les deux peaux de la plaque 

sont supposées isotropes. La distribution de température en régime transitoire est 

déterminée par la méthode des éléments finis en utilisant ABAQUS, 25 éléments 

linéaires à deux nœuds sont utilisés pour modéliser le transfert de chaleur suivant 

l’épaisseur de la plaque. Par contre le transfert de chaleur longitudinal est 

négligeable. Dans la partie mécanique, les auteurs supposent que la flexion du 

panneau est cylindrique, ainsi le problème est réduit à une dimension. Une 

expression très simpliste du moment de flexion provoqué par le gradient thermique 

est donnée. Les équations de mouvement sont déterminées à partir de la forme 

généralisée des équations de Lagrange. Pour valider le modèle proposé, une étude 

expérimentale est présentée.    

L’étude menée par Shin et ses coéquipiers concerne la réponse dynamique du 

panneau solaire du satellite KOMPSAT induite par les différents flux : terrestre, 
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solaire et albédo.  Dans cette étude, les auteurs ont utilisés le code TRASYS pour 

la simulation de l’environnement thermique en orbite, les différents flux sont 

déterminés par la suite. Pour L’analyse thermique et mécanique, la méthode des 

éléments finis est utilisée, le code MSC/PATRAN est utilisé pour la modélisation 

géométrique et la discrétisation en éléments finis du panneau solaire, alors que le 

code ABAQUS est utilisé pour déterminer la distribution de la température et la 

déformation du panneau solaire. L’objectif de l’étude consistait à remplacer les 

peaux en aluminium par un stratifié à plusieurs couches en graphite/époxy et de 

comparer ensuite les déformations. La dégradation des propriétés mécaniques et 

thermomécaniques du matériau composite due aux effets du vide spatial est 

introduite dans l’étude. Les résultats trouvés mettent en évidence l’intérêt des 

matériaux composites par rapport à l’aluminium dans le cas du satellite 

KOMPSAT (Shin et al. 2001).  

Song et ses coéquipiers ont étudié l’influence de l’orientation des fibres sur les 

vibrations d’un boom en matériaux composites, une étude analytique est proposée. 

Le boom est modélisé par une poutre de section creuse, avec une masse attachée à 

son extrémité et fixé à l’autre extrémité. L’effet de cisaillement est considéré dans 

le modèle de poutre utilisé (Song et al. 2003). 

Xue et al. ont présenté en détails les vibrations couplées flexion-torsion des 

panneaux solaires flexibles du satellite HST. Le panneau est composé de deux 

booms et d’une paroi mince et flexible (blanket) sur lequel sont collées les cellules 

photovoltaïques. Le boom est modélisé par une poutre mince, cylindrique à section 

creuse, la théorie d’Euler-Bernoulli avec gauchissement est développée, alors que 

la paroi flexible est modélisée par une membrane (Xue et al. 2006). La méthode 

des éléments finis est utilisée dans la résolution du problème thermique et 

mécanique. Pour la détermination de la distribution de température en régime 

transitoire suivant l’axe et la circonférence de la poutre, et la réponse dynamique, 

un élément fini à deux nœuds est utilisé.  

La méthode des éléments finis est utilisée dans l’analyse des vibrations non 

linéaires du panneau solaire du satellite HST en phase de transition (Li et al. 

2006). Un élément fini à deux nœuds est utilisé dans l’analyse thermique et 

dynamique. Le couplage thermo-élastique entre la déformée et le flux normal 

incident est considéré dans l’analyse. Dans le même ordre d’idées la stabilité du 

système  est étudiée.    

Allegri a étudié l’effet de l’environnement spatial : l’oxygène atomique, le 

rayonnement UV, le vide spatial, le plasma et le cycle thermique sur le 
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comportement thermo-élastique d’un panneau solaire. L’action d’érosion de 

l’oxygène atomique et du plasma sur les films de protection du panneau solaire est 

déterminée expérimentalement. Les résultats obtenus sont considérés dans 

l’analyse thermo-élastique. Le panneau solaire est modélisé par une plaque 

sandwich en nids d’abeilles, les deux peaux sont réalisées en matériaux 

composites (stratifiés) : carbone/époxy. La méthode des éléments finis (code 

NASTRAN) est utilisée pour déterminer la distribution de la température dans le 

panneau, ainsi que pour la résolution du problème thermo-élastique, pour cela un 

élément fini 3D est utilisé. Les résultats trouvés montrent que l’érosion provoquée 

par l’oxygène atomique modifie énormément l’équilibre thermique du panneau 

solaire et par la suite son comportement thermo-élastique, d’où risque 

d’endommagement du panneau solaire (Allegri et al. 2007).               

I-3 Objectifs de l’étude et structure du manuscrit 

L’étude bibliographique menée a permis d’avoir une connaissance générale du 

problème. Cela nous amène au sujet de notre thèse. Cette étude concerne la 

modélisation du comportement thermo-élastique d’un panneau solaire soumis aux 

conditions de l’environnement thermique en orbite. Une connaissance de ce 

comportement permet de résoudre les problèmes de stabilité des satellites et 

permet d’éviter à long terme les problèmes de fatigue. Nous nous sommes fixés 

comme objectifs le développement d’un code de calcul capable de prédire : 

• Les éphémérides du satellite, 

• Les différents flux reçus par le panneau solaire, 

• Le gradient thermique dans le panneau solaire, 

• Les déplacements statiques et dynamiques du panneau solaire. 

Cette étude a porté parallèlement sur le développement de deux éléments finis 

hiérarchiques pour l’analyse thermique et mécanique. Ce n’est toutefois pas le seul 

aspect original, nous en avons relevés un autre : l’intégration des FGM dans la 

conception du panneau solaire.   

La thèse est organisée en sept chapitres : 

Après ce chapitre d’introduction, dans le chapitre II de cet ouvrage, nous allons 

décrire la démarche retenue permettant de déterminer les différents flux reçus par 

le panneau solaire : flux solaire, terrestre et albédo. La première étape consiste à 

modéliser la rotation terrestre, les repères et systèmes de coordonnées célestes et 
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terrestres seront définis. C’est dans ces repères de l’espace et en fonction de ces 

coordonnées que les équations de mouvement d’un satellite seront écrites. Nous 

allons par la suite présenter les paramètres d’orientation de la terre en vue de 

déterminer la matrice de passage du repère terrestre au repère céleste, en tenant 

compte des phénomènes de précession, nutation et mouvement du pole. Une fois 

que nous avons modélisé la rotation terrestre nous allons établir les équations de 

mouvement de Gauss en fonction des éléments osculateurs, en présence des 

perturbations dues au champ gravitationnel terrestre, à la lune, au soleil, à la 

trainée atmosphérique et à la pression de radiation solaire. Et en fin de ce chapitre 

nous allons présenter le modèle d’ombre conique pour le calcul d’éclipse. 

Le chapitre III est consacré à la formulation du problème thermique d’un 

panneau solaire. Les équations générales du problème thermique sont posées, en 

respectant certaines hypothèses relatives à notre cas. Le panneau solaire est 

modélisé par une plaque composite hybride dont le champ de température est 

exprimé en fonction de la température T�, du gradient T�,� et de la courbure de 

température T�,�� de la surface moyenne de la première couche de la plaque. Cette 

transformation nous sera nécessaire dans la suite de l’étude, en vue de transformer 

le problème tridimensionnel en un problème bidimensionnel dans la modélisation 

par éléments finis.    

Le quatrième chapitre présente l’analyse thermo-élastique d’une plaque 

sandwich. Le modèle de plaque utilisé prend en compte l’effet de cisaillement 

dans l’âme. L’énergie de déformation est déterminée en considérant la loi de 

comportement de Duhamel-Neuman, alors que l’énergie cinétique est calculée en 

tenant compte de l’inertie de rotation de la section droite de l’âme. Le principe 

d’Hamilton est utilisé dans la détermination des équations de mouvement libre et 

forcé.      

Le cinquième chapitre est consacré à la formulation du problème thermique et 

mécanique par la méthode des éléments finis hiérarchiques. La première partie de 

ce chapitre est consacrée au développement d’un élément fini hiérarchique 

rectangulaire pour l’analyse thermique, trois degrés de liberté par nœuds sont 

utilisés : la température T�, le gradient T�,� et la courbure T�,�� de la température. 

L’avantage de cet élément 2D est sa capacité de résoudre les problèmes 

thermiques 3D ce qui constitue une originalité de cette thèse. Les fonctions de 

forme utilisées sont construites sur la base d’un élément linéaire unidimensionnel à 

deux nœuds. Les fonctions hiérarchiques trigonométriques permettent d’enrichir le 

champ de température à l’intérieur et aux bords de l’élément. La seconde partie de 
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ce chapitre est consacrée à la formulation d’un élément fini hiérarchique à quatre 

nœuds pour l’analyse thermo-élastique. Les matrices de rigidité et masse et le 

vecteur force enrichis sont déterminés.     

Dans le sixième chapitre, les méthodes numériques utilisées pour résoudre les 

problèmes formulés auparavant sont développées. Un schéma de calcul est 

présenté en détails. Composés de trois modules, le premier module est utilisé pour 

calculer les différents flux reçus par le panneau solaire. Dans ce module, les 

équations de mouvement de Gauss sont résolues par la méthode d’intégration de 

Tchebychev en conjonction avec la méthode de Runge-Kutta d’ordre quatre, 

utilisée pour amorcer la première. Le deuxième module concerne le calcul 

thermique en transitoire, la méthode PTI est explicitée et utilisée pour déterminer 

la distribution de la température au sein du panneau solaire. Alors que la méthode 

de Newmark est utilisée pour calculer la réponse dynamique du panneau solaire 

dans le troisième module. 

Le septième chapitre exposera l’ensemble des applications choisies pour 

illustrer le travail effectué. La première partie du septième chapitre met en 

évidence la validité du programme développé. Ainsi, une étude comparative est 

faite avec différents travaux d’autres auteurs. La deuxième partie fait l’objet d’une 

étude thermo-élastique d’un panneau solaire dans les conditions de 

l’environnement en orbite. Les cas étudiés sont relatifs à des cas concrets de 

satellites : NOAA, NAVSTAR, GOES et KOMPSAT en vue de tester et de valider 

le code de calcul réalisé et de proposer des solutions à fin d’atteindre les objectifs 

fixés au chapitre I. 

Nous clôturerons évidement cette thèse par un ensemble de conclusions et de 

perspectives de recherche. 
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Chapitre II 

Environnement thermique           

du satellite en orbite 

Nous présenterons dans ce chapitre l’environnement thermique du satellite ainsi que la 

démarche à suivre pour calculer les différents flux reçus par le panneau solaire.  

II-1 Introduction 

En orbite le transfert de chaleur dans le panneau solaire est conditionné par les 

échanges radiatifs avec le soleil et la terre, et aussi par le flux thermique 

aérodynamique provoqué par le frottement des molécules de l’atmosphère avec les 

parois du satellite.    

Les rayonnements externes venus du soleil et de la terre qui éclairent les 

panneaux solaires constituent la source principale de chaleur. Le flux solaire direct 

hors atmosphère est essentiellement situé dans le spectre visible (90%) et 

infrarouge (10%). Le flux albédo est constitué par le flux solaire réfléchi par la 

terre et les nuages. Son spectre est de même nature que celui du soleil avec 

quelques bandes d’absorption dues à la traversée de l’atmosphère et la nature des 

surfaces réfléchissantes. Du point de vue thermique, la terre vue de l’espace est 

équivalente à une sphère de 18°C environ. Elle émet en permanence un 

rayonnement électromagnétique dans le spectre infrarouge. La figure 2.1  

schématise ces flux. A l’altitude des satellites, le fond du ciel est noir. L’ensemble 

du rayonnement (gamma, x, ultraviolet, visible, infrarouge et radio) qui 

proviennent du fond du ciel représentent un  total d’énergie extrêmement faible. 

Le fond du ciel à -270°C constitue la principale source froide pour les satellites. 

Cet environnement radiatif entraine des variations extrêmes de températures dans 

les panneaux solaires des satellites. 
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Pour les altitudes inferieures à 250 km le flux thermique aérodynamique peut 

être considéré comme une source de chaleur non négligeable du fait que 

l’atmosphère est plus dense. Mais par contre, pour les hautes altitudes cet effet 

n’est pas pris en compte (Fortescue and Starck, 1995). 

Le flux thermique reçu par les parois du satellite dépend de plusieurs facteurs 

parmi lesquels on peut citer : l’altitude du satellite, la position relative du satellite 

par rapport au soleil et la terre, phase d’éclipse,…    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

II-2 Modélisation de la rotation terrestre 

II-2-1 Sphère céleste et Mouvement apparent du soleil 

Le système solaire est composé du soleil formé il y a 4,55 milliard d’années et 

de corps célestes de dimensions variables qui orbitent soit autour du soleil, soit 

autour d’autres corps célestes. Dans le système solaire, 9 planètes orbitent autour 

du soleil parmi eux la terre.  

La terre est une sphère qui tourne sur elle même et qui se déplace avec une 

vitesse variable sur une orbite elliptique de faible excentricité dont le soleil occupe 

Figure 2.1 : Environnement thermique du panneau solaire. 
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l’un des foyers de cette ellipse. Son déplacement angulaire par jour est plus grand 

au voisinage du périhélie et plus faible au voisinage de l’aphélie. Le plan de 

l’orbite terrestre est appelé plan écliptique. Pour une révolution complète autour 

du soleil la terre met environ 365,25 jours. Pendant cette révolution, l’axe de 

rotation de la terre, axe joignant les deux pôles reste quasi parallèle  avec lui même 

avec une inclinaison quasi constante avec l’écliptique.  

Vu depuis la terre, le ciel est considéré comme étant une sphère dont le centre 

est le centre de la terre sur la quelle les objets célestes sont contenus, voir       

figure 2.2. Le soleil, la lune et les planètes sont en mouvement au cours du temps 

alors que les étoiles semblent être fixes, c’est l’observation naturelle depuis la 

terre. Cette sphère est  appelée sphère céleste, avec un pôle nord et un pôle sud qui 

sont la prolongation des pôles terrestres et un équateur qui est la projection de 

l’équateur terrestre. Le cercle de référence principal ou grand cercle est l’équateur 

céleste qui délimite les hémisphères Nord et Sud. L’écliptique projeté sur la sphère 

céleste est la courbe sur la quelle le mouvement apparent du soleil, de la lune et 

des autres planètes semble avoir lieu. Ce mouvement est appelé respectivement 

trajectoire solaire, lunaire et planétaire. 

L’équateur céleste coupe l’écliptique en deux points: L’équinoxe vernale et 

l’équinoxe d’automne. L’équinoxe vernale est la position du soleil au début du 

printemps de l’hémisphère nord. La ligne joignant les deux équinoxes est appelée 

la ligne vernale. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figure 2.2 : Sphère céleste et mouvement apparent du soleil. 
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Le mouvement apparent du soleil sur la sphère céleste n’est que le miroir du 

mouvement réel de la terre sur son orbite. En effet, le soleil se déplace le long de 

l’écliptique, à une époque donnée il est localisé par ses coordonnées sphériques 

qui sont l’ascension droite et la déclinaison. Quatre positions remarquables sont 

observées pendant une rotation complète du soleil : deux équinoxes et deux 

solstices. 

Solstices : Les solstices sont des moments de l’année où le soleil atteint ses 

positions les plus méridionales et septentrionales. Il atteint une déclinaison 

maximale par apport à l’équateur et qui est égale à 23.26°. Le jour du solstice d’été 

est le plus long de l’année alors que le solstice d’hiver marque la plus longue nuit 

de l’année.  

Equinoxes: les équinoxes sont deux moments de l’année où la déclinaison est 

nulle. La durée du jour est égale à celle de la nuit.  

II-2-2 Repères de coordonnées célestes et terrestres 

Pour être en mesure de prédire le flux radiatif émis par le soleil et le flux 

albédo, il faut définir les systèmes de références d’espace et de temps dans 

lesquels sont exprimés les positions et les mouvements de la terre, du soleil, et du 

satellite. Le repère de référence est la matérialisation à l’aide d’objets 

astronomiques du système de référence. Pour le construire, il est nécessaire de 

choisir des corps de référence (planètes, étoiles,..). Les repères astronomiques sont 

caractérisés par une origine qui peut être : 

• Le lieu d’observation : repère topocentrique. 

• Le centre de la terre : repère géocentrique. 

• Le centre du soleil : repère héliocentrique. 

• Un centre de masse : repère barycentrique. 

Et de directions fondamentales : 

• La verticale locale : système horizontal. 

• Le pôle céleste : système équatorial. 

• La normale à l’écliptique : système écliptique. 

• Un pôle conventionnel : système galactique. 

En orbitographie il est nécessaire de définir deux types de références d’espace : 

l’un céleste fixe dans l’espace (inertiel) pour exprimer les équations de 
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mouvement du satellite, et l’autre terrestre utilisé pour positionner les objets 

célestes et les satellites artificiels.  

II-2-2-1 Repère inertiel géocentrique RIG 

Dans les applications de la mécanique spatiale, le repère céleste est le plus 

souvent utilisé pour exprimer les équations de mouvement d’un satellite orbitant 

autour de la terre, c’est un repère inertiel ne présentant théoriquement aucun 

mouvement dans l’espace. 

D’après la résolution B2 de la 21
ème

 assemblée générale de l’UAI, le repère 

fondamental inertiel sera le repère céleste international de référence (ICRF) réalisé 

par l’IERS. Depuis 1998 l’ICRF est utilisé à la place du repère FK5, défini à partir 

de 1535 étoiles brillantes du catalogue FK5 et adopté par l’UAI depuis  1984. Ce 

repère est matérialisé à partir de la position dans le ciel de 212 noyaux de galaxie 

appelés QUASARS supposées fixes dans l’espace et qui émettent des signaux 

radios lointaines observés en VLBI. L’ICRF est représenté par le plan équatorial 

moyen de la date de référence  J2000.0 (1�� Janvier 2000 à 12h UT), et l’origine 

des ascensions droites aussi prés que possible de l’équinoxe J2000.0. Le système 

de coordonnées attaché à ce repère est le système de référence céleste 

géocentrique (GCRS), défini par  la résolution (B1.3) de la 24ème assemblée 

générale de l’UAI. 

Comme illustré dans la figure 2.3, ce système d’axes est défini par :  

• Origine O : centre de masses de la terre. 

• Axe X : porté par la ligne vernale qui n’est que l’intersection du plan 

équatorial moyen et de l’écliptique de la date de référence de J2000.0, 

dirigé vers le point vernal � appelé aussi équinoxe du printemps de la 

date J2000.0. 

• Axe Z : perpendiculaire au plan équatorial moyen de la date de référence  

J2000.0.   

• axe Y : complète le repère direct et appartient au plan équatorial. 

Dans ce repère le satellite est localisé soit par ses cordonnées cartésiennes x, y et z soit par ses coordonnées sphériques r, α et δ : 

r : distance géocentrique du satellite par rapport au centre de la terre, 
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α : ascension droite, mesurée positivement vers l’Est à partir de la ligne vernale, 

elle est exprimée en unités de temps ou en degrés fractionnaires, 

δ : déclinaison, mesurée positivement vers le Nord à partir du plan équatorial 

exprimé en degré entre �90°. 

Le passage des coordonnées sphériques aux coordonnées cartésiennes se fait de 

la façon suivante : 

����� � �� cos � cos �� cos � sin �� sin � !                                             "2.1% 

A cause des perturbations provoquées par la lune, le soleil et les autres planètes, 

les coordonnées célestes ne sont pas fixes dans le temps. Pour cela, ces 

coordonnées doivent être spécifiées pour une équinoxe donnée correspondant à 

une époque de référence qui est le J2000.0. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Figure 2.3 : Repère RIG et coordonnées du satellite 
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II-2-2-2 Repère terrestre géocentrique RTG 

Le repère de référence terrestre permet de positionner un objet céleste ou un 

satellite artificiel orbitant autour de la terre. Il permet aussi d’exprimer les 

différentes perturbations subies par le satellite. C’est un repère fixé à la croûte 

terrestre ne présentant aucun mouvement (translation, rotation, expansion). 

En pratique, ce repère est réalisé sur la base d’un ensemble de stations réparties 

à la surface du globe dont les positions et leurs vitesses sont déterminées en 

utilisant les techniques suivantes : 

• L’interférométrie à très longues lignes de base (VLBI). 

• La télémétrie laser sur satellite et sur la lune (SLR, LLR). 

• Le GPS. 

• Le Doppler Doris. 

Le repère terrestre le plus utilisé actuellement est l’ITRF2000 réalisé par le 

service international de la rotation de la terre (IERS) et approuvé par UAI. Le 

système de coordonnées géocentrique est utilisé dans cette étude, son origine est le 

centre de masses de la terre (incluant l’atmosphère et les océans)  et son plan de 

référence le plan équatorial vrai.  

D’après la figure 2.4, ce système d’axes est défini par :  

• Origine O : centre de masse de la terre. 

• Axe X’ : appartient au plan équatorial et pointe le méridien de 

Greenwich. 

• Axe Z’ : coïncide avec l’axe de rotation moyen de la terre et normale au 

plan équatorial vrai. 

• Axe Y’ : complète le repère direct et appartient au plan équatorial vrai.  

Dans ce repère le satellite est localisé par ses coordonnées sphériques r, φ et λ. 

Où φ est la latitude mesurée positivement vers le Nord depuis l’équateur de 0° à         

± 90°. Alors que, λ est la longitude mesurée positivement vers l’Est à partir du 

méridien de Greenwich, exprimé en unités de temps de 0h à 24h. La longitude λ 

diffère de l’ascension droite α par l’ascension droite Θ du méridien de Greenwich 

appelée  angle de rotation de la terre, d’après la résolution B1-3 de l’UAI 2000 qui 

préconise l’utilisation d’une origine non tournante appelée CEO. Notons que dans 

les modèles de transformation dit « classique » l’angle Θ est appelé temps sidéral à 

Greenwich (GST). 
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Comme illustré dans la figure 2.4, la relation entre la longitude et l’ascension 

droite est donnée par : 

) � � * Θ                                                         "2.2% 

II-2-3 Echelles de temps 

Jusqu'en 1967, les échelles de temps étaient fixées par des phénomènes 

astronomiques. La valeur de la seconde de temps découlait du découpage d'abord 

de la durée de la période de rotation de la Terre sur elle-même puis de la rotation 

de la Terre autour du Soleil, alors on parlait du temps sidéral (GMST) et du temps 

universel (TU). Aujourd'hui, et depuis 1967, l’horloge atomique au césium a 

permis l’élaboration d’une échelle de temps stable, le temps atomique international 

(TAI). 

Figure 2.4 : Repère RTG et coordonnées du satellite. 
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a) Le temps sidéral (GMST):  

Le temps sidéral en un lieu donné est défini comme étant l’angle horaire du 

point vernal en ce lieu. C'est aussi l'ascension droite du méridien local. Il dépend 

du mouvement héliocentrique de la terre et du mouvement de rotation diurne de la 

terre mettant perpétuellement en mouvement tout lieu d’observation. Du moment 

que le point vernal � n’a pas de matérialisation précise sur le globe terrestre il est 

difficile de le déterminer avec précision. C’est pour cette raison que le temps 

sidéral n’est plus considéré comme étant une échelle de temps mais un angle : 

angle horaire à Greenwich. On distingue le temps sidéral moyen (GMST) et le 

temps sidéral vrai (GST), liés par l’équation des équinoxes. 

b) Le temps universel (UT) :  

C’est le temps entre deux passages par rapport au méridien de Greenwich du 

soleil dans son mouvement apparent. Le temps universel permet de rapporter un 

événement de la sphère céleste à la position terrestre d’un observateur. Il est lié 

directement à la rotation de la terre. Cette échelle de temps n’est pas uniforme à 

cause de l’irrégularité de la rotation terrestre en raison du ralentissement séculaire, 

de perturbations saisonnières et de phénomènes aléatoires. Pour ces raisons deux 

autres échelles de temps sont utilisées: 

� UT1, est l’échelle de temps associé à la rotation de la Terre, il est 

linéairement proportionnel à l'angle de rotation de la Terre, angle 

géocentrique entre deux directions dans le plan équatorial, l'une tournant 

avec la Terre et l'autre n'ayant pas de rotation instantanée. Sachant que 

UT1 est affecté par les irrégularités de la vitesse de rotation de la Terre 

(longueur du jour) qui est imprévisible, la durée de la seconde UT1 n'est 

donc pas constante quand on l'exprime dans une échelle de temps 

uniforme. 

� UTC, est le temps universel coordonné, c’est une échelle de temps 

uniforme (créé en 1960 et adopté en 1972 par l’IERS) et constitue le 

temps légal civil (celui des montres). Il possède la même unité de base 

que le temps atomique  TAI (même durée de la seconde) mais il est 

périodiquement réajusté de manière à maintenir en phase la rotation de la 

terre  et les horloges des laboratoires (Duffet-Smith, 1995) : 

TAI * UTC � 0                                                           "2.3% UT1 * UTC 2  �0.9 s                                                     "2.4% 
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Où n est un nombre entier en secondes déterminé tel que UTC ne s’écarte pas 

de plus de 0.9 secondes de UT1. Ce dernier est calculé par l’IERS.  

c) Le temps terrestre (TT) :  

Le temps astronomique appelé temps terrestre (TT) est le TAI avec un décalage 

temporel, voir (Petit, 2000): 

TT �  TAI 4  32.184s                                             "2.5% 

d) Date julienne (JD):  

Intervalle de temps, en jour et fractions de jour, depuis le 1er janvier 4713 avant 

JC, midi à Greenwich. 

e) Époques :  

Datation des catalogues, date de validité des positions et des éléments d'orbites. 

L'époque standard recommandée aujourd'hui est J2000.0, équivalente en date 

julienne à JD2451545.0. Le préfixe J correspond au système actuellement en usage 

du temps mesuré en siècles juliens de 36525 jours.  

La relation entre l’époque et la date julienne est donnée par: 

EJ �  J 92000.0 4 JD –  2451545.0365.25 =                                "2.6% 
où EJ est l’époque julienne. 

II-2-4 Paramètres d’orientation de la terre dans l’espace 

L’orientation de la terre dans l’espace est le passage du repère céleste au repère 

terrestre, ce passage s’effectue à l’aide de transformations en utilisant un repère 

intermédiaire. Cette orientation est décrite par la matrice de rotation entre ces deux 

systèmes de référence. Si la terre avait une vitesse uniforme autour d’un axe fixe 

alors, dans ce cas, l’orientation  de la terre serait représentée par un seul paramètre 

qui est l’angle horaire ou sidéral. 

A cause des perturbations provoquées par l’attraction gravitationnelle des corps 

du système solaire (la lune, le soleil et les autres planètes), le bourrelet équatorial 

de la terre et les oscillations dues au déplacement des plaques tectoniques, de 
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l’aplatissement de la terre, des propriétés rhéologiques du noyau, des eaux 

souterraines et des fluctuations des océans et l’atmosphère, la rotation de la terre 

sur son centre de gravité montre des irrégularités (mouvement de toupie). En effet, 

l’axe de rotation de la terre n’est fixe, ni dans l’espace (phénomènes de précession 

et de nutation), ni par rapport à la croute terrestre6 (mouvement du pôle) et de plus 

la rotation de la terre n’est pas uniforme (voir figure 2.5). 

II-2-4-1 Phénomènes de précession et de nutation 

Le mouvement orbital des corps du système solaire provoque des basculements. 

La précession est un mouvement lent mais périodique de l’axe de rotation terrestre 

de grande amplitude. Le phénomène de précession est décomposé en deux : 

précession de l’équateur et précession de l’écliptique. Le mouvement conique de 

précession de l’équateur est causé par les forces de marée de la lune et du soleil, 

provoquant  ainsi un mouvement séculaire le long de l’écliptique d’une période de 

25700 ans. L’axe de rotation décrit un cône dans l’espace ce qui se traduit par un 

déplacement des deux équinoxes vers l’ouest le long de l’écliptique d’environ 50>> 
d’arc par an. Ce mouvement fut mis en évidence par Hipparque et Copernic(1532). 

La terre subit aussi l’action gravitationnelle des autres planètes, d’où le 

mouvement de précession de l’écliptique qui a pour conséquence la variation de 

l’inclinaison de l’écliptique par rapport au plan équatorial d’environ 47>> d’arc par 

siècle. 

La nutation se superpose à la précession, elle a été observée pour la première 

fois par Bradley (1748). C’est un mouvement de courte période (variation 

périodique des angles d’Euler  d’environ 18.6 ans, d’amplitude 17>> d’arc) 

provoqué par les forces de marée de la lune et des autres planètes. 

II-2-4-2 Mouvement du pôle   

Le mouvement du pôle comporte une oscillation libre de période d’environ 435 

jours (oscillation de Chandler 1891), le mécanisme d’excitation de ce mouvement 

libre est d’origine atmosphérique et océanique. Le déplacement saisonnier des 

masses d’eau et d’air produit une oscillation forcée de période d’une année. Les 

déformations de la croute terrestre dues à la fonte des calottes glacières polaires 

provoquent une dérive du pôle. 
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II-2-4-3 Mouvement de rotation de la terre 

La vitesse de rotation de la terre autour de son axe est variable, ce qui signifie 

que le jour lui aussi est de durée variable présentant une fluctuation autour d’une 

valeur moyenne σ. Ces variations sont dues essentiellement au couplage 

électromagnétique entre le noyau du manteau, les marées zonales et les 

déplacements des masses atmosphériques. 

. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

II-2-4-4 Passage du RTG au RIG 

Des progrès considérables ont été effectués ces dernières années dans la 

modélisation de l’orientation terrestre. En effet l’utilisation de la VLBI a révélé 

des insuffisances dans le modèle de nutation IAU 1980 (Seidelman, 1982) 

construit sur la base d’une terre rigide subissant exclusivement le couple 

lunisolaire, et dans le modèle de précession IAU1976 de Lieske (Lieske et          

al., 1977). Ces deux modèles ne tenaient pas compte de certains phénomènes tels 

que les effets planétaires, les couches fluides et les mouvements internes au sein 

Figure 2.5 : Phénomènes de précession, nutation et mouvement du pôle.  
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de la terre, difficiles à modéliser. Dans ce but, l’Union Astronomique 

Internationale a recommandé l’utilisation d’un nouveau modèle de précession-

nutation (IAU2000A), développé à partir de la théorie de nutation de Souchay 

(Souchay et al., 1999) tenant compte des effets planétaires et d’une fonction de 

transfert MHB2000 (Mathews et al., 2002) exprimée en fonction d’un certain 

nombre de paramètres géophysiques exprimant les effets de marées océaniques, le 

couplage entre noyau et manteau, les effets atmosphériques, etc… 

En vue de séparer le mouvement diurne de la terre (mouvement rapide) au 

mouvement de basculement de l’axe de rotation (mouvement lent), l’UAI 

préconise l’utilisation d’un nouveau pôle céleste appelé pôle céleste intermédiaire 

(CIP) définissant l’axe du repère intermédiaire. Sa position dans le repère céleste 

est donnée par le modèle de précession-nutation IAU 2000A. La résolution B1.8 

recommande aussi l’utilisation d’une origine non tournante (Guinot, 1979) 

permettant de découpler l’angle de rotation de la terre de la précession-nutation, ce 

qui permettra une définition exacte de UT1. 

Le passage du repère terrestre au repère céleste se fait par l’intermédiaire de la 

matrice de rotation AQCD qui est donnée par l’équation suivante (2.7). Notons que 

cette transformation est largement présentée et développée par les articles suivants 

(Lieske et al., 1977, Souchay et al., 1999 ; Mathews et al., 2002 ; Capitaine, 1990 ; 

Lambert et Bizouard, 2002 ; McCarthy et Petit, 2003) : 

AEFGD � AHCD AEIGD                                          "2.7% 

Avec  

AHCD � AJKD ALD AJMD                                         "2.8% 

où APND est la matrice de précession-nutation, ASD est la matrice de rotation 

terrestre et APMD est la matrice du mouvement du pôle. 

Dans la suite de l’étude, le modèle de précession-nutation IAU2000A adopté 

par l’UAI en aout 2000, comprenant les séries de nutation MHB2000 et la 

précession IAU 1976 corrigée est utilisé. 

La matrice du mouvement du pôle APMD est la matrice qui lie le repère terrestre 

au repère intermédiaire, et qui est exprimée par (capitaine 1990) : 
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AJMD � AER"*S>%D TEUV�WXY TECV�WXY,                              "2.9% 

sachant que xZet yZ sont les coordonnées du CIP dans le repère terrestre. D’après 

Lambert (Lambert et Bizouard 2002) le déplacement du TEO entre l’époque et la 

date, noté par la quantité s>, est donnée par : 

S>"[% � *47 [,                                                   "2.10% 
la quantité s> est exprimée en µas, où t est le temps terrestre (TT) écoulé depuis 

J2000.0, exprimé par :  

[ � "II * 1^_  `a0bcd� 2000 à 12f II%d0 ghi� gijcd0/36525.             "2.11% 
La matrice de rotation terrestre ASD défini le passage du repère intermédiaire 

d’origine terrestre au repère intermédiaire d’origine céleste par une simple rotation 

d’un angle Θ compté depuis la CEO vers la TEO dans le plan équatorial 

instantané.  

ALD � AER"*l%D                                                   "2.12% 
l’angle de rotation de la terre Θ peut être exprimé linéairement en fonction de UT1 

(Capitaine et al., 2000) par : 

l"Im% � 2n"0.7790572732640 4 1.00273781135448 Im%               "2.13% 
avec  

Im � "oa[d gijcd0d pI1 * 2451545.0%                            "2.14% 
et 

pI1 � pIq 4 "pI1 * pIq%.                                     "2.15% 
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Alors que la matrice de précession–nutation (Capitaine et al., 2003) est donnée 

par : 

AJKD � r1 * a sU *a st s*a st 1 * a tU t*s *t 1 * a"sU 4 tU%u ER"S%                  "2.16% 
les termes X et Y sont les coordonnées du CIP dans le RIG, donnés par les 

expressions suivantes : 

 

s"[% � x �y[yz
y{|

4 x [}R
}{|

xVa}~ Sc0"�EG% 4 �}~ �hS"�EG%X
~

             "2.17% 
 

t"[% � x �y[yz
y{|

4 x [}R
}{|

xV�}~ Sc0"�EG% 4 o}~ �hS"�EG%X
~

            "2.18% 

 

avec :   

a � 12 4 18 "sU 4 tU%                                           "2.19% 

Le déplacement du CEO entre l’époque et la date, noté par la quantité s"t%, est 

donné par : 

 

S"[% 4 st2 � x Sy[yz
y{|

4 x [}R
}{|

xVd}~ Sc0"�EG% 4 �}~ �hS"�EG%X
~

               "2.20% 

      

où l’indice k est le nombre de termes utilisés dans la série.  

Dans les expressions précédentes, ARG désigne une combinaison des arguments 

lunisolaires de Delaunay, des arguments planétaires et du cumul de précession 

qu’on peut l’exprimer par : 

�EG � x K~���
C�

~{|
                                              "2.21% 
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Les cinq premiers termes de F sont les arguments de Delaunay "l, l>, F, D, Ω%, ils 

caractérisent les positions de la lune et du soleil sur la sphère céleste. Les termes F� jusqu’à FCRreprésentent les longitudes moyennes des planètes de Mercure 

jusqu’à Neptune1, le dernier terme FC�représente le cumul de précession.  

Les coefficients polynomiaux x�, y�, s� ainsi que ceux des arguments sont donnés 

par le tableau A.1 de l’annexe A. Les coefficients a��, b��, c��, d��, e��, f��et N�� 

sont donnés par les tableaux A.2-4, alors que les coordonnées du pôle xZ et yZ sont 

données par la figure A.1. Notons que ces paramètres sont disponibles sur le site 

de l’IERS.  

II-3 Attitude du satellite 

Le contrôle d'attitude c'est-à-dire l’orientation angulaire du satellite est 

important pour que le système de réception (parabole) reste pointé vers la zone au 

sol dont on veut obtenir le signal. Or le satellite a tendance à se dépointer sous 

l'action des forces de perturbations telles que la pression de radiation solaire et le 

frottement atmosphérique, etc. Il faut donc contrôler activement l'orientation 

angulaire mais aussi assurer une stabilité de cette orientation. Le contrôle est 

assuré en permanence par une boucle d'asservissement : des capteurs mesurent 

l'orientation du satellite, le calculateur de bord traite ces mesures et établit les 

commandes qui, exécutées par les actuateurs, doivent maintenir un pointage 

parfait.  

Plusieurs modes de stabilisation sont pratiqués, on peut citer : 

• Mode spin : la forme du satellite est généralement cylindrique, la stabilité 

du satellite est effectuée grâce à la rotation du satellite par rapport à son 

axe de révolution. Les panneaux solaires sont en mouvement de rotation 

avec le satellite. 

• Mode stabilisé trois axes : le satellite est stabilisé suivant les axes de 

lacet, de roulis et de tangage, ce qui veut dire qu'il est asservi sur une 

orientation donnée pour chacune des trois directions de l'espace. Ce 

mode est pratiqué en général dans le cas des satellites de forme 

prismatique. Les panneaux solaires dans ce cas, sont soit articulés, soit 

fixés sur le satellite.  
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A fin de pouvoir positionner le satellite dans son orbite, il est nécessaire de 

définir les repères suivants :  

II-3-1 Repère orbital local RTN 

Comme illustré sur la figure 2.6, le système de coordonnées utilisé pour décrire 

les forces de perturbations est le système de coordonnées radiale, tangentielle et 

normale. Les forces de perturbations projetées suivant ces axes sont utilisées dans 

les équations de mouvement de Gauss.    

Ce système d’axes est défini par :  

• Origine P : centre de masses du satellite. 

• Axe R : de vecteur de base t1, il est suivant la direction géocentrique, 

dans le sens opposé du nadir. 

• Axe N : de vecteur de base t3, il est normale  au plan orbital du satellite 

dans la direction du moment cinétique.  

• Axe T : de vecteur de base t2, appelé orthoradial, il complète le repère 

direct. Il est orthogonale à R et suivant la direction du mouvement du 

satellite mais il ne coïncide pas exactement avec le vecteur vitesse à 

cause de l'excentricité de l'orbite.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 2.6 : Repère orbital local RTN. 
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II-3-2 Repère fixé au satellite RFS 

Pour assurer un bon fonctionnement des panneaux solaires ainsi que les 

différents instruments utilisés, il est nécessaire de définir un repère lié au satellite 

(voir figure 2.7). A partir de ce repère, on peut effectuer par exemple des 

manœuvres pour orienter le satellite afin d’assurer la transmission avec la terre. Il 

permet aussi au panneau solaire de pointer le soleil durant le mouvement orbital 

quand celui ci  est orientable.     

Ce système d’axes est défini par :  

• Origine P : centre de masse du satellite. 

• Axe ZB : pointe le nadir dans la direction du centre de la terre. Il définit 

l’axe de lacet. 

• Axe YB : parallèle au plan du panneau solaire, Il définit l’axe de roulis.  

• Axe XB : complète le repère direct. Il définit l’axe de tangage. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

II-3-3 Modes de navigation 

Pour assurer l'alimentation du satellite et la charge des batteries utilisées pour la 

phase d’éclipse, il est nécessaire d’orienter les panneaux solaires vers le soleil. 

Plusieurs modes de navigation sont possibles et qui sont fonctions de la position 

du soleil ainsi que du plan orbital et de la mission à réaliser (satellite orienté vers 

la terre ou vers l’espace). 

Figure 2.7 : Repère fixé au satellite RFS. 
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• Mode airplane: ou mode vol d’avion, qui consiste à aligner au mieux le 

repère RFS sur le repère orbital local RTN, voir la figure 2.8. L’axe YB 

du panneau solaire est normale au plan orbital. Ce mode de navigation 

est prévu pour les satellites de télécommunications, orientés vers la terre.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

• Mode sailboat : ou mode bateau à voile, qui consiste à orienter le repère 

RFS de sorte que le plan des panneaux solaires se trouve dans le plan du 

mouvement orbital, voir la figure 2.9. L’axe YB du panneau solaire est 

porté par le plan orbital. Ce mode de navigation est prévu pour les 

satellites de télécommunications, orientés vers la terre. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 2.8 : Mode de navigation airplane. 

Figure 2.9 : Mode de navigation sailboat. 
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• Mode optimal : les rayons lumineux sont toujours normales à la surface 

du panneau solaire en vue d’emmagasiner le maximum d’énergie 

électrique. Ce mode de navigation est pratiqué dans les missions 

orientées vers l’espace, pour le suivi des étoiles par exemple, c’est le cas 

du télescope Hubble. En général les axes XB et YB ne coïncident pas 

avec T et N, mais par contre, l’axe YB doit être toujours perpendiculaire 

au plan formé par le soleil, la terre et le satellite (voir la figure 2.10). 

Enfin, pour que les rayons lumineux soient normales au panneau solaire, 

il faut assurer une rotation du panneau solaire par rapport à YB de telle 

sorte que la normale au panneau solaire coïncide avec le vecteur 

satellite-soleil. Notons que ce mode de navigation exige beaucoup 

d’énergie électrique. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

II-3-4 Articulation du panneau solaire 

Un mécanisme d'entraînement du panneau solaire, rattaché au système de 

contrôle d'attitude et d'orbite, permet de contrôler la position du panneau solaire de 

façon à l'orienter au mieux vers le soleil en fonction du mouvement du satellite sur 

son orbite. L’angle ζ formé par la normale au panneau solaire et l’axe X� définit 

cette orientation, explicité sur la figure 2.11. Afin d’assurer que la face active du 

Figure 2.10 : Mode de navigation optimal. 
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panneau solaire reçoit les rayons lumineux, l’angle ζ peut varier de 0° à 360°. 

Dans certains cas le panneau solaire est fixé sur le satellite.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

II-3-5 Passage du repère RFS au repère RTN 

Le passage du repère RFS au repère RTN s’effectue grâce à la matrice de 

transformation AQRD suivante : 

AQRD � AEC"�C%DAEU"�U%DAER"�R%D                                    "2.22% 

Les matrices ARCD, ARUD et ARRD sont les matrices de rotation par rapport aux 

axes X�, Y� et Y� respectivement, où �C, �U et �U sont les angles d’Euler, choisis 

en fonction du mode de navigation considéré. 

Figure 2.11 : Articulation du panneau solaire. 
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II-4 Equations de mouvement du satellite 

II-4-1 Mouvement képlérien 

En général les corps célestes sont capturés par le champ gravitationnel d’un 

autre corps plus important appelé corps central. En effet, les planètes et les 

satellites artificiels sont soumis à un mouvement orbital dit mouvement képlérien 

autour d’un corps central, c’est le cas du mouvement de la terre autour du soleil. 

En absence de perturbations, le mouvement orbital est défini par l’équation 

différentielle suivante : 

����� * ��R  ��                                                    "2.23% 

Cette équation régit le mouvement d’un point P de masse m (supposé le 

satellite) attiré à un centre O de masse M (supposé la terre) par l’intermédiaire 

d’un champ gravitationnel de constante d’attraction µ positif, émis par le centre O. 

Où r� est le rayon vecteur terre-satellite, alors que r est la distance qui sépare le 

satellite et la terre.   

Par définition le mouvement képlérien est la solution générale de 

l’équation "2.23%. Cette solution dépend de six constantes d’intégration qui sont 

les éléments d’orbites ou paramètres orbitaux a, e, i, Ω, ω et M�. Le mouvement 

képlérien est présenté en détails dans l’ouvrage « Orbits » (Xu, 2008). 

Les paramètres orbitaux conditionnent le positionnement et le repérage du 

satellite (voir figure 2.12) : 

a) Eléments caractérisant la géométrie de l’ellipse  
• a � demi grand axe de l’ellipse. 

• d � excentricité. 

b) Eléments positionnant le plan orbital dans l’espace  
 

• c : inclinaison orbital par rapport au plan équatorial. 
On appelle inclinaison de l'orbite, l'angle i mesuré entre 0° et 180° positivement 

autour de la ligne vernale, entre le plan équatorial et le plan orbital. Le choix de 

l’inclinaison dépend de la mission prévue : 

� i=0°, orbite équatoriale, essentiellement l'orbite géostationnaire, 
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� i=63.4°, inclinaison orbitale fréquemment utilisée pour les satellites 

soviétiques, 

� i=90°, orbites polaires pratiquées pour les satellites météorologiques en 

orbite basse, leur permettant de suivre 15 fois par jour les masses d'air 

polaire, 

� i=98.7°, inclinaison choisie pour les satellites de la famille SPOT, 

travaillant en imagerie spatiale et utilisant la propriété 

d'héliosynchronisme. 

• ¢ � ascension droite du nœud ascendant N 
On appelle Ω l'angle, mesuré positivement autour de Z, entre l’axe X et la ligne 

nodale (ON), intersection du plan orbital avec le plan équatorial. 

Conventionnellement, il est exprimé entre 0° et 360°. Cet angle conditionne le 

positionnement du plan orbital par rapport au repère inertiel RIG.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

c) Repérage du grand axe dans son plan 

Pour le repérage du grand axe appelé aussi axe focal il est nécessaire de définir 

la base péri-focale (voir figure 2.13) : origine O  centre de la terre, PW axe focal 

Figure 2.12 : Paramètres de positionnement et de repérage du satellite. 
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dans la direction du périgée, PH axe dans la direction du moment cinétique et PQ 

axe ortho-focal complète la base directe PWPQPH.  

• £ � argument du périgée 
On appelle ω argument nodal du périgée, l'angle entre la ligne nodale et l’axe 

focal  pointant le périgée, mesuré positivement entre 0° et 360°. 

d) Eléments repérant le satellite dans son orbite 

Le dernier des paramètres orbitaux, est en fait constitué de deux données, une 

position sur l'orbite appelée anomalie et un temps t correspondant à cette position.  

 
• M¤ : anomalie moyenne 

Le satellite peut être positionné dans son orbite soit par l’angle ν, appelé 

anomalie vraie, soit par l’angle E appelé anomalie excentrique (en utilisant le 

cercle fictif), ou  par l’anomalie moyenne M�. La figure 2.13 explicite ces 

anomalies. 

La relation entre l’anomalie vraie et l’anomalie excentrique est donnée par : 

tan ¦2 � √1 4 d1 * d  tan 2̈  ,                                            "2.24% 

la relation qui lie l’anomalie moyenne M� à l’anomalie excentrique E est donnée 

par l’équation suivante : 

M¤ � ¨ * d Sc0 ¨,                                          "2.25% 
l’anomalie moyenne M¤ décrit le mouvement d’un satellite orbitant avec une 

vitesse angulaire moyenne 0,  

M¤ � 0V[ * [W^_X.                                             "2.26% 
La vitesse angulaire moyenne 0 peut être calculée à partir de la période de 

passage I© du satellite au périgée. 

I© � 2naR/U�ªC/U,                                                   "2.27% 
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d’où 

0 �  IW2n aªR/U�C/U,                                         "2.28% 
alors que, tZ�� représente le temps de passage au périgée. 

 

 

 

 

 

 

 

 

II-4-2 Mouvement perturbé 

Le mouvement képlérien ne reflète pas le mouvement réel du satellite, en effet, 

il est soumis à des forces perturbatrices dues à la non sphéricité de la terre, à 

l’action gravitationnelle des autres corps tels que le soleil, la lune et les autres 

planètes et aux forces de surface provoquées par la pression de radiation solaire et 

le freinage atmosphérique (Xu, 2008).                           

Les équations de mouvement d’un satellite autour de la terre sont exprimées 

dans le repère inertiel par : 

����� �«���� 4 �¬«������� 4 �_���� ,                                             "2.29% 
où f­���� est la somme des forces gravitationnelles et f®­������ est la somme des forces 

de surface (non gravitationnelles), alors que f���� représente les forces empiriques 

non modélisables, considérées négligeable dans cette étude.  

Figure 2.13 : Repère péri-focal et anomalies. 
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Les différentes forces sont exprimées par : 

�«����� * ��R  �� 4 �W¤¯�������� 4 �°°°������                                            "2.30% 

�¬«������� � �©±²�������� 4 �³¯����������.                                          "2.31% 

Où : fZ�´�������  : force de perturbation due au champ gravitationnel terrestre, 

fµµµ�����  : force de perturbation due au troisième corps, 

f¶·¸�������� : force de perturbation due à la pression de radiation solaire, 

f¹´����������  : force de perturbation due à la trainée atmosphérique. 

Les forces perturbatrices sont généralement calculées dans le repère terrestre en 

fonction des coordonnées du satellite exprimées dans ce même repère, puis 

exprimées dans le repère d’intégration. Notons que les différentes forces sont 

exprimées en unités de force par unités de masse. 

L’ajout d’accélérations complémentaires génère des perturbations de l’orbite 

elliptique. Les éléments képlériens deviennent dépendants du temps sous la forme 

des équations de Gauss. On les appelle alors éléments osculateurs (Xu, 2008) :  

oao[ � 20√1 * dU A�±d sin ¦ 4 �º"1 4 d sin ¦%D 
odo[ � √1 * dU0a A�± sin ¦ 4 �º"cos ¨ 4 d sin ¦%D 
oco[ � * �¬� cos"¦ 4 £%0aU√1 * dU  

oΩo[ � * �¬� sin"¦ 4 £%0aU√1 * dU sin c                                                                                     "2.32% 

o£o[ � √1 * dU0ad 9*�± cos ¦ 4 �º cos ¦ »1 4 11 4 d cos ¦¼ * �¬� cos c cos"£ 4 ¦%0aU√1 * dU sin c = 

oMo[ � 0 * 1 * dU0ad 9�± »cos ¦ * 2d1 4 d cos ¦¼ * �º sin ¦ »1 4 11 4 d cos ¦¼= 
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Les composantes radiale F·, orthoradiale F½ et normale F® sont les 

composantes de la résultante des perturbations suivant les directions R, T et N, 

respectivement.  

La position du satellite peut être exprimée, soit par les paramètres 

orbitaux a, e, i, Ω, ω et M�, soit par les coordonnées cartésiennes x, y et z, dans le 

repère inertiel. La position et la vitesse du satellite dans le repère RIG sont 

exprimées en fonction des paramètres orbitaux par : 

¾���¿�À � 9AER"*Ω%DAEC"*c%DAER"*ω%DAER"*Ω%DAEC"*c%DAER"*ω%D= �Á�Á¿��                      "2.33% 

sachant que la position et la vitesse du satellite dans la base péri-focale sont 

données par: 

ÂÁ�Ã � �� cos ν� sin ν0 �,                                                 "2.34% 
ÄÁ¿�Å � 0a√1 * dU � * Sc0 ¦d 4 �hS ¦0 ! .                                          "2.35% 

                         

II-5 Perturbations du mouvement Képlérien 

Dans le modèle képlérien la seule force appliquée sur le satellite est l’attraction 

terrestre et la terre étant considérée sphérique et homogène. Ces deux hypothèses 

sont fausses en réalité ; l’expérience montre que les structures spatiales sont 

soumises à d’autres forces tels que les forces de frottement avec l’atmosphère, les 

forces dues à la pression de radiation solaire, l’attraction de la lune, le soleil et les 

autres planètes. Les études ont montées que les accélérations causées par les forces 

autres que l'attraction centrale sont faibles devant l'accélération képlérienne. C'est 

pourquoi on considère que les autres forces sont des perturbations du mouvement. 

L’intensité de ces perturbations est proportionnelle à l’altitude du satellite. La 

figure 2.14 illustre ces perturbations (Fortescue et Starck, 1995).  
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II-5-1 Perturbations dues au champ gravitationnel terrestre 

II-5-1-1 Introduction 

Un satellite mit en orbite autour de la terre dans le champ de gravité va se 

positionner sur une équipotentielle du potentiel de gravité. Sa trajectoire dépondra 

en grande partie de la forme de ce potentiel. En effet, le champ gravitationnel 

terrestre n’est que l’image du géoïde, voir la figure 2.15 : forme géométrique 

équipotentielle de la terre. Si on suppose que le géoïde est parfaitement sphérique, 

alors dans ce cas la trajectoire du satellite sera képlérienne. Dans le cas réel, la 

terre n’est ni sphérique, ni formée de couches concentriques, mais elle présente 

une forme ellipsoïdale irrégulière aplatie avec des bosses et des creux, qui révèlent 

des hétérogénéités de densité du matériau à l’intérieur de la terre. Ces irrégularités 

sont la cause principale de déviation des satellites de leurs trajectoires nominales, 

d’où la notion de perturbation. Notons que le potentiel perturbateur est exprimé 

dans le repère terrestre géocentrique RTG.     

Figure 2.14 : Comparaison des perturbations pour les basses orbites. 
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II-5-1-2 Modélisation du potentiel gravitationnel 

Soit (OXÇYÇZÇ% le repère instantané lié à la terre et r� le rayon vecteur indiquant la 

position du satellite supposé ponctuel (point P) de masse m. Considérons un 

système matériel de volume V (non ponctuel) et de masse M, caractérisant notre 

planète, et  soit un point P’ de ce système de cordonnées sphériques "RZ, φ>, λ>%, 

voir figure 2.16. 

Le potentiel créé en un point P de coordonnées "r, φ, λ% par l’ensemble des 

points du système matériel est donnée par l’expression suivante : 

p � É GÊËÌ
 oÍ                                                      "2.36% 

nous savons que la distance ÊË entre P’ et P peut être exprimée par la relation 

suivante : 

ÊË � �ÎÏ±Ð_ ÑU 4 1 * 2 Ï±Ð_ Ñ cos Ò.                             "2.37% 

le rapport 
CÓË est développable en série entière de EÔ� , ce qui nous donne : 

1ÊË � J| 4 »EW� ¼ JC 4 »EW� ¼U JU 4 Õ 4 »EW� ¼Ö JÖ                     "2.38% 

Figure 2.15 : Géoïde terrestre  (GRGS). 
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qu’on peut la mettre sous la forme suivante : 

1ÊË � 1�  x »EW� ¼Ö
Ö×|

JÖ"cos Ò%                                    "2.39% 

où les JÖ"cos Ò% sont les polynômes de Legendre de degré n en cos Ò , donnés 

par :  

JÖ"�hS Ò% �  x "*1%}"20 * Ø%2ÖØ! "0 * Ø%! "0 * 2Ø%! �hSÖªU} Ò
ÖU

}{|
                     "2.40% 

ce qui nous permet d’exprimer U en fonction des polynômes  de Legendre : 

p � ��  x 1�Ö É x »EW� ¼Ö
Ö×|

JÖ"�hS Ò%oÍ
ÚÖ×|

,                            "2.41% 

Mouvement 

perturbé 

Mouvement 

képlérien 

Figure 2.16 : Configuration d’un satellite P subissant une force 

perturbatrice due au champ gravitationnel terrestre. 

Z’ 

X’ 

Y’ 
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où µ"� GM% est la constante gravitationnelle terrestre. 

En utilisant la trigonométrie sphérique entre P’"RZ, φ>, λ>% et P"r, φ, λ%, on 

obtient la relation suivante : 

cos Ò � sin Û sin Û> 4 cos Û cos Û> cos" ) * )>%,                "2.42% 

en décomposant les polynômes de Legendre en harmoniques sphériques (voir 

figure A.2 de l’annexe A), on aura l’expression du potentiel terrestre dans le cas 

d’une terre non sphérique, qui est donnée par (Kaula, 1966 ; Heiskanen et Moritz, 

1967):  

p"�, Û, )% � �� Ü1 4 x x ÏaÝ� ÑÖ JÞÖ�"sin Û%Ö
�{|

¬
Ö{C

AqßÖ�  cos Í) 4 LßÖ�  sin Í)Dà, 
 "2.43% 

qu’on peut mettre sous la forme suivante : 

p"�, Û, )% � p| 4 x EÖ"�, Û, )%¬
Ö{C

                              "2.44% 

le terme U|"� µ�% représente le potentiel newtonien, alors que Rá est le potentiel 

perturbateur, exprimé en fonction des harmoniques sphériques par la relation 

suivante : 

EÖ"�, Û, )% � �� x ÏaÝ� ÑÖ JÞÖ�"sin Û%AqßÖ�  cos Í) 4 LßÖ�  sin Í)DÖ
�{|

       "2.45% 

les Pâá�"sin φ% sont les fonctions de Legendre associées normalisées, de degré n et 

d’ordre m, données par : 

JÞÖ�"sin Û% � ã"0 * Í%! "20 4 1%! "2 * �|�%!"0 4 Í%!  JÖ�"sin Û%,          "2.46% 
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sachant que Pá�"sin φ% sont les fonctions de Legendre associées, exprimées par :  

JÖ�"sin Û% � cos� Û x ã"0 * Í%! "20 4 1%! "2 * �|�%!"0 4 Í%!  
Öª�U
¯{|

sin"áª�ªU´% Û  
"2.47% 

les polynômes de Legendre associés de degré n=3 et d’ordre m=3 sont donnés par 

le tableau A.5 de l’annexe A. 

Les termes CÞá� et SÞá� sont les coefficients de stokes normalisés des 

harmoniques tesséraux. Les termes CÞáá et SÞáá sont les coefficients de stokes 

normalisés des harmoniques sectoriaux. Les termes CÞá| et SÞá| sont les coefficients 

de stokes normalisés  des harmoniques zonaux. 

aÝ représente le rayon équatorial moyen.  

a) Harmoniques zonaux : 

Les harmoniques zonaux caractérisent  la variation du potentiel en latitude, ils 

divisent la terre en (n+1) zones. Le terme zonal CÞU| est le terme dominant, il 

caractérise l’aplatissement de la terre au niveau des deux pôles. En général, les 

harmoniques zonaux provoquent un mouvement séculaire de courtes et longues 

périodes. Les harmoniques pairs causent des perturbations séculaires en longitude 

du nœud ascendant (régression nodale), de l’argument du périgée et du 

mouvement moyen.   

b) Harmoniques tesséraux et sectoriaux : 

Les harmoniques sectoriaux caractérisent la variation en longitude, 

orthogonales aux harmoniques zonaux. Les effets des termes sectoriaux et 

tesséraux sont visibles à long terme en provoquant des perturbations plus 

complexes que celles des harmoniques zonaux et qui se traduisent par des 

oscillations périodiques.  

Si on considère que la terre est un ellipsoïde avec une répartition uniforme, 

alors dans ce cas les harmoniques sectoriaux et tesséraux seront nuls. Si on 

suppose que le plan équatorial est un plan de symétrie pour la terre, alors dans ce 

cas les termes impairs des harmoniques zonaux seront nuls.   
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II-5-1-3 Modèles de champ gravitationnel terrestre 

Grace au développement des techniques spatiales la géodésie a permis de 

grandes avancées dans le domaine de la gravimétrie. En effet le champ 

gravitationnel est construit à partir de mesures de perturbations d’orbites de 

satellites, dits satellites gravimétriques, en utilisant des techniques de poursuite 

tels que la SLR, système Doppler Doris et le GPS, voir (Nerem et al. 93). 

Dés le début de l’ère spatiale plusieurs missions satellitaires ont vu le jour, 

objectifs : élaboration de modèles gravitationnels. La qualité des modèles réalisés 

dépend de la précision des coefficients de stockes et du degré et de l’ordre 

obtenus. Des progrès importants ont été réalisés dans la connaissance des grandes 

et moyennes longueurs d’ondes, notamment avec la mission TOPEX/Poseidon de 

la NASA et l’ONERA (1992-1995), qui a permit l’élaboration du modèle JGM-3 

(70x70) (Nerem et al. 93 ; Tapley et al. 96). Afin d’atteindre les plus hauts degrés 

dans les coefficients du champ de gravité (faible longueurs d’ondes), trois 

missions satellitaires ont été programmées après l’an 2000. Le satellite CHAMP a 

été lancé le 15 juillet 2000, une mission réalisée  par le GFZ-Potsdem, le CNES et 

l’ONERA qui a aboutit aux modèles EIGEN1-S, EIGEN2 et EIGEN-CHAMP03S 

(Reigber et al. 2004a). Deux ans après le satellite GRACE a été lancé, c’est une 

mission programmée par la NASA visant à déterminer avec une très grande 

précision le champ gravitationnel. 

Dans la suite de l’étude, le modèle JGM-3 (70x70) est utilisé dans le calcul du 

potentiel gravitationnel (voir tableau A.6. de l’annexe A).         

II-5-1-4 Modélisations des forces de perturbations 

gravitationnelles 

La force de perturbation due au champ gravitationnel exercée par la terre sur le 

satellite exprimée dans le repère instantané (OXÇYÇZÇ% est donnée par : 

                                            
Ä�W¤¯Å±º« �

äåå
æ
ååç

èEè�èEè�èEè� éåå
ê
ååë                                                  "2.48% 
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A partir des relations qui lient les coordonnées cartésiennes aux coordonnées 

sphériques on peut écrire : 

ì���í � Ü� �hS Û �hS )� �hS Û Sc0)� Sc0 Û à,                                    "2.49% 

on peut exprimer (2.48) sous la forme suivante : 

Ä�W¤¯Å±º« �
îï
ïï
ð cos Û sin ) cos Û sin ) sin Û
* sin Û cos )� * sin Û sin )� cos Û�* sin )� cos Û cos )� cos Û 0 ñò

òò
ó

äåå
æ
ååç

èEÖè�èEÖèÛèEÖè) éåå
ê
ååë           "2.50% 

Les dérivées partielles du potentiel en fonction des coordonnées sphériques sont 

données par : 

 

èEè� � * ��U x x "0 4 1% ÏaÝ� ÑÖ oJÞÖ�"sin Û%oÛ
Ö

�{|
¬

Ö{U
AqßÖ�  cos Í) 4 LßÖ�  sin Í)D 

èEèÛ � �� x x ÏaÝ� ÑÖ oJÞÖ�"sin Û%oÛ
Ö

�{|
¬

Ö{U
AqßÖ�  cos Í) 4 LßÖ�  sin Í)D 

èEè) � �� x x Í ÏaÝ� ÑÖ JÞÖ�"sin Û%Ö
�{|

¬
Ö{U

A*qßÖ�  sin Í) 4 LßÖ�  cos Í)D 
"2.51% 

En utilisant l’équation (2.7), on peut exprimer le vecteur force dans le repère 

inertiel géocentrique RIG, d’où: 

Ä�W¤¯Å±°« � AHCDªCÄ�W¤¯Å±º« ,                               "2.52% 
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mais l’utilisation des équations de mouvement de Gauss exige l’utilisation des 

composantes radiale �·, orthoradiale �½ et normale �¬. Ainsi, le passage du repère 

RIG au repère RTN s’effectue de la façon suivante : 

Ä�W¤¯Å±º¬ � AHUDªCÄ�W¤¯Å±°« ,                              "2.53% 

la matrice AHUD est la matrice de passage du repère RTN au repère RIG, qui est 

peut être exprimée par : 

AHUD � AER"*¢%DAEC"*c%DAER"*£%DAER"*¦%D                     "2.54% 
II-5-2 Perturbations dues à la lune, le soleil et les autres 

planètes  

L’effet des perturbations lunisolaires et planétaires est négligeable à basse 

orbite, mais pour les missions interplanétaires, orbites fortement elliptiques et 

orbites géostationnaires, la force du troisième corps est importante. Les études 

montrent que les perturbations lunisolaires provoquent des oscillations de 

l’inclinaison orbitale c qui peuvent atteindre ô15° et des variations séculaires à 

long termes de l’ascension droite Ω et de l’argument du périgée ω.   

Considérons maintenant l’effet du soleil, la lune et les autres planètes. 

Supposons que ces corps sont modélisés par des points matériels de masse m� et 

de coordonnées sphériques "r�, φ�, λ�% par rapport au repère RTG, explicités sur la 

figure 2.17.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 2.17 : Position relative du troisième corps par rapport au satellite et la terre.   
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La force de perturbation du troisième corps peut être exprimée via l’expression 

suivante. Pour plus de détails voir (Tapley et al. 2004) :    

�°°°������ � x �~ ì ��ö~�ö~R * ��~�~Rí~                                      "2.55% 

où : �÷��� 
: rayon vecteur géocentrique lune, soleil ou planètes, 

�~ :� VÍ~GX constante gravitationnelle du corps considéré, 

�ö÷����� 
: rayon vecteur satellite-3

ième
 corps, qu’on peut le mettre sous la forme :   

�ö÷����� � �÷��� * �� ,                                              "2.56% 

ce qui permet d’écrire : 

�°°°������ � * x �~ Ü �� * ��~ø�� * ��~øR 4 ��~�~Rà
~

                                    "2.57% 

Exprimons maintenons l’expression précédente en fonction des vecteurs 

unitaires pù���� et nù���� : 

�°°°������ � * x �~ Ü �� * ��~ø�� * ��~øU Ô�~ 4 1�~U 0��~à
~

                                    "2.58% 
avec : 

Ô�~ � ��ö~��ö~ � �� * ��~ø�� * ��~ø                                                    "2.59% 

 

                                                       nù���� � �ú�����û                                                               "2.60% 

Le calcul de fµµµ����� exige la détermination de la position géocentrique du satellite 

ainsi que la position relative du 3ième corps, en utilisant le calcul d’éphémérides. 
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On peut écrire le vecteur force fµµµ�����  dans le repère RTN en utilisant l’équation 

(2.54): Â�µµµÃ±º¬ � AHUDªCÂ�µµµÃ±°«                                  "2.61% 

II-5-3 Perturbations dues à la traînée atmosphérique 

Les satellites en contact avec l’atmosphère sont soumis aux forces 

aérodynamiques, ils subissent une perte de leur énergie mécanique qui se traduit à 

long terme par une perte d’altitude, qui mettra fin à leur mission. Les forces 

aérodynamiques se décomposent en trois types : force aérodynamique de trainée 

ou frottement, force aérodynamique de portance et moment aérodynamique. Pour 

les altitudes supérieures à 2000 km les effets de l’atmosphère sont négligeable, 

mais au dessus de cette altitude les satellites subissent des perturbations séculaires 

qui peuvent atteindre 2km/jour pour l’inclinaison orbitale et jusqu’à 100 km/jour 

pour l’excentricité et des perturbations périodiques de l’ordre de 2 km/jour pour 

l’ascension droite (King-Hel, 1987). 

Dans la suite de l’étude seule la force de trainée est prise en compte. En général 

la force aérodynamique de portance et le moment aérodynamique sont 

négligeables. 

 II-5-3-1 Formulation de la perturbation 

La force aérodynamique de trainée dépend principalement de la densité de 

l’atmosphère, de la vitesse du satellite et de l’interaction entre les constituants de 

l’atmosphère et les parois du satellite, qu’on peut exprimer par (Montenbruck et 

Gill, 2000 ; Abd El-Salam et Sehnal, 2004) : 

�³¯���������� � * 12  Ê x qüý  LyÍ "b_����. 0þ����%. 0þ����                                  "2.62% 

où : 

 ρ : densité de l'atmosphère à l’altitude du satellite, voir figure A.5 de l’annexe C�� : coefficient aérodynamique de traînée de la face i, S� : section de la surface considérée, n����� : vecteur unitaire normale à la face i, v�����  : vecteur vitesse relative du satellite par rapport à l’atmosphère en rotation. 
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Sachant que : 

b_����. 0þ���� � b_ cos �y .                                            "2.63% 
Comme illustré sur la figure 2.18, l’angle θ� est l’angle d’incidence, mesuré 

entre la normale à la surface considérée et le vecteur vitesse v�����. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ce qui permet d’écrire : 

�³¯���������� � * 12 Ê x »qüý  Ly cos �yÍ ¼ b_  
y

b_����.                                  "2.64% 

le terme ∑ ÏC��  ¸� 	�
��� Ñ �  est appelé coefficient balistique du satellite.   

Le vecteur vitesse relative v����� par rapport à l’atmosphère en mouvement de 

rotation est donné par l’expression suivante : 

b_���� � �¿� * ��� 
 �� ,                                              "2.65% 

où r¿� est le vecteur vitesse du satellite de module V, alors que σ��� représente le 

vecteur vitesse de rotation de l’atmosphère. Nous supposons dans cette étude que 

Figure 2.18 : Vitesse relative du satellite et force de frottement. 
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σ est égale à la vitesse de rotation de la terre. Sachant que l’atmosphère n’est pas 

fixe dans l’espace mais tourne avec une vitesse de rotation légèrement différente 

de celle de la terre. 

A partir de l’équation (2.65), on peut écrire : 

b_U � �U * 2 �¿�. "��� 
 ��% 4 "��� 
 ��%U.                              "2.66% 

Ce qui nous permet d’exprimer les modules des vitesses b�et � en fonction du 

moment cinétique réduit h, de l’inclinaison i et de la latitude φ par : 

b_U � �U * 2 � f �hS c 4 �U�U�hSUÛ ,                              "2.67% 
mettant VU en facteur dans le terme à gauche de l’équation précédente, on aura : 

b_U � �U Ø_  ,                                                        "2.68% 
avec  

Ø_ � 1 * 2 � f cos c�U 4 �U�UcosUÛ�U  .                                "2.69% 

La force aérodynamique de trainée est dirigée dans le sens opposé du vecteur 

vitesse relative, elle admet trois composantes dans le repère RTN et qui sont 

données par (Abd El-Salam et Sehnal, 2004) :  

Â�³¯�Ã±º¬ � * 12�üÊ� 
äåå
æ
ååç dã �a"1 * dU% sin ¦

a"1 * dU%� ã �a"1 * dU% * � � cos c
� � cos"� 4 £% sin c éåå

ê
ååë           "2.70% 

Avec 

�ü � x »qüý  Ly cos�yÍ ¼�Ø_  
y

.                                      "2.71% 
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Notons que le moment cinétique réduit h est donné par : 

f � ø�� 
 �¿�ø.                                                   "2.72% 
II-5-3-2 Modélisation de la densité de l’atmosphère 

Le modèle atmosphérique utilisé dans cette étude est le modèle MSISE-90 

(Hedin, 1991) recommondé par ESA. Ce modèle est semi-empirique complété par 

une fonction empirique introduite par Hedin (Hedin, 1974) qui tient compte de 

différents paramètres comme les indices de flux solaire et d’activité 

géomagnétique, la latitude, l’heure locale, la saison,… 

 II-5-3-3 Coefficient aérodynamique 

Le coefficient aérodynamique de trainée qü caractérise l’interaction des 

constituants de l’atmosphère à une hauteur donnée avec les matériaux des surfaces 

qui composent le satellite. Les modèles mathématiques développés pour le calcul 

des coefficients qü sont basés sur la nature de la collision et le mode de réflexion 

des molécules de l’atmosphère une fois en contact avec les parois du satellite 

(Schamberg, 1959b ; Sentman, 1961a ; Saltsburg et al., 1967 ; Zuppardi, 2005). En 

effet pour les altitudes supérieures à 125 km, les satellites sont soumis à un 

écoulement moléculaire libre. A basse altitude l’atmosphère est dense, elle est 

constituée principalement de l’oxygène atomique, qui a pour effet la 

contamination des surfaces. Les molécules en mouvement, une fois en contact 

avec les parois du satellite cèdent une partie de leur énergie cinétique, 

emprisonnées pendent un laps de temps, elles sont ensuite réfléchie dans l’espace, 

la réflexion dans ce cas est complètement diffuse. Mais plus on prend de l’altitude 

plus la concentration de l’oxygène atomique diminue d’où diminution du degré de 

contamination des surfaces, alors dans ce cas la réflexion est quasi-spéculaire et 

l’énergie cédée aux parois est moins importante (Moe et Moe, 2005 ; Bowman et 

Moe, 2005).  

De la nature de la collision et du mode de réflexion, on déduit que le coefficient 

aérodynamique qü dépend de plusieurs facteurs : la forme du satellite, son altitude, 

l’excentricité de son orbite, la température et la masse moyenne moléculaire de 

l’atmosphère, de l’activité solaire et du degré de contamination des surfaces. 
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Plusieurs modèles mathématiques ont été développés pour le calcul du qü. On 

peut citer les travaux de Cook (Cook,1965 ; 1966) concernant les satellites de 

forme compacte (cylindrique, sphérique, cubique,…), la valeur préconisée du 

coefficient aérodynamique est de 2.2. Cette valeur est indépendante de la forme et 

de l’altitude. Dans son modèle mathématique la réflexion des molécules est 

considérée complètement diffuse. Dans ces travaux concernant un satellite 

sphérique, Zerouati 1987 a montré que le coefficient aérodynamique est fonction 

de l’altitude et de l’état de l’atmosphère : calme, moyenne ou excitée. Moe (Moe 

et Bowman, 2005), Bowman (Bowman et al. 2007) et Pardini (Pardini et al., 2008) 

ont étudié l’effet de l’atmosphère, de l’activité solaire, degré de contamination et 

la composition des surfaces du satellite en utilisant les mesures effectuées in situ 

du coefficient d’accommodation d’énergie.              

Les coefficients aérodynamiques sont la somme de coefficients d’absorption 

(des molécules de gaz) et de réémission supposée diffuse. Ils s’explicitent 

différemment selon la forme et la température de la paroi dans une hypothèse de 

distribution Maxwellienne (modèle d’interaction gaz-surface) des vitesses 

moléculaires et dans le cas d’un régime d’écoulement moléculaire libre 

(Cook,1965 ; Harrison et Swinerd, 1995 ; Koppenwallner, 2008) : 

qü � qü� 4 qü_                                                 "2.73%  

Notons que C�� est le coefficient d’absorption, alors que C�� est le coefficient 

de réémission. 

Dans le cas d’une surface plane les coefficients aérodynamiques sont donnés 

par (Graziano, 2007): 
 

qü� � "1 4 erf "S sin �%% »1 4 12SU¼ 4 1√nS sin � dª"ö 
�á�%�
 

qü� � 12SU EºV√nS sin � "1 4 erf "S sin �%% 4 dª"ö 
�á�%�X           "2.74%  
Sachant que la fonction d’erreur erf(x) vaut :  

erf"�% � 2√n É dªm�oi�
|

                                           "2.75%
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où s représente le ratio de vitesse moléculaire exprimé par : 

S � �̂ ã���2EI ,                                                     "2.76% 

R est la constante des gaz parfaits, alors que, V� est la vitesse d’écoulement des 

molécules, égale à la vitesse du satellite V dans le cas d’un régime d’écoulement 

libre. Sachant que R½  est le ratio de température exprimé selon le signe de sin θ  : 
sin � � 0 ;  Eº � ãIyI 4 √1 * � �S * ãIyI �                            "2.77% 

sin � � 0 ;  Eº � ãIyI 4 √1 * � �1 * ãIyI �                           "2.78% 

Dans cette étude I représente la température de l’atmosphère donnée par le 

modèle d’atmosphère MSISE-90 (voir figure A.4 de l’annexe A) et exprimée en 

degré kelvin, alors que Iy  est la température de la face i prise égale à 300 K 

(Graziano, 2007).  

Le paramètre α est le coefficient d’accommodation de Cook, exprimé par :  

� � 3.6i"1 4 i%U ,                                                  "2.79% 

avec : i � min »1, ���16 ¼,                                             "2.80% 

où ��� est le poids moléculaire moyen, exprimé en kg/kmol. Par définition ��� 

d’un mélange de gaz composé de � constituants est équivalent au poids moyen de 

la masse molaire de chaque constituant   

��� �  ∑ 0yÍy y{C∑ 0y y{C .                                             "2.81% 
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Les termes 0� et Í� sont respectivement le nombre de molécules par unité de 

volume (densité) et la masse molaire du cyè�^ constituant. Sachant que les 

constituants de l’atmosphère sont principalement H, He, N, NU, O, OU et Ar dont la 

densité de ces gaz est donnée par la figure A.5 de l’annexe A. Au voisinage de  

200 km les principaux constituants sont O et le NU et à 600 km la densité de He est 

comparable à celle de O. Pour les altitudes élevées He reste le gaz le plus 

dominant.     

II-5-4 Perturbations dues à la pression de radiation solaire 

Le Soleil émet de façon continue autour de lui une énergie sous forme d'ondes 

électromagnétiques. Quand une surface est exposée à une source de rayonnement 

elle subit une pression de radiation due au choc des photons avec cette surface. Ce 

phénomène physique fut déduit théoriquement par James Maxwell en 1871 et 

prouvé  expérimentalement par Pyotr Lebedev en 1900, puis par Ernest Nichols et 

Gordon Hull en 1901. 

Lancé en 1958 le satellite VANGUARD I a fait l’objet de plusieurs études. En 

particulier, l’étude faite par Musen (Musen et al., 1960) en 1960 a révélée une 

nette différence entre l’orbite calculée et l’orbite réelle et cela malgré 

l’introduction du terme J3 et du champ gravitationnel lunisolaire dans l’équation 

du mouvement du satellite, ce qui a suscité l’attention des auteurs et les a poussé à 

confirmer l’existence d’une perturbation due à la pression de radiation solaire. En 

1960 un autre satellite appelé Echo I a été lancé à une altitude de 1852 km. Les 

conséquences de la PRS ont été rapidement mit en évidence par une perte 

d’altitude du satellite au périgée d’environ 3,5 km/jour (Parkinson et al., 1960). A 

partir de la, les chercheurs ont développés les premiers modèles de la PRS en se 

basant sur des hypothèses simplificatrices très simples en supposant que la 

réflexion des rayons lumineux est spéculaire et que la surface éclairée du satellite 

projetée au soleil  est constante (forme sphérique), voir (Musen et al., 1960 ; 

Kozai, 1961 ; Koskela, 1962) . Après, d’autres chercheurs ont présentés des 

modèles plus raffinés et plus précis en tenant compte de la forme du satellite et de 

la nature de l’interaction des photons avec les parois du satellite et du mode 

d’absorption et de réflexion spéculaire ou diffuse des surfaces éclairées. On peut 

citer les modèles ROCK 4 et ROCK 42 développés par Fliegel (Fliegel et al., 

1985) et (Fliegel et Gallini, 1989) pour les satellites GPS. Dans ces modèles le 

satellite est divisé en surfaces planes et cylindriques. Le même auteur a développé 
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deux autres modèles T10 et T20 en tenant compte des phénomènes d’absorption et 

de réflexion des ondes électromagnétiques (Fliegel 1992). Par la suite, Marshal 

(Marshal et al., 1995) a développé un modèle plus complexe appelé BWSM pour 

la mission Topex/Poseidon et qui consiste à modéliser le satellite par six faces et le 

panneau solaire par deux faces. Les résultats obtenus sont très satisfaisantes du 

moment que l’erreur radiale entre l’orbite calculée et l’orbite réelle ne dépasse pas 

13 cm sur une période de dix jours, ce qui peut être considéré comme un exploit. 

D’autres modèles par la suite ont été développés. On peut citer les travaux de 

Ziebart (Ziebart et Darc, 2001 ; Ziebart, 2004) et de Bar-Sever (Bar-Sever et 

Kuang, 2004). 

Dans la suite de l’étude le rayonnement terrestre ainsi que le flux albédo ne sont 

pas pris en compte.  

II-5-4-1 Réflexion spéculaire                 

Lorsque le rayon incident est réfléchi dans une direction privilégiée alors la 

réflexion est dite spéculaire, voir la figure 2.19. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

La réflexion spéculaire dans ce cas provoque deux forces, une suivant la 

direction du rayon incident et l’autre suivant le rayon réfléchi. 

La force élémentaire due au rayon incident est donnée par (McInnes, 1999 ; 

Webb, 2007) : 

o�þ������ � Φ|� » �ö�öö¼
U o� cos�  iþ����,                                "2.82% 

Figure 2.19 : Réflexion spéculaire. 
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où : 

Φ| : constante solaire, c : vitesse de la lumière, r
 : distance de référence égale à 1UA, r

 : distance soleil-satellite. 

 

Nous savons que le flux photonique une fois en contact avec les parois du 

satellite va céder une partie de son énergie aux molécules du corps du satellite à 

cause du phénomène d’absorption, et le reste étant réfléchi. Ce qui nous permet 

d’écrire l’équation (2.82) sous la forme suivante : 

o�þ������ � Φ|� » �ö�öö¼U "# o� cos �  iþ���� 4 "1 * #% o� cos �  iþ����%,               "2.83% 

Le premier terme à droite représente la force due à la réflexion, alors que le 

deuxième terme représente la force due à l’absorption d’une partie du rayon 

incident. Ainsi nous pouvons exprimer la force dF�
��������� due à la réflexion spéculaire 

par : 

o�_ö��������� � # $|� » �ö�öö¼U o� �hS �  i_�����,                                "2.84% 
la résultante de ces deux forces est donnée par : 

o������� � o�þ������ 4 o�_ö��������� ,                                              "2.85% 
la résultante exprimées dans la base "u���, u��á% appliquée à un élément de surface dA 

du satellite est donnée par : 

o������� � $|� » �ö�öö¼U A"1 * #% o� �hS �  iþ���� 4 2# o� �hSU �  iÖ�����D,             "2.86% 
D’après la figure 2.20, on peut écrire les relations suivantes : 

i��y � cosθ i��Ö 4 sin θ i��¯ ,                                   "2.87% 

i��_ � cos θ i��Ö * sin θ i��¯ ,                                   "2.88% 
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qu’on peut l’exprimer dans la base "p
����, n��% de la façon suivante : 

o������� � * $|� » �ö�öö¼U A"1 * #% o� �hS �  Ôö���� 4 2# o� �hSU �  0��D,            "2.89% 
du moment que : 

i��y � *Ôö���� et i��Ö � *0��                                              "2.90% 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

II-5-4-2 Réflexion diffuse                 

Lorsque la réflexion du rayon incident se fait dans différentes directions de 

l’espace, alors la réflexion est dite diffuse (voir figure 2.21). Chaque rayon réfléchi 

provoque une force appliquée sur l’élément de surface dA de direction opposée à 

ce rayon (McInnes, 1999 ; Webb, 2007).  

Dans ce cas, la force due à la réflexion spéculaire est exprimée par : 

o�_ö��������� � ¦# Φ|� » �ö�öö¼U o� cos �  i_�����,                                "2.91% 

Figure 2.20 : Forces de PRS dans le cas d’une réflexion spéculaire. 

o�þ������ 

Ôö���� 0�� 

i¯���� iþ���� iÖ����� 

o�_ö���������i_����� 
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et la force due à la réflexion diffuse s’écrit de la façon suivante : 

o�_%���������� � 23 "1 * ¦%# Φ|� » �ö�öö¼U o� cos �  iÖ�����,                                "2.92% 

sachant que dF����� peut s’exprimer ainsi : 

o�þ������ � $|� » �ö�öö¼U T"¦# o� �hS �% 4 V"1 * ¦%# o� �hS �X 4 V"1 * #% o� �hS �XY iþ���� 
"2.93% 

 

 

Le premier terme à droite représente la réflexion spéculaire, le deuxième terme 

est lié à la réflexion diffuse alors que le troisième terme est celui de l’absorption. 

La force résultante dF�� dans ce cas est donnée par: 

d������� � d�þ������ 4 d��
�������� 4 d�_%��������� ,                                    "2.94% 

exprimée dans la base "p
���� , n��% par : 

d������� � * Φ|c » r
r

¼U dA cos θ 9»2νκ cosθ 4 "1 * ν%κ 23 ¼ n�� 4 "1 * νκ % Ôö����= 

"2.95% 

on voit bien que si ν � 1, on retrouve le cas de la réflexion spéculaire et si     ν � 0, c’est le cas ou la réflexion est complètement diffuse. 

Rappelons que la résultante dF est la force élémentaire appliquée à 

l’élément dA. Pour calculer la force totale de pression de radiation solaire 

appliquée au satellite il faut intégrer sur  toute la face éclairée. 

II-5-4-3 Modélisation de la force de pression de 

radiation solaire 

La force exercée par le flux photonique sur les parois du satellite est la 

résultante des forces dues à la réflexion spéculaire, réflexion diffuse et 

(1) (2) (3) 
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l’absorption. Ces forces dépendent de la forme du satellite et des propriétés 

optiques. En général les formes prismatiques, cylindriques et sphériques sont les 

plus utilisées dans la conception des satellites. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Considérons le cas d’un satellite de forme prismatique muni de panneaux 

solaires composé de NP surfaces planes de normales ni , positionné par rapport à 

la terre par le rayon vecteur r� et par rapport au soleil par r

�����, explicités sur la  

figure 2.22. La relation entre ces deux vecteurs est déterminée à partir de la   

figure 2.23 : 

�öö����� � �ö��� * �� ,                                             "2.96% 

où r
���� est le rayon vecteur géocentrique du soleil. Notons que la position du soleil 

par rapport au repère RTG est obtenue à partir d’un calcul d’éphémérides. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 2.21 : Réflexion diffuse. 

Figure 2.22 : Surfaces éclairées du satellite. 
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Le vecteur de base p
���� du rayon vecteur r

����� est exprimé par: 

Ôö���� � _''������ _''                                                      "2.97% 

La force exercée par le flux photonique sur une face éclairée du satellite peut 

être obtenue par intégration de l’équation (2.95). La force de pression de radiation 

solaire n’est que la résultante de toutes les forces exercées sur  les faces éclairées 

et qui peut être exprimée par (Webb, 2007) :  

�©±²�������� � *Υ Φ|� » r
r

¼U 1Í x 9»2 ¦y  #y  �y"0þ����. Ôö����%U  4 "1 * ¦y% #y  23  �y  "0þ����. Ôö����%¼ 0þ����¬)
y{C4 A"1 * ¦yκ�%�y  "0þ����. Ôö����%DÔö����%= ,                                                          "2.98% 

Notons que la force �¶·¸��������� est exprimée dans la base RFS du satellite, pour cela, p
���� doit être projeté dans cette même base. 

La force de pression de radiation solaire est ensuite exprimée dans le repère 

RTN: 

Â�©±²Ã±º¬ � AHRDÂ�©±²Ã±*² ,                                   "2.99% 

Figure 2.23 : Position relative du satellite par rapport au soleil. 
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où : ν� coefficient de réflectivité spéculaire de la face considérée, 

κ� coefficient de réflectivité diffuse de la face considérée, A� surface de la face considérée, Υ facteur d’éclipse, n����� vecteur unitaire normale la face considérée. AQRD matrice de passage du repère RFS au repère RTN. 
 

Sachant que si n��  ·  p
���� � 0 c’est la face avant de normale n��  qui est éclairée et 

dans le cas où le produit scalaire est négatif c’est la face arrière de normale *n�� qui 

est éclairée.    

II-6 Calcul des périodes d’éclipse 

Le mouvement orbital entraine des périodes d’éclipses solaires durant lesquelles 

les rayons lumineux du soleil sont interceptés par la terre ou la lune, le satellite se 

trouve donc dans l’ombre. C’est une phase critique pour le satellite du moment 

que l’énergie solaire est absente ce qui peut provoquer un déséquilibre thermique 

ou même un manque en électricité qui peut être fatale pour la mission prévue. Sans 

oublier la phase de transition entre le soleil et l’ombre appelée la pénombre qui 

constitue une source de perturbation non négligeable. Les rayons lumineux 

provenant du soleil sont interceptés par la terre, la forme sphérique de cette 

dernière favorise la formation de deux régions de forme conique appelées ombre et 

pénombre, voir la figure 2.24. La pénombre est une région partiellement éclairée, 

si la pression de radiation est nulle dans l’ombre, elle ne l’est pas dans la 

pénombre du fait qu’une partie du soleil est visible au satellite.      

II-6-1 Phase d’éclipse 

Si la pression de radiation est nulle dans l’ombre, elle ne l’est pas dans la 

pénombre, du fait qu’une partie du soleil est visible au satellite. Géométriquement 

on peut définir ces trois régions par l’angle η, l’angle formé par les rayons 

vecteurs * r�  et r

�����, donné par la relation suivante : 

. � cosªC Ïª_ ����· _''������ _ _'' Ñ                                             "2.100% 
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II-6-1-1 Ensoleillement  

Vus depuis le satellite, les deux disques apparents du soleil et de la terre sont 

éloignés et ne se coupent pas. C’est la phase dans laquelle le satellite est éclairé, 

voir la figure 2.25. La relation géométrique modélisant la phase ensoleillement est 

donnée par : 

. /  Êö 4 Ê^                                          "2.101% 
Où ρ
 et ρ� sont les angles apparents de la terre et du soleil. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 2.24 : Eclipse du satellite : phases de pénombre, d’ombre et d’ensoleillement. 

Figure 2.25 : Phase ensoleillement. 
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II-6-1-2 Ombre 

C’est la phase dans laquelle le soleil est complètement invisible. Le disque 

apparent du soleil est caché par celui de la terre, voir la figue 2.26. Cette 

configuration est définie mathématiquement par : 

. 2  "Ê^ * Êö%                                               "2.102% 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

II-6-1-3 Pénombre 

Comme illustré sur la figure 2.27, la pénombre est la phase dans laquelle le 

soleil est partiellement visible depuis le satellite. Les deux disques se coupent, une 

partie du disque apparent du soleil éclaire le satellite. C’est une phase 

intermédiaire entre l’ensoleillement et l’ombre, qu’on peut exprimer par la relation 

suivante : 

Ê^ * Êö � . � Ê^ 4 Êö                                       "2.103% 

Les angles apparents ρ
 et ρ� sont les angles formés par les tangentes aux 

disques depuis le satellite et les rayons vecteurs, explicités sur la figure 2.28.  

Figure 2.26 : Phase ombre. 
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et qui sont donnés par : 

Ê^ � sinªC Ï�0_ Ñ                                          "2.104% 

Êö � sinªC Ï�1_'' Ñ                                          "2.105% 

où  a1 est le rayon moyen du soleil.  

 

 

 

 

 

 

 

II-6-2 Facteur d‘éclipse 

Le facteur d’éclipse est une fonction régularisante, valant 1 au soleil et 0 à 

l’ombre. La pénombre est définie par une fonction proportionnelle à la surface 

visible du soleil, définie par : 

Figure 2.27 : Phase pénombre. 

Figure 2.28 : Angles apparents du soleil et de la terre. 
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Υ � äæ
ç 1 Sc . /  Êö 4 Ê^0 Sc . 2  "Ê^ * Êö%

1 * �^2�ö�^ Sc            Ê^ * Êö � . � Ê^ 4 Êö
3 .              "2.107% 

 

Les quantités A� et A
 sont les surfaces apparentes de la terre et du soleil. 

�^ � n Ê^U   et   �ö � n ÊöU                                 "2.107% 

Pendant la phase pénombre, la partie A� 4 A
 du disque solaire n’est pas visible 

au satellite, voir la figure 2.29. A partir des relations géométriques on peut 

déterminer la surface non visible (Webb, 2007) : 

�^2�ö � ÊöU  �hSªC » 5Êö¼ 4 Ê^U  �hSªC ». * 5Ê^ ¼ * . Ï�"ÊöU * 5U%Ñ,     "2.108% 
Avec : 

5 � .U 4 ÊöU * Ê^U2. .                                        "2.109% 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Figure 2.29 : Eclipse partielle du soleil par la terre. 
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II-7 Ephémérides de la lune et du soleil 

Le calcul d’éphémérides du soleil et de la lune est nécessaire pour le calcul des 

forces de perturbations ainsi que pour le calcul du flux solaire, du flux terrestre et 

des phases d’éclipses. Les positions géométriques des planètes sont calculées à 

partir des théories planétaires sans perturbations (mouvement képlérien). Dans 

cette étude le modèle de Montenbruck (Montenbruck, 1989) est utilisé pour 

déterminer l’ascension droite et la déclinaison du soleil et de la lune 

respectivement. 

La longitude géocentrique λ
�, l’altitude �
� et la latitude Û
� du soleil par rapport 

au repère lié à l’écliptique sont données par : 

)ö̂ � Ω 4 £ 4 M 4 6892′′ sin M 4 72′′ sin 2M,                 "2.110% 

�ö̂ � "149.619 * 2.499 cos M * 0.021 cos 2M%10�km,        "2.111% 

Ûö̂ � 0,                                                  "2.112% 

Du moment que l’orbite du soleil coïncide avec l’écliptique, la latitude φ
�du 

soleil est nulle.  

Sachant que l’ascension droite du nœud ascendant Ω, l’argument du périgée ω 

et l’anomalie moyenne M sont exprimées par 

¢ 4 £ � 282°9400                                             "2.113% 
M � 357°5256 4 35999°049 [                                   "2.114% 

Dans le cas de la lune la longitude géocentrique λ�� , l’altitude r��  et la latitude φ��  de la lune par rapport au repère lié à l’écliptique sont données par : 

)�̂ � 7| 4 22640>> sin j 4 769>> sin 2j * 4586>> sin"j * 28% 42370>> sin 28 * 668>> sin j> * 412>> sin 2� *212>> sin"2j * 28% * 206>> sin"j 4 j> * 28% 4192>> sin"j 4 28% * 165>> sin"j> * 28% *110>> sin"j 4 j>% * 55>> sin"2� * 28%                               "2.115% 
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Û�̂ � 18520>> sin"� 4 j * 7| 4 412>> sin 2� 4 541>> sin j>% *526>> sin"� * 28% 4 44>> sin"j 4 � * 28% *31>> sin"*j 4 � * 28% * 25>> sin"*2j 4 �% *23>> sin"j> 4 � * 28% 4 21>> sin"*j 4 �% 411>> sin"*j> 4 � * 28%                                                      "2.116% 

��̂ � 385000 * 20905 cos"j% * 3699 cos"28 * j% * 2956 cos"28% *570 cos"2j% 4 246 cos"2j * 28% * 205 cos"j> * 28% *171 cos"j 4 28% * 152 cos"j 4 j> * 28%.                                 "2.117%                         

Où 7|, j, j>, � d[ 8 sont les coefficients de Delaunay, dont les coefficients 

polynomiaux sont donnés par le tableau A.1 de l’annexe A et explicités par la 

figure 2.30 suivante : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Les coordonnées cartésiennes sont exprimées en fonction des coordonnées 

sphériques dans le repère écliptique par : 

Ä�ö"�%Å9:; � <�ö"�% cos )ö"�% cos Ûö"�%�ö"�% sin )ö"�% cos Ûö"�%�ö"�% sin Ûö"�%
=
9:;

                        "2.118%                

Figure 2.30 : Les angles de Delaunay. 
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Le passage aux coordonnées cartésiennes relatives au plan équatorial s’effectue 

par une simple rotation par rapport à la ligne vernale du plan écliptique d’une 

valeur de ε| (inclinaison).  

Ä�ö"�%Å±°« � AHC"?|%DÄ�ö"�%Å9:;                              "2.119% 

L’ascension droite α
 et la déclinaison δ
 du soleil sont liées à la longitude 

géocentrique λ
� et la latitude φ
� par les relations de la trigonométrie sphérique 

suivantes : 

�ö � a[a0"[a0 )ö̂ �hS ?|%                                  "2.120% 
�ö � aSc0" Sc0 ?| Sc0 )ö̂ %                                  "2.121% 

et dans le cas de la lune par : 

�� � a[a0 »* [a0 Û�̂ Sc0 ?|�hS )�̂ 4 [a0 )�̂ �hS ?|¼,                "2.122% 
�� � aSc0"Sc0 Û�̂ �hS ? 4 �hS Û�̂ Sc0 )�̂ Sc0 ?%,               "2.123% 

avec : 

[ � "JD * 2451545.0%36525.0 ,                                      "2.124% 

où t est le nombre de siecles julien depuis J2000.0 et JD est la date juliene. 

II-8 Flux thermiques 

Le flux thermique est composé du flux solaire émis par le soleil, du flux albédo 

et du flux terrestre. 

II-8-1 Flux solaire 

 Le flux solaire reçu par le panneau solaire dépend principalement de 

l’orientation du panneau solaire vis-à-vis des rayons lumineux émit par le soleil. 

En phase d’éclipse la terre intercepte les rayons lumineux. De ce fait, le flux 
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solaire est nul. L’expression qui permet de calculer ce flux est la suivante (Yang et        

al., 2004) : 

 Áö"[% � Φ|  » �ö�öö¼U Υ � � cos �"[%.                                 "2.125% 

où : 

A     � surface du panneau solaire α     � coefficient d’absorption solaire de la surface du panneau θ"t% � angle formé entre la normale à la surface considérée et le rayon vecteur    

soleil-satellite r

�����, il varie avec le mode de navigation du satellite, les 

paramètres orbitaux de ce dernier et la position relative du soleil. 

II-8-2 Flux albédo  

La terre réfléchie environ 30% du rayonnement électromagnétique reçu du 

soleil.  Le flux reçu dépend principalement de l’orientation du panneau solaire vis-

à-vis des rayons lumineux réfléchis par la terre, c’est à dire de la position relative 

du satellite par rapport au soleil et la terre. Le flux albédo intercepté par le 

panneau solaire est donné par (Yang et al., 2004) : 

Á�@"[% � Φ|  » �ö�öö¼U Υ� � �ö�¯ª¯^_  � cos A"[%.                                 "2.126% 

où : 

 

�  : facteur albédo, A"[% : l’angle formé entre le plan orbital et r
����. Il dépend de la position 

relative du soleil et des paramètres orbitaux. L’angle β varie 

continuellement et atteint des valeurs minimales et maximales, ce qui 

explique la variation du flux albédo, �ö�¯ª¯^_ : facteur de vue satellite-terre. 

Le facteur de vue dépend essentiellement de l’orientation du panneau solaire 

par rapport au rayon vecteur terre-satellite et de son altitude.  
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Le facteur de vue est exprimé par (Chung et Naraghi, 1981) : 

  

�ö�¯ª¯^_ �

äå
åå
æ
åå
åç cosCDU Sc 0 2 C 2 Ψ

* DC sin CnDU �1 * "DC cot C%U
4 1n ìatan"sin C% �1 * "DC cot C%UDC í

4 cos CDU acos "*DC cot C%
Sc Ψ � C 2 n * Ψ

0 Sc n * Ψ � C � 2n

3 

"2.127% 

avec : 

D � �a0 ,                                                           "2.128% 

DC � √DU * 1                                                     "2.129% 
C � a[a0 DC .                                                     "2.130% 

La figure 2.31 explicite les angles C et A ainsi que les différents vecteurs. 

 

  

Figure 2.31 : Rayonnement terrestre. 
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II-8-3 Flux terrestre 

La terre est équivalente à une sphère (corps noir) de 250 K environ, elle émet en 

permanence un rayonnement électromagnétique. Le flux terrestre reçu par le 

panneau solaire est donné par (Yang et al., 2004) : 

Á¯"[% � Áy_  �ö�¯ª¯^_  � ?                                   "2.132% 

Le terme q�� est le flux radiatif terrestre donné par l’équation suivante : 

Áy_ � � IW�                                                   "2.133% 
où : 

 � : constante de Boltzmann, IW  : température de la terre, 

? : coefficient d’émissivité de la surface du panneau solaire. 
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Chapitre III 

Formulation du problème     

thermo-élastique du panneau 

solaire 

Dans ce chapitre nous avons pour but de formuler les équations régissant le 

comportement d’un milieu continu. Le formalisme développé aura la capacité de prendre 

en compte le couplage entre les champs mécanique et thermique. 

III-1 Equations générales du problème thermique  

Le transfert de chaleur dans un milieu Ω obéit aux principes fondamentaux de la 

thermodynamique. Le premier principe dit de conservation gouverne le transfert 

de chaleur à travers le milieu Ω de frontière �Γ�. En générale le milieu Ω peut être 

composé de plusieurs milieux de propriétés différentes, et qui peuvent être solides 

ou fluides, voir figure 3.1. Le transfert de chaleur entre ces milieux peut se faire de 

la façon suivante (Jiji 2006):  

• Conduction au sein de ces milieux qui se fait par le mouvement 

d’électrons libres à travers le réseau cristallin. 

• Echange de chaleur par convection, limité aux fluides, il s’effectue par le 

mouvement de groupes de molécules. 

• Echange de chaleur par rayonnement, et qui est un transfert d’énergie à 

distance entre deux milieux par rayonnement électromagnétique. 

En appliquant le principe de la conservation d’énergie, l’équation de la chaleur 

dans un milieu Ω s’écrit sous la forme suivante : 

� � �,
 � �
�,� � �                                               �3.1� 
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Le terme q� est le flux de chaleur obtenu à partir de la loi de Fourier classique 


� � �����,�                                                      �3.2� 
Où : 

 T : température du milieu à déterminer, k�� : composantes du tenseur de conductivité thermique, ρ : densité du milieu considéré, c : capacité thermique du milieu considéré, Q : source de chaleur interne. 

 

En générale, ρ , c et k�� sont fonctions de l’espace �x", x#, x$�, de la température 

T et du temps t. 

Il reste à définir pour la résolution de l’équation de la chaleur, les conditions 

aux limites, c'est-à-dire le flux et la température imposé sur les frontières �Γ%et Γ&� 

du milieu Ω, la distribution de la température au début de la sollicitation appelé 

aussi condition initiale. 

Quatre types de conditions aux limites peuvent être appliqués : température  

imposée ou condition du premier type, flux imposé ou condition du deuxième 

type, échange par convection avec un fluide à une température T' ou condition 

mixte et échange par rayonnement avec un milieu à la température T( ou condition 

mixte. 

Dans le cas général, toutes ces conditions aux limites peuvent varier le long des 

frontières en fonction du temps, on peut les interpréter ainsi : 

)  � � *+�,� , -�                                      sur          Г+    �2���  �,�3 4� �  
5 � 
6 � *7�,� , -�                   sur          Г7                         8 �3.3� 

où f &et f % : sont les valeurs de la température et du flux thermique imposés sur les 

frontière �Γ&et Γ%� respectivement. n� est la normale à la frontière Γ%, et δ� représente les coordonnées du point considéré sur la frontière Γ.  
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Notons que q( et q' sont les flux thermiques échangés par rayonnement et par 

convection, et qui sont données par les expressions suivantes : 


5 � <5  �,� , �, -� �� � �5�,                                           �3.4� 
6 � > ? �,� , �, -� ��@ � �6@�.                                    �3.5� 

En supposant que le contact thermique entre les milieux est parfait, c'est-à-dire 

sans résistance thermique, les conditions d’interface exprimant la continuité des 

fonctions température et flux thermique peuvent être écrites de la façon suivante : 8�|ГCD �  8�|ГCE ,                                                     �3.6� 82���  �,�3 4�GГCD � 82H��  �,�3 4�GГCE .                                     �3.7� 
 

III-2 Mécanique des solides déformables 

Pour obtenir les lois constitutives qui gouvernent le comportement du matériau. 

Il faut ajouter aux deux principes de la thermodynamique, les équations de la 

conservation de la masse et de la quantité de mouvement. L'équation fondamentale 

Figure 3.1 : Milieu Ω et ses frontieres. 
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est déduite du principe de conservation de la quantité de mouvement, et qui se 

traduit par l'équation de Navier suivante : 

� JK �  >�� ,�  � �*�                       L, M � 1,2,3                          �3.8� 
où � est la densité du matériau, J le champ de déplacements, >�� le tenseur des 

contraintes d'ordre 2, et *� les forces volumiques.  

L'expression de σ�� en terme des autres paramètres et variables se fait au travers 

des lois de comportement. Celles-ci feront en particulier intervenir, dans 

l'hypothèse des petites déformations, le tenseur des déformations de Cauchy, qui 

est donné par : 

?�� � 12 PJ� ,� � J� ,�Q ,                                               �3.9�  
La relation contraintes-déformations, aussi appelée loi de comportement, est 

dépendante de nombreux facteurs : nature du matériau, nature et amplitude des 

déformations, paramètres physiques, etc... . Afin de rendre compte des effets 

mécaniques et thermiques, la loi de comportement présentée ci-dessus doit tenir 

compte de ces phénomènes. Dans cette situation, les déformations sont d’origines : 

élastiques et thermiques, et l'on décompose le tenseur total des déformations 

suivant ces origines : 

?��
S
 � ?�� � ?��
T .                                                 �3.10� 
le tenseur de déformations élastiques vérifie la loi de Hooke généralisée suivante : 

>�� � V��WX  ?��                                                       �3.11� 
où C��Z[ est le tenseur des constantes élastiques d’ordre 4. 

L’influence des effets thermiques se traduit par une variation du champ de 

déplacements. Dans ce cas, le tenseur des déformations thermiques ε��]^ est donné 

par : 

?��
T �  �V��WX  _WX  �`                                              �3.12� 
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où αZ[ est le tenseur de dilatation thermique, alors que �`�� T � Tb� est la 

différence de température entre la température T du solide (milieu Ω) et la 

température de référence Tb. 

III-3 Problèmes couplés 

Une grande partie des applications mécaniques rencontrées dans le domaine 

spatial est soumise à des températures extrêmes. Le comportement des matériaux 

utilisés est fortement dépendant de ces températures, et cette dépendance induit un 

couplage entre l'évolution thermique et mécanique des éléments de l’ossature du 

satellite. Les variations de température induisent des déformations thermiques, 

réciproquement, l'influence de la mécanique sur le problème de diffusion se fait 

principalement au travers de l'évolution du domaine. Il existe toutefois des 

modèles dans lesquelles les déformations plastiques du solide sont génératrices de 

chaleur (source interne).  

 En pratique, ce couplage est souvent asymétrique : l'influence des variations 

thermiques sur la mécanique est beaucoup plus importante que l'influence des 

déformations sur le problème de diffusion. Le problème de thermomécanique est 

modélisé par les équations de la mécanique des milieux continus (Eq. 3.6) et celle 

de la diffusion thermique (Eq 3.1) : 

� � �,
 � �
� ,� � �                       dans �Ω�tb� ,                   �3.13� 

� JK �  >�� ,�  � *�                            dans 2Ω�t�3.                   �3.14� 
où Ω�tb� désigne le domaine dans sa configuration initiale, et Ω�t� ce domaine 

déformé au cours du temps.  

III-4 Analyse thermique du panneau solaire 

III-4-1 Hypothèses générales 

En orbite le transfert de chaleur dans le panneau solaire est conditionné par les 

échanges radiatifs avec le soleil et la terre, et aussi par le flux thermique 

aérodynamique provoqué par le frottement des molécules de l’atmosphère avec les 
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parois du satellite. Les surfaces intérieures de l’âme du panneau solaire sont 

exposées à un rayonnement interne. Du point de vue thermique, la terre vue de 

l’espace est équivalente à une sphère de 18°C environ. Le fond du ciel à -270°C 

constitue la principale source froide pour les satellites. Cet environnement radiatif 

entraine des variations extrêmes de températures dans les panneaux solaires des 

satellites. Les flux thermiques dans ce cas varient le long de l’orbite, le flux solaire 

et le flux albédo sont nul quand le satellite est dans l’ombre. 

Dans la suite de l’étude on suppose que : 

• Le contact est parfait entre les éléments du panneau solaire. 

• Le transfert de chaleur par convection est nul dans les nids d’abeilles de 

l’âme.   

• Le rayonnement interne entre les surfaces de l’âme et la peau est 

négligeable. 

• Aucune condition aux limites n’est appliquée sur les faces frontales du 

panneau solaire. 

• Source de chaleur interne négligeable.   

• Propriétés thermo-physiques indépendantes de la température.   

Le panneau solaire est modélisé par une plaque hybride composée de couches 

de propriétés différentes.  

III-4-2 Tenseurs de conductivité et capacité thermiques 

Après avoir décrit les équations générales de la chaleur dans un milieu �Ω�, 

nous allons nous intéresser à l’analyse thermique des plaques composites hybrides, 

composées de plusieurs couches de propriétés thermo-physiques différentes dont 

le modèle thermique est donné par la figure 3.2. Soit le système d’axes de 

référence �x, y, z� lié à la première couche. Considérons le cas général d’un 

stratifié muni d’un système d’axes principaux �1,2,3� liés à l’orientation des  

fibres θ, voir figure 3.2. 

Le tenseur de conductivité thermique kh �� d’une couche (k) lié à la base �1,2,3� 

est donné par :  

�h���W� � )�h���W�          iL    L � M0              iL   L j M 8   ,                                   �3.15� 
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où, les kh ��Z sont les conductivités thermiques de la couche (k) suivant les directions 

1, 2 et 3. Les kh ��  peuvent varier suivant z dans le cas d’un matériau à gradient de 

propriétés (FGM). 

La projection du tenseur de conductivité thermique dans la base �x, y, z� devient 

nécessaire du moment que les couches possèdent des orientations différentes, 

d’où : 

k�l�W� �  km$l�W� n�ho�W�km$l�W�+  ,                                 �3.16� 

kR$l�Z� est la matrice de rotation, définissant la rotation par rapport à l’axe        

z (=3) du système d’axes �1,2,3� vers le système d’axes �x, y, z�. 

La matrice de conductivité thermique dans le cas d’un matériau orthotrope se 

réduit donc à : 

k�l�W� � q�rr �rs 0�rs �ss 00 0 �tt
u                                            �3.17� 

Figure 3.2 : Plaque hybride constituée de plusieurs couches. 
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Notons que les termes ���Z sont les composantes du tenseur de conductivité 

thermique de la couche (k) exprimées dans le repère �x, y, z�. Les termes k��Z en 

fonction de �h��  sont exprimés dans l’annexe B. 

Dans le cas d’un matériau à gradient de propriétés (FGM) le tenseur de 

conductivité thermique se réduit à : 

k�l�W� � q�vww�x� 0 00 �vww�x� 00 0 �vww�x�u                            �3.18� 

où �yzz est la conductivité effective du FGM. 

La loi de mélange de Wakashima-Tsukamoto (Wakashima et Tsukamoto 1991 ; 

1992) est utilisée pour exprimer la capacité effective cyzz et la conductivité 

effective �yzz. 
�vww�x� � ��{ � �|� }2x � <~2<~ �� � �|                                 �3.19� 

et 

�vww�x� � �{ � �{ }1 � �2x � <~2<~ ��� ��| � �{�
�{ � ��{ � �|� 13 �2x � <~2<~ ��                             �3.20� 

où <� est l’épaisseur de la plaque en FGM et 4 est un exposant positif, alors que x 

est la variable �� h�# � z � h�# �. Les termes �{ , �{ ,  �| �- �| représentent la capacité 

thermique ainsi que la conductivité thermique des deux constituants du matériau 

composite.  

III-4-3 Champs de température dans le panneau  

Pour les problèmes transitoires, la variation de la température suivant 

l’épaisseur d’une couche (k) de la plaque est parabolique, voir figure 3.3. Dans ce 
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cas l’approche quadratique peut représenter correctement cette variation. La 

température T�Z��x, y, z� d’un point quelconque de la couche �k� peut être 

exprimée en fonction de la température Tb�Z�
 de la surface moyenne, du gradient de 

température suivant l’épaisseur de la plaque de la surface moyenne, noté      αb�Z���Tb,��Z�� et de la courbure de la température suivant l’épaisseur βb�Z��� Tb,���Z� � au 

niveau de la surface moyenne, qu’on peut écrire sous la forme suivante (Noack et 

al. 2003) :  

��W���, �, x� �  �b�W���, �� � xW_b�W���, �� � 12 xW#�b�W���, ��,             �3.21� 

avec :  

� -W2 � xW � -W2                                                  �3.22� 

En utilisant les conditions de continuité au niveau des interfaces de deux 

couches voisines (k) et (k+1), voir figure 3.4, dont les dimensions géométriques et 

les coordonnées des couches sont données par la figure 3.5, la température T�x, y, z� d’un point quelconque de la plaque peut être déterminée. Supposons qu’à 

l’interface le contact est parfait, c'est-à-dire sans résistance thermique, la 

continuité de la température au niveau de cette interface permet d’écrire : 

��W� �-W2 � � ��W�"� �� -W�"2 �                                      �3.23� 
 

 

 

 

 

 

 

 
Figure 3.3 : Variation quadratique de la température dans une couche k. 

zk=0 
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La continuité du flux thermique q� suivant la direction z dans le cas où la 

source de chaleur interne est nulle permet d’établir la relation suivante : 


t�W� �-W2 � � 
t�W�"� �� -W�"2 � � ��4i-                              �3.24� 

sachant que d’après la loi de Fourier, le flux de chaleur suivant l’épaisseur de la 

couche est donnée par : 


t�W� � �tt�W��,t�W���, ��                                             �3.25� 

Une troisième condition est nécessaire, c’est celle qui suppose que la variation 

de la dérivée du flux thermique suivant l’axe z est constante (Noack et al. 2003) 


t,� �W� � 
t,� �W�"� � ��4i-                                           �3.26� 
En appliquent ces trois conditions, on aura les relations qui lient les trois 

fonctionnelles de la couche (k+1) aux celles de la couche (k) 

�b�W�"� � �tt�W�
�tt�W�"� �b�W�                                            �3.27� 

Figure 3.4 : Conditions de continuité aux interfaces. 
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_b�W�"� � �tt�W�
�tt�W�"� _b�W� � 12 �tt�W�

�tt�W�"� �b�W��-W � -W�"�                    �3.28� 

Ce qui nous permet d’écrire : 

�b�W�"� � �b�W� � 12 _b�W� �-W � �tt�W�
�tt�W�"� -W�"�

� �b�W��tt�W� �-W � 12 �tt�W�
�tt�W�"� �-W � -W�"�� � 18 } -W#�tt�W� � -W�"#�tt�W�"�� 

                                                                 �3.29� 

D’après ces trois relations, on peut conclure que si les trois fonctionnelles Tb, αbet βb de la première couche sont connues alors on peut facilement déduire la 

distribution de la température de n’importe quel point de la plaque. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Considérons ainsi la première couche comme étant la couche de référence. La 

variable locale zZ est liée à la variable globale z par la relation suivante : 

xW � x � �W                                                         �3.30� 

avec :  

�W � � 12 ��-� � -��"�W�"
��"        ;    � � 1                               �3.31� 

Figure 3.5 : Dimensions géométriques et coordonnées des couches. 
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En se servant des équations précédentes, la distribution de la température T�x, y, z� d’un point quelconque de la plaque peut être trouvée  (Noack et al. 

2003) : 

���, �, x� � �b��, �� � ���x�_b��, �� � ���x��b��, ��                  �3.32� 

Avec : 

���x� � �tt�"� }iW � 1�tt�W� �x � �W��                                   �3.33� 
���x� � ��W � <W� � 12 *W�-W�W � 2�W � 2x� � 12 �tt�"�

�tt�W� �x � �W�#        �3.34� 
 où :  

iW � 12 � } -��tt��� � -��"�tt���"��W�"
��"             ;    � � 1                               �3.35� 

<W � ��-�  *��W�"
��"                     ;    � � 1                               �3.36� 

*W � 12 �tt�"�
�tt�W� ��-� � -��"�W�"

��"           ;    � � 1                               �3.37� 
�W � 18 �-"# � -W# �tt�"�

�tt�W��          ;    � � 1                               �3.38� 
�W � 1                        ;    � � 1                               �3.39� 

Notons que dZ, hZ, fZ, vZ et sZ sont nuls pour les autres valeurs de k. 
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III-5 Théorie des plaques sandwich   

On peut recommander l’emploi d’une structure sandwich pour la réalisation des 

panneaux solaires à cause de sa rigidité élevée en flexion et de sa faible densité. 

Cette rigidité importante provient de l’augmentation de l’épaisseur du composite 

comparé à un stratifié sans structure alvéolaire. L’utilisation d’une structure 

sandwich permet de réduire le besoin de mettre des renforts à l’intérieur de la 

structure en augmentant la rigidité de la plaque. Il en résulte un gain de poids. 

Dans la suite de l’étude nous présenterons en détails la théorie des plaques 

sandwich, dans le cas thermo-élastique.  

III-5-1 Définition  

Une plaque sandwich est un milieu tridimensionnel dont le volume V est 

engendré par une surface plane moyenne S et une épaisseur h. Un sandwich est 

constitué de deux feuilles ou peaux possédant de bonnes propriétés mécaniques en 

traction, collée à une âme légère par l’intermédiaire d’adhésif (modélisé par une 

plaque mince isotrope), voir figure 3.6.   

On distingue deux types de sandwich : les sandwich à âme pleine et les 

sandwich à âme creuse.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Figure 3.6 : Plaque sandwich à âme creuse en nids d’abeilles. 

 

Ame  

Peau supérieure 

Peau inférieure 
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Les sandwich à âme métallique creuse sous forme de nids d’abeilles 

"honeycomb" sont les plus utilisées dans les structures de satellite en particulier 

dans les panneaux solaires, voir figure 3.6. Les peaux sont soit en aluminium soit 

en matériaux composites, stratifiées ou en FGM (Xia et Shen 2008 ; Shen et        

Li 2008). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

III-5-2 Constantes élastiques 

Dans l’hypothèse de petites déformations et de variations de température très 

faibles comparées à une température de référence et lorsqu’un matériau orthotrope 

est dans un état plan de contraintes, la matrice des constantes élastiques kQl reliant 

les contraintes aux déformations est donnée par la relation de Duhamel-Neuman 

(Schäfer 2006) : 

¢£¤
£¥ >">#¦"#¦#$¦$"§£̈

£©
W

�
ª««
««¬
�11 �12 0 0 0�12 �22 0 0 0000

000
�33 0 00 �44 00 0 �55­®®

®®̄
W °

±²¢£¤
£¥ ?"?#³"#³#$³$"§£̈

£©
W

�
¢£¤
£¥_"_#000 §£̈

£©
W

�`W�x, -�
´
µ¶   �3.40� 

Le vecteur à gauche de l’équation �3.40� avec cinq composantes 

indépendantes : σ"et σ# contraintes normales et τ"#, τ#$ et τ$" contraintes 

Figure 3.7 : Dimensions géométriques de la plaque sandwich. 

 

1 2 

z 
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tangentielles, caractérise le tenseur des contraintes. Alors que le premier vecteur à 

droite de l’équation  avec cinq composantes indépendantes : ε" et ε# déformations 

et γ"#, γ#$ et γ$" déformations angulaires, caractérise le tenseur de déformations, 

le deuxième vecteur à droite représente la déformation linéaire due à la variation 

de température �`Z�z, -�, où α" et α# sont les coefficients thermo-élastiques du 

matériau considéré, suivant les directions 1 et 2, voir figure 3.7. 

III-5-2-1 Stratifiées 

Dans le repère principal ou repère du pli, les constantes élastiques Q�� d’une 

couche orthotrope d’un stratifié sont liées directement aux propriétés mécaniques 

suivantes (Miracle et Donaldson 2001) : 

� Module de Young longitudinal ¹º 

»" � »w ¼w � »½21 � ¼w3                                        �3.41� 

� Module de Young transversal ¹¾ 
»# � »½1 � ¼w �1 � »½»w �                                           �3.42� 

� Modules de cisaillement ¿º¾ 
À"# � À½1 � ¼w �1 � À½Àw �                                          �3.43� 

� Coefficient de poisson Áº¾ 
Â"# � Âw ¼w � Â½21 � ¼w3                                        �3.44� 

où :  Ez   et EÄ  : modules d’élasticité longitudinal de la fibre et de la matrice, Gz   et GÄ : modules de cisaillement de la fibre et de la matrice, Vz    et VÄ : fractions volumiques de la fibre et de la matrice. 
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Les relations entre les constantes élastiques et les propriétés mécaniques dans ce 

cas sont données par :  

�"" � »"1 � Â"#Â#" 
�## � »#1 � Â"#Â#" 
�"# � Â#"�""                                                     �3.45� 

�$$ � À"# 
�@@ � À#$ 
�ÆÆ � À"$ 

 

en plus, nous avons la relation suivante : 

Â#" � Â"# »#»"                                                        �3.46� 

La relation (3.40) est écrite dans le repère du pli, sa projection dans le repère du 

stratifié est exprimée par : 

¢£¤
£¥>rr>ss¦rs¦st¦tr §£̈

£©
W

� nQo 
°
±²¢£¤

£¥?rr?ss³rs³st³tr §£̈
£©

W
�

¢£¤
£¥ _r_s_rs00 §£̈

£©
W

�`W
´
µ¶                              �3.47� 

avec : 

nQo � Çn�ÈÉo 00 n�¼oÊ ,                                   �3.48� 
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et 

n�ÈÉo � Ë�11 �12 �13�12 �22 �23�13 �23 �33
Ì,                                        �3.49� 

et 

n�¼o � Ç�44 �45�45 �55Ê,                                               �3.50� 

sachant que la matrice des constantes élastiques nQo dans le repère du stratifié 

s’exprime en fonction de la matrice de transformation kTl et la matrice kQl par:  

n�oW � k�lW�" k�lW k�lW                                           �3.51� 

les composantes ��� en fonction des ��� sont données sous forme explicite par : 

�"" � �""Í@ � 2��"# � 2�$$�Í#4# � �##4@ 

�"# � ��"" � �## � 4�$$�Í#4# � �"#�Í@ � 4@� 

�"$ � ��"" � �"# � 2�$$�Í$4 � ��"# � �## � 2�$$�Í4$ 

�## � �""4@ � 2��"# � 2�$$�Í#4# � �##Í@                            �3.52� 

�#$ � ��"" � �"# � 2�$$�Í4$ � ��"# � �## � 2�$$�Í$4 

�$$ � ��"" � �## � 2�"#�Í#4# � �$$�Í# � 4#�# 
                        �@@ � �@@Í# � �ÆÆ4# 

�@Æ � ��ÆÆ � �@@�Í4 

�ÆÆ � �@@4# � �ÆÆÍ# 
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De la même façon on peut exprimer le vecteur thermo-élastique dans le repère 

du stratifié en fonction de la matrice de transformation kT"l (Miracle et      

Donaldson 2001) par: 

Î_ÏW � k�"lWÎ_ÏW                                                 �3.53� 

les composantes αÐ, αÑ et αÐÑ du vecteur thermo-élastique ÎαÏZ peuvent être 

écrites en fonction de α" et de α# dans le repère du pli. 

   αÐ � α" Í# � α# 4#  
αÑ � α" 4# � α# Í#                                         �3.54� 

    2αÐÑ � 22α" � α# 3Í4 

les termes Í�� cos θ�  et 4�� sin θ� sont les cosinus directeurs.  

La densité du stratifié ρ est exprimée en fonction des densités de la fibre ρz et de 

la matrice ρÄ (Miracle et Donaldson 2001) : 

� � � w ¼w � � ½21 � ¼w3                                             �3.55� 

III-5-2-2 FGM 

Dans le cas d’un matériau à gradient de propriétés (voir figure 3.8), les 

propriétés mécaniques sont considérés non homogènes et varient suivant 

l’épaisseur de la plaque. Les constantes élastiques Q�� sont exprimées en fonction 

du module de Young et du coefficient de Poisson effectifs de la plaque (Reddy et 

Chin 1998). 

              �"" � �## � »vww�x�1 � Âvww# �x�
  �"# � Âvww»vww�x�1 � Âvww# �x�

                                 �@@ � �ÆÆ � �$$ � »vww�x�2�1 � Âvww�x��
                                         �3.56� 
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Sachant que dans le cas des FGM les modules effectifs sont proportionnelles 

aux fractions volumiques de chaque constituants (Reddy et Chin 1998), notées par VÔ et VÕ.   
PMvww�x� � PM{¼{�x� � PM|¼|�x�,                           �3.57� 

les termes PMÔ et PMÕ représentent les propriétés mécaniques du matériau a et du 

matériau b, respectivement. 

La relation suivante entre les deux fractions volumiques est évidente : 

¼{ � ¼| � 1                                                   �3.58� 

la fraction volumique ¼{ est obtenue selon la loi de puissance suivante (Bhangale 

et Ganesan 2006) : 

¼{ � }2x � <~2<~ �� ,                                             �3.58� 

où <� est l’épaisseur de la plaque et 4 est un exposant positif, alors que x est la 

variable �� ^�# � z � ^�# �. 

Ce qui permet d’écrire : 

»vww�x� � �»{ � »|� }2x � <~2<~ �� � »|                               �3.59� 

Âvww�x� � �Â{ � Â|� }2x � <~2<~ �� � Â|                                �3.60� 

A partir de la même formule on peut déterminer la densité effective ρyzz et le 

coefficient de dilatation thermique effectif αyzz :  
�vww�x� � ��{ � �|� }2x � <~2<~ �� � �|                                 �3.61� 

_vww�x� � �_{ � _|� }2x � <~2<~ �� � _|                                �3.62� 
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Figure 3.8 : Peau de la plaque sandwich en FGM. 
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III-5-3 Champ de déplacement 

Le champ de déplacement utilisé dans cette étude est le suivant                  

(Shiau et Kuo 2006) : 

 

J��, �, x� � Jb��, �� � x ØÙb|��, ��Ø�  

���, �, x� � �b��, �� � x ØÙb|��, ��Ø�                               �3.63� 

   Ù��, �, x� � Ù0Ú��, �� � ÙbÛ��, �� 

 

où  ub et vb  sont les déplacements membranaires de la plaque sandwich,  wbÕ est 

le déplacement transversal dû à la flexion de la plaque, alors que wbÝ est le 

déplacement transversal dû à l’effet de cisaillement de l’âme.  
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III-5-4 Relations déformations-déplacements  

Les cinq composantes du tenseur de déformation en fonction des déplacements �J, �, Ù� sont données par la relation Suivante : 

¢£¤
£¥?rr?ss³rs³rt³st §£̈

£© �

¢££
££¤
£££
£¥ ØJØ�Ø�Ø�ØJØ� � Ø�Ø�ØJØx � ØÙØ�Ø�Øx � ØÙØ� §££

££̈
£££
£©

                                               �3.64� 

En injectant le champ de déplacement dans �3.64� on aura : 

Þ?rr?ss³rsß � Î?bÏ � xÎàÏ                                                �3.65� 

avec : 

Î?bÏ �
¢££
¤£
£¥ ØJbØ�Ø�bØ�ØJbØ� � Ø�bØ� §££̈

££©,                                                 �3.66� 

et 

ÎàÏ �
¢££
¤
££¥ � Ø#Ùb|Ø�#Ø#Ùb|Ø�#

�2 Ø#Ùb|Ø�Ø�§££̈
££©.                                                   �3.67� 

Les déformations de cisaillement sont données par : 

Î³Ï � á³rt³stâ � ¢¤
¥ØÙbÛØ�ØÙbÛØ� §̈

©.                                               �3.68� 
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III-5-5 Efforts internes  

Nous savons que l’âme supporte les efforts de cisaillement, tandis que les peaux 

sont soumises aux contraintes de compression et de traction. Il est raisonnable de 

supposer que les efforts internes de membrane et de flexion soient appliqués aux 

peaux, alors que les efforts de cisaillement soient plutôt supportés par le noyau ou 

l’âme. 

III-5-5-1 Efforts de membrane et moments de flexion 

Les efforts de membrane et de flexion appliqués au sandwich sont: 

a) Les efforts de membrane 

ã ÈrÈsÈrs
ä � å Þ>rr>ss>rsß �x

t
                                           �3.68� 

injectons les relations (3-47) dans (3-68 on obtient : 

ã ÈrÈsÈrsä � kælÎ?bÏ � ÎÈç+Ï                                       �3.69� 
b) Les moments de flexion 

ã ÉrÉsÉrsä � å Þ>rr>ss>rsß x�xt                                            �3.70� 
injectons les relations (3-47) dans (3.70) on obtient : 

ã ÉrÉsÉrsä � kèlÎàÏ � ÎÉç+Ï                                         �3.71� 
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D’après les équations (3.69) et (3.71), on voit bien que les efforts internes 

dépendent principalement des rigidités de membrane et de flexion et des 

coefficients thermo-élastiques. Dans le cas d’un: 

� Stratifié       

Les rigidités de membrane et de flexion d’un stratifié sont donnés par : 

æ�� � 2� �LM�<� � <��1�éê
W�"        L, M � 1,2,3                         �3.72� 

è�� � 23 � �LM�<�3 � <��13 �éê
W�"             L, M � 1,2,3                      �3.73� 

où <Z et <W�"  représentent les coordonnées de chaque couche par rapport à la 

surface moyenne de la plaque. Alors que, Èë représente le nombre de couches du 

stratifié.  

Les forces de membrane et les moments de flexion induits par la variation de 

température dépendent des coefficients thermo-élastiques et des rigidités 

élastiques du matériau, ce qui nous permet d’écrire : 

ÎÈì+Ï � ån�ÈÉoW Þ _r_s_rsßW �`�xt                                  �3.74� 
ÎÉç+Ï � å n�éío Þ _r_s_rsßW x�`�xt                                �3.75� 

� FGM       

Dans le cas d’un FGM, les rigidités de membrane, de flexion et de cisaillement, 

les forces de membrane et les moments de flexion sont exprimés par : 

æ�� � 2 å n�ÈÉo�x�<î#
�<î# �<ï

                                          �3.76� 
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et 

è�� � 2 å n�ÈÉox�x�<î#
�<î# �<ï

                                             �3.77� 

ÎÈç+Ï � ån�éío Þ_vww_vww0 ß �`�xt                                �3.78� 
ÎÉç+Ï � ån�éío Þ_vww_vww0 ß x�`�xt                              �3.79� 

   
 

III-5-5-2 Efforts de cisaillement 

Les efforts de cisaillement dans l’âme sont exprimés par : 

ð¼r¼sñ � å á¦rt¦stâ �x
<î#

�<î#
,                                                 �3.80� 

injectons les relations (3.47) dans (3.80) on obtient : 

ð¼r¼sñ � kòlÎ³Ï,                                                        �3.81� 
avec : 

ò�� � ���<{                      L, M � 4,5                    �3.82� 
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III-5-6 Energies cinétique et de déformation 

L’énergie de déformation est la somme des énergies de membrane, de flexion, 

de cisaillement  et de l’effet thermique :  

ó � 12å Î?bÏ+kælÎ?bÏ�æ
ô

� 12å ÎàÏ+kèlÎàÏ�æ
ô

 

� 12å Î³Ï+kòlÎ³Ï�æ
ô

� 12å Î?bÏ+ÎÈì+Ï�æ
ô

� 12å ÎàÏ+ÎÉì+Ï�æ
ô

.  �3.83� 

L’énergie cinétique de la plaque est calculée en fonction des composantes du 

vecteur vitesse :  

»õ � 12 å �~Û�Jö # � �ö # � Ùö #��¼÷ ,                                    �3.84� 

où ��Ý est la densité de la plaque sandwich. Sachant que l’élément de 

volume est donné par: 

�¼ � �x�æ                                                        �3.85� 

Si on néglige l’énergie cinétique du mouvement membranaire on obtient : 

»õ � 12 å �~Û PÙö b|# � Ùö bÛ# � 2Ùö b|Ùö bÛQ �¼÷ � 12 å �~Ûx# �ØÙö b|Ø�
# � ØÙö b|Ø�

#� �¼÷  

�3.86� 

En intégrant sur l’épaisseur de la plaque on obtient : 

»õ � 12 �` å PÙö b|# � Ùö bÛ# � 2Ùö b|Ùö bÛQ �æô � 12 ø| å �ØÙö b|Ø� # � ØÙö b|Ø� #� �æô ,      �3.87� 
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les termes �` et ø| caractérisent la densité et le moment d’inertie équivalents de la 

plaque sandwich. Dans le cas d’un stratifié ils s’expriment par :  

�` � 22�~<~ � �{½<{3,                                               �3.88� 

ø| � 2ø~ � ø{ � 12 �~<~2<~ � <{3#,                                    �3.89� 
où, ø~ est le moment d’inertie du stratifié, alors que IÔ est le moment d’inertie de 

l’âme, donnés par :     

ø~ � �~ <~$12 ,                                                          �3.90� 
ø{ � �{½ <{$12 .                                                         �3.91� 

Alors que dans le cas d’un FGM, �` et ø| sont exprimés en fonction de la 

densité effective �vww�z� :  
�` � 2 å �vww�x��x�Tú#

�Tú# �Tû
� �{½<{                                           �3.92� 

ø| � ø{ � 2 å �vww�x�x#�x�Tú#
�Tú# �Tû

.                                           �3.93� 

III-5-7 Etude dynamique du panneau solaire 

En pratique, des solutions approchées du problème continu sont obtenues en le 

réduisant à un problème discret avec un nombre fini de degrés de liberté. 
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III-5-7-1 Equations de mouvement 

Les équations de Lagrange permettent d’obtenir les équations du mouvement du 

panneau à partir des expressions des énergies cinétique et potentielle. Soit le 

lagrangien ü tel que : 

L  t),, U(q- t),q , (E t),q , (  iC i
&&

ii qq =                          �3.94� 

où »5 et ó sont respectivement l’énergie cinétique et potentielle qui sont fonctions 

des coordonnées, de leurs dérivées ),( qq & et du temps (t), pour les systèmes 

conservatifs, le principe d’Hamilton s’énonce : 

∫ =
2

1

0 t)dt,  , (
t

t

ii
qq &Lδ

                                        

�3.95� 
Les conditions d’extremum de cette fonctionnelle sont les équations d’Euler : 

),()( tF
q

E

q

E

q

E

t
i

i

d

i

C

i

C =
∂

∂
+

∂

∂
−

∂

∂

∂

∂
&

                         

�3.96� 

du moment que l’énergie potentielle étant la somme de l’énergie de déformation 

Ed et du potentiel des forces de surface et de volume (W). 

U= Ed + W                                           �3.97� 

Pour les petits mouvements des corps élastiques, les énergies cinétique et de 

déformation s’expriment respectivement comme forme quadratique des vitesses et 

des déplacements. 

{ } [ ]{ }∑∑=
n

1=i

n

1=j

 q 
2

1
 =     

2

1
qMqMqE

T

jijiC
&&&&

   

                            

�3.98� 

{ } [ ]{ }∑∑=
n

1=i

n

1=j

 q 
2

1
 =     

2

1
qKqKqE

T

jijid                                �3.99� 

a) Equations de mouvement forcé 

Les équations de mouvement forcé en absence d’amortissement s’écrivent 

alors :  
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       kÉlÎ
K �-�Ï � kHlÎ
�-�Ï � Îý�-�Ï,                                  �3.100�  

avec : 

kMl : matrice masse du panneau solaire, kKl : matrice de rigidité du panneau solaire, ÎF�t�Ï : vecteur forces extérieures dues à l’effet thermique, ÎqK �t�Ï : vecteur accélération  généralisée. 

b) Equations de mouvement libre  

L’étude des vibrations libres n’est que la détermination des solutions propres du 

système d’équations précédent sans le second membre. 

kÉlÎ
K �-�Ï � kHlÎ
�-�Ï � 0,                                   �3.101� 

les solutions de ce système sont appelées modes propres , le mouvement étant 

harmonique, les solutions sont du type  
� � x�e��] ce qui permet d’écrire :  

     �kHl � �#kÉl�ÎxÏ � 0,                                       �3.102� 

où ω étant la fréquence propre du système. 
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Chapitre IV 

Discrétisation par la méthode des 

éléments finis hiérarchiques        

du problème thermique                

et thermo-élastique 

 

Le passage d’un système différentiel à un système algébrique nécessite une discrétisation 

par la méthode des éléments finis. Les performances et la flexibilité de la version p de la 

MEF (Bardell 1989,1992 ; Houmat 1997,2001 ; Hamza-Cherif 2005, 2006,           

Hamza-Cherif et al. 2007) nous amène à l’utiliser pour discrétiser notre problème. Nous 

présenterons dans ce chapitre en détails les étapes de discrétisation et du développement 

de deux éléments finis hiérarchiques pour l’analyse thermique et mécanique. 

IV-1 Développement d’un élément fini de type p pour 

le problème thermique 

IV-1-1 Forme discrétisée des équations de la chaleur 

En se basant sur le principe de pondération, et en utilisant la méthode des 

éléments finis de Galerkin, l’équation de la chaleur peut être écrite sous la forme 

faible suivante (Hutton 2004) : 

� ����� �,�
,� � � 
 �� ��  � �Ω � 0,                            �4.1� 



IV-1 Développement d’un élément fini de type-p pour l’analyse thermique 

 
111 

Après intégration par parties du premier terme de l’intégrale et en appliquant 

l’intégrale de Green-Gauss à l’équation précédente, nous aurons l’expression 

finale de cette forme faible : 

� ��,�
 ���� �,�
,��Ω � � � 
 ��  ���   �Ω � � ����  �,�
 ��Г�
 �  �Г.       �4.2� 

où w est une fonction de pondération.  
D’après l’équation (3.21), la température T�x, y, z� peut être écrite en fonction 

de T$, α$et β$ : 
��), *, +� � ,-./01                                                 �4.3� 

avec :  

,-. � ,1 34 35.                                               �4.4� 
/01 � 6�$7$8$

9                                                       �4.5� 
De la même façon on peut exprimer le gradient de température 

��), *, +�,� � ,;.,<./θ1                                          �4.6� 
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où ,L. est l’opérateur de différentiation 
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La fonction w est traitée de la même façon que T, soit donc : 

��), *, +� � ,-./B1 � ,1 34 35. 6�$7$8$
9                             �4.9� 

on peut aussi écrire : 

��), *, +�,� � ,;.,<./B1                                           �4.10� 
En injectant �4.10�, �4.9�, �4.6�  et �4.3� dans l’équation �4.2� nous aurons la 

forme suivante : 

� /B1D � ,R.D��F� G�F�,R.  Hθ� I�+ dA  LM � � /B1D ,L.D
N � /S1D,K. ,S. ,L./θ1�+  dAF  

� � /B1D
ГQR

ST,R.D,R. /θ1dГ � � UV/B1D,R.DW,R./θ1XY
ГZ[

,R./θ1dГ 
� � ST  �T  /B1D,R.DdГГQR

� � \]U]�̂_/B1D,R.DdГГZ[
` � ab/B1D,R.DdГГc�   �4.11� 

Qu’ont peut mettre sous la forme suivante : 

� /B1D,Ce.Hθ� I dAM � � /B1D,L.D,Kfg.,L./θ1 dA �N � � ST/B1D,Kfh./θ1dГГQR
 

� � /B1D,KfY./θ1dГГZ[
� � ST  �T  /B1D,R.DdГГQR

� � UV�̂_/B1D,R.DdГГZ[
      

` � ab/B1D,R.DdГГc�                                                                                               �4.12� 
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Avec :  

,Kfg. � � ,;.i
j ,�.�k�,;.�+                                          �4.13� 

,Kfh. � ,R.D,R.                                                    �4.14� 
,KfY. � ,R.DW,R./θ1XY,R.                                           �4.15� 

,Ce. � � ρ�L� c�L�,R.D,R. dz � � ρ�L� c�L�,Kfh. dzLL                   �4.16� 
 

Sachant que l’élément de volume dans le cas d’une plaque s’exprime par : 

�n � �o �+                                                    �4.17� 
En utilisant les fonctions de forme on peut exprimer les trois fonctionnelles T$, α$et β$ de la façon suivante : 

/01 �  ,p./0q1                                                  �4.18� 
où :  ,N. : matrice des fonctions de forme, /θe1 : vecteur des coordonnées généralisées. 

 

En traitant de la même façon la fonction de pondération w, nous aurons : 

/B1 �  ,p.HBfI                                               �4.19� 
Injectons ces deux équations dans �4.12� nous obtenons la forme discrétisée de 

l’équation de la chaleur en régime transitoire :  

W
TsX t0� qu � �,vTw. � ,vTx. � Wv^w�0�X� H0I � /y1                         �4.20� 
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Le système d’équations obtenu est un système d’équations différentielles 

nonlinéaires du premier ordre. 

où : 

 ,Kz{. : matrice de conduction, ,Kz|. : matrice de convection, ,K}{. : matrice de rayonnement, WCz~X : matrice de capacitance, /Q1 : vecteur charge thermique, exprimé par : 

 

/Q1 �  /Qz|1 � /Q}{1 ` HQ�I ` /Q�1                            �4.21� 
avec : /Qz|1 : vecteur charge thermique convectif, /Q}{1 : vecteur charge thermique radiatif, HQ�I : vecteur charge thermique relatif à la source de chaleur, /Q�1 : vecteur charge thermique relatif à la température imposée. 

 

IV-1-2 Choix de l’élément et sélection des fonctions de forme 

La méthode des éléments finis consiste à discrétiser le modèle physique en 

élément finis dont la forme (rectangulaire, triangulaire,…) est adaptée selon la 

géométrie du modèle physique. Ces éléments sont connectés entre eux aux 

niveaux des nœuds et des bords à fin d’assurer la continuité d’une variable 

quelconque qui peut être une température ou un déplacement par exemple. La 

précision de la solution obtenue dépend essentiellement du nombre de degrés de 

liberté utilisé. 

L’élément développé dans cette étude est un élément fini de type p rectangulaire 

à quatre nœuds (voir figure 4.1), les degrés de liberté aux nœuds sont 

respectivement T$, α$ et β$. 
Dans la version p, en plus des degrés de liberté aux nœuds, l’élément admet des 

degrés de liberté aux bords et à l’intérieur de l’élément.  

Dans la méthode des éléments finis, la solution est approximée dans le domaine 

discrétisé par des fonctions appelées fonctions de forme ou fonctions 
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d’interpolation, ces fonctions permettent de trouver la valeur d’une variable à 

l’intérieur de l’élément par interpolation des valeurs du vecteur généralisé. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Le choix de ces fonctions dépend essentiellement de l’élément considéré    

c’est-à-dire de sa géométrie et du nombre de nœuds considérés. Lorsque les degrés 

de liberté sont indépendant, seul la continuité de la variable est suffisante     

(continuité C°). Lorsque le problème traité est bidimensionnel, les fonctions de 

forme dépendent explicitement de x et y. Les fonctions considérées dans notre cas 
seront construite sur la base d’un élément linéaire unidimensionnel à deux nœuds. 

Les fonctions de forme considérées dans notre cas sont les suivantes       

(Houmat 2001 et Hamza-Cherif et al.  2007) : 

                        ag � 1 ` �        
ah � �                                                                  �4.22�   

                         â �h � ��� ��� ,        où    � � 1, …       
Les deux premières fonctions de forme sont celles de la méthode des éléments 

finis version h (polynômes de Legendre), alors que les autres fonctions sont les 

fonctions de forme hiérarchiques trigonométriques. Ces fonctions permettent 

d’enrichir  le champ de température à l’intérieure et aux bords de l’élément.  

��, �� ��, �� 

��, �� ��, �� ��, �� 
� � 

� � 
��0α0 β0

�
�
 

� 
� 

� 
� 

� 

� 

Figure 4.1 : Elément hiérarchique rectangulaire de type p pour l’analyse thermique. 
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Le champ de température dans ce cas peut être exprimé ainsi :  

  

�T$��, �, ��α$��, �, ��β$��, �, ��� �

��
��
�
��
��� � ���a��ξ�a��η�¡¢

�£g
¡¤

�£g
� � 7��a��ξ�a��η�b¢

�£g
b¤

�£g
� � 8��a��ξ�a��η�¢̂

�£g
¤̂

�£g ¥�
��
¦
��
�§

                          �4.23� 

ce qui permet d’exprimer �4.19�de la façon suivante : 
/01 � ¨,p�. 0 00 ,p7. 00 0 Wp8X© /0q1                              �4.24� 

avec : 

/0q1 � ��11 �12 … �1ª1 … �ª)ª* … 711 712 … 71«1 … 7«)«* … 811 812 … 81�1 … 8�)�*� 
�4.25� 

IV-1-3 Détermination des différentes matrices élémentaires 

Les différentes matrices de l’équation �4.24� sont déterminées à partir de la 

forme intégrale donnée par l’équation �4.12�. 
IV-1-3-1 Matrices de conduction, de convection et 

de rayonnement 

La matrice de conduction est obtenue directement de �4.12� : 
,vTw. � � ,¬.iW�geeeX,¬.�)�*

N
                                   �4.26� 
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avec  

,¬. � ,<.,p.                                                 �4.27� 

de la même façon, la matrice de convection est obtenue: 

,�Tx. � � ST,p.iW�heeeX,p.�­®¯
Γ                                �4.28� 

La matrice de rayonnement est donnée par : 

�K}{ ±0²� � � UV,p.� ��3eee�0�� ,p.�Γcv
Γ                            �4.29� 

IV-1-3-2 Vecteurs charges thermiques 

De la même façon les différents vecteurs charges thermiques sont obtenus. Le 

vecteur charge thermique relatif à la convection est donné par : 

/Qz|1 � � Sz�zΓ®¯
,N.D,R.DdΓ                                    �4.30� 

le vecteur charge de rayonnement s’exprime ainsi : 

/Q}{1 � � U´
Γ®¯

�µ_,N.D,-.DdΓ                                   �4.31� 
alors que le vecteur charge relatif à la source de chaleur 

HQbI � � ab
Γ®¯

,N.D,R.DdΓ                                      �4.32� 
Le vecteur charge relatif dû à une température imposée vaut :  

/y¶1 � ,v./ai1                                               �4.33� 



IV-2 Développement d’un élément fini de type-p pour l’analyse thermo-élastique 

 

118 

IV-1-3-3 Matrice de capacitance 

La matrice de capacitance est obtenue directement de �4.11� : 
W
TsX � �,p.i,
q.,p.�)�*

N
                                     �4.34� 

IV-2 Développement d’un élément fini de type p pour 

l’analyse thermo-élastique 

IV-2-1 Choix de l’élément 

L’élément développé dans cette étude est un élément fini de type p rectangulaire 

à quatre nœuds (voir figure 4.2), les degrés de liberté aux nœuds sont 

respectivement les déplacements transversaux �w$· et w$̧
 et les rotations w$·,¹ , w$·,º et w$·,¹º. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 IV-2-2 Sélection des fonctions de forme  

Un système de coordonnées adimensionnelles est utilisé pour décrire la 

géométrie de l’élément :  

Figure 4.2 : Elément hiérarchique rectangulaire de type p pour l’analyse thermo-élastique. 
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








=

=

b

y

a

x

η

ξ
                   0 ≤  ξ ;  η ≤ 1                        �4.34�   

Les fonctions de forme utilisées pour décrire le champ de déplacement de la 

plaque sandwich sont les fonctions trigonométriques. Les deux groupes de 

fonctions de forme utilisés sont (Houmat 1997,2001): 

� Pour la continuité C0
   

a � ,ag, ah, â �h.                                               �4.35� 
� Pour la continuité C1

   

¿ � ,¿g, ¿h, ¿Y, ¿_, ¿^�_.                                         �4.36� 
Avec: 

¿g � 1 ` 3�h � 2�Y 
¿h � � ` 2�h � �Y 
¿Y � 3�h ` 2�Y                                                                                         �4.37� 
¿_ � `�h � �Y 
¿^�_ � À^,`� � �2 � �`1�^��h ` �1 � �`1�^��Y � ����À^��. 

Le champ de déplacement dans la plaque peut être exprimé par les fonctions de 

forme hiérarchiques:  

Á�$»��, �, ���$¼��, �, ��Â �
���
�
��� � � 3��a��ξ�a��η�»¢

�£g
»¤

�£g
� � Ã��¿��ξ�¿��η�Ä¢

�£g
Ä¤

�£g ¥��
¦
��§                               �4.38� 

la relation �4.38� peut être écrite sous la forme : 

/«1 � ,p./«f1,                                                 �4.39� 
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où :  

,p. � ÅWpÆÇÈ X 00 �pÆÇÉ �Ê                                         �4.40� 
/«1  � H3gg, 3gh, … , 3�Ë�h��Ì�h�, … , Ãgg, Ãgh 6, Ã�Ë�_��Ì�_� , … ID      �4.41� 

IV-2-3 Détermination des matrices de rigidité 

A partir de l’énergie de déformation, la matrice de rigidité WK~¸X est déterminée. 

Elle est égale à : 

Wvs»X � WvµX � ,v».                                          �4.42�  
où :  WK~¸X : matrice de rigidité de la plaque sandwich, ,KÍ. : matrice de rigidité de flexion, ,K¸. : matrice de rigidité de cisaillement. 

IV-2-3-1 Matrice de rigidité de flexion 

Le terme de l’énergie de déformation relatif à la flexion est donné à partir de 

l’expression (Eq. 3-83) de l’énergie de déformation de la plaque sandwich: 

Îµ � 12 �/Ï1i,Ð./Ï1�o
N

                                              �4.43� 
Sachant qu’on peut exprimer /χ1 en fonction de la matrice des fonctions de 

forme et le vecteur des déplacements généralisés : 

/Ï1 � W¬ÒX/«f1                                                   �4.44� 
avec : 

W¬ÒX � WoÒX,p.                                                     �4.45� 
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où WAÓX est la matrice de différentiation, donnée par : 

WoÒX �
ÔÕ
ÕÕ
ÕÕ
Ö0 ` 1×h ½2

½�2
0 1Øh ½2

½�2
0 `2 1×Ø ½2

½�½�ÙÚ
ÚÚ
ÚÚ
Û
                                                �4.46� 

En remplaçant /χ1 donné par la relation �4.44� dans �4.43� , il résulte : 
Îµ � 12 ×Ø � /«f1�W¬ÒXi,Ð.W¬ÒX/«f1����

N
,                              �4.47� 

or,  

Îµ � 12 /«e1iWvµX/«e1,                                               �4.48� 
la matrice de rigidité ,KÍ. est donnée par : 

WvµX � ×Ø � W¬ÒXi,Ð.W¬ÒX����
N

.                                 �4.49� 
IV-2-3-2 Matrice de rigidité de cisaillement 

Le terme de l’énergie de déformation relatif au cisaillement est donné à partir 

de l’expression (Eq. 3-83) de l’énergie de déformation de la plaque sandwich: 

Î» � 12 � /Ü1i,;./Ü1�o
N

.                                           �4.50� 
Sachant qu’on peut exprimer /γ1 par la matrice des fonctions de forme et le 

vecteur des déplacements généralisés : 

/Ü1 � W¬ÞX/«f1,                                                 �4.51� 
avec : 

W¬ÞX � WoÞX,p.,                                                 �4.52� 
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où WAßX est la matrice de différentiation, donnée par : 

WoÞX �
ÔÕ
ÕÖ1× ½½� 01Ø ½½� 0ÙÚ

ÚÛ                                                 �4.53� 
En remplaçant /γ1 donné par la relation �4.51� dans �4.50� , il résulte : 

Î» � 12 ×Ø �/«f1�W¬ÞXi,;.W¬ÞX/«f1����
N

,                              �4.54� 
or, on peut écrire U¸ sous la forme suivante :  

Î» � 12 /«f1�,v»./«f1,                                               �4.55� 
la matrice de rigidité ,v». est donnée par : 

,v». � ×Ø �W¬ÒXi,;.W¬ÒX����
N

.                                 �4.56� 
IV-2-4 Détermination de la matrice masse 

A partir de l’énergie cinétique, la matrice masse Wás»X est donnée sous la forme 

suivante : 

Wás»X � ,ág. � ,áh.                                          �4.57�  
où :  

Wás»X  matrice masse de la plaque sandwich, ,ág.  matrice masse relative au mouvement transversal, ,áh.    matrice masse relative au mouvement de rotation. 
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Le terme de l’énergie cinétique relatif au mouvement transversal est donné à 

partir de l’expression (Eq. 3.87) de l’énergie cinétique de la plaque sandwich: 

âã� � �� äå � ±æ� ��� � æ� �ç � � �æ� ��æ� �ç ² èé
é

                                ��. êë� 
on peut exprimer Eíg en fonction du vecteur vitesse /q� 1, ce qui nous permet 

d’écrire : 

ïðg � 12 �å � /«� 1� t11u /1 11/«� 1�o
o

,                                     �4.59� 
En introduisant la matrice des fonctions de forme, il résulte :  

ïðg � 12 �å �H«� Ii,p.� �1 11 1� ,p.H«� I�o
N

                                     �4.60� 
or  Eíg est de la forme : 

ïðg � 12 H«� Ii,ág.H«� I,                                        �4.61� 
ce qui permet de déterminer la matrice masse,ág. : 

,ág. � ×Ø�å � ,p.i �1 11 1� ,p.����.
N

                            �4.62� 
Le terme de l’énergie cinétique relatif au mouvement de rotation est donné à 

partir de l’expression (Eq. 3.87) de l’énergie cinétique de la plaque sandwich: 

ïðh � 12 ñØ � ò½�� 0Ø½)2
2 � ½�� 0Ø½*2

2ó �o
o

                                          �4.63� 
Sachant qu’on peut l’exprimer ainsi : 

ïðh � 12 ×ØñØ �H«�fI�,¬h.i,¬h.H«�fI����
o

                                    �4.64� 
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Avec : 

,¬h. � ,oh.,p.,                                               �4.65� 
où ,oh. est la matrice de différentiation, donnée par : 

,oh. �
ÔÕ
ÕÖ0 1× ½½�
0 1Ø ½½�ÙÚ

ÚÛ ,                                             �4.66� 
or ïðh est de la forme : 

ïðh � 12 H«� Ii,áh.H«� I,                                          �4.67� 
ce qui permet de déterminer la matrice masse,Mh. : 

,áh. � 12 ×ØñØ �,¬h.i,¬h.����
o

                                �4.68� 
IV-2-5 Détermination du vecteur force dû à l’effet  thermique  

A partir de l’énergie de déformation le vecteur force dû à l’effet thermique /\���1 est déterminé: 

Îõi � 12 � /Ï1i/áõi1�o
N

,                                         �4.69� 
en utilisant les équations �4.44�, �4.45� et �4.46�, on aura : 

Îõi � 12 ×Ø �/«f1�W¬ÒXi/áõi1����
N

,                              �4.70� 
ce qui permet de déterminer /F�t�1 

/\���1 � ×Ø �W¬ÒXi/áõi1����
N

.                               �4.71� 
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Chapitre V 

Méthodologies de résolution 

numérique et d’élaboration      

d’un programme de calcul  

L’objectif de ce chapitre est de décrire les méthodes numériques utilisées pour résoudre 

les problèmes formulés auparavant. Un schéma de résolution est développé pour 

l’élaboration d’un programme de calcul.      

V-1 Démarche d’un schéma de résolution 

L’analyse statique et dynamique du panneau solaire sous l’effet de charges 

thermiques nécessite préalablement la détermination des différents flux solaire,  

terrestre et albédo. Ces flux dépondent principalement de la position relative du 

satellite par rapport au soleil et la terre. Dans ce sens, la détermination des 

paramètres orbitaux s’avèrent indispensable. La résolution des équations de 

mouvement du satellite devient donc la première étape à résoudre, le schéma de 

résolution est donné ultérieurement dans la suite de ce chapitre. Une fois ces flux 

déterminés, ils constituent les conditions aux limites du problème thermique dont 

la résolution de l’équation de la chaleur constitue la clé pour l’analyse du 

problème thermomécanique. Le panneau solaire modélisé par une plaque hybride 

composée d’un empilement de couches de propriétés différentes est soumis à ces 

flux de chaleur son comportement thermique en est dépendant. Une fois la 

variation de température dans la plaque hybride déterminée il est possible 

maintenant d’analyser le comportement mécanique du panneau solaire, bien sûr en 

résolvant les équations d’équilibre d’une plaque sandwich considérée comme 

modèle mathématique pour le panneau solaire. Dans la suite, le schéma de calcul 

nécessaire à l’élaboration d’un programme de calcul est explicité, voir figure 5.1.  
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��, ��, ��, �� 
         Calcul des éphémérides 

Modélisation de la 
rotation terrestre 

���	
, ����	
, �
���	
 Calcul  des flux : 

       Lecture des données : 
� Paramètres orbitaux initiaux 
� Données astrophysiques,… 

����, ����, ����, ���� 
Calcul des perturbations : 

�, �, �, �, � �	 �  
Résolution des équations de Gauss : 

Résolution des équations de Gauss : !�	
, "�	
, #��	
, #���	
 Calcul  des paramètres : 

Figure 5.1 : Schéma de calcul global. 
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$�%, &, ', 	
 
Détermination de la distribution de 

température : 

        Lecture des données : 
� Physiques et géométriques 
� flux,… 

 ()*+,, -.*/0, -.#/0, 123 Discrétisation par la version p-MEF : 

()45, 6!7 89 : (-.4;0 : -.�;0,<!= > 123 Résolution des équations de la chaleur : 

Analyse modale: ? 
Analyse transitoire :  @�A, B, C, �
 @�A, B, C
 Analyses statique : 

        Lecture des données : 
� Physiques et géométriques 
� température,… 

 (�+D,, (.+D,, 1E�	
3 Discrétisation par la version p-MEF : 

Résolution des équations de Mvt : 

             [M] { q&& } +  [K]{q} = {F(t)} 

Figure 5.1 : suite. 
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V-2 Intégrations numériques en orbitographie 

On ne peut dissocier les efforts qui ont été faits pour décrire l’évolution du 

satellite artificiel, du travail visant à mieux déterminer les forces qui perturbent 

son mouvement. Historiquement l’utilisation de modèles de forces de plus en plus 

complets se retrouve dans les projets visant à calculer les coefficients du potentiel 

terrestre. Cela n’empêche pas qu’une modélisation précise du mouvement ait 

d’autres applications (positionnement terrestre et analyse de missions, par 

exemple). On peut regrouper les méthodes d’intégration en trois grandes 

catégories : les méthodes analytiques, les méthodes numériques et les méthodes 

mixtes analytiques-numériques. 

Pour résoudre le problème analytiquement il faut simplifier le modèle de forces 

de perturbations de telle sorte à pouvoir intégrer les équations de mouvement. 

Cette procédure est connue sous le nom de perturbations générales. Les méthodes 

numériques sont utilisées plutôt dans le cas ou il n’y a pas de simplifications dans 

le modèle de forces. Cette procédure est connue sous le nom de perturbations 

spéciales. 

a) Méthodes analytiques 

Ce sont les premières méthodes qui ont été utilisées et qui ont produit les 

meilleurs modèles de potentiel terrestre jusqu’en 1973 [Kozai 1961, 1969, 

Lundquist et Veis 1966, Gaposchkin et Lambeck 1969, Gaposchkin 1973]. Elles 

reposent essentiellement sur les travaux de Brouwer et de Kozai pour le traitement 

des perturbations dues aux harmoniques zonaux (Brouwer 1959, Kozai 1962a), 

des perturbations lunisolaires (Kozai 1966) et de la pression de radiation solaire 

directe (Kozai 1961). Le développement de Kaula permet d’intégrer l’effet des 

harmoniques tesseraux non résonnants au premier ordre (Kaula 1966). 

� Avantages : 
- on obtient une information très riche sur l’influence des différentes 

perturbations et sur les effets des différents paramètres sur le 

comportement du mouvement, 

- une fois la théorie établie, les calculs pour obtenir une position à une date 

donnée à partir de conditions initiales sont très rapides, 

- une théorie analytique peut être valable sur une très longue durée. 
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� Inconvénients : 
- la construction d’une théorie analytique est très lourde, 

- beaucoup de perturbations sont très difficiles ou même impossibles à 

prendre en compte avec une bonne précision : résonances, perturbations 

luni-solaires (effets à longues périodes), pression de radiation solaire (dans 

le cas ou le satellite passe à l’ombre de la Terre), freinage atmosphérique... 

- aucune théorie n’est valable pour toutes les configurations : faibles et 

fortes excentricité, faibles et fortes inclinaisons, inclinaison critique... 
 

b) Méthodes numériques 

L’intégration purement numérique a été utilisée depuis le milieu des années 

1960, mais ne s’est imposée complètement qu’environ 10 ans plus tard. Depuis, 

tous les modèles géodynamiques (détermination globale des coefficients du 

potentiel et des coordonnées de stations) ont utilisé exclusivement cette méthode : 

modèles GRIM (GRGS/France et DGFI/Allemagne), GEM (Goddard Space Flight 

Center/USA) et TEG (Université du Texas/USA).  

� Avantages : 
- la mise en œuvre est moins lourde que pour les méthodes analytiques,  

- on peut traiter toutes les perturbations avec une grande précision presque 

indépendamment de leur complexité mathématique,  

- il existe des formulations efficaces pour toutes les configurations, 

(coordonnées rectangulaires ou éléments orbitaux non singuliers). 

� Inconvénients : 
- ces méthodes ne permettent pas d’obtenir directement des informations 

qualitatives sur le comportement du système,  

- elles sont très couteuses en temps de calcul, ce coût dépendant de la 

longueur de l’intervalle d’intégration,  

- la précision obtenue dépend fortement de la longueur de l’intervalle 

d’intégration et se dégrade rapidement lorsque cette longueur croit. 

L’utilisation de l’intégration numérique est donc délicate sur de longues 

durées. 

 

c) Méthodes mixtes analytiques-numériques 

Dans ces méthodes, on intègre numériquement un système différentiel ne 

générant plus aucune variation à courtes périodes. Ce système différentiel est 

construit à partir du système différentiel initial à l’aide d’une théorie analytique 

éventuellement complétée par des quadratures numériques pour certaines 
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perturbations. Historiquement, les méthodes mixtes ont été introduites pour 

combler la déficience des méthodes analytiques dans le cas des résonances 

profondes [Gedeon, Douglas et Palmiter 1967]. Aujourd’hui, on les considère 

plutôt comme des remèdes à certaines faiblesses de l’intégration numérique dans 

le cas des études sur de grands intervalles de temps. En effet, l’élimination des 

courtes périodes permet d’utiliser un long pas de calcul lors de l’intégration 

numérique. Cela réduit à la fois le coût en temps de calcul et les effets des erreurs 

d’arrondis et de troncatures. Suivant le soin que l’on apporte à leur mise en œuvre 

et le contexte dans lequel on les utilise, ces méthodes peuvent combiner les 

avantages des méthodes analytiques et numériques. Nous avons dit qu’elle peuvent 

remédier a une grande partie des inconvénients du numérique pur. Elles 

conservent cependant une partie de la lourdeur de construction liée aux méthodes 

analytiques. Quant au problème de la précision, il faut remarquer que les méthodes 

analytiques échouent essentiellement pour l’intégration des effets à longues 

périodes (résonances, perturbations luni-solaires). Or il s’agit justement ici 

d’intégrer numériquement ces effets. Après quelques succès au début des années 

1970 [Wagner 1973], cette méthode n’a pas suivi les progrès accomplis dans la 

précision des observations. Cependant elle n’a pas été vraiment remplacée pour les 

analyses a longues périodes qui deviennent pourtant de plus en plus prometteuses. 

Les travaux de Balmino, Borderies, Exertier et Barlier [Borderies 1976, Exertier 

1988, 1990] ont permis de faire nettement progresser cette méthode et ont prouvé 

son fort potentiel. 

V-2-1 Méthodes d’intégration numériques multi-pas 

Pour résoudre numériquement le problème d’intégration d’orbite d’un satellite 

artificiel, on utilise soit les équations du mouvement Eq. �2.23
, soit les équations 

de Gauss Eq. �2.32
. En pratique, on utilise le deuxième cas, du moment que la 

résolution du système d’équations �2.23
 nous donne la position et la vitesse du 

satellite sans nous informer directement sur l’évolution de l’orbite ou du plan 

orbital, [Vallado et McClain 1997]. Alors que le système d’équations de Gauss, 

nous permet d’étudier la variation des éléments orbitaux dans le temps.  

Le système d’équations de Gauss s’écrit alors sous la forme suivante:  

1&7I3 > 1J�&I , 	
3 1&�	
3 > 1&3K                                                    �5.1
 1&7 �	
3 > 1&7 3K 
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où y�t
 correspond alors au vecteur des paramètres orbitaux du satellite dans le 

repère inertiel, 

1&�	
3 > 1�, �, �, �, �, � 3P                                           �5.2
 

 et le second membre f�y7 R, t
 dépend des forces perturbatrices agissant sur le 

satellite (potentiel gravitationnel terrestre, forces surfaciques, etc.). 

On intègre de manière numérique le système d’équations donné par �5.2
. Pour 

cela, on dispose de deux types de méthodes discrètes différentes (voir Zarrouati 

1997, Barriot 1989, et Balmino 1974) : (i) Méthodes à un pas, ou (ii) Méthodes 

multi-pas).  

En orbitographie les méthodes multi-pas sont plus utilisées que les méthodes à 

un pas. L’idée des méthodes à pas multiple est d’utiliser non seulement 

l’évaluation fR mais aussi un certain nombre de valeurs passées fRST, … Il existe 

deux catégories de méthodes multipas : (i) une méthode consistant à remplacer la 

fonction f�yR, t
 de l’équation �5.1
 par un polynôme d’interpolation, suivie d’une 

intégration, ou bien (ii) une méthode consistant à approcher la dérivée de f�yR, t
 

en un point par l’intermédiaire de développements de Taylor. Les méthodes 

numériques multi-pas nécessitent l’utilisation d’une autre méthode d’intégration à 

un pas « starter » pour amorcer le calcul, la plus utilisée est la méthode de    

Runge-Kutta.   

V-2-1-1 Méthode d’intégration de Tchebychev 

Dans cette étude les fonctions trigonométriques de Tchebychev sont utilisées à 

la place des fonctions polynomiales, vue le caractère périodique des perturbations. 

Ces fonctions sont introduites pour la première fois par Richardson (Richardson et 

al. 1998) dans la résolution des équations différentielles du premier ordre dans le 

calcul de propagation d’orbite.    

Pour déterminer les éléments osculateurs, on discrétise l’intervalle de temps -tK, tV0 sur lequel on veut étudier la position du satellite. On pose donc : tRWT >tR : h  pour tout i > 0, … , N \ 1, où  N \ 1 correspond au nombre d’intervalles de 

temps discrétisant l’arc d’orbite étudié et h est appelé le pas de discrétisation. 

Nous avons alors : h > �tV \ tK
/N et t^ > TV.  
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La solution dans le cas du système d’équations �5.1
 à l’instant tRWT est donnée 

par :    

&�	IWT
 > &�	I
 : ` J�'
/'
abc


a
                                            �5.3
 

Le principe des méthodes numériques utilisées dans ce type de problème est 

d’approximer f�z
 par une série de fonctions, dans notre cas c’est les fonctions 

trigonométriques de Tchebychev. Le but est alors de chercher une solution 

approchée yR de la solution de l’équation à résoudre, en chaque point tR, de telle 

sorte que : yR > y�tR
  pour tout i > 1,2, … , N. 

Introduisons la variable ξ �0 f ξ f 1
  pour discrétiser le pas de temps h (voir 

figure 5.2) de tel sorte que : 

	IWT > 	I :  gh,                                                      �5.4
 

ce qui nous permet d’écrire :  

&�	I :  gh
 > &�	I
 : ` J�'
/'
aW jk

a

,                                       �5.5
 

d’après �5.4
, on voit bien que la solution est achevée lorsque ξ est égale à 1. 

Faisant le changement de variable suivant :  

' > 	I : h2 �l : 1
,                                                    �5.6
 

ceci nous permet d’écrire : 

&�	I :  gh
 > &�	I
 : ` J�l
/lnjST
ST

,                                       �5.7
 

où α est une variable comprise entre -1 et 1. La fonction J�l
 peut être 

approximée par une série convergente, les fonctions trigonométriques de 

Tchebychev sont utilisées dans ce cas : 
  

J�l
 > q )rsr�l
t
ruT ,                                                    �5.8
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les fonctions de Tchebychev sont définies par : 

sr�cos z
 > cos�{z
,                                                   �5.9
 

alors que les coefficients C~ sont donnés par : 

)r > 2� ` J�l
sr�l
√1 \ ln
T

ST
/l,                                                  �5.10
 

et qui peuvent être approximés par : 

)r � q �rsr�l
�
ruK ,                                                       �5.11
 

avec : 

�r > 2� q J�%�
sr�cos !�
�
ruK .                                             �5.12
 

injectons �5.9
 dans �5.12
, on aura :  

�r > 2� q J�%�
 cos�{!�
�
ruK ,                                             �5.13
 

où le terme θ� est le pas de temps exprimé sous forme angulaire par : 

!� > �� \ �
�� .                                                     �5.14
 

Le point x� est appelé point nodal de l’intervalle de temps -tR, tRWT0, exprimé en 

fonction du pas de temps θ� par : 

%� > 	I : h2 �1 : cos !��                                               �5.15
 

exprimé en fonction de ξ, x� s’exprime par : 

%� > 	I : hg�                                                       �5.16
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A partir de l’équation �5.3
 on peut obtenir la solution au point x� : 
&�	I :  g�h� > &�	I
 : h2 q �r ` sr�l
/l

nj�ST

ST
�

ruK                             �5.17
 

Utilisant la forme récursive des polynômes de Tchebychev, l’intégrale dans 

l’équation �5.17
 s’écrit ainsi : 

` sr�l
/l > 12 �srWT�l
{ : 1 \ srST�l
{ \ 1 � ,          { � 2                     �5.18
 
injectons cette dernière équation dans �5.17
, on obtient : 

&�%�� > &�	I :  g�h� > &�	I
 : h2 q ��r�r
�

ruK ,   � > 1,2, … , �             �5.19
 
avec  

��K > cos !� 

��T > 14 (cos�!�� \ 1,                                                                                       �5.20
 

R�~ > 12 �cos��k : 1
θ�� : �\1
~k : 1 \ cos��k \ 1
θ�� : �\1
~k \ 1 � , k � 2       
L’équation �5.19
 prend la forme simplifiée en l’écrivant au point nodal   ξ� > 1, en exprimant θ� par l’équation �5.14
, ce qui nous donne : 

&�	I : h
 > &�	I
 \ h q �r�{ : 1
�{ \ 1

�

ruK,n,�,… ,                          �5.21
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V-2-2 Méthode d’intégration de Runge-Kutta 

La méthode de Runge-Kutta ( Tannehill et al. 1997) est une méthode à un pas, 

utilisée pour amorcer la méthode d’intégration de Tchebychev. Cette méthode est 

de la forme : 

&�	I : h
 > &�	I
 : h��%, 	, h
,                                           �5.22
 

avec 

��%, 	, h
 > q �I{I�%, 	, h
�
IuT  

{T�%, 	, h
 > J�%, 	
                                                                 �5.23
 

{I�%, 	, h
 > J�% : q "��I
{��%, 	, h
IST
�uT , 	 : lIh
 

L’idée est d’intégrer en utilisant des valeurs en des points particuliers, avec des 

poids d’intégration particuliers kR. Les termes aR, αR et β��R

 sont des constantes 

ajustées pour obtenir l’ordre souhaité. 

  

	I  	IWT 

g�  

%�  

Point nodal 

h 

Pas de 

discrétisation  

0 1 

Figure 5.2 : Discrétisation du temps et point nodal.  
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La méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 est utilisée dans la suite de l’étude. Le 

schéma de calcul se présente alors comme suit : 

 ��%, 	, h
 > 16 �{T : 2{n : 2{� : {�
 
{T > J�%, 	
 

{n > J �% : h2 {T, 	 : h2�                                                     �5.24
 

{� > J �% : h2 {n, 	 : h2� 

{� > J�% : h{�, 	 : h
 

 
 

V-3 Intégration numérique en analyse dynamique 

transitoire 

Dans le chapitre précédent les équations de mouvement du panneau solaire ont 

été déterminées en utilisant les équations de Lagrange. Les matrices de rigidité et 

masse ainsi que le vecteur forces extérieures sont formés en utilisant la méthode 

des éléments finis hiérarchiques.  

-�01�� 3 : -.01�3 > 1E�	
3                                               �5.25
 

Le système obtenu est un système d’équations différentielles linéaires du 

deuxième ordre, sa résolution nécessite l’utilisation d’une méthode numérique. Il 

existe un grand nombre de méthodes d’intégration plus ou moins adaptées à un 

type de problème, par exemple les méthodes d’intégration explicite conviennent 

mieux aux problèmes de propagation d’ondes (cas des fluides). Pour les problèmes 

de dynamique de structures les plus utilisées sont: les méthodes d’intégration 

directe et la méthode de superposition modale. 

En pratique le choix de telle ou telle méthode d’intégration dépend de sa 

convergence et  de sa stabilité, en plus de l’élément fini utilisé, donc 
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indirectement, du problème traité. Dans le cas de la méthode des éléments finis 

hiérarchiques se basant sur l’enrichissement de l’élément, les méthodes implicites 

sont plus adaptées dans ce cas (Bathe 1996). 

La plus part des méthodes d’intégration directe sont des méthodes pas à pas 

dont l’équilibre est réalisé à chaque pas de temps ∆t, 2∆t, 3∆t,…, c'est-à-dire que 

la solution à l’instant t : ∆t est déterminée implicitement à partir de la solution 

précédente. Parmi ces méthodes on peut citer : Méthode de Newmark (Newmark 

1959), méthode de θ \ wilson (Bate et Wilson 1968) et la méthode de α \ HHT  

développée par Hilber (Hilber et al. 1977),… 

Dans la suite de l’étude, la méthode de Newmark est explicitée, et utilisée pour 

la résolution du problème traité.  

V-3-1 Méthode d’intégration de Newmark 

Cette méthode est utilisée par beaucoup de chercheurs, on peut citer les travaux 

de Parhi (Parhi et al. 2001) dans l’analyse dynamiques des plaques composites 

sous l’effet hygrothermique, de Lee et Han (Lee et Han 2006) dans l’analyse des 

vibrations libres et forcées des plaques et coques composites. Elle est utilisée aussi 

par Li (Li et al. 2006) dans l’analyse dynamique des structures spatiales. Notons 

que la plus part des logiciels de calcul de structures (ANSYS, ABAQUS,..) 

utilisent l’intégration de Newmark. 

C’est une méthode implicite à un pas, stable et converge rapidement dans la 

plus part des cas.  

Elle se présente sous la forme suivante : 

1�IWT3 > 1�I3 : h1�7I3 : 12 hn-�1 \ 2l
1��I3 : 2l1��IWT30                 �5.26
 

1�7IWT3 > 1�7I3 : h-�1 \ ¡
1��I3 : ¡1��IWT30                      �5.27
 

où : l, ¡ : paramètres d’intégration de Newmark, 1�I3 : vecteur des déplacements généralisés à l’instant 	I, 1�7I3 : vecteur des vitesses généralisées à l’instant 	I, 1��I3 : vecteur des accélérations généralisées à l’instant 	I, 
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1�IWT3, 1�7IWT3, 1��IWT3  : vecteurs cités précédemment à l’instant 	IWT, h : pas de temps. 

L’objectif est la détermination du vecteur des déplacements généralisés 1qRWT3 

en utilisant les équations d’équilibre à l’instant tRWT, d’où: 

   -�01��IWT3 : -.01�IWT3 > 1EIWT3                                              �5.28
 

pour cela réarrangeant �5.26
 et �5.27
 en vue de déterminer 1q� RWT3 

1q� RWT3 > aK�1qRWT3 \ 1qR3
 \ aT1q7 R3 \ an1q� R3                                  �5.29
 

injectons �5.29
 dans �5.28
 on obtient 1qRWT3 : 

�aK-M0 : -K0
1qRWT3 > 1FRWT3 : -M0�aK1qR3 : aT1q7 R3 : an1q� R3
,           �5.30
 
avec 

�K > 1lhn                                                             �5.31
 

�T > 1lh                                                              �5.32
 

�n > 12l \ 1                                                          �5.33
 

une fois 1�IWT3 calculé on peut déterminer 1��IWT3 en utilisant l’équation �5.29
. 

D’après Zienkiewicz (Zienkiewicz et Taylor 2005), la solution du système �5.28
 est inconditionnellement stable si les paramètres d’intégration vérifient les 

conditions suivantes : 

l � 14 �12 : ¡�n                                                   �5.34
 

¡ � 12                                                            �5.35
 
12 : l : ¡ ¦ 0                                                     �5.36
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V-4 Intégration numérique en analyse thermique 

transitoire 

Les équations de la chaleur en régime transitoire (Eq. 4.20) se réduisent à un 

système d’équations différentielles nonlinéaires du premier ordre de la forme : 

()45, 6θ7§9 : ¨-.�;�θ§
0 : -.4;0© <θ= > 1Q«¬3 \ <Q­=                 �5.37
 

En général les méthodes utilisées dans ce type de problème sont les méthodes 

des différences finis  explicites, implicites et la méthode\θ ainsi que les cas 

particuliers de cette méthode : méthode de Crank–Nicolson, les méthodes d’Euler 

explicite et implicite. Dans le cas nonlinéaire la méthode de Newton-Raphson, ou 

la méthode de prédiction-correction peuvent être utilisées en conjonction avec les 

méthodes citées auparavant (Schäfer 2006).     

Dans cette étude la méthode PTI développée par Zhong (Zhong et Williams 

1994) est utilisée pour résoudre le système d’équations donné par l’expression � 5.37
. D'un côté, c’est une méthode explicite et inconditionnellement stable; et 

d’un autre côté, elle permet de réduire considérablement le temps de calcul avec 

un gain sur la précision des résultats obtenus (Gu YX ; Chen B S ; Zhang H W and 

Grandhi RV 2002). La méthode prédicteur –correcteur est utilisée en conjonction 

avec la méthode PTI. 

V-4-1 Méthode PTI 

Le principe de la méthode consiste à transformer le système d’équations �5.37
 

sous la forme suivante : 

6θ7§9 > -®0<θ= : 1#3                                              �5.38
 

-H0 est une matrice constante définie par : 

-®0 > \()45,ST-.4;0                                              �5.39
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alors que le vecteur 1r3 est exprimé par : 

1#3 > 1#3T : 1#3n : 1#3�                                          �5.40
 
avec 1#3T > ()45,ST12�;3                                             �5.41
 

1#3n > \()45,ST<2�=                                            �5.42
 
1#3� > \()45,ST<2§�;�<!=�=                                      �5.43
 

12§�;3 > (.�;�!�,<!=                                           �5.44
 
où 1r3T et 1r3n sont les termes linéaires alors que 1r3� représente le terme non 

linéaire ou terme radiatif. 

Pour cela exprimons les termes linéaires de la façon suivante : 

12�;3 > 12�;3K : 12�;3T�	 \ 	I
                                     �5.45
 
<2�= > <2�=K : <2�=T�	 \ 	I
                                      �5.46
 

avec 

<2�=K > <2��	I
=                                                  �5.47
 
12�;3K > 12�;�	I
3                                                �5.48
 

<2�=T > <2��	IWT
= \ <2��	I
=h                                     �5.49
 
1Q«¬3T > 1Q«¬�	IWT
3 \ 1Q«¬�	I
3h                                  �5.50
 

La solution générale de �5.38
 est composée de la solution sans second membre <θT= et avec second membre <θn= : 
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<θ= > <θT= : <θn=                                              �5.51
 

avec 

<!T= > <!=K �%+�-®0	
                                         �5.52
 
<!n= > ` �%+(-®0�	 \ D
,1#�D
3 /D


K
                            �5.53
 

le vecteur <θ=K
 caractérise les conditions initiales à l’instant tK > 0.  

A l’instant tR > ih, et d’après les équations précédentes, la solution est alors : 

<!=I > <!=K �%+�-®0	I
 : ` �%+(-®0�	I \ D
,1#�D
3 /D
a

K
                �5.54
 

de même à l’instant tRWT, la solution peut être exprimée par : 

<!=IWT > <!=K �%+�-®0	IWT
 : ` �%+(-®0�	IWT \ D
,1#�D
3 /D
abc

K
          �5.55
 

Décomposons l’intégrale entre (0 ° tR
 et �tR  ° tRWT
 on aura : 

<!=IWT > <!=K �%+�-®0	IWT
 : ` �%+(-®0�	IWT \ D
,1#�D
3 /D
a

K
              

: ` exp(-®0�	IWT \ D
,1#�D
3 /D
abc


a
                                               �5.56
 

Introduisons le pas de temps h�> tRWT \ tR
 , on aura : 
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<θ=IWT > exp�-®0h
 ²<θ=K exp�-®0	I
 : ` exp(-®0�	I \ D
,1#�	I
3 /D
a

K
³ 

: ` exp(-®0�h \ D
,1#�	I : D
3 /Dk
K

                                                �5.57
 

Par identification à �5.54
, on voit bien que l’expression précédente peut être 

écrite sous la forme suivante : 

<θ=IWT > -´0<θ=I : ` exp(-®0�h \ D
,1#�	I : D
3 /Dk
K

                 �5.58
 

avec 

-´0 > �%+�-®0h
                                                �5.59
 
Injectons l’équation �5.40
 dans �5.58
, on obtient la solution générale à 

l’instant tRWT  : 

<!=IWT > -´0 ¨<!=I : 1µ3I© \ 1µ3I \ 1)3I : ` �%+(-®0�h \ D
,1#�	I : D
3� /Dk
K

 
�5.60
 

1µ3I > -®0ST()45,ST 612�;3K : <2�=K9 : -®0ST-®0ST 612�;3T : <2�=T9 
�5.61
 

1)3I > \h-®0ST<2�=T                                            �5.62
 
La solution obtenue reste difficile à résoudre à cause du terme non linéaire et de 

la matrice -A0 (forme exponentielle). Pour cela utilisant la méthode de    

prédiction-correction pour évaluer le terme non linéaire dans l’intervalle de temps -tR, tRWT0, dont le principe est donné ci-dessous (figure 5.3) : 
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\()45,ST 6Q·«¬ ¸<θ=I¹9 

é�»�	�¼� �5.22
 

<θ=IWT,K
 

    � > � : 1 

é�»�	�¼� �5.23
 
 

é�»�	�¼� �5.24
 
 

<θ=IWT,�
 

<θ=IWT,� \ <θ=IWT,�ST f ½ 

 

<θ=IWT,�
 

<θ=IWT,�
 

<θ=I , 	I  

Prédiction  

Correction   

Figure 5.3 : Schéma de calcul utilisé dans la méthode de prédiction-correction. 

� > 0 

oui non 
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1µ3I > -®0ST()45,ST 61Q«¬3K : <Q­=K : 6Q·«¬ ¸<θ=I¹9K9   
:-®0ST-®0ST 61Q«¬3T : <Q­=T9                                                �5.63
 

6Q·«¬ ¸<θ=I¹9K > ¨.�; ¸<θ=I¹© 6<θ=I9                                   �5.64
 

1µ3I > -®0ST()45,ST 61Q«¬3K : <Q­=K : 6Q·«¬ ¸<θ=IWT,�¹9K9      
:-®0ST-®0ST 61Q«¬3T : <Q­=T : 6Q·«¬ ¸<θ=IWT,�¹9T9                 �5.65
 

 6Q·«¬ ¸<θ=IWT,�¹9K > ¨.�; ¸<θ=IWT,�¹© 6<θ=IWT,�9                          �5.66
 

 

 

6Q·«¬ ¸<θ=IWT,�¹9T > ¨.�; ¸<θ=IWT,�ST¹© 6<θ=IWT,�ST9 \ ¨.�; ¸<θ=I¹© 6<θ=I9h      �5.67
 

Finalement pour pouvoir déterminer la solution <θT= il faut déterminer la 

matrice -A0, donc du point de vue numérique la difficulté réside dans le calcul de 

l’exponentiel de la matrice -H0 , pour contrer cette difficulté utilisant l’algorithme 2¾ (Moler et al. 1978) basé sur le développement en série de Taylor de -A0. 
Pour cela introduisant un nouveau pas de discrétisation τ et faisant le 

changement suivant : 

exp�-®0h
 > -exp�-®0À
0nÁ                                          �5.68
 

avec 

À > h2Â                                                              �5.69
 

où m est un entier pris égale à 20 (Moler et al. 1978). 
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Vu que l’intervalle de temps τ�> h/1048576
 est très petit, cela nous permet 

de développer en séries de Taylor le terme -exp�-H0τ
0 avec une très grande 

précision, d’ où : 

�%+�-®0À
 � -Ä0 : -®�0                                        �5.70
 

avec 

-®�0 > -®0À : �-®0À
n2! : Æ                                �5.71
 

Où -Ä0 est la matrice identité. 

Notons que -HÇ0 est très petit devant -I0 ce qui ne nous permet pas de les 

additionner directement pour calculer la matrice -A0.  
Nous savons que : 

(-Ä0 : -®�0,nÁ > (-Ä0 : 2-®�0 : -®�0-®�0,nÁÉc                  �5.72
 

Posons ensuite : 

-®�0 > 2-®�0 : -®�0-®�0                                        �5.73
 

Et répétons le principe m fois, on pourra calculer la matrice -HÇ0 qui va être 

additionnée par la suite à la matrice identité -I0.  
L’algorithme (figure 5.4) suivant schématise  le calcul de -´0 : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 5.4 : Schéma de calcul utilisé dans le calcul de la matrice-´0. 

-®�0 > 2-®�0 : -®�0-®�0 

-®�0 > -®0À : �-®0À
n2!  

Ê > 20 
�¼� ¼»� *�Ë*»Ë�# -´0 > -Ä0 : -®�0 

Ê > Ê : 1 
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V-5 Calcul des paramètres de fréquence 

Une fois les matrices masse et de rigidité formées, les paramètres de fréquence 

seront déterminés en résolvant le problème aux valeurs propres suivant : 

(\ωn-�0 : -.0,1x3 > 0                                         �5.74
 

Une transformation du problème généralisé en un problème standard est 

effectuée. 

(\ωn-Ä0 : -µ0,1x3 > 0                                           �5.75
 

avec -µ0 > -�0ST-.0                                                  �5.76
 
La matrice -M0 est une matrice symétrique ce qui permet de la décomposer en 

utilisant la méthode de Choleski. 

-�0 > -Í0-Í0P                                                  �5.77
 
-L0 est une matrice triangulaire inférieure, en injectant (5.77) dans (5.74) il 

résulte :  

(-Í0SP-Í0ST-.0 \ �n-Ä0,1x3 > 0                               �5.78
 
La matrice -B0 est ainsi donnée par :  

-µ0 > -Í0SP-Í0ST-.0                                          �5.79
 
La matrice -B0 est obtenue en deux étapes : 

1 Résoudre le système -Í0-Ð0 > -.0    (pour -Ð0 > -Í0ST-.0 ) 
 

2 Résoudre le système -Í0P-D0 > -B0  (pour -µ0 > -Í0SP-Í0ST-.0) 
Le système d’équations (5.78) a les mêmes valeurs propres que le système 

d’équations (5.74). Le problème est maintenant standard, du fait que la matrice -B0 
est  symétrique,  les méthodes de Householder et QR peuvent être appliquées. 
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Chapitre VI 

Validations, comparaisons et 

analyse de cas  

Nous présenterons dans ce chapitre une analyse thermo-élastique détaillée d’un panneau 

solaire soumis à un gradient thermique provoqué par les conditions de l’environnement 

en orbite. La première partie de ce chapitre met en évidence la validité du programme 

développé, ainsi une étude comparative est faite avec des travaux de différents auteurs. 

La deuxième partie fait l’objet d’une étude thermo-élastique d’un panneau solaire dans 

les conditions de l’environnement en orbite. Les cas étudiés sont relatifs à des cas 

concrets de satellites : NOAA-14, GOES-12, NAVSTAR-44 et KOMPSAT en vue de tester 

et de valider le code de calcul réalisé et de proposer des solutions à fin d’atteindre les 

objectifs fixés au  chapitre I. 

VI-1 Validations et comparaisons des résultats 

VI.1.1 Thermique : 

Pour la validation du programme, une plaque stratifiée à 3 couches 
d’épaisseurs �� � 0.013m ; �
 � 0.05m et �� � 0.1m est considérée, voir figure 
6.1. La distribution de température dans chaque couche du composite est 
déterminée en considérant le régime stationnaire. Ainsi, les résultats trouvés sont 
comparés aux résultats du logiciel ANSYS. La figure 6.1 indique les points 
considérés dans la comparaison.  

 
 
 
  
 
 
 
 

T1 : température sur la partie supérieure 

T2 : température entre les couches 1 et 2 

T3 : température entre les couches 2 et 3 
 
T4 : température sur la partie inférieure  

1 

2 

3 

Figure 6.1 : Stratifié à trois couches  
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Les conditions aux limites appliquées et les propriétés thermomécaniques du 
composite sont données par le tableau 6.1:  

 
 

Tableau 6.1 : Conditions aux limites et les propriétés thermomécaniques. 

Cas 

Face supérieure Face inferieure 
Couche 

1 2 3 

h
 Wm�
K�� 

T
 C° 

f � Wm�
 

h
 Wm�
K�� 

T
 C° 

f � Wm�
 

k�� WmK�� 

k�� WmK�� 

k�� WmK�� 

1 40 20 � 20 -20 � 28.6 28.6 0.96 

2 40 20 � 20 -20 � 0.063 0.063 0.014 

3 � � 40 20 -20 � 28.6 28.6 0.96 

4 � � 40 20 -20 � 0.063 0.063 0.014 

 

Le tableau 6.2 montre que les résultats obtenus sont identiques aux résultats du 
logiciel ANSYS, notons que le nombre de fonctions de forme utilisées dans cette 
comparaison est de 8.   

 
 

Tableau 6.2 : Température aux interfaces dans un stratifié à 3 couches et comparaison 
avec ANSYS. 

Température 

Convection sur les deux faces 

Source de chaleur sur la face 

supérieure/ convection sur la face 

inferieure  

Cas1 Cas2 Cas3 Cas4 

MEF P ANSYS MEF P ANSYS MEF P ANSYS MEF P ANSYS 

T1 15.915 15.915 19.914 19.915 -11.208 -11.208 447.714 447.714 

T2 13.702 13.702 16.474 16.745 -11.750 -11.750 410.571 410.571 

T3 5.191 5.191 4.553 4.533 -13.833 -13.833 267.714 267.714 

T4 -11.829 -11.830 -19.829 -19.829 -17.999 -18 -18 -18 

 



VI-1  Validations et comparaisons des résultats 

 
149 

VI.1.2 Vibrations libres d’un stratifié 

L’analyse suivante concerne l’analyse des vibrations libres d’une plaque mince 
en matériaux composites soumise à différentes conditions aux limites. Deux types 
de matériaux sont utilisés dans cette comparaison : Verre/époxy  et Graphite/époxy 
dont les propriétés mécaniques sont données par le tableau 6.3 (Qatu 1991) : 

 
 

Tableau 6.3: Propriétés mécaniques des matériaux considérés. 

Matériau E1 (GPa) E2 (GPa) G12 (GPa) ν12 

Verre/Epoxy 60.7 24.8 12.0 0.23 

Graphite/Epoxy  138 8.96 7.1 0.3 

      

 

Les cas traités concernent une plaque composite en stratifiées, la plaque 
considérée est une plaque mince, carrée et d’épaisseur (h � 0.05 a�, encastrée 
d’un coté et libre sur les autres cotés, voir figure 6.2. Le premier cas est une plaque 
formée de trois couches de même épaisseur dont les angles d’orientation des fibres 
sont respectivement (0°/90°/0°). Le deuxième cas est une plaque à cinq couches de 
même épaisseurs et avec l’empilement suivant (0°/90°/0°/90°/0°). 

En vue d’analyser la convergence de la solution, un élément fini de type p 
rectangulaire est utilisé et cela en augmentant le nombre de fonctions de forme. 
Les tableaux 6.4 et 6.5 montrent bien que la convergence de la solution des six 
premiers modes est atteinte pour un nombre de fonctions de forme égale à 16. On 
constate aussi que les résultats obtenus sont identiques aux résultats de la solution 
analytique donnée par Narita (Narita et Leissa 1992) en se basant sur la théorie 
classique des plaques, et de l’analyse tridimensionnelle par la méthode des 
éléments finis hiérarchiques (version p) réalisée par Zhu (Zhu et al. 2006). 
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Notons que le paramètre de fréquence utilisé dans ces deux cas est donné par : 

Ω � ����  !
"                                                   #6.1� 

� � %��

12#1 � '�
'
��                                            #6.2� 

 
      

 

 

 
 
 
 
 
 
  
  
 
 
  

Tableau 6.4: Comparaison et convergence des six premiers paramètres de fréquence 
d’une plaque composite (0°/90°/0°) avec les conditions aux limites : E-L-L-L. 

 

Nbr de fonctions de 
forme 

mode 

1 2 3 4 5 6 

6 3.47035 6.88035 18.81105 21.90158 27.26402 35.94798 

7 3.46955 6.87741 18.68144 21.85042 27.21726 35.92954 

8 3.46922 6.87602 18.68045 21.84681 27.20026 35.87242 

9 3.46900 6.87565 18.67284 21.84430 27.19830 35.86520 

10 3.46889 6.87527 18.67265 21.84366 27.19548 35.84264 

11 3.46680 6.87514 18.67128 21.84311 27.19499 35.83916 

12 3.46875 6.87498 18.67121 21.84288 27.19408 35.82817 

13 3.46870 6.87491 18.67078 21.84265 27.19383 35.82624 

14 3.46868 6.87482 18.67074 21.84254 27.19340 35.82012 

15 3.46865 6.87478 18.67054 21.84239 27.19325 35.81894 

16 3.46862 6.87472 18.67052 21.84229 27.19299 35.81520 

solution 3.46862 6.87472 18.67052 21.84229 27.19299 35.81520 

Narita et Leissa 1992 3.468 6.874 18.67 21.84 27.19 42.15 

Zhu et al. 2006 3.473 6.771 18.33 21.40 26.40 35.93 

 

Figure 6.2 : Stratifié à trois couches encastré d’un coté.   
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Le troisième exemple est une plaque composite trois couches (30°/-30°/30°) 
avec les conditions aux limites L-L-L-L. Une plaque carré de longueur ! et 

d’épaisseur (� � ��  !� est considérée. Le paramètre de fréquence utilisé est le 

suivant : 

Ω � � �%�  !

� "                                                 #6.3� 

Le tableau 6.6 montre que la convergence est assurée en faisant augmenter le 
nombre de fonctions de forme, 16 fonctions de forme sont suffisantes pour assurer 
la convergence des six premiers modes. Les résultats obtenus sont comparés aux 
résultats des travaux de Qatu (Qatu et Leissa 1991) et Messina (Messina et 
Soldatos 1999). La première référence utilise la théorie classique des plaques, 
alors que dans la deuxième référence une théorie d’ordre élevé est développée. 

Les résultats présentés dans le tableau 6.7 concerne une plaque avec trois 
couches (θ/-θ/θ) avec les orientations suivantes (0°, 15°, 30° et 45°). Les résultats 
obtenus sont identiques aux résultats de Qatu et de Messina. 

Tableau 6.5: Comparaison et convergence des six premiers paramètres de fréquence d’une 
plaque composite (0°/90°/0°/90°/0°) avec les conditions aux limites : E-L-L-L. 

 

Nbr de fonctions de 
forme 

mode 

1 2 3 4 5 6 

6 3.28618 6.77004 19.76346 21.03336 26.38472 35.57385 

7 3.28546 6.76674 19.66290 20.95333 26.34017 35.55591 

8 3.28516 6.76557 19.66152 20.95015 26.32340 35.50069 

9 3.28496 6.76516 19.65552 20.94617 26.32159 35.49366 

10 3.28485 6.76485 19.65525 20.94562 26.31891 35.47192 

11 3.28477 6.76472 19.65412 20.94491 26.31847 35.46852 

12 3.28472 6.76458 19.65400 20.94473 26.31763 35.45796 

13 3.28469 6.75452 19.65362 20.94451 26.31741 35.45607 

14 3.28466 6.76444 19.65355 20.94442 26.31703 35.45019 

15 3.28465 6.76440 19.65337 20.94430 26.31688 35.44904 

16 3.28464 6.76435 19.65332 20.94429 26.31667 35.44544 

solution 3.28464 6.76435 19.65332 20.94429 26.31667 35.44544 

Narita et Leissa 1992 3.284 6.764 19.65 20.94 26.32 42.17 

Zhu et al. 2006 3.293 6.667 19.34 20.59 25.62 35.59 
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.      
  Tableau 6.6: Comparaison et convergence des six premiers paramètres de fréquence 

d’une plaque composite (30°/-30°/30°) avec les conditions aux limites : L-L-L-L. 
 

Nbr de fonctions de forme 
mode 

1 2 3 4 5 6 

6 3.15729 4.21840 5.96581 7.47300 9.05900 12.49620 

7 3.15605 4.20084 5.93025 7.39631 8.96133 12.48204 

8 3.15495 4.20081 5.92995 7.39510 8.95146 12.37449 

9 3.15483 4.19996 5.92833 7.39082 8.94768 12.37351 

10 3.15471 4.19995 5.92829 7.39068 8.94632 12.36596 

11 3.15469 4.19983 5.92807 7.39005 8.94578 12.36580 

12 3.15466 4.19983 5.92806 7.39002 8.94548 12.36446 

13 3.15466 4.19980 5.92801 7.38987 8.94535 12.36442 

14 3.15465 4.19980 5.92801 7.38986 8.94526 12.36406 

15 3.15464 4.19979 5.92799 7.38981 8.94522 12.36405 

16 3.15464 4.19979 5.92798 7.38981 8.94518 12.36393 

solution 3.1547 4.1998 5.9280 7.3898 8.9452 12.3639 

Qatu et Leissa1991 3.1547 4.1999 5.9282 7.3898 8.9459 12.3680 

Messina et Soldatos 1999 3.1547 4.1998 5.9281 7.3898 8.9854 12.3680 

 

Tableau 6.7: Comparaison et convergence des six premiers paramètres de fréquence 
d’une plaque composite (30°/-30°/30°) avec les conditions aux limites : L-L-L-L. 

 

θ 
 mode 

 1 2 3 4 5 6 

0° 

Résultats obtenus 2.9261 4.1227 6.5313 7.2217 8.7318 11.5009 

Qatu et Leissa1991 2.9262 4.1227 6.5314 7.2219 8.7320 11.5040 

Messina et Soldatos 1999 2.9261 4.1227 6.5314 7.2218 8.7320 11.5040 

15° 

Résultats obtenus 3.0016 4.1371 6.3437 7.2704 8.8317 11.6653 

Qatu et Leissa1991 3.0017 4.1372 6.3438 7.2706 8.8321 11.6680 

Messina et Soldatos 1999 3.0016 4.1372 6.3438 7.2705 8.8320 11.6680 

30° 

Résultats obtenus 3.1547 4.1998 5.9280 7.3898 8.9452 12.3639 

Qatu et Leissa1991 3.1547 4.1999 5.9282 7.3898 8.9459 12.3680 

Messina et Soldatos 1999 3.1547 4.1998 5.9281 7.3898 8.9854 12.3680 

45° 

Résultats obtenus 3.2313 4.2631 5.6853 7.4613 8.9572 13.4863 

Qatu et Leissa1991 3.2313 4.2632 5.6855 7.4614 8.9581 13.4920 

Messina et Soldatos 1999 3.2314 4.2631 5.6855 7.4614 8.9580 13.4920 
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VI.1.3 Vibrations libres d’une plaque sandwich 

Les exemples traités concernent deux plaques sandwich sur appuis simples. La 
première en aluminium de dimensions (1.83mx1.22m) et dont les propriétés 
mécaniques et les épaisseurs de l’âme et des deux peaux sont données par le 
tableau 6.8.  

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Les résultats obtenus des cinq premiers modes sont comparés aux résultats de la 
méthode des éléments finis (Bardell et al 1997), de la méthode des bandes finies 
(Yuan et Daw 2002) et de la méthode des éléments finis en utilisant la théorie 
d’ordre élevée en tenant compte de l’effet de cisaillement transversal (Kumar 
Khare et al. 2005). On constate que les résultats sont identiques, voir tableau 6.9.   

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

Tableau 6.8: Propriétés mécaniques de la plaque sandwich avec 
les deux peaux en aluminium. 

couche 
E 

(GPa) 

G 

(GPa) 
ν12 

ρ 

(kg/m
3
) 

Epaisseur 

(mm) 

Peau 68.984 25.924 0.3 2768 0.4064 

Ame 0.1379 

Gxy=0 

Gxz=0.13445 

Gyz=0.05171 

0 121.8 6.35 

 

Tableau 6.9: Fréquences propres (en Hz) d’une plaque sandwich avec les deux 
peaux en aluminium. 

Modes 
Présente 
analyse 

Bardell et al. 

1997  

Yuan et Dawe 
2002 

Kumar Khare 

et al. (2005)
* 

Kumar Khare 

et al. (2005)
** 

1 23.532 23.05 23.41 23.599 23.487 

2 45.255 43.91 44.64 45.464 44.960 

3 72.407 71.06 71.50 73.755 72.550 

4 81.458 78.37 79.26 82.657 80.564 

5 94.130 90.85 92.19 95.223 93.437 

         *Théorie de premier ordre, ** Théorie d’ordre élevé 
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L’exemple suivant traite le cas d’une plaque sandwich composite formée de 
cinq couches sur des appuis simples. La plaque considérée est une plaque mince 
de dimensions (1m x 1m) et d’épaisseur h=10mm. Les stratifiés sont faits en 
graphite époxy T300/934 dont les propriétés mécaniques sont données par le 
tableau 6.10. 

Le paramètre de fréquence utilisé dans ce cas est donné par : 

Ω � � �%
  )

� "                                                  #6.4� 

  Différentes orientations des couches sont considérées en faisant varier en 
même temps le rapport �+/�-. Les tableaux 6.11 et 6.12 montrent que les résultats 

obtenus sont semblables aux résultats de Withney (Withney et Pagano 1970), 
Reddy (Reddy 1984) et Swaminathan (Swaminathan et Patil 2008). La théorie du 
premier ordre est utilisée dans la première référence alors que la théorie d’ordre 
élevée est utilisée dans les deux autres.          

  
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  

Tableau 6.10: Propriétés mécaniques de la plaque sandwich avec les deux peaux en 
aluminium 

couche 
E1 

(GPa) 
E2 (GPa) 

G12 

(GPa) 

G23 

(GPa) 

G13  

(GPa) 
ν12 

ρ 

(kg/m
3
) 

Epaisseur 

(mm) 

Peau 131 10.34 6.895 6.895 6.205 0.23 1627 1 

Ame  6.89 10-3 6.8910-3 3.4510-3 3.4510-3 3.4510-3 0 97 10 

 

Tableau 6.11: Comparaison des cinq premiers modes 
d’une plaque sandwich sur appuis simples. 

Mode Présente analyse 
Whitney et Pagano 

(1970)  

1 16.309 16.217 

2 45.16 44.707 

3 65.204 64.504 

4 96.598 94.909 

5 110.767 108.904 
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Tableau 6.12: Comparaison du premier mode d’une plaque sandwich sur appuis 
simples. 

Empilement 
./ 

0.01 
Présente 

analyse 

Whitney 

et Pagano 

(1970) 

Reddy 

(1984) 

Swaminathan 

et Patil (2008)
** 

(0°/90°/âme/0°/90°) 1 10 16.309 16.217 15.952 16.309
* 

(30°/-30°/âme/30°/-30°) 1 10 19.790 19.722 19.160 18.400 

(30°/-30°/âme/30°/-30°) 2 10 9.892 9.834 9.346 8.73 

(45°/-45°/âme/45°/-45°) 1 4 20.467 20.357 20.216 20.08 

(30°/-30°/âme/30°/-30°) 1 4 19.462 19.368 19.248 19.11 

(15°/-15°/âme/15°/-15°) 1 4 17.252 17.196 17.119 16.974 

*Kumar Khare et al. (2005), ** Théorie d’ordre élevée 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

VI-2 Analyse dynamique d’un panneau solaire en 

phase de pénombre  

La phase de transition ombre-ensoleillement est une phase critique pour la 
majorité des satellites. L’analyse thermo-élastique permet de quantifier la 
déformation du panneau solaire en cette phase. Dans ce but, l’analyse est divisée 
en deux parties. La première partie est consacrée à l’étude du panneau solaire d’un 
modèle de satellite proposé par Johnston (Johnston et Thornton 2000). L’orbite est 
considérée circulaire avec une altitude de 600 km dont le plan orbital est confondu 
avec l’écliptique. Le satellite est en mode de navigation optimal, le panneau 
solaire est toujours orienté vers le soleil. Une comparaison des résultats trouvés 
avec les résultats de la littérature est faite. Dans la deuxième partie, l’aluminium 
6061 est remplacé par un matériau composite. Deux types de matériaux sont 
proposés, un stratifié et un FGM. L’objectif de cette deuxième partie est d’étudier 
l’influence de ces derniers sur le comportement dynamique de toute la structure.  
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VI-2-1 Comparaison avec les résultats de Johnston        

Pour valider le programme réalisé nous avons comparé les résultats trouvés 
avec les résultats des travaux de Johnston (Johnston et Thornton 2000) concernant 
le comportement dynamique d’un panneau solaire en phase de transition de la 
phase ombre à la phase soleil. Le mouvement orbital du satellite est supposé 
képlérien. Les paramètres orbitaux (voir figure 6.3) nécessaires à la suite de 
l’étude sont donnés par : 

! � 6978 56 7 � 0 8 � 23.27° " � 0° Ω � 0° : � 0° 

 

La date considérée est le J2000.0. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Le panneau solaire du satellite est modélisé par une plaque sandwich de 
longueur 9m et de largeur 3m,  composée d’une âme en nids d’abeilles, fabriquée 
en aluminium 5056 et de deux peaux minces fabriquées en aluminium 6061, voir 

Figure 6.3 : Paramètres orbitaux.  
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figure 6.4. Les cellules photovoltaïques sont fixées sur la surface orientée vers le 
soleil, alors que la partie inferieure est protégée par une couche de protection. Le 
tableau 6.13 donne les caractéristiques géométriques et physiques des matériaux 
composant le panneau solaire. 

Dans cette étude comparative on suppose que le flux radiatif terrestre et le flux 
albédo sont nuls, seul le flux solaire est considéré. Initialement et à l’instant t=0 le 
satellite est supposé se trouver dans l’ombre en phase d’éclipse, aucun rayon 
lumineux n’est intercepté par le panneau solaire  (q< � 0) et à l’instant t � 10 s le 
satellite entre dans la phase pénombre pour passer à la phase ensoleillement (ou 
phase chaude).   

L’analyse consiste en trois étapes :  

1. détermination du flux solaire,  
2. détermination du gradient thermique dans le panneau solaire, 
3. détermination de la réponse dynamique du panneau solaire. 

La figure 6.5 donne la variation de l’angles ? en fonction du temps, pendant une 
orbite complète d’une période de 96.68 mn. Les deux points d’intersection A et B 
montrent que le satellite traverse les trois phases : ensoleillement, pénombre et 
ombre. La phase d’éclipse est d’environ 35.75 mn, alors que la phase de 
pénombre est d’une durée de 8.5 s, voir figure 6.6. Le résultat trouvé concernant la 
phase pénombre est identique au résultat donné par Johnston.  

  



 VI-2 Analyse dynamique d’un panneau solaire en phase de pénombre 

 
158 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Tableau 6.13: Propriétés mécaniques et thermomécaniques du panneau solaire. 

Couche 0 1   2 3   4 5 6 

Matériau  
Alum. 

6061 
Epoxy 

Alum. 

5056 
Epoxy 

Alum. 

6061 

Peinture 

blanche 

Z93 

Densité (kg/m
3
)  2700 1150 30 1150 2700  

Capacitance (J /kg K)  896 750 920 750 896  

Conductivité (Wm/K)  167 0.4 1.2 0.4 167  

Epaisseur (mm)  0.254 0.127 25.4 0.127 0.254  

Emissivité ε 0.81      0.86 

Coef. d’absorption α 0.79       

Mod. d’élasticité E (GPa)  68.9 6 0.31 6 68.9  

Coefficient de Poisson ν    0.33 0.3 0.3 0.3 0.33  

Mod. Cisaillement G (GPa)  26.0 2.31 0.11 2.31 26.0  

Coef. Dilat. Thermique (10
-6

m/mK)  23.6 54 23.76 54 23.6  

 

Figure 6.5 : Variation de l’angle η en fonction du temps orbital. 
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La figure 6.7 donne la variation du facteur d’éclipse pendant une orbite 
complète. La figure 6.8 montre aussi la transition douce entre le soleil et l’ombre 
du satellite et le passage rapide de quelques secondes dans la pénombre.  

La figure 6.9 donne la variation du flux solaire q< en fonction du temps orbital. 
On voit que le flux atteint une valeur maximale de 1350 Wm�
 en un temps très 
court qui est le temps de la traversée de la pénombre. L’intensité de ce flux est 
proportionnelle à la surface visible du soleil.  

  

Figure 6.6 : Variation de l’angle η en fonction du temps orbital dans la phase pénombre.  

Figure 6.7 : Variation du facteur d’éclipse ABCD durant une orbite. 
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Une fois le flux solaire déterminé, il est possible de calculer la variation de la 
température dans le panneau solaire. La figure 6.10 illustre cette variation en 
fonction du temps orbital en phase de pénombre. On voit bien que la température 
aux parois croit très rapidement, d’une température initiale égale à -123 °C à une 
température de -60.31 °C pour la face supérieure et -71.82 °C pour la face 

Figure 6.9 : Variation du flux solaire qs en phase de transition.  

Figure 6.8 : Variation du facteur d’éclipse ABCD en phase de pénombre.  
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inférieure et cela en un temps très court d’environ 2.5 mn. La figure 6.11 donne la 
variation du gradient de température dans le panneau solaire en fonction du temps. 
Cette différence de température entre la face supérieure et la face inférieure croit 
exponentiellement jusqu’à atteindre une valeur constante de 11.5 °C à partir de 
l’instant t=75s.           

 
 

 
 
 
 
 
 
 

Les figures 6.9, 6.10 et 6.11 montrent aussi que les résultats de l’analyse sont 
identiques aux résultats de Johnston. 

Une fois le gradient thermique déterminé le problème peut être résolue en 
utilisant la méthode des éléments finis hiérarchiques. La plaque sandwich est 
modélisée par un élément rectangulaire en utilisant 16 fonctions de forme 
hiérarchiques. Le panneau solaire est considéré encastré sur sa largeur au corps 
principal du satellite, voir figure 6.12. 

 
 

Figure 6.10 : Variation de la température des deux faces du panneau solaire en phase de 
pénombre.  

Face supérieure 

Face inférieure 
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La figure 6.13 donne la variation du déplacement transversal du point A du 
panneau solaire en fonction du temps orbital en phase de pénombre. Dans 
l’analyse présentée par Johnston le panneau solaire est modélisé par une poutre de 
rigidité équivalente égale à la rigidité des deux peaux, (âme et colle adhésif 
négligés). Le déplacement transversal de la poutre est donné sous forme d’une 
expression analytique. En ce qui nous concerne, nous avons considéré deux cas 
d’analyse : le premier concerne un modèle de plaque en considérant les mêmes 
hypothèses formulés par Johnston (noyau et adhésif négligés). La figure 6.13 
montre que les résultats trouvés (analyse 1) sont identiques aux résultats de la 
littérature. Dans le deuxième cas traité (analyse 2), nous avons pris en 
considération l’âme et  l’adhésif. Nous constatons que le déplacement transversal 
est légèrement supérieur au premier cas et cela est dû au fait que le couple 
thermique provoqué par le gradient thermique est sensiblement influencé par le 
coefficient de dilatation thermique de l’âme et l’adhésif, malgré que ces deux 
derniers ont des rigidités très faible devant la rigidité des deux peaux. 

  

Figure 6.11 : Variation du gradient de température dans le panneau solaire en phase de 
pénombre.  
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La figure (analyse 2) montre que le déplacement est nul pour les dix premières 
secondes du moment que le gradient est nul pendant cette période. On voit bien 
l‘influence du gradient thermique sur le déplacement transversal lorsqu’on dépasse 
les dix premières secondes, ainsi, le déplacement croit exponentiellement jusqu’à 
atteindre une valeur maximale de -0.46 m en 75 seconde et qui est due au moment 
de flexion provoqué par le gradient thermique. Après, le déplacement se stabilise à 
cette valeur maximale. Notons que la réponse du système est quasi statique, elle 
s’effectue avec de très faibles oscillations, d’amplitude 3.2 mm. La figure 6.14 
donne la déformée du panneau solaire après 150 seconde. La figure montre une 
flexion dans les deux plans, mais plus prononcée suivant la longueur du panneau.          

VI-2-2 Peaux en matériaux composites       

Dans cette partie de l’étude, nous proposons de remplacer l’aluminium 6061 par 
un matériau composite. Deux propositions sont faites : un stratifié en graphite-
époxy (T300-934) et un FGM composé d’aluminium (2024) et de carbure de 
silicium (SiC). Le tableau 6.14 suivant donne les propriétés des deux matériaux 
composites (Silverman 1995). 

Les stratifiés utilisés sont constitués d’une superposition de quatre couches, 
deux empilements sont considérés :  

1. [0/90]S  
2. [45/-45]S.   

  

Figure 6.12 : Modélisation du panneau solaire 
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Dans le cas du FGM (Al/SiC), les propriétés des peaux varient entre les 
propriétés de l’aluminium à l’interface #E � ��/2� et les propriétés du carbure de 
silicium à l’interface #E � �/2� selon la loi de mélange donnée par l’équation    

Temps orbital (s) 

  Figure 6.13 : Déplacement transversal du point A du panneau solaire. 
 

Figure 6.14 : Déformée du panneau solaire 
 

Satellite 
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(3-57). La figure 6.15 suivante donne à titre d’exemple, la variation de la 
conductivité thermique effective du FGM pour différentes valeurs du coefficient F. Les trois valeurs de F#0.35, 1 et 5� considérés dans cette étude sont choisis de 
telle sorte à mettre en relief l’homogénéité des propriétés du FGM. Pour F � 0, les 
propriétés des deux constituants sont proportionnelles. En vue d’obtenir la même 
légèreté qu’un stratifié, l’épaisseur du FGM est réduite de moitié. Le tableau 6.15 
suivant donne une comparaison des masses surfaciques des différents matériaux 
utilisés dans cette analyse. 

 

 

Matériau 
Densité 

(kg/m
3
) 

Capacitance 

(J /kg K) 

Conductivité  

(Wm/K) 

E11/E22/G12/ν12 

(GPa) 

Coef. Dil. 

thermique 

(10
-6

m/mK) IJ/IK 

T300/934 1460 1300 5.73 141.6/10.7/3.88/0.268 0.006/30.04 

SiC 3210 750 132 430/430/188/0.14 3.4/3.4 

 

  

Tableau 6.14: Propriétés mécaniques des matériaux considérés 
 

Figure 6.15 : Variation de la conductivité thermique effective du FGM pour 
différentes valeurs du coefficient F.   
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Matériaux N 

Epaisseur 

(mm) 

Masse 

surfacique 

(Kg/m
2
) 

Al 6061 _ 0.254 0.701 

T300-934 _ 0.254 0.371 

Al/SiC 

0.35 0.127 0.366 

1 0.127 0.380 

5 0.127 0.398 

   

En appliquant le flux solaire comme condition aux limites sur les faces du 
panneau, nous pouvons déterminer la distribution de la température dans le 
sandwich. La figure suivante donne la variation de la température des deux faces 
du sandwich pour les différents matériaux utilisés. On remarque que la variation 
est presque identique pour les peaux en aluminium et les peaux en FGM, ceci est 
dû au fait que la conductivité thermique du SiC est proche de celle du Al 6061, en 
plus, de la faible épaisseur des peaux du sandwich. Par contre, on voit que la 
variation de la température dans le T300/934 est différente par rapport aux deux 
autres matériaux à cause de sa faible conductivité.  

Néanmoins, la variation du gradient de température dans les différents modèles 
étudiés ne présente qu’une légère différence au début de la phase de transition. 
Après, le gradient se stabilise à une valeur de 11.5 °C. Ceci s’explique par le fait 
que l’échange thermique dans le panneau solaire est fortement conditionné par le 
transfert de chaleur dans l’âme (épaisseur de l’âme égale à dix fois l’épaisseur de 
la peau), voir figure 6.17.        

Une fois le gradient de température déterminé, il est possible de calculer par la 
suite la réaction mécanique du panneau solaire. La figure 6.18 donne la variation 
du déplacement transversal du point A du panneau en fonction du temps orbital en 
phase de pénombre. On voit bien l’intérêt d’utiliser les matériaux composites au 
lieu de l’aluminium, du moment que les résultats trouvés montrent une nette 
diminution de la flèche, qui est égale à �0.46 m dans le cas de l’aluminium. Les 

Tableau 6.15: Masse surfacique des différents matériaux. 
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résultats obtenus mettent en évidence le choix de l’orientation des fibres. 
L’utilisation du croisé [0/90]S a permis de réduire le déplacement à -0.12m.  

  

Figure 6.16 : Variation de la température des deux faces du sandwich pour les 
différents matériaux utilisés.   

 

Figure 6.17 : Variation du gradient de température dans le panneau solaire pour 
les différents matériaux utilisés 
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Par contre l’empilement [45/-45]S donne une valeur de -0.29m. La même chose 
concernant les peaux en FGM, les résultats obtenus prouvent que le choix du 
coefficient d’homogénéité n est déterminant. Pour n égale à 5 le déplacement est 
réduit à -0.13m, alors qu’il vaut -0.35m dans le cas où n = 0.35 et à -0.25m si n est 
pris égale à 1. Cette diminution est due essentiellement à deux facteurs : module 
d’élasticité et coefficient de dilatation thermique.  

 

VI-3 Influence de la Propagation d’orbite sur la 

variation du flux reçus par le panneau solaire  

Le mouvement du satellite est affecté par plusieurs phénomènes; le vent solaire, 
les champs magnétiques, les forces gravitationnelles terrestres et l'atmosphère qui 
n'est pas totalement vide de particules. En effet, le mouvement n’est pas 
parfaitement elliptique (ou circulaire), de ce fait, il est impératif de déterminer 

Figure 6.18 : Déplacement transversal du point A du panneau.   
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l’influence de ces perturbations sur la variation du flux thermique reçu par le 
panneau solaire. Lorsque toutes les forces qui agissent sur le satellite sont connues 
avec une précision acceptable, il est possible de calculer son accélération, et donc 
sa position et sa vitesse, à tout instant. Le code de calcul développé (prédiction 
d’orbite) a pour objectif l’extrapolation d’orbite en utilisant un fichier de donnée 
TLE (voir site NORAD). Le modèle de forces de perturbation développé dans 
cette étude est basé sur : un champ gravitationnel de degré 8,  de l’attraction 
gravitationnelle de la lune et du soleil, de la pression de radiation solaire et des 
forces de frottement avec l’atmosphère.  

VI-3-1 Comparaison avec la littérature  

Pour valider le programme réalisé, une étude comparative est présentée dans 
cette section. La comparaison concerne la variation des paramètres orbitaux du 
satellite NOAA-14, sur une période d’une journée. Les éléments orbitaux sont 
donnés par le tableau 6.16 (Tapley et al. 2004).   

 

 

Demi grand axe de l’ellipse #a� 6828.973 km 

Excentricité #e� 0.00901733 

Inclinaison #i� 28.4740° 

Argument du périgée #ω�  �44.5558° 

Ascension droite #Ω� 35.9118° 

Anomalie moyenne #M� 43.8860° 

Date du début de prédiction 17/07/1997 à  21h 42mn 49.634s 

Date finale de prédiction 19/07/1997 à  00h 4h 46mn 40s 

 

Les figures 6.19, 6.20, 6.21, 6.22 et 6.23 donnent la variation du demi grand 
axe, de l’excentricité, de l’inclinaison, de l’argument du périgée et de l’ascension 
droite sur un intervalle de temps égale à 27.7777h. Les trois premiers paramètres 
orbitaux varient périodiquement avec de faibles amplitudes, et ne présentent 

Tableau 6.16: Paramètres orbitaux du satellite NOAA-14. 
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6823.5

6824.8

6826.1

6827.4

6828.7

6830

0.007

0.0075

0.008

0.0085

0.009

0.0095

aucune variation séculaire. Par contre, l’ascension droite montre une variation 
séculaire proportionnelle au temps, égale à -6.9°/24h. La variation de l’argument 
du périgée présente la combinaison d’une variation périodique et séculaire. Les 
cinq figures montrent que les résultats trouvés (courbes en rouge) sont identiques 
aux résultats de la littérature (courbes en bleu), donnés par Tapley (Tapley et al. 
2004). 
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Figure 6.19 : Variation du demi grand axe #.� du satellite NOAA-14  
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Figure 6.20 : Variation de l’excentricité #P� du satellite NOAA-14  
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Figure 6.21 : Variation de l’inclinaison (i) du satellite NOAA-14  
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Figure 6.22 : Variation de l’Argument du périgée #ω� du satellite NOAA-14  
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VI-3-2 Extrapolation d’orbite  

La prédiction d’orbite concerne trois types de satellites avec différents 
paramètres orbitaux. L’extrapolation de leurs positions s’effectue sur plusieurs 
périodes de révolution autour de la terre. Les satellites considérés sont : 

1. KOMPSAT (NORAD ID: 26032)  
2. GOES-12 (NORAD ID: 26871) 
3. NAVSTAR-44 (NORAD ID: 25030). 

L’objectif de cette partie d’étude est d’analyser l’influence des variations 
périodiques et séculaires des paramètres orbitaux sur le flux reçu par le panneau 
solaire. 

VI-3-2-1 KOMPSAT 

Le Satellite coréen (KOMPSAT) est mis en orbite en 1999 à partir de la station 
Vandenberg. L’Orbite est héliosynchrone avec une altitude de 685 km (basse 
altitude) et une période orbitale de 98.46 minute. Après une lecture de ses données 
TLE #a , e , i , ω , Ω , M � à une date t  (date du début de la prédiction), selon le 

Figure 6.23 : Variation de l’ascension droite #Ω� du satellite NOAA-14  
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tableau 6.17, il est possible de prédire sa position à une date donnée (date finale de 
prédiction).    

 

 

Demi grand axe de l’ellipse #a� 7095.9589 km 

Excentricité #e� 0.00280211 

Inclinaison #i� 98.2744° 

Argument du périgée #ω�  178.2455° 

Ascension droite #Ω� 251.6763° 

Anomalie moyenne #M� 2.7681° 
Date du début de prédiction 21/12/1999 à  08h 15mn 37.687s 

Date finale de prédiction 02/02/2000 à  07h 14mn 9.6s 

Poids  798 kg 

Coefficient aérodynamique 1.5 

Section 3.6045   m
 

 

En général les perturbations orbitales provoquées par les différentes forces 
gravitationnelles et non gravitationnelles sont de natures périodiques et/ou 
séculaires. Les variations périodiques sont divisées en variations à courte période, 
de période inférieure à la période orbitale, et à longue période sur une durée de 
l’ordre de quelques dizaines de jours. Les variations séculaires sont 
proportionnelles aux temps. 

Variation des paramètres orbitaux sur une révolution : 

Dans notre cas, les figures 6.24(a), 6.25(a), 6.26(a), 6.27(a) et 6.28(a) donnent 
la variation des paramètres orbitaux pour une orbite complète. Les résultats 
trouvés montrent une variation périodique de courte période du demi grand axe, de 
l’excentricité et de l’inclinaison. La période du demi grand axe est égale à une 
demi-révolution, et d’amplitude allant de 7077.7 km à 7095.9 km. La variation de 
l’excentricité présente aussi des variations périodiques moyennes, et de courtes 

Tableau 6.17: Paramètres orbitaux et caractéristiques du satellite KOMPSAT. 
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périodes mais égales à une révolution. Avec une amplitude inferieur à 0.01°, la 
variation de l’inclinaison reste très faible comparée aux deux autres paramètres. 

Variation des paramètres orbitaux durant une journée (16 révolution): 

Sur une période de 24h, le demi grand axe, l’excentricité et l’inclinaison 
présente des variations périodiques sans variations séculaires. Par contre 
l’ascension droite #Ω� présente une variation séculaire d’environ 1.2°/jour. 

 Variation des paramètres orbitaux durant 10 jours (159 révolution):  

À moyen  terme le demi grand axe ne présente aucunes variations (voir figure 
6.24(c)). Par contre, l’excentricité et l’inclinaison présentent une légère variation 
séculaire (voir figures 6.25(c) et 6.26(c)). Sur une période de 10 jours, l’ascension 
droite montre une variation séculaire proportionnelle au temps, égale à 
11.5°/264.4h. Cette variation provoque la rotation du plan orbital ce qui entraine le 
déplacement du nœud ascendant sur le plan équatorial. 

La figure 6.29  donne la trajectoire du satellite KOMPSAT durant une période 
de 264.4 heures dans le repère terrestre. La figure montre la dégradation de l’orbite 
durant cette période de temps. La variation séculaire de l’ascension provoque la 
rotation du plan orbital ce qui entraine le déplacement du nœud ascendant sur la 
plan équatorial. La courbe en rouge indique l’orbite au début de la prédiction et la 
courbe en bleu indique l’orbite en fin de prédiction. 

Concernant le flux total reçu par le panneau solaire durant une orbite complète, 
on remarque que la variation périodique des paramètres orbitaux sur une 
révolution n’induit aucune fluctuation du flux (voir figure 6.30). Par contre, à 
moyen terme on distingue une différence très nette des deux flux correspondant 
aux deux époques considérées dans cette étude (début et fin de la prédiction). Cela 
est dû à la rotation du plan orbital. 

 

VI-3-2-2 GOES-12 

Le Satellite GOES 12 est un satellite géostationnaire, de fabrication américaine. 
Il est mis en orbite le 23 juillet 2001 à partir de la station Cape Canaveral. 
L’altitude du satellite est d’environ 35786 km et dont la période orbitale est égale 
à la période de rotation de la terre (soit 23h56min13.67s. L’orbite du satellite est 
presque confondue avec le plan équatorial. Après une lecture de ses données TLE #a , e , i , ω , Ω , M � à une date t  (date du début de la prédiction), selon le 
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bleau 6.18, il est possible de prédire sa position à une date donnée (date finale de 
édiction).  

  

Figure 6.24 : Variation du demi grand axe #.� du satellite KOMPSAT 
durant : (a) 1.662h, (b) 24h, (c) 264.4h   
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Figure 6.25 : Variation de l’excentricité #P� du satellite KOMPSAT 
durant : (a) 1.662h, (b) 24h, (c) 264.4h 
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Figure 6.26 : Variation de l’inclinaison (i) du satellite KOMPSAT 
durant : (a) 1.662h, (b) 24h, (c) 264.4h 
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Figure 6.27 : Variation de l’ascension droite #Ω� du satellite KOMPSAT 
durant : (a) 1.662h, (b) 24h, (c) 264.4h 
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Figure 6.28 : Variation de l’argument du périgée #ω� du satellite KOMPSAT 
durant : (a) 1.662h, (b) 24h, (c) 264.4h 
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Figure 6.29 : Trajectoire du satellite KOMPSAT durant 264.4h 
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Figure 6.30 : Variation du flux total U durant une orbite complète du satellite 
KOMPSAT 
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tableau 6.18, il est possible de prédire sa position à une date donnée (date finale de 
prédiction).  

Les figures 6.31, 6.32, 6.33 et 6.35 donnent la variation des paramètres orbitaux 
sur un intervalle de temps de 10 jours, ce qui correspond à 16 révolutions. Les 
résultats trouvés montrent une variation périodique de période égale à une rotation 
du satellite du demi grand axe, de l’excentricité et de l’argument du périgée. 
Notons que l’inclinaison ne présente aucune fluctuation. Par contre l’ascension 
droite présente une légère variation séculaire d’environ 0.0286° par  jour qui se 
traduit par une très faible dérive du plan de l'orbite. 

 
 
 
 

Demi grand axe de l’ellipse 42167.3 km 

Excentricité #e� 0.0001886 

Inclinaison #i� 0.3632° 

Argument du périgée #ω�  72.4543° 

Ascension droite #Ω� 98.8806° 

Anomalie moyenne #M� 233.3423° 

Date du début de prédiction 05/12/2002 à  04h 59mn 46.986s 

Date finale de prédiction 21/12/2002 à  04h 59mn 46.986s 

Poids  2105 kg 

Coefficient aérodynamique 1.99 

Section 12.96  m
 

 

La position du satellite dans le repère terrestre est illustrée sous forme de 
trajectoire d’orbite (voir figure 6.36). On remarque que le plan orbital ne présente 
aucune précession. Du moment que le flux total reçu par le panneau dépend 
essentiellement de l’inclinaison et de l’argument du périgée, alors dans ce cas, les 
perturbations n’induiront aucune variation du flux (voir figure 6.37).   

Tableau 6.18: Paramètres orbitaux et caractéristiques du satellite GOES-12. 
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La figure ???  donne la trajectoire du satellite NAVSTAR-44 durant une période 
de 191 heures dans le repère terrestre. La figure montre que l’orbite du satellite est  
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Figure 6.31 : Variation de l’excentricité #e� du satellite GOES-12 
durant : (a) 23.97h, (b) 384h 
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Figure 6.32 : Variation du demi grand axe (a) du satellite GOES-12 
durant : (a) 23.97h, (b) 384h 
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Figure 6.33 : Variation de l’inclinaison (i) du satellite GOES-12 
durant : (a) 23.97h, (b) 384h 
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Figure 6.34 : Variation de l’argument du périgée #ω� du satellite GOES-12 
durant : (a) 23.97h, (b) 384h 
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Figure 6.35 : Variation de l’ascension droite #Ω� du satellite GOES-12 
durant : (a) 23.97h, (b) 384h 
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Figure 6.36 : Trajectoire du satellite GOES-12 durant 384h 
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Figure 6.37 : Variation du flux total U durant une orbite complète 
du satellite GOES-12 
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VI-3-2-3 NAVSTAR-44 

Le service de positionnement par satellite GPS est constitué de 24 satellites 
NAVSTAR. Les satellites sont placés sur des orbites d'altitude moyenne 20182 
km, inclinées à 55°, parcourue en 11 h 58 min. Chaque satellite retrouve la même 
position dans l’espace au bout d'un jour sidéral. Selon le tableau 6.19, il est 
possible de prédire sa position à une date donnée (date finale de prédiction).  

 

 

Demi grand axe de l’ellipse 26559.9 km 

Excentricité #e� 0.0076000 

Inclinaison #i� 54.9000 ° 

Argument du périgée #ω�  105.1500 ° 

Ascension droite #Ω� 174.7700 ° 

Anomalie moyenne #M� 277.5900° 

Date du début de prédiction 27/03/2000 à  00h 0mn 0s 

Date finale de prédiction 03/04/2000 à  23h 0mn 0s 

Poids  1150 kg 

Coefficient aérodynamique 2 

Section 44 m
 

 

Sur une révolution du satellite, l’inclinaison et le demi grand axe présentent des 
variations périodiques de période égale à une demi-révolution (voir figures 6.38 et 
6.40). La variation de l’excentricité présente aussi des variations périodiques 
moyenne, et de courte période mais égale à une révolution, voir figure 6.39. Sur 
une période de 191h, le demi grand axe, l’excentricité et l’inclinaison présente des 
variations périodiques, mais sans les variations séculaires. Par contre l’ascension 
droite #Ω� présente une variation séculaire très faible de l’ordre -0.04°/ jour. La 
figure 6.43  donne la trajectoire du satellite NAVSTAR-44 durant une période de 
191 heures dans le repère terrestre. La figure montre que l’orbite du satellite est 

Tableau 6.19: Paramètres orbitaux et caractéristiques du satellite NAVSTAR-44. 
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conservée durant cet intervalle de temps. Concernant le flux total reçu par le 
panneau solaire durant une orbite complète, on remarque que la variation 
périodique des éléments métriques #!, 7, 8� et la faible dérive du plan orbital 
n’induiront aucune fluctuation du flux. 
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Figure 6.38 : Variation de l’excentricité #e� du satellite NAVSTAR-44  
durant : (a) 11.96h, (b) 191h 
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Figure 6.39 : Variation de l’excentricité #e� du satellite NAVSTAR-44 durant : 
(a) 11.96h, (b) 191h 
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Figure 6.40 : Variation de l’inclinaison #8� du satellite NAVSTAR-44 
durant : (a) 11.96h, (b) 191h 
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Figure 6.41 : Variation de l’ascension droite #Ω� du satellite NAVSTAR-44 
durant : (a) 11.96h, (b) 191h 
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Figure 6.42 : Variation de l’argument du périgée #ω� du satellite NAVSTAR-44 
durant : (a) 11.96h, (b) 191h 
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Figure 6.43 : Trajectoire du satellite NAVSTAR-44 durant 191h 
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Figure 6.44 : Variation du flux total U durant une orbite complète 
du satellite NAVSTAR-44 
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VI-3-3 Flux reçus par le panneau solaire  

Les figures 6.30, 6.37 et 6.44 donnent la variation du flux total U reçu par les 
deux faces du panneau solaire des différents cas traités. D’après ces figures on voit 
bien que la variation du flux diffère d’un satellite à un autre. Cette différence est 
due à plusieurs paramètres : inclinaison du plan orbital, altitude du satellite, 
époque considérée, etc. Concernant le satellite KOMPSAT, au début de la 
prédiction (21 � 12 � 1999 à  08h 15mn 37.687s� le satellite se trouve dans 
l’ombre (phase d’éclipse). Le seul flux reçu est le flux terrestre. Après 10 minutes 
le satellite passe à la zone chaude entrainant ainsi une variation rapide du flux 
jusqu’à atteindre sa valeur maximale qui est de l’ordre de 1489 Wm�
. Par la 
suite, on remarque une légère chute du flux due principalement à la diminution du 
flux radiatif terrestre. Mais, en fin de la phase chaude le flux atteint sa valeur 
maximale, suivi d’une variation brusque jusqu’à atteindre sa valeur minimale qui 
est de l’ordre de 83 Wm�
. D’après les résultats trouvés et qui sont illustrés sur la 
figure 6.30, on déduit que les variations à courtes périodes (sur une révolution) des 
éléments orbitaux provoquées par les forces de perturbations n’ont pas d’effets sur 
le flux.  Dans le deuxième cas traité, GOES-12 ne traverse aucune phase d’ombre 
(voir figure 6.37). Le flux reçu par la face supérieure garde une valeur constante 
durant le mouvement orbital qui est égale  à 983 Wm�
. Alors que le flux reçu par 
la face inferieure est nul (flux albédo et terrestre négligeables). Les forces de 
perturbations n’ont aucun effet sur la variation du flux. Le troisième cas traité 
concerne le satellite NAVSTAR-44. Sur la figure 6.44, on voit que le satellite 
passe par une zone d’ombre, le temps de passage est d’environ 35.41mn, un 
temps très court comparé à la période de révolution du satellite qui est de 
717.9585mn. Le flux reste constant tout au long de l’orbite (égale à 1261 Wm�
) 
à l’exception de la phase ombre dans laquelle le flux est nul (absence du flux 
terrestre et albédo). Dans les trois cas traités, on remarque que les perturbations 
périodiques des différents éléments orbitaux n’affectent pas la variation du flux. 
Par contre, les effets séculaires qui induiront une dérive du plan orbital peuvent 
modifier à long terme le flux reçu par le panneau solaire si une correction d’orbite 
n’est pas faite. 
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VI-4 Comportement thermo-élastique du panneau 

solaire du satellite KOMPSAT  

Le cas traité concerne le panneau solaire du satellite KOMPSAT. Ce dernier est 
lancé en orbite en 1999 pour une mission bien définie qui est l’observation de la 
terre. Pour se ressourcer en énergie électrique, le satellite est équipé de deux 
panneaux solaires de longueur 2.67m et de largeur 1.35m. Les performances de 
ces deux panneaux solaires dépendent principalement de leur comportement 
thermo-élastique dans les conditions extrémales, caractérisées par un flux solaire 
maximal. Notons que ces conditions ne se réunissent que si l’époque coïncide avec 
le solstice d’hiver (au moment où la déclinaison du soleil atteint sa valeur 
maximale) et le plan orbital est confondu avec l’écliptique. Dans la suite de cette 
étude les perturbations du mouvement orbital ne sont pas prises en compte (orbite 
képlérienne). 

VI-4-1 Flux reçus par le panneau solaire  

Le panneau solaire est modélisé par une plaque sandwich composée d’une âme 
en nids d’abeilles fabriquée en aluminium 5052H38 et de deux peaux minces 
fabriquées en aluminium 2024T3, voir figure 6.45. Les cellules photovoltaïques 
sont fixées sur la surface orientée vers le soleil, alors que la partie inferieure est 
protégée par une couche de protection. Le tableau 6.20 donne les caractéristiques 
géométriques et physiques des matériaux  qui composent le panneau solaire (Shin 
et al. 2001). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Figure 6.45 : Coupe transversale du panneau solaire du satellite KOMPSAT. 
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co
u

c

h
e  Matériau 

Densité 

(kg/m3) 

Capac        (J 

/kg K) 

Conduc 

(Wm/K) 

Epais. 

(mm) 

Coef. 

Absorption/Emissivité 

E11/E22/G12/ν12 

(GPa) 

Coef. Dil. 

(10-6m/mK) 

    Solstice 
d’été 

Solstice 
d’hiver 

  

1 Coverglass 2620 737 1.4 0.2 074/0.8 0.72/0.8   

2 Adhésifs 1 1100 1030 0.15 0.1     

3 Cellule phot.  2820 712 148 0.2     

4 Adhésifs 1 1100 1030 0.15 0.1     

5 Kapton 1420 1030 0.35 0.05     

6 Alum. 2024 2768 921 121 0.25   72.4/72.4/27.22/0.33 23.22 

7 Adhésif 2 1800 1105 0.15 0.13   6/6/2.31/0.3 54 

8 Alum.5052 48 921 2.10 15.24   0.41/0.24/0.15/0.3 23.76 

9 Adhésif 2 1800 1105 0.15 0.13   6/6/2.31/0.3 54 

10 Alum. 2024 2768 921 121 0.25   72.4/72.4/27.22/0.33 23.22 

11 Peinture Z93  1750 1256 0.20 0.15 0.37/087 0.19/0.87   

 

Tableau 6.20: Propriétés mécaniques et thermo-mécaniques du panneau solaire du satellite KOMPSAT. 
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La figure 6.46 donne la variation de l’angles η en fonction du temps, pendant 
une orbite complète d’une période de 98.45 mn. Les deux points d’intersection A 
et B montrent que le satellite traverse les trois phases : ensoleillement, pénombre 
et ombre. La phase d’éclipse est composée de deux éclipses partielles et d’une 
éclipse totale. La première phase d’éclipse partielle commence à l’instant t=31.55 
mn et dure environ 8 seconde, alors que la deuxième phase de pénombre 
commence à l’instant t=66.83mn et dure environ 8 seconde. Par conséquent  la 
phase d’éclipse est d’environ 35.41mn.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 La figure 6.47 donne la variation du flux terrestre radiatif qX en fonction du 
temps orbital pendant une orbite complète pour les deux faces du panneau solaire. 
On voit bien que le flux radiatif varie le long de l’orbite. Lorsque le satellite est au 
milieu de la phase d’éclipse, la face supérieure du panneau solaire est en face de la 
terre (Y � 0). Dans cette position le flux radiatif reçu par cette face du panneau 
atteint sa valeur maximale qui est de l’ordre de 180 Wm�
, alors que le flux reçu 
par la face inférieure est nul du moment que cette face est cachée. L’inverse se 
produit lorsque le satellite est au milieu de la phase ensoleillement, la phase 
supérieure du panneau est en face du soleil ce qui fait que le flux radiatif  reçu est 

Figure 6.46 : Variation de l’angle η en fonction du temps orbital. 

Temps orbital (s) 
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nul, par contre la face inferieure est en face de la terre donc le flux est maximale et 
atteint une valeur de 180 Wm�
. 

La figure 6.48 donne la variation du flux solaire q< en fonction du temps orbital 
pendant une orbite complète pour les deux faces du panneau solaire. En phase 
ensoleillement le flux atteint sa valeur maximale pour la face supérieure du 
panneau solaire, cette valeur est constante durant toute la phase ensoleillement du 
moment que le panneau est en mode de navigation optimal qui est de l’ordre de 1393 Wm�
. En phase d’éclipse, les rayons lumineux du soleil sont interceptés 
par la terre. Dans ce cas, le flux solaire varie brusquement et atteint une valeur 
nulle. La face inferieur du panneau solaire n’intercepte aucun rayon lumineux du 
soleil, le flux reçu par cette dernière est nul durant le mouvement orbital.  

La figure 6.49 donne la variation du flux albédo qZ[ en fonction du temps 
orbital pendant une orbite complète pour les deux faces du panneau solaire.  La 
figure 6.49 montre que le flux albédo reçu par la face supérieure est nul tout au 
long de l’orbite à l’exception des deux phases comprises entre 9.5mn et 24mn pour 
la première phase et 74mn et 90mn pour la deuxième phase où le flux albédo 
atteint une valeur de 16 Wm�
. Par contre la face inférieure reçoit le maximum 
d’énergie albédo lorsque la face inferieure du panneau solaire est en face de la 
terre. Le flux albédo reçu par la face inferieure atteint la valeur maximale de 341Wm�
. 

  

Figure 6.47 : Variation du flux radiatif terrestre U\ durant une orbite complète.  
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La figure 6.50 donne la variation du flux total q  reçu par les deux faces du 
panneau en fonction du temps orbital pendant une orbite.  On voit bien que le flux 
reçu par la face supérieure est uniforme et qu’il est égale à 1396 Wm�
 durant 
presque toute la phase ensoleillement. A l’instant t = 9.9 mn, le flux croit jusqu’à 
atteindre sa valeur maximale qui est de l’ordre de 1492 Wm�
 en fin de phase 
ensoleillement, puis il est suivi d’un changement brusque jusqu’à la valeur de 
90 Wm�
 en un temps très court qui dure environ 8 secondes et qui correspond à 
la phase de transition entre le chaud et le froid. Le même scénario se répète mais 
dans le sens inverse une fois que le satellite quitte la phase froide vers la phase 
chaude. En ce qui concerne le flux reçu par la face inferieure du panneau solaire, 
on remarque que la variation du flux est continue, le flux est nul en phase d’éclipse 
et atteint sa valeur maximale (523 Wm�
) au milieu de la phase ensoleillement. 
D’après la figure 6.50 on voit que les résultats trouvés sont identiques aux résultats 
de la littérature (Shin et al. 2001). Dans cette étude, les auteurs ont utilisés le code 
TRASYS pour la simulation de l’environnement thermique en orbite.           

  

Figure 6.48 : Variation du flux solaire U] durant une orbite complète.  
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Figure 6.49 : Variation du flux albédo U+D durant une orbite complète.  

Figure 6.50 : Variation du flux total U durant une phase complète.  
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VI-4-2 Analyse thermique  

Une fois le flux reçu par les deux faces du panneau solaire du satellite 
déterminé, il est introduit comme une condition aux limites pour le modèle 
thermique. En appliquant la méthode des éléments finis hiérarchiques (en utilisant 
un élément rectangulaire avec 8 fonctions de forme hiérarchiques) il est possible 
de calculer la variation de la température dans le panneau solaire. La figure 6.51 
illustre cette variation durant une orbite. On voit bien sur les deux graphes que la 
température maximale est atteinte au milieu de la phase ensoleillement et cela pour 
les deux faces du panneau solaire, elle est de l’ordre de 60.17 °C pour la face 
inferieure et de 65.09 °C pour la face supérieure. Ensuite cette température 
diminue en se dirigeant vers la phase froide, au début de la phase d’éclipse les 
deux températures sont égales à 51.97°C et 58.18°C pour les deux faces du 
panneau solaire. Une fois le satellite est dans la phase froide la température du 
panneau solaire diminue progressivement et l’écart de température entre les deux 
faces diminue jusqu’à devenir nul en fin de phase froide (les deux courbes en noir 
et en rouge sont confondues). Les températures des deux faces sont identiques et 
prennent la valeur minimale de -69.61°C. Une fois le satellite entre dans la phase 
chaude la température du panneau solaire croit progressivement et l’écart de 
température entre les deux faces croit en même temps jusqu’à atteindre les valeurs 
maximales des températures en milieu de la phase chaude.   

 
 
  

Figure 6.51 : Variation de la température des deux faces du panneau solaire 

durant une orbite complète.  
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La détermination de la variation de la température dans les différentes couches 
du panneau solaire nous permet de déterminer le gradient thermique dans la plaque 
sandwich, nécessaire à l’analyse thermo-élastique. La figure 6.52 illustre la 
variation du gradient thermique dans la plaque sandwich. Notons que les quatre 
premières couches du panneau solaire ne sont pas considérées dans l’analyse 
thermo-élastique pour leurs faibles rigidités (Johnston et Thornton 2000, Shin et 
al. 2001). Le gradient de température entre les deux faces de la plaque sandwich 
varie le long de l’orbite, cette variation est marquée par des changements brusques 
et des changements progressifs à cause de la nature du flux thermique reçu par le 
panneau solaire. Au milieu de la phase chaude le gradient est de 3.07°C, une fois 
que le satellite se dirige vers la phase froide le gradient thermique croit jusqu’à 
atteindre une valeur maximale égale à 3.96°C en fin de la phase chaude. Puis, suivi 
d’une variation brusque en un temps très court de l’ordre de 35 secondes environ 
pour atteindre une valeur stable de 0.96°C. En fin de phase froide, ce gradient 
diminue jusqu’à atteindre une valeur de 0.32°C. Suivi après d’un autre 
changement brusque une fois que le satellite sort de la phase froide en un temps 
très court de 56 seconde. Le gradient croit brusquement pour prendre la valeur de 
3.29°C.        

VI-4-3 Analyse thermo-élastique  

Une fois le gradient thermique déterminé le problème peut être résolue en 
utilisant la méthode des éléments finis hiérarchiques. La plaque sandwich est 
modélisée par un élément rectangulaire en utilisant 16 fonctions de forme 
hiérarchiques. Le panneau solaire est considéré encastré au corps principal du 
satellite (Johnston et Thornton 2000). La figure 6.54 donne la variation du 
déplacement transversal du point A du panneau solaire en fonction du temps 
orbital durant une révolution du satellite. La figure montre que le déplacement 
maximal (-30.86mm) est obtenu en fin de la phase ensoleillement. Après, le 
déplacement diminue rapidement une fois le satellite en phase froide jusqu’à 
atteindre une valeur de -2.5 mm à la fin de cette phase. Suivi d’une augmentation 
rapide du déplacement transversal (-25mm) en un temps très court de l’ordre de 
quelques secondes.  
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VI-4-4 Peaux en matériaux composites       

Dans cette partie de l’étude, nous proposons de remplacer l’aluminium 2024T3 
par un matériau composite. Les mêmes propositions faites au chapitre 
précédent sont retenues dans cette partie.  

En appliquant le flux solaire comme condition aux limites sur les faces du 
panneau, nous pouvons déterminer la distribution de la température dans le 
sandwich. La figure 6.52 donne la variation de la température de la face supérieure 
du sandwich pour les différents matériaux utilisés.  

On remarque que la variation est identique pour les différents matériaux dans 
les deux phases d’ensoleillement. Après, et en phase froide, une légère différence 
est observée en fin de phase froide : -74.72 °C pour les FGM, -72.2°C pour le 
stratifié et -69.61°C pour l’aluminium. Cette différence s’explique par le fait que 
l’aluminium est un bon conducteur thermique relativement aux deux autres 
matériaux.   

Néanmoins, la variation du gradient de température dans les différents modèles 
étudiés ne présente qu’une légère différence en phases de transition, ne dépassant 
pas 0.2°C, voir figure 6.53.        

Une fois le gradient de température déterminé, il est possible de calculer par la 
suite, la réaction mécanique du panneau solaire. La figure 6.54 donne la variation 
du déplacement transversal du point A du panneau en fonction du temps orbital. 
On voit bien l’intérêt d’utiliser les matériaux composites au lieu de l’aluminium, 
du moment que les résultats trouvés montrent une nette diminution de la flèche, 
qui est égale à �30.86 mm dans le cas de l’aluminium. Les résultats obtenus 
mettent en évidence le choix de l’orientation des fibres. L’utilisation du croisé 
[0/90]S a permis de réduire le déplacement à -6.6mm. Par contre l’empilement 
[45/-45]S donne une valeur de -18.02mm. La même chose concernant les peaux en 
FGM, les résultats obtenus prouvent que le choix du coefficient d’homogénéité n 
est déterminant. Pour n égale à 5 le déplacement est réduit à -8.5mm, alors qu’il 
vaut -23.3mm dans le cas où n = 0.35 et à -15.8mm si n est pris égale à 1. Cette 
diminution est due essentiellement à deux facteurs : module d’élasticité et 
coefficient de dilatation thermique.  
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Figure 6.52 : Variation de la température de la face supérieure du sandwich 

en fonction des différents matériaux utilisés.  

Figure 6.53 : Variation du gradient de température en fonction des différents 

matériaux utilisés.  
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Figure 6.54 : Variation du déplacement transversal durant une révolution du satellite.  
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Chapitre VII 

 

Conclusions et perspectives 

Les conditions sévères de l'environnement spatial sous variation cyclique de 

température ont exposé de nombreux satellites au phénomène d'instabilité 

provoqué par le gradient thermique au sein des panneaux solaires. Les incidents 

des satellites HST et UARS ont montré que les connaissances sur  les causes de ce 

phénomène ne sont pas totalement ficelées, c'est pour cette raison que de 

nombreuses études ont été lancées afin de les appréhender. En espérant contribuer 

à la résolution du problème,  nous avons décidé de réaliser cette étude dont 

l'objectif était de modéliser le comportement thermo-élastique d'un panneau 

solaire soumis aux conditions de l'environnement thermique en orbite. Nous avons 

apporté au travers de ce travail de thèse les grands axes de réponse concernant le 

comportement thermo-élastique d'un panneau solaire. Il s'agit tout d'abord d'une 

synthèse des travaux existants, et d'une mise au point d'un code de calcul capable 

de prédire dans les conditions réalistes de l'environnement spatial:  

• les éphémérides du satellite,  

• les différents flux reçus par le panneau solaire,  

• le gradient thermique au sein du panneau, 

• les fréquences propres et modes propres, 

• la réponse dynamique du panneau. 

Nous avons pu mettre en évidence les particularités et originalités de ce travail 

de recherche au cours des différents chapitres constituant cette thèse. 

Nous allons cependant ci-dessous reprendre les conclusions principales relatives 

aux différentes facettes de ce travail de recherche, ainsi que les perspectives de 
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recherches principales pouvant constituer des extensions intéressantes de ce 

travail. L’ensemble des simulations numériques étudiées nous a permis de valider 

nos développements par rapport à des résultats présents dans la littérature. En 

effet, nous avons pu mettre en évidence les potentialités du code lors de l'étude des 

satellites NAVSTAR, GOES et KOMPSAT. 

La première partie de ce manuscrit était dédiée à une analyse bibliographique. 

L’étude a été clôturée par un bilan des travaux réalisés par différents auteurs. En 

résumant les résultats de différentes études faites, nous avons pu déduire les points 

suivants: 

• les flux albédo et terrestre ne sont pas pris en compte dans la majorité 

des travaux réalisés, 

• le mouvement du satellite est considéré képlérien, avec une orbite 

circulaire, 

 

La négligence de ces flux ainsi que les différentes perturbations orbitales 

constitue une défaillance des modèles développés jusque-là. 

Partant de ce constat, nous avons développé un modèle plus réaliste tenant 

compte: 

• des paramètres d'orientation de la terre, 

• du mouvement perturbé du satellite, 

• des flux albédo et terrestre. 

 

Nous avons pu mettre en évidence l'importance de ces flux lors de l'étude du 

satellite KOMPSAT. Les résultats obtenus montrent l'influence de ces flux sur la 

variation du flux total reçu par les deux faces du satellite. En tenant compte de ces 

flux, la valeur maximale reçue par le panneau solaire est augmentée de 10%, ce 

qui peut être considéré comme une source d'erreur non négligeable dans les 

modèles disponibles dans la littérature, surtout que cette valeur est atteinte aux 

moments d'entrée et de sortie du satellite de l'ombre. 

En tenant compte des perturbations orbitales, le module numérique que nous 

avons développé dans cette partie de l'étude est capable de prédire avec exactitude 

l'orientation des deux faces du panneau par rapport au soleil et la terre. Ce qui peut 

être considéré comme un atout pour le code de calcul que nous avons élaboré. 

L’analyse des résultats de l'étude effectuée sur les satellites, NAVSTAR, GOES et 
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KOMPSAT montrent que les variations périodiques des paramètres orbitaux 

durant une révolution n’influent pas sur le flux reçu par le panneau solaire. Par 

contre, les variations séculaires du plan orbital peuvent modifier ce dernier.  

Pour la formulation thermique et mécanique nous nous somme basé sur la 

méthode des éléments finis hiérarchiques. En ce qui concerne le problème 

thermique, l'utilisation de la théorie TLT en conjonction avec la méthode des 

éléments finis hiérarchiques nous a permis de développer une formulation 

originale d'un élément surfacique 2D à la place d'un élément volumique 3D 

traditionnellement utilisé dans l'analyse d'un problème thermique tridimensionnel. 

Nous avons développé un élément fini de type p, rectangulaire à quatre nœuds. 

Trois degrés de liberté par nœud sont utilisés pour représenter la variation 

quadratique de la température dans une couche du panneau. Les fonctions de 

forme utilisées sont composées des fonctions C� de la MEF et d'un ensemble de 

fonctions hiérarchiques trigonométriques permettant d'enrichir le champ de 

température à l'intérieur et aux bords de l'élément. Une étude comparative a été 

effectuée dans les cas suivants ; régime stationnaire (plaque multicouches avec 

différents conditions aux limites) et régime transitoire avec une forte non-linéarité 

due au rayonnement. Les résultats obtenus sont identiques aux résultats du logiciel 

ANSYS et de la littérature. 

Concernant le problème mécanique, le panneau solaire est modélisé par une 

plaque sandwich en nids d'abeilles, discrétisé par un élément fini hiérarchique 

rectangulaire à quatre nœuds. Les fonctions de forme utilisées dans cette étude 

sont composées des fonctions hiérarchiques trigonométriques. Une étude 

comparative avec les différents travaux de la littérature nous a permis de mettre en 

évidence le formalisme développé. De manière générale nous pouvons dire que les 

éléments développés permettent de limiter l'augmentation du nombre de degrés de 

liberté total et donc celui du temps de calcul, sans oublier la convergence rapide de 

la solution.   

De nombreuses simulations sont venues illustrées ces différents 

développements : on retiendra tout d'abord quelques cas simples de validations, 

permettant de vérifier indépendamment le bon fonctionnement des trois modules 

réalisés. 

Mais, les principales simulations ont été concentrées sur deux cas de satellites. 

Le premier concerne un modèle de satellite avec un panneau, proposé par Johnston 

et Thornton, alors que le deuxième cas concerne le satellite KOMPSAT. 
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Dans l'analyse du premier cas, les résultats que nous avons obtenus concernant 

la phase de transition du satellite, montrent que le gradient thermique varie d'une 

façon exponentielle et atteint une valeur maximale en un temps très court. Ce 

changement brusque du gradient thermique induit une déformation quasi statique, 

s’effectuant avec de faibles oscillations du panneau solaire, ce qui peut être 

considéré comme une source de perturbation non négligeable pour le satellite. 

Nous avons montré à travers cette analyse que l’intégration des matériaux 

composites à la place de l’aluminium peut contribuer à l’amélioration du 

comportement thermo-élastique du panneau solaire (réduction des déformations du 

panneau solaire), notamment les FGM qui présentent certains avantages par 

rapport aux composites multicouches. On peut citer les problèmes de délaminage 

et de dégazage « outgassing » des matériaux composites à matrices polymères. 

L’exemple le plus représentatif de cette étude est celui du satellite KOMPSAT 

(situé sur une orbite circulaire héliosynchrone à une altitude de 685 km et en mode 

de navigation optimal). Le panneau solaire d'une longueur de 2.67m et de largeur 

1.35m est modélisé par une plaque sandwich en nids d'abeilles, encastrée d'un coté 

au satellite. Nous avons présenté une analyse thermo-élastique détaillée du 

panneau en faisant changer à chaque fois le matériau des deux peaux : aluminium, 

stratifié et FGM, en vue de voir leurs influences sur le comportement thermique et 

mécanique du panneau. Les résultats issus du module environnement thermique 

mettent en évidence les flux terrestre et albédo, surtout en phase d'éclipse (flux 

solaire nul) et au moment où le satellite est en pleine  phase chaude (milieu de la 

phase ensoleillement). Les résultats de l'analyse thermique nous montrent que le 

gradient atteint sa valeur maximale en fin de phase ensoleillement et sa valeur 

minimale à la fin de la phase d'éclipse, avec un changement brusque durant les 

phases de transition. Nous avons remarqué que la distribution de la température est 

pratiquement indépendante du choix du matériau des deux peaux. Ceci s’explique 

par le fait que l’échange thermique dans le panneau solaire est fortement 

conditionné par le transfert de chaleur dans l’âme. Par contre, le comportement 

mécanique dépend du choix du matériau des deux peaux. On voit bien l’intérêt 

d’utiliser les matériaux composites au lieu de l’aluminium, du moment que les 

résultats trouvés montrent une nette diminution de la flèche durant une révolution 

du satellite. 

Une des extensions les plus intéressantes que ce travail pourrait connaitre 

concerne la prise en compte de l’effet de l’oxygène atomique dont les 

conséquences sont la dégradation des couches de protection, et qui peut affecter 
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directement l’équilibre thermique du panneau solaire. L’influence du frottement 

atmosphérique à basse altitude est aussi une question intéressante, sachant que ce 

frottement peut induire un flux thermique aérodynamique. Il serait important de 

prendre en compte les interactions avec l’environnement orbital. 

  Du point de vue plus applicatif de nombreux points peuvent encore être 

amélioré dans le modèle thermique, en effet, le rayonnement interne entre les 

surfaces de l’âme et les peaux peut être considéré.   

En fin, une démarche possible serait de tenir compte : 

• du couplage réversible thermomécanique, 

• du comportement en fatigue dû aux contraintes thermiques, 

• des forces de perturbation dans le modèle mécanique, 

• des grands déplacements dans le modèle mécanique.  
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Annexe A 

Annexes relatives au chapitre II 

A-1 Coordonnées X(t) et Y(t) du CIP et déplacement s(t) du CEO 

Les différents coefficients polynomiaux x�, y�, s� ainsi que les coefficients 

a��, b��, c��, d��, e��, f��et N�� sont donnés par les tableaux A.1-4 (Capitaine et al., 

2003).  

Tableau A.1 : Coefficients polynomiaux. 

 

 

 

 

  

 ��
 ��

 ��
 ��

 ��
 ��

 

���� -16616.99 2004191742.88 -427219.05 -198620.54 -46.05 5.98 

���� -6950.78 -25381.99 -22407250.99 1842.28 -1113.06 0.99 

� � ��/� 94.0 3808.35 -119.94 72574.09 27.70 15.61 

!� 218°31617 481267°88088 -1°3972    

" 134°96340251 171791592.2178 31.8792 0.051635 -0.00024470  

"# 357°52910918 129596581.0481 -0.5532 0.000136 -0.00001149  

$ 93°27209062 1739527262.8478 -12.7512 -0.001037 0.00000417  

% 297°85019547 1602961601.2090 -6.3706 0.006593 -0.00003169  

& 125°96340251 -6962890.5431 7.4722 0.007702 -0.00005939  

"'( 4.402608842 2608.7903141574     

")( 3.176146697 1021.3285546211     

"* 1.753470314 628.3075849991     

"'+ 6.203480913 334.0612426700     

",- 0.599546497 52.9690962641     

".+ 0.874016757 21.3299104969     

"/0 5.481293872 7.4781598567     

"1(    5.311886287 3.8133035638                 

2+    0.024381750 0.00000538691     
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Suite du tableau A.2. 
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Tableau A.3 : les 20 premiers termes du développement de ��� en :;< . 
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Suite du tableau A.3. 
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Tableau A.4 : les 20 premiers termes du développement de �?@/� en :;< . 
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Suite du tableau A.4. 
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A-2 Coordonnées xBet yB du CIP dans le repère terrestre 

Les coordonnées xBet yB du CIP dans le repère terrestre depuis 1900 jusqu’à 

2009 sont données par la figure A.1, selon l’IERS. 

 

Figure A.1 : Mouvement du pôle dans le repère terrestre (IERS).   

 CD    

 ED    
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(A.1) 

(A.2) 

(A.3) 

A-3 Passage du repère RFS au repère RTN 

Le passage d’un système de coordonnées cartésien à un autre système cartésien 

s’effectue à travers trois rotations successives. 

FGHI J K1 0 00 cos O sin O0 Q sin O cos OR  

FGSI J Kcos O 0 Q sin O0 1 0sin O Q sin O cos O R 

FGTI J K cos O sin O 0Q sin O cos O 00 0 1R 

A-4 Harmoniques sphériques et potentiel gravitationnel terrestre 

Les polynômes de Legendre associés de degré n=3 et d’ordre m=3 sont donnés 

par le tableau A.5 

 

 

Tableau A.5 : Fonctions de Legendre UVW�sin�φ�� de degré n et d’ordre m. 

Degré Y J �    Y J �    Y J �    Y J �    
Z J �    1    
Z J �    sin �『� cos �φ�   
Z J �     3 sinS�φ� Q 12  3 sin�φ� cos �φ� 3 cosS�φ�  
Z J �     5 sinT�φ� Q 3sin �『�2  cos �φ�  15 sinS�φ� Q 32  15 cosS�φ� sin �φ� 15 cosT�φ� 

 

 



 

 

 

 
 

Le potentiel gravitatio

sphériques (voir figure A

 

Figure A

  Ordre 0    Ordre 1    

Degré 2 

Degré 3 

Degré 4 

Degré 5 

Degré 6 

Degré 7 

Degré 8 

Degré 9 

Degré 10 

A-4  Harmoniques sphériques et potentiel gr

avitationnel terrestre U est modélisé grâce au

ure A.2) par l’expression (2.45) (Lambeck 1988

 

gure A.2 : Fonctions harmoniques sphériques (GRG

 Ordre 2    Ordre 3   Ordre 4   Ordre 5   Ordre 6    Ordre 7    Ord

l gravitationnel terrestre 
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âce aux harmoniques 

k 1988).  

s (GRGS).   

Ordre 8    Ordre 9    Ordre 10 
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Le tableau A-6 suivant donne les coefficients de stokes normalisés selon le 

modèle JGM-3 (Tapley et al. 1996), pour n= m=20. 

 

 
 
GCOEF 1         2  0          -.48416538D-03  .00000000D+00 

GCOEF 1         2  1          -.18698764D-09  .11952801D-08              

GCOEF 1         2  2           .24392607D-05 -.14002664D-05 

GCOEF 1         3  0           .95717059D-06  .00000000D+00 

GCOEF 1         3  1           .20301372D-05  .24813080D-06 

GCOEF 1         3  2           .90470634D-06 -.61892285D-06 

GCOEF 1         3  3           .72114494D-06  .14142040D-05 

GCOEF 1         4  0           .53977707D-06  .00000000D+00 

GCOEF 1         4  1          -.53624355D-06 -.47377237D-06 

GCOEF 1         4  2           .35067016D-06  .66257135D-06 

GCOEF 1         4  3           .99086891D-06 -.20098735D-06 

GCOEF 1         4  4          -.18848137D-06  .30884804D-06 

GCOEF 1         5  0           .68658988D-07  .00000000D+00 

GCOEF 1         5  1          -.62727370D-07 -.94194632D-07 

GCOEF 1         5  2           .65245910D-06 -.32333435D-06 

GCOEF 1         5  3          -.45183705D-06 -.21495419D-06 

GCOEF 1         5  4          -.29512339D-06  .49741427D-07 

GCOEF 1         5  5           .17483158D-06 -.66939294D-06 

GCOEF 1         6  0          -.14967156D-06  .00000000D+00 

GCOEF 1         6  1          -.76103580D-07  .26899819D-07 

GCOEF 1         6  2           .48327472D-07 -.37381592D-06 

GCOEF 1         6  3           .57020966D-07  .88894738D-08 

GCOEF 1         6  4          -.86228033D-07 -.47140511D-06 

GCOEF 1         6  5          -.26711227D-06 -.53641016D-06 

GCOEF 1         6  6           .95016518D-08 -.23726148D-06 

GCOEF 1         7  0           .90722942D-07  .00000000D+00 

GCOEF 1         7  1           .28028652D-06  .94777318D-07 

GCOEF 1         7  2           .32976023D-06  .93193697D-07 

GCOEF 1         7  3           .25050153D-06 -.21732011D-06 

GCOEF 1         7  4          -.27554096D-06 -.12414151D-06 

GCOEF 1         7  5           .16440038D-08  .18075335D-07 

GCOEF 1         7  6          -.35884263D-06  .15177808D-06 

GCOEF 1         7  7           .13795171D-08  .24128594D-07 

GCOEF 1         8  0           .49118003D-07  .00000000D+00 

GCOEF 1         8  1           .23333752D-07  .58499275D-07 

GCOEF 1         8  2           .80070664D-07  .65518559D-07 

GCOEF 1         8  3          -.19251764D-07 -.86285837D-07 

GCOEF 1         8  4          -.24435806D-06  .69857075D-07 

GCOEF 1         8  5          -.25498410D-07  .89090297D-07 

GCOEF 1         8  6          -.65859354D-07  .30892064D-06 

GCOEF 1         8  7           .67262702D-07  .74813197D-07 

GCOEF 1         8  8          -.12397061D-06  .12044101D-06 

GCOEF 1         9  0           .27385061D-07  .00000000D+00 

GCOEF 1         9  1           .14223026D-06  .21909618D-07 

GCOEF 1         9  2           .22620642D-07 -.32174985D-07 

GCOEF 1         9  3          -.16106428D-06 -.74545464D-07 

GCOEF 1         9  4          -.82017367D-08  .20068093D-07 

GCOEF 1         9  5          -.16325062D-07 -.54271473D-07 

  

 

 

n   m _̂`a ._`a 

Tableau A.6 : Modèle gravitationnel JGM-3 (20x20). 
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GCOEF 1         9  6           .62833187D-07  .22267731D-06 

GCOEF 1         9  7          -.11815885D-06 -.96899386D-07 

GCOEF 1         9  8           .18798427D-06 -.30154441D-08 

GCOEF 1         9  9          -.47724822D-07  .96585578D-07 

GCOEF 1        10  0           .54130446D-07  .00000000D+00 

GCOEF 1        10  1           .83758832D-07 -.13155407D-06 

GCOEF 1        10  2          -.93557926D-07 -.51415891D-07 

GCOEF 1        10  3          -.71967367D-08 -.15417988D-06 

GCOEF 1        10  4          -.84335352D-07 -.78485346D-07 

GCOEF 1        10  5          -.49519741D-07 -.50292694D-07 

GCOEF 1        10  6          -.37418834D-07 -.79464218D-07 

GCOEF 1        10  7           .82084063D-08 -.31491358D-08 

GCOEF 1        10  8           .40467842D-07 -.91916683D-07 

GCOEF 1        10  9           .12540250D-06 -.37736478D-07 

GCOEF 1        10 10           .10038233D-06 -.23809404D-07 

GCOEF 1        11  0          -.50161315D-07  .00000000D+00 

GCOEF 1        11  1           .16107078D-07 -.27892153D-07 

GCOEF 1        11  2           .18429795D-07 -.98452117D-07 

GCOEF 1        11  3          -.30560698D-07 -.14880309D-06 

GCOEF 1        11  4          -.40024108D-07 -.63596530D-07 

GCOEF 1        11  5           .37435875D-07  .49828632D-07 

GCOEF 1        11  6          -.14607814D-08  .34173161D-07 

GCOEF 1        11  7           .47061825D-08 -.89777235D-07 

GCOEF 1        11  8          -.61406031D-08  .24572255D-07 

GCOEF 1        11  9          -.31455516D-07  .42040714D-07 

GCOEF 1        11 10          -.52129309D-07 -.18302278D-07 

GCOEF 1        11 11           .46226946D-07 -.69592514D-07 

GCOEF 1        12  0           .36382341D-07  .00000000D+00 

GCOEF 1        12  1          -.54191701D-07 -.42011776D-07 

GCOEF 1        12  2           .13985738D-07  .31047770D-07 

GCOEF 1        12  3           .38978521D-07  .24576581D-07 

GCOEF 1        12  4          -.68419698D-07  .29543256D-08 

GCOEF 1        12  5           .31107076D-07  .76387883D-08 

GCOEF 1        12  6           .33244195D-08  .39368833D-07 

GCOEF 1        12  7          -.18603107D-07  .35570829D-07 

GCOEF 1        12  8          -.25702477D-07  .16666794D-07 

GCOEF 1        12  9           .41793078D-07  .25324580D-07 

GCOEF 1        12 10          -.61693847D-08  .30986263D-07 

GCOEF 1        12 11           .11320827D-07 -.63442255D-08 

GCOEF 1        12 12          -.23492752D-08 -.10959427D-07 

GCOEF 1        13  0           .39946429D-07  .00000000D+00 

GCOEF 1        13  1          -.52966868D-07  .39876816D-07 

GCOEF 1        13  2           .56039125D-07 -.62699341D-07 

GCOEF 1        13  3          -.21817132D-07  .98208999D-07 

GCOEF 1        13  4          -.14709372D-08 -.12613849D-07 

GCOEF 1        13  5           .58253125D-07  .65845649D-07 

GCOEF 1        13  6          -.35311989D-07 -.60583315D-08 

GCOEF 1        13  7           .27063649D-08 -.77110579D-08 

GCOEF 1        13  8          -.98871788D-08 -.97289372D-08 

GCOEF 1        13  9           .24753630D-07  .45359258D-07 

GCOEF 1        13 10           .40892147D-07 -.37098943D-07 

GCOEF 1        13 11          -.44739075D-07 -.48328921D-08 

 

 

n   m _̂`a ._`a 
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GCOEF 1        13 12          -.31410021D-07  .88106349D-07 

GCOEF 1        13 13          -.61211341D-07  .68408786D-07 

GCOEF 1        14  0          -.21803862D-07  .00000000D+00 

GCOEF 1        14  1          -.19023752D-07  .27471826D-07 

GCOEF 1        14  2          -.36978966D-07 -.29891075D-08 

GCOEF 1        14  3           .36809436D-07  .20313404D-07 

GCOEF 1        14  4           .17120660D-08 -.20688044D-07 

GCOEF 1        14  5           .29899462D-07 -.16857911D-07 

GCOEF 1        14  6          -.19400982D-07  .24129594D-08 

GCOEF 1        14  7           .36851133D-07 -.42223646D-08 

GCOEF 1        14  8          -.34866853D-07 -.14888415D-07 

GCOEF 1        14  9           .32376639D-07  .28698213D-07 

GCOEF 1        14 10           .38838489D-07 -.14646503D-08 

GCOEF 1        14 11           .15356539D-07 -.39038503D-07 

GCOEF 1        14 12           .85046646D-08 -.30921728D-07 

GCOEF 1        14 13           .32166747D-07  .45200081D-07 

GCOEF 1        14 14          -.51783436D-07 -.50135706D-08 

GCOEF 1        15  0           .31659511D-08  .00000000D+00 

GCOEF 1        15  1           .12019048D-07  .81732671D-08 

GCOEF 1        15  2          -.21746273D-07 -.31733040D-07 

GCOEF 1        15  3           .52403065D-07  .15159862D-07 

GCOEF 1        15  4          -.42162691D-07  .78270997D-08 

GCOEF 1        15  5           .13450896D-07  .89823350D-08 

GCOEF 1        15  6           .33463386D-07 -.37752532D-07 

GCOEF 1        15  7           .59912701D-07  .60561923D-08 

GCOEF 1        15  8          -.31989552D-07  .22270914D-07 

GCOEF 1        15  9           .13026722D-07  .37876414D-07 

GCOEF 1        15 10           .10311331D-07  .14956329D-07 

GCOEF 1        15 11          -.95174492D-09  .18716337D-07 

GCOEF 1        15 12          -.32728992D-07  .15719777D-07 

GCOEF 1        15 13          -.28288961D-07 -.42943959D-08 

GCOEF 1        15 14           .53044811D-08 -.24442485D-07 

GCOEF 1        15 15          -.19227533D-07 -.47043718D-08 

GCOEF 1        16  0          -.54302321D-08  .00000000D+00 

GCOEF 1        16  1           .27533499D-07  .33708199D-07 

GCOEF 1        16  2          -.22395294D-07  .26206613D-07 

GCOEF 1        16  3          -.35100789D-07 -.23241520D-07 

GCOEF 1        16  4           .41218977D-07  .46056697D-07 

GCOEF 1        16  5          -.13495264D-07 -.16788507D-08 

GCOEF 1        16  6           .14321055D-07 -.34445359D-07 

GCOEF 1        16  7          -.78129662D-08 -.85101433D-08 

GCOEF 1        16  8          -.21537842D-07  .52475750D-08 

GCOEF 1        16  9          -.22776715D-07 -.38923887D-07 

GCOEF 1        16 10          -.12128710D-07  .12064636D-07 

GCOEF 1        16 11           .19265835D-07 -.29747575D-08 

GCOEF 1        16 12           .19697743D-07  .69145093D-08 

GCOEF 1        16 13           .13837330D-07  .99393105D-09 

GCOEF 1        16 14          -.19125929D-07 -.38860161D-07 

GCOEF 1        16 15          -.14460511D-07 -.32699103D-07 

GCOEF 1        16 16          -.37529425D-07  .35911038D-08 
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GCOEF 1        17  0           .18108375D-07  .00000000D+00 

GCOEF 1        17  1          -.26388862D-07 -.29852856D-07 

GCOEF 1        17  2          -.17378597D-07  .91967493D-08 

GCOEF 1        17  3           .74225615D-08  .81946524D-08 

GCOEF 1        17  4           .75202561D-08  .23381995D-07 

GCOEF 1        17  5          -.17058053D-07  .53532066D-08 

GCOEF 1        17  6          -.13466610D-07 -.28274837D-07 

GCOEF 1        17  7           .24011120D-07 -.58835544D-08 

GCOEF 1        17  8           .37624562D-07  .37609560D-08 

GCOEF 1        17  9           .32904900D-08 -.28585766D-07 

GCOEF 1        17 10          -.43040778D-08  .18038444D-07 

GCOEF 1        17 11          -.15725519D-07  .11020868D-07 

GCOEF 1        17 12           .28689129D-07  .20744070D-07 

GCOEF 1        17 13           .16603067D-07  .20304809D-07 

GCOEF 1        17 14          -.14060794D-07  .11375705D-07 

GCOEF 1        17 15           .53318558D-08  .53871007D-08 

GCOEF 1        17 16          -.30061017D-07  .37240886D-08 

GCOEF 1        17 17          -.34064109D-07 -.19733215D-07 

GCOEF 1        18  0           .72691846D-08  .00000000D+00 

GCOEF 1        18  1           .42100167D-08 -.39075893D-07 

GCOEF 1        18  2           .12828249D-07  .13586360D-07 

GCOEF 1        18  3          -.37596676D-08 -.31090563D-08 

GCOEF 1        18  4           .53092291D-07  .14596999D-08 

GCOEF 1        18  5           .73144220D-08  .24650351D-07 

GCOEF 1        18  6           .13377840D-07 -.15660996D-07 

GCOEF 1        18  7           .65285877D-08  .62802630D-08 

GCOEF 1        18  8           .31066116D-07  .24701341D-08 

GCOEF 1        18  9          -.19183124D-07  .36144387D-07 

GCOEF 1        18 10           .55661560D-08 -.45953868D-08 

GCOEF 1        18 11          -.76424754D-08  .21171514D-08 

GCOEF 1        18 12          -.29603020D-07 -.16192465D-07 

GCOEF 1        18 13          -.63799330D-08 -.34979730D-07 

GCOEF 1        18 14          -.80028322D-08 -.13078375D-07 

GCOEF 1        18 15          -.40535567D-07 -.20249427D-07 

GCOEF 1        18 16           .10670914D-07  .69654369D-08 

GCOEF 1        18 17           .36003192D-08  .45103761D-08 

GCOEF 1        18 18           .26206061D-08 -.10810058D-07 

GCOEF 1        19  0          -.35185503D-08  .00000000D+00 

GCOEF 1        19  1          -.69675014D-08  .15804851D-09 

GCOEF 1        19  2           .31435052D-07 -.43295480D-08 

GCOEF 1        19  3          -.98999933D-08 -.98821208D-09 

GCOEF 1        19  4           .15826787D-07 -.56619377D-08 

GCOEF 1        19  5           .12058224D-07  .27204444D-07 

GCOEF 1        19  6          -.23850062D-08  .17951660D-07 

GCOEF 1        19  7           .73677859D-08 -.86648482D-08 

GCOEF 1        19  8           .31052189D-07 -.10462609D-07 

GCOEF 1        19  9           .30304662D-08  .64515567D-08 

GCOEF 1        19 10          -.33377490D-07 -.70901793D-08 
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GCOEF 1        19 11           .16080720D-07  .11000317D-07 

GCOEF 1        19 12          -.29886557D-08  .93096799D-08 

GCOEF 1        19 13          -.74465515D-08 -.28398304D-07 

GCOEF 1        19 14          -.45294321D-08 -.13113453D-07 

GCOEF 1        19 15          -.17838459D-07 -.14105916D-07 

GCOEF 1        19 16          -.21421212D-07 -.69574509D-08 

GCOEF 1        19 17           .29105753D-07 -.15152537D-07 

GCOEF 1        19 18           .34714340D-07 -.94385775D-08 

GCOEF 1        19 19          -.23708582D-08  .47796091D-08 

GCOEF 1        20  0           .18789987D-07  .00000000D+00 

GCOEF 1        20  1           .83477675D-08  .62445294D-08 

GCOEF 1        20  2           .20030448D-07  .14884470D-07 

GCOEF 1        20  3          -.59349949D-08  .35571151D-07 

GCOEF 1        20  4           .54571747D-08 -.22410101D-07 

GCOEF 1        20  5          -.11452318D-07 -.69350776D-08 

GCOEF 1        20  6           .11565401D-07 -.42341732D-09 

GCOEF 1        20  7          -.20301510D-07 -.12995889D-09 

GCOEF 1        20  8           .49222031D-08  .40671618D-08 

GCOEF 1        20  9           .18043913D-07 -.58648714D-08 

GCOEF 1        20 10          -.32549035D-07 -.57601832D-08 

GCOEF 1        20 11           .14562763D-07 -.18929751D-07 

GCOEF 1        20 12          -.64092154D-08  .18154221D-07 

GCOEF 1        20 13           .27323491D-07  .70325130D-08 

GCOEF 1        20 14           .11894377D-07 -.14472234D-07 

GCOEF 1        20 15          -.25832738D-07 -.76580241D-09 

GCOEF 1        20 16          -.12063705D-07  .33001884D-09 

GCOEF 1        20 17           .44347248D-08 -.13703405D-07 

GCOEF 1        20 18           .14916632D-07 -.98369292D-09 

GCOEF 1        20 19          -.29626245D-08  .10959650D-07 

GCOEF 1        20 20           .40445841D-08 -.12346618D-07 

 

 

Lorsque  l’origine du repère coïncide avec le centre de masse de la terre, on a :  

 bcdd J 1 ef bcHd J bcHH J gcHH J 0  
  

 

n   m _̂`a ._`a 
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A-5 Densité, température et composition de l’atmosphère 

La densité de l'atmosphère à l’altitude du satellite est donnée par la figure 

suivante, selon le modèle MSISE-90. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

La température atmosphérique est donnée par le modèle MSISE-90 présentée par 

la figure suivante :  

 

 

 

 

  

Figure A.4 : Variation de la température de l’atmosphère terrestre en fonction                     

de l’altitude et de l’activité solaire (ESA 2000).   

Figure A.3 : Variation de la densité de l’atmosphère terrestre en fonction de 

l’altitude et de l’activité solaire (ESA 2000).   
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Les constituants de l’atmosphère sont principalement H, He, N, N2, O, O2 et Ar 

dont la densité de ces gaz est donnée par la figure suivante, selon le modèle 

MSISE-90. 
 

 

 

Figure A.5 : Variation de la composition de l’atmosphère terrestre en fonction  de l’altitude 

(ESA 2000).  
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A-6 Valeurs numériques 

Les valeurs numériques utilisées dans ce travail sont données par le tableau 

suivant : 

 

 

 

Symbole Valeur Désignation Référence Unités 

h    7.292115 10lm Vitesse de rotation de la terre IAG1999 rd slH 
h    5.670400 10lq Constante de Stefan-Boltzmann CODATA2006 WmlSKlH 

uv    6378136.6 Rayon équatorial de la terre IAG 1999 m 
ux    6.958 10q Rayon du soleil ELP2000 m 

y    0.3 Facteur albédo   
z�    23°26{21{{. 4119 Obliquité de l’écliptique à J2000.0 IAU1976  
|    3.986004418 10H}  Constante gravitationnelle terrestre IAG1999 mTslS 
|~    1.32712442076 10Sd Constante gravitationnelle solaire IAG 1999 mTslS 
|�    4.902799 10Hm Constante gravitationnelle lunaire IERS 1996 mTslS 
�~    149597870651 Distance terre-soleil  ELP2000 m 
�    6.67428 10lHH Constante de gravitation CODATA2006 mTslSkglH 
�    299792458 Vitesse du son CODATA2006 mslH 

��    1366.1 Constante solaire ASTM2000 WmlS 
�    8314.5 Constante des gaz parfaits  kmollHKlH 
�D    250 Température de la terre ASTM2000 K 

������. � 24515545.0 Date julienne  JD 

�� 149597870691 Unité astronomique IERS 1996 m 

Yu~ 4.8481 10l� Milli-arc-seconde  IERS 1996 rd 

 

  

Tableau A-7 : Valeurs numériques. 
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Annexe B 

Annexe relative au chapitre III 

B-1 Matrices de transformation 

 

Les termes ����  en fonction de ����  sont exprimés par : 

���� J �_11� �2 � �_22� �2
���� J �_11� �2 � �_22� �2
���� J ��_22� Q �_11� ���

                                                ��. 1� 

Le passage du repère de la fibre au repère du pli s’effectue grâce à la matrice de 

transformation F�I qui est donnée par : 

F�I J
��
��
��S

�S
000

�S
�S
000

2��Q2���S Q �S00

000��

000Q�� ��
��
 
                                  ��. 2� 

Le vecteur thermo-élastique dans le repère du pli, s’exprime en fonction de la matrice de 

transformation F�HI, et qui est donnée par : 

F�HI J K �S �S 2���S �S Q2��Q�� �� �S Q �SR                                                ��. 3� 
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Annexe C 

Annexe relative au chapitre IV 

C-1 Fonctions de forme hiérarchiques trigonométriques 

La figure suivante donne la représentation des six premières fonctions de forme 

hiérarchiques trigonométriques. 
 
 

Figure C.1 : Les six premières fonctions de forme hiérarchiques trigonométriques.  

x  


