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Résumé

Résumé

L’'objet de cette these est de contribuer au développement de I'application de la méthode
des éléments finis & la modélisation sans remaillage de la fissuration. Elle vise a développer
des outils numériques basés sur les concepts de la mécanique de la rupture afin de mettre au
point un code de simulation numérique des singularités au voisinage des fissures. Un outil
qui doit permettre de surmonter certaines des difficultés liées a la méthode standard des
éléments finis. En conséquence, un ensemble d’applications a été envisagé afin de valider

et d’exploiter le code réalisé.

Mots Clés : Singularité - Fissures - Eléments finis a quart de point double - Eléments

finis étendus (X-FEM)- Courbes de niveau - Mécanique de la rupture.
Abstract

The object of this thesis is to contribute to the development of the application of finite
element method to model cracking without remeshing. It aims at developing numerical tools
based on the concepts of fracture mechanics in order to develop a code of numerical
simulation of the singularities in the vicinities of the cracks. A tool that must make it possible
to surmount some of the difficulties related to the standard finite elements method.

Consequently, tests have been performed to validate and to exploit the realized code.

Key Words: Singularity - Cracks - A double quarter point finite elements - Extended

finite elements (X-FEM) - Level set method - Fracture mechanics.
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Terminologie

Mécanique de la rupture : La mécanique de la rupture a pour objet d'étudier
le comportement mécanique d’un matériau en présence de fissures macroscopiques. Elle vise
a déterminer des criteres de ruine définissant les propriétés de résistance a I'extension
des fissures.

Mécanique linéaire de la rupture : La mécanique linéaire de la rupture, aussi appelée
mécanique de la rupture fragile, s'applique aux matériaux ayant un comportement élastique
obéissant a la loi de Hooke.

Fissuration : La fissuration se manifeste par la séparation irréversible d’'un milieu continu
en deux parties, appelées lévres de la fissure, ce qui introduit une discontinuité au sens
des déplacements.

Critéres de rupture: Formuler un critere de rupture, c'est définir les conditions
permettant de prévoir I'évolution de la fissure existant dans une structure. Il est d'une
importance fondamentale pour I'optimisation des matériaux ainsi que pour la prévision
du comportement dans les conditions réelles d'utilisation.

Facteurs d’intensité des contraintes : Les facteurs d’intensité des contraintes traduisent
la discontinuité des déplacements aux bords des fissures et servent d’appuis a une grande
majorité des critéres d’instabilité.

Facteurs de correction: C'est des facteurs correctifs tenant compte de la géométrie
de la fissure, de la longueur de fissure et des constantes élastiques ainsi que du mode
de sollicitation. En pratique, ils sont déterminés numériquement (éléments finis, collocation)
et ils sont donnés sous forme de polynémes de calibration (ou de correction).

Zone de singularité : Au voisinage immédiat de I'extrémité de la fissure, il a été constaté
gue les contraintes présentent une singularité en r-/2, c’est a dire que lorsque « I » converge
vers « 0 » les contraintes tendent, d’'un point de vue mathématique, vers l'infini.

Plasticité confinée: est le domaine pour lequel la taille de la zone plastique est
négligeable devant la longueur de la fissure. La taille de cette zone peut étre estimée par deux
méthodes: I'approche d'lrwin et celle de Dugdale-Barenblatt. Les deux approches conduisent
a des corrections simples du facteur d'intensité des contraintes.

L’'intégrale de contour J: Il est utilis¢ comme parameétre caractéristique de [I'état
de contrainte au voisinage de I'extrémité d'une fissure dans les matériaux dont
le comportement est non linéaire.

Méthode des éléments finis : L'analyse par la méthode des éléments finis consiste a
discrétiser un milieu continu par subdivision, du systeme a étudier, en éléments finis
de formes simples de maniére a approximer le mieux possible sa géométrie.

Méthode des éléments finis étendus: Cette méthode consiste a enrichir par
des fonctions singuliéres et par une fonction discontinue la base d'une méthode d'éléments
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Terminologie

finis classique définie sur un maillage du domaine non fissuré. Elle permet alors de modéliser
la propagation d'une fissure en utilisant un maillage fixe indépendant de la géométrie
de la fissure.

Fonction de Heaviside : La fonction de saut de Heaviside est une fonction discontinue a
travers la surface de la fissure et elle est constante de chaque c6té de la fissure : +1 d'un coté
et -1 de l'autre.

Méthode des éléments finis dégénérés a simple singularité : Cette technique
consiste a reproduire une singularité d’ordre r-“2 a travers des configurations géométriques
spéciales des éléments finis isoparamétriques quadratiques en rapprochant les nceuds
milieux des c6tés adjacents a la pointe de la fissure au quart de la distance depuis le fond
de la fissure.

Méthode des éléments finis dégénérés a double singularité : Sur la base du principe
des éléments finis & simple singularité, une modification géométrique a été proposee afin
d’obtenir des éléments finis & double singularité. Cette modification consiste a rapprocher, au
guart de la distance, les nceuds intermédiaires des deux cotés opposés.

Méthode des courbes de niveau: La méthode des Level sets (LSM) est un schéma
numeérique développé par Osher et Sethian pour modéliser le mouvement des interfaces. Elle
est basée sur la représentation de la matiére par des courbes de niveau d’une fonction ¢(x, t)
ou t est un parametre décrivant I’évolution spatiale de la frontiere.
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Chapitre | : Analyse mécanique des fissures

Depuis de nombreuses années, la mécanique de la rupture s’est imposée comme un outil

indispensable dans la prévention de ruptures aux conséquences catastrophiques. Elle se
propose de déterminer I'influence des défauts sur le comportement mécanique des matériaux
visant a développer des critéres de ruine. Cette discipline est basée sur des facteurs
d’intensité des contraintes traduisant la discontinuité des déplacements aux bords
des fissures et servant d’appuis a une grande majorité des critéres d’instabilité. En réalité,
les géométries et les chargements des piéces sont souvent complexes de sorte que
la détermination analytique "exacte" des facteurs d’intensité des contraintes est laborieuse.
Les problémes physiques rencontrés conduisent pour la plupart a des systémes d’équations
aux dérivées partielles complexes, avec des conditions aux limites et des conditions initiales
spécifiques. D’ou I'intérét d’avoir recours a des méthodes numériques tels que I'analyse par

la méthode des éléments finis.

La méthode d’analyse par éléments finis a connu au cours de ces derniéres décennies un
développement trés intéressant, et son emploi est généralis€ a des problémes liés a
des domaines complexes et diversifiés. Cependant, bien qu’elle soit utilisée dans la grande
majorité des codes de simulation industriels; elle présente un certain nombre de difficultés
dans la simulation de certains problémes a géométrie trés complexe ou a géométrie évoluant

dans le temps :

- la nécessité d’adapter le maillage a la ligne de fracture ;
- un raffinement drastique du maillage au voisinage du front de la fissure ;

- la nécessité d’opération de remaillage pour suivre la propagation des fissures.

L’'objectif de ce travail est de développer des outils numériques basés sur les concepts
de la mécanique de la rupture afin de mettre au point un code de simulation numérique des
singularités au voisinage des fissures permettant de surmonter certaines des difficultés liées a
la méthode standard des éléments finis. Un outil doit permettre un calcul économique
et adéquat des champs des déformations, en particulier, des facteurs d’intensité
des contraintes, pour différentes geométries et différentes conditions aux limites, qui peuvent
par la suite étre introduits dans les différents critéres de rupture ou lois de propagation

de la fissure. Le plan de cette thése est le suivant :

» Dans le premier chapitre, nous rappellerons le modele physique de la mécanique
linéaire de la rupture. Les concepts de modes de rupture, I'approche locale et globale
de la rupture ainsi que les criteres de rupture et de la croissance d'une fissure seront
introduits. Les champs des déplacements et des contraintes au front des fissures seront
établis, en mettant en évidence le caractere singulier. Par la suite, nous exposerons l'analyse
mécanique d’une fissure et de la singularité qu’elle engendre dans les champs mécaniques, en

insistant sur le domaine de validité des critéres de rupture.
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Chapitre | : Analyse mécanique des fissures

» Le deuxieme chapitre décrit la modélisation par éléments finis des singularités au
voisinage des fissures fixes et mobiles. Deux approches différentes sont exposées :

Q Une approche qui vise, par une modification géométrique des éléments finis
standards, a éviter le probléme de la singularité au voisinage des fissures a I'aide d’éléments
finis dégenérés a simple singularité. Une nouvelle modification géométrique de ces éléments
a permis de mettre en ceuvre un nouveau type d'éléments finis baptisé « éléments finis
dégénérés a double singularité » DQPE. Une idée originale de couplage de la méthode
des éléments finis avec la méthode de courbe de niveau LSM a donné naissance a trois
nouvelles techniques de modélisation de la propagation des fissures sans avoir recours a
des opérations de remaillage (S-FEM, Q-FEM et DQ-FEM).

a Une deuxieme approche dite X-FEM qui permet de modéliser la propagation d'une
fissure en utilisant un maillage fixe indépendant de la géométrie de la fissure. Cette
technique, dont la genese est récente, consiste a enrichir I'espace des fonctions de base
associées au maillage du solide non fissuré par des fonctions de base complémentaires
représentant les discontinuités. Ainsi, et sur la base d’une analyse critique de I'état de I'art, un
schéma d’implantation numérique de cette nouvelle technique est proposé afin d’améliorer

son aptitude a reproduire la singularité exigée par I'analyse élastique.

Le troisieme chapitre retrace une présentation succincte de la conception du code élaboré
«OMEGA». Il passe en revue les éléments clés nécessaires a I'implantation des différentes
approches de modélisation sans remaillage (S-FEM, Q-FEM, DQ-FEM et X-FEM).
La structure et le role des différentes fonctions constituant le code ainsi que les concepts
de programmation associés au développement des différentes approches ont été discutés. En
conséquence, les limites de cet outil, ainsi, que les perspectives de son application ont été

également explorées.

» Dans le quatrieme chapitre, des exemples d’applications ont été testés afin de mettre
en valeur l'aptitude du code réalisé a modéliser fidelement la singularité au voisinage
des fissures et a suivre son évolution en permettant un maillage fixe indépendant
de la géométrie de la fissure. Les différentes opportunités offertes par cet outil ont été
également étudiées. En outre, et sur la base d’'un programme expérimental, une étude a été
envisagée afin d’approcher numériquement la résistance a la fissuration des ciments
renforcés de fibres de cellulose en fonction de la longueur des fibres et de I'état d’humidité du
matériau: I'approximation du matériau élastique, linéaire, isotrope, et homogéne a été choisie
pour I'étude des éprouvettes CT (Compact-Tension).

Enfin, les résultats du présent travail avec leur interprétation, ainsi que les principales

remarques seront présentés avec des conclusions et des recommandations.
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Chapitre | : Analyse mécanique des fissures

Chapitre 1 :
Analyse meécanique des fissures
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Chapitre | : Analyse mécanique des fissures

1. Introduction

Dans l'approche mécanique classique, les structures sont dimensionnées de facon que
les contraintes appliquées restent inférieures a la limité d’élasticité. On utilise en général
un coefficient de sécurité pour prévenir tout risque de rupture fragile. Cette approche est
a deux variables: contraintes appliquées et limité d'élasticité. Elle fait abstraction
de I'existence d’éventuels défauts dans le matériau.

L'approche basée sur la mécanique de la rupture est a trois variables : la contrainte
appliquée, la ténacité qui remplace la limité d’élasticité et une variable additionnelle qui est
la taille du défaut. Cette discipline utilise deux approches différentes: approche statique
et approche énergétique. Ces deux approches sont équivalentes dans certaines conditions.

Le schéma de la figure 1.1 compare I'approche classique basée sur la limite d’élasticité
du matériau a I'approche utilisant le concept de ténacité issu de la mécanique de la rupture.

Contrainte « , Limite
appliquée d’élasticité
a) Approche classique

Contrainte
appliquée

Taille du
défaut

,\o
e/

b) Approche MLR

Figure 1.1 : Comparaison entre deux approches différentes : classique et MLR

2. ElIéments de la mécanique de la rupture
2.1. Objet de la mécanique de la rupture

La mécanique de la rupture a pour objet d’étudier le comportement mécanique d’'un
matériau en présence de fissures macroscopiques. Elle vise a déterminer des criteres
de rupture définissant les propriétés de résistance a I'extension des fissures.

La mécanique de la rupture a été largement étudiée dans la bibliographie. Les références
[01-03] sont des exemples d’ouvrages généraux qui passent en revue des analyses plus
complétes et plus détaillées.

2.2. Apercu historique

La mécanique de la rupture a été introduite en tant que science par Griffith [04].
Les premiers développements théoriques d’analyse des champs de contraintes
et de déformations au voisinage d’une fissure en élasticité ont été entrepris par Westergaard
[05]. Des études, menées notamment par Sneddon [06] et Irwin [07], ont permis de définir
les facteurs d’intensité de contraintes, caractérisant I'état de sollicitation de la région dans
laquelle la rupture se produit.
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Entre 1960 et 1980, la mécanique de la rupture connait un grand succes scientifique, avec
I'apparition de la mécanique non linéaire de la rupture qui a permis de mieux prendre en
compte le comportement plastique des matériaux. Par la suite, le développement de cette
discipline s’étend aux problémes non linéaires matériellement et géométriguement, aux
propagations des fissures sous sollicitations dynamiques, a la rupture dans les matériaux
multicouches, et aux techniques numériques de résolution.

2. 3. Mécanique linéaire, Non linéaire de la rupture

La mécanique linéaire de la rupture, aussi appelée mécanique de la rupture fragile,
s'applique aux matériaux ayant un comportement élastique obéissant a la loi de Hooke.
Méme si des corrections liées a la présence d’'une zone plastifiée ont été proposées, ses
analyses ne sont valables que pour des structures dont le comportement est globalement
élastique. Elle définit plusieurs concepts qui sont utilisés pour caractériser la ténacité du
matériau lorsque la zone plastique est faible par rapport a la taille de la fissure. Dans le cas
contraire, la mécanique élasto-plastique permet une extension de la théorie précédente en
utilisant comme parametres: L'intégral de conteur J, I'analyse par la courbe R et I'étude de
I'ouverture de la fissure CTOD (Crack-Tip-Opening-Displacement).

2.4. Modes de rupture

La fissuration se manifeste par la séparation irréversible d’'un milieu continu en deux
parties, appelées lévres de la fissure, ce qui introduit une discontinuité au sens
des déplacements. Sous I'effet d’'une sollicitation externe, les levres de la fissure se déplacent
I'une par rapport a I'autre. Ce déplacement relatif peut se faire selon trois modes (Figure 1.2) :

Made IIT

Figure 1.2 : Modes de rupture

Mode | (Mode d’ouverture): Les deux levres de la fissure se déplacent I'une par rapport
a l'autre perpendiculairement a leur plan.

KIZGy!jIT(}\/Zﬂ,’ r (1.0)

Mode Il (Mode de cisaillement plan): Les deux levres de la fissure se déplacent dans
le plan de celle-ci et dans une direction perpendiculaire au fond de fissure.

KII:Txy!irTg\/ZE r (|2)
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Mode 111 (Mode de cisaillement anti-plan): Les deux lévres de la fissure se déplacent
dans le méme plan mais suivant une direction parallele au fond de fissure.

Kin=1: |riI‘T(1)\/2ﬂ' r (1.3)

Note 1.1: A une échelle microscopique, la fissure se propage toujours en mode mixte qui
est la combinaison des deux ou trois modes principaux, mais a I'échelle macroscopique, on
revient a un mode principal.

2.5. Critéres de rupture

Formuler un critére de rupture, c'est définir les conditions permettant de prévoir
I'évolution de la fissure existant dans une structure. Il est d'une importance fondamentale
pour l'optimisation des matériaux ainsi que pour la prévision du comportement dans
les conditions réelles d'utilisation.

Le nombre de critéres de rupture est trés important, les résultats obtenus sont aussi
variés que nombreux, mais la plus part de ces critéres repose sur les facteurs d'intensité
des contraintes. La connaissance de ces facteurs est fondamentale puisqu'ils peuvent étre
induits dans les différents critéres d'instabilité.

2 .6. Champs mécaniques au voisinage de la fissure

D’un point de vue mécanique, on peut distinguer dans un milieu fissuré (Figure 1.3) trois
zones successives [08]:

1)- Zone d’élaboration : cette zone se trouve a la pointe de la fissure, sa taille est en
général tres faible.

2)- Zone singuliere: dans cette zone, les composantes du champ de contraintes présente

une singularité r*? en milieu élastique linéaire.

3)- Zone externe: cette zone se raccorde d’'une part, a la zone singuliére, et d’autre part
aux conditions aux limites.

Figure 1.3 : Zones délimitant la fissure

3. Approches mécaniques
En mécanique de rupture, deux approches différentes sont possibles:

a)- Une approche locale (ou statique) qui analyse les champs de contraintes
et de déformations au voisinage du front de fissure.

b)- Une approche globale (ou énergétique) qui établit une étude du comportement global
de structure fissurée sur le plan énergétique.
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Note 1.2 : Plus récemment, de nouvelles approches tentent de relier le comportement
local a I'échelle microscopique au comportement global lors de la rupture d’'un matériau e.g.
[09]. Ces approches micro-macro deviennent parfois nécessaires lorsqu’on atteint les limites
d’utilisation des autres approches classiques.

3.1. Approche locale

Dans l'approche basée sur le concept des facteurs d'intensité des contraintes
de la mécanique linaire de rupture, la rupture se produit lorsque le facteur d'intensité
des contraintes K atteint la valeur critique K¢ qui correspond a la ténacité du matériau. Dans
cette approche, le facteur K est la force motrice dans un matériau dont la résistance
a la rupture est caractérisée par la ténacité Kc.

3 .2. Approche globale

L'approche énergétique est basée sur le postulat suivant : I'extension d’une fissure qui
conduit a la rupture se produit lorsque I'énergie fournie est suffisante pour vaincre
la résistance du matériau. Cette résistance se compose de I'énergie de création de surface,
de I'énergie de plastification de I'extrémité de la fissure, et éventuellement d’autres types
d’énergies dissipatives associées a la propagation d’une fissure.

Griffith [04] fut le premier a aborder le probleme de la rupture en termes énergétiques en
supposant que la création de surfaces est un phénoméne consommateur d’énergie. Il s’ensuit
gue l'instabilité de fissure se produit lorsque I'énergie emmagasinée dépassera l'énergie
nécessaire pour la création de nouvelles surfaces.

Physiquement, pour que la fissure se propage, il faut fournir au matériau une énergie. Il'y
a propagation de fissure lorsque :

G2 2xk (1.4)
avec :
G : L’énergie unitaire de propagation ou taux de restitution d’énergie
¥% . L’énergie dissipée pour la création de nouvelles surfaces libres.

La propagation catastrophique de la fissure est caractérisée par une valeur critique
de I'énergie unitaire de propagation Gc.

Finalement, les critéres de rupture se traduisent par les expressions suivantes:
-allamorcage G=Gc, Gc =R=2 % (1.5)
- lors de la propagation G >R (1.6)

R représente I'énergie de propagation de la fissure, c'est aussi une résistance a
la propagation.

Pour le cas ou G > R, une partie de I'énergie disponible servirait d’énergie de séparation,
I'excés d’énergie se transforme en énergie cinétique et la propagation de la fissure peut
devenir instable. Dans le cas contraire, si a tout moment G = R, on assiste a une propagation
stable de la fissure et la rupture est dite contrélée.
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3.3. Facteurs d'intensité des contraintes

Introduits par Irwin [07], les facteurs d’intensité de contraintes correspondent a
des cinématiques particuliéres du mouvement des fissures. La forme générale du champ
des contraintes au voisinage de I'extrémité d’une fissure dans un matériau de comportement
élastique - linéaire est de la forme :

mj:\/z_f“ +Zamr g (|7)

Les coordonnées (r,0) sont repérées par rapport a I'extrémité de la fissure (Figure 1.4).
Les fonctions adimensionnelles fij et gij dépendent du mode de sollicitation, et gij de I'état
de contrainte et de la géométrie du corps fissuré.

Au voisinage immédiat de I'extrémité de la fissure, on constate que les contraintes
présentent une singularité en r2, c'est a dire que lorsque « r» converge vers « Q0 »
les contraintes tendent, d’'un point de vue mathématique, vers I'infini. Les autres termes
d’ordre plus élevé sont alors négligeables.

La zone la plus critique est donc le voisinage immédiat de I'extrémité de la fissure et on ne
considere alors que les termes r%2 autrement dit que les champs de contraintes
asymptotiques qui sont donc de la forme :

oij= \/ZKn'Lr i (6) (1.8)

Kk est le facteur d’'intensité des contraintes en mode k, avec k=1, Il ou Ill. La fonction
fii(@) donne la répartition angulaire ; son expression en contraintes et déformations planes
est exposée dans plusieurs ouvrages de mécanique de la rupture.

Figure 1.4: Etat de contraintes au voisinage de la fissure

En mode I:

u(r,@)= *Z'\/;cosg (1 20V +sin g) (1.9)
v(r,9):%\/%sin%(2—20—c032%) (1.10)
w(r,0)=0 (1.12)
ox(r,0)= \/_cosg (1—sin%sin379) (1.12)
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ow(r.0)= F cos? (1+sm g sin 329 ) (1.13)
Oz (r,9 ) =0 (O'xx+ O'yy) (l 14)
wy(r,0)= \/_ c039 sind 003379 (1.15)
Txz (r,9 ) =1Tyz (r,9 ) =0 (| 16)
En mode II:
u(r,@)= '2'1/2 SII‘]%(Z 20+c0322 ) (1.17)
v(r,@)= Z" ‘/2 cosg( 1+ Zu+sng ) (1.18)
w(r,0)=0 (1.19)
mx(r,e):—%sin%(z +cos% 003379 ) (1.20)
oy (r,0)= \/KLsmg cos? 003379 (1.21)
Oz (r,9 ) =0 (O'xx+O'yy) (l 22)
wy(r,0)= \/KL cos? (1—sin%sin379) (1.23)
Txz (r,@ ) =1y (r,9 ) =0 (| .24)
En mode Il1:
u(r,@)=v(r,0)=0 (1.25)
—Ku |2r 0
w(r,0)= R sin-5 (1.26)
Oxx (r,@ ) = O'yy(r,e ) =Ou (r,@ ) = Txy(r,e ) =0 (| .27)
%z (1,0 =——Kun_ g0 1.28
e (r,0) \/271'_r 2 ( )
(r0)=——Ku_cos@ 1.29
Ty ( ) \/277:—" 2 ( )
- E
Avec: u= 2(1+v)

Note 1.3: Les facteurs d’intensité des contraintes caractérisent la force de la singularité
du champ des contraintes a I'extrémité de la fissure [10]. Dans certains cas, il est nécessaire
de tenir compte également des premiers termes non singuliers e.g. [11].
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Note 1.4: Lorsque la structure fissurée est sollicitée dans les trois modes simultanément,
le principe de superposition est appliqué en élasticité linéaire.

i T80 — G 4 i) 4 11D (1.30)

En terme de coordonnées polaires, et sous chargement mode mixte, I'expression
des contraintes circonférencelles et de cisaillement est de forme :

Ko {3c0s(6/2)+ cos(36/2) }+ Ko {-3sin (6/2)-3sin 3¢/2)}  (1:31)

2rr 4

K1 (sin (6/2) +sin (30/2) }+ K 1 {cos (0/2)+ 3c0s(36/2) 132

Tr N2 r

3
I
s‘

3.4. Polynéme de calibration

Dans le cas particulier d’'une plaque infinie (Figure 1.5), on montre que :
Ki=ow+/m a (1.33)
Ki=mA/m a (1.34)

Ces relations s’écrivent pour un milieu fini de la maniére suivante :

Ki =Y (a/w)a\/ﬁ (1.35)
K =Y||(a/W)T Jra (1.36)

Figure 1.5: Fissure de longueur 2a dans une plaque infinie

Yi(a/w) et Yiu(a/w) des facteurs correctifs tenant compte de la géométrie de la fissure,
de la longueur de fissure et des constantes élastiques ainsi que du mode de sollicitation. En
pratique, Yi(a/w) et Yu(a/w) sont déterminés numériqguement (éléments finis, collocation)
et ils sont donnés sous forme de polynédmes de calibration (ou de correction).

Les polynémes de calibration normalisés sont tels que:

Y (arw)=—HKi— (1.37)

L«’ﬂ,’ a

Bw
avec :
K, : facteur d’intensité des contraintes en mode |
F : charge appliquée

w : largeur de I'éprouvette
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B : épaisseur de I'éprouvette
a : longueur d’entaille

Il existe une approche qui consiste a supposer que toute situation peut se ramener au
probléme moyennant cing termes correctifs, c'est-a-dire que le facteur d’intensité
de contraintes peut s’écrire sous la forme :

Ki=Y1.Y2YsYaYs. o+ a (1.38)

avec:
Y, est un facteur tenant compte de la surface libre a I'origine de la fissure.

Y. tient compte de I'existence d’une surface libre vers laquelle se dirige la fissure.
Y3 considére la forme réelle de la fissure.

Y4 tient compte du gradient de contrainte.

Ys est introduit pour tenir compte de la taille de la zone plastique.

Les expressions analytiques des polyndmes de calibration de certaines éprouvettes
entaillées d’'un matériau isotrope sont données par :

a )- Eprouvette DEN (Double-Edge-Notched)

1

Y(%)z[l+0.122cos4(75v%)] i‘gtg 727\,% ]2 (1.39)

b )- Eprouvette SEN (Single-Edge -Notched)

B 3
1 0.752+2022+0.37 (1—sm za )
W W

ay. (Zw ;ra)z 2
Y(W) nathW 057 (1.40)
2w
¢ )- Eprouvette CN (Central-Notched)
: (&) +o0s(2)][oos 72|
Y(W)z[l—O.OZS W +0.06 W } cos 5 (1.41)

4. Limitesde laM.L.R

L’'analyse élastique des contraintes et des déplacements montre qu’au voisinage du front
de fissure, la contrainte croit infiniment. Or d’apres les théories de la plasticité elle ne peut
pas étre supérieure a trois fois la limite d’élasticité. Il apparait donc une zone plastique en
avant de fissure.

Deux cas de plasticité sont possibles :

- Plasticité confinée: est le domaine pour lequel la taille de la zone plastique est
négligeable devant la longueur de la fissure. La taille de cette zone peut étre estimée par deux
méthodes: I'approche d'lrwin [12] et celle de Dugdale-Barenblatt [13]. Les deux approches
conduisent a des corrections simples du facteur d'intensité des contraintes.
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- Plasticité étendue : est le domaine pour lequel la taille de la zone plastique n’est plus
négligeable devant la longueur de la fissure. Plus loin de I'extrémité de la fissure (zone de
champs semi-lointains), la distribution des contraintes et des déformations peut étre
approchée par la solution asymptotique proposée par Hutchinson [14] et Rice et Rosengren
[15].

4.1. Approche d'lrwin

Irwin [12] propose une correction pour tenir compte de cette zone plastique. Il suppose
gue I'on peut remplacer la fissure de longueur « a » avec la zone plastique par une fissure
fictive de longueur « a+ rg » avec (re << a) (Figure 1.6).

o, o ..
E j\\\g_ Répartition
N élastique
Og N \‘/ Répartition
NN €lasto plastique
~
e e
e .
e >
o
s

Figure 1.6: Répartition des contraintes élastiques et élasto-plastiques
En contraintes planes :

m:% (1.42)

En état de déformations planes, la triaxialité des contraintes augmente la limite

de proportionnalité par un facteur \/§ de sorte que le rayon de la zone plastique devient :

m:% (1.43)

avec:
ot : Limite de I'élasticité

Ainsi dans le cas d’'une fissure traversant une plaque infinie chargée en mode I, le facteur
d'intensité des contraintes, apres correction, devient:

1
22
Keff:O'“’\/ﬂ,'ia+rEi:O'°°\/7Ta 1+%(0—] (1.44)

O

Donc, la validité du critére de rupture se trouve limitée par :
- I'existence de la zone plastique a la pointe de la fissure ;

- I'effet tridimensionnel des éprouvettes.
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4.2. Approche de Dugdale-Barenblatt

Dugdale [13] considére la zone plastique de longueur p comme une zone ou s’exerce, sur
les levres d’une fissure fictive, une pression P égale a la limite d'élasticité o du matériau
(Figure 1.7).

2a+2p

Figure 1.7 : Modéle de Dugdale - Barenblatt

Cette pression engendre un coefficient de contrainte qui s’ajoute a celui du champ
de contrainte a l'infini :

_ Ki i
p—%( j (1.45)

O

Le modéle de Dugdale-Barenblatt conduit, aprés correction de zone plastique, a un
facteur d’intensité des contraintes effectif donné par :

o* A a

K= —0 79 (1.46)
COoS ror
ZUE

4.3. Formes de la zone plastique

Les modeles précédents donnent des estimations de taille de zone plastique r, a 6 = 0,
c'est adire rp(6=0). Pour avoir ry(6) lorsqu’on fait varier I'angle, il faut appliquer un critére
de plasticité. Les deux critéres les plus utilisés pour le calcul sont ceux de Von Mises
et de Tresca. Ces deux critéres s'écrivent dans I'espace des contraintes principales :

Von Mises : (on—oz)z+ (02—03)2+ (03—0'1)2: 20¢ (1.47)

Tresca : Max (m—aj)zaE (1.48)
4.4, Critéres de validité de la ténacité

La mécanique linéaire de la rupture est d’autant plus applicable que la zone plastifiée est
petite, ce qui impose aux pieces d’'avoir des dimensions trés supérieures a la taille de cette
zone. La détermination de Kc exige certaines conditions sur la géométrie de I'éprouvette afin
de respecter la théorie d’élasticité en déformation plane. Le facteur d’'intensité de contrainte
demeure indépendant de la longueur de la fissure et de I'épaisseur de I'éprouvette si
les conditions suivantes sont respectées :

(a, w g )> 25 (% )2 (1.49)

ou a, w et B sont respectivement la longueur de fissure, I'épaisseur et la largeur
de I'éprouvette, et o la limité d’élasticité du matériau.
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Lorsque I'épaisseur augmente (Figure 1.8), on observe une transition d'un état
de contrainte vers un état de déformations planes, le facteur d'intensité des contraintes
critique diminue et n’évolue plus au-dela d'une certaine épaisseur : c'est cette valeur
minimale stabilisée du K,c qui définit la ténacité du matériau.

A
Ki Contraintes planes

Déformations planes

I

K Fo--o- {omimimimee oD

v

Epaisseur

Figure 1.8: Variations caractéristiques de la ténacité Kic

4.5. Equivalence entre K c et Gic

Pour un matériau isotrope, G et K sont lies par:

) 2

en contrainte plane G= E (1.50)
] . Kiz(1l-v 2)
en déformation plane G =—F (1.51)
Dans le cas de la présence simultanée des trois modes de sollicitations I, Il et Ill,
I'expression du taux de restitution d’énergie est de la forme suivante :
G:(l—uz)(K|2+Ku2)+(1+U)K|l|2 (1.52)

E

Ou Kj et Ky sont respectivement les facteurs d’intensité des contraintes en mode
de cisaillement plan et anti-plan.

5. Parameétres élasto-plastique
5.1. Intégrales de contour

La singularité du champ des contraintes au voisinage de la pointe d’une fissure peut
également étre étudiée grace a certaines intégrales de contour déduite de la loi
de conservation de I'énergie [16]. Ces intégrales ont la particularité d’étre équivalentes au
taux de restitution d'énergie, et d’étre indépendantes du contour d’intégration choisi. Parmi
les plus connues, on peut citer I'intégrale J de Rice [15], I'intégrale duale | de Bui [17],
I'intégrale hybride s'appuyant sur le super-élément de Tong et Pian [08] ou encore les
intégrales T et A proposées par Bui et Proix [18] et mises en oeuvre et étudiées par Zhang
[08].
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L'intégrale de contour J utilisée comme parametre caractéristique de I'état de contrainte
au voisinage de I'extrémité d’une fissure dans les matériaux dont le comportement est non
linéaire, a connu un grand succes. Rice [15], qui proposa ce parameétre, assimile
le comportement élasto-plastique a un comportement élastique non linéaire. En appliquant
la théorie de la déformation pour analyser un solide fissuré, Il a démontré que le taux
de restitution d’énergie non linéaire noté J, peut étre déterminé a partir d’'une intégrale
de contour indépendante du contour d’intégration.

Le parameétre J est défini a partir de I'intégrale de contour suivante :
_ _T U
J —jr(Wdy T S5 ds (1.53)

Ou I est un contour d’intégration entourant I'extrémité de la fissure, ds I'élément de
longueur sur I, Tjet u; les composantes du vecteur contrainte et du vecteur déplacement en
un point de I'". La densité d’énergie de déformation W est définie quant a elle par :

W :j aii dei (1.54)

Ou gjj et &; sont les composantes des tenseurs de contraintes et de déformations au point
courant sur le contour I

Cette intégrale présente de nombreuses caractéristiques intéressantes [19]:

- D'une part, cette intégrale est indépendante du choix du contour d'intégration I". En
effet, en prenant deux contours d'intégration distincts, on montre que la différence des
expressions de J correspondantes est nulle.

- Rice a montré que J est égale au travail d'ouverture des lévres lors d'une extension
de fissure.

- De méme, J est égale a la variation d'énergie potentielle © lors de I'extension
de fissure.

- J quantifie l'intensité des champs de contraintes et de déformations en pointe
de fissure.

- Sous hypothése de chargement proportionnel (dans ce cas, le comportement d'un
matériau élasto-plastique peut étre assimilé a celui d'un matériau élastique non-linéaire), J
permet I'extension de la théorie de Griffith aux matériaux élasto-plastiques .

- J peut s'exprimer également, lors d'un essai de déchirure sur éprouvette, a partir
de l'aire sous la courbe expérimentale force-déplacement. En effet, cette aire correspond a
I'énergie regue par I'éprouvette.

L'ensemble des ces propriétés, numériques et analytiques, explique le statut de quasi-
monopole dont dispose l'intégrale J pour la définition de critéres d'amorcage et de
propagation en mécanique de la rupture non-linéaire.

Note 1.5: Pour un matériau élastique non linéaire, la définition de J est équivalente a
celle du taux de restitution d'énergie G, défini par Griffith, correspondant a la variation
d'énergie élastique liée a une extension de fissure.
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5.2. Crack Tip Opening Displacement (CTOD)

En élastoplasticité, la pointe de la fissure s'émousse et certains auteurs [20] ont proposé
d’utiliser I'ouverture de fissure comme parameétre de mécanique de la rupture. Le CTOD, ou
écartement de fissure 6, a ainsi été défini a partir des déplacements de la pointe de fissure,
mesurés a I'intersection de la frontiére de la zone plastique avec les lévres de la fissure.

Il est ensuite possible de relier le CTOD au taux de restitution d'énergie, ou encore a
I'intégrale J en utilisant la solution asymptotique HRR [21]:

5 =0n (Uo,n)% (1.55)

Ou dn est un coefficient de proportionnalité sans dimension, et qui dépend fortement
du coefficient d’écrouissage n, et peu de la limite d’élasticité oco.

6. Zones de dominance des différents parametres

Le solide fissuré est subdivisé en plusieurs zones de dominance, et on peut alors étre
confronté a plusieurs situations [22] :

En élasticité linéaire, les zones | et Il n'existent pas, et on peut déterminer la rupture
uniquement a l'aide de K. Le paramétre G peut également étre utilisé, et s'avere trés précis
lorsqu’il est calculé par des méthodes d’intégrales surfaciques. De plus, la fissure reste aigué.

En plasticité confinée, la fissure subit un léger émoussement, la zone | apparait, mais
reste de petite taille (= 2 CTOD). Il apparait une zone de plasticité ( zone Il ) dominée par
le paramétre J. La zone 111 reste valide. On peut continuer a utiliser K & I'aide des facteurs
d’intensité des contraintes équivalents, et des méthodes élastiques équivalentes [23] (Irwin,
Dugdale-Barenblatt).

En plasticité étendue, la fissure s’émousse encore. La zone de dominance de K disparait,
et les zones | et 1l s’agrandissent. Les méthodes élastiques équivalentes ne sont plus valables,
et la méthode élasto-plastique incrémentale est nécessaire pour le calcul des parametres G
ou J. Lorsque la plasticité s'étend encore, la rupture ne peut plus étre caractérisée a l'aide
d’un seul paramétre, et on rentre dans la zone de dominance de J.

Enfin, il peut arriver que la zone de grande déformation recouvre toutes les autres. 1l n’est
alors plus possible d'utiliser les différents parameétres J ou K pour caractériser la rupture.

7. Propagation des fissures
7.1. Critéres de stabilité
Il existe deux types de propagation [24]:

e La propagation stable : aprés son amorcage, la fissure s’arréte, nécessitant plus
d’énergie pour reprendre sa propagation. Ce mode de propagation n'est a priori pas
dangereux.

« La propagation instable : apres son amorcage, la fissure poursuit sa progression en
I'absence de toute modification des parameétres de la sollicitation. Cette instabilité conduit
alors a la ruine de la structure. L’analyse de la stablilité de propagation est fondée sur le bilan
énergitique :
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I =Wext+We + Wa (|56)

<

ou
I est I'énergie interne du systéeme

Wey: représente le travail des forces extérieures

We. est I'énergie de déformation

W4y est I'énergie dissipée lors d’'une extension de fissure

Alors, pour une fissure de longueur a donnée, et un incrément de propagation da,
la propagation sera

2

W(a)<0 (1.57)

Stable si

2|
Instable si W(a)>0 (1.58)
Pour étudier la stabilité d’'une propagation de fissures, plusieurs méthodes ont été
proposées. Parmi ces méthodes, la notion de courbe de résistance revient souvent.

7.2. Criteres de bifurcation

Afin de prédire la direction de propagation des fissures trois critéres courants sont
possibles :

- Critére de la contrainte normale maximale : ce critere postule que la propagation prend
place dans une des deux directions principales du tenseur du champ de contrainte en front
de fissure, qui est celle ou la traction est maximale [25].

- Critére du taux de restitution d’énergie maximal : ce critére postule que la propagation
prend place dans la direction qui est telle que la restitution d’énergie pour un incrément
de fissure est maximale [26].

- Critere de la densité dénergie de déformation minimale: ce critére postule que
la propagation prend place dans la direction ou I'énergie de déformation est la plus faible
[27].

Note 1.6: Plusieurs études comparatives ont été effectuées sur ces différents critéres
[28,29]. Elles montrent une bonne corrélation au niveau de l'angle de déviation
et du chargement critique.

Dans cette thése, nous utilisons le premier critére. Il est prouvé que la direction prédite
par ce critére est la méme que pour le critére du taux de restitution d’énergie maximal dans
le cadre des problemes de mécanique de la rupture élastique linéaire.

La contrainte circonférencelle dans la direction de la propagation de fissure est une
contrainte principale. Par conséquent, I'angle critique 6. définissant la direction radiale
de la propagation peut étre déterminée en placant la contrainte de cisaillement dans
I'’équation (1.32) égale a zéro. Aprés quelques manipulations, on obtient I'expression
suivante:
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2rr 2

Ceci méne a I'équation définissant I'angle de la propagation de fissure 6 :

Ki sin (6)+ Kn (3cos(6:)-1)=0
La résolution de cette équation donne :
O:=2 arctan % (KI/KII + (KI/KII )2+ 8)

8. Formulation

8.1. Equations gouvernantes

1L cos (%)[% Kisin(6)+ < Kn(3cos (0)-1 )J: 0

(1.59)

(1.60)

(1.61)

Nous considérons la déformation statique d'un corps élastique linéaire, homogene
et isotrope qui subit des petites déformations et des petits déplacements. Il occupe un
domaine Q limité par la frontiére I'. Il est soumis aux forces volumiques b dans Q, aux
tractions de surface t sur I3 et le déplacement u est imposé sur I, (avec I N Ty = &
et [ Iy=1T). Les grandeurs a déterminer pour résoudre ce type de probleme sont le champ
vectoriel de déplacement u, le champ tensoriel symétrique de déformation de Green-

Lagrange ¢ et le champ tensoriel symétrique de contrainte de Cauchy o .

Si on introduit une discontinuité géométrique I (Figure 1.9), les équations d’équilibre

et les conditions aux limites seront :

V.o +b =0 sur Q (1.62)
on=t  surI: (1.63)
on=0 sur Ter (1.64)
on=0 sur I'e (1.65)

Figure 1.9 : Corps avec frontiére interne soumise aux charges
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Dans notre travail, nous considérons de petites déformations. Les relations de
compatibilité sont de forme :

e=¢(U)=Vsu (1.66)
Vs :estla part symétrique de tenseur gradient, les conditions aux limites sont :

u=u surTIvu (1.67)
la relation constitutive est donnée par la loi de Hooke :

oc=Ce¢ (1.68)
Ou C est le tenseur de Hooke.

8.2. Forme faible

L'espace des champs admissibles de déplacement est défini par :
U={veV: v=U surTu vdiscontinusur I} (1.69)

Ou l'espace V est lié a la régularité de la solution. Les détails sur le domaine contenant
une frontiére interne peut étre trouvé dans les références [30,31]. On note que l'espace V
tient compte des fonctions discontinues a travers la ligne de la fissure. L'espace de la fonction
d'essai est défini comme:

Uo={veV:v=0 surl vdiscontinusurT.} (1.70)
La forme faible des équations d'équilibre est donnée par:

IQGZE(V)dQZIQB.V dQ+J.rt tvdlT Vvelo (1.72)

Le probléme est de trouver ueU tels que:

IQ E(U)ZCZE(V)dQZIQB.v dQ+J.rt tvdlT Vvelo (1.72)

9. Conclusion

Ce premier chapitre passe en revue I'analyse des fissures d’un point de vue mécanique.
Les concepts de base du modele physique de la mécanique de la rupture ainsi que les criteres
d’amorcage et d’accroissement des fissures ont été exposés. L’analyse des champs
des déformations et des contraintes au voisinage des fissures a fait I'objet d’'une étude
détaillée, en mettant en évidence les paramétres déterminants et leurs domaines de validité.
Cette analyse a permis d’orienter I'étude vers une modélisation plus réaliste des singularités
au voisinage des fissures fixes et mobiles.

Les problémes résolus dans cette thése sont des probléemes de propagation de fissures
sous chargement quasi-statique dans un milieu en état de contrainte plane ou de déformation
plane, de comportement élastique homogene et isotrope et sous I'hnypothése des petites
perturbations.
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1. Introduction

L'analyse de la nocivité des fissures repose pour une grande part sur la comparaison
précise des grandeurs caractéristiques atteintes dans une configuration donnée de géométrie
et de chargement aux valeurs caractéristiques correspondantes du matériau. Ce type
de comparaison est en particulier mis en oeuvre de fagcon répétitive pour la simulation pas a
pas de la propagation d’une fissure sous une histoire de chargement donnée.

Pour des solides fissurés infinis ou de forme extérieure simple, il existe de nombreuses
solutions analytiques ou semi-analytiques e.g. [32]. Cependant, en réalité, les géométries
et les chargements des piéces sont souvent complexes de sorte que la détermination
analytiqgue "exacte" des grandeurs caractéristiques est laborieuse. D’ou l'intérét d’avoir
recours a des méthodes numériques tels que I'analyse par la méthode des éléments finis.
Cette méthode, qui a donné de trés nombreux résultats dans les problemes de la mécanique
des milieux continus, s’adapte bien aux problemes de rupture. Cependant, l'utilisation
des éléments finis standards, aux voisinages des fissures, rencontre quelques difficultés
d’application a cause du caractere singulier du champ de déformations.

En effet, pour modéliser les fissures par la méthode des éléments finis standards, il est
nécessaire de conformer la fissure a la ligne ou a la surface de la discontinuité. Ceci devient
une difficulté importante pour le traitement des problémes mobiles ou la maille doit étre
réactualisée a chaque étape. La re-projection de la solution est une opération qui, non
seulement peut étre colteuse, mais qui peut aussi avoir un impact facheux sur la qualité
des résultats. Pendant ces derniéres décennies, plusieurs approches ont été proposées afin
de modéliser les problémes de propagation des fissures : méthode des éléments finis a quart
de point [33,34], méthode des éléments finis enrichis [35,36], méthode de collocation
de frontiere [37], méthode d'équation intégrale [38], méthode de force de corps [39],
méthode d'éléments de frontiére [40], méthode de dislocation [41-43] et les méthodes sans
maillage, en particulier la méthode Element free Galerkin [44-46].

Récemment, de nouvelles techniques de modélisation sans re-maillage de la propagation
des fissures ont été développées. Celles-ci incluent I'incorporation d'un mode discontinu sur
un élément de niveau [47], la technique de la maille mobile [48], et la technique
d'enrichissement des éléments finis basée sur la partition d’unité [49].

2. Présentation de la méthode des éléments finis

Puisque la méthode des éléments finis a été utilisée dans cette étude, une exposition
succincte de la méthode est donnée dans ce chapitre en se limitant toutefois aux éléments
utilisés pour établir le modeéle.

2.1. Principe de la méthode standard des éléments finis

L'analyse par la méthode des éléments finis consiste a discrétiser un milieu continu par
subdivision, du systeme a étudier, en éléments finis de formes simples de maniére a
approximer le mieux possible sa géométrie [51-53].

Le calcul par la méthode des éléments finis donne, pour une structure discrétisée dans
le plan (x,y), les déplacements uy et uy de chacun des nceuds introduits dans la structure ainsi
gue les contraintes et les déformations aux points de Gauss.
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2.2. Principales étapes d’analyse

Les principales étapes d’analyse par la méthode standard des éléments finis sont :
1. Discrétisation du milieu continu et sélection d’une approximation nodale.

2. Evaluation de la matrice de rigidité et du vecteur force élémentaires [K] et { f }.
3. Assemblage de la matrice de rigidité et du vecteur force globaux [ K] et { F }.

4. Introduction des conditions aux limites.

5. Résolution du systéeme d’équations [K { U }={F }.

6. Post-traitement.

2.3. Formulation des éléments finis quadratiques

La géométrie d'un élément isoparamétrique plan (Figure I1.1) est transformée en un

élément de référence carré dans le plan (& n), a travers les équations suivantes :

X:i Ni(&n) xi (1.1)
FZ Ni(&n)yi (11.2)
4 7 3
@
8 6
y
@
X 1 5 2

Figure 1.1 : Géométrie de I'élément fini classique quadratique

Les déplacements sont interpolés par :

U= Zi: Ni(f,n)Ui (11.3)
v= Z Ni(En)vi (11.4)

Ni sont les fonctions de forme .

Le vecteur de déformation est donné par:
te}=[B] (11.5)

avec

Thése de Doctorat Y.Abdelaziz — Université de Tlemcen 23



Chapitre Il : Modélisation numérique des singularités

(11.6)

ONi ONi
OX 0g

P

(11.7)
ONi Ni
oy n

Tel que [J] c’est la matrice jacobienne, elle a pour expression:

o O
0& 0&

(11.8)
ox
on on

b)-

Les contraintes sont liées aux déformations par la loi de Hooke :

{o}=[Dl{e}=[D][B]{u} (11.9)

[D] est la matrice des propriétés des matériaux. Pour le cas d’'un matériau isotrope, cette
matrice est donnée par :

- En contraintes planes

1 v 0 |
[D]= 1_'502 v 1.0 (11.10)
L-v)
_0 0 2

l1-v v 0 |
[D]= = v l-v 0 (11.12)
@+v)1-20)
0 0 (1-2v)
L 2
La matrice de rigidité est donnée par:
k=[]’ [B]" [D][B]3|dz dn (11.12)

3. Techniques de discrétisation de la fissure

En ce qui concerne les techniques de discrétisation de la fissure, plusieurs voies sont
possibles :

Thése de Doctorat Y.Abdelaziz — Université de Tlemcen

24



Chapitre Il : Modélisation numérique des singularités

3.1. Discrétisation a I'aide d’éléments finis classiques

Cette technique consiste a étudier la structure fissurée en utilisant les éléments finis
classiques dont la formulation est suffisamment exposée dans la littérature. La figure 11.2
illustre un exemple de maillage d’'une demi-éprouvette CT (Compact Tension) a l'aide
des éléments finis classiques [53].

Figure 11.2 : Maillage classique de la demi- éprouvette CT
3.2. Discrétisation a I'aide d’éléments finis enrichis

Dans cette technique et pour représenter analytiquement la singularité, la structure
fissurée est modélisée a l'aide d'éléments finis enrichis par l'introduction des fonctions
particuliéres.

On entend par le terme “enrichi“ le fait que le champ de déplacement global, relatif

a I'élément fini a la proximité du front de fissure, est amélioré par la prise en considération
du champ de déplacement local au voisinage de la fissure. Ces éléments sont utilisés en
pointe de fissure, le reste de la structure étant modélisé a I'aide des éléments finis classiques

(Figure 11.3) [35].
treereens

c|c|cjcy|cfcjcjc

c|c|cjcy|cfcjcjc

clelelelelelele A : élément fini enrichi
B : élément fini enrichi de transition
C : élément fini classique

Figure 11.3: Maillage par éléments finis enrichis d’'une éprouvette SEN
3.3. Discrétisation a l'aide d’éléments finis dégénérés
Cette technique consiste a reproduire une singularité d'ordre r%¥2 a travers
des configurations géométriques spéciales des éléments finis isoparamétriques quadratiques

en rapprochant les nceuds milieux des c6tés adjacents a la pointe de la fissure au quart de
la distance depuis le fond de la fissure (Figure 11.4).
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(a) ¢ ) 2
*—o—o *—o—o
5 | L

Figure 11.4: Principe de I'élément fini dégénéré

4. Modélisation des singularités par I'approche Q-FEM
4.1. Bref apercu historique

Henshell [33] et Barsoum [34] ont démontré la possibilité de produire une singularité
d'ordre r%2 a travers des configurations géométriques spéciales des éléments iso-
parameétriques quadratiques en rapprochant les nceuds milieux des cbtés adjacents
a la pointe de la fissure au quart de la distance depuis le fond de la fissure (Figure 11.5).

N[~
N~

4 7 3

h

3h 2
4 [ 1)

#

% Te 57
1 5 2

3l
4

Figure 11.5: Elément fini quadratique a quart de point

De méme, il a été démontré que les éléments finis triangulaires obtenus a partir des
éléments finis quadrilatéraux a huit nceuds, en confondant les trois nceuds d’un c6té en un
nceud unique, reproduisent une singularité d’ordre r“2 au voisinage des fissures (Figure
11.6).

Fresse [54] a montré que les éléments finis triangulaires naturels (Figure 11.7) et les
éléments finis quadrilatéraux déformés fournissent des résultats identiques.

|
(1R

4
81 6
s}

(S

) horb——
a4

N

Figure 11.6. Elément fini quadrilatéral déformé a quart de point
3

=

s
[ STk

o~
S

Figure 11.7. Elément fini triangulaire naturel & quart de point
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Un autre type d’éléments finis triangulaires a quart de point a été obtenu a travers
des éléments finis a neuf nceuds. Manu [55] a montré que ce type d’élément reproduit, aussi,

une singularité d’'ordre r-“2 en rapprochant le nceud au quart de la distance du front
de la fissure.

Hibbitt [56] a prouvé que, dans les éléments finis rectangulaires, la singularité est
présente le long des arétes, alors qu’elle est omniprésente a l'intérieur des éléments
triangulaires. L'extension des éléments finis quadratiques (QPE) a des éléments finis iso-
paramétriques cubiques a été proposée par Pu [57]. Yamada [58] a étendu le concept des
éléments finis a huit nceuds a des éléments finis a 12 noeuds. Dans les références [59,60], il a
été conclu qu'il est impossible de recommander une taille optimale des éléments singuliers
(QPE) convenable pour toutes les situations.

L'effet du rapport I/a (longueur de I'élément fini singulier (QPE) sur la longueur totale
de la fissure) a fait aussi I'objet de plusieurs études [61,62]. De bons résultats semblent étre
obtenus pour un rapport I/a égal a 1/10. Une recommandation additionnelle est qu’au moins

un nombre de quatre éléments finis (en mode pur) et de huit éléments finis (en mode mixte)
doivent entourer la pointe de la fissure.

Pour les analyses tridimensionnelle, Barsoum [63] a démontré la possibilité d’extension
du concept d’éléments finis a quart de point a travers une configuration droite des éléments
finis (QPE) a 20 nceuds (Figure 11.8).

Figure 11.8: Configuration droite des éléments finis a quart de point a 20 nceuds

Les études [64-66] ont considéré une configuration courbe des éléments finis (QPE)
a 20 nceuds (Figure 11.9).

Figure 11.9: Configuration courbe des éléments finis a quart de point & 20 nceuds
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Une évaluation des éléments finis a quart de point a été proposée par Barsoum [67] pour
les analyses bi et tridimensionnelle. Deux sources d’erreurs de modélisation ont été
discutées :

a)- le type d’élément singulier (triangle - rectangle),

b)- la configuration d’élément singulier (droite, courbe).
Il note que :

1)- Il est préférable d’utiliser des éléments triangulaires,
2)- les cotés des éléments ne doivent pas étre courbés.
4.2. Formulation mathématique

Pour des raisons de simplicité, on cherche la singularité effective sur la ligne 1-2
(Figure 11.5).

8x=2—§=3‘12—2=2§§§ (11.13)
avec :

U = Ni(&n)ur+ Na(&n)uz+ Ns(&n)us (11.14)
x=Nu(&n) xi+ Na(&n) xe+ Ns(Em ) xs (11.15)

Les fonctions de forme exprimées le long de la ligne 1-2 sont :

le—%é(l—é) (11.16)
N2:%§(1+§) (11.17)
Ns=(1- &2) (11.18)

4.2.1. Formulation des éléments finis quadratiques standards

Dans un élément fini quadratique standard, on aura x; = 0, xo = L et xs =L/2 (avec L est
la longueur de I'élément fini standard a la pointe de la fissure).

D’aprés I'équation (11.15) :

x:(f +21)|- (11.19)
Dol ; §=—1+2—LX (11.20)

D’apres I'équation (11.13), la déformation dans la direction des « x » est de forme :

- _1/_8x_.6 1/8x_2 _8x,4
&= 2( L2+LJU1+2(L2 LJU2+( L2+LJUS (11.21)
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4.2.2. Formulation des éléments finis quadratiques a quart de point

Dans un élément fini quadratique a quart de point, on aura X 1= 0, X = L et xs = L/4
(avec L est la longueur de I'élément fini & quart de point a la pointe de la fissure).

D’aprés I'équation (11.15) :

_1 L
x_§§(1+§)L+(1—§2 )Z (11.22)
On obtient une équation de 2éme degré de forme :
§2+2§+(1+4—LX):0 (11.23)

La résolution de cette équation donne :

§=(—1+2\/%) (11.24)

D’apres I'équation (11 .13), la déformation dans la direction des « x » est de forme :

1 1

8X:—§[ﬁ—t]UZH'E[—ﬁ'F%]UZ'F(\/f—L—%]US (”25)

5. Modélisation des singularités par I'approche DQ-FEM

Lors de ces derniéres années, des différentes études ont été effectuées pour développer
les éléments finis a quart de point et élargire leur domaine d’application e.g [68-72] . Ces
efforts sont motivés par l'efficacité de I'élément fini a quart de point a reproduire
la singularité et par leur simplicité d’intégration dans des programmes de calcul sans
modifications majeurs.

Sur la base du principe des éléments finis a simple singularité (QPE), une modification
géométrique peut étre proposée afin d’obtenir des éléments finis a double singularité
(DQPE). Cette modification consiste a rapprocher, au quart de la distance, les nceuds
intermédiaires des deux cotés opposés (Figure 11.10).

Front de la fissure

Elément fini a simple singularité QPE

Front de la fissure

Elément fini a double singularité DQPE

Figure 11.10 : Géométrie des éléments finis QPE et DQPE
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6. Modélisation par les éléments étendus
6.1. Méthode X-FEM : étatd’art
6.1.1. Travaux de base

Belytschko [49] a présenté une méthode pour enrichir les approximations d'éléments
finis de sorte que les problémes de fissuration puissent étre résolus avec un remaillage
minimal. La méthode permet aux fissures d'étre arbitrairement alignées sur la maille. L'idée
essentielle de cette technique est d'ajouter des fonctions discontinues d'enrichissement
a l'approximation d'élément fini pour prendre en compte la présence des fissures. Elle
exploite la propriété de partition d'unité des éléments finis identifié par Melenk [73]
et Duarte [74], et qui permet a des fonctions locales d'enrichissement d'étre facilement
incorporées dans une approximation délément fini. Moes [75] et Dolbow [76-77] ont
introduit une technique beaucoup plus élégante en adaptant un enrichissement qui inclut
le champ asymptotique proche du front de la fissure et une fonction de Heaviside H(x).
La fonction de saut de Heaviside est une fonction discontinue a travers la surface de la fissure
et elle est constante de chaque c6té de la fissure : +1 d'un c6té et -1 de l'autre. Son utilisation
représente une amélioration principale par rapport a la technique de Belytschko[49] ou un
algorithme de tracer présenté par Fleming [46] est employé pour aligner la discontinuité avec
la géométrie de la fissure. Cette nouvelle méthodologie numérique s'est développée par
la suite sous le nom de la méthode X-FEM (eXtended-Finite-Element-Method).

Sukumar [78] a étendu le concept de la méthode X-FEM au cas des fissures statiques
en trois dimensions. Une fonction discontinue a été utilisée pour modéliser l'intérieur
de la surface de la fissure, et des fonctions des champs de déplacement asymptotiques bi-
dimensionnelles ont été employées pour I'enrichissement en about des fissures. Daux [79]
a introduit une nouvelle fonction dite « fonction de jonction J(x) » pour la représentation
des fissures a branches multiples. Il a employé les champs asymptotiques proche du front
de la fissure, la fonction discontinue H(x) et une nouvelle fonction discontinue J(x) pour
prendre en compte la jonction. Cette technique a été utilisée pour modéliser les géométries
compliquées tels que les fissures a branches multiples, les vides et les fissures émanant
des trous. Belytschko [80] a généralisé la méthodologie de représentation sans remaillage
des discontinuités mobiles par la méthode des éléments finis étendus exposé dans
les références [49,75 ,76].

Stolarska [81] a présenté un algorithme qui couple la méthode d'éléments finis étendus
avec la méthode de courbe de niveau LSM (Level-Set-Method)[82] pour la résolution
du probléme elasto-statique de fissuration en fatigue. La méthode LSM a été employée afin
de localiser I'endroit de la fissure. Alors, que la méthode XFEM a été employée pour le calcul
des champs des contraintes et des déplacements nécessaires a la détermination du taux
de propagation de la fissure. Cette technique de couplage X-FEM/LSM a eu un succes inédit;
elle a été utilisée pratiquement par la plus des travaux d'analyse par X-FEM. Une étude
compléte de la représentativité de la technique LSM est exposé en détail dan la référence
[83].

6.1.2. Synthése des travaux de recherche

Le succes inédit de cette nouvelle méthode, en particulier apres I'apparition du concept
de couplage XFEM/LSM, a poussé de nombreux auteurs a rechercher les performances

Thése de Doctorat Y.Abdelaziz — Université de Tlemcen 30



Chapitre Il : Modélisation numérique des singularités

de cette méthode et a élargire son domaine d’application. Ces divers travaux
de recherche peuvent étre enveloppés dans les grands axes suivants :

- Etude de robustesse et de convergence : précision et convergence [84-86], analyse
et évaluation des facteurs d’intensité des contraintes [87-93].

- L'élargissement de la technique a divers champs de comportement : élasto- plasticité
[94-97], problemes dynamiques [98-105], éspace temps [106-108] et grandes déformations
[109-112].

- Exploration des différents sujets de modélisation : trous et inclusion [113], fissure
planaire et non planaire [114-117], micro et macro-fissure [118,119], dislocation et interfaces
[120-122], fissures cohésives [123-129], contact et fortement [130-134] et endommagement
[135-137].

- Différents types de structures : matériaux orthotropes [138-141], matériaux composites
[142], microstructure [143] et plaques [144-147].

- Lélargissement du domaine d'utilisation: mécanique des fluides [148-151],
transformation de phase [152-154], matériaux FGMs [155-157].

Note 11.1: Pour une présentation synthétique, le lecteur pourra se reporter a
la référence [158], ou nous avons exposé un état de l'art complet sur la modélisation
de la fissuration par la méthode X-FEM.

6.2. Méthode X-FEM : concepts de base
6.2.1. Partition d’'unité

Considérons un domaine discrétisée par un ensemble N de n nceuds. Sur cet ensemble
de nceuds s'appuie un ensemble de fonctions de forme Ni.

U=> Nix)u (11.26)
ieN
u est une approximation éléments finis standard de u. Il est possible de démontrer qu‘a
la condition que les N; constituent une partition de I'unité dans le domaine 2, c'est a dire :

DNi(x)=1 VxeQ (11.27)

ieN

on peut enrichir I'approximation de u de la fagcon suivante :

U= Ni(x)ui+> Ni(x)¢ (x)u (11.28)

ieN ieNg

ou ¢ est la fonction d'enrichissement et Ne¢ I'ensemble des nceuds auxquels on choisit
de placer des degrés de liberté enrichis ui . L'idée d'exploiter le fait que les fonctions
de forme constituent une partition de lI'unité peut étre illustrée de la facon suivante : si on
prend Ne = N, que I'on met les degrés de liberté classiques ui a O et les degrés de liberté
enrichis ui a 1, alors on reproduit exactement dans le domaine entier la fonction
d'enrichissement ¢ :
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u=> Ni(x)¢ (x)=¢ (X (11.29)

ieN
6.2.2. Principe

La méthode des éléments finis étendus X-FEM consiste a enrichir par des fonctions
singuliéres et par une fonction discontinue la base de la méthode classique d'éléments finis
définie sur un maillage du domaine non fissuré. Elle permet alors de modéliser
la propagation d'une fissure en utilisant un maillage fixe indépendant de la géométrie
de la fissure.

Afin d’introduire la notion d’enrichissement discontinu, base de I'approximation X-FEM,
considérons le cas simple suivant d’un maillage éléments finis conforme a la fissure et un
élément fini "sain" [75].

Figure 11. 11. Représentation des maillages avec et sans fissure

On peut définir deux variables a et b par :

a={tle (11.30)
_ Us—U10
b _—2 (11.30)

qui représentent en fait la valeur moyenne et I'écart par rapport a cette valeur moyenne
des déplacements ug et uip de part et d’autre de la discontinuité. En faisant de méme pour
deux autres variables c et d relatives aux déplacements verticaux, nous pouvons exprimer us,
Uio et Vg , Vio en fonction de a, b, cet d tel que :

us=a+h (11.32)
uo=a->b (11.33)
vo=Cc+d (11.34)
vio=Cc—b (11.35)

Ensuite en remplagant ue, Uio et Vo , Vio €n terme de a, b, c et d dans I'approximation
éléments finis, on obtient :

U= Ui + Ne(a+b)+ No(a~b) (11.36)
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8
V:ZVi Ni+N9(C+d)+ NlO(C—d) (11.37)
i=1
Si on introduit une fonction de Heaviside telle que :
H(X,y):—l pour y<0 (11.38)
H(x,y)=+1 pour y>0 (11.39)

on peut alors écrire :

u:ZB: UiNi + No(a+ H b)+ Nw(a+ H b) (11.40)
i=1

V:ZB:W Ni+N9(C+H d)+ N10(C+H d) (11.41)
i=1

Puisque la fonction de Heaviside sera positive pour les fonctions de forme situées dans
les quadrants des Yy positifs, ce qui est le cas de la fonction de forme No.

Ensuite, en regroupant les termes a,cet Hbet Hdon a :

u ZZB: ui Ni + a(N9+ N10)+ H b(N9+ NlO) (11.42)
i=1
VZZB:Vi Ni+ C(N9+ N10)+ Hd (N9+ NlO) (11.43)
i1

Si I'on regarde maintenant de plus pres l'allure des fonctions de forme aux nceuds 9
et 10,ainsi qu’aux nceuds 11 dans le cas du modele sans fissure, on remarque une chose
intéressante : la fonction de forme Nu peut étre remplacée par la somme des fonctions
de forme Ny et Nio du modele "sain". On a alors comme expression pour les déplacements :

8

u= z Ui Ni+ U1t N1+ H b Nu (11.44)
i1
8

v = z viNi +vitNu+H d Nu (11.45)

i=1

ou encore sous forme compacte :

u="> uiNi(x)+ Y H(x)aiNi(x) (11.46)
iel ielL
Ou | est I'ensemble des nceuds du domaine, et L I'ensemble des nceuds a enrichir le long
de la discontinuité. Cette forme est trés proche de celle que I'on aurait prise pour étudier
le modele "sain". La seule différence est I'ajout d’un degré de liberté en plus par dimension.
C'est dailleurs ce degré de liberté qui par la suite permettra de prendre en compte
la discontinuité dans le champ de déplacement.
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6.2.3. Enrichissement

D’une facon générale, I'approximation de la solution globale dans la méthode
des éléments finis standards peut étre écrite de la maniére suivante :

= Z Ni(x) ui (11.47)

Ou u; est le vecteur de déplacement du nceud « i » et N est la fonction de forme bilinéaire
associée au nceud «i». L'idée essentielle proposée par Belytschko [49] est d'ajouter
des fonctions discontinues d'enrichissement a lI'approximation d'élément fini pour prendre
en compte la présence des fissures.

Dans le cas de I'élasticité isotrope, les fonctions d'enrichissement au bout de la fissure
sont:

{F(ro) ", {\/_sm( ) \/_cos( ) \/_sm( )sm@ J_cos( )sin 9} (11.48)

Note 11.2: La premiere fonction est discontinue a travers les faces de la fissure tandis
gue les trois derniéeres fonctions sont continues.

L'approximation prend la forme de I'enrichissement suivant:

-S| ur B ari(ro) 1.49)

SIS LT (150

ou (r,0) est le systtme des coordonnées polaires. Nij(x) sont les fonctions de forme
des éléments finis. Les coefficients d'enrichissement a; et b;i sont associés aux nceuds et ne(i)
est le nombre de coefficients pour le nceud i .

Note 11.3: Le nombre de coefficients pour le nceud i est choisi égal a quatre pour tous
les nceuds autour du bout de fissure et a zéro pour tous les autres noeuds.

Note I1.4: Quand des segments multiples de fissure sont nécessaires d’étre enrichis avec
les champs proches de fissure, un algorithme de tracer présenté par Fleming [46] est employé
pour aligner la discontinuité avec la géométrie de la fissure.

Moes [75] a adapté un enrichissement qui inclut le champ asymptotique proche du front
de la fissure et une fonction de Heaviside H(x). De nouveaux degrés de liberté sont ajoutés
pour le saut de fissure, et de nouveaux degrés de liberté sont ajoutés pour I'ouverture de bout
de fissure.

Les fonctions de la méthode des éléments finis standards seront changés en formules
suivantes:

uh=>"uig+>_ bigH(x) 2@(20 j+2¢x(2c ] (11.51)

iel jeld k e K1 1=1 k e K2
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Ici, u;i est le vecteur de déplacement nodal associé a la partie continue de la solution
des éléments finis, b; est le vecteur de degrés de liberté nodaux enrichis associés a la fonction
discontinue particuliere (Heaviside, fonction de distance, fonction signe, etc.) lorsque
I'élément est completement coupé, c; est le vecteur de degrés de liberté nodaux enrichis
associés aux fonctions asymptotiques linéaires liées au front de fissure.

Avec J est I'ensemble de nceuds cerclés et K est I'ensemble de nceuds carrés (Figure 11.12).
K: et K, sont respectivement les ensembles de nceuds a enrichir pour le premier
et le deuxieme front de la fissure. H(x) est la fonction de Heaviside et Fi(x)et F2(x) sont
des fonctions au voisinage du front de la fissure.

Figure 11.12 : Schéma d’enrichissement des nceuds

6.3. Intégration numérique

La difficulté majeure dans le cas des éléments finis étendus consiste a pouvoir effectuer
I'intégration numérique correctement de part et d’autre de la fissure. En effet, la matrice
contenant les fonctions de forme n’est plus identique des deux c6tés de cette discontinuité
compte tenu de la présence d’'un terme H dans les équations d’équilibre. Afin d’éviter
I'introduction d’erreurs voire méme de dépendance dans les matrices éléments finis, chaque
élément fini est divisé en sous-domaines qui ne coupent pas la discontinuité (souvent en
triangles). C’est sur ceux-ci qu’est effectuée I'intégration.

Cette division peut étre illustrée par la figure suivante:

I ~ ~ Sub-domaine

Fissure

Figure 11.13. Subdivision en triangles associés aux éléments coupés par la fissure

La forme faible discréte est construite avec une boucle sur tous les éléments, car
le domaine est rapproché par :

ﬁe:L]ﬁs (11.52)
e=1
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Ou m¢ est le nombre d'éléements, etQe est le sub-domaine de I'élément. Pour
des éléments coupés par une fissure, le sub-domaine d'élément est défint pour former une
union d'un ensemble de sub-polygones dont les frontiéres s'alignent avec la géométrie
de la fissure :

Qe=[JOs (11.53)
e=1

Ou m est le nombre de sub-polygones de I'élément.

Note 11 .5: Il faut préciser que cette division n’est effectuée que pour l'intégration
numeérique, c’est-a-dire qu’'elle n’introduit pas de degré de liberté supplémentaire.

6.4. Choix du nombre de point d’'intégration

Les éléments coupés par la fissure sont décomposés en sous-triangles sur lesquels une
intégration a 3 points de Gauss est utilisée. Pour les éléments quadrangulaires qui ne sont
pas coupés par la fissure mais dont au moins un des degrés de liberté est enrichi par
les fonctions asymptotiques, une intégration a 12 points est effectuée pour les éléments
triangulaires et 16 points pour les éléments quadrilatéres.

Sur les éléments non coupés par la fissure et pour lesquels tous les degrés de liberté sont
classiques, le nombre de points de Gauss utilisé est standard : pour des éléments du premier
degré, on prend 1 point pour les triangles, 4 points pour les quadrilateres. La figure 11.14
illustre un exemple de décomposition.

.
.
. .

. e e

. wje *

Figure 11.14 : Un exemple de décomposition
6.5. Sélection des nceuds d’enrichissement

Le choix des nceuds d’enrichissement H est basé sur un critere de tolérance ( p ). En
considérons As est I'aire du support d’'un coté de la fissure et A; est l'aire de l'autre coté
de la fissure (Figure 11.15), un nceud est enrichi si :

min (As, Ai) S

Ast A (11:54)

avec la valeur de pégale a 10s-%4est prise en pratique.
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As

N

Figure 11.15 : Choix de sélection des nceuds d’enrichissement

7. Conclusion

L’'objectif de ce chapitre est de modéliser par éléments finis la singularité aux voisinages
des fissures fixes et mobile. Deux types d’approches principales ont été exposés :

- Une approche qui consiste a utilisée les éléments finis dégénérés a simple singularité
initialement développés par Barsoum. Une modification géométrique des ces éléments a
permis de mettre en ceuvre un nouveau type d'éléments finis dite « éléments finis a quart
de point a double singularité » DQPE. Une idée originale de couplage de la méthode
des éléments finis avec la méthode de courbe de niveau LSM va donner naissance a trois
nouvelles techniques de modélisation de la propagation des fissures sans avoir recours a
des opérations de remaillage (S-FEM, Q-FEM et DQ-FEM).

- Une deuxiéeme approche dite X-FEM, basé sur la partition de l'unité, a permis
I’émergence d’'une nouvelle méthode dite « Méthode des éléments finis étendus ». Cette
méthode permet I'introduction dans la base éléments finis de fonctions physiques en offrant
la possibilité de représenter la structure indépendamment du maillage. Une étude de I'état
de I'art a permis de mettre en ceuvre des outils numériques nécessaires a une optimisation
de I'implantation de cette nouvelle méthode dans un code de calcul.

Enfin, le principe, la formulation, les criteres de convergence ainsi que les limites
d’application de ces deux approches ont été explorées de facon a orienter I'étude vers
une implantation adéquate.
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1. EIéments de conception
1.1. Extraction des facteurs d’intensité des contraintes
1.1.1. Technique d’extrapolation

C'est la technique la plus simple a mettre en oeuvre (et aussi la moins précise). Elle
consiste a exploiter directement les déplacements nodaux situés aux nceuds les plus proches
d’une pointe de fissure. Ainsi, pour une longueur de fissure donnée, les valeurs Ki(r) et Ky(r)
sont calculés en divers points distants du fond de la fissure. Une extrapolation jusqu’au fond
de la fissure (r=0) fournit les valeurs des facteurs d’intensité des contraintes.

Il est possible d’obtenir le facteur d’intensité des contraintes a l'aide des relations
suivantes:

Ki= EN27 (11.1)
ik+1ii1+ui\/F '

K= EV2z_u (111.2)
ik+1ii1+ui\/F

avec:
r : Distance du front de la fissure
L : Coefficient de Poisson

u, v : Les composantes des déplacements

En contraintes planes : k:i’;—g (11.3)

En déformations planes : k=3-4v (111.4)
1.1.2. Technique DCT

Sur la base de la méthode DCT (Displacement-Correlation-Technique), le calcul
des facteurs d’intensité des contraintes peut étre obtenu en utilisant les champs
des déplacements en arriére du fond de fissure (6 = + «) a I'aide des formules suivantes [68]:

Ki :% % (4v2—v3—4v4—v5) (111.5)
Kn:% % (4U2—U3—4U4—U5) (111.6)
Avec :

G: Module de cisaillement
| : Longueur de I'élément de pointe
1.1.3. Technique QPDT

La technigue QPDT (Quarter -Point - Displacement-Technique) propose les expressions
suivantes [68] :
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K.:ﬁ\/?[vz?w] (11.7)
Ku:%ﬁ@] (111.8)

Figure I111.1: Extraction par la technique DCT et QPDT

1.1.4. Intégrale d’interaction

Les facteurs d'intensité des contraintes sont calculés en utilisant les formes de domaine
des intégrales d'interaction [159,160]. Pour le cas général des problemes de mode mixte
la relation entre la valeur de I'intégral J et les facteurs d'intensité de contraintes est de forme :

Kiz K2
Ou E™est défini par:
En contrainte plane : E*=E (111.10)
En déformation plane : E*= E (111.12)

(1Y)
Considérons deux états d’équilibre du corps fissuré :
Un état réel (oij®,&;O®, ui W) noté « 1 » etun état auxiliaire (oij@,&; @, u;i @) noté « 2 ».

L'intégral J des deux états superposés est :

36 [ [%( igl)+0'ig2))(&gl)"'gigz))&li_(O'igl)*'O'igZ))J—)a ui-u? }n-dl“ (11.12)

OX1 !

En réarrangeant les termes, nous obtenons:

J@ — g0 4 g@ 4 @ (1n.13)

ou JO et J@ sont les intégrales J des états 1 et 2 respectivement. 142 est I'intégrale
d'interaction des deux états:

2 D
w2 _ W) <. @ OoU” @ ou” |
162 = | F[W Sy—off) Z o aXl}n,dr (111.14)

ou W (2 est I'énergie de déformation mutuelle définie par:
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W= % (0iV&i® + 0P ®) (111.15)
Nous écrivons la relation (111.12) pour la superposition des états et développons :

J02) = g0 4 3@ 4 % (KPKP+K K ) (111.16)

Finalement, nous obtenons :

| @2) — % (KOKP+KPKP) (111.17)

Si I'état auxiliaire est celui du mode | pur avec K; @ =1 et K;; @ =0, le facteur d’intensité
des contraintes du mode I de I'état réel s’obtient directement :

Kl(l):% | . mode1) (111.18)

De méme, si I'état auxiliaire est celui du mode Il pur avec K;; @ =1 et K, @ =0, le facteur
d’intensité des contraintes du mode Il de I'état réel est donné par :

Kl(ll):%mmoden) (111.19)

Nous considérons une certaine intégrale sur le contour fermé de la figure 111.2 ou
I'intégrande est celui de I'intégrale de I'’équation (I11.14) pondéré par une fonction q :

| :jr@v&j—aﬁ%)qmj dr (111.20)

ou m est la normale extérieure au contour fermé qui vaut n sur I'; et -n sur I'x. La fonction
g est choisie telle que :

1surl;

T

0 surT, (111.21)

arbitraire ailleurs

m

Figure 111.2: Intégrale de contour J

D’une part, puisque g=0 sur I'; et que lI'intégrande est nul sur C* et C-, I'intégrale sur
le contour fermé se réduit a une intégrale surI'; :

| =jr(v\/51,-—ai,- %) m; dl" =—J (111.22)

Thése de Doctorat Y.Abdelaziz — Université de Tlemcen 41



Chapitre 111 : Conception et description du code OMEGA

D’autre part, par le théoreme de la divergence,

I :.[A [&@V&j—gij%)q+@\/&j_0ij%) g—;ﬂ dA (111.23)

On peut facilement montrer que le premier terme de I'intégrande est nul en élasticité
linéaire et par conséquent, la forme en domaine de I'intégrale J est :

J=-], (\N&j—aﬁ%)g—g dA (111.24)

De la méme maniére, I'intégrale d’interaction évaluée sur un domaine est donnée par :

a2 _ WO | _@out _\yaas | 94
| jA[a., S HOP S - WEAs | 2 dA (111.25)

La figure 111.3 illustre respectivement la sélection des éléments autour de la fissure pour
le calcul de I'intégrale d’interaction et les valeurs de la fonction poids q.

_ T T~
-
RN
{ ., ~
i |
1 I
\ r
N 7
\ /
~ | -1

Figure 111.3 : Sélection des éléments et fonction du poids q

La figure 111.4 résume les techniques d’extraction des facteurs d’intensité des contraintes
utilisées respectivement pour les approches Q-FEM,DQ-FEM et X-FEM.

Q-FEM et DQ-FEM

Technique d’extrapolation

Technique QPDT

Technique DCT

X-FEM

Intégrale d’interaction

Figure 111.4 : Techniques d’extraction des facteurs d’intensité des contraintes
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1.2. Implantation numérique

D’une facon générale, I'implantation de la méthode des éléments finis étendus X-FEM

dans un code de calcul conduit a I'algorithme suivant:

1.

5.

6.

Lecteur des données sur la géométrie initiale de la discontinuité ( fissure, inclusion
etc.).

Sélection des éléments et des nceuds a enrichir, du type d'enrichissement, et de la loi
de progression de la discontinuité.

Incrémentation du nombre de degrés de liberté par nceud.

Analyse géométrique de la discontinuité partition de I'élément, détermination
des coordonnées des nouveaux points d’intégration, enrichissement des fonctions

de forme.
Calcul de la matrice de rigidité K et du vecteur des forces f ; et assemblage.

Résolution et post-traitement.

1.3. Systéme discret des équations

Le systeme discret des équations linéaires a résoudre est de forme suivante:

Kd=f (111.26)

Ou d est le vecteur d’'inconnues nodales, K la matrice globale de rigidité et f le vecteur

des forces externes. La matrice de rigidité ainsi que le vecteur des forces sont calculés

localement élément par élément et I'assemblage global est fait de facon classique. De maniére

plus détaillée, on peut exprimer la matrice de rigidité et le vecteur des forces comme :

kﬁlu kﬁla kﬁlb

ki?: ki]’;lu ki?a ki?b (|“27)
ki?u ki?a ki?b

fie:{fiu fa fubL fb2 fb3 fbs }T (111.28)

Ou les sous matrices et vecteurs sont définis comme :

kiESZJQe(Bif)TDBidQ (r,s=u, a, b) (111.29)

fu= B Nitdr-l-J.QeNibdQ (111.30)

fa= Nth‘dr+j NiHbdQ (111.31)
b0k nane Qe
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ba _ T . _1_
f; —J-mrmme N|CI)(;¢tdl"+J-Qe Ni®obdQ (a=1-4) (111.32)

By, B2 et B sont les matrices des dérivées des fonctions de forme données par :

Ni,x 0
Bu=| O Ni,y (111.33)
Ni,y Ni,x
( Ni H ),x 0
Ba=| O (NiH )y (111.34)

(NiH),y (NIH)X

B =[ Bbt B2 Bpe B | (111.35)
(Nig)x O
B = 0 (Nig)x (a=1-4) (111.36)

(Nigly (Nig)x
1.4. Représentation de la fissure par la méthode Level sets

1.4.1. Méthode Level sets

La méthode des Level sets est un schéma numérique développé par Osher et Sethian [161]
pour modéliser le mouvement des interfaces. Elle est basée sur la représentation

de la matiere par des courbes de niveau d'une fonction ¢ (x, t) ou t est un parameétre
décrivant I'évolution spatiale de la frontiére.

Une frontiére I" (t) < M3 en mouvement peut étre représentée par la fonction de niveau
@ :RIXR >NRou:

N(t)=1{xeR%:p(xt)=0} (111.37)
On peut prendre par exemple pour fonction ¢ la fonction distance signée :
qo(x,t):ixrgi(pn(t)” X=X | (111.38)
L’évolution de la frontiére est alors d’écrite par I'’équation d’évolution de ¢ :

%D+ F||Vé|=0 avec ¢ (x, 0) donné. (111.39)

ou F(x,t) est la vitesse de déplacement de la frontiere en x e I' (t) dans la direction
de la normale extérieure.
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1.4.2. Représentation de la fissure

A chaque nceud, deux nombres sont associés: le premier (¢) indique la distance a

la fissure. Le deuxiéme () indique la position du nceud par rapport au front de la fissure.

y>0"

Figure 111.5 : Représentation de la fissure par la courbe de niveau (LSM)

1.5. Principe du « Nceud fictif »

Ce principe a été proposé pour améliorer les résultas d’extrapolation des valeurs
des facteurs d’intensité des contraintes obtenues par les éléments finis a double singularité
DQPE. Un nceud fictif est un nceud compté en pré-traitement et négligé en post-traitement.

Les figures 111.6 et 111.7 mettent en évidence I'apport de ce principe sur la précision
des valeurs des facteurs d’intensité des contraintes.

Code OMEGA

Facteur d'intensité des contraintes

1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 02 03 04 086 06 07 08 08 1

1 |

Distance du front de la fissure / Longueur de la fissure

K numérique = 1.44 MPay/mm , K théorique = 1.486 MPaymm

Figure 111.6: Technique d’extrapolation standard
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Code OMEGA

1.4 T T T T

Facteur d'intensité des contraintes

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 02 03 04 086 06 07 08 08 1

Distance de front de la fissure / Longueur de la fissure

K numérique = 1.46 MPay/mm , K théorique = 1.486 MPay/mm

Figure 111.7: Technique d’extrapolation modifiée

2. Description du code OMEGA
2.1. Présentation générale

Le code OMEGA est un outil, réalisé sous MATLAB [162-164], qui permet des analyses
par éléments finis relatif aux problémes de fissuration de sorte que ces problémes puissent
étre résolus sans remaillage. Il permet également aux fissures d'étre arbitrairement alignées
sur la maille. Diverses possibilités d’analyse sont offertes :

- Une analyse par des €léments finis standards (S-FEM).
- Une analyse par des éléments finis dégénérés a simple singularité (Q-FEM).
- Une analyse par des éléments finis dégénérés a double singularité (DQ-FEM).

- Une analyse par des €léments finis étendus (X-FEM).

S-FEM

OMEGA Q-FEM

- DQ-FEM

L X-FEM

Figure 111.8 : Différentes approches du code « OMEGA »
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2.2. Fonctions du code OMEGA

L’ensemble des fonctions du code OMEGA est regroupé en trois grandes catégories :
- Pré-traitement : Introduction des données de base nécessaires.

- Traitement : Maillage et résolution par une approche donnée.

- Post-traitement : Extraction des facteurs d’intensité des contraintes et réalisation

du graphisme.

Etapes
d’analyse

Pré-traitement

Traitement

Post-traitement

Figure 111.9: Etapes d’analyse par le code « OMEGA »

2.2.1. Approche FEM

Pré-traitement

Input Data

Traitement

Maillage

Résolution

Post-traitement

Extraction

Graphisme

Figure 111.10 : Schéma structural de I'approche FEM
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2.2.2. Approche S-FEM, Q-FEM et DQ-FEM

Pré-traitement

Input Data

Traitement

Maillage

Fissure

LSM

Neeud_E

Quart__ point

QPE

Résolution

Post-traitement

Extraction

1

DQPE

QPDT

Graphisme

1

DCT

Figure 111.11 : Schéma structural des approches S-FEM, Q-FEM et DQ-FEM

du code OMEGA
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2.2.3. Approche X-FEM

Pré-traitement

Input Data

Traitement

Maillage

Fissure

LSM

Neeud_E

Noeud_F

Résolution

Post-traitement

Extraction

Intégrale J

Graphisme

Figure 111.12 : Schéma structural de I'approche X-FEM du code OMEGA
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2.3. Structure du ficher des données

Ce fichier permet d’introduire les données de base nécessaires a la résolution d'un
probléme par une des quatre approches numériques constituant le code OMEGA.

Input DATA

Type d'approche

Type d’analyse

Données géométriques de I'éprouvette

Données geométriques de la fissure

Maille

Constantes élastiques

Chargements

Conditions aux limites

Figure 111.13 : Structure du ficher des données « Input DATA »

2.4. Structure du bloc « Résolution»

Ce bloc permet la construction et la résolution du systeme d'équations d’'un probléme
donné. Il est composé essentiellement de deux sous blocs :

- Résolution_C : pour une résolution par I'approche S-FEM, Q-FEM et DQ-FEM.
- Résolution_X : pour une résolution par I'approche X-FEM.

Le bloc de Résolution_X comporte, par rapport au bloc standard, deux fonctions
supplémentaires :

Fonctions_P : Introduction des fonctions d’enrichissement des éléments finis
intérieurs (Fonc_H) et des éléments finis du front de la fissure (Fonc_F).

Intégral_P : Intégration des éléments finis intérieurs (Int_H) et des éléments finis
du front de la fissure (Int_F).
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Résolution_C

Dmat

Bmat

Fonctions

Gauss

Force

Conditions

Rigidité

Systeme

Résolution_X

Résolution_C

Fonctions_P

Intégral_P

Figure 111.14: Structure du bloc « Résolution »
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Fonctions_P

Fonc_H

Fonc_F

Figure 111.15: Structure du bloc « Fonctions_P »

Intégral_P

Int_H

Int_F

Figure 111.16: Structure du bloc « Intégral_P »

2.5. Structure du bloc« Extraction »

Ce bloc permet I'extraction des facteurs d’intensité des contraintes. Il comporte
principalement deux sous blocs:

FIC_CQ: Extraction des facteurs d’intensité des contraintes par la technique
d’extrapolation (S-FEM, Q-FEM et DQ-FEM) et les techniques DCT et QPDT ( Q-FEM
et DQ-FEM).

FIC__X : Extraction des facteurs d’intensité des contraintes par la technique de I'Intégral
J (X-FEM).

FIC_CQ

KQ Evaluation

Figure 111.17: Structure du bloc « FIC_CQ »
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FIC_X

J domaine

KX Evaluation

Figure 111.18: Structure du bloc « FIC_X »

3. Liste des fonctions

La liste suivante passe en revue les différentes fonctions principales constituant le code
ainsi que leurs roles :

Bmat : Evaluation de la matrice B.
Conditions : Application des conditions aux limites.
Dmat : Evaluation de la matrice D.

FIC_CQ : Evaluation des facteurs d’intensité des contraintes pour I'approche S-FEM,
Q-FEM etDQ-FEM.

FIC_X: Evaluation des facteurs d’intensité des contraintes pour I'approche X-FEM.
Fissure :Evaluation du module et de I'angle d’inclinaison de la fissure.

Fonc_F : Introduction de I'enrichissement des éléments finis du front de la fissure.
Fonc_H : Introduction de I'enrichissement des éléments finis intérieurs.
Fonctions : Evaluation des fonctions de forme.

Fonctions_P : Introduction des fonctions d’enrichissement des éléments finis.
Force : Evaluation des forces nodales.

Gauss : Détermination du quadrature de Gauss.

Graphisme : Réalisation d’'un nombre de graphes.

Input Data : Introduction des données.

Int_F : Intégration des éléments finis du front de la fissure.

Int_H : Intégration des éléments finis intérieurs.

Intégral_P : Intégration des éléments finis particuliers.

J domaine : Evaluation du domaine J.

KQ Evaluation : Extraction des facteurs d’intensité des contraintes par les techniques
DCT et QPDT.

KX Evaluation : Extraction des facteurs d’intensité des contraintes par la technique J
domaine.

LSM : Evaluation des courbes de niveau.
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Maillage : Réalisation d’un maillage automatique uniforme.

Nceud__E :Extraction des nceuds a enrichire.

Noeud_F : Extraction des nceuds fantémes (X-FEM ).

Quart_Point: Introduction des éléments finis dégénérés (QPE et DQPE).
Résolution__C : Résolution par I'approche S-FEM, Q-FEM et DQ-FEM.
Résolution_ X : Résolution par I'approche X-FEM.

Rigidité : Construction de la matrice de rigidité globale [K].

Systéme : Résolution du systeme d’équations.

4. Conclusion

Dans ce troisieme chapitre, I'aspect implantation au sein d’un code de calcul par éléments
finis a été exposé. La structure et le role des différentes fonctions ainsi que les concepts
de programmation associés au développement des différentes approches ont été discutés.
A ce niveau, un travail d'implantation numérique des approches S-FEM, Q-FEM , DQ-FEM
et X-FEM a été mis en oeuvre. L'optimisation du code et 'amélioration de ses performances
d’analyse ont été également effectués.

L'outil réalisé doit permettre des analyses par éléments finis relatif aux problémes
de fissuration de sorte que ces problémes puissent étre résolus sans remaillage. Il doit
également permettre aux fissures d'étre arbitrairement alignées sur la maille. La validation
et I'exploitation des opportunités offertes par cet outil seront envisagées dans le prochain
chapitre. 1l est cependant important de noter que, dans le cadre de cette thése, seule une
utilisation indépendante des approches numériques a été visée. Il est tout a fait possible
de réaliser un couplage enveloppant plusieurs approches afin de traiter des problemes plus
complexes.

Thése de Doctorat Y.Abdelaziz — Université de Tlemcen 54



Chapitre 1V :
Validation et exploitation

Thése de Doctorat Y.Abdelaziz — Université de Tlemcen

55



Chapitre IV : Validation et exploitation

Partie |I: Approche Numeérique-Analytique
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1. Introduction

Dans la perspective de valider et d’exploiter le code OMEGA, un ensemble d’applications
numériques a été envisagé. L'idée de base est de déterminer numériquement les facteurs
de correction de certaines éprouvettes entaillées d’'un matériau isotrope et de les comparer
avec les valeurs données par la solution analytique. Les éprouvettes entaillées testées sont :

- L’éprouvette Central-Notched CN (Figure IV.1a).
- L’éprouvette Single-Edge-Notched SEN (Figure 1V.1b).
- L’éprouvette Double-Edge-Notched DEN (Figure 1V.1c).

c 4 c 4 c 4 X
H/w=2
2a a a a a/w=0.3et0.5
T [ " | E=210000 MPa
v=0.3
3 —3 7

()
«— W —
a) b) c)
Figure 1V.1 : Géométrie des éprouvettes testées

Note I1V.1: Certaines éprouvettes ayant une symétrie propre, il a été possible d’éviter leur
étude dans leur ensemble.

2. Modélisation des singularités par I'approche S-FEM
2.1. Modélisation d’un milieu non-fissuré

Afin de confronter les résultats du code OMEGA (approche S-FEM) a ceux du logiciel SAP
(Structural Analysis Programs) [165] pour le cas de problémes de milieux continus, une
plaque non-fissurée a fait I'objet d’'une analyse numérique. Les dimensions, le maillage ainsi
gue les conditions aux limites sont illustrés sur la figure 1V.2. Les résultats de cette étude sont
regroupés dans les tableaux IV.1et IV.2.

H/w=2
E=210000 MPa

v=0.3
o=1 MPA

Figure 1V.2 : Géométrie de la plaque non-fissurée
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Code OMEGA (S-FEM) Logiciel SAP
Ux Uy Ux Uy
1 .000000 .000000 .000000 .000000
2 .000000 .000000 .000000 .000000
3 .000000 .000000 .000000 .000000
4 .1360E-04 .3717E-04 .1360E-04 .3717E-04
5 .0000E+00 .3395E-04 .0000E+00 .3395E-04
6 -.1360E-04 .3717E-04 -.1360E-04 .3717E-04
7 -.2601E-05 A374E-04 -.2601E-05 A374E-04
8 .0000E+00 .9733E-04 .0000E+00 .9733E-04
9 .2601E-05 A374E-04 .2601E-05 A374E-04

Tableau V.1 : Valeurs des déplacements obtenues par le code OMEGA (S-FEM)

et par le logiciel SAP (Eléments finis a quatre nceuds : Déformations planes)

Code OMEGA (S-FEM) Logiciel SAP
Ux Uy Ux Uy
1 .000000 000000 .000000 000000
2 .000000 .000000 .000000 .000000
3 .000000 .000000 .000000 .000000
4 .000000 .000000 .000000 .000000
5 .000000 .000000 .000000 .000000
6 .6897E-05 .1718E-04 .6897E-05 .1718E-04
7 .0000E+00 .1563E-04 .0000E+00 .1563E-04
8 -.6897E-05 .1718E-04 -.6897E-05 .1718E-04
9 .6605E-05 .3225E-04 .6605E-05 .3225E-04
10 A4734E-05 .3582E-04 A734E-05 .3582E-04
11 .0000E+00 .3485E-04 .0000E+00 .3485E-04
12 -4734E-05 .3582E-04 -4734E-05 .3582E-04
13 -.6605E-05 .3225E-04 -.6605E-05 .3225E-04
14 .1083E-04 A751E-04 .1083E-04 A751E-04
15 .O000E+00 .6622E-04 .O000E+00 .6622E-04
16 -.1083E-04 A751E-04 -.1083E-04 A751E-04
17 -.9502E-05 .4051E-04 -.9502E-05 .4051E-04
18 -.3459E-05 .6671E-04 -.3459E-05 .6671E-04
19 .O000E+00 .1162E-03 .O000E+00 .1162E-03
20 .3459E-05 .6671E-04 .3459E-05 .6671E-04
21 .9502E-05 .4051E-04 .9502E-05 .4051E-04

Tableau V.2 : Valeurs des déplacements obtenues par le code OMEGA (S-FEM)

et par le logiciel SAP (Eléments finis a huit nceuds : Déformations planes)
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D’apres les tableaux précédents, on constate que la comparaison des résultats du code
OMEGA (S-FEM) avec ceux du logiciel SAP montre une parfaite coincidence. Cette
constatation permet de valider, et de mettre en valeur, I'aptitude du code OMEGA a analyser
un probléme de milieu continu.

Note 1V.2: Il est important de souligner que I'objectif de cette application est d'établir
une approche comparative entre le code OMEGA et le logiciel SAP. C’est pour cette raison
g’'un maillage aussi grossier a été accepté.

2.2. Modélisation d’'un milieu fissuré

Cette application s’est portée sur I'analyse de I'éprouvette CN en utilisant le logiciel SAP
[166]. L'objectif est de calculer les facteurs d’intensité des contraintes a I'aide d’éléments finis
standards a huit nceuds de différentes longueurs. Le maillage ainsi que les conditions aux
limites sont illustrés sur la figure 1V.3.

TP t
\ 2a
¥

Figure 1V.3 : Maillage et conditions aux limites de I'’éprouvette CN

Les figures IV.4 et IV.5 regroupent les résultats de calcul des facteurs d’intensité
des contraintes le long de la fissure obtenus avec le logiciel SAP pour différentes longueurs
d’éléments finis classiques.

140 —F = - = - = - - - - - - - - - oo - oo
1367 —

1333 —

|
|
! SAP (a/w=0.3)
|
|

—&— 1=0.083a
13.0 —

1267 —

1233

12.0 —
1167 o

Kl Théorique = 1457 M Pa\) mm

o Ki num ( 1=0.083 & )= 13.20 MPay/mm

1067 —

1033

Facteur d'intensite des contraintes Kl

100 —

9.67
9.33

9.0

0.0

Distance du front de la fissure / Longueur de la fissure (r/a)

Figure 1V. 4 : Influence de la longueur de I'’élément fini de pointe sur les facteurs
d’intensité des contraintes obtenus a I'aide du logiciel SAP (a/w =0.3)
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r/a 0.0417 0.0833 0.125 0.1667 0.25 0.3333 0.6667 1
1=0. 083a 12.25 13.28 - - - 12.94 11.69 10.129
1=0.167a - 12.05 - 12.96 - 12.69 11.56 10.037
1=0.250a - - 11.94 - 12.69 12.46 11.4 9.94

Tableau 1V.3 : Valeurs des facteurs d’intensité des contraintes
le long de la fissure obtenues par des éléments finis classiques (a /w=0.3)

19.33 —

18.67

180 — b4 - -3 - - - - 4 -

17.33

16.67 —

60— - - --a-----

1533 —

1467 —

140 —F - - - - - - - - - -

Facteur d'intensite des contraintes Kl

1333 —

12,0 :

200 —F - - - - - - - - - - - - - - - oo

—h—
—A—

SAP (a/w=0.5)

1=0.050 a
1=0.100 a

Kl Théorique = 2151 M Pa\) mm

Ki num (1=0.050 a )= 19.77 MPay/mm

|
|
|
|
1267 |
|
I

01
0.0 0.2 0.4

Distance du front de la fissure / Longueur de la fissure (r/a)

Figure IV.5 : Influence de la longueur de I'’élément fini de pointe sur les facteurs

d’intensité des contraintes obtenus a I'aide du logiciel SAP (a/w =0.5)

r/a 0.025 0.05 0.075 0.1 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1=0. 050a 17.81 - - 19.37 19.45 18.51 17.34 10.06 14.66
1=0.100a - 17.63 - 19.1 19.11 18.34 17.2 15.95 14.57
1=0.150a - - 17.53 18.88 18.75 18.15 17.08 15.84 14.47

Tableau 1V.4 : Valeurs des facteurs d’intensité des contraintes

le long de la fissure obtenues par des éléments finis classiques (a /w=0.5)

La lecture de ces deux graphes permet de mettre en évidence les constatations suivantes :

- A des distances proche du front de la fissure, I'approche numérique par éléments finis
standards, donne une trés mauvaise estimation de la valeur du facteur d’intensité

des contraintes.

- L'utilisation de la technique d’extrapolation de la courbe jusqu'au front de la fissure
permet d’améliorer relativement les résultats.

- Dans ce type d’approche numérique, la discrétisation du milieu est trés sensible a toute

variation du maillage.
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- Afin de donner des résultats satisfaisants, la discrétisation par I'approche S-FEM

devrait se faire en mailles assez fines pour que la convergence des résultats soit

acceptable.

- La discrétisation par I'approche S-FEM doit étre choisie apres qu'il fut constater qu’un
maillage de plus en plus fin n’améliore plus les résultats d’'une maniére significative. En
conséquence, elle nécessite un temps de traitement et d’exploitation trés importants.

3. Modélisation des singularités par I'approche Q-FEM

3.1. Comparaison OMEGA-

Dans cette application [166], les deux éprouvettes CN (Figure 1V.3) et DEN (Figure 1V.6)

SAP

sont analysées successivement a I'aide du code OMEGA (Q-FEM) et du logiciel SAP [165].

Elles ont été conduites en gardant le méme type du maillage et en utilisant la technique

de I'extrapolation pour évaluer les facteurs d’intensité des contraintes.

y

f

5\

Les résultats de cette étude sont reportés sur les figures IV. 7 et 1V.8. lls sont comparés

a ceux de la littérature [32].

v

Figure V.6 : Maillage et conditions aux limites de I'éprouvette DEN

155 —
150 —
145 —

1.40 —
135 o
130 o
125 o

1.20 —
115 o
110 o

1.05 —

Facteur de correction Y(a/w)

095 —
0.90 —
085 —

0.80 —

0.75 -

O Solution analytique
%  Code OMEGA (QPE)
A Logiciel SAP

100 —F = = = = - =l  a B b

160 —F - - - - - - - - - - - - oo oo - oo

0.20

025

Longueur de la fissure/Largeur de I'éprouvette (a/w)

Figure 1V. 7 : Facteur de correction de I'’éprouvette CN obtenu a l'aide

du code OMEGA (Q-FEM) et du logiciel SAP
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Ecart (%)

2500 — - - - - - - P [ ,
23.75 — | | | |
2250 — L L I I
2125 o A Logiciel SAP : :

2000 = - - -] %  CodeOMEGA(QPE) |~ ~ ~r =~~~ "~ '
18.75 — ! !

I I I I
1750 — , , , ,
16.25 — | | | |

1500 — - - - - - - - - R e !
13.75 — : : : :
1250 — | | | |
1125 — | | I I

1000 — - - - - - - e oo !
875 — | A |
750 — ! I A I

. | | | |
6% 7 | | | |
500 —& - - - - - - [t A - - - == [ |
375 — ! ! ! |
250 I I I I
] * * |
125 4 | | * |
0.00 T i T i T i T i
0.25 0.35 0.45 0.55
0.20 0.30 0.40 0.50 0.60

Longueur de la fissure/Largeur de I'éprouvette (a/w)

Figure IV. 8 : Ecarts entre les résultats analytiques et les résultats obtenus par le code

OMEGA (Q-FEM) et par le logiciel SAP pour I'éprouvette CN

a/w Y sap Y omEGA
0.3 0.9037 0.9787
0.4 0.9129 0.9817
05 0.9190 0.9831

Tableau 1V.5 : Facteurs de correction normalisés obtenus avec le code OMEGA
(Q-FEM) et le logiciel SAP pour I'éprouvette CN

Facteur de correction Y(a/w)

200 — - - - - - - P [ ,
190 | I I I I
[} [} I I
- I I
e []  Solution analytique | |
170 o %  Code OMEGA (QPE) : :
160 — - - - - X Logiciel SAP i |
I I
150 — I I I I
I I I I
140 — I I I I
I I I I
130 | | | |
I I I I
120 —« - - - - - - e T Dj ffffff |
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Figure 1V. 9 : Facteur de correction de I'’éprouvette DEN obtenu a I'aide

du code OMEGA (Q-FEM) et du logiciel SAP
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Figure 1V. 10 : Ecarts entre les résultats analytiques et les résultats obtenus par le code
OMEGA (Q-FEM) et par le logiciel SAP pour I'éprouvette DEN

a/w Y sap Y omEGA
0.3 0.8825 0.9609
0.4 0.8978 0.9683
05 0.9037 0.9740

Tableau 1V.6 : Facteurs de correction normalisés obtenus avec le code OMEGA
(Q-FEM) et le logiciel SAP pour I'éprouvette DEN

D’apres les résultats de cette étude, on constate que les résultats numériques obtenus
avec le code OMEGA (Q-FEM) sont trés proche des résultats donnés par la solution théorique
(environ 4 %). Par contre, les résultats numériques obtenus avec le logiciel SAP sont
sensiblement loin de la solution théorique (environ 10 %).

3.2. Influence de la longueur de I'élément fini de pointe

Afin d’avoir une idée sur la convergence du code OMEGA (Q-FEM), une étude numérique
[166] c'est centré sur l'analyse de I'éprouvette CN en utilisant, a pointe de la fissure,
des éléments finis de différentes longueurs. Une comparaison des résultats obtenus a l'aide
du code OMEGA (Q-FEM) avec les résultats obtenus a I'aide du logiciel SAP a été réalisée.

Les figures 1V.11 et 1V.12 résument respectivement les variations des facteurs d’intensité
des contraintes le long de la fissure pour différentes longueurs des éléments finis a simple
singularité (a/w=0.3 et 0.5) obtenus avec le code OMEGA (Q-FEM).
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Facteur d'intensite des contraintes Kl

Distance du front de la fissure / Longueur de la fissure (r/a)

Kl Théorique = 1457 M Pa\) mm

Ki num (1=0.083 a )= 14.30 MPay/mm

Figure 1V.11 : Influence de la longueur de I'’élément fini de pointe sur les facteurs
d’intensité des contraintes obtenus a I'aide du code OMEGA (Q-FEM : a/w =0.3)

r/a 0.0208 0.0417 0.0625 | 0.0833 0.1667 0.25 0.3333 0.6667 1
1=0.083a | 13.99 - - 14.053 - - 13.159 11.806 10.227
1=0.167a - 13.83 - - 13.7 - 13.141 11.798 10.225
1=0.250a - - 13.79 - - 13.39 13.14 11.8 10.22

Tableau V.7 : Valeurs des facteurs d’intensité des contraintes
le long de la fissure obtenues par des éléments finis a simple singularité (a /w=0.3)

19.0 —

1850

18.0 —

17.50

17.0 —

1650

16.0 —

Facteur d'intensite des contraintes Kl

1550 —|

15.0 —

1450 —|

14.0

01
0.0 0.2

Distance du front de la fissure / Longueur de la fissure (r/a)

Kl Théorique = 2151 M Pa\) mm

Kinum (1=0.050 a )= 20.86 MPay/mm

Figure 1V.12 : Influence de la longueur de I'élément fini de pointe sur les facteurs
d’intensité des contraintes obtenus a I'aide du code OMEGA (Q-FEM : a/w =0.5)
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r/a 0.0125 0.025 0.0375 0.1 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1=0. O5a 20.31 - - 20.52 19.79 18.69 17.48 16.18 14.77
1=0.100a - 20.16 - 20.22 19.78 18.69 17.48 16.17 14.76
1=0.150a - - 20.11 19.94 19.76 18.68 17.47 16.17 14.76

Tableau 1V.8 : Valeurs des facteurs d’intensité des contraintes
le long de la fissure obtenues par des éléments finis a simple singularité (a /w=0.5)

D’apres les résultats de cette étude, on constate principalement deux remarques tres
importantes :

- Une reproduction trées proche de la valeur théorique des facteurs d'intensité
des contraintes au front de la fissure. L'utilisation de la technique d’extrapolation permet
d’améliorer sensiblement les résultats obtenus.

- Une trés faible sensibilité des résultats a la variation de la taille des éléments du front
de la fissure.

3.3. Comparaison des différentes techniques d’évaluation

Pour pouvoir comparer les différentes techniques d’évaluation, les deux éprouvettes CN
et DEN ont fait I'objet d’'une analyse numérique [167]. Les facteurs d’intensité des contraintes
ont été estimés par trois manieres différentes :

a)- L'extrapolation de la courbe K,=f(r) jusqu’au fond de la fissure.

b)- L'utilisation de la formule basée sur la technique DCT.

c)- L'utilisation de la formule basée sur la technique QPDT.

Les figures 1V.13 et 1V.15 comparent les résultats obtenus par les différentes techniques
d’évaluation avec les résultats analytiques [32].

Figure 1V.13 : Facteur de correction obtenu par différentes techniques d’évaluation

Facteur de correction Y(a/w)
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° N .
° o [N
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Technique d'extrapolation
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Technique DCT

0.2

Longueur de lafissure / Largeur de I'éprouvette (a/w)

pour I'éprouvette CN

Thése de Doctorat Y.Abdelaziz — Université de Tlemcen

65



Chapitre IV : Validation et exploitation

Figure 1V.14 : Ecarts entre les facteurs de correction analytiques et les facteurs
de correction obtenus par différentes techniques d’évaluation pour I'éprouvette CN
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Longueur de lafissure / Largeur de I'éprouvette (a/w)

a/w Y EXTRAP. Y pct Y opDT
0.3 0.9787 0.9499 0.9564
0.4 0.9817 0.9531 0.9537
05 0.9831 0.9546 0.9507

Tableau V.9 : Facteurs de correction normalisés obtenus par différentes techniques
d’évaluation pour I'éprouvette CN

Figure 1V.15 : Facteur de correction obtenu par différentes techniques d’évaluation

Facteur de correction Y(a/w)
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Figure 1V.16 : Ecarts entre les facteurs de correction analytiques et les facteurs
de correction obtenus par différentes techniques d’évaluation pour I'’éprouvette DEN

a/w Y EXTRAP. Y pct Y opDT
0.3 0.9610 0.9538 0.9492
0.4 0.9683 0.9587 0.9509
05 0.9740 0.9628 0.9530

Tableau V.10 : Facteurs de correction normalisés obtenus par différentes techniques
d’évaluation pour I'éprouvette DEN

Cette analyse permet de constater que les valeurs obtenues avec les techniques
d’évaluation (DCT et QPDT) sont trés proches ; elles sont un petit peu inférieures a ceux
de la technique de I'extrapolation. Cette différence peut s’expliquer par le fait que certaines
recommandations n’ont pas été prises en considération (Type déléments finis, nombre
d’éléments finis de pointe).

3.4. Comparaison avec les éléments finis enrichis

Les résultats de I'étude de I'éprouvette SEN (Figure 1V.17) sont comparés a ceux
de I'approche de Benzley [35] ou des éléments finis classiques enrichis ont été utilisés

(Figure IV.18) : '—i 4

v

Figure 1V.17 : Maillage et conditions aux limites de I'’éprouvette SEN
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Figure 1V.18 : Comparaison des valeurs du code OMEGA (Q-FEM)
avec ceux de Benzley
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Figure 1V.19 : Ecarts entre les valeurs du code OMEGA (Q-FEM) et ceux de Benzley

Cette étude numérique met en évidence la bonne concordance entre nos résultats,
obtenus avec les éléments finis dégénérés a simple singularité, et ceux de Benzley obtenus
avec les éléments finis enrichis. Ceci confirme que les éléments finis constituant I'approche
Q-FEM du code OMEGA donnent des résultats similaires a ceux des éléments finis enrichis.
Cependant, ils sont avantageux aux éléments finis enrichis en ce qui concerne la facilité
d’implantation.
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4. Modélisation des singularités par I'approche DQ-FEM
4.1. Comparaison QPE et DQPE

Afin de tester I'efficacité de I'approche DQ-FEM du code OMEGA, une étude numérique
c'est centré sur I'anylse des éprouvettes CN et DEN. Les éléments finis dégénérés a simple et
a double singularité (QPE et DQPE) ont été utilisés successivement a la pointe de la fissure.
Les résultats de cette étude sont reportés sur les figures V.20 et 1V.22.
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Figure 1V.20: Facteurs de correction de I'éprouvette CN obtenus par
les éléments finis dégénérés QPE et DQPE
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Figure 1V.21: Ecarts entre les facteurs de correction analytiques et les facteurs
de correction obtenus par les éléments finis dégénérés QPE et DQPE pour I'éprouvette CN
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a/w Y qpe Y popre
0.3 0.9787 1.0041
0.4 0.9817 1.0001
0.5 0.9831 0.9964

Tableau V.11 : Facteurs de correction normalisés de I'’éprouvette CN
obtenus par les éléments finis dégénérés QPE et DQPE
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Figure 1V.22: Facteurs de correction de I'éprouvette DEN
obtenus par les éléments finis dégénérés QPE et DQPE
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Figure 1V.23: Ecarts entre les facteurs de correction analytiques et les facteurs
de correction obtenus par les éléments finis dégénérés QPE et DQPE pour I'éprouvette DEN
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Tableau 1V.12 : Facteurs de correction normalisés de I'éprouvette DEN
obtenus par les éléments finis dégénérés QPE et DQPE

a/w Y qpe Y popre
0.3 0.9610 0.9950
0.4 0.9683 0.9969
0.5 0.9740 1.0005

D’apres les résultats de cette application, il est possible de constater la trées bonne
concordance des résultats obtenus a I'aide des éléments finis dégénérés a double singularité
DQPE avec les résultats théoriques. De méme, il est possible de confirmer la nette
amélioration porté par ces éléments par apport aux résultas obtenus avec les éléments finis

dégénérés a simple singularité QPE.

4.2. Influence de la longueur de I'’élément fini de pointe

L'éprouvette CN a été analysée en utilisant les éléments finis dégénérés a double
singularité DQPE. Deux différentes longueurs d'éléments finis de pointe ont été utilisées
(I=0.050a et 1=0.075a). La figure 1V.24 retrace les valeurs des facteurs d’intensité
des contraintes le long de la fissure.
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Figure 1V.24 : Influence de la longueur de I'élément de pointe sur le facteur d’intensité

de contraintes obtenu a l'aide des éléments DQPE (a/w =0.5)

0.025 0.0375 0.1 0.15 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1=0. 050a 1.428 - 1.3740 - 1.3806 1.3158 1.2322 1.1405 1.0412
1=0.075a - 1.4247 - 1.3597 1.3687 1.3142 1.2306 1.1392 1.0402

Tableau 1V.13 : Valeurs des facteurs d’intensité des contraintes
le long de la fissure obtenues par des éléments finis DQPE (a /w=0.5)
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Cette étude permet de mettre en évidence les constatations suivantes :

- Une trés faible sensibilité des résultats a la variation de la taille des éléments finis
dégénérés a double singularité (DQPE) du front de la fissure. Cette constatation a été
également observée avec les éléments finis dégénérés a simple singularité (QPE).

- Au voisinage immédiat de la pointe de la fissure, les valeurs des facteurs d’'intensité des
contraintes sont plus proche de la solution théorique que ceux données par les éléments finis
dégénérés a simple singularité (QPE).

- Une sou-estimation de la solution est observée au niveau du nceud (x=L); ce
phénomeéne influencera I'extraction des facteurs d’intensités des contraintes par la technique
d’extrapolation.

4. 3.Techniques d’évaluation
4.3.1. DCT et QPDT

Les figures 1V.25 et 1V.27 illustrent les résultats d’évaluation des facteurs de correction
des éprouvettes DEN et CN obtenus par différentes techniques d’extraction : la technique
QPDT et la technique DCT ont été utilisées pour extraire les facteurs d’intensité
des contraintes en utilisant les éléments finis a double singularité DQPE.
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Figure 1V.25: Facteurs de correction de I'éprouvette CN obtenus par différentes
techniques d’évaluation en utilisant les éléments finis DQPE

a/w Y pct Y qpoT
0.3 1.0041 0.9557
0.4 1.0001 0.9594
0.5 0.9964 0.9607

Tableau 1V.14 : Facteurs de correction normalisés de I'éprouvette CN obtenus par
différentes techniques d’évaluation en utilisant les éléments finis DQPE

Thése de Doctorat Y.Abdelaziz — Université de Tlemcen 72



Chapitre IV : Validation et exploitation

2000 — - - - - - - P T e ,
1750 — ! ! | |
| | | |
1500 — | |
1250 * Technique DCT : :
10.00 — - - A TechniqueQPDT | - - - - L - - - - - - !
| |
750 — T T | |
500 | | | | |
A A A |
I 250 —| ! | i |
E\./ | | * |
£ 0.00 n >
g D S A A
O 0.25 | 0.35 | 0.45 | 0.55 |
i} 2500-20 0.30 0.40 0.50 0.60
-5.00 — ! ! | |
| | | |
750 —| | | ! !
000 | S R TR T |
-12.50 —| ! ! | |
I I I I
-15.00 — | | | |
I I I I
-17.50 —
| | | |
2000 — - - - - - _ [[ S . Lo - - - - - |
Longueur de la fissure / Largeur de I'éprouvette (a/w)

Figure 1V.26: Ecarts entre les facteurs de correction analytiques de I'éprouvette CN
et les facteurs de correction obtenus par différentes techniques d’évaluation en utilisant
les éléments finis DQPE
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Figure 1V.27: Facteurs de correction de I'éprouvette DEN obtenus par différentes
techniques d’évaluation en utilisant les éléments finis DQPE

a/w Y pct Y qpoT
0.3 0.9950 0.9600
0.4 0.9970 0.9653
0.5 1.0005 0.9700

Tableau 1V.15 : Facteurs de correction normalisés de I'éprouvette DEN obtenus
par différentes techniques d’évaluation en utilisant les éléments finis DQPE
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Figure 1V.28: Ecarts entre les facteurs de correction analytiques de I'éprouvette DEN
et les facteurs de correction obtenus par différentes techniques d’évaluation en utilisant
les éléments finis DQPE

D’apres cette application, on peut constater que, pour la méme modélisation par éléments
DQPE, la technique DCT est plus efficace que celle de la technique QPDT.

4.3.2. Extrapolation

La technique d'extrapolation a été utilisée pour extraire les facteurs d’intensité
des contraintes en utilisant successivement les éléments finis a simple et double singularité
(QPE et DQPE). Les résultats de cette analyse sont reportés sur la figure 1V.29. La figure
IV.31 illustre l'apport de I'application du principe «nceud fictif» sur la technique
d’extrapolation.
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Figure 1V.29 : Facteurs de correction de I'’éprouvette CN
obtenus par la technique d’extrapolation
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Figure 1V.30: Ecarts entre les facteurs de correction analytiques de I'éprouvette CN
et les facteurs de correction obtenus par la technique d’extrapolation

a/w Y QPE EXTRAP. Y DQPE EXTRAP.
0.3 0.9787 0.9656
0.4 0.9817 0.9691
0.5 0.9831 0.9710

Tableau 1V.16 : Facteurs de correction normalisés de I'éprouvette CN

obtenus par la technique d’extrapolation
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Figure 1V.31: Facteurs de correction de I'éprouvette CN
obtenus par la technique d’extrapolation et nceuds fictifs
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Figure 1V.32: Ecarts entre les facteurs de correction analytiques de I'éprouvette CN
et les facteurs de correction obtenus par la technique d’extrapolation et nceuds fictifs

a/w

Y DQPE EXTRA.

Y DQPE EXTRA. MOD .

0.3
0.4
0.5

0.9656
0.9691
0.9710

0.9750
0.9788
0.9805

Tableau 1V.17 : Facteurs de correction normalisés de I'éprouvette CN
obtenus par la technique d’extrapolation et nceuds fictifs

A Tlinverse des résultats obtenus par les techniques DCT et QPDT, la technique
d’extrapolation fournit des résultats meilleurs pour une modélisation par éléments finis a
simple singularité QPE. Reste que une nette amélioration peut étre portée a la technique
d’extrapolation pour I'approche DQ-FEM en utilisant le principe du nceud fictif.

4.4. Implantation DQPE-SAP

Un atout principal des éléments finis a double singularité DQPE est la facilité
d’intégration de ces éléments dans des programmes standards d’analyse par éléments finis
sans modification majeure. Cette caractéristique permet de profiter des opportunités offertes
par ces programmes trés avancés. Comme un exemple d’application, les éléments DQPE ont
été implantés dans le logiciel SAP. Les figures 1V.33 et IV. 35 montrent les changements
obtenus dans les résultas d’analyse par le SAP des éprouvettes fissurées (CN et DEN).
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Figure 1V.33 : Facteurs de correction de I'éprouvette CN
obtenus par le logiciel SAP et par SAP modifié
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Figure 1V.34 : Ecarts entre les facteurs de correction analytiques de I'éprouvette CN
et les facteurs de correction obtenus par le logiciel SAP et par SAP modifié

a/w Y sap Y sapMoD.
0.3 0.9036 1.0041
0.4 0.9129 1.0001
05 0.9190 0.9964

Tableau 1V.18: Facteurs de correction normalisés de I'éprouvette CN
obtenus par le logiciel SAP et par SAP modifié
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Figure 1V.35 : Facteurs de correction de I'éprouvette DEN
obtenus par le logiciel SAP et par SAP modifié
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Figure 1V.36 : Ecarts entre les facteurs de correction analytiques de I'éprouvette DEN
et les facteurs de correction obtenus par le logiciel SAP et par SAP modifié

a/w Y sap Y sap MoD.
0.3 0.9037 1.0005
0.4 0.8978 0.9969
05 0.8825 0.9950

Tableau 1V.19 : Facteurs de correction normalisés de I'éprouvette DEN
obtenus par le logiciel SAP et par SAP modifié

Thése de Doctorat Y.Abdelaziz — Université de Tlemcen 78



Chapitre IV : Validation et exploitation

5. Modélisation par éléments finis étendus
5.1.Validation

L'éprouvette SEN étudiée est une éprouvette fissurée de dimensions (H=200mm
et W=100mm) soumise a une contrainte normale de traction valant (c=1 MPa). Elle a été
discrétisée par une maille uniforme (24 x 48) nceuds d’éléments finis a quatre nceuds.
Les valeurs des facteurs de correction sont obtenues sans remaillage de I'éprouvette pour
un rapport a/w ( longueur de la fissure / la largeur de I'éprouvette) variant de 0.2 a 0.45.
La figure IV.38 compare les résultats obtenus numériquement avec ceux de la solution
théorique [32].

E=210000 MPa

v=0.3

Figure 1V. 37 : Maillage et conditions aux limites de I'’éprouvette
SEN analysée par I'approche X-FEM
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Figure 1V.38 : Facteurs de correction obtenus pour la maille (24x48) nceuds
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Figure 1V.39 : Ecarts entre les facteurs de correction analytiques et facteurs
de correction obtenus par I'approche X-FEM pour la maille (24x48) nceuds

a/w 0.15 0.20 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45

Ynorm 0.9855 0.9829 0.9841 0.9867 0.9907 0.9867 0.9811

Tableau 1V .20 : Facteurs de correction normalisés obtenus pour la maille (24x48) nceuds

D’aprés la figure 1V.38, la confrontation des résultats permet de constater la bonne
concordance entre les résultats obtenus par le code OMEGA (X-FEM) et ceux donnés par
la solution théorique (un écart inférieur a 2%).

En plus de la bonne concordance des résultats, il est trés nécessaire de souligner les deux
remarques trés importantes suivantes :

- L’analyse a été réalisée sans avoir recoure a un remaillage de I'éprouvette. La maille
initiale a été maintenue malgré la variation du rapport (a/w).

- La fissure coupe les éléments finis constituant la maille.

La figure V.40 montre un schéma de modélisation sans remaillage de la propagation
d’une fissure.
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a /w=0.15

a/w=0.25

a /w=0.55

Figure 1V.40 : Schéma de la propagation de la fissure
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5.2. Influence du nombre de nocuds

Dans cette application, I'influence du nombre de nceuds sur la solution X-FEM a été
étudiée. L'éprouvette SEN a fait I'objet d’analyse en utilisant trois différentes mailles
d’éléments finis étendus. Les résultats de cette étude sont reportés sur la figure 1V.41.

Il est possible de constater que la solution X-FEM est sensible a la taille de la maille
d’éléments finis. On note également que le raffinement du maillage conduit a des meilleurs
résultats.
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Figure 1V. 41 : Facteurs de correction normalisés obtenus pour différentes mailles
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Figure 1V.42 : Ecarts entre les facteurs de correction analytiques et les facteurs
de correction obtenus par I'approche X-FEM pour différentes mailles
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a/w 0.15 0.20 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45
Y12x24 0.9425 0.9487 0.9653 0.9672 0.9692 0.9619 0.9620
Y2axas 0.9855 0.9829 0.9841 0.9867 0.9907 0.9867 0.9811
Yagxge 0.9954 0.9901 0.9914 0.9941 0.9943 0.9961 0.9941

Tableau IV .21 : Facteurs de correction normalisés obtenus pour différentes mailles

5.3. Influence la taille du domaine

Les tableaux IV .22, 1V.23 et 1V.24 regroupent les valeurs des facteurs de correction
normalisés pour trois différents domaines de deux modes de discrétisation. Pour chacune
des discrétisations, la taille du domaine est paramétré par le rapport r/h avec r est le rayon
du domaine et h est la racine carrée de l'aire de I'’élément du front de la fissure. On peut
constater que, pour les trois longueurs des fissures, la solution X-FEM est influencée par
la taille du domine. On notera également que le raffinement du maillage améliore

les résultats obtenus.

Tableau 1V.22 : Facteurs de correction normalisés pour différents domaines (a /w=0.2)

Tableau 1V.23 : Facteurs de correction normalisés pour différents domaines (a/w=0.35)

Tableau 1V.24 : Facteurs de correction normalisés pour différents domaines (a/w=0.50)

r/h 12 x 24 24 x 48
15 0.9780 0.9953

2 0.9701 0.9857
25 0.9647 0.9822

r/h 12 x 24 24 x 48
15 0.9741 1.0025

2 0.9695 0.9903
25 0.9685 0.9899

r/h 12 x 24 24 x 48
15 0.9603 0.9919

2 0.9494 0.9790
25 0.9469 0.9751
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6. Couplage avec la méthode des courbes de niveau

Dans le cadre de cette these, I'idée de couplage de la méthode des éléments finis avec
la méthode des courbes de niveau (LSM) a donné naissance a des différentes approches de
modélisation. Cette combinaison permet de suivre la propagation d’'une fissure sans avoir
recours a des opérations de remaillage. Le code OMEGA offre quatre types de couplage :

- Couplage des éléments finis standards avec la technique LSM (approche S-FEM).
- Couplage des éléments finis QPE avec la technique LSM (approche Q-FEM).
- Couplage des éléments finis DQPE avec la technique LSM (approche DQ-FEM).
- Couplage des élements finis étendus avec la technique LSM (approche X-FEM).
A titre d’exemple, le couplage de la méthode des éléments finis étendus (X-FEM) avec
la technique des courbes de niveau (LSM) peut se résumer de la maniéere suivante:

- mise a jour de ¢ et yi et reconstruction de y au voisinage de la pointe de fissure,

- sélection des nceuds a enrichir au voisinage de la pointe de fissure. Pour chaque élément

de cette zone, on exécute les tests suivants :
Si < 0 et Pmax @min < 0 alors enrichissement H des nceuds,
Si Wmax Wmin < 0 €t @max @min < 0 alors enrichissement {Fi(r, )} des nceuds,
- calcul des fonctions d’enrichissement H et {Fi(r, 6)},
- calcul X-FEM,
- post-traitement.

Omax €t Wmax (resp. ¢min €t wmin ) représentent les valeurs nodales maximales (resp.

minimales ) de ¢ ety sur I'élément.

La figure 1V.43 montre les schémas numériques des différentes approches (S-FEM,
Q-FEM, DQ-FEM et X-FEM) constituant le code OMEGA. De méme, des exemples
de modélisation de la propagation des fissures sans remaillage sont illustrés sur les figures
1IV.44,1V.45,1V.46 et IV.47.
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Figure 1V.43 : Schéma numérique des différentes approches
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a). Couplage FEM/LSM

a/w=0.25

a/w=0.25

a/w=0.75

Figure 1V.44 : Suivi de la propagation d’une fissure sans remaillage (S-FEM)
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b). Couplage QPE/LSM

a/w=0.25

a/w=0.25

a/w=0.75

Figure 1V.45 : Suivi de la propagation d’une fissure sans remaillage (Q-FEM)

Thése de Doctorat Y.Abdelaziz — Université de Tlemcen

87



Chapitre IV : Validation et exploitation

¢). Couplage DQPE/LSM

a/w=0.25

a/w=0.5

a/w=0.75

Figure 1V.46 : Suivi de la propagation d’une fissure sans remaillage (DQ-FEM)
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d). Couplage X-FEM/LSM

a/w=0.1

a/w=0.4

a/w=0.8

Figure 1V.47 : Suivi de la propagation d’une fissure sans remaillage (X-FEM)
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7. Discussion

Au terme de cette étude, une comparaison des différentes approches de modélisation
(S-FEM, Q-FEM, DQ-FEM et X-FEM) permet de mettre en évidence un certain nombre
d’observations :

1- Les quatre approches permettent de s’acquitter de la lourde tache du remaillage lors
de I'étude de propagation de fissures.

2- L’'approche S-FEM nécessite l'utilisation d’'un grand nombre d’éléments finis au
voisinage immédiat des fissures. En effet, les éléements finis standards, basés sur une
approximation polynomiale, donnent une mauvaise estimation des champs des déformations
au bout de la fissure.

3- Les deux approches Q-FEM et DQ-FEM modélisent fidelement la singularité aux
voisinages des fissures et ne demandent pas l'utilisation d’'un grand nombre d’éléments finis.
Les éléments finis QPE et DQPE constituant ces deux approches reproduisent correctement
les champs des déformations au voisinage immédiat des fissures.

4- L’approche X-FEM n’impose pas aux fissures d’étre conformes aux frontiéres. Elle
permet aux fissures d’étre arbitrairement aligné sur la maille.

5- Dans la modélisation par les approches S-FEM, Q-FEM et DQ-FEM, les frontieres
des éléments finis doivent coincider avec la fissure.

6- La grande flexibilité offerte par I'approche X-FEM a un prix qui se paie dans sa mise en
ceuvre. Des modifications majeures sont nécessaires afin d'implanter cette approche dans un
code de calcul.

7- Pour les approches S-FEM, Q-FEM et DQ-FEM, il est facile de les intégrer, sans
grandes difficultés, dans des programmes standards d’analyse par éléments finis.

Note IV.2: |l est tout a fait possible de profiter des avantages de ces approches
et de contourner leurs limites en proposant des schémas numériques de combinaison. Ainsi,
il est trés intéressant de prévoir un couplage des éléments finis étendus avec les éléments
finis dégénérés (QPE et DQPE) ou avec les éléments finis standards.

8. Conclusion

Sur la base de cette étude, Il est possible de confirmer I'aptitude de code réalisé a
modeéliser fidelement la singularité aux voisinages des fissures et a suivre son évolution sans
avoir recours a des opérations de remaillage. L'ensemble d’exemples testés a permis
d’explorer I'efficacité de I'outil de base et de porter, par voie de conséquence, un certain
nombre d’améliorations.

Si I'approche numérique par éléments finis dégénérés a simple singularité a montré son
efficacité et sa puissance pour résoudre de nombreux problémes de fissures immobiles, elle
est moins adaptée pour réaliser les analyses successives d’'un probléme de fissuration. En
effet, comme les frontiéres internes changent d'une analyse a l'autre, une opération
de maillage doit étre recommencée a chaque étape. Si une telle approche est envisageable
pour certains cas simples, il semble irréaliste de procéder de cette maniére pour le cas
de probléme complexe évoluant dans le temps. L’'idée de coupler cette technique avec
la méthode des courbes de niveaux (LSM) permet de dévier cet obstacle. De plus,
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I'introduction d’'une nouvelle configuration de I'élément fini dégénéré constituant cette
approche permet d’améliorer les résultats d’analyse. Une étude comparative de l'efficacité
des techniques d'extraction des facteurs d’'intensité des contraintes (DCT, QPDT
et extrapolation) a montré que les résultats obtenus sont identiques pour le cas
de la modélisation par éléments finis dégénérés a simple singularité. Cependant, les résultats
obtenus avec la technique DCT sont plus adéquats pour le cas de la modélisation par
éléments finis dégénérés a double singularité.

Par une technique d’enrichissement adaptée du champ de déplacement, la technique
X-FEM permet de représenter correctement la singularité aux voisinages d’une fissure placée
de maniére arbitraire sur un maillage. Elle permet, en conséquence, de simplifier
les processus de maillage et de remaillages lors de la propagation. Cependant, I'implantation
de cette méthode au sein d’'un code de calcul souléve plusieurs difficultés. Un effort
d’'implantation numérique doit étre fourni.

En résumé, le code réalisé offert le choix d'analyser un probléme de fissuration, sans
remaillage, par diverses approches et ouvre des perspectives de combinaison de ces
approches afin de traiter les problemes les plus complexes. En quelgues mots le code
OMEGA étend les possibilités d’analyse par éléments finis sans en perdre ses avantages.
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1. Introduction

Sur la base d’'un programme expérimental de calcul de la ténacité des ciments renforcés
de fibres cellulosiques, une étude numérique par éléments finis est envisagée afin d'étudier
la résistance a la propagation de fissure en fonction de la longueur des fibres et en fonction
de I'état d’humidité du matériau.

L'éprouvette CT (Compact-Tension), qui a été utilisée dans I'étude expérimentale, sera
étudiée numériquement. L’approximation du matériau homogéne, élastique linéaire
et isotrope a été choisie dans I'étude de la résistance a la propagation de la fissure.

2. Un apercgu sur les composite fibreux

Un matériau composite résulte de Il'association de deux ou plusieurs constituants
de natures différentes non miscibles, se complétant et permettant d’aboutir a un matériau
dont I'ensemble des performances est supérieur a celui des composants pris séparément
[168,169].

Les matériaux composites se différencient, non seulement, par la nature de leurs
composants: matrice (ciment, métaux, plastiques...), éléments de renforcement (fibres
courtes et longues, agrégats...), mais aussi par I'orientation et la distribution de ces derniers.

Les matériaux fibres-ciment constituent une classe un peu particuliere de composites, ce
sont des matériaux a faible valeur ajoutée. De plus, la géométrie du renfort, son faible volume
et sa disposition dans la matrice en font un matériau moins hétérogéne que la plupart
des autres composites. Ainsi les objectifs du renforcement et les mécanismes physiques qui
les servent sont tres différents.

L'incorporation de fibres dans les matrices a base de ciment est réalisée afin d'améliorer
la résistance a la traction et de diminuer la fragilité. L'hypothése importante est que les fibres
permettent de retarder l'initiation des fissures et de contrdler la propagation une fois qu'elles
apparaissent.

3. Classification des composites fibreux
Il est possible de classer les composites fibreux en deux catégories principales:
3.1. Les composites a fibres courtes

Ils sont renforcés par des fibres préalablement coupées en petites dimensions de I'ordre
du millimetre. Généralement ce genre de fibres n’a aucune orientation préférentielle,
cependant le composite peut présenter une direction préférentielle.

La difficulté de réalisation de ce type de matériaux consiste a maitriser lI'orientation
et la dispersion des fibres de maniére homogéne et a éviter la formation d’amas.

3.2. Les composites a fibres longues

Ils sont renforcés par des fibres continues. L'orientation et I'arrangement, individuelles
ou en paquets, permettent de définir plusieurs structures géométriques :

a)- structure unidirectionnelle (1D)
b)- structure bidirectionnelle (2D)

C)- structure tridirectionnelle (3D)
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Dans le cas des matériaux fibreux, l'orientation des fibres détermine Il'anisotropie
du matériau composite. Cet aspect constitue une des caractéristiques fondamentales
des composites : La possibilité de contrdler I'anisotropie du produit fini par une conception
et une fabrication adaptées aux propriétés souhaitées [170].

4. Propriétés des constituants
4.1. Matrice

Le ciment se présente sous la forme de poudre fine, qui combinée a I'eau, donne
des hydrates stables qui lui conférent une résistance mécanique. La réaction d’hydratation
du ciment conduit donc a la formation d’'une pate qui durcit progressivement a I'air ou dans
I'’eau. Un durcissement qui s'accompagne de variations dimensionnelles trés importantes
[171].

Ce phénomeéne, dont I'amplitude est supérieure a la déformation a rupture du ciment
durci peut conduire, s'il est contrarié, a la ruine du matériau. C'est pourquoi le ciment est
généralement utilisé comme liant, les inclusions limitant le retrait [172].

Le principal type de ciment est le ciment portland, obtenu par calcination de calcaire
et d’argile. Le produit de calcination (le clinker) est finement broyé pour donner le ciment.
Les principaux constituants du ciment portland sont [173] :

C3s Silicate tricalcique 3Cao, Sio2

C2s Silicate bicalcique 2Cao, Sio2

C3A Aluminate tricalcique 3Cao, AL203

C4AF Alumine - ferrite tetracalcique  4Cao, Al203, Fe303
4.2. Fibres

Différents types de fibres peuvent étre utilisés pour renforcer le ciment :
- les fibres minérales ou naturelles (amiante, cellulose...),

- les fibres synthétiques(verre...),

- les fibres plastiques (Nylon, polypropyléne, polyester...),

- les fibres métalliques (acier) etc.

Le tableau 1V.25 compare certaines caractéristiques géométriques et mécaniques
de quelques types de fibres et du ciment [174], il met en évidence la nature trés variée
des produits proposeés.

5. Parameétres influencant les propriétés des composites

L'étude de la structure des matériaux composites fibreux a montré que l'anisotropie
et I'nétérogénéité qui résultent de leur conception, conduit a les caractériser par un grand
nombre de parameétres. Ces parametres augmentent les dispersions dans les résultats
et empéchent, bien souvent, des comparaisons entre les différents travaux. Il apparait donc
primordial, dans une optique d’optimisation au stade de I'élaboration, de connaitre avec
précision la valeur des différents paramétres: Fraction volumique, longueur, diamétre,
dispersion et orientation des fibres, porosité et adhérence fibre-matrice dont certains sont
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difficilement mesurables. Si I'ensemble de ces parameétres concourent a déterminer
les propriétés des matériaux composites, les modélisations descriptives ne tiendront compte
gue de certains paramétres a cause de la complexité des phénomeénes mis en jeu.

Diametre o Résistance Module Allong. &
Fibres Densité en traction d’Young | larupture

K o MPa GPa %
cellulose 14 a 45 1a 3 1.50 150 a 500 20a40 8al2
Amiante 0.02a20 5 25a34 3000 100 a 200 2a3
Acier 5a500 20a80 7.8 1000 a 3000 200 3a4
Verre 5a20 40a70 2.6 150 a 300 80 2a35
Polypropyl. 10 2200 25475 0.9 400 4750 52410 15425
Carbone 5a9 Variable 1.7a2 2000 a 3000 250 a 400 05al5
Kevlar 49 10 1.45 3600 130 2
Ciment 200 2.5 5a13 10a30 0.1a05

Tableau 1V.25 : Caractéristiques géométriques et mécaniques
des différentes fibres et du ciment
6. Rupture des composites: Fibres-Ciment
6.1. Module élastique

La loi des mélanges nous permet dexprimer, en fonction des caractéristiques
des constituants, les propriétés du matériau composite. Ainsi le module du composite s’écrit :

Ec=(1—V1) Em+ 11 10 Vi Es (IV.1)
Avec :

V¢ : taux volumique des fibres

m, 1 : coefficients de I'efficacité

Er: module élastique des fibres

Emn est plus précisément le module de la matrice correspondant a son état dans
le composite, qui est différent du module de cette méme matrice seule. Comme la porosité
est une fonction croissante du volume des fibres et qu’elle influence largement le module
élastique, une loi empirique du type :

En=Eo(l-P)’ (1IV.2)
semble étre acceptée par la majorité des auteurs [175].

avec:
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Eo : Module a porosité nulle
P : Porosité
6.2. Apparition de 'endommagement des composites renforcés de fibres

La déformation a rupture du ciment est inférieure a celle des fibres (Tableau 1V.25). C'est
donc dans la matrice que le composite s’endommagera d’abord. Les fibres, par transfert
de charge a l'interface, peuvent permettre de décharger la matrice et donc de retarder sa

fissuration. Cependant, ce phénoméne est conditionné par le rapport Ei/Em et par

la résistance au cisaillement de I'interface.
6.3. Mécanisme de rupture

Les composites fibres-ciment peuvent étre classées en trois catégories, en fonction de leur
comportement en traction (Figure 1V. 48).

Le comportement type A se caractérise par une surcharge trop importante sur les fibres,
etil y a rupture, ou déchaussement. Ce phénomene est conditionné par I'inégalité suivante:

min (ofu Vi, 2Vilz /d )< om( 1-Vi )+ or Vs (1V.3)

avec :

or : Contrainte dans les fibres pour la déformation de rupture &m, de la matrice. Dans
le domaine élastique of ' = Ef emu

ow: contrainte a rupture en traction des fibres,
V¢ : taux volumique des fibres,

omu: CONtrainte a rupture de la matrice,

| et d: longueur et diametre des fibres,

7 : cisaillement maximum a l'interface.

Le comportement type B se caractérise par le fait que les fibres sont capables de supporter
une déformation supplémentaire, ce qui entraine une fissuration multiple de la matrice [176].

v

Figure 1V.48 : Comportements en traction des matrices fragiles renforcées de fibres
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Les ciments-fibres qui suivent ce type de comportement sont généralement renforcés par
des fibres longues ou par des films avec un volume suffisamment important pour supporter
la surcharge a la rupture de la matrice.

Le plateau (Figure 1V.48) montre que lI'on assiste a un phénomeéne de multi-fissuration
de la matrice a contrainte constante, ou trés légérement croisassent, en fonction
de la répartition des défauts dans le ciment.

Le comportement type C se manifeste généralement dans le cas des composites renforcés
par des fibres courtes.

Apreés rupture de la matrice, la réponse au chargement est donnée par un film de fibres qui
résiste a la charge et forme un pont a travers la fissure. Cette réponse est donnée
principalement par la contribution des fibres résistantes (réponse élastique) et les fibres qui
glissent (réponse par frottement). Quand le maximum de charge est atteint, on a encore
des forces de frottement a l'interface fibre-matrice et la rupture du composite aura lieu
lorsque les fibres qui traversent les fissures de la matrice se cassent ou se déchaussent.

Des études [177,178] sur des ciments renforcés par des films de différents modules
montrent que le plateau de déformation diminue et qu’on se rapproche du comportement
type C au fur et a mesure que le module du renfort augmente. Il faut vraisemblablement
interpréter ce phénomeéne par :

- Une diminution de I'ouverture de chaque fissure a cause de la rigidité des fibres.
- Une grande difficulté pour les micro-fissures a se propager.

Dans le cas du comportement type C, la rupture du composite en deux blocs a lieu en
méme temps que la multifissuration et non successivement comme dans le cas type B.

Cette constatation peut étre confirmée dans les études [179] sur les ciments renforcés avec
différentes longueurs de fibres et qui ont un comportement type C.

Krenchel [180] a suggéré que l'efficacité d’'un renforcement est liée & I'espacement entre
les fibres et a la surface spécifique des fibres. L'importance de ces deux parameétres est en
partie prouvée par la nécessité du traitement de défibrage de I'amiante et du processus
de raffinage des fibres de cellulose ce qui se traduit par une diminution de I'’écart moyen
entre les fibres et par 'augmentation de la surface spécifique des fibres.

6.4.Application de la mécanique de la rupture aux ciments de fibres

Les concepts de la mécanique de la rupture élastique linéaire ont été appliqués pour
la premiére fois par Kaplan [181] aux bétons et ensuite ont été étendus par d’autres[182-184]
aux pates de ciment, mortier et aux bétons renforcés de fibres courtes disposées au hasard.

Les courbes R peuvent étre caractéristiques de ces matériaux, a deux conditions :

- la “pseudo ductilité” observée en traction doit étre trés faible voire inexistante [185].
Cette condition exclut tous les matériaux ayant un comportement type B, c’est-a-dire
a multifissuration importante.

- Les dimensions de I'éprouvette utilisée doivent étre suffisamment grandes par rapport
a la taille de la zone de microfissuration [186].
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En satisfaisant ces conditions, on peut admettre que les courbes R sont représentatif
des matériaux comme I'amiante-ciment ou la cellulose-ciment et tous les autres ciments
renforcés de fibres ayant une courbe de traction quasiment linéaire élastique [187].

7. Approche numérique de la résistance

Sur la base des travaux expérimentaux de Khenfer [188,189], une étude numérique a été
envisagée afin d'évaluer la résistance a la fissuration des ciments renforcés de fibres
cellulosiques : L'étude a été conduite tout d’abord sur des ciments renforcés de différentes
longueurs de fibres de cellulose (1.39, 2.35 et 3.14 mm). Par la suite, des applications ont été
effectuées sur des ciments renforcés de fibres de cellulose a I'état sec, ambiant et saturé
(H=0,8,et 25%) [190].

7.1. Détails expérimentaux

L’étude de la résistance a la propagation de la fissure s’est centrée sur un seul essai avec
une géométrie d’éprouvette figée. Le choix de I'essai a été guidé dans le souci de proposer
un test sélectif mettant bien en évidence le role des fibres.

Les essais de rupture sont conduits sur des éprouvettes Compact-Tension (CT) a vitesse
de déplacement constante (Figure 1V.49). Pour éliminer les risques de bifurcation
de la fissure et sa division en multiples fissures, des rainures ont été usinées de part et d’autre
de I'éprouvette. Le fond de I'entaille initiale est obtenu avec une scie fine, ce qui assure un
rayon de courbure suffisamment faible en fond de la fissure.

Le déplacement a été enregistré par un capteur d’ouverture positionné a l'extrémité
de I'éprouvette. La mesure du déplacement & cet endroit, et non aux points d’application
de la charge, modifie la valeur de la complaisance, mais pas sa variation (dc/6a).

o w
J o
L —
i |
tp H.ga Bogs
w B1

Figure 1V.49 : Géométrie de I'éprouvette CT

7.2. Courbe charge - déplacement

Lors d’'un essai continu, on distingue trois domaines sur la courbe charge-déplacement
présentée sur la figure 1V.44 :

1- Un domaine linéaire

2- Un domaine non - linéaire, correspondant a une propagation stable de la fissure
a charge croissante.

3- Aprés le maximum de la charge, une propagation toujours stable de la fissure a charge
décroissante.
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Figure IV .50: Courbe charge - déplacement d’'une éprouvette entaillée CT

Un rechargement de I'éprouvette montre une augmentation linéaire de la charge en
fonction du déplacement, la complaisance étant proportionnelle a I'inverse de la pente
(Figure IV.51).

Charge en(10xN)

721

561

40

244

Déplacement en (mm)

0 o8 15 34 38

Figure 1V.51: Courbe charge- déplacement d’'une éprouvette entaillée soumise
a des chargements et des déchargements
7.3. Courbe Kgr

Il a été choisi de tracer les courbes de résistance a la propagation de la fissure en terme
de facteur d’intensité de contraintes (Figure IV.52 et 1V.53). Pour chaque courbe R, deux
valeurs du coefficient d’intensité de contrainte ont été déterminées :

- la valeur du coefficient a I'amorcage de la fissure Ka,

- la valeur maximale atteinte Kg.
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Figure 1V.52: Courbes Kr en fonction de Aa correspondant a différentes
longueurs de fibres
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Figure 1V.53: Courbes Kg en fonction de Aa correspondant a différents états d’humidité

7.4. Comportement de I'’éprouvette CT

Afin de pouvoir valider notre maillage ainsi que les conditions aux limites, cette étude s’est
attachée a décrire le comportement de I'éprouvette CT d’'un matériau isotrope. La symétrie
de cette éprouvette a permis de faire I'’étude sur la demi-éprouvette. Elle a été discrétisée par
des éléments & huit nceuds (Figure 1V.54).

Figure 1V.54 : Maillage de la demi -éprouvette CT
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Les résultats de cette analyse sont reportés sur la figure 1V.55. lls sont comparés a ceux
de la méthode de collocation [191].

Il apparait, clairement, que nos valeurs corroborent celles de la méthode de collocation
[191], ce qui permet de valider notre maillage ainsi que les conditions aux limites.
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2267

2133 —

20.0 —

1867 —

1733 o
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1467 -
1333 o
12.0 —

1067 —

Facteur de correction Y(a/w)
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8.0 —
667 —
533

4.0

0.35 045 055 065

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Longueur de la fissure / Largeur de I'éprouvette (a/w)

Figure 1V.55 : Comparaison des résultats numériques trouvés
avec ceux de la méthode de collocation
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Figure 1V.56 : Ecarts entre les facteurs de correction trouves et les facteurs
de correction donnés par de la méthode de collocation
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a/w Y

0.4 0.9603
0.5 0.9524
0.6 0.9667

Tableau 1V.26 : Valeurs du facteur de correction de I'éprouvette CT

7.5. Effet des rainures

Pour une raison expérimentale, I'éprouvette CT testée présente des rainures. Il est donc
nécessaire d'ajouter une correction au calcul des facteurs d’intensité des contraintes pour
tenir compte de la réduction d’épaisseur due a la rainure. A cet effet, I'influence de ces
rainures sur les facteurs d’intensité des contraintes a fait I'objet d’une analyse numérique.

Deux types d’éprouvettes (CT) ont été étudiés :
- une éprouvette CT sans rainures d’épaisseur totale B; (10mm).

- une éprouvette CT avec des rainures d’épaisseur variable (B =7, 8, 9 mm).

B1(mm) B (mm) (B1/B)1/2
Rapport 1 10 9 1.054
Rapport 2 10 8 1.118
Rapport 3 10 7 1.195

Tableau IV. 27 : Valeurs du rapport de I'épaisseur

La figure IV.57 représente les facteurs de correction obtenus numériquement pour
les différentes éprouvettes rainurées. Elle montre que le facteur de correction est influencé
par I'existence des rainures, il est de plus en plus important pour des rapports d’épaisseur
élevés.

120 —p ~ — — =~ —m o mm = S - - ‘
I I
b O Rapport 3 ! !
I I
11.00 | * Rapport 2 | !
I I
1054 - < Rapportl L ‘
% A Sansrainures : :
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§ | | o
8 | | | |
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Figure 1V.57: Influence des rainures sur le facteur de correction
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7.6. Effet de la longueur des fibres et d’état d’humidité

L'étude de la résistance a la propagation de la fissure a été conduite tout d’abord sur
des ciments renforcés de différentes longueurs de fibres de cellulose (1.39, 2.35 et 3.14 mm).
Par la suite, des applications ont été effectuées sur des ciments renforcés de fibres
de cellulose a I'état sec, ambiant et saturé.

Dans toute cette étude, les constantes élastiques des matériaux sont tirés du travail
[188] :
- Pour les ciments renforcés par différentes longueurs de fibres E =18 GPa, v =0.12

- Le pourcentage d’humidité absolue, ainsi que les constantes élastiques, correspondant
a chaque état d’humidité sont montrés dans le tableau 1V.28.

Etat Pourcentage Constantes
d’humidité d’humidité % élastiques GPa
Sec 0 17
Ambiant 8 18
Sature 25 15

Tableau 1V.28: Pourcentage de la teneur en eau et les valeurs des constantes élastiques
du composite a différents états d’humidité

Les résultats numériques de cette étude sont reportés sur les figures ci-dessous. lls sont
compareés aux résultats expérimentaux.

Facteur d'intensite de contraintes MPa m

ka: valeur numérique

Kr: valeur numérique

—F—
—%— Ka: valeur expérimentale |
—A—
—A—

Kr: valeur expérimentale

\

12 16 2.0 2.4 2.8 32
Longueur des fibres (mm)

Figure 1V.58 : Caractéristiques des ciments renforcés pour différentes
longueurs de fibres
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TO— - - - m - — - ——m———— oo oo

Ka :valeur numérique
6.0 - -

Kr:valeur numérique

—H—
—J— ka: valeur exprimentale
—A—
—A—

Kr: valeur expérimentale |- - - _ 1 _ _ _ _

5.0 - -

Facteur d'intensite de containtes MPam
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Figure 1V.59: Caractéristiques des ciments renforcés pour différents états d’humidité

7.7. Discussion
Les résultats de ces applications numérigues mettent en valeur deux aspects principaux :

1)- L’'augmentation de la longueur des fibres ou de la teneur en eau n’a pas une grande
influence sur les valeurs du facteur Ka. Par contre, cette augmentation se traduit par un
accroissement des valeurs du facteur Kr. Cette constatation s’explique par le fait que :

a)- Dans le cas des ciments renforcés de fibres longues, la fissure ne se propage que par
rupture des fibres ; ce qui nécessite une grande énergie. Alors que, pour les composites
renforcés de fibres courtes, la fissure ne trouve pas de difficulté a se propager, elle tend
a éviter les fibres courtes qui opposent a sa propagation, en les contournant.

b)- L'initiation a la propagation de la fissure n’est pas sensible a I'état d’humidité car elle
se manifeste dans la matrice sans intervention des fibres. Par contre, I'eau a un effet sur
la propagation de la fissure ; qui se traduit par un plus fort accroissement de la résistance
a la fissuration avec I'avancé de la fissure, celui-ci est causé par le gonflement des fibres par
I’eau, qui leur offre une grande ductilité de telle sorte que le mécanisme de déchaussement
des fibres de la matrice devient de plus en plus lent, et par conséquent la fissure se propage
lentement au cours du temps.

2)- Les valeurs numeériques des facteurs d’intensité, en particulier de Kg, sont relativement
inférieures aux valeurs expérimentales.

Cet écart est dO essentiellement a deux facteurs principaux :

a)- L'étude numérique suppose que le matériau est homogene et isotrope alors que en
pratique des hétérogénéités et des anisotropies microscopiques existent au sein du matériau.
De plus, elle se trouve limité par I'existence d’une zone plastique a la pointe de la fissure.

b)- Au stade du calcul des facteurs Kg, I'éprouvette compact-tension (CT) a en réalité
un comportement non linéaire contrairement au modele numérique qui admette la linéarité.
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Note IV .3: Une étude numérique similaire a été conduite sur des platres renforcés
de fibres cellulosiques pour différents états d’humidité [192]. Des résultats semblables a cette
étude ont été constatés.

8. Conclusion

Au terme de cette étude comparative, la confrontation des différents résultats permet
de constater la trés bonne concordance des résultats numériques avec les résultats
analytiques. Cependant ces résultats sont relativement inférieurs aux résultats
expérimentaux. Néanmoins, cette différence peut étre jugée acceptable dans le cadre
des erreurs de I'approche, en particulier, de I'existence des hétérogénéités et des anisotropies
du matériau et de la complexité des paramétres mis en jeu.

D’une facon générale, on note que les résultats numériques trouvés sont comparables
aux résultats expérimentaux : lls révélent que la longueur de la fibre incorporée et I'état

de I'humidité du matériau n'ont aucune influence sur linitiation de la propagation
de la fissure, mais elle se traduit par un plus fort accroissement de la résistance a
la fissuration avec I'avancée de la fissure.
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LLa modélisation numeérique des singularités au voisinage des fissures par la méthode

des éléments finis nécessite une description explicite du support géométrique. Il est
nécessaire que le maillage se conforme a cette géométrie ce qui pose des problémes de pré-
traitement lorsqu'il s'agit de surface dont la topologie est complexe. Ces problémes sont

d'autant plus difficiles a appréhender si la géométrie des interfaces évolue au cours du temps.

L'objectif principal de ce travail est de développer des outils numériques basés sur
les concepts de la mécanique de la rupture afin de mettre au point un code de simulation
numérique de la propagation des fissures sans remaillage. Une simulation qui doit permettre
de modéliser fidelement la singularité au voisinage des fissures et de surmonter certaines des

difficultés liées a la méthode standard des éléments finis.

Dans cette perspective, deux approches de modélisation de la fissuration sans remaillage

ont été exposées:

> Une premiére approche visant a éviter, par une modification géométrique,
le probléme de singularité au voisinage des fissures, a donné lieu a la méthode des éléments
finis dégénérés a quart de point. Dans le cadre de cette thése, une nouvelle modification
géomeétrique de ces éléments a permis de mettre en ceuvre un nouveau type d’éléments finis
DQPE «éléments finis a quart de point a double singularité ». La facilité d’intégrer les
éléments finis dégénérés dans des programmes de calcul classiques ainsi que leurs criteres
de convergence font que leur présence dans les analyses de la mécanique de la rupture est
indispensable. De plus, une idée originale de couplage de la méthode des éléments finis avec
la méthode de courbe de niveau (LSM) a permis la mise au point de nouvelles techniques
de modélisation numérique de la fissuration sans avoir recours a des opérations
de remaillage. La comparaison des différentes techniques d’extraction des facteurs d’intensité
des contraintes (DCT, QPDT et extrapolation) a indiqué que les résultats obtenus par ces
techniques sont identiques pour le cas de la modélisation par éléments finis dégénérés a
simple singularité. Cependant, la technique DCT offre les résultats les plus adéquats pour
le cas de la modélisation par éléments finis dégénérés a double singularité. 1l est a noter que
la présence des éléments finis & double singularité DQPE ne se limite pas a la représentation
de la singularité dans le domaine de I'élasticité linéaire, leur extension a d’autres types

de singularités et a d’autres domaines d’application est tout a fait possible.

> Une seconde approche basée sur la partition de 'unité a permis I'’émergence d’'une
nouvelle méthode dite « Méthode des éléments finis étendus». Dans cette méthode,
les éléments coupés par une fissure sont remplacés par des éléments spéciaux possédant
quelques degrés de liberté supplémentaires qui permettent de représenter un champ
de déplacement discontinu de part et dautre de celle-ci. Elle permet d’enrichir

les approximations d'éléments finis de sorte que les problémes de fissuration puissent étre
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résolus sans remaillage. La méthode permet, également, aux fissures d'étre arbitrairement
résolus sans remaillage. Sur la base d’'une analyse critique de I'état de l'art relatif a cette
nouvelle technique, un schéma d’'implémentation numérique a été proposé afin d’améliorer

I'aptitude de la méthode X-FEM a reproduire la singularité exigée par I'analyse élastique.

Sur la base des différentes approches de modélisation numérique sans remaillage (S-FEM,
Q-FEM, DQ-FEM et X-FEM), un code de calcul sous MATLAB baptisé « OMEGA » a été mis
en ceuvre. Un ensemble d’applications a permis de valider et de confirmer I'aptitude du code
a représenter fidelement la singularité au voisinage des fissures et a suivre son évolution sans
avoir recours a des opérations de remaillage. De méme, il a été possible d’explorer certaines
opportunités offertes par cet outil et d’améliorer un certain nombre de ses performances. Il
est cependant trés important de rappeler que, dans le cadre de cette thése, seule une
utilisation indépendante des approches de modélisation a été visée. Il est tout a fait possible
de réaliser un couplage regroupant diverses approches afin d’étudier les problemes les plus
complexes :

- un couplage des éléments finis standards avec les éléments finis étendus,

- un couplage des éléments finis dégénérés a quart de point (a simple ou a double
singularité) avec les éléments finis étendus.

En outre, et sur la base d'un programme expérimental, des tests ont été envisagés afin
d’approcher numériquement la résistance a la fissuration d’un composite fibreux a base de
ciment renforcé de fibres de cellulose : L'influence de certains paramétres tels que la
longueur des fibres et I'état d’humidité du matériau ont été étudiés. D’une maniére générale,
la confrontation des différents résultats a permis de constater la trés bonne concordance des
résultats numériques avec les résultats analytiques. Cependant ces résultats sont
relativement inférieurs aux résultats expérimentaux. Néanmoins, cette différence peut étre
jugée acceptable dans le cadre des erreurs des calculs et des hypothéses de I'approche

numeérique.

Enfin, nous espérons que cette étude contribuera a une plus large diffusion des concepts
traités pour les analyses élastiques et élasto- plastique de la mécanique de la rupture et ouvre

des perspectives a leur extension a d’autres domaines de simulation numérique.
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