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Notations

— N est un entier, 2 C RY est un ensemble ouvert borné, de frontiére O
— X un espace de Banach de norme || || et X’ son dual.

— H un espace de Hilbert.

— <, > la paire de H avec son dual

— LP(Q) est l'espace de fonctions mesurables u : € — R avec la norme
finie :

|vmmn=(4umWMQ11Sp<m

L>*(Q) ={f: Q2 — R; f mesurable et 3 une constante C telle que|f(z)| < C p.p sur Q}

| f[|z(0) = ess supgea|u()]
Si z,y € RY alors x.y est le produit scalaire dans RY, i.e :
Siz=(zy,...,xn), et y = (y1,...,yn) , alors

N
.Yy = sz Yi
i=1

NI

N
SizeRN, |z| = (fo)
i=1
N
— m = (my, My, ..,my) € NV est un multi-indice , et m = > m;.
i=1
mo.__ am
V= Bz;nl.‘.ax?\;N

— B(z,r) ={y € Q; ||r —y|| <r} est la boule ouverte de rayon r dans

Q
— u : 2 — R une fonction, alors
ou ou \" g
Vu = (8_x1’ ,%) , son gradient et
n Q% ) )
Au =Y — = div(Vu) son laplacien

2
i=1 8xl



Np_
N-—p °
— Supp (u) = {z € Q;u(x) # 0} est le support d'une fonction
u o Q— RV,
— w CC Q2 : w est un ouvert de €2 tel que w C 2 et w est compact.

— p* est I'exposant critique de p : p* =

_ 1
— fB(IO’T) ude = (g fB(xO’T) u dz, la moyenne de u sur la boule B(xg, ).
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Introduction

Dans ce mémoire nous nous intéresserons a la régularité des équations
aux dérivées partielles du second ordre uniformément elliptiques.

I1 est souvent difficile de travailler directement dans des espaces de classe
C*. Généralement, nous montrons I'existence de solutions faibles dans des
espaces dits de Sobolev, puis nous essayons d’améliorer leur régularité.

L’objectif principal de ce travail est justement I’étude de la régularité des
solutions faibles de certaines EDPs du second ordre.

Ce travail est composé de trois chapitres :

Le chapitre I est consacré aux "Préliminaires". il est décomposé en trois
parties :
La premiére consiste a présenter les espaces dans lesquels nous allons tra-
vailler, a savoir les espaces de Holder, les espaces de Sobolev et leurs proprié-
tés.
Dans la deuxiéme, nous énoncerons quelques inégalités qui nous seront utiles
par la suite.
Enfin, nous introduirons 'opérateur sous forme divergence

L = —div(AV) +b.V +¢
En premier lieu nous considérerons ’EDP linéaire qui lui est associée, soit :
Lu = f(x)

L’existence dans ce cas est assurée par le théoréme de Lax Milgram.
Ensuite, nous considérerons des équations semi linéaires du type :

—Au = g(u)

Pour I'existence de solution de cette derniére, nous ferons appel aux méthodes
variationnelles.
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Le chapitre II porte sur la régularité qui sera aussi reprise au chapitre III.
Nous étudierons la régularité de solutions faibles des équations qui ont déja
été introduits dans le chapitre I, c’est a dire de

—Lu = f(z)

et de
—Au = g(u)
En fait, nous verrons que cette régularité dépend de celle des coefficients et

du second membre.

Enfin dans le troisiéme chapitre, nous donnerons une autre approche de
la régularité grace a "l'inégalité de Caccippioli". Elle est de la forme

/ |VulPdz < C’/ u(z) — 7{ u
B(zo,r") B(zo,r) B(zo,r)

Cette inégalité est un outil simple et puissant, elle nous donne des estima-
tions des solutions faibles. De plus, elle sert & démontrer la régularité.

p
dx, pour p € (1,00)

Cependant, elle n’est pas applicable pour tout u dans W'?. Elle I'est
seulement pour les solutions de certaines EDP et problémes variationnels.
Parmi ces équations, nous nous intéresserons aux équations de Laplace, de
Poisson et enfin a div(A(x)u = 0.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Les espaces fonctionnels

1.1.1 Les espaces C*

Définition 1.1.1 Soient Q C RY et E un espace vectoriel sur R.
Une fonction u : € — R est dite continue en xg si Vrg € 2, Ve > 0,36 > 0
tel que

x € B ||z —x]| <0 = |ulz) —u(zo)| <e,

ot la norme dans RN est la norme euclidienne.
Définition 1.1.2 Soit Q un ouvert de RYN.
On définat

C(Q) = {u: Q= R| u est continue } . B
CO(Q) = {u: Q — R| u est continue et se prolonge continument sur Q} .

Siu € C°(Q), alors sa norme est donnée par

ullgo@) = supsealu(z)|

De plus, (C°(Q), || ||co) est un espace de Banach.
Définition 1.1.3 Soit Q un ouvert de RV,

Une fonction u : Q — R est dite de classe C* sur ) si toutes ses dérivées
partielles jusqu’a 'ordre k existent et sont continues.
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Plus formellement, v : Q — R est de classe C* sur Q si

V™ € C°(Q),vm € {0,1,....k},

On pose alors

C*() == {u: Q= R| u est de classe C* sur Q}

CH@) = {

u:Q —R| wuestde classe C* sur Q, et toutes ses dérivées partielles
jusqu’a ce que l'ordre k se prolongent continument sur 2

Ainsi
Ce(Q) =) CHQ), C=(@Q):=[]C"O)

et
|uller = mazo<m<i (supreal V™ u(x)])

1.1.2 Les espaces de Holder

Définitions Supposons © un ouvert de RV et 0 < o < 1

Une fonction u :  — RY est dite continue Holdérienne d’exposant o
si
u(z) —u(y)| < Cloe —y|* 2,y € Q

Siu: €2 — R est bornée et continue, on écrit

||ullc@) = sup |u(z)]|
e
La semi norme d’ordre « de la fonction u : 2 — R est

|u(z) — u(y)] }

|z — y|*

[U]Coﬁa(ﬁ) = Supmvyegzyﬁy {

et
la norme d’ordre o par

lullgo.a@y = lullo@ + [Uleon @)
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— L’espace de Holder B
Ck,a(Q)

est constituée des fonctions C*(2) pour lesquelles la norme
||U||ckya(§) = Z HDaUHo(ﬁ) + Z [Dau]o@a(ﬁ)
la|<k |a|=k

est fini.

Donc I'espace C** () est constitué de fonctions qui sont k—fois
continument différentiables et leur dérivées partielles sont continues
Holdériennes d’exposant .

1.1.3 Les espaces de Sobolev
L’espace W1'? et ses propriétés

Définition 1.1.4 L’espace de Sobolev

0
WP (Q) = {u € LP(Q);3g1, ..., gn € LP(Q)] / u 8SO = — / gi PV € CF(QVi = 1,2, ...,N}
Q Ty Q
Remarque 1 Sip =2 on écrit souvent
HY(Q) = WH(Q).
Pour u € W?(£2) on note
ou
axz - g’l‘
L’espace v € W1P(Q) est muni de la norme
N
Ju
ullwrr = [luller + Z oz,
=1
PNb
ou parfois la norme équivalente <||u|]’£p +3N ‘ Ju > (sil<p<o0)
il Lp

Proposition 1.1.1 — L’espace WP est un espace de Banach pour
1 <p<oo; réflexif pour 1 < p < oo et séparable pour 1 < p < oco.

— L’espace H' est un espace de Hilbert séparable.
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Voici un résultat important de densité :

Théoréme 1.1.1 (Friedrichs) Soit uw € W avec 1 < p < co.
Alors il existe une suite (u,) de C*(RY) telle que

(i) unjo — u dans LP(Q2)
(i) Vg, — Vu, dans LP(w)N pour tout w CC

Proposition 1.1.2 (Dérivation d’un produit ) Soient u,v € W?(Q) N
L>®(Q) avec 1 < p < oo. Alors uv € WHP(Q) N L>(Q) et

0 (uv) = ou N ov
(’“):Ei wor= al'iv u(‘?xz

i=1,2,.,N

Définition 1.1.5 Soit 1 < p < oo : Wy P(Q) désigne la ferméture C°(Q)
dans WP (Q).

On note

Hy () = Wy™(Q)

Théoréme 1.1.2 On suppose Q0 de classe C. Soit
we WHPQ)NCQ) avec 1<p<oo

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) w=0 sur 09

(1) uwe W,P(Q)

Théoréme 1.1.3 (Rellich Kondrachov) On suppose 2 borné de classe
Cl. Ona
~ Sip < N, alors W'?(Q) C L1(Q), Vq € [1,p*] ou 1% =

D=
z|=

-~ Sip=N, alors W'?(Q) C LI(Q), Vq € [1, 00|,
- Sip < N, alors W'P(Q) C O(Q),

avec injections compactes.
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L’espace W»

Définition 1.1.6 Soient k > 2 un entier et soit p un réel avec 1 < p < 0.
— L’espace WHP est défini par

u € LP(Q)| Va avec |a] < k g, € LP(Q) tel que
Whe(Q) =
Jou D% = (1)lal [o9¢,%p € C5*(Q)

— Siu e WFP(Q) alors on définit sa norme par

<Z|a|§k Jo |D°‘u|pdx> " 1<p<oo

HUHW’W(Q) =
> lal<k €8S supa|Du|  (p = o0)

1.2 Quelques inégalités utiles

1.2.1 Inégalité de Young

Définition 1.2.1 On dit que p,q € [1,00[ sont deuz exposants conjugués si

__|__:1
P q

Proposition 1.2.1 (inégalité de Young) Soient 1 < p,q < oo tels que

1 1
__|__:1
P q
Alors » .
abga—+a—(a,b>0)
p q

1.2.2 Inégalité de Holder

Soit Q C R¥, supposons que 1 < p, g < oo tels que

4 =1
p q

Sifelr, ge L alors fg € L' et

[ 191 < 1171 il
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1.2.3 Inégalité de Poincarré

Proposition 1.2.2 Soit Q un sous ensemble ouvert conneze et borné de R,
avec frontiere 0F), de classe C*. Supposons 1 < p < oo.
Alors, il existe une constante C dépendante seulement de N,p et Q telle que

lu —Tallrr@) < [|VullLro

pour chaque fonction u € WHP(Q).

1.2.4 Inégalités de Sobolev

Théoréme 1.2.1 Soit Q un sous-ensemble ouvert de RN de frontiére de
classe C. Supposons u € WHP(Q).
- Si
k<

SRS

alors uw € L1(Q) ou

et en plus, on a l’estimation
ul|zage) < Cllullwero

la constante C dépend seulement de k, N,p et Q

- 51 N
k> —
p

N
alors u € C*1712(Q) on

N N - 0 :

[5]+1— < si n'est pas entier

n’importe quel nombre positif <1 si % est entier
et en plus, on a l’estimation

<
el e gy < Cllellwssiey

la constante C' dépend seulement de k, N,p et §2.
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1.3 Notions d’existence de solutions faibes

1.3.1 Introduction sur les opérateurs sous forme diver-
gence

Tout d’abord, on introduit les opérateurs sous forme divergence

N Z ( aa_xu]) + Zbi(x) J +c(x)u = f(x) dans Q  (1.1)

’Lj_

— Z a;;(z (9:1: 8% Zb c(x)u = f(x) dans 2 (1.2)

4,7=1 i=1

ol ) est un sous-ensemble borné de RY, a; ;(z),b;, ¢ f : Q@ — R sont des
fonctions données.

En utilisant A = (a; ;)i =1
sous la forme

~n et b= (by,....,bn)T, on peut écrire (1.2)

.....

—tr(AV?u) +b .Vu + cu = f dans Q
et (1.1) sous la forme
—div(AVu) + b Vu+ cu = f dans Q

On dit que 'EDP Lu = 0 est sous forme divergence si ’opérateur L est donné
par (1.1) et qu’elle n’est pas sous forme divergence s’il est donné par (1.2).

Remarque Si les coefficients a;; sont de classe C', 'équation (1.1) peut
étre réecrite sous forme de (1.2) , et vice versa.

En effet ;
On a
Oa;; Ou
div(AVu) = tr(AVu) +”ZI 9z, Ir
Si, on pose
b i Z @a”
— Ox;’
alors (1.2) est équivalente a
N 9 N
— Z a; ;(x) O u -+ sz(ﬂf) 8u' + c(x)u = f(x) dans Q (1.3)
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Définition 1.3.1 L’opérateur L est elliptique si pour tout x € €, tout & €
RN, il satisfait

EA)E>0
(i.e, toutes les valeurs propres de A sont positives).
On dit que L est uniformément elliptique s’il existe une constante 3 > 0 telle
que

A()E > pIEf*

pour tout x € Q et tout £ € R,
L’ellipticité veut dire que pour chaque point x € €2, la matrice symétrique
A(z) est définie positive et que sa plus petite valeur propre est majorée par

3.

1.3.2 L’existence dans le cas linéaire
Supposons que a; j, b;,c € L¥(Q) 4,5 =1,..., N, et f € L*(Q).
Définition 1.3.2 (Solutions faibles) La forme bilinéaire associée a
lopérateur sous forme divergence est :
N

du 9
Blu.t] /Z ) 22 52; * izb 8xl () de

i,j=1

pour u,v € H}(Q)
On dit que uw € HY(Q) est solution faible de (1.1) si

B[U,U} = (fvv)
pour tout v € H} () o (', ) dénote le produit scalaire dans L*(2).
Supposons que H est espace de Hilbet réel de norme || || et de produit
scalaire( , ).
Théoréme 1.3.1 (Lax Milgram) Supposons B : H x H — R est une ap-
plication linéaire pour laquelle, il existe deux constantes o, 3 > 0 telles que
= (i) |Blu,v]| < aflul| [[o]] (u,v) € H et

~ (1) Bl|ul|* < Blu,u] w € H et soit f: H— R une fonctionnelle li-
néaire bornée dans H.
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Alors, 1l existe une solution unique u € H telle que

Blu,v] =< f,v >

pour tout v € H.

1.3.3 L’existence dans le cas semi linéaire

Tout d’abord, nous allons donner quelques définitions

Définition 1.3.3 Soit X un espace de Banach et E € C'(X).
— On dit que u € X est un point critique de E si E'(u) = 0; sinon il est
régulier.

— On dit que ¢ € R est une valeur critique de E ,s’il existe un point cri-
tique de E avec E(u) = c.

— On dit que la suite (u,), C X est de Palais-Smale de niveau ¢, (PS).,
S0

E(u,) — ¢ et E'(up) — 0 dans X', le dual de X

— Condition de Palais-Smale
(P.-S) Toute suite de Palais-Smale a une sous-suite convergente.

1. Méthode directe

Théoréme 1.3.2 Supposons X un espace de Banach réflexif avec la
norme || ||, et soit M C X un sous ensemble faiblement fermé de X.
Supposons E : M — RUoo est coercive et faiblement semi continue sur
M par rapport a X, i.e, on suppose que les conditions suivantes sont
satisfaites :

(1) E(u) = oo quand ||u|| = oo, u € M.

(2) Pour tout uw € M, toute suite (u,) dans M telle que u, — u faible-

ment dans X, on a
E(u) <liminf E(u,)

n—oo

Alors u est borné inférieurement sur M et atteint son minimum dans
M.
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2. Méthodes variationnelles

—Au(z) = u? pour z € {2
(P)q u(z)>0 pour z € {2
u(z) =0 pour z € 0f)
oup = % = 2* —1 est critique de point de vue d’injection de Sobolev.

En fait, les solutions de (P;) correspondent aux points critiques de
la fonctionnelle d’énergie

1 1
E(u) = 5/ |Vul? dz — ?/ lul|P*t da
Q p Q

Notons que p+ 1 = % est I’exposant limite de I'injection de Sobolev
H}(Q) C LPHH(Q).

Puisque l'injection n’est pas compacte, la fonctionnelle ne satsfait pas
la condition de Palais-Smale et dans ce cas nous avons le résultat de
non-existence di & Pohozaev suivant :

Quand 2 est étoilé alors le probléeme (Py) avec p = % n’admet pas
de solutions.

Si on ajoute une perturbation a (P;), on peut avoir des solutions méme
dans le cas critique.
En effet, soit le probléme de Brézis-Nirenberg

—Au(z) = uP + u pour x € ()
(Py) ¢ u(z)>0 pour z € ()

u(x) =0 pour z € 0f)

Les solutions de (P,) sont les points critiques de la fonctionnelle d’éner-

gle
1 A 1
E — 2 2 _ - p+1d
W= [1vuP =5 [ 1 = = [t ae

or puisque I’équation est homogéne, on peut utiliser

— Minimisation sous contrainte

On minimise la fonctionnelle : E(u) = 3 [ |Vul> — I\ [4? sur la
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sphére unité dans LPT1(Q),
M = {ue Hy() :|lullj;1 =1}
un point critique de E satisfait I’équation
—Au — Au = pu?

ou g est le multiplicateur de Lagrange, donc aprés avoir trouver la
valeur de p on obtient une solution de (P).

ou d’une maniére équivalente,
— Minimisation du quotient de Sobolev

B fQ |VulP — )\fQ |u?

Sy ) = T e

On a le résultat suivant

Théoréme 1.3.3 (a) N > 4,(FP2) a une solution pour tout \ €
(0, A1) et n’admet pas de solution quand X\ ¢ (0, A1) et Q0 étoilé,
ol A1 est la premiére valeur propre de —A.

(b) N =3, on a une solution compléte seulement quand 2 est une
boule. Dans ce cas (P) a une solution ssi X € (A1, A1).

De plus, on a le resultat de non-existence suivant :

Théoréme 1.3.4 Soit Q # RY un domaine régulier dans RY, N >
3 qui est étoilé par rapport a lorigine dans RY, et soit A < 0.
Alors, lunique solution du probléme (Py) est la solution triviale.

— Méthode de Minimax
Elle est basée sur le lemme du Col ou parfois appelé la méthode de
Montain Pass.

Théoréme 1.3.5 ( Mountain Pass) Supposons E € C'(X) satis-
fait (P-S). Supposons

(a) E(0)=0;
(b) Ip>0,a>0: ||lul|=p=Eu) >a;
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(c) Juy € X :||lw]| > p et E(ug) < a.
Définissons

P={peC0,1[; X); p(0) =0, p(1) = }.
Alors
B = ;g}f) Suppep > @

est une valeur critique.

Ce théoreme nous fournit des solutions pour des problemes plus gé-
nérauz.
En effet, soit

—Au = g(.,u) dans €

u =0 sur OS2

Théoréme 1.3.6 Soit Q un domaine régulier borné dans RY, N >
3,p>1cetsoit g: QxR —= R une fonction de Carathéodory avec
primitive G(z,u) = [} g(z,v) = dv.

Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites

(a) limsup,,_,, @ < 0 uniformément en x € Q) ;
(b) Ip < 25,C : |g(z,u)] < O+ |ulP™!) pour presque tout x €
QuelkR

(c) g > 2, Ry, C : 0 < qG(z,u) < g(z,u)u pour presque tout
x €, si|ul >0.

Alors, le probléme admet des solutions non-triviales uy > 0 > u_

dans €.



Chapitre 2

Régularité

2.1 La régularité pour les équations linéaires

Dans ce chapitre, on étudie les équations de la forme

_ Z (%Z <aw($)§—xuj) + Zbl(aﬁ) g;i +c(z)u= f(xz) dans Q  (2.1)

ij=1

ot § est un sous-ensemble borné de RY, a; ;(z),b;, ¢ f : Q@ — R sont des
fonctions données.

Dorénavant, on suppose la condition de symétrie
Cliyj(flf) = Cljﬂ'(flf) Z,j = 1, ,N

Si on a une équation qui ne satisfait pas cette derniére condition, alors on

peut remplacer a;; par a;; = %(ai,j + a;,;) afin d’avoir une équation équiva-

lente qui a la propriété de symétrie.

Une fois qu’on a une solution faible d’une équation telle que
Lu = f dans Q (2.2)

On aimerait bien qu’elle soit une solution classique. Une condition necessaire
pour ceci est bien évidemment que la dérivée seconde existe, ce qui nous ra-
meéne & un probléme de régularité.

21
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On suppose que L est uniformément elliptique avec la constante
d’ellipticité g > 0.

Avant d’annoncer le résultat principal de cette partie, on a besoin de la
proposition suivante :

Proposition 2.1.1 ~ (1) Supposons u,v € L*(Q) et que l'un d’eur est a

support compact dans €.
Alors, pour h < dist(K,0Q), on a

/Q w(w) O (v) dx = — /Q o u(x) () da

~ (11)Siu € WHP(Q) et QO CC Q pour h < dist(K,00), on a
ol (u) € WhHP(Q)

et
Ouy, (O ) = O (D, )

— (#i)Pour h < dist(K,082), on a
O (uv)(z) = u(z + heg)orv(x) + Otu(x) v(z)

Preuve.

/Quﬁ,?(v) de = /Qu<$)v(a:+hzk—v(a:) dx

_ /QU(%")U(QITL hex) dx_/ﬂU(as):(as) e

et en faisant le changement de variable x en x — he; dans la premiére
intégrale, il vient que

/Qua,}j(v) de = /QMI_ };lekﬁ}(x) d:v—/ﬂ%dw

B u(z) — u(z — heg)
= /Q . v(z) dx

= —/Qﬁkh(a:) v(x) dx
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(1) < Oy (O(u), o > = — < O (u), D >
— /6h u) Oy, p da

— / u 0" (0,0) da par (i)
Q

<&A%w»w>::¢g%mm%%>
= —/8zku8k_hg0dx
Q

= / ag(a%u) ¢ dx par (i)
Q
= < 8,2‘(8Iku), =
— (iii)On a par définition de O

u(x + heg)v(x + heg) — u(z)v(x)
h

- hek)v(x + he};;) —v(x) N u(x + he;z) — u(x)v(x)

= u(x + hep)olv(z) + Ofu(z)v(x)

Ok (uv)(z) =

Théoréme 2.1.1 Supposons que a;; € C*Y(Q) et bj,c € L®(Q). Si u €
H(Q) est une solution faible de (2.1) pour f € L*(Q2), alors u € H?, (Q).

loc

Preuve. Fixons k € 1, ..., N, on utilise 'opérateur de difference
h 1
Nw(x) = E(w(az + hey) — w(z)),
ot k est le k™€ vecteur unitaire.

Supposons que ' C € est précompact dans €, soit n € C3°(Q2) avec0 <75 <1
et n = 1 dans €. Définissons

v =0 (o)
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si |h| est suffisemment petit, alors elle est bien définie dans Q et v € H}(Q).

D’ou
/Vv.AVudx = —/vdiv(AVu)
Q Q
= /v(b.Vu+cu—f)dx
Q
On calcule
/VU.AVudx = /V(—@k_h(n%}ju)).AVudx
Q Q
= —/8th(7]28£u).AVudx par (ii)
Q

_ /Q Y (11200). 8 (AVu)da par (i)

(2.3)

= / V(n?0tu).(A(x + hey)VOiu + O AVu)dx par (iii)
0

= /Szn2V8£u.A(x+hek)V8£udx
+ /QUZVO,?U.@ZAVu

+ 2/§2n8,’§uV77.A(x+hek)V8};‘tda:
+ Q/S)nﬁlljan.(?,?AVu dx

soit
1= ([ o (Vofud)’
alors par 'ellipticité de L, on a '
BIVOrul? < VOru. Az + hey)Voru
ce qui implique que

BI* < / *Vopu. A(z + hey,)VOpudr
Q

De plus, par I'inégalité de Holder, on a

/ 02V (9u).0 AVudz < ( / 2|V lu|?dx)? ( / n?|O AP Vul*dx)?
Q Q Q

(2.4)

(2.5)
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D’ot,pour C1 = [|A]| co.1 i), on obtient

/anva,};uﬁ,};AVu dz < CiI || Vul| 2
de la méme maniére, on a

‘2/ nopuNn. Az + hey,)Voju dr
0

1

< 2(/n2|3,?u|Vn|2dx) (/n2|A(x+hek)|2|V8£u|2dx>
Q Q

1

3
”VWHLOO Q) Ha]guHLQ(suppn) HAHLoo(Q) (/Q 772|al?u|2 dx)
= Co|0ul]

IA

(suppn)
avec C'g = ||V77||Loo(9) ||A||L°°(Q) et

IQ/S)naqunazAvu dl’| < C3 “VUHL2 Haku”L2 (suppn)
Avec C3 = 2 an”LOO(Q) ||A||00v1(§)

En utilisant la formule

N 1 ["d
Jpu(zr) = E/o Eu(qutek)dt

d
= —u(x + tey) dt
i
D’ou

h d
! 0

< /% u(z + tey,)|* dt dx
o J[0,4]

< / % \—u x +teg)|? dt dz (par 'inégalité de Holder)
Q' Jo,n] afEk

2
dx

7{ / \—u x + tey,)|* dz dt (par le théoréme de Fubini)
[0,h] J

< 7{ / z)|* dx dt
[0,h]

|quL2

IN
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Ainsi (2.4) et les inégalités ci-dessus montrent que

pI* < / Vu.AVudx + CyI
Q
< IVl g2 + Ca< | Vull o)
pour un nombre Cy qui dépend seulement de n et A.

D’autre part, par (3.12) et I'inégalité de Holder, on a

/Q Vo AVudz < Cs [0 2o (90l + 1 2ge)

ol
Cs = [|bl] ooy + llell ooy + 1-

Finalement
HUHLZ(sw’pn) - (/Q|3kh(7728,gu)|2dx)2
< ([ Voo
Q

= ([ bPvohu+ 2rvyopu) e):
Q
I+ Cs[|[Vull o

IN

pour Cs = |[Vn|| o (q)-

Maintenant, on utilise (3.13) et ces derniéres inégalités pour estimer le
premier terme du coté droit de (3.12).
Et en utilisant 1’abbréviation

E = ([IVull gy + 1 £l 20))

on obtient

BI? < C;IE + C1E”

pour une constante C; qui dépend seulement des coefficients de L et 7.
Ainsi par I'inégalité de Young

C2E?

BI* < 25

< + + C,E?

pI?
2
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1.e

/9772|V3£u|2dx =I*<C3E?

pour CZ = %? +2C'; et par le théoréme de Alaouglu, il existe une suite h; — 0
telle que
Volu — g

faiblement dans (L?(€2))™ pour un certain g € (L?(€Y'))V.
Pour ¢ € (C5°(€))N on a donc trouver

880 Nudr = hm 3 ‘. Vudr = thrn

94 194

ce qui signifie que g = V au sens faible.

Ainsi u € H*(Y).
[ ]

En appliquant le théoréeme précédent succéssivement, on va ganner en
chaque étape un peu plus de régularité.
Un tel raisonnement -typiques aux EDP- est appelé la technique de
Bootstrap.

Théoréme 2.1.2 Supposons que les coefficients sont C"™(Q).
Si f € H™(Q) et u € HY(Q) est une solution faible de (2.1), alors u €
Hm+2(Q)

loc

Preuve. Soit u une solution faible de Lu = f, alors

/AVU.VU+/b.VuU+/cuv dx:/fv dz,Yv € Hy(Q)
Q Q 0 Q

Puisque v appartient & D(2), on peut utiliser —2% au lieu de v comme

oxy,
fonction test, on aura

v ov ov ov
A v b. Py de= | (L4
/ﬂ Vu.V( 0xk) /Q Vu (— a%k)—l—/ﬂcu( 8$k> x Qf( (%k) T
(2.7)
On sait par le théoréme précédent que u € H(QY) VQ' CcC Q

Si de plus les a; ; € CH1(Q) alors chaque composante du vecteur A.Vu
appartient a H'(Y).
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Et en permutant entre V et dxy, on trouve a partir de (2.7) que

9, v
A - —
/axk( Vu). Vvd:H—/Qqu( (%k)dzjt/ ) dx = /f 8a:k

ce qui implique que

6u 8A ou ou 0

Ce qui équivaut a écrire

ou 0 f 0A
L— = vde — | — dxr — —uvd
O, 5$k T D Vu.Vudzr / 3$k (Vuv) — / wv dx

Vu que le second membre de I’équation précédente appartient a L7 ()
alors ’application du théoréme précédent nous donne

Don u € H3(Q).
En continuant ce processus, ou bien en appliquant seulement ce qu’on a
appliqué a =+ 8“ , on conclut par itération.

[ |

Corollaire 2.1.1 Si les coefficients sont C>*(Q) et f € C®(Q) alors une
solution faible u € H'(Q) de (2.1) appartient a C*(2).

Preuve. Par le théoréme précédent, on a que
u € H™(Q) pour tout m, V Q' ccC Q.

Puisque m est quelconque, on peut le choisir supérieur a % et donc par
injection de Sobolev (W™2(Q) C C'%%(Q)), et par conséquent, il va finir par
dépasser tout entier q.

D’ou u € C9(2) pour tout q.

En particulier, u € C*(Q2). m
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2.2 La régularité pour les équations
semi linéaires

A présent, on s’intéresse a la régularité de solution de

—Au = g(u) dans (2.8)

ou
g € C°(R) est une fonction donnée. C’est 'équation d’Euler Lagrange de
la fonctionnelle

Eu) = /Q(%|Vu|2 + G(u))de

ou

Le comportement de la solution de I’équation (2.8) dépend d’une maniére
cruciale du taux de croissance de g quand |y| — co. on suppose que

g < Co(ly|* +1), yeR (2.9)

pour deux constantes Cy et a > 1
Théoréme 2.2.1 Soit N > 3 et supposons que o < %—f%
Siu € HY(Q) est une solution faible de (2.8), alors u est localement continue

Héldérienne dans ().

Pour montrer ce théoréme, on a besoin du théoréme suinvant, qui est une
extension de la théorie de la régularité du paragraphe précédent

Théoréme 2.2.2 Supposons que 1 < p < oo et f € LP(Q). siu € H(Q) est
une solution faible de Au = f, alors u € W2P(Q).

Preuve.
Le cas N =1 est évident, puisqu’on a

#u
0%z

=/
qui appartient & LP(€2) par hypothése.
Supposons que N > 2 et définissons

1
O(x) =—2—Ilog|z|, si N =2
2T
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et
|2—N

N(N —2)|B(0,1)]

O(z) = -2 siN >3

Alors la convolution
oie) = = [ ®la= s (2.10)

est une solution faible de Av = f dans 2. Ainsi w = u — v est harmonique
dans Q(i.e, Aw = 0)

on sait d’apreés le corrolaire 2.1.1 que les fonctions harmoniques sont des fonc-
tions lisses (de classe C*°) et donc pour achever la démonstration, il suffit de
montrer que v € W2P(Q).

Ceci résulte des estimations des intégrales singuliéres du type (2.10).[10]

Lemme 2.2.1 Supposons que u € H(2) N LP(Q) est une solution faible de
sip < %, alors w € L, () pour un nombre q tel que :

st p > %, alors u est localement continue Holdérienne.

Preuve. Par (2.9), on a |u|* € LP/*(Q)

Par conséquent u € W.2/*(Q) en vertu du théoréme 2.2.2.

Et par injection de Sobolev, on conclut que

N
u e LI(Q) lorsque p < ot
et N
u € L>®(Q) quand p > 047
.

Preuve de théoréme 2.2.2. Tout d’abord, on a par injection de Sobo-
* 2N
lev H'(Q) C L* que, u € L¥-2(Q)

Définissons les nombres pg, p1, ... par

2N 1 o 2

Po=w—>% — =
N =2 prq Dk N
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tant que
aN

sy

Le nombre suivant p,.; est bien défini et positif et le lemme 2.2.1 implique
que u € L)H(9Q).
Quand pp > % le lemme 2.2.1 montre que u est localement continue
Holdérienne.
Sipr = %Y,
pour tout g < %
Si g est choisi suffisamment proche de %, alors I’application du lemme 2.2.1
deux fois montre la continuité Holdérienne locale. Par conséquent, on a a
montrer que py > % aprés un nombre fini d’étapes.
Pour ceci, soit

. , . . q
alors py41 est indéfini. Mais, dans ce cas,on a v € L] ()

—a—1<
f=a N2

car a < % par hypothése.

Alors
1 1 I5; 2

Pi1r Pk e N

Sipr > ]\2,—2, alors on obtient

1 1 —
Dk+1 Dk 2N N

Ce qui implique que
o > 2N
Pr+1 > Pk = N _9

Et on conclut que tant que pgy1 est bien défini et positif, on a

> >
pk+1_pk_N_2

De plus,

1 1 1 1
__S__

Pe+1 Pk Pk Pk-1
Par conséquent, on a aprés un nombre fini d’étapes que

aN

kaT



Chapitre 3

Inégalité de Caccioppoli et
application

Une autre approche de la régularité est basée sur l'inégalité de Cacciop-
poli.
Fixons p € (1,00), 0 <7’ < r I'inégalité de Caccioppoli est de la forme

/ Vulde < c/ P dz (3.1)
B(zo,r") B(zo,r)

Une fonction dans W1?(B(xzg, 7)) ne satisfait pas forcément (3.1), elle doit
aussi étre solution de certaines d’E.D.P.
Lorsque c’est le cas cette inégalité nous aide & montrer la régularité.

3.1 Pour I’équation de Laplace

Au =0 dans € (3.2)

Proposition 3.1.1 (Inégalité de Caccioppoli) Soit 2o € Q, 0 < 7' <r
tels que B(xq,r) C .
Si u satisfait (3.2), alors il existe C > 0 tel que

C
/ |Vul? do < —/2/ lu|? dx (3.3)
B(zo,r’) (7" -r ) B(zo,r)

32
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Remarque
— Si u est harmonique, il en est de méme pour v — C' pour n’importe
quelle constante C' € R en particulier pour

1
C:—/ u:ﬂBa},r
B(anr) B(zo,r) (v0.1)

Donc, on a I'inégalité suivante :

C
|Vul? do < —/ U — Up(zym|* dx (3.4)
/];’(xo,r/) (T‘ - 7"/)2 B(zo,r) (ror)

— L’inégalité (3.4) est une sorte d’inverse de 'inégalité de Poincaré.

Preuve. Soit n € C§°(B(zg, 7)) tel que 0 < n < 1 dans B(zg,7),n =1
dans B(z,7")

On a

/ Au  (un?) = / VuV(un?) =0
B(zo,r) B(zo,r)

On développe

Vu.V(un?) = Vu.V(un)n+ Vu. Vn(un)

(V(un) —uVn).V(un) + (V(un) — uVn).uVn
= |[V(un)]® = Vi V(un)u + V(un) .Vnu — [Vn|* u?
= [V(un)]® = |Vn* v’

Par conséquent, on a

[ NanPde= [ (it
B(zo,r) B(zo,r)

ce qui implique, par définition de n que

/ |Vul? do < / |Vul>dr < / V|2 u? dx
B(zo,r") B(zo,r) B(zo,r)

4 2
—(7’ — r/)z/ u’ dx
B(zo,r)
| |

La proposition suivante montre que la norme de la solution faible du
laplacien dans L? controle toutes les normes dans H*
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Proposition 3.1.2 Soit xy € Q, 0 < 1’ <71 tel que B(xg,r) C S.
Si Au =0 dans 2, alors

2 2
[l Baory) < C7; r', k) [l 2B,y » POUT tout k € N

Preuve. Pour k =1:

On somme l'inégalité
/ |ul? dx < / |ul? dx
B(zo,r") B(zo,r)

avec I'inégalité (3.3). On trouve

< Cllullm

||u"Hg(7'Ovr)/ - B(zq,r)

Pour k=2:

Soit r; = 7”;”/ de sorte que r €)1, 7.

Le laplacien étant un opérateur sous forme divergence a coefficients constants,
alors u est de classe C*°, on peut donc dériver (3.2) pour tout i € 1,...,n

vu que la fonction g;"_ est harmonique, on peut appliquer I'inégalité de Cac-
cioppoli a %. Ainsi
2 2
4
/ v <8u) < _ / ou
B(zo,r") Ox; (Tl -r ) B(zo,r1) O

< . |Vul? (3.5)
(11 — 7"/)2 B(zo,m1)

En appliquant I'inégalité de Caccioppoli & nouveau entre 7 et 7/, on trouve

4
/ Ay e — / uf?
B(zo,r1) (T - ’rl) B(zo,r)

Et en combinant les deux inégalités obtenues, il vient que

ou\ |?
/ \% ( > <C / Jul®
B(zo,r") axl B(zo,r)

2 2
[l 2500y < C Nl (5o

D’ou

Et le cas général se fait par itération. m
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Proposition 3.1.3 (Résultat de compacité) Soit r > 0 et (u,)neny une
suite bornée de fonctions harmoniques dans B(r).

Alors pour tout 0 < r' < r et k € N, il existe une sous-suite (Uq(n))nen, €t
u € H*(B(r)) tel que

Up(n) — 4 dans H*(B(r'))

De plus
Au=0

Preuve.
Comme la suite (u,)nen est bornée dans L*(B(r)), on peut extraire une
sous-suite uq(,) telle que

Up(ny = UE=>gp < Up(n), P > — < U, >, Vip € L*(B(r))

et pour tout ¢ € C§°(B(r)) par densité.
D’ou fB(T) ulAp =0, Vo € C°(B(r)) et

Au=0
La fonction (U, — u) étant harmonique, on peut appliquer I'inégalité de
Caccioppoli.

r'+r
5

on a

| Ve =P <€ [ uoy - uP <0
B(r1)

B(r)

Soit r; =

Puisque la suite (uy(,) — u) est bornée dans H'(B(ry)), alors
(Uo(n) — u) — 0 dans H'(B(r1))

et par injection de Rellich Kondrachov, on aura

(Uo(n) —u) — 0 dans LQ*(B(rl))

En particulier,
(Uo(n) — u) — 0 dans L*(B(ry))

Appliquons a nouveau l'inégalité de Caccioppoli, mais cette fois-ci entre r;
et 1,

/ |V(ug(n) — u)|2 < C/ |ua(n) — u|2 — 0
B(r')

B(r1)
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Ainsi
Uo(n) — u fortement dans HY(B(r"))

et en procédant comme dans la proposition précédente, on montre que

Up(n) — u fortement dans H"(B(r'))
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3.2 Pour ’équation de Poisson
Soit
Au = g(z,u, Vu) dans Q (3.6)

o g: QxR xRN — R est une fonction continue qui vérifie une certaine
constante de croissance, a savoir, on suppose qu’ils existent deux constantes

Co>0etg>1
telles que
lg(z,y,2)| < Co(|z|? + 1), pour tout u € WH(Q), z € RY

Maintenant, on définit

N 172
1—¢q
et
1
p=A+1=——
qg—1

Lemme 3.2.1 Pour tout 6 > 0, il existe o > 0, > 0 et 0 € (0,1] avec la
propriété suivante :
Supposons que

u € WH(Q)
est une solution faible de (3.6) et B(xg,7) C Q. Sir <ry et

r“pN/ |VulP doe < £P
B(Z‘Ov”")

alors, soit

rpN/ |Vul? doe < rP
B(zo,r)

ou

/ !u — W (wo,0r) ’p dz < (5rpN/ |Vul? d
B(z,0r) B(zo,r)
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Preuve.

Raisonnons par ’absurde, on suppose que pour un certain 6 > 0, pour

tout 9 € (0, 1] fixe, B(wy, 1) C Q tel

r, — 0
et
er_N/ |Vug|? de =€} — 0
B(xkzrk)
mais
TZN/ |Vug|” doe > r}
B(I‘k,?"k)
et
% ‘uk — EB(xhgrk)}pdx > 5TZ_N/ |Vug|” dx
B(zy,0rk) B(z,r)
Notons que (3.8) et (3.9) signifient
eh > P
et

/B(xk, Ory) ’uk — UB(ay,0r) ‘pdx > delh rk_’\p

en effet, a partir de (3.7), on a
/ Vug|? do = r "N eP
B(Ikzrk)

en remplagant cette derniére en premier temps dans (3.8), on trouve

—p+N —N
&b > qpr N b

d’on (3.10) et ensuite dans (3.9), on obtient

B(zg,0r1)
d'oir (3.11).
Définissons
" i}
V() = = (U (0T + 1) — UB(ay 0ry))

Ek

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)
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alors on a,
P
Vour(x) = s—kVuk(rkm + xp)
k
Tupr
/ VopP dz = / |Vug|? =1, par (3.6) (3.12)
B(0,1) €k JBapri)
de plus
/ vpdr =0 (3.13)
B(0,0)

et par (3.11)

A2
7{ vg|” do = kk ?{ \up, — up(zk, Ory)|P dx > 0 (3.14)
B(0.6) € JB(ay.ory)

on calcule aussi

A2
Tk

|Avg(z)| = . (Aug(rez + x1))

k
A2

r

< Cpt

(Vg (rez + zi)])* + 1)

_ q—1, M 2—pug q T1>c\+2
= Coleg "1y, V| + - )
k

€k

A+2
< Gy (ezl e [Vog|? + Tku > , par définition de A, u et (3.10)
Tk

= Co(é“z_l |Vvk|q + ’f‘k)

donc
/ |Avg| < OOEZ_I/ |Vug|?dx + Cy |B(0,1)] r, = 0 quand k — o£3.15)
B(0,1) B(0,1)

il vient de (3.12) et (3.13) que (vg)ren est bornée dans W1P(B(0,1)),

donc il existe une sous-suite (v, )ien tel que vy, — v faiblement dans W?(B(0, 1))

pour un certain v € W'P(B(0,1)).
Pour ¢ € C§°(B(0.1)), on a

/ Vu.Vedr = lim Vg, Vodr = — lim Avg,pdx =0
B(0,1)

l—+o00 B(O,l) l—+o00 B(O,l)
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La derniére égalité provient de (3.15).
Ainsi, Av =0 dans B(0, 1) et par le corollaire (2.1.1) du chapitre 2

v e C*(B(0,1))
D’ouA%:Opourtoutie 1,---,N.

le théoréme de la valeur moyenne pour les fonctions harmoniques nous donne
une constante C' telle que

j{ |VolPdr < ]{ |\Vou|Pdz < Cf.
B(0,0) B(0,1)

j{ vdr =0
B(0,)

et I'inégalité de Poincaré implique que

De plus, on a

j{ [v|P do < C’g@p]{ |Vol? de < C367
B(0,0)

B(0,0)
pour une autre constante Cy et pour C3 = C1C5

D’autre part en vertu du théoreme de Rellich-Kondrachov, on a v, — v
dans LP(B(0,1)).
D’ou (3.14) implique que

]{ [v|P dz >
B(0,0)

Si 0 est choisi suffisemment petit, on obtient la contradiction désirée.
[ |
A présent, on a besoin du résultat suivant :

Lemme 3.2.2 (Morrey) supposons que u € WHP(Q) et qu’ils existent deux
nombres a € (0,1) et a > 0 tels que

Tp_”/ (|Vul)Pde < ar®®
B(xzo,r)

pour toute boule B(xqy,r) C ) alors

ue Cr¥Q)

loc
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Preuve. On a
lu(z) —u(y)| < [u(z) — up| + |u(y) — up| or

lu(z) —ug| = 11m|u6( — ug|

< 7{ / Wl g
B(zo,¢) |Z—’LU|

dz
_ o/(j{ - —|Z_w|n_1]Vu(w)|dw

C’/ [Vu(w)|
|z — w\" 1
De la méme maniére

Vu(
|ue(z) —up| < C/ IVutw)l, 1
ly — wl”

IA

Ainsi
\% \%
u(z) —uly)] < C L7“”2_'1@0 + Lﬂjﬂldw
wTr—ul w Tyl
S C|£L’ - y|1_)\ (M2)\d7,amB|Vu‘(x) + M2>\d7,amB|Vu|(y)>
1/p
< 2C|z —y|*™ sup »* (/ \Vu|(z)pdz)
0<r<R B(:);O r)
< 2Cx —y|1*>‘ sup r)‘(Mp r"*erap)l/p

0<r<R

On prend A =1 — «, alors
u(z) —u(y)| < C Mz —y[*

Et puisque le lemme de Morrey est de nature local, on a pas besoin d’imposer
d’hypothése de régularité sur la frontiére de €.
]

Théoréme 3.2.1 Supposons que N < up et soit C > 0, si u € WIP(Q) est
une solution faible de (3.6) dans Q) et

<f>pn/ |Vul? de < C’]{ |u —ug(xo,r)" dx (3.16)
2 B(x0,3) B(xo,r)

pour toute boule B(xg,r) C €, alors u est localement Holdérienne continue.
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Preuve. Choisissons zy € €2, on a

lim,_o <T“p_”/ |Vu|pdx) =0
B(zo,r)

Ainsi pour un 6 donné et les nombres correspondants, rg,c et # du lemme
3.2.1, il existe un rayon R € (0, 7] tel que la condition

r”pN/ |Vul|Pde < &P
B(zo,r)

est satisfaite pour tout r € (0, R] alors soit

rp_”/ |Vul|Pde < 7P
B(xzo,r)

/ (lu —up(xg, Or)|)Pdx < 57“”‘"/ |Vul? d
B(zo,0r)

B(zo,r)

ou

Dans le deuxiéme cas, on combine ga avec I'inégalité de Caccioppoli (3.16),
pour g = g, on obtient

oy [ var e [ vupas
B((Eo,o'?”) B(xo,r)

On choisit 0 de telle sorte que C'd < %
Alors, on a dans les deux cas

1
(m")pN/ |Vu|Pde < —rp"/ \VulPdx + Cir?
B(zo,or) 2 B(zo,T)

avec C) = 0PV, ce qui veut dire :
Si on définit

f(r) = Tp_N/ |VulPdz
B(zo,r)
alors,
1
flor) < §f(r) + Cyr?) r e (0, R)
il s’en suit qu’ils existent deux constantes Cy, a > 0 avec
f(r) < Cof (R)re

et par le lemme 3.2.2, on a la continuité Holdérienne locale.
[ |
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Définition On dit que I’équation (3.6) est sous-critique si up > N et cri-
tique si up = N (pour un choix optimal de q). Ces cas sont couverts par le
théoréme 3.2.1.

Si up < N, alors ’équation est sur-critique, et on ne peut pas avoir la régu-
larité méme avec 'inégalité de Caccioppoli. Mais sous certaines conditions,
on peut avoir des résultats de régularité partielle, si ’ensemble dans lequel
on perd la régularité est petit.

On mesure la dimension d’un tel ensemble en termes de mesure de

Hausdorff.

Pour un ensembe U C RY, soit
diamU = sup{|x —y| : z,y € U}

Soit d > 0.Pour ¥ C Q et p > 0, définissons

Hp'(Z) = inf {Z(diam U)t: ¥ c U Ui, (diam U;) < p pour i € N}
i=1 i=1
Cette inégalité est monotonne en p, d’oit la limite
HYUE) = lim, o+ HIU(E)

existe.

C’est la mesure de Hausdorfl de X de dimension d.

Théoréme 3.2.2 Supposons que q € (1,2] et n > up. St u € WH(Q) une
solution faible de (3.2) qui satisfait l'inégalité de Caccioppoli (3.16), alors il
existe un ensemble relativement fermé ¥ C Q avec HN7HP(X) = 0, tel que u
est localement continue Héldérienne dans Q1/X.

Pour la preuve, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 3.2.3 (le recouvrement de Vitali) Soit F une collection arbi-
traire de boules fermées dans RY avec

sup{diam B|B € F'} < 0o
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Alors, il existe une famille fini G de collection de boules qui sont deux & deux

disjointes telles que
UecUs
BeF  Beg

et les boules {B;},c; sont deux a deux disjoints.

Ou les B sont les boules concentriques de B de rayon 5 fois le rayon des
boules B.

Preuve. 1)Soit
D = sup{diam B|B € F}

Posons F; = {B € F tel que D/2) < diam B < D/271} (j=1,...,N)
Définissons G; C F; comme suit :

(a) Soit G; une collection de boules maximales disjointes dans F}.

(b) Supposons que Gy, Go, ...,Gr_1 ont été selectionnées, on choisit G d’étre
comme toute sous collection maximale disjointe de

k—1
{B € Fx|B N B' = pour toute boule B’ € U g]}

=1

Enfin, on définit
=09
j=1

Il est clair que G est une collection de boules disjointes et G C F

2)Affirmation :
Pour chaque B € F, il existe une boule B’ € G telle que BN B = () et
BcC B.
En effet :
Fixons B € F, il existe un indice j tel que B € Fj et par maximalité de G,
il existe une boule B" € |J;_, Gx avec BN B’ = (.

Mais diamB’' > D2 et diamB < D 27! de sorte que diamB < 2diam B'.
Do B C B'.

[ |

Preuve du théoréme 3.2.3. Soit § > 0 et soient €, 7¢, 0 les nombres
correspondants du lemme 3.2.1.
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Définissons

Y= {xo € Q: liminf (r’”’_N/ |Vu|pdx) > 6}
r—0t+ B(zo,r)

Supposons que g € §2/3. Alors, il existe un nombre r € (0, 7] tel que les
conditions du lemme 3.2.1 sont satisfaites.

Similairement a la preuve précédente, on conclut que
1
(a'r)pN/ |Vu|Pde < —rpN/ \VulPdx + Cir?
B(xo,0r) 2 B(zo,7)

pour o = g, a condition que ¢§ est assez petit.

Ainsi, en multipliant 'inégalité précédente par o*?, on obtient

1
(ar)“p_N/ |VulPdr < o™ <—r“p_N/ \Vul|Pdz + C’lr“p>
B(zo,07) 2 B(zo,r)

si g <2, alors A > 0.

D’ou le coté droit de I'inégalité précédente est majorée par
€

9 + Cﬂ”gp

et si ry est choisi assez petit alors on peut répéter ces arguments pour or.
On obtient éventuellement

rp_”/ |VulPde < CyrP® (3.17)
B(zo,r)

pour une certaine constante C et o > 0.
De plus, on peut montrer ceci non seulement pour zy, mais aussi pour tout
point dans un certain voisinage de x.

Ainsi, u est localement continue Holdérienne prés de zy par le lemme 3.2.2.

De plus, pour chaque 7y dans ce voisinage, on obtient une inégalité de la
forme (3.17). Il s’en suit que

lim,_y (r“p"/ \Vu\pdx) =0
B(zo,r)
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Ainsi 7y ¢ ¥ et par conséquent ¥ est relativement fermé a €.

A présent, on doit estimer la mesure de Hausdorff de . Soit p > 0.Pour
tout xg € Q il existe un rayon r € (0, p) tel que

(3.18)

| ™

r“p_N/ |VulPdz >
B(zo,r)

La collection de ses boules couvre Y. Par le lemme 3.2.3, on peut choisir
un nombre fini de points x; € ¥ et leur rayons correspondants r; > 0 qui
satisfont (3.18), tel que

. C Z B(IEZ, 5?”]‘)
i=1

et B(z;,r;) N B(xj,7;) = 0 pour i # j.
D’ou

oo 2 o0
Hip,'"() < Y (10m)N 7w < 10V / VulPdz
=1 € i=1 B(xi,r3)
2
< 10V |Vl (319)
D’out HNHP(%) < oo, (car n — up < N).
Il s’en suit que X est un ensemble nulle pour la mesure de Lebesgue .

Définissons
Uy, ={z€Q:dist(z,%) < p}

Alors, on obtient 'amélioration de (3.19) suivante :
2
HNHP(R) < 10N HP 2 ||Vu||ip(U5p) — 0 quand p — 0
£

Dot HY7(3) =0 m
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3.3 Pour div(AVu) =0

Dans tout ce qui suit, on suppose la condition d’ellipticité suivante :
Bl < Z a; ()6 & < &P
2,j=1

Proposition 3.3.1 (Inégalité de Caccioppoli) Soient u € H'(Q) solu-
tion de Lu = 0.0 < 1’ <r tel que B(xo,7) C L.
Alors, il existe une constante C' > 0 telle que

C
/ |Vul? do < —// u|? dx
B(zo,r") r—=r B(zo,r)
Remarque :

On ne peut pas espérer que u € Hf ()
Preuve.

‘ B 8u O(un?)
/de(A( )Vu) un? do = Z/ 8:1:1 835] dx

7,7=1

On développe l'intégrante

Ou O(un?) _ Ou ﬁ(un) @8(un)n
_ (9un) On 87} u (Qlum) _ On N Olun)
ox; 8 8% 0x; 0x; Oz,

O(un) Oun) | O(un) On ~_ On Oun) ~_ On On ,
Ox; Oz, Ox; Ox; Ox; Oz, Ox; Ox;

La symétrie des a;; implique que
N

ou d(un?) 0(un) O(un On on
Z ai’j(x)ﬁm E%, ) - Z a;5(7) éx> éx) N Z ai’j(gc)am%?ﬂ
i g i j : i J

i,j=1 i,j=1
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Et par Dellipticité de la matrice A

5/9!V(u77)|2 dr < /Qa”(x)a(lg) O(un) :dx

i 8 a.ij
N
dn dn ,
- iy M2 q
i;/ﬂad(x)axi axju x
< 5 [ 190 uf da
Q
<

4y
—( - 2/ lu|? dx
r—=r ) B(zo,r)

Proposition 3.3.2 (Résultat de compacité) Soit r > 0 et (u,)nen une
suite de solutions de
Lu, =0
telle que
la suite(uy,)nen € HY(B(1)), pour tout n € N (uy)nen bornée dans L*(B(r)).

Alors, pour tout 0 < 1" < r et k € N, il existe une sous-suite (Uy(n))nen
telle que
Uy (ny — u dans H'(B(r'))

De plus
Lu=0 dans B(r")

Preuve. la preuve est identique a celle de la proposition 3.1.3 =

Lemme 3.3.1 (Généralisation de I’inégalité de Caccioppoli) Soientu €
H(Q) une solution de Lu =0, o € Q , r > 0 tels que B(z,r) € Q.
Si

lulPtt € LY(B(xo,7)) avecp > 1, (3.20)
Alors, pour tout n € C3°(B(xq,1)),

u|*s 1y € H'(B(xo, 7))
et

/’ |va?mPscm+n{/ P VP (3.21)
B(zo,r)

B(zo,r)
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Commentaire
— Si p =1, on retrouve l'inégalité de Caccioppoli.

— Pour p < 2* —1, la propriété (3.20) est automatiquement vérifiée grace
a I'injection de Sobolev H(B(zg,7)) C L* (B(xg,1)).

Notons que
po1="t2 oy
n—2
Preuve. On a
ou 0
/Za” %%d v =0, Yo € H(Q) (3.22)
i,7=1 v J
On prend
vy = uln?
v = ul np?
Etape 1 :

On suppose en premier lieu que v € L>(Q2) (on va voir aprés comment s’en
débarrasser de cette hypothése) on a donc

Z / Ou A(uyn?) _0
”61%Z Oz,

i,j=1

On développe

ou O(ulin?) ou o) ,  Ou ,on?
p10uy Quy 5, Ouy O
= puy oz, 8_93]-77 Uy o, 8_35]

= L+
On a les relations suivantes
prl  ptl 5
Ouy Ouy®  [(p+1 p—10uy Ouy
3xi a$j N 2 + 8$i 8$j
et
ptl p+1 p+1 pt+1
O(uy® m) O(uy® n)  (Ouy > tu el On \ (Ouy > tu zxl On
ox; oz, B Ox; AR oz, Oz, nt oz,
p+1l ptl
Ou,” Ou. 2 o1 0N 877+p+1 o [(Ouy O Ouy O
= u, =+ —
Ox; Ox; 7 T Ow; O, 4 Ox; Or;  Oxj Ox;

)
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Ainsi

p+1 p+1
7 dp  Ouy Ouy
1 = n

pt1 pt+1

dp  [0(u m) O(uy ) up“@ o p+ 1up Ouy On? N Ou,. On?
(p+1)2| Ox 0z; T Oz Ox; 4 Ox; Ox;  Oxj O

Par conséquent, (3.22) est équivalente &

p+1 p+1 N

O(uy® m) O(uy® m) p+1/ »
/ Z al] 8:1:1 ('3xj N 4 Q Z_ i

Ou, On? N Ou, On?
(9.1'1‘ 8.1'j 8.’13'j (9.1'1

7,7=1
n / Z“ w01 on  (p+ 1), Ouy O
= “ o Oz; Ox; 4p T Ox; Ox;
Et puisque les a; ; sont symétriques, on déduit
p;1 ) p+1 a a
Ouy® n “+ n) yott 91O
/ Z az] axl / Z uy axl 895]-

1,7=1 z]l

/ Z p+1 (p+1)2 » Ou,. On?
a; u
il 4p * 0w, Ox;

2,j=1

Et par la condition d’ellipticité, on obtient

pt+1 pt+1

e 2 ZN Au,® n) (u® n)
2 < o -+ -+
B/QIV(U—i- 7])‘ _/Qi7j1az,3(~r> 81’1 ax]

on In _
p+1 on p+1 2
/ (z) Dz: 02, = <7 / i

z]l

et

N
' ou, 677 B 8u+ 077 o
/Q”ZI @i (@)ul ox; Gx] N /121 ox; 8%

< 2 [t |Vu]|v9)
Q
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pxl

Coo [T+ o 1 [ V] (329
Q Q
Afin d’avoir I'inégalité désirée, on doit se débarrasser du terme non

symétrique de I'inégalité obtenue précédente.
En effet, on applique I'inégalité de Young avec

=t 1 ex1
a=+enu,? |Vuy| et b= guﬁ |Vn| avec e > 0

On obtient
1 p+1 2
NIV IV < Selnul® Vsl + S|V
D’autre part, le calcul
P+l P+l +1 ez
V(uy? m) =Vnu?® + £ nuy® Vg

implique que

p—1

2
n u+2 Vuy < ]TUV(UJF n| + |VT7|U+ )

D’ou
u’|Vuy ||Vl < > (IV(u )| +1V Iu ) +8_1 ul ™ [ p?
n + n = (p+ ) + 77 n —+ 9 n
2¢e P+l 2e 5*
= ——— |V 2 2_,_ v 2 p+1
4 21 21
+ WKV(M M Vnluy

et par l'inégalité de Yonug a nouveau, on a

1 ptl
Vi + S|V o)l

[\DI»—t

p+1
|(V(U+ il |V77|U+

Ainsi

p+1

4e P+l
w? | Vur ||V de—/‘VuQ
| nevuvalar < =5 [ V6 )

2 4e g1
+ + — VPt (3.24
(e +7) [ ot oz
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De (3.23) et (3.24), on conclut que

P+1 2 IS _
(B — p+1 /‘V ul n)| < (1+(p+1)+€ 1(p+1))/yvn|2 P

Donc, si on choisit € assez petit, on obtient I'inégalité désirée pour v_.
On proceéde de la méme maniére pour v_

Etape 2 :
Ici, on ne suppose plus que u € L>(2) et au lieu de prendre v, et v_ comme
fonctions tests, on introduit des troncatures au niveau N, puis on passe a la
limite.
Plus précisément, posons pour n € N*

up siup <N
U+ N =

N SiTL+.Ez N
de sorte que

v | Vu si0<u(z) <N
YN = 0 siu(zr) > Nouu(x)<0

. —1 N A
On prend comme fonction test vy y = u'} 5 un? et on procéde de la méme
maniére que la premiére étape, on trouve

p+1
/Q V(2 + / NPVl sy < C / & VP

p+1
Puisque la suite u,’yn est bornée dans H;(Q) et uy y — uy pour presque

tout = € €, alors
il
u,? 1€ Hy(Q)

) ~
D’ou
p+1 p+1

2

u2yn — u,? n faiblement dans Hg ()

et

p+1 p+1

u,*yn — uy® 1 faiblement dans L*(Q)

Par semi continuité inférieure, on a

P+1
/|V ul )t < liminf/W u+N77

N—o0
< [ JupriionP
Q

Ce qui acheéve la démonstration.

|
_ 2 _ N
Posons A = & = 5 > 1
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Lemme 3.3.2 Soient u € H. (Q) une solution de
Lu=20

On suppose de plus qu’il existe ¢ > 2 tel que u € L] ().

loc

Alors, pour tout xo € 2, 0 <1’ <71 tels que B(xg,7) C €2, on a

1
by 2
([ ) <ol ]
B(zo,r") (T =T ) B(zo,r)

En particulier, pour tout compact K de €,

u e LMK),
ie., u € L(Q).

loc

Preuve. soit n une fonction plateau définie comme précédemment
On a par hypothése que u € Li (), ce qui implique que u € L}, () or
d’aprés le lemme 3.3.1,
[ul?n € Hy(Q)

et par injection de Sobolev

[ul 31 € Li. ()

loc

On a donc

1

(f (W)umgnf*) Teo(f (m,@('wug”)')?)

Et par conséquent

1
X
(/ Wq)
B(zo,r")

N

IN

c(/ . Vi)

C’qQ/ [u|?|Vn|* (par le lemme 3.3.1)
B(xzo,r)

q2
et [l
(7”—7"/)2 B(zo,r)

IN

IN
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Proposition 3.3.3 (Itération de Moser) Soient u € H}.(Q) une solu-
tion de Lu =0, zg € Q,r > 0 tel que B(zg,7) C Q.
Alors, pour tout s < oo,

u € B(xo, g) et

(/ |u\8) <cts ([ )
B(zo,3) B(zo,r)

Il en résulte que v € L*(K), pour tout compact K C Q.i.e u € L; (£2).
Preuve. Posons
G = A\gi—1 pour ¢ = 1,..., N avec qp = 2.

Donc ¢; = 2\ est une suite croissante et ¢; — oo quand i — 00. et r; =
5 + iz de sorte que la suite (7;);en décroit de ro a 3
On a alors
. /oit2
Ty —Tiy1 = 7“/2

Puisque u € H}(B(xo,7)) alors u € L.
D’autre part, on a ¢; > 2 pour tout ¢ € 1, ... alors si u € L%, on obtient en
vertu du lemme 3.3.1,
1/q:
qi)

= 2
4 -
([ ) s(et— [
B(zo,rit+1) Ti — Tip1 B(zo,ri)
. 2>\i1+1 o qi? . ﬁ
i1 < ‘ wl%
— 2—2(24—1)7-2 /;(xoyri)l

ce qui implique
ce qui signifie que : si u € L%(B(xo,r;)) alors u € LY+ (B(xg,ri41)) et

B(zo,mi+1)
1 - 2 £
S\ N q; A 2
W) - (c— ) ) / ]
(/B(CE(),T'7;+1) ]CH:O 2 2( +1)7’2 B(-’EO,""z’)

On fait tendre ¢ — oo alors ¢; — oo et r; >
Ce qui achéve la démonstration. m

r
ok

Lemme 3.3.3 Il existe une constante ko ne dépendant que de 5 et ~y telles
que
K(i,r) = r "k
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Preuve. Ecrivons

avec

1+ o))
alk,r) = (%;kqfl)) ’ , pour tout k € N

Afin d’étudier le produit, on passe au logarithme, soit

_ C(1+ q)?
loga(k,r) = A7 log (#)

_ 1+4+g¢
= 227k <\/logC—logr+log (2—’”f>)

D’ou
o C(1+ qp)?
_ k
log K(k,r) = kX;A log (W
i i 1+ g
= ) A *logC —2logr)+2) A *log (2k+l> (3.25)
k=0 k=0
Comme A > 1, alors le premier terme converge.
En effet,
- 1 N
—k _ v
2 1=t 2
k=0
Donc

N
Zi)\’k(logC —2logr) — E(logC —2logr), quandi — oo
k=0
ce qui est équivalent a écrire que

Z)\_k(logC —2logr) — logCr™", i — oo
k=0

et le dernier terme de (3.25) est indépendant de r, et

1+
log <2_kff> =log (1 +qx)+ (k+1)log2

ol ¢F = 2\F
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log (1 + qi) = log (1 + 2X\*) =~ klog A lorsque k — oo
En regroupant les calculs précédents, on obtient
log K (i,7) — log(r ™) + Cy

]
Les calculs précédents vont nous permettre de montrer que u € L{2 (),
mais on a besoin du résultat de la théorie de mesure suivant :

Lemme 3.3.4 soient A un ensemble Borélien de R"™ de mesure non nulle,
f une fonction mesurable sur A.
Supposons qu’ils existent des constantes My > 0, sg > 1 telles que

</]f > < My, pour tout s > sq

feL>(A)

Alors

et
|f(z)] < My, pour presque tout x € A

Preuve. Pour € > 0, on considére I’ensemble
W. = {z € A,|f@)| = My + <}
On a
|WE\%(M0 +¢e) < (/ |f(a:)\r)% < My, pour tout r > rg
Raisonnons par I'absurde, et su;posons que |W,| # 0, alors
]WE]% — 1 lorsque 7 — o0
et I'inégalité précédente donne
My +¢e < My

ce qui est impossible, donc
|W5‘ =0
Il en résulte alors que
W=x€Alf(@) =M= \W.=[)W:
e>0 neN .

est de mesure nulle
n
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Théoréme 3.3.1 Soit u € H. (Q) solution de
Lu =0 sur

Alors, pour tout xq € Q,r > 0 tel que B(xg,r) C Q, on a

1 3
u(e)] < k (— / |u|2)
' |B(I0,T)| B(zo,r)

En particulier, u € Li5.(Q).

Preuve. On a a partir de la proposition 3.3.3 et sa preuve que

SET
/ || TR+ < K(k,r)/ |u|?,Vk € N
B(zo,%) B(zo,r)

’2

et comme g1 = 2M\**1 on a

1

qpt1
(/ |u|%+1> < JEGr / [ul2, Yk € N
B(zo0,35) B(zo,r)

et a partir du lemme 3.3.3, on a
K(k,r) = kor™™ quand k — oo
il existe donc ky € N* tel que, pour k > ky
K(k,r) <2ker™"

Ainsi, pour tout r > g1,

. ' :
([ wr) = va(s [ )

B(zo,r) r B(zo,r)
2ko|B(1

0‘ (|B 1 | / (zo,r) >

La conclusion découle du lemme 3.3.4.
n

A

IN



Bibliographie

1]

2l
3]

4]
[5]
(6]
17l
8]

19]

F. Bethuel , Equations elliptiques linéaires et mon lincaires, université
Pierre et Marie Curie, 2001-2002.

H. Brézis, Analyse fonctionnelle Théorie et applications, Dunod, 1999.

H. Brézis, L. Nirenberg Positive solutions of nonlinear elliptic equations
inwvolving critical Sobolen exponents, Vol XXXV, 437-477, 1983.

M. Chipot, Elliptic equations : An introductory course, Birkhduser Ad-
vanced texts, 1979.

L. C. Evans,R. F. Gariepy, Measure theory and fine properties of func-
tions, 1992.

L. C. Evans, Partial differential equations ,Graduate studies in mathe-
matics American mathematical society, vol 19, 2000 .

D. Gilbarg. N. Trudinger, Elliptic partial differential equations of second
order, Springer, 1998.

P. Hajlasz, Sobolev spaces, theory and applications, Warszawa university,
Poland.

R. Moser, Theory of partial differntial equations , university of Bath,
2010-2011.

[10] E. M. Stein, Singular integrals and differentiability properties of func-

tions, Princeton University Press, 1970.

[11] M. Struwe, Variational methods Applications to nonlinear partial diffe-

rential equations and Hamiltonian systems, third ed., vol 34, Springer,
2000.

o8



