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Chapitre 1
Intruduction générale

L’estimation est une branche des mathématiques-statistiques qui permet a partir
de mesures effectuées (observations) sur un systéme; d’estimer la valeur de différents
parameétres ('information utile) de ce systémee pour déterminer et prévoir I’état du
systéme. Pour le faire, il existe deux approches : Variationnelle basée sur la théorie du
controle optimal et séquentielle basée sur la théorie d’estimation optimale.

Dans de nombreux domaines (télécommunication, géo-localisation, controle indus-
triel, finance, médecine, physique, mécanique,robotique.....) Uinformation utile n’est
pas accessible directement car elle est noyée dans 'information observée. Cette pro-
blématique fait appel au développement des méthodes d’estimation et la question qui
se pose est comment estimer le mieux possible 'information utile 7 Par exemple :

IIN(t)=Iu(t)+B

IIN : les observations (information INutile).

Iu(t) : information utile.

B : un bruit blanc.

L’estimation optimale : consiste & trouver un estimateur qui minimise I'erreur qua-
dratique. Dans des cas particuliers, il existe un estimateur sans biais, & variance mini-
male, mais pour cela, il faut que le systéme respecte quelques contraintes :

1. le bruit doit étre gaussien.

2. le systéme doit étre linéaire.

Ainsi, on parle de I’estimation optimale linéaire gaussienne ou tout simplement la
méthode des moindres carrés.

La méthode des moindres carrés est la premiére méthode d’estimation optimale
fondée par Gauss (1795) et Legendre (1810), ils 'ont développée simultanément et
appliquée a 'estimation des parameétres d’orbite de Céres.

Apres, dans les années 40, Kolmogorov et Wiener ont résolu le probléme du fil-

trage linéaire continu au sens des moindres carrés pour les processus stochastiques
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stationnaires, donnant naissance au filtre de Wiener.

Ensuite, en 1960 Kalman proposa dans son article "A New Approach to Linear Fil-
tering and Prediction Problems "une généralisation de filtre de Wiener qui s’affranchit
de la stationnarité des processus stochastiques.

Le filtre de Kalman a été adopté par la plupart des chercheurs surtout aprés son
application dans le programme spatiale APOLLO (estimation de la trajectoire terre-
lune).

Le filtre de Kalman est un filtre récursif pour ’estimation optimale de I’état du
systéme. Ses applications sont nombreuses dans les métiers de I'ingénieur, il sera utilisé
pour estimer des conditions initiales inconnues (balistiques), prédire des trajectoires
de mobiles (trajectographie) et localiser un engin (navigation, radar, robotique...).
Concrétement, il permet d’estimer 1’état d’un systéme dynamique & partir d’une série
de mesures incomplétes ou bruitées. Ce qui conduit a son utilisation dans une large
gamme de domaines technologiques (tels que le traitement du signal, automatique,
le radar et les systémes de communication. .. ).

Historiquement, Rudolf Kalman (né en 1930), poursuivit des études scientifiques
dans les domaines de I’électronique et de 'automatique et soutint une thése en 1957 sur
le comportement des solutions des équations récurrentes du second degré. A partir de
1955, il travailla dans différentes entreprises en tant qu’automaticien. En 1958, alors
qu’il travaillait au Research Institue for Advenced Studies & Blatmore, il eut l'idée
originale d’employer le formalisme des équations d’état au filtre de Wiener, ce qui lui
permit de construire I’estimateur que nous connaissons aujourd’hui.

En 1960, alors que Kalman visitait la NASA, un des responsables, F.Schmidt com-
prit la possibilité d’appliquer les résultats de Kalman pour le projet APOLLO pour
I’estimation et la commande de la trajectoire. Schmidt travailla sur le sujet et on peut
dire que ce fut la premiére réelle implantation du filtre.

Le filtre de Kalman est un outil mathématique puissant, ’objectif de ce travail,
est de nous donner les clés pour mieux comprendre le filtre de Kalman et ainsi, étre
en mesure de le construire et ’adapter au probléme auquel nous sommes confrontés.
Dans le premier chapitre de ce document, nous rappelons les bases de ’estimation de
la méthode des moindres carrés ainsi que les estimateurs linéaires optimaux.

Dans le second chapitre de ce document, nous caractérisons mathématiquement le

filtre de Kalman classique et nous définissons son algorithme.
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Dans le troisiéme chapitre, on s’interesse a des applications, plus concrétes, qui pro-
viennent de problémes réels telle la poursuite d’une cible mobile et nous étudierons la
réponse d’un systéme linéaire & un signal aléatoire de fagon tout a fait complémentaire
a la réponse d’un systéme linéaire a un signal déterministe.

En conclusion, nous traiterons des différentes limites susceptibles d’apparaitre.
Nous évoquerons alors les différents moyens permettant de pallier ces problémes. Nous

laissons volontairement de coté les filtres & temps continu et les filtres de lissage.



Chapitre 2

Introduction a I’estimation

optimale

2.1 Rappel de la méthode des moindres carrés

La méthode des moindres carrés utilisée en statistique (développée par Legendre
et Gauss) a pour but estimation des quantités non mesurées a partir d’autres valeurs
mesurées, avec une grande précision. Dans le cas particulier ou la quantité a estimer
est le vecteur d’état d’un systéme linéaire invariant, les observateurs d’état utilisant
I’emplacement des poles (ou les observations de Luenberger) peuvent devenir des outils
efficaces pour l'identification. Dans ce chapitre, nous présenterons plusieurs concepts
de base de l'estimation, dans le but d’introduire le filtrage de Kalman dans le chapitre
suivant.

En résumé, ce filtrage peut étre considéré comme une observation d’état pour
des systémes linéaires dynamiques a coefficients variables dans le temps. Cependant,
contrairement & des observations plus standards, utilisant une méthode de placement
des poles, le filtrage de Kalman utilise les propriétés probabilistes des signaux.

Nous examinerons ici, le cas statique (par opposition au cas dynamique). Les in-
connues a estimer sont toutes stockées dans un vecteur de parameétres x tandis que les
mesures sont stockées dans un vecteur de mesures y. Afin d’effectuer cette estimation,
nous allons principalement examiner ’approche dite méthode des moindres carrés qui
cherche a trouver le vecteur p qui minimise la somme des carrés des erreurs.

Le systéme d’equations sera de type f(z) =y avec x € R" (inconnue) et

y € R™ (en général n < m, car souvant on a plus de mesures que d’inconnues)
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2.1.1 Les fonctions quadratiques

Dans le cas ou la dépendance entre 1’échelle vectorielle est linéaire ie que
f@)=ye M- z=y

la méthode des moindres carrés est utilisée pour créer une fonction quadratique. Ce
paragraphe rappelle plusieurs concepts attachés a ces fonctions, qui sont d’une nature
particuliére.

A préciser que si n = m alors x = M1 -y or ceci n’est pas notre cas, car majori-

tairement on a plus de mesures (en supposant que la matrice soit inversible).
Définition 1 Une fonction quadratique f : R™ — R a la forme suivante :
flx)=2"-Q -x+ Lz +c

avec
Q une matrice symétrique.
2t - Q- x est dite la forme quadratique de la fonction.
Lz + c est dite la forme affine de la fonction.

Exemple 2 (fil rouge) soit f une fonction quadratique avec f :R*? — R telle que :

flxy,29) = Qm% — 6x129 + CL‘% +3z1 —29+5
2 -3 T T
= (a1 m) Cla(s ) [T ) s
-3 1 o x2
. . . 2 —6 .
Remarque 3 1) Q aurait pu etre choisi comme suit Q = 0 mais dans
ce cas elle ne serait pas symétrique
9 _
2) Q= I ainsi définie est symétrique donc notre systéme sera unique

et a en plus des propriétes liées aux valeurs propres des matrices symétriques qui
nous seront utiles ultérieurement.

3) ' Q-x = 223 — 6z172 + 23 terme quadratique en fonction de z? et/ou des z;x;
avec i % j.

4) Lz + ¢ =3x1 — x3 + 5 terme affine ie composante linéaire plus constante.
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2.1.2 Dérivation de la forme quadratique

Proposition 4 Toute forme quadratique de type : f(z) = z'-Q-x a une dérivée de

la forme :
af . _( of of ) _o it

Dans plusieurs litérature, la dérivée est dite le Jacobien de f
Preuve. On considére la forme quadratique précedemment définie :
fla)= 2t Q-a

On définie son développement de Taylor d’ordrel dans le voisinage trés proche de

x, la formule sera :

daf
f(a:+5x):f(:c)—l—%(x)-éx—i-o(\\éwﬂ) (2.1)
ot o (||6x||) est négligeable comparé a ||0x||, avec dz evidemment trés petit.
Il est evident aussi que %sera représenté par une matrice 1xn, tout comme la

fonction que nous linéarisons f, f :R" — R.

d’autre part, on a :
fx+dz) = (x+62)'Q(x + ox) (2.2)
= 2t Q z+2" Q- dx+ (6x) - Q -z + ()" Q- (dx)
= 2" Q-z+22"-Q dx+o(||6z])

avec o (||0z]) = (6z)" - Q - (z) qui est négligeable.

De plus la symétrie de Q on remarque que 2! - Q - dx = ((5:c)t Q- £L‘)t car pour
toute matrice AB son transposé sera (AB)! =B! A! et pour tout scalaire al! =a; Or
2t Q-dxeRainsizt-Q-dx+ (bz) - Q- z=22"Q-dx.

Regardons de plus prés nos deux équations (2.1 et2.2) en superposant les deux

écritures, on en déduit que

7}

—f(x) =22".Q

CQFD m

Exemple 5 (fil rouge) ainsi la dérivée de notre forme quadratique sera :

%(m) - 22Q+ (3 1)

= 2( o x2)<_23 _13>+(3 1)
= 2( 21 -3 3w+ )+ (3 1)

— (421612 +3 61 +205 -1 )
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2.1.3 Valeurs propres d’une fonction quadratique

Le fait que la matrice Q soit symétrique nous donne une idée sur les valeurs propres
et vercteurs propres, ainsi, ses valeurs propres sont toujours réelles et ses vecteurs
propres orthogonaux deux a deux. le seul probléme mathématique auquel on sera
confronté c’est si les valeurs propres sont négatives ou de signes differents .

Si toutes les valeurs propres sont positives, notre forme quadratique a! - @Q - x est
dite positive.

Si toutes les valeurs propres sont strictements positives, notre forme quadratique
2t - Q -z est dite définie positive.

Si notre fonction quadratique est définie positive alors il existe une et une seule

solution qui la minimise.

2.1.4 Minimisation d’une fonction quadratique
Théoréme 6 Si la matrice Q est définie positive , la fonction quadratique
fxy=2"Q - z+Lx+c

atteint son minimum en un et un seul point noté
1
A —lLt
5@

et dit le minimiseur.

Ainsi le minimum est donc
1
f(z*) = _EL QL' +¢

Preuve. La fonction f étant une fonction convexe et différentiable on calcule son

minimseur quand %(w*) =0

d
%(w*) = 022".Q+L=0
1
s z.Q=-=L
2
* 1 —17t
& oz :—iQ L

ainsi le minimum est :
fiz*) = 2. Q-2*+La*+c
— <_;Q1Lt)tQ <_;Q1Lt> YL (_;QlLt> te
= %L.Q*l.ﬂ—%L.Q*l.Lwc

1
= —ZL QL +¢
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Exemple 7 On a la fonction quadratique suivante :

(a3 7)(2)+ ()

2

1l est facile de verifier que la matrice QQ = ( )

-1
) ) est définie positive car ses

valeurs propres sont 3i2\/5 (les deux étant des nombres positifs),

alors cette forme quadratique a un minimiseur

| R -
x = L
T 2@

et donc son minimu est

fz*) = —LQ 'L'+¢c

Exemple 8 La fonction quadratique f(z) = 3z + 62 + 7

la matrice de sa forme quadratique @ est un scalaire (1 x 1),Q = 3 strictement
positif donc notre forme quadratique est définie positive et il existe une solution unique
qui atteint le minimum de cette fonction.

son minimiseur ¥ = —%Q_lLt = —%%6 =-1

Conclusion le minimum de la fonction est :
1 1.1
=L Q'L - 6= =4
f(z™) 1 Q +c 4636 +7

2.1.5 Meéthode des moindres carrés

On peut voir ’estimation comme 1’obtention d’un ordre de grandeur pour certaines
quantités d’'un systéme a partir de mesures d’autres quantités du méme systéme.Le
probléme de ’estimation qu’on va considérer dans ce chapitre est le suivant : envisa-

geons un systéme pour lequel nous avons effectué diverses mesures y = (y1, ..., yp) et
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un modéle M(x) dépendant des parameétres du vecteur z. On veut estimer x ,de telle
fagon a ce que le résultat f(z) généré par le modele M(z) soit le plus proche possible

des mesures éffectuées y.

Cas linéaire

Admettons que notre modéle linéraire soit : f(x) = M - x on veut que f(x) =y

Or cette derniére ecriture (égalité) f(z) = y est un abus car souvant dim(y)>dim(x),
de plus, les mesures y subissent forcement un bruit dans la réalité. Pour cela, on va cher-
cher le meilleur x qui minimisera e(x) = | f(x) — y||? qui est dit critére des moindres
carrés

En effet,

e(x) = |f(z)—yll”
= [IM-z—y|®
= (M-z—y)' (M-z-y)
= (ot M=) (M2 — )
= ot M M- -z—at - M oy—yt - M-z +yly
= ot M M-z -2y M-z +yly
= Q- z+L-z+c
o ||v]| 2 = vlv
M? . M est une matrice symétrique : (Mt . M)t =M'-M
Le critére des moindres carrés a la forme d’une fonction quadratique donc, on va
pouvoir le minimiser (c’est notre but), tout en supposant que toutes les valeurs propres
de M- M soient stritement positives, ce qui nous donnera, une solution unique pour
la minimisation (en appliquant le théoréme précédent).
Par conséquent, le minimiseur unique Z est :
Z= (M- MY My

On pose K la matrice : K = (M - M'f)f1 - M?
Le vecteur T est dit estimateur des moindres carrés, et ainsi on peut estimer les
valeurs de y en utilisant notre relation linéaire prédéfinie au début.

Donc 'estimateur de y notée y est défini :
y = f@)
= M-z
= M. (M . Mt)*
= M-K-y

YoMty
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7 sont dites aussi les mesures filtrées.

On définit aussi un vecteur des résidus, noté r :

ro= Y-y
= M-Ky-y
= (M-K-1I)y

La norme de ce vecteur représente la distance entre y et 'hyperplan f(R™), si cette
norme est grande cela ne peut étre interprété que de deux maniéres soit une ou erreur

dans le modéle choisi ou les données mesurées y sont innexactes.

Cas non linéaire

Si f(z) sont générées par un modéle non linéaire f : R” — RP | 'estimateur des
moindres carrées est donnée par
Z = arg min || f(z) — y||®
zeR?
dans ce cas on a deux approches différentes qui cherchent un minimum & savoir, comme
la méthode de Newton et de Monté Carlo.

2.2 Le critére d’estimation optimal

RAPPEL : Considérons deux vecteurs aléatoires X : (Q, F, P) — (R", Bgn, Px) et
Y (Q,F,P)— (R™ Bgm, Py).

Supposons que le vecteur Y correspond au vecteur aléatoire d’observations, qui ne
sera disponible qu’une fois la campagne de mesure effectuée, et le vecteur aléatoire
X est celui qu’il faut estimer. Notre probléme est d’estimer le mieux possible X sa-
chant qu’on a la mesure y (i.e sachant Y = y la réalisation de Y). La réponse a ce
probléme revient & trouver un estimateur X qui dépend de Y et qui doit vérifier que
la norme de I'erreur de I'estimation sera la plus petite possible comme un critére d’op-
timalité, i.e || X — X ||2= B((X — X)*(X — X)) soit minimale, c’est le critére d’erreur
quadratique. En d’autre termes, le meilleur estimateur doit atteindre le minimum de
I’erreur quadratique. Dans un premier temps, on va montrer qu’il s’agit de ’espérance
conditionnelle, dans le cas général. Ensuite, on va se limiter aux estimateurs linéaires
optimaux (au sens de la minimisation de lerreur quadratique) plus faciles & calcu-
ler analytiquement que ’espérance conditionnelle, et enfin on montre que dans le cas
gaussien (o1 le vecteur (X, Y') est gaussien), notre estimateur linéaire optimal coincide
avec ’espérance conditionnelle.

On note par L2(Q, F, P) I'espace des vecteurs aléatoires X de carré intégrable i.e
E(X!X) < +o0.
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Définition 9 L’espace L2(S2, F, P) est un espace de Hilbert lorsqu’il est muni du pro-
dusit scalaire
< X,Y > =E(X'Y)

et de la norme quadratique associée || X |a= /E(X!X)
Dans ce qui va suivre, on prend X et Y € L?(Q, F, P)

Définition 10 Un estimateur X est une fonction mesurable ® : R™ — R"censée nous

donner une estimation de X connaissant la mesure Y = y.

Soit X (y) un estimateur de X sachant Y = y . Naturellement X n’est pas égal & X,

une mesure de I’erreur d’estimation est donnée par I’erreur quadratique conditionnelle

E[(X -~ X(V)(X - X(M)Y =y

Définition 11 Estimateur du minimum d’erreur quadratique conditionnelle

L’estimateur du minimum d’erreur quadratique conditionnelle est un estimateur
X(Y) tel que

E[(X -~ X(Y)'(X - X(V))|Y = y] <E[(X - 2(Y))(X — 2(Y))|Y =]

pour tout autre estimateur ®(Y') et pour toute réalisation y de l’observation.

c.a.d
BICY — X))/ (X = XO)IY = 3] = min (X = B(1)'(X =S¥ =)

Proposition 12 L’estimateur du minimum d’erreur quadratique conditionnelle de X

sachant Y =y est l’espérance conditionnelle, i.e.
X(y) = B(X]Y =y)

Preuve. Soit ®(.) un estimateur,
E[(X — (V) (X - 2(Y))|Y =y] =

= BX'X|Y =y) —B(X'®(YV)|Y =y) —E(@(Y)' X|Y =y) + B(®(YV)' (Y)Y =y)

= EB(X'X[Y =y) —20(y)'B(X|Y = y) + 2(y)'®(y)

= P(y)'P(y) — 20(y)'EB(X|Y =y) + [EX|Y =y)]"  E(X]Y =y) — [E(X]Y =)' EX|Y =y)
+E(X'X|Y =)

= [@(y)-E(X[Y = y)]"[2(y)-E(X]Y = y)[+E(X'X|Y = y)-[EX|Y = y)]"E(X]Y =y)



2. Introduction a ’estimation optimale 9

et le vecteur ®(y) qui minimise cette expression est : ®(y) = E(X|Y = y) avec
E(X'X|Y =y) finie. =

Donc, I'espérance conditionnelle est I’estimateur qui réalise le minimum de 'erreur

quadratique conditionnelle, or on aimerait avoir un résultat inconditionnel.

Proposition 13 L’estimateur du minimum d’erreur quadratique est [’espérance condi-

tionnelle, i.e. pour tout estimateur ®(Y) de X
E[(X - B(XY))' - (X — E(X|Y))] <E[(X - ®(Y))" - (X — ®(Y))]
ou bien

E[(X - E(XY))" - (X —E(X]Y))] = fg(i};lE[(X —o(Y))" - (X — o(Y))]

Preuve. Soit X(Y) = E(X|Y)

E[(X - X(Y)'(X - X(Y))] = E[(X — X(Y)'(X -~ X(Y)IY = yldFy (y)

m

E[(X — X(y)"(X — X(9))[Y = yldFy (y)

m

E[(X — ®(y)"(X — @)Y = yldFy (y)

m

E[(X — ®(Y)) (X = ®(Y))|Y = yldFy (y)

m

(X —2(Y))" (X —2(V))]

A
———

E

IA

2.2.1 Propriétés de ’espérance conditionnelle

Soit (X,Y) un couple aléatoire de (R",R™), avec Y € L?(Q2, F, P)

Proposition 14 1. Biais : E(E(X|Y)) = E(X) < E(E(X|Y) — X) =0
2. Orthogonalité : B[(X — E(X|Y))®' (V)] =0 V &:R™ - R"

3. Distance minimale :
E[(X — B(X|Y))'(X - E(X[Y))] <E[(X —&(Y))"- (X — &(Y))] Vo
S| X —EXY) [2<] X = @(Y) [l2 V@

Or,l’obtention d’une expression analytique de lestimateur E(X|Y) n’est générale-

ment pas facile et on préfére se limiter aux estimateurs linéaires optimaux
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2.3 Estimateur linéaire optimal

2.3.1 Définitions et notions de bases

Définition 15 *) Soient X et Y des vecteurs aléatoires, on note mathématique-

ment leur moyenne par :
X =EX) et Y =E(Y)
**) On définit la matrice de covariance par :
Ixy =E[(X - X)(Y - Y)/]
*¥%) Ainsi les matrices de covariance associées o X et Y sont respectivement :
Iy =Txx =E [(X - X)(X — X)']
Iy =Tyy =E[(Y - Y)(Y - Y)']

— Un vecteur aléatoire X est dit "Blanc” si toutes ses composante x; sont indépen-
dantes l'une de l’autre et dans ce cas la matrice de covariance I'x est diagonale.
— Les matrices de covariance sont symétriques et positives ie que toutes les valeurs

propres sont des nombres réels et positifs.

Définition 16 On dit que Uestimateur de X sachantY =y noté par X est orthogonal

a l’espace engendré par le vecteur aléatoire Y si et seulement si
BI(X — X)(Y — V)] =0

Théoréme 17 Soient X , u ainsi que Y, trois vecteurs aléatoires (ultérieurement ces

vecteurs seront généralement Gaussiens) liés par la relation
Y=AX+u+b

avec (A,b : des valeurs déterministes) on suppose que X et u sont indépendants, u
centrée (ultérieurement u jouera le role du bruit)

alors on a :
Y =AX+1b

et FY:A-Fx-At-i-Fu
Preuve. On a :
Y = E(AX +u+b)
= AE(X)+ E(u) + E(b), car E(.) linéaire
= AE(X)+b, car u centré
= AX+b
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d’un autre coté :

Iy = E(Y-Y)- (Y -Y))
= B[(AX +u+b—AX ) (AX +u+b— AX )]
= E[(AX -X)4u) (X-X)A" +u")]
= A E[(X-X)(X-X)] A"+ AE [(X - X)u'] + E[u(X — X)'] A"+ E(u u')
= A-Tx -A"+T,

les termes B [(X — X)u'] ,E [u(X — X)!] s'annulent du fait des 'hypothéses faites sur
Xetu m

Définition 18 Un estimateur linéaire X est une fonction de R™ — R"™ linéaire de la
forme :
X =KY +b (2.3)

ot K e R"™™ etbeR”

Théoréme 19 Soient deuxr vecteurs aléatoires X et Y, il existe un unique estima-
teur linéaire optimal au sens de la minimisation de 'erreur quadratique, non-biaisé et
orthogonal ; donné par :
X=X+K(Y-Y) (2.4)
o
K =TxyTy?! (2.5)

est appelé gain de Kalman.

Preuve. La preuve est basée sur la recherche de K € R"*™ et b € R" qui réalisent
le minimum de ’erreur quadratique.
On a
B((X — X)'(X - X)) = TrB((X - X)(X - X))

ou T'r est la trace d’une matrice carrée.

Soit X DPestimateur linéaire optimal, donc

B((X — X)"(X = X)) = min TrE((KY +b~ X)(KY + b~ X)") := min Q(. )

Or

E(KY +b—X)(KY +b—X)") = B[(KY +b— X — (X = X))(KY +b— X — (X — X))!]

= E[(X -X)(X -X)+E[(KY +b—X)(KY +b—X)]-E[(X —X)(KY +b—X )] -E[(KY +b— X ) (X - X)']
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Aprés calcul, on trouve
E((KY +b—X)(KY +b—X)") = [x+ KTy K'+(b—X+KY)(b—X+KY ) -Txy K'-KTyx
Alors

Q(K,b) = TrT x+Tr(KTy K)+Tr(b—X+KY)(b—X+KY))-Tr(Txy K" —Tr(KTyx)

On utilise %ﬁflt) =B, %ﬁ]gt) =B, %{fﬁ) = 2AB pour calculer by, et
Kopt.
Calcul de by :
QD) _

0b

OTr((b— X + KY)(b— X + KY)?)

=0
b
& 204+2(KY —X)=0
& bt =X — KY (2.6)
Calcul de K, :
K _ _
&Qa(K’b) =0« 2Ky — 2Txy +2KYY'+2(b— X)Y' =0 (2.7)

On remplace 'expression de by (2.6) dans (2.7), on retrouve :

8@ (K, bopt)

= 2KT'y -2I'xy =0
0K Y XY

& Ko = Dxyly!

Donc, il nous reste a vérifier que Q(Kopt, bopt) €st un minimum :

0*Q(K,b)

r(Kb) = g =2
2
t(K,b) = TRUK,b) ggg D) _ory 4oy
P*Q(K, b _
s(K,b) = ab(aK ) oyt

A = Sz(Kopty bopt) - T(Koptv bopt)t(Kopta bopt)
= 4YY! 4Ty —4YY! = —4T'y < 0 car I'y définie positive.

alors, A < 0 et r(Kopt, bopt) > 0 = Q(Kopt, bopt) €st un minimum.

Enfin, l'estimateur linéaire optimal est donné par :

X = KoptY +bopt = X + Txy T3 H (Y — V)



2. Introduction a ’estimation optimale 13

Maintenant montrons qu’il est sans biais ie
E(biais) = E(erreur) = E(e) = E(X — X) =07
Dans notre cas, on a
E(e) = B(X-X)=REX+K(Y -Y)-X)
= X+KY-KY-X
= 0 CQFD.
L’orthogonalité :
1l suffit de vérifier que E(e (Y — Y)) =0,
E(Y-Y)) = E [(X —X)(Y - Y ]
= B[(- ( X)+K(Y -Y)) (Y =Y))]
B[RO T (¥ -] - E[(X—X) (v - 7))
= KI'y —-Txy
= 0 car K=TxyI}' CQFD.

’~< I

2.3.2 Propriétés

Proposition 20 La matrice de covariance de ’erreur de [’estimation linéaire optimale

est :
I'.=Tx — KI'yx (2.8)

Preuve. Par définition ,la matrice de covariance de ¢ est :

. = E(eeh)
= B(KY - X)(KY — X)) avee X=X -X, Y=Y -Y
= KIyK'— KTyxy —TI'xyK'+Tx
= (KIy —Ixy)K"'— KTlyx + 'y
D’aprés (2.5); on a
(KTy —T'xy) =0
Alors
I.=Tx — KTlyx
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Proposition 21 Il n'existe aucun estimateur linéaire qui permet d’obtenir une ma-
trice de covartance sur l'erreur I'c  plus petite que celle donnée par l’estimation optimale

(au sens de la minimisation de l’erreur quadratique).

Preuve. Toute matrice possible pour notre cas s’écrit sous la forme de K = Ky+11

avec Ko =T Xyl“{,l et IT étant une matrice arbitraire

. = (Ko+Ily(Ko+ )" —Txy(Ko+1I)" — (Ko +Il'yx 4+ x
= (Ko + I (TyKE+T410Y) — (Txy Kb+ TxyIl') — (Kol'yx + Ty x) + Ty
= Kolyx +Hlyx + KolyIl' + Ty 11" — Koy x — Ty x — TxyIl" — Koy x + I'x
car TyKf) = Tyx et TxyK,= Kol'yx

= I'x — Kol'yx + Ty 1T,

Puisque IT'yII? est toujours symétrique positive,la matrice de covariance I'y est
minimale pour II =0

cad K =Kyg=T XyF;,l ce qui correspond a notre estimateur linéaire optimal.

2.3.3 Caractérisation (le principe d’orthogonalité)

Le theoréme suivant nous donne & la fois, une caractérisation géométrique et une
condition necessaire et suffisante pour que notre estimateur linéaire optimal atteint le

minimum de ’erreur quadratique.

Théoréme 22 Soit X (€ R"™) un vecteur aléatoire inconnu qui doit étre estimé a
partir du vecteur d’observation' Y (€ R™), avec X = KY +b (I'estimateur linéaire de
X)ou K € R™™ et b € R" quelconque, alors ’estimateur X atteigne le minimum
d’erreur quadratique ssi :

E(X — X) = Opx1

E[(X = X)(Y = Y)"] = Opxm
Preuve. (=) Direct par le theoréme précédent.
(<) 1l suffit de vérifier que b = X — KY et K =T XyF;l (d’aprés le theoreme

précédent).
Hypotheses : X = KY + b, sans biais et orthogonal.
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1. Sans biais :

E(e) = EX-X)=0

E(KY +b—X)=0
KE(Y)+b—E(X)=0
KY+b—X=0
b=X - KY

Tt ¢ 00

2. Orthogonalité :

E(X-X)(Y-Y)] = 0E(KY+b-X)(Y -Y)]=0

E(KY -Y)+KY+b—(X-X)-X)- (Y -Y)]=0
Kly —Txy +(KY +b— X)E(Y = Y)") =0

K =TxyTy!' car B(Y - Y)) =0

Tt o0

2.3.4 Lien avec 1’espérance conditionnelle

Proposition 23 Soit Z = ();) un vecteur aléatoire gaussien de dimension N = n+m,

d’espérance et de covariance

_ X I I
7 () CT,- x Tyx
Y I'xy Ty

Alors la loi conditionnelle de X sachant Y = y notée par L(X|Y = y) est gaus-

stenne d’espérance
X + nyr;l (y — Y)
et de covariance

I'x —TxyIy' Tyx

Preuve. On supose (pour simplifier) que I'z et I'x sont inversibles

foen) (@, y)
fr(y)

fxly=y(®) =

WW exp(—%(y - Y)Tr;fl(y - Y))

On utilise la formule suivante :
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I —TxylSt I 0 'y — Dxy ST 0
xXyly T, o _ X xylylyx (2.9)
0 I ) LA 0 Iy

En prenant le déterminant dans (2.9), on obtient
1x ’FZ ‘ x1 :’ FX —nyr;lryx ’ X ’Fy ’

La formule (2.9) implique aussi

-1 -1
I 0) o I —TxyTyt _ Tx —TxyTy' Tyx)™t 0
Ty, T 7 \o I 0 ryt)e

Donc

_— I 0\ [(Tx —TxyI3 Tyx)™t 0 I —TxyTy? '
d Ty T 0 5t \o I

Alors

A~

- _
<”“" - X) r;! <x a X) = (2= X)"(Tx-TxyTy'Tyx) H(z—X)+(y-Y) Ty (y-Y)

y—-Y y—-Y
ou
X=X +TxyIy'(y—Y)
c’est a dire
Py my(@) = (2)1/”;,/ exp(—5 (¢~ X)T R~ (z ~ X))
avec

R = (FX — nyr‘;lryx)
|
Remarque 24 La proposition précédente nous assure que dans le cas gaussien [’es-

timateur lineaire optimal (au sens de la minimisation de l'erreur quadratique) est le

meilleur parmi tous les estimateurs existants.



2. Introduction a ’estimation optimale 17

2.4 Application a I’estimation linéaire

2.4.1 Principe
Supposons que X € R" et Y € R™ soient reliés par la relation suivante :
Y=CX+p (2.10)

ou 3 € R™ est un vecteur aléaoire centré indépendant de X et C' € R™*"™, la matrice
de covariance de X et 3 sont notées I'x et I'g et on cherche a trouver X Destimateur

linéaire non-biaisé orthogonal ; pour cela on va calculer Y, 'y, ' xy
Y =E(CX +8)=CX (2.11)
Ty = CTxCT + Ty (2.12)
Iyy = EX (Y -Y)) =EX(C(X-X)+8)") = BXXNC'+E(XB) = xC" (2.13)

Par conséquent, notre estimateur X avec la matrice de covariance sur l’erreur
peuvent étre obtenu a partir de I'x, I'g ,C' , X , en utilisant les formules suivantes :

D’aprés (2.11) innovation est :
Y=Y -CX (2.14)
D’aprés (2.12) la matrice de covariance de I'innovation est :
Iy = CTxCT + Ty
D’apreés (2.5) et (2.13) le gain de Kalman est :
K =TxCTTy! (2.15)
On a, d’aprés (2.4) l'estimateur :
X=X+KY (2.16)
D’aprés (2.8) et (2.13) la matrice de covaiance de Iestimation est :
I.=Tx - KCTyx (2.17)

2x1 +3x2 =8
Exemple 25 FEtant donné le systéme suivant :{ 3z + 2x9 = 7 et on veut trouver les
r1 — T = 0
valeurs du vecteur X = (w1, 12)t, en utilisant la méthode d’estimation lineaire. Alors,

le systeme precedent se reecrit sous la forme suivante :

8 2 3 B,
X

vy=0x+8=|71|=[3 2 <1>+ B,
i

0 1 —1) \7? Bs
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On prend (a priori) : X = (0,0)%,0,, = 0z, = V10 et B un vecteur de bruits

10 10
blanc indépendant de X avec og, = 1 et 0g, = op, = 2. Alors I'x = ( ) et

10 10
1 00
Ig=10 4 0| . On suppose que x1 et x2 sont indépendants, par conséquent I'x est
0 0 4
, 10 0
donnée par :
0 10
On obtient :
8
Y=Y-CX=|7
0
131 120 -10
Ty =CTxCT +Tg5=1120 134 10
—-10 10 24

re1 [—0.06667725 0.2627401  0.2794094
K =TxC'Ty! =
0.33656136  —0.1357358 —0.2198762

- N 1.
X XKV — 305763
1.742340

0.6572472  —0.4603905
FE:FX—KCTX:< )

—0.4603905 0.4191141

Le code sous R :

# initialisation :

y=c(8,7,0)
C=matrix(c(2,3,3,2,1,-1),3,2,byrow = T)
R=diag(c(1,4,4))

x_int=c(0,0)

P_int=diag(c(10,10))

# Calcul
y_bar=y-Cl/*%x_int
P=C%*%P_int%*J%t (C)+R
K=P_int%x%t (C) %*%solve (P)
x_est=x_int+K%x*%y_bar
P_est=P_int-K%*}C/*%P_int



Chapitre 3

Filtre de Kalman

3.1 Deéfinitions

Définition 26 Un filtre est un systéme qui consiste & donner les informations utiles

dans un fluz d’informations.

Définition 27 Un systéme dynamique est défini en général (dans le cas discret

ou continu) par deuz équations : l’équation d’état et ’équation de la mesure.

Définition 28 L’équation d’état est la loi décrivant I’évolution d’un systéme. Par
exemple la poursuite d’une cible mobile,le mouvement des planétes dans le systéme

solaire ou bien la réaction chimique au cours du temps.

Définition 29 L’équation de la mesure est la loi décrivant la donnée réelle de

I’évolution d’un systéme en fonction d’état du systéme et de bruit.

Dans ce mémoire, on s’intéresse au systéme dynamique suivant, ol les équations

d’état et de la mesure se définissent par des équations linéaires récursives.

(S) - Xpr1 = ApXg +up + ag
Y, = Cp Xy, + By,

Ou :

Aj. : est la matrice de transition. Elle décrit I’évolution du vecteur d’état de I'instant
k a l'instant k 4+ 1 , de taille n x n

uy, : Vecteur représentant les commandes appliquées au systéme a l'instant k.

C : Matrice d’observation (mesure). Elle est en fait le lien entre les parameétres du
systéme et les mesures, de taille m x n.

ay : Bruit de modélisation lié a 'incertitude que 'on a sur I’état du systéme, de

taille n x 1

19
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B, : Bruit de mesure, de taille m x 1

Les bruits sont considérés comme blancs, gaussiens, centrés, indépendants entre
eux et indépendants de I’état initial du systeme avec I',, la matrice de covariance de
ay, et I'g, la matrice de covariance de Sy

D’aprés le systéme (S), on a

X1 Xo
X «
2l =A™ oule vecteur (Xo, ag, ..., ax)! est un vecteur gaussien (par
Xkt1 Qg
hypothese).

par conséquent, (X1, Xo, ..., Xx11)! un vecteur gaussien (par tranformation affine
de (X(), Q()y -eey Oék)t).

méme chose pour (Y7 Ya,...,Y;)! qui est un vecteur gaussien par tranformation
affine de (Xo, B¢, -, Byt

ainsi le vecteur (X1, ...Xpy1, Y1, ..., Y )! noté par (X1.x11, Y1.1)! est aussi un vecteur
gaussien puisqu’il s’ecrit comme tranformation affine du vecteur gaussien (Xo, ag.x, Bo.;)¢ (par

hypothese).

3.2 Principe du filtre de Kalman

Supposons avoir traité & mesures et vouloir estimer ’état du systéme (S) a I'instant
k + 1. Pour le faire on utilise le filtre de Kalman.

Le filtre de Kalman se décompose en deux étapes : pédiction et correction.

La prédiction consiste a représenter I’état du systéme (S) qu’ on va noter X k+1lk
par son espérence Xk+1|k et sa matrice de covariance I'y ), qui représente l'erreur
d’estimation prédite, ainsi la mesure Yy, est prédite par la mesure Yk+1l k

Dans la correction ( mise a jour ) on va corriger 1’état prédit une fois que la mesure
sera disponible & l'instant k 4 1. La correction fait appel & la notion d’erreur de la
mesure et 'erreur d’estimation prédite qui sont traduites par le gain de Kalman.
L’idée de la correction est la suivante : Si ’erreur de la mesure est grande par rapport
a celle d’état prédit on se base dans notre calcul d’estimation sur ’état prédit sinon

sur notre mesure a l'instant k& + 1.

3.3 Algorithme du filtre de Kalman

Aprés une étape d’initialisation, le filtre de Kalman est utilisé en réitérant récursi-
vement une étape de prédiction puis une étape de mise & jour. Cela permet de suivre

et d’estimer I’évolution de I’état d’un systéme.
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Initialisation L’état initial est supposé une variable aléatoire Gaussienne, indé-

pendante des bruits, de moyenne et de matrice de covariance connue données par :

Xop = E(Xo)
Fop = E((XO—XO\O)(XO—XO\o)t)

Etape de prédiction Etant donné I’état estimé X k|k €t sa matrice de covariance
I'yx a linstant k, on effectue la prédiction de I'é¢tat a l'instant k + 1,ainsi que la
prédiction de la mesure. On obtient I'état prédit X k+1)k avec sa matrice de covariance

associée I'y |, , d’aprés I'equation d’état

X = AeXpp + we (3.1)
Tpiie = AlgpA” +Ta, (3.2)

D’aprés (I’equation de la mesure), la prédiction de la mesure Yk+1|k est donnée par
I’ équation :
Yirie = Cor1 Xkt (3.3)

Etape de correction Une fois la mesure Y;,1 sera disponible, on calcule I'in-
novation f’kﬂqui représente 'erreur de prédiction de 'observation. Et sa matrice de
covariance Si41. L’ état prédit peut alors étre corrigé par cette innovation ffkﬂ pon-
dérée par le gain du filtre Ki 1. On en déduit alors I’état X k+1jk+1 »avec sa matrice
de covariance associée ' 1|;+1-[Pour les calculer on applique les mémes résultats que

dans le paragraphe précédent (Application a l’estimation linéaire)].

Vi1 = Y1 — Crp1 Xppap (3.4)
Skt1 = Crpalhi1pChyr + s, (3.5)
K1 = TroawChiaSiy (3.6)
Xivthert = Xeap + Kipr Ve (3.7)
Prviprr = Trerape — K1 Cro1 Tegage (3-8)

Remarques :

* Létat corrigé (estimé) X, +1jk+1 par le filtre de Kalman est I'espérance condi-
tionnelle de Xj41 sachant Yp.x41 , qui coincide avec notre estimateur linéaire
optimal i.e Xk+1\k+1 = E(Xgk11/Y0.k+1), alors que 1'état prédit est définit par :
Xir1k = B(Xpt1/You)

* On peut retrouver les équations du filtre de Kalman pour les deux étapes, en

basant sur la définition du systéme dynamique (S) et la proposition (23) :
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1. Initialisation : Soit Xy ~ AN (mg,Tg) indépendante des bruits, et on pose que :
Xojo = E(Xo/Yo) = mo

o0 = B((Xo — Xoj0)(Xo — Xop)") = Lo
Cela veut dire qu’on a supposé que I'état initial X et I’état estimé X\ & l'instant
intial ont la méme loi .

2. Etape de prédiction : Pour k quelconque, le systéme (S) s’écrit comme suit :
X1 = ApXg +ug +
Yi = Cp Xy + By,
Etat prédit : Calcul de Xkﬂlk et I yq)k-
Xkt . .
Le vecteur v est vecteur un gaussien, alors £(Xy41/Yo.x) est aussi gaus-
0:k
sienne, d’espérance :
Xepie = BE(Xig1/Yow)
= B(ApXk + u + ar/Youx)
= AB(Xy/Yor) + BE(ug/Yor) + E(on/Your)
= Aka\k + ug (car Yo et o sont indépendants et E(ay) = 0)

et de matrice de covariance :

Tipie = B((Xer1 — Xpran) X — Xpsp)')
= B[(Ap(Xk — Xip) + ) (Ap(X — Xgpp) + o))
= AE[(X) — Xip) (X — Xpp)'1 AL + E(ogal,)
= ATyAL + To,

B (g (Xp— Xpyp,)") = Eag)B(Xp—Xgp)" = 0 et B(Xp—Xgp)ah) = B(X—Xy)E(af,) = 0.

Yit1

Mesure prédite : On a par construction le vecteur est guassien ( avec

Yb:kz
Yit1 = Ciy1 X1 + By1), par conséquent L£(Yy1/Yo.;) est aussi gaussienne,

d’espérance :
Vo = B(Yie1/Yor)

= E(Cry1Xpy1 + Brr1/Yor)
= Crpp1E(Xpp1/Yor) (car Yo et 5 sont indépendants et E(8;, 1) = 0)

= Crr1Xpr1k
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et de matrice de covariance :

Skr1 = B((Verr = Yiae) Verr = Yir)?)
= B{(Crr1(Xps1 = Xps1pp) + Brr1) (Crar (X1 — Xira) + Bryn)']
= Crn1B[(Xpa1 — Xps1pp) Xar1 — K1) 1Ck 11 + E(Bry1Bhsr)

= Ck+1rkr+1\kzcltc+1 + F5k+1
$B(Bry1 (X — Xp)!) = B(Br 1) E(Xy — Xyp)! = 0.
*B((Xk — Xij)Blr1) = B(Xy — Xip)B(Bl41) = 0.

X1

Yir
un vecteur gaussien), d’espérance :

X1k
Yk
et de matrice de covariance :

P L1k Chyr (%)
Cr1Trr1e#)  Crt1Tri10Cks1 + Doy

On déduit que la loi du vecteur ( > sachant Yj.;, est gaussienne (car (X ki1 Yo k+1>

(%) BO(X k1= Xp1) Ver1=Ver 1)) = BOX k1= Xpr10) (Crrt (X1 =X 1) +8451)")
= Tps16Ch 4
(#) B((Yar1 — YVigrp) (Xn1 — Xig1je)") = Cog1 T

3. Etape de correction : Par conséquent, £(Xxi1/Y0.k+1) est gaussienne ( on

applique la proposition 23), d’espérance :

Xisiprr = B(Xew1/Yous1)
= Xp1p + Do pChr (Crm T Chn + T )™ Yesr = Yieyaje)
= Xy + K1 (Vi1 — Yirapp)

et de matrice de covariance :
_ t t -1
Doviprr = Trpae = DepapCrn (Cra1DhpanCrgn +Ts,0) " CrrrDigapn

= Triie — K1 Ckp1Digage
= (I = Kpy1Ck41) Ui
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3.4 Exemples
Exemple 30 On considére le probléeme de filtrage linéaire en dimension 1 :

Xpy1 = Xi
Y. =X, +V

Ou V est un bruit blanc gaussien N'(0,02) indépendant de Xo ~ N (g, \?)

1. Filtre de Kalman : Le filtre s’écrit :

(a) Prédiction :

Xk = Xk

Pryie = T
(b) Correction :
Yirir = Xerape = Xap
Sk+1 = Fk+1|k + O'2 = Fk|k + 02
Lk
K, = T P L —
k1 k-t 1)k Ok 1 T + 02
Xieriperr = Xpgape + Kot W1 — Vi)
K|k T + 02 k+1 K|k
Drpipprr = (1= K n) T = (1= K1) Ui

Avec Uinitialisation : Xo\o = po et Tojg = 2?2

2. Convergence du filtre :

(a) Etude de la variance :

[P o? AP
g1 = M- s—) ik =5——lwmpk = — 1
i Tee+ 027 0 Ty to H8 74 T

On peut donc obtenir une expression explicite pour la variance Ty,

)\2
1+ k2

o2

Pie =
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(b) Gain de Kalman : On utilise (3.9), on obtient :

Dpe A2
Fk‘k—f—O'Z (l{}—|—1))\2+02

Kk+1 == (310)
Donc

lim Kk+1 =0
k—o00

(¢) Convergence de l’espérance conditionnelle : D’aprés (3.10), l’équa-

tion de ’espérance conditionnelle s’écrit :

Xitiprr = X + Krr (Vs — Xogp)

2
(Yer1 — Xgjp)

T —
MET e+ 1A 1 02

Ainsi, pour k assez grand : Xp qjp11 =~ Xy

Simulation :
Initialisation : Xy ~ N (1,2) et V ~ N(0,1)

# Code sous R :

x=rnorm(100,1,sqrt(2))# Generalisation de 1l’etat du systeme

v=rnorm(100,0,1)# Generalisation du bruit de mesure

y=x+v# Calcul des mesures

m=1

## Le filtre de Kalman (etat estime)

for(i in 1:100)

{ K[i1=2/((2*i)+1)# Gain_Kalman.
x_est[i]=m+(K[i]*(y[i]-m))# etat estime.
m=x_est[i]# etat predit.

R[i]=2/((2*%i)+1)# variance=Gain_Kalman dans cet exemple.

## L’etape k=1

x_predit=x # la realisation de la varaiable predite d’etat (X_1/0)
x1=rnorm(100,x_est[1],sqrt(R[1]))# la realisation de la variable mise a jour
d’etat (X_$1/1$)

plot(density(x1),col="red",xlim=c(-4,10),xlab = "",ylab = "",main = "")
lines(density(x_predit),col="blue")

lines(density(y),col="green")
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legend("topright",c("X_predit","Y1","X_1"),text.col = c("blue","green","red"),
bty="n",lty=c(1,1,1),col=c("blue","green","red"))
points(mean(x),0,col="blue",1lwd=3)# etat predit (\"{x}_1/0)
points(mean(y),0,col="green",lwd=3)# la mesure(yl)
points(x_est[1],0,col="red",1lwd=3)# etat estime par le F_Kalman (\"{x}_1/1)

## k=100

x_preditl=rnorm(100,x_est[99],sqrt(R[99]))# la realisation de la varaible predite
d’etat (X_100/99)

x100=rnorm(100,x_est[100] ,sqrt (R[100]))# la realisation de la variable mise a jour
d’etat (X_100/100)

plot(density(y),col="green",ylim=c(0,2) ,xlim=c(-2,6),ylab = "" ,xlab = "" ,main = "")
lines(density(x_preditl),col="blue",)

lines(density(x100),col="red")
legend("topright",c("X_predit","Y100","X_100") ,text.col = c("blue","green","red"),
bty="n",1lty=c(1,1,1),col=c("blue","green","red"))
points(x_est[99],0,col="blue",lwd=3)# etat predit (\"{x}_100/99)
points(mean(y),0,col="green",lwd=3)# la mesure (y100)
points(x_est[100],0,col="red",1lwd=3)# etat estime par le F_Kalman (\"{x}_100/100)
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Les deux figures suivantes représentent : Les densités des lois conditionnelles d’état

prédit et d’état corrigé, avec la densité de la mesure, a 'instant £ =1 et £ = 100 .

04

— X_predif

&I | 0|2
u\
>
/ |

0.0

Les densités des lois conditionnelles d’état prédit
et d’état corrigé, avec la densité de la mesure a
Iinstant &k = 1.

— X_predif]

. — X_100

00 05 10 15 20

Les densités des lois conditionnelles d’état prédit
et d’état corrigé, avec la densité de la mesure a
Iinstant k = 100.

## Le signal

plot(c(1:100),x_est,col="red",type=’1’,ylim = c(-2,2),xlab = "Temps",ylab = "Signal")
# il s’agit du vecteur (\"{x}0/0,\"{x}1/1,...\"{x}_100/100)

une realisation de la variable etat estime \"{X}=X_Kalman
lines(c(1:100),x,col="blue")# signal cache

lines(c(1:100),y,col="green")# signal bruite
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legend("bottomright",c("S_estm\U{e9}\U{e9}","S_cach\U{e9}","S_bruit\U{e9}"),
text.col = c("red","blue","green") ,bty="n",text.font = 1,horiz = TRUE)

La figure suivante représente : Le signal bruité caché et estimé (X par Kalman) en
fonction du temps, c.a.d la réalisation des lois de Y = § bruité , X =S caché et

X Kalman =S5 estimé.

_ - ! ;;,IJ{L.l u I -L i L_l"r"d'j\j
% o 7 I \‘ l.' .'
:: : S_esimé | S_cache

| | | |
40 60 80 100

Temps

Le signal bruité, caché et estimé en fonction

du temps.

# Comparaison : La densit\U{e9}s de la variable cach\U{e9}e X vs estimee par le filtre
de Kalman \"{X}=X_Kalman

plot(density(x),col="blue",ylim=c(0,0.3),xlim=c(-3,6) ,xlab="",ylab="",main ="" )
lines(density(x_est),col="red")

legend("topright",c("X_Kalman","X"),text.col = c("red","blue"),bty="n",1ty=c(1,1),
col=c("red","blue"))

points(mean(x),0,col="blue",lwd=3)

points(mean(x_est),0,col="red",1lwd=3)



3. Filtre de Kalman 29

La figure suivante représente : Les densités des lois d’état réel et estimé par le filtre

de Kalman.

— — X_Kalman
— X

000 010 020 030

Les densités des lois d’état réel et estimé par le
filtre de Kalman.

## Gain de Kalman
plot(c(1:100) ,K,type=’1’,col="blue",xlab = "Temps",ylab ="Gain_Kalman")

La figure suivante représente : Le gain de Kalman en fonction du temps.

08

Gain_Kalman

0.0

I I I I
0 20 40 60 80 100

Temps

Le gain de Kalman en fonction du temps.

## Variance (erreur d’estimation)

plot(c(1:100),R,,col="red",xlab = "Temps",ylab ="Variance")
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La figure suivante représente : La variance (erreur d’estimation) en fonction du

temps.

Variance
00 02 04 0B

0 20 40 60 80 100

Temps

La variance en fonction du temps.

Exemple 31 Dans cet exemple, la vitesse angulaire © d’un moteur & courant continu
vérifie la relation suivante :
O =x21U + zTr

Ou U est la tension d’entrée, Tr est le couple résistant et X = (z1,72)" est le
vecteur des paramétres a estimer.
La table si-dessous donne les mesures collectées pour différantes conditions expéri-

mentales.

k 112181 4|96
uvy |40 10]13] 15
Tr(Nm) |0 1| 5] 5] 3

O(rad/sec) | 5| 10| 11| 14| 17

Avant d’appliquer le filtre de Kalman, on va prendre le systéeme suivant :

X, = Lo Xi+
= «
k+1 0 1 k k

Yi = Uk, Tri) X + By

0 1 0
Ou By, ~ N(0,9) (bruit de mesure) et a ~ N ( <O) , <0 1)) (bruit du systeme).

1 4 0 N
avec linitialisation : Xo ~ N(( ),( 4)) i.e Xop = (1,—=1)" et Ty)p =

-1 0
4 0
0 4/



3. Filtre de Kalman 31

On suppose que la suite de vecteur [ay, B;]! est indépendante et que o et B; sont
idépendants quels que sotent © et j.

Application du FK : k=1

# Prédiction :

# Correction :

N . 1
Y1 = Y1C'1X10:5(470)< 1>:1
5 0\ (4
S1 = CiI'ypCf + T, = (4,0) +9=289
0 5)\0
5 0) (4 0.224719
Ky = TyCiS7! =1/89 =
. ; ) 1 2 1.224719
Xip = Xyo+ KiYh = i + 0 1= .

5 0 0.224719
'y =T — KiCiyg = _
1)1 1/0 1C1ly)0 (0 5) ( 0

@.0) (g g) (0.503618 2)

On va refaire les mémes étapes pour k =2 : 5, on retrouve les résultats suivants :

1. Les états prédits :

k 0 1 2 3 4
T1y g, | 1L 1.224719 1.111300 1.1880862 1.3678670
2,1, | —1 | —1.000000 | —1.045199 | —0.7921771 | —0.7769423
2. Les états corrigés :
k 1 2 3 4 5
T1,, | 1.224719 1.111300 1.1880862 1.3678670 1.2837440
T, | —1.000000 | —1.045199 | —0.7921771 | —0.7769423 | —0.7396714
3. Matrices de covariances prédites :
k 0 1 2 3 4
- (5 0) (1.51 o) ( 1.14 —0.55) ( 1.82 —1.58) 1.69 —1.68)
0 5 0 6 —0.55 6.78 —1.58 4.38 —1.68 5.37

4. Matrices de covariances corrigées :
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k 1 2 3 4 5
Fon (0.51 0) ( 0.14 —0.55) ( 0.82 —1.58> (0.69 —1.68) ( 025 —1.04
0 5 —0.55 5.78 —1.58 3.38 1.68 4.37 —1.04 5.08
5. La vitesse angulaire © aprés estimation :
k 1 2 3 4 5
©(rad/sec) | 4.898876 | 10.0678 | 7.919976 | 13.89756 | 17.03715

Le code R correspondant au résultats précédents :

La fonction FK retourne : I’état prédit et corrigé a chaque itération ainsi la matrice

de covariance prédite et corrigée.

FK<-function(H,R,F,Q,x0,P0,y)

{
L=length(x0)
## Prediction
x_pre=F/*%x0

P1=F%*%P0%x*%t (F)+Q

##Correction

innov=y-H/*J%x_pre
S=HY*%P1%*%t (H)+R
K=P1%x%t (H) %*%solve(S)
x2=x_pre+(K/*innov)
P2=P1-K}*)H/*%P1
M=matrix(c(x_pre,P1,x2,P2),L,L*2+2)

return (M)
}
# Initialisation
y=c(5,10,8,14,17)

C=matrix(c(4,0,10,1,10,5,13,5,15,3),5,2,byrow =

R=9

A=diag(1,2,2)
Q=diag(1,2,2)
x_int=c(1,-1)
P_int=diag(4,2,2)

# Calcul

est_kalman=matrix(NA,2,5)
est_pred=matrix(NA,2,5)

T)
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P_kalman=list(matrix(NA,2,2) ,matrix(NA,2,2) ,matrix(NA,2,2) ,matrix(NA,2,2),
matrix(NA,2,2))
P_pred=list (matrix(NA,2,2) ,matrix(NA,2,2) ,matrix(NA,2,2) ,matrix(NA,2,2),
matrix(NA,2,2))
x0=x_int
PO=P_int
for(i in 1:5)
{ M1=FK(t(C[i,]),R,A,Q,x0,P0,y[i])
x0=M11[,4]
PO=M1[,5:6]
P_pred[[i]]=M1[,2:3]
P_kalman[[i]]=PO
est_pred[,i]=M1[,1]
est_kalman[,i]=x0
}
# La vitesse angulaire $\Theta $ apr\U{e9}s estimation :
theta=matrix(NA,5,1)
for(i in 1:5){thetali]l=t(C[i,]%*%est_kalman[,i])}



Chapitre 4

Application a la poursuite de

cible mobile

On s’intéresse au probléme de poursuite de cible mobile a partir des mesures brui-

tées.

4.1 Modélisation du Probléme

Les filtres de Kalman appliqués & la poursuite de cible mobile necessitent une
connaissance un tant soit peu minimale de la physique. En effet, les cibles mobiles se
déplacent en suivant les lois de la physique. Pour les systémes accélérés, on suppose
que cette accélération a est constante durant I'intervalle de temps T' entre les échan-
tillonnages par le systéme, par conséquent, la position (a une dimension) s’écrit selon

I’équation suivante :

2
Dz(t) = Pag + Paot + a avec t € (0,7 (4.1)
et la vitesse est donnée par :
p:}c(t) = ]5930 +at (4.2)

ol pg, est la position intiale et sa dérivée p,, est la vitesse initiale.
Les équations (4.1) et (4.2) décrivent la dynamique de la cible mobile. Pour s’im-
plifier, on s’intéresse a la position de la cible et a sa vitesse, donc on suppose cette fois

que la vitesse est constante, dans ce cas, la dynamique de la cible s’écrit comme suit :

pzx(t) = Py + Dt avec t € (0,7 (4.3)
Pz(l) = Pa (4.4)

34
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N

Des équations physiques & un systéme linéaire matriciel : Si on a un
systéme en dimension 2 et que les équations (4.3) et (4.4) s’appliquent, on peut choisir
d’avoir le vecteur d’état suivant : X = [pz, Pz, Py, py]t , Oll P, est la position en abscisse,
et Py, la vitesse en abscisse. (idem pour p,, en ordonné). Alors, la dynamique de la

cible s’écrit comme suit : (pour t =1 ).

px(T) = Pgo T DT

pa: (T) = pa;
py(T) = py, + pyT
py(T) = py

Dans ce cas, 'évolution de ce systéme entre l'instant ('itération) k et k + 1 est

donnée par :

pl‘k+1 = pxk + pka
pllthrl = p:vk
Dyry1 = Pyp + Dy T

Pyrt1 = Py

Et avec 'ecriture matricielle, on a :

Xpt1 = Xk (4.5)

o O O =
o o R N
o =R O O
— N o o

OU X) = [Pay, Dy Pyps Py, )* une réalisation du vecteur d’état X a l'instant k.

Par contre, en réalite la dynamique de la cible est inconnue puisqu’elle n’est pas
toujours linéaire et sa vitesse constante (la cible peut tourner ou accélérer, a tout mo-
ment). C’est pour cette raison qu'un modele probabiliste se préte bien a la modélisation
de la dynamique de la cible. Par ailleurs, nous disposons d’un capteur qui reléve des
informations sur la cible (signal observé) avec une période T', ces informations étant
une fonction des états cachés de la cible. Le capteur n’est pas parfait ce qui induit des
erreurs de mesure, il mesure la position en abscisse et en ordonnée de la cible (une
observation est donc un vecteur colonne de dimension 2). Donc, le filtre de Kalman
cherche & annuler le caractére aléatoire di aux erreurs de mesure et a la dynamique
inconnue de la cible.

On modélise le probléme sous forme de deux équations, appelées équation d’état
qui porte sur la dynamique de la cible telle que le vecteur d’état & l'instant k£ + 1
est défini par la relation (4.5) plus un terme de bruit de moyenne nulle, et équation

d’observation qui porte sur les mesures du capteur telles que les informations observées
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sont les positions (en abscisse, en ordonnée) de la cible a I'instant & plus un terme

d’erreur (bruit) de moyenne nulle. Alors, le probléme peut s’écrire comme suit :

T

Xpr1 = X+ Uy (4.6)

.1
7 o

avec Uk ~ N(04><1,Q) 5 Vk ~ N(ngl,R).

Dans les problématiques de poursuite, on choisit généralement ) et R sous les
3 12
0 0
3 2

o O O =
o = O O
—~ H o o

0 0
1

1
0
0
0
0 0

) X+ Vi (4.7)

T2 2
= T 0 0 o 0
formes suivantes : QQ = o2 2 et R= ( Pz )
Q T3 712 2
0 0 5 % 0 oy,
o o L T

Initialisation : Xo ~ N (mqjo, Pojo)-
On suppose que la suite de vecteus [Uy, V]! est indépendante, indépendante de X

et que U et V; sont indépendants quels que soient k et 1.

4.2 Poursuite en coordonnées cartésiennes

4.2.1 Implémentation du Filtre de Kalman sur données synthétiques

Dans cette partie, on va implanter de fagon récurcive le filtre de Kalman sur données
synthétiques, afin de retrouver la trajectoire cachée a partir de la trajectoire observée.

Pour cela, on va suivre les étapes suivantes :

1. Initialisation des parameétres du modéle :
og=1,0p, =0p,=30,T=1,Ty =100
x_int = (3,40, —4,—20)T et P_int = I;y4 avec les matrices du systeme (matrice
de transition et de mesure).

2. Généralisation de la trajectoire des états cachés a partir de 'équation (4.6) (la
vraie trajectoire)

3. Geénéralisation de la trajectoire des observations (mesures) a partir de I’équation
(4.7).

4. Application du Filtre de Kalman (la trajectoire estimée).

Simulation : (Codes sous R)

Pour faire notre simulation, on a besoin des codes de base suivants :
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. La fonction "vect x" retourne une matrice de taille 4 x T, qui représente les

réalisations des états cacheés selon 1’équation (4.6).(i.e états réels)

. La fonction "vect y" retourne une matrice de taille 2 x T, qui représente les

observations selon ’équation (4.7). (i.e mesures)

. La fonction "FK" retourne une matrice de taille 4 x 5, la premiere colonne

represente 1'état estimé par le filtre de Kalman (pour une seule itération) et le

reste des colonnes (de 2 & 5) représentent la matrice de covariance de 1’état cache.

. La fonction "G_Traj" : Trace la vraie trajectoire dans le plan, la trajectoire

observée et la trajectoire estimée par le filtre de Kalmaan.

. La fonction "G__Px" : Trace la position vraie, observée et estimée en abscisse en

fonction du temps.

. La fonction "G_Py" : Trace la position vraie, observée et estimée en ordonnée

en fonction du temps.

. La fonction "G_Er" : Trace l'erreur a priori et a posteriori (en norme 2) en

fonction du temps.

vect_x<-function(F,Q,x_int,T)

{

u<-mvrnorm(T,c(0,0,0,0),Q)#
vect<-matrix(NA,4,T)

for(i in 1:T)
{vect[,i]=FY%*%x_int+uli,]
x_int=vect[,il}

return(vect)

vect_y<-function(H,R,x,T)

{

y<-matrix(NA,2,T)
v<-mvrnorm(T,c(0,0),R)
for(i in 1:T)
{y[,i1=H/*%x[,i]1+v[i,]1%}

return(y)

FK<-function(H,R,F,Q,x0,P0,y)
{ x1=matrix(NA,4,1)
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G_

{

G_

{

x2=matrix(NA,4,1)
innov=matrix(NA,2,1)
Pl=matrix(NA,4,4)
P2=matrix(NA,4,4)
S=matrix(NA,2,2)
K=matrix(NA,4,2)
M=matrix(NA,4,5)

# Prediction
x_pre=F/*%x0
P1=F/*%P0%*%t (F)+Q

# Correction
innov=y-H/*J%x_pre
S=HY*%P1%*%t (H)+R
K=P1%x%t (H) %*}solve(S)
x2=x_pre+ (K/*innov)
P2=P1-K%*}H}*%P1
M=matrix(c(x2,P2),4,5)

return(M)

Traj<-function(x,y,est_kalman)

plot(y[1,],y[2,],col="green",xlab = "Position x",ylab = "Position y")

lines(x[1,],x[3,],col="blue")

lines(est_kalman[1,],est_kalman[3,],col="red")
legend("topright",c("T_vraie","T_observ\U{e9}e","T_estim\U{e9}e"),

text.col = c("blue","green","red"),bty = "n")

Px<-function(x,y,est_kalman,T)

plot(c(1:T),y[1,],col="green",xlab = "Temps",ylab = "Position x")

lines(c(1:T),x[1,],col="blue")
lines(c(1:T),est_kalman[1,],col="red")

legend("topleft",c("Px_vraie","Px_observ\U{e9}e

text.col = c("blue","green","red"),bty="n")

Px_estim\U{e9}e"),
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G_Py<-function(x,y,est_kalman,T)

{
plot(c(1:T),y[2,],col="green",xlab = "Temps",ylab = "Position y")
lines(c(1:T),x[3,],col="blue")
lines(c(1:T),est_kalman[3,],col="red")
legend("bottomleft",c("Py_vraie","Py_observ\U{e9}e","Py_estim\U{e9}e"),

text.col = c("blue","green","red"),bty="n")

G_Er<-function(x,y,est_kalman,T,H)
{ # Erreur a priori
el=matrix(NA,2,T)# el[,k]: vecteur d’ereur a priori a 1l’instant k.
ell=matrix(NA,T,1)# el1[k] : la norme "2" de ell[,k]
for(i in 1:T)
{ etl,il=y[,i]-H/*%x[,1]
ell[il=norm(el[,i],type="2")1}
# Erreue a posteriori
e2=matrix(NA,2,T)# e2[,k]: vecteur d’ereur a posteriori a 1l’instant k.
e22=matrix(NA,T,1)# e22[k] : la norme "2" de e2[,k]
for(i in 1:T)
{ e2[1,il=x[1,i]-est_kalman[1,i]
e2[2,i]=x[3,i]-est_kalman[3,i]
e22[i]l=norm(e2[,i],type="2")}
# Graphe
plot(c(1:T),ell,type = ’1’,col="blue",xlab = "Temps",ylab = "Erreur")
lines(c(1:T),e22,col="red")
legend ("topleft",c("E_a priori","E_ a posteriori"),text.col = c("blue","red"),

bty="n“

# Application :

## Initialisation

T=1;Tn=100

F=matrix(c(1,T,0,0,0,1,0,0,0,0,1,T7,0,0,0,1),4,4,byrow = TRUE)# matrice de tramsition
H=matrix(c(1,0,0,0,0,0,1,0),2,4,byrow = TRUE)# matrice de mesure
sigma_Q=1;sigma_px=30;sigma_py=30
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Q=sigma_Q~2#*matrix(c(1/3,1/2,0,0,1/2,1,0,0,0,0,1/3,1/2,0,0,1/2,1),4,4)
R=matrix(c(sigma_px~2,0,0,sigma_py~2),2,2)

x_int=c(3,40,-4,-20)
P_int=matrix(c(1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1),4,4,byrow = TRUE)

## Les etats reelles

xx=vect_x(F,Q,x_int,Tn)

## Observations (mesures)

yy=vect_y(H,R,xx,Tn)

## Estimation (par F_Kalman)
PO=P_int
x0=x_int
Mi=matrix(NA,4,5)
est_kalman=matrix(NA,4,Tn)
for(i in 1:Tn)
{ y=yyl[,1i]
M1=FK (H,R,F,Q,x0,P0,y)
x0=M1[,1]
PO=M1[,2:5]

est_kalman[,i]=x0

## Graphe (Trajectoire)
G_Traj(xx,yy,est_kalman)

La figure suivante représente : La trajectoire vraie, estimée et observée.
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La trajectoire vraie, estimée et observée d’une cible

mobile.

## Graphe (La position vraie estimee et observee en abscisse en fonction du temps)

G_Px(xx,yy,est_kalman,Tn)

La figure suivante représente : La position vraie, estimée et observée en abscisse

en fonction du temps.
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La position vraie, estimée et observée en abscisse en

fonction du temps.

## Graphe (La position vraie estimee et observee en ordonnee en fonction du temps)
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G_Py(xx,yy,est_kalman,Tn)

La figure suivante représente : La position vraie, estimée et observée en ordonnée

en fonction du temps.
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La position vraie, estimée et observée en ordonnée en

fonction du temps.

## Graphe (L’erreur a priori et a posteriori)

G_Er(xx,yy,est_kalman,Tn,H)

La figure suivante représente : L’erreur a priori et a posteriori en norme 2 (euclidien)

en fonction du temps.
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L’erreur a priori et a posteriori en fonction du temps.

4.2.2 Influence du bruit

Pour avoir I'influence du bruits sur 'application du filtre de Kalman et ’erreur a
priori et posteriori, dans un premier temps, on va varier le bruit de mesure (c.a.d on

varie o, et 0,,) puis le bruit du systéme (le bruit de processus d’état c.a.d on varie

Q).

Bruit de mesure :

on fixe o et on varie g, et o, . En effet, la simulation est faite pour g =1 et
op, = 0p, = [20,30,60,90,120].

#Code sous R :
sigma_px=c(20,30,60,90,120)
sigma_py=c(20,30,60,90,120)
for(i in 1:5)
{ R=matrix(c(sigma_px[i]~2,0,0,sigma_pyl[i]~2),2,2)
yy=vect_y (H,R,xx,Tn)
# estimation
PO=P_int
x0=x_int
Mi=matrix(NA,4,5)
est_kalman=matrix(NA,4,Tn)

for(i in 1:Tn)
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{ y=yyl,il
M1=FK(H,R,F,Q,x0,P0,y)
x0=M1[,1]
PO=M1[,2:5]
est_kalman[,i]=x0
}
# Graphe (Trajectoire VS L’erreur a priori/posteriori)
par (mfrow=c(1,2))
G_Traj(xx,yy,est_kalman)
G_Er(xx,yy,est_kalman,Tn,H)# ylim=c(0,300)

Les figures suivantes représentent : L’effet du bruit de mesure sur I'application

du filtre de Kalman et I'erreur a priori et a posteriori pour o = 1 et 0p, = 0p, =

20, 30, 60, 90, 120].
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L’effet du bruit de mesure sur 'application du filtre
de Kalman et ’erreur a priori et a posteriori pour

og=1et op, = 0p, = 20.
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L’effet du bruit de mesure sur 'application du filtre
de Kalman et l’erreur a priori et a posteriori pour

og =1et op, = gy, = 60.
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L’effet du bruit de mesure sur 'application du filtre
de Kalman et l’erreur a priori et a posteriori pour

og =1et op, = gp, = 120.
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Commentaire :

Lorsque le bruit de mesure augmente, la trajectoire observée devient trés bruitée,
alors que, & chaque fois la trajectoire estimée par le filtre de Kalman est plus proche de
la vraie trajectoire que celle de la trajectoire observée, c’est le principe de FK (c.a.d le
calcul de ’état estimé est basé sur I’état du systéme). Par conséquent, erreur a priori

augmente plus vite que 'erreur a posteriori & chaque fois le bruit augmente.

Bruit du systéme :

Cette fois, on fixe 0, et 0, et on varie og. La simulation est faite pour o, =
op, =60 et og =[0.1,0.5,1,2,5,10].

# Code sous R :
sigma_Q=c(0.1,0.5,1,2,5,10) ;sigma_px=60;sigma_py=60
R=matrix(c(sigma_px~2,0,0,sigma_py~2),2,2)
for(i in 1:6)
{ Q=sigma_Q[i] "2*matrix(c(1/3,1/2,0,0,1/2,1,0,0,0,0,1/3,1/2,0,0,1/2,1),4,4)
xx=vect_x(F,Q,x_int,Tn)
yy=vect_y(H,R,xx,Tn)
PO=P_int
x0=x_int
Mi=matrix(NA,4,5)
est_kalman=matrix(NA,4,Tn)
for(i in 1:Tn)
{ y=yyl[,il
M1=FK(H,R,F,Q,x0,P0,y)
x0=M1[, 1]
PO=M1[,2:5]
est_kalman[,i]=x0
}
# Graphe (Trajectoire VS L’erreur a priori/posteriori)
par (mfrow=c(1,2))
G_Traj(xx,yy,est_kalman)
G_Er(xx,yy,est_kalman,Tn,H)# ylim=c(0,300)

Les figures suivantes représentent : L’effet du bruit du systéme sur I'application
du filtre de Kalman et I'erreur a priori et a posteriori pour o,, = o), = 60 et 0 =
[0.1,0.5,1,2,5,10].
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Commentaire :

Si le bruit du systéme est trés petit (o9 = 0.1) c.a.d on fait confiance & notre
systéme alors la trajectoire estimée coincide avec la vraie trajectoire (figure 1) et a
chaque fois le bruit augmente, elle va s’éloigner de la vraie trajectoire. Par conséquent,
Perreur a posteriori augmente vers l'erreur a priori (puisque le FK cette fois est basé

sur les observations qui ont moins bruitées par rapport aux états du systéme).

4.2.3 Application

On va appliquer le filtre de Kalman sur des données réelles de deux types d’avions :
avion de ligne et avion de voltige. Lors d’un meeting aérien, on a filmé la trajectoire
de ces avions et on souhaite extraire leurs trajectoires sur ordinateur de fagon auto-
matique. Pour cela, on va appliquer un algorithme de détection d’objets sur chacune
des séquences vidéos basées sur la couleur des avions, qui retourne des observations
bruitées de la trajectoire de chaque avion.

Contrairement au cas précédent, il se peut qu’a un instant donné k, ’algorithme
de détection n’ait pas détecté ’avion, c’est le cas si I’avion passe derriete un nuage par
exemple. Dans ce cas, le vecteur d’observation a l'instant k& retourne un vecteur ligne
nul de dimension deux. Alors le filtre de Kalman va prendre en compte cette absence
de détection a 'instant k et cherchera le meilleur estimateur d’état a partir de yg.x_1,
autrement dit, 'état estime a l'instant &k est I'é¢tat prédit dans cette instant i.e 2y, =

Thjk—1-

Simulation :

La simulation est faite pour : les parametres o = 1,0, = 0p, = 30,7 = 1,Tny =
100,z _int = (3,40, —4, —20)T et P_int = I5x4.

Les observations ( vecteur y avion ligne et vecteur y avion voltige ) sont télé-
chargeables a I’adresse suivante : http ://www-public.it-sudparis.eu/ ~petetin/cours.html,

ainsi les vraies données ( vecteur x avion ligne et vecteur x _avion voltige ).

Avion de ligne :

# Code sous R :

sigma_Q=1;sigma_px=30;sigma_py=30
Q=sigma_Q~2*matrix(c(1/3,1/2,0,0,1/2,1,0,0,0,0,1/3,1/2,0,0,1/2,1) ,4,4)
R=matrix(c(sigma_px~2,0,0,sigma_py~2),2,2)

x_int=c(3,40,-4,-20)
P_int=matrix(c(1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1),4,4,byrow = TRUE)
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# Estimation
PO=P_int
x0=x_int
Mi=matrix(NA,4,5)
est_kalman=matrix(NA,4,Tn)
for(i in 1:Tn)
{ y=y_lignel[,1i]
if(y[1]==0 && y[2]==0)#etape de prediction seulement(mesure introuvable)
{ x0=F*%x0
PO=F%*},P0%*%t (F)+Q

est_kalman[,i]=x0

}

else{ M1=FK(H,R,F,Q,x0,P0,y)
x0=M1[, 1]
PO=M1[,2:5]

est_kalman[,i]=x0

+

# Graphe (Trajectoire)

par (mfrow=c(1,1))
G_Traj(x_ligne,y_ligne,est_kalman)

La figure suivante représente : La trajectoire vraie, estimée et observée.
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La trajectoire vraie, estimée et observée

"Avion Ligne".
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# Graphe (La position vraie estimee et observee en abscisse vs en ordonnee
en fonction du temps)

par (mfrow=c(1,2))

G_Px(x_ligne,y_ligne,est_kalman,Tn)# type=’1’
G_Py(x_ligne,y_ligne,est_kalman,Tn)# type=’1’

La figure suivante représente : La position vraie, estimée et observée en abscisse et

en ordonnée en fonction du temps.
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La position vraie, estimée et observée en abscisse et

en ordonnée en fonction du temps "Avion Ligne".

# Graphe(L’erreur a priori/posteriori)
par (mfrow=c(1,1))
G_Er(x_ligne,y_ligne,est_kalman,Tn,H)

La figure suivante représente : L’erreur a priori et a posteriori en fonction du temps.
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"Avion Ligne".

Avion de voltige :

# Code sous R :
## Estimation

PO=P_int

x0=x_int
Mi=matrix(NA,4,5)

est_kalman=matrix(NA,4,Tn)

for(i in 1:Tn)

{ y=y_voltigel,il]
if (y[1]==0 && y[2]==0)

}

{ x0=F%*%x0

PO=FY%*%P0%*%t (F)+Q

est_kalman[,i]=x0

}

else{ M1=FK(H,R,F,Q,x0,P0,y)

x0=M1
PO=M1

[,1]
[,2:5]

est_kalman[,i]=x0

## Graphe (Trajectoire)



4. Application a la poursuite de cible mobile 55

par (mfrow=c(1,1))
G_Traj(x_voltige,y_voltige,est_kalman)

La figure suivante représente : La trajectoire vraie, estimée et observée.
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La trajectoire vraie, estimée et observée

"Avion Voltige".

## Graphe (La position vraie estimee et observee en abscisse vs en ordonnee en
fonction du temps)

par (mfrow=c(1,2))

G_Px(x_voltige,y_voltige,est_kalman,Tn)# type=’1’
G_Py(x_voltige,y_voltige,est_kalman,Tn)# type=’1’

La figure suivante représente : La position vraie, estimée et observée en abscisse et

en ordonnée en fonction du temps.
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La position vraie, estimée et observée en abscisse et

en ordonnée en fonction du temps "Avion Voltige".

## Graphe(L’erreur a priori/posteriori)
par (mfrow=c(1,1))
G_Er(x_voltige,y_voltige,est_kalman,Tn,H)# ylim="...."

La figure suivante représente : L’erreur a priori et a posteriori en fonction du temps.
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Chapitre 5

Conclusion : Les limites du Filtre

de Kalman

Le filtre de Kalman est une méthode récurcive optimale, ces valeurs sont données
par une moyenne pondérée entre le résultat d’une phase de prédiction et celle d’une
phase de correction, avec une précision représentée par une matrice de covariance
d’erreur d’estimation & chaque itération. Cependant, lors de 'application du filtre de
Kalman sur un systéme réel, on risque d’avoir une abscence de la théorie :

Tout d’abord, Le filtre de Kalman prend en compte la modeélisation du systéme. En
effet, le systéme doit étre modéliser assez précisement afin d’obtenir un filtre efficace.
Or, en realité, les systémes sont difficiles & modéliser ainsi moins lineaires. Dans ce
cas, le filtre n’est pas assez performant et I’erreur d’estimation ne convergera pas assez
rapidement, par conséquent, le temps de calcul sera trés important.

Ensuite, le filtre de Kalman a été dévelopée pour les modeles lineaires gaussiens
(Bruits gaussiens). Comme, ’hypothése des bruits gaussiens n’est pas essentielle pour
le fonctionnement du filtre c’est & dire, si les processus des bruits ne sont pas gaussiens
mais que ’on dispose de leur deux premiers moments, les équations du filtre de Kalman
peuvent étre utilisées, elles permettent le calcul du meilleur estimateur lineaire au sens
de la minimisation de ’erreur quadratique. Autrement dit, il peut exister un estimateur
non lineaire mieux que notre estimateur (au méme sens de la minimisation de l'erreur
quadratique), dont la matrice de covariance d’erreur I, est plus petite que celle donnée
par I'estimation lineaire I'¢, au sens que I'c, — I'¢, est définie positive.

Enfin, la matrice de covariance I' d’erreur d’estimation est symétrique, définie
positive (par construction). Or, dues aux erreurs de calculs : Erreurs d’arrondi et la
précision numérique (seulement un nombre fini de bits sont utilisés pour présenter

les nombres), notre matrice I' perde 'une ou lautre de ces caractéristiques. Donc,

o7
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on peut par exemple symétriser explicitement la matrice I'(i.e on prend I'" =

T4ty o
+T)a

chaque itération, ou bien d’utiliser des formes de calculs de cette matrice nécessitant

plus de calculs, mais garantissant la persistance de ces caractéristiques. Dans notre

exemple précédent (Exemple32), on a supposé que la suite de vecteur [ay, B.]" est

indépendante, indépendante de Xy et que «; et §; sont indépendants quels que soient

1 et j. Par conséquent, dans la théorie les matrices de covariances prédites et corrigées

sont diagonales. Or, dans ’application du filtre de Kalman, on voit bien que ce n’est

plus le cas a partir de la deuxiéme itération. Donc, & chaque itération, on prend juste

la diagonale de notre matrice qui sera la nouvelle matrice qu’on va utiliser dans la

prochaine itération. Les resultats de I’exemple aprés modification sont donnés par :

1. Les états prédits :

k 0 1 2 3 4
1., | 1| 1224719 | 1111300 | 1.1934758 | 1.3332650
T2 —1 | —1.000000 | —1.045199 | —0.7999679 | —0.6779118
2. Les états corrigés :
k 1 2 3 4 5
T1,, 1.224719 1.111300 1.1934758 1.3332650 1.2765569
T2, —1.000000 | —1.045199 | —0.7999679 | —0.6779118 | —0.7083237
3. Matrices de covariances prédites :
k 0 1 2 3 4
(5 0) <1.51 0) (1.14 0 ) (1.69 0 ) <1.46 0 )
| T
0 5 0 6 0 6.78 0 3.85 0 3.90
4. Matrices de covariances corrigées (non diagonales) :
k 1 2 3 4 )
Fon <0.51 0) <0.14 —0.55) <0.69 —1.32) (0.46 —1.08) (0.17 —0.69
0 5 —0.55 5.78 —1.32  2.85 —1.08 2.90 —0.69 3.53

5. Matrices de covariances corrigées (diagonales) :
k 1 2 3 4 5
Fon (0.51 0) (0.14 0 ) (0.69 0 ) (0.46 0 ) (0.17 0 )
0 5 0 5.78 0 285 0 290 0 3.53
Le code R :

P_kalmani=list(matrix(NA,2,2) ,matrix(NA,2,2) ,matrix(NA,2,2) ,matrix(NA,2,2),

matrix(NA,2

»2))

P_kalman2=list(matrix(NA,2,2) ,matrix(NA,2,2) ,matrix(NA,2,2) ,matrix(NA,2,2),

matrix(NA,2

»2))

P_predi=list(matrix(NA,2,2) ,matrix(NA,2,2) ,matrix(NA,2,2) ,matrix(NA,2,2),
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matrix(NA,2,2))

# Calcul :

x0=x_int

PO=P_int

for(i in 1:5)

{ M1=FK(t(C[i,]),R,A,Q,x0,P0,y[i])
x0=M1[,4]
P0O=M1[,5:6]
P_kalmani[[i]]=PO
PO=diag(diag(P0),2,2)
P_kalman2[[i]]=PO
est_kalman[,i]=x0
P_pred1[[i]]=M1[,2:3]
est_pred[,i]=M1[,1]
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Résumé :

Dans ce mémoire, on s’intéresse au filtre de Kalman et ses applications dans la poursuite d’une
cible mobile.

Le filtre de Kalman est une méthode récursive d’estimation optimale qui consiste a approximer
I’état d’un systéme linéaire de bruits gaussiens sous le critére de la minimisation d’erreur
guadratique. On remarquera, par la suite, que 1’espérance conditionnelle est notre estimateur
linéaire optimal. En pratique, a chaque itération, ce filtre calcule une moyenne pondérée par le
gain de Kalman entre 1’état prédit et la mesure effectuée.

Mots clés : estimation par la méthode des moindres carrés, filtre, filtre de Kalman, exemple pour
la poursuite d’une cible mobile.
Méthode des moindres carrés = least square method

Abstract:

In this thesis, we are interested in the Kalman filter and its applications in the pursuit of moving
target.
The Kalman filter is a recursive method of optimal estimation consists in approximating the state
of a linear system of Gaussian noises under the criterion of minimization of the error of square
least method. We will notice, in the following, that the conditional expectation is our optimal
linear estimator. In practice, at each iteration, this filter calculates an average weighted by the
Kalman gain between the predicted state and the measurement taken.

Keywords: least squares estimation, filter, Kalman filter, example for tracking a moving target.
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