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Introduction

Un probléme mathématique est en général la modélisation de phénomenes phy-
siques liés a de nombreux domaines tels que la mécanique des fluides, ’aéronautique ou
encore 'astrophysique. Il est représenté le plus souvent par des équations aux dérivées
partielles. On trouve plusieurs types de problemes et par conséquent de multiples tech-
niques de résolutions qui ne cessent de se développer au cours des années et qui sont a

I'origine de divers travaux de recherches.

Dans ce travail, nous nous intéressons aux problemes elliptiques non linéaires a expo-
sant critique de type Hardy-Sobolev avec une singularité qui se trouve sur le bord du

domaine étudié.

La présence de cette singularité entraine une perte de compacité dans les injections de
Sobolev et cela suscite une étude différente vu que les méthodes classiques ne s’appliquent

pas.

Dans ce mémoire, nous allons détailler une partie du papier de Ghoussoub-Kang [7].
Ils montrent que la géométrie du domaine joue un réle important dans l'existence de la

solution.

Le mémoire est composé de trois chapitres :

Dans le chapitre 1, nous rappelons les différents résultats et définitions élémentaires utiles
pour la suite du travail.

Le chapitre 2 est consacré a ’étude d’un probleme non linéaire avec condition au bord de
Dirichlet, nous verrons que I'existence de solutions dépend du signe des courbures princi-
pales ainsi que d’autres parametres.

Pour le chapitre 3 nous traiterons le méme probleme avec la condition au bord de Neu-
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mann. Nous verrons que c¢’est la positivité de la courbure moyenne qui nous assure 1’exis-

tence de solutions positives.



Notations

Notations générales

— Q ouvert de R".

— 02 : Frontiere de (2.

— Q : Fermeture de Q.

— supp(f) : Support de la fonction f.

— B,(0) : Boule de R™ centrée en 0 et de rayon r.

— FE — F : Injection de l'espace F dans l'espace F'.
~ |I.ll, : Norme dans l'espace L?(€2).

- Au = g%% + g%g + ...+ % Laplacien de u .

- Vu = ((%‘1, (%2, s %) Gradient de u.

— C*(Q) : Espace des fonctions de classe k dans .

- C5°(Q2) : Espace des fonctions indéfiniment dérivables dans €2 a support compacte.

— C%(Q) :=={u € C(Q); sup Ju(z) = uly)] < 00}.

vye@ |l —yl*
~ D™?(Q) : Completion de C§°(2) pour la norme [|[Vu|s.
— u — ug : u converge faiblement vers uyg.

— o(1) : Fonction f définie dans un espace X telle que Ili_l)l%co f(z) =0.

— O(1) : Fonction bornée au voisinage de .






Chapitre 1
Notions préliminaires

L’objectif de ce Chapitre est de rappeler quelques principaux résultats qui seront

utilisés au cours de ce mémoire.

1.1 Espaces et injections de Sobolev

La majorité des définitions et Théoremes sont pris du livre de Brézis ([2]).

1.1.1 Espaces LP(Q))

Définition 1.1. Soit 2 un ouvert de R™.
— On définit lespace LP(Q), pour 1 < p < oo, par :

LP(Q) :={f: Q — R; fmesurable et /Q|f(:c)|pdx < o0}

L’espace LP(S2) est muni de la norme

hSA

Ifll= [ [ 1f@)Pdz]?.
— On définit l’espace L>°(S2) par :
L*(Q) :={f : Q — R; fmesurable et 3¢ > 0 tel que |f(x)| < ¢ pp sur Q}.
La norme associée a L*>°(Q) est :

| flloo:=nf{C" > 0; | f(z)] < C pp sur Q}.
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Définition 1.2. L’espace LP(Q2) est un espace de Banach pour 1

pour 1 < p < 00, et séparable pour 1 < p < oo.

< p < 00, il est réflexif

Théoréme 1.1 (Inégalité de Holder). Soient deuz fonctions f € LP(QQ) et g € L) avec

113—1— % =1, alors f.g € L*(Q) et on a

L1591 < 11l

Théoréme 1.2 (Théoréme de la convergence dominée). Soit{ f,, }, une suite de fonctions

de LY(Q) telle que f, — f presque partout quand n — +oo et | f.| < g (avec g € L'(Q)).

Alors
tim [ 1fu = fldp =0
Q

n—>-+oo

1.1.2 Espaces W1?((Q)

Soit €2 un ouvert de R"™ et soit p € R avec 1 < p < .

Définition 1.3. L’espace de Sobolev WHP(Q) est défini par

WP(Q) .= {u € LP(Q); 3g1, ..., gn € LP(Q) tels que / uagp
Q X

On pose
HY(Q) = Wh(Q).

L’espace WP (Q) est muni de la norme

" O0u
[[wllwro=|ull,+ ;Hafmlllp

ou parfois de la norme équivalente

(

L’espace HY(Q) est muni du produit scalaire

D=

)

ou (%
(u, v) g1 = ( uvL2+Z e

i

La norme associée

[N

" 0u
_ 2
lull= (Il 215

)

3)"

= —/991‘90 Vo € CP(Q);Vi=1,...
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est équivalente a la norme de W12(Q).

Proposition 1.1. L’espace WP(Q) est un espace de Banach, pour tout 1 < p < oo.
WhP(Q) est réflexif pour 1 < p < oo et séparable pour 1 < p < oo. HY()) est un espace
de Hilbert séparable.

1.1.3 Espaces W"™P()

Définition 1.4. Soit m > 2 un entier et soit 1 < p < oco. On définit W™P(Q) par :

WmP(Q) = {u € LP(Q)\V|a| < m,3ga € LP(Q), tel que / uDp = (=1)! / gap; Ve € GG ()}
Q Q

aa1+a2+...+an

ai asg angp
0x7'0x5”...0x¢

n
ot D%p := , o] = Zlai , Jo = Du.
1=

L’espace W™P(Q) muni de la norme

lullwms == > [|Dull,

0<|z|<m

est un espace de Banach.

Définition 1.5. Soit U un ouvert de Q). On dit que U est étoilé s’il existe v € U tel que
pour tout u € U on a [v,u] CU. ou [v,u] est défini par {tv+ (1 —t)u,t € [0,1]}.

1.1.4 Espaces W,7(Q)

Définition 1.6. Soit 1 < p < oo, W, P(Q) désigne la fermeture de CL(Q) dans WP(Q).
On pose
Hy () = Wy ™(9).

Lespace Wy (Q) muni de la norme induite par W'P(Q) est un espace de Banach sépa-
rable, il est réflexif si 1 < p < oo. HY(Q) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
de H'.

Remarque 1.1. Comme CL(R") est dense dans W'P(R"), on a W, ?(R") = W'P(R"),
par contre si Q C R, alors en général Wy P (Q) # WhP(Q).

Définition 1.7. Soit 1 < p < oo, on désigne par W=7 (Q) Uespace dual de Wy (Q),
et par H-1(Q) le dual de Hj(2). On identifie L*(Q) d son dual, mais on n’identifie pas
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H(Q) a son dual et on a le schéma suivant
Hi(Q) = L*(Q) — H'(Q)

avec injections continues et denses.

1.1.5 Injections de Sobolev

. Injections continues

Lemme 1.1. Soit 1 <p < o0. Ona
— si 1 < p<n alors WP(Q) — L' (Q), on i* _1 1,
— sip=mn alors WP (Q) < L1(Q) pour tout q € [5, oo[?
~ sip>n alors WHP(Q) — L=(Q),

Avec injections continues.
Remarque 1.2. De plus si p > n on a W (Q) — C(Q).
. Injections compactes

Théoréme 1.3. (Rellich-Kondrachov)([15])

Soit Q un ouvert borné de classe C' de R™ et p > 1, Alors
- Sip<n, WhP(Q) < L1(Q),Yq € [1,p*[ ou pl* = ; - 711
- Sip=mn, Wh(Q) — L1(Q), Vq € [p, o0
-~ Sip>net0<a<l—2 Whr(Q)— C(Q),

Avec injections compactes.

Théoréme 1.1 (Formule de Green). ([13]) Soient Q un ouvert borné de classe C' et u,v

deux fonctions de classe C* sur Q, alors on a

—/ x)Au(x dx—/ Vu(z).Vu(z )d:p—/ a—u(a)v((j)da.

a0 On

Théoréme 1.4 (Inégalité de Poincaré). ([2]) On suppose que Q2 est un ouvert borné, alors

il existe une constante C' telle que
lull, < C||Vull, pour tout u € Wy (€2).

Lemme 1.2 (Lemme de Brézis-Lieb). ([3]) Soit {f,}. une suite bornée de fonctions de

LP (1 < p < o0) telle que f,, — f presque partout quand n — +oo alors on a
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[fnllp = 11 = S+ LFII5 4 o(1).

[fully < lim_inf] £

Théoréme 1.5 (Principe du maximum fort). ([13/) Soit Q un domaine borné. Si u €

C%(Q) N C(Q) vérifiant —Au < 0 et si u atteint un mazimum positif a lintérieur de S,

alors u est constante sur ).

Théoréme 1.6 (Identité de Pohozaev). ([8]) Soient Q un ouvert de classe Ct, g une
fonction continue de R dans lui méme avec G sa primitive s’annulant en 0 et u € H'(Q)N

H?,(Q) une fonction satisfaisant ’équation
—Au = g(u) dans Q

Si de plus G(u) € LY(Q) et n(o) désigne la normale extérieure a OS2, alors pour tout

v e R" fixé, u satisfait l'identité suivante :

n—2
2

/Q]Vu(x)\de + ;/m]Vu(a)F(a —v).n(o)do = n/ﬂG(u(m))dm

Définition 1.8. Soit 2 C R™ un ouvert borné. On considére le probléeme de Dirichlet

sutvant :

—Au = A u  dans €,

1.1
u=0 sur Of). (L.1)

— Les valeurs propres du probléme (1.1)) forment une suite infinie de réels tels que
0<AM(Q) < () <... = .

— Chaque valeur propre est de multiplicité finie.
— Les fonctions propres correspondantes forment une base orthonormée de L*().

On note l'ensemble des valeurs propres par o(2) := {A1(2), A\2(Q2), ...}

1.2 Condition de Palais-Smale

Pour certains problemes il nous est impossible de vérifier la condition de Palais-Smale

globale. A cet effet on peut la définir localement.

Définition 1.9 (Condition de Palais-Smale). ([14)]) Soient X un espace de Banach, et

J : X — R une fonction de classe C'. Si ¢ € R, on dit que J vérifie la condition de
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Palais-Smale (au niveau c), si toute suite (uy,), de X telle que J(u,) — ¢, et J'(u,) — 0

dans X’ (dual de U'espace X) contient une sous-suite (uy, ) convergente.

Théoreme 1.7. ([1j|]) Soit @ C R™, et soit E une fonctionnelle définie par :
E(u) :/ F(z,u, Vu(z))dx
Q

Supposons que F : Q) Xx R x R" — R est mesurable en x € §2, continument différentiable
enu € R etvelR" avec F,, = a%F et £, = BQF, et que les conditions suivantes sont

satisfaites :

1. |F(z,u,0)] < C(1+ [u|™ + [v]?), our < 2%, sin

WV

3,
2. |Fu(z,u,v)| < C(1+ |u]™ + Julf), ot t < 2, sin < 2, respectivement, ry < "2,
t< M2 sin >3,
8. |Fy(z,u,v)] < O+ |u|™ 4 |v]), ot rs < 15, sin = 3.
Alors on définit une fonctionnelle E de classe C*.

De plus, DE(u) est défini par

(v, DE(u)) := /

Q(Fu(:lc,u, Vu))u—i—/Q(Fu(x,u,Vu)).Vz/dx.

Théoréme 1.8 (Théoreme du Col). ([1]) Soient X un espace de Banach, J € C'(X,R)
vérifiant la condition de Palais-Smale. On suppose que J(0) =0 et que :

1) il existe R > 0 et a > 0 tels que si ||u|| = R, alors J(u) > a;
2) il existe ug € X tel que ||ug|| > R et J(ug) < a.

Alors, J posséde une valeur critique c telle que ¢ > a. De facon plus précise, si on pose :

Bi= {90([0? 1]); € C([0,1], X), 0(0) = 0,(1) = UO}
et

¢ = inf max J(v)
Aep veA

alors ¢ est une valeur critique de J, et ¢ > a.

1.3 Courbures principales et courbure moyenne

En géométrie différentielle des surfaces, les deux courbures principales d'une surface

sont les courbures de cette surface selon deux directions perpendiculaires appelées di-
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rections principales. L’application de Gauss est une application naturelle différentiable
sur une surface de R?, a valeurs dans la sphére unité S2, et dont la différentielle permet

d’accéder a la seconde forme fondamentale.

Définition 1.10 (Application de Gauss). Soit X une surface orientée de classe C*1.
Pour un point p de 3, il existe un unique vecteur normal unitaire I'(p) compatible avec
Uorientation de X. L’application de Gauss est Uapplication de classe C*.

r:»— 52

On dispose d’une identification naturelle : T, = Tr,)S>.

Définition 1.11 (Endomorphisme de Weingarten). On définit l’endomorphisme de Wein-
garten noté W, (appelé aussi opérateur de forme) comme étant la différentielle de l’ap-
plication de Gauss, qui est auto-adjoint pour le produit scalaire I,, ce dernier est dia-

gonalisable et la forme quadratique associée est la seconde forme fondamentale de 3 en

p-

Définition 1.12 (Courbures principales et courbure moyenne). - On appelle courbures
principales les valeurs propres (réelles) de 'endomorphisme de Weingarten W en p.

- On appelle courbure moyenne la moyenne de ces valeurs propres c’est a dire la demie

trace de W, (5tr(W,)).






Chapitre 2

Probleme non linéaire avec condition

de Dirichlet

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a l’existence de solutions du probleme de Dirichlet
suivant :
2% (s)—2
—Ay=EET 4 Ay dans Q

le]® ’ (2.1)
u=20 sur Of2.

ou  est un domaine borné régulier de R" (n > 3), tel que 0 € 99, 0 < s < 2 et

2%(s) = 2(:__25) est 'exposant critique de Hardy-Sobolev.

Ce type de problemes est lié a I'inégalité de Hardy-Sobolev [§]

),

Q |z

2
RS C’/ |Vul2dz pour tout u € C5°(Q);
Q

ou C' est une constante positive.

Les problemes avec exposant critique sont nommeés : problemes non compactes, cela
est dfi au fait que I'injection HZ(Q) — L2 ()(Q, |z|~*dz) n’est pas compacte.
L’étude de ce type de problemes a fait 'objet de plusieurs travaux de recherche durant
ces dernieres décennies.
Dans le cas ou s = 0, le probleme a ¢été étudié dans le célebre article de Brézis-

Nirenberg [4]. Ils ont montré que
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-Si 0 <A< A (A est la premiere valeur propre du A dans H}(2)), le probléeme admet
au moins une solution positive pour n > 4.

- Si Q est une boule; il existe une solution si et seulement si A € (i)\l, A1).

- Si A <0 et € un domaine étoilé par rapport a 1 ’origine, le probleme n’a pas de solution
non triviale (d’apres l'identité de Pohozaev [g]).

Plusieurs travaux ont été développés dans ce sens :

Pour le cas ou 0 < s < 2, on a un probléeme singulier que ce soit quand 0 € €2 ou 0 € 9.
Dans le cas ou la singularité est a 'intérieur du domaine on retrouve les travaux de Kang-
Peng ([12]). Tls ont généralisé les travaux de Brézis-Nirenberg [4] en faisant intervenir le
poids de type Hardy-Sobolev. L’existence de la solution dans ce dernier dépend de la
dimension du parametre A, ainsi que la meilleure constante de Hardy.

Par contre dans le cas ou le point singulier est sur la frontiere du domaine on trouve peu
de travaux.

Dans ce chapitre,nous nous intéressons au papier de Ghoussoub-Kang [7] avec la condi-
tion au bord de Dirichlet. Ils montrent que l’existence de solution dépend du signe des

courbures principales au voisinage du point 0.

2.2 Résultat principal

Le principal résultat de ce chapitre est le suivant,

Théoréme 2.1. Soit Q un domaine borné régulier de R™ (n > 4) dont la frontiére est de
classe C?. Supposons que 0 < s < 2, 0 € 00 et que les courbures principales de O au
voisinage de 0 sont non positives. Alors, le probléme (2.1)) admet au moins une solution

positive pour tout 0 < X < Aq.

Soit J: © — R la fonctionnelle d’énergie associée au probleme ([2.1),

1 A 1 |2 (%)
Jw) = [ 1VuPde =5 [ JuPde - [ da. 2.2
() 2 Q| uldz 2 Ja [ul*dz 2%(s) Ja |z o (2:2)
La fonctionnelle J est de classe C* sur H} (). Les solutions du probleme (2.1]) sont des

points critiques de J.

Remarque 2.1. On retrouve le méme résultat lorsque A = 0, le probléme (2.1) n'a pas

de solution non triviale si Q) est un domaine étoilé.
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2.3 Lemmes auxiliaires

La démonstration du Théoreme (2.1)) est basée sur le Théoréeme du col [I]

Vérifions d’abord les conditions géométriques.

Lemme 2.1. Si0<s<2,0< X<\ Alors

1) Il eziste R >0 et a > 0 tel que si [lullgy = R, J(u) > «
2) 1l existe ug € H}(Q) tel que [uol| gz > R et J(ug) < cv.

Preuve. 1) En utilisant la définition de \; et I'inégalité de Hardy-Sobolev, nous obte-

nons

J(u)

vV

2*
(1= )l = ellul 34"

|
2
znw%@a—a—mw<s)
ou c est une constante positive.

Donc il existe R > 0 tel que [1)| est satisfaite, il suffit de prendre
1
R=llullay < (0~ )77

2) Pour tout ¢ > 0, on a,

t2 t2 t?*(s) |u|2*(s)
tu) = = 2 —/\—/ 2d — / d
v) 2 /Q|Vu| v 2 Ja [ul’dz 2%(s) Ja |x|* v

pour t — 400, on a J(tu) — —oo, par conséquent il existe ¢ty > 0 assez grand tel

que [2)| est vérifiée.
]

Lemme 2.2. Supposons que (up)men C Hy(Q) est telle que u,, — u presque partout
dans Q) et faiblement dans H}(Q) alors,

|Um’ |“m -
1
R AT

2) /|Vum| dx—/|Vum — Vul*dx —>/|Vu|2dx quand n — +0o0.
0 Q 0

dx—>/‘ |d:c quand n — +00.
x

3) 8i Uy — u faiblement dans DY*(Q)), alors

N . |t — uP? (U — ) N JulP"?u
|z[* |z[* |z[*

dans H-1(R").
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Preuve. Les deux premieres relations découlent du lemme de Brézis-Lieb [3]
Nous démontrons la 3 éme relation pour p = 2*(s). Par le Théoréme des valeurs intermé-

diaires, on a

|2*(5)—2 2% (5)—2 |u|

]+

e u|> =2 (u,, — u)

”“m |z[® || ‘ < (2s) - 1>(|u7"‘ * ‘UD

Pour r > 0 et w € D“?(R™), nous avons

|um|2*(s)—2 ‘um _ u|2*(s)—2 |um|2*(s)—2 4 |u|2*(5)
/ —_—— Uy, — (U, — w)|w| < c/ lu||w]
|z|>r |z|* |z|* |z|>r |x|*
w72 ] [w] + [ul* 2 ul|w|
= C/ (2% (3)—2)F 2
|z[>7 lz|” =G
en utilisant 'inégalité de Holder, nous obtenons
|um|2*(s)—2 [ u|2*(s)—2 ] ‘ [t + UP*(S)_z 2=s
— Uy, — Uy — )W < c(/ )" °
T e e I I P

U N
a>r | jal>r  |2[°

N

) b
Al [ [ iz)™
|z|>r ‘l"s

la derniere inégalité est obtenue a partir de 1'inégalité de Hardy-Sobolev.

D’un autre coté, on a

2*(s)—2 2+(s)=1
/ Muwdm‘ < / [ —. idx
l>r |z jal>r | )" F @) |z|FE
< (|U|2 () dx)QQE"S()S)l (|U) 2°(s) dl‘) 2*1(5)
jz]° el
‘u 2*(8) 2*1(3)
< Cllwl( T dx)

Par le Théoréme de convergence dominée, pour tout € > 0, il existe r > 0 et k > 0 tel

que pour tout m > k, on a

|u$;‘(s)72u |um —u 2*(5)72(um _ U) |u 2*(s)—2
o, - o " ] <l
D’autre part, sur B,.(0) on a
/ |um — u|2*(5)72(um — u) wdr — 0
jal<r |z]* mFo0

1
) 2%(5)

Y
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ot 2*(s) -2 2*(s)—2
Jul5 "y Jul* 7
/|m|<r ‘.T’S m—+00 J|z|<r ‘33"8

ceci découle des estimations ci-dessus et de la définition de la convergence faible.

Par conséquent,

] Ed

[ = O = o2
xXr
lz|<r m—+00 J|z|<r |I|8

On pose

|u|2*(8)

ps(Q) == mf{/Q |Vul?dz/u € Hy(Q) et /Q dx = 1}.

| z]*

1s(92) est appelée la meilleure constante de Hardy-Sobolev.
Nous remarquons que la fonctionnelle J ne satisfait pas la condition de Palais-Smale
globale. A cet effet, on détermine le niveau de compacité pour lequel la condition sera

satisfaite.

Lemme 2.3. La fonctionnelle J satisfait la condition de Palais-Smale pour :

2—s n—s

mlﬁs(m 2

c<cy =

Preuve. Soit(u,)neny une suite de Palais-Smale au niveau ¢ vérifiant les conditions sui-

vantes :

J(u,) — ¢ dans R,

J'(u,) — 0 dans H™'(Q).

Montrons que (u,)nen est bornée dans Hg (). En effet, on a

1 2 A 2 1 ‘Un|2*(s)
9 / | U,nl T B / |Un| Xz 2*(8) / ’LE‘S & O( ), ( 3)

2%(s)
/ |V, |*dx — )\/ |up|*da —/ |UT:|U|S dx = o(1). (2.4)
Q Q Q
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Multiplions (2.4) par ﬁ, nous obtenons

1 ENC)
*dx — [un| dx = o(1),
2%(s) Jo |zl
En faisant la soustraction entre et (| on obtient
G~ 51 ></|v Pde = [ Junfdx) < e+ o{1)
- — Uy, |“dr — up|“dxr) < c+o(1),
2 2%(s)"Ja Q

puisque A < Ay, on obtient,

)(1— ;1)/ IV, |*dz < ¢+ o(1).

Ainsi (u,)nen est bornée dans H} ().
Comme H}(Q) est réflexif on a :

u, — u dans H}(Q)

Yo % dans L?(Q)

2
u, — u dans L(2) pour ¢ < 2* = n

n—2

Up, — u pp sur 2.

On pose ¢, := u, — u. En appliquant le Lemme de Brézis-Lieb, nous avons,

Vunls = [Vuls +[Venl3 4 o(1),
unly = lul3 +[enlz +o(1),
Un o U o Pn |2
— = |- — 1).
|x2 |x|2+|x2+0()

En utilisant les résultats du lemme 2.2 on a,

2* 2%
/ |u, |2 / Ison d +/ |u! dHO( )
0 !aﬁls

Par la suite
|2*(8)

1 5 1 lon
— Vo,|“dr — / dr = 1
J () + 2/9| onl"dx 2%(s) Ja |z|® r=c+o(l)

et

|2 (s |2*(s)

|n

/|Vu| dx—i—/ Vo 2dx_/\/ |l dx—i—/ o0 Jal dx + o(1).

(2.5)
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Comme (J'(u),u) = 0, alors

Voo P = |(pn|2*(s)d .

ki

On peut supposer qu’il existe une sous suite notée toujours ¢,, telle que :

22

/\V%de ket enl” ™ g
Q n o0

0 ’x|5 n—o00

D’apres la définition de p(€2), on a :

2*(s) 2
Voon|2de > 115(Q /W"‘ dr) T |
L 196eada > ni@)( | v)

kgl

donc k > ,us(Q)k:%()
— Si k=0, c’est trivial.
2—s
— Si k> 0alors k > (us(2)) .
Montrons que ¢, —s 0 dans H{ (). Supposons k > (j15(€2)) .
En passant a la limite dans (2.6)), nous obtenons

M

2 — S 2 — S n—s
J ——k=c< ——(us(Q)) 2=
On a J(u) > 0, par conséquent ¢ > % c’est a dire ¢ > %(MS(Q))Q:, ce qui est en

contradiction avec 'hypothese. Ainsi k = 0 et u,, — u fortement dans H}(Q).

]

Pour la suite de la démonstration, nous faisons appel a quelques résultats auxiliaires.

Définissons

c:= ;Iellﬁ(tfél[f){?ﬁ J(g(t)))

ou I':= {g € C([0,1], Hy(2)) : 9(0) = 0, J(g(1)) < O}.
Soit u solution du probléme suivant
u2*(s)71

Au + ] = 0 dans R7,
yS

u(y) > 0 dans R%, (2.7)
u = 0sur ORY.
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ot R := {(x1, 22, ..., z,) tel que z,, > 0}.

La solution du probleme (2.7) satisfait les propriétés citées dans le lemme suivant :

Lemme 2.4. ([11]) Soit uw € H(R™) solution de ([2.7) alors elle satisfait,

1.
u € C*(R7) si s<1+2,

(R%),
u € CYA(RY), pourtout0<ﬂ<% si s>14 2

u € CH(RY), pour tout 0 < B < 1 si s:1+%,
+ 2

2. Il existe une constante C' telle que |u(y)| < C(1+ |y|)' ™" et [Vu(y)| < C(1+|y|)~™.

3. u(y',yn) est symétrique par rapport a laze y, ; i.e u(y'; yn) = w(|y'], yn)-

Dans ce qui suit nous définissons les notations suivantes :
On suppose que dans un voisinage de 0, 0S) est représenté par z,, = p(z’'), ou
¥ = (x1,...,2n-1), (0) =0, V'¢(0) =0, V' = (01, ..., On_1),et —ep, = (0,0, ...,—1) est la
normale extérieure de OS2 en 0.

Définissons

O(x) = (', 20 — ().

On choisit r assez petit de fagon & ce qu’on ait deux voisinages de 0, U et U, tels que

On note B/ (0) = B,, N R’} pour tout 7 > 0.
On suppose que w € Hj(R") est une solution de ([2.7) i.e :

/ [Vw|*dy
R}

w2 ) 2
(fo @)™

Alors u(y) := us(Ri)2—21*<S>w(y) est une solution positive de 1’équation

2% (s)—2

w ) (2)-
= (L ) ™"

s (RZ—) =

u2*(s)—1
Au + ILLS(R:L_)W = 0 sur RY,
y S
u = 0sur ORY
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2%(s)
avec/ “ —dy = 1.
By [yl

Soit € > 0, on définit

), pour x € QNU, et ¥, := nu. sur . (2.8)

oun € C§°(U) est une fonction plateau positive telle que n = 1 sur U.
Rappelons une propriété qui nous sera utile dans la suite de la démonstration
Théoréme 2.2. ([7]) Si Q) est un domaine de classe C* tel que 0 € O :
1. ps(9) < ps(RY)
2. si O est réguliére au voisinage de 'origine et j15(2) < us(RF), alors s est atteint.
3. si les courbures principales de 02 au point 0 sont négatives. Alors pus(2) < us(RF)

pour n = 4.

Remarque 2.2. Lorsque 0 € Q, us(Q2) nest atteinte que si Q = R", pour plus de détails
voir [5].

Lemme 2.5. On a les estimations suivantes :

/Q\V@de = (R — K H(0)(1+ o(1))e + K2 H(0)(1 + o(1))e + O(e?),
/ﬁgdx = 52/ u’dy + O(g"),
Q R?
v2"(®) 2*(s) K,
= —dr = 1—-——-H(0)(1 1 O(?).
A o gy O +o()e + O(E?)
(2.9)
ot »
H(0) = 1> oy est la courbure moyenne au point 0
i=1

asus®n) [ u(y® DNy Py,
Ky = =55t /Ri g W et K= /Rn71|((9nu)(y’,O)]2|y/|2dy/-

Preuve. Commencons par démontrer la relation suivante :
/ Vo, |*dr = / n*|Vo.|*dw — / n(An)vide. (2.10)
Q QnU QnU
Comme n € C3°(U) alors, v.(x) = n(z)v.(z) ce qui implique

Vi (x) = n(x)Vu(z) + v.(x)Vn(x).
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D’ou
|V@6|2 = 772|va|2 + 277(*’”)”6@) (va(x), Vn(x)) + U?|V77<x)|2

Rappelons que
" Ov. On
(Vo., Vn) = E amj-—axj.

J=1

Puisque n(x) = 0 en dehors de U, il s’en suit que

/|V@E|2dx :/ V6. |dx
Q QNU
2 2
— 2
/Q Ve + /Q  n@)ee(a) (Ve (@), V() de
+ [ @) V().
QNU

A Taide d’une intégration par parties, nous avons

/QnUn(x)Us (@) (Vve(2), Vi(x))de = Ji:l /QmUn@)U6 () gij gxnjdx
_ _jil QOUUE(%(U(:E)%(:E)%>CZSB
i o B G Lo L
= —/ v§|V'r]|2dx—/ n(x)ve(x) (Vv (), V(z))dx
- mUn(?C)ve(iU)Q(Aﬁ)de

par suite,

2 nf@yen()(Vo.@), Vo@)de = = [ @) Vn()Pde = [ (o) (An)de

En remplacant cette derniére dans la premiére intégrale, nous obtenons ([2.10)

/Q]V@E\de = /mUnQ\VUEde — /mUn(An)v?da:.

Procédons a la majoration de (2.10)
Prenons la premiere intégrale / n*|Vu.|*dx et posons ® un difféomorphisme local entre
onU

QNU et B} (0) défini comme suit
Op(r) = zpsil<k<<n-—1
Op(x) = x, — p() si k=n.

Considérons le changement de variable y := @ le jacobien sera égal a Ein et dy = 6%
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Calculons |Vu.|2. On sait que v.(z) := s_nTﬂu(CD(x)), alors

ov. 1_n 1 B<I>k ou = dp . Ou
— = 2 ————— =g 2 ) + (I,
Oz, ¢ i € Oz ayk —° Z ki’ Gyk ki 8:1:])8%)
ou
b, — 0 sik#j
1 sik=jy.
Ainsi

-Si1<j<n—1,alors

.7, 0u ou Op Ou op ., Ou
2 _ Ouy ,0u 2 2
et (8$j> —° [(0yj) 28yj'8:vj'8yn * (&Ej 8yn) }

- Si j = n, alors

Ove - Ou ey Ou iy
0z; — oYn © (8a:j) N (8%)
Donc P
2 =9V
[Vove|® = ng(axj

, ou
= &IVl =205 (Ve Vi) + (5 PVl

n

Remarquons que si 2 € QN U alors ®(x) € B, autrement dit y € B,

To/E

[ opiVuPar = [ @ ) VuPdy —2 [ (87 () (o )T, Ve

70 Zgggr é9z/n

Comme 0 < 7 < 1 alors

et
| n@npd@yde = [ (@7 () (An)(@ (). " (y)." dy.
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On arrive donc a la majoration suivante

/Q|Vf)g|2dx = /mUn2|VvE|2d:v—/mUn(An)vfdx
/R Vu@)Pdy =2 | (67 (ey)*Onu(y) VVuly)- (V'6)(ey)dy

70

N

€

+ /B+ (o7 (ey))? (Buu(y))?|(V'¢) (ey/)|2dy

o

[ 0o () (Vo) (@™ (ey)uly)dy.

r

£

Rappelons que ¢(z) := (2, 2, — p(2')) et V' = (04, ..., On_1)
alors [V'¢(y')| = O(ly']).
En utilisant le fait que |V'¢(y')| = O(|y'|) et 'estimation de la décroissance de |Vu| dans

le lemmd2.4];

on remarque que
/B+ (¢~ (ey))* (Onuly))*|(V'e) (ey) Py < C2 /Rn(l + YD)yl dy = O(?).
Par conséquent,

JvacPde= [ [Vu@)Pdy —2 [ (67 () 0uu)V uly) (Vo) ey )y + OE).

En utilisant une intégration par parties et le Lemme [2.4] on obtient

Ii= =2y 067 (o) Pouu(y)V'uly) (Vo) ey )dy
= -2 fB-;O (6~ (e))*Onuly) V'uly)- V'l (ey')ldy
L 06 )V In6 (e Buu(y) Vuly)o ey )y
b2 (o7 )P () Vuly)e(ey dy
+ ifgr; n(¢~"(ey))?Onuly) an du(y)e(ey)dy

= 2o, 107 () uuly) 'S Duuly)pley )y + OE).
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En utilisant I'équation (2.7)) et en appliquant une intégration par parties, on a

I' = %/B+ n(o~(ey))*Onuly Z(?“u y')dy

w()2®
- —Aﬁnw*@wf&*ﬁﬁ]ww%w

7‘0

)
— [ no ) POul (@) el

o

) s R™ B 2*(s) - )
- 2RCH [ e e ey

w6 ()P Ouuly) Py )dS, + O = i+ S+ O)

£

Comme 09 est C? en 0; ¢ peut étre exprimée comme suit

Z oyl +o(1)([y'])% (2.11)

Ainsi
2%(s)e

QSﬂS(Ri)/ E -1 2“(9)2*(8)971 /

T N s I d

> (s) \Bwn(cb (ey)) e p(ey')dy

_ 2sps(RY) / u(y)* Wy,
2*(s)e JB} , |yl

| 1] < C.

%Og\ay|<ro

2sp15(RY _ u(y)®” yy,
Ji = _(+>/B+ (¢ 1(€y))2(|;|‘%2s0(8y')dy
ro

oley)dy =: Ji1 + Ji2,

n(n—s)

y 2*(3)(1—n)+1—sdy _ 0(5 P )

Notons que

- s n(n—s)
s/\B uly)* Oyl dy = OEF). (2.12)

70/2

En utlhsant et (2.13),on a

2 s Rn — S)yzyn s

Ji2 sau / |2+8 MY TR (1 + o(1)) + O(e ;J)
28€Ms( ) u(y ) )y Pyn  n=1 oo
27(s )(n—l)/ ly[2+s y(;ai)(wo( ) +O0(e2)

= —K H(0)(1+o0(1))e + O(c?)

N 2sp1a (BT u(yQ*(s)|y’|2yn)
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Dans 'estimation ci dessus, on a utilisé le fait que u(y/, y,) = u(|¥/'|, yn)-

Booo= [ 67 ) Oty ()5,

| Jo,1]

/N
®]Q
0

S
N
E
@\

=
~—
=
5

)
<
=
<

/AN
2
<
g
5
)
S
|
<
=

Notons que
c / (@), 0) Py Py’ = O(e"). (2.13)
ley’|>ro/2

En utlhsant et (2.15) on a

ho = =S af (@), 022y (1+o(1) + O,

= 5 [, JOm W oy Y 0+ O),
= KoH(0)(1+o0(1))e + O(e").

ot K= [ @)/ 0)y/dy/. et H(0) = ;L IZaz

Ainsi
/ V6. da = pg(R™) — Ky H(0)(1 + 0(1))e + Ka(1+ o(1)) H(0)e + O(c2).

¢( ) , on obtient

En opérant par le changement de variable suivant y =
A2 2 2 n
/vgda: =¢ / u“dy + O(e"). (2.14)
@ T

En effet
/@fdx = /77%3(1‘)6[1‘ :/ n?(2)v?(x)dw
Q Q QnU

7* (67 (ey))e* " (y)e"dy (car n =1 sur B)

-,

.
o
_ 2 2 2 —1 2
= ¢ /B% w(y)dy +* [ o PO D)Wy
1> 5 TE
= e vy [y (o7 ew)wt )y
Ri \7‘02 Bm\BTOQ
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Comme |u(y)| < C(1+ |y|)*™ et 0 < n < 1, alors chacun de ces deux termes suivants est

borné :
52/ u?(y)dy et e / n? (gb_l(sy))uQ(y)dy. D’ou l'estimation ([2.16]).
R™ \BTOQ \BTOQ
2e 2*(5) 2e
De plus, I'intégrale / U| E dx peut étre estimée en faisant le changement de variable
QN |x
y= L(f) , alors

Yy e -
/ma B x_/B+ e (2.15)
ro/2 e

€

Alors ¢~ (y) = (¥, yn +¢(¥/')), ce qui nous mene a [¢~ 1 (y)|* = |y|* + 2y (y) + (0(¥'))?;

et donc

1 1 1
o ey))s  |ylf 2mpley’) | (pley')?\3
| - (1 + 2 + 0nr)
_ 1 (1- synp(ey) 8(90(63/))2) (2.16)
lyl® elyl? §€Z|yl2
1 2ynp(ey’) (e(ey”))
+ |y|50(< ely|? + e2]y[? ) )

De et (| - on obtient

2*(s) 2*(s) 2*(s)
Q R B+

) y —
no |zl o lyls £/BY |y|2+3

n— (8)q)?
= 1—s¢ Zl ai/n wdy(l +0o(1)) + O(£?)

i=1 |y|?+

s U 2*(8) 1,12 " n—1 )
- 1_n*_€1 » (y>|y|2£| ¢ dy(;)(l—l—o(l))—l—O(e)
A OLS H(0)(1+o(1))e + O(£2).

2ps(R7 )

2.4 Preuve du théoréme 2.1]

Lemme 2.6. Supposons que Q) est un domaine de R"™ de classe C' avec 0 € O et ON) de
classe C? au point 0. Sin >4, A\ < \; et les courbures principales de 02 au point 0 sont
négatives. Alors, il existe une fonction non négative vy € Hg\{0} telle que J(vg) < 0 et

2—s n\s—
max J(tvy) < mus(]&r)?—s.
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Preuve. Pour la démonstration on fait appel aux estimations du lemme 2.5 On a,

J(t6) < G (us(RY) = KiH(0)(1+ (1)) + O(e?)) — %2(52/11& u’dy + O(e"))

n
+

— S (L= g HO):(1 + (1)) + O(2)).

2*(s) T 2us (R

Par construction de J et le fait que 2*(s) > 2, d’apres les conditions géométriques du

lemme 2.1} 37 > 0 et g9 > 0 tel que pour 0 < & < &,

N s R *(g *(g
J(ri) < (P = G) (50 — Ky o(L) + gl (Ko +0(1) ) H(O)

Comme 2*(s) > 2 donc ¢ (t) atteint son maximum au point t

11 =

t) = (5 — =—)us(R2))
ai(t) = (G = 3 (®2))
out; = Ms(RTfr)%-

Comme H(0) < 0 et pour € > 0 assez petit, on obtient que J(t0.) < ¢1(¢;) pour 0 < ¢t < 7.

Par conséquent en prenant € assez petit et vy = T'0,, on obtient

2—3s n—s

max J(tvg) < MS(RCLF)?_S

0<t<1 2(n —s)

Preuve du Théoréme. 2.1
D’apres les lemmes précédents, la fonctionnelle J satisfait toutes les conditions du
théoréme du Col[1]. Alors le probleme (2.1)) admet une solution u non triviale. D’un autre

coté on a J(u) = J(Ju|) et J(u) = ¢, avec ¢ > 0, par conséquent, la solution u est positive.

[]



Chapitre 3

Probleme non linéaire avec condition

de Neumann

3.1 Introduction

Dans ce chapitre , on étudie I'existence de solutions positives du probleme de Neumann

suivant :
2%(s)—2

—Au = M + Au dans Q,
Ou " (3.1)
— =0 sur 0f)
ov

ou 2 C R™ (n > 3) est un domaine borné avec 0 € 9€2, A un parametre réel et

2 —
2%(s) = LS) est 'exposant critique de Hardy-Sobolev pour 0 < s < 2.

Dans le cas ot s = 0, le probleme a été traité par Wang [15]. Il a montré l'existence
de solutions positives sous certaines conditions sur la frontiere 0€.

S’inspirant des problémes non singuliers, Ghoussoub et Kang [7] généralisent les travaux
antérieurs pour un probleme singulier dont la singularité se trouve sur le bord du domaine
considéré.

L’objet de ce chapitre est d’étudier le probleme de Neumann considéré dans l'article de
Ghoussoub-Kang [7]. On remarque que les conditions qui nous assure l'existence de solu-
tions sont compléetement différentes entre la condition au bord de Dirichlet et de Neumann

et dépendent des hypotheses sur le bord.
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Le résultat principal de ce chapitre est le théoreme suivant :

Théoréme 3.1. Soit 2 un domaine borné régulier de R"™, (n > 3) dont la frontiére est
de classe C%. Supposons que 0 < s < 2, 0 € 9Q et que la courbure moyenne de OS2
au voisinage de 0 est positive. Alors, le probleme de Neumann (3.1) admet une solution

positive pour tout X < 0.

Soit I : 2 — R la fonctionnelle d’énergie associée au probleme ({3.1]) définie par

1 A 1 |u|? ()
Iw) =5 [ [Vufde =5 [ ulfde - | da. 2
()= Jo Wl =5 Jo e =5y Jo ™ (3:2)

La fonctionnelle I est de classe C' sur H'(Q), les solutions du probleme sont les
points critiques de I.

L’espace H'(€2) est est muni de la norme

lulln = ([ [9uf* + ufda)?.

3.2 Résultats auxiliaires

Le probléme considéré a une structure variationnelle, a cet effet vérifions les conditions
géométriques du Théoreme du Col [I]
Lemme 3.1. Supposons que 0 < s < 2 et A < 0. Alors,

1) il existe o > 0 et R > 0 tel que I(u) > ¢ pour tout u € H' ().

2) il existe ug € H'(Q) avec ||up||m > R telle que I(ug) < .

Preuve. On remarque que pour A < 0 la norme associée a H*(2) est équivalente a la

norme suivante :

aal| 1 = (/Q Vuf* + Ajuf*dz)?.

En utilisant I'inégalité de Sobolev-Hardy, nous obtenons
1 2% (s
I(u) > Gllulin = Cllulz",

ot C est une constante positive. Ainsi, il existe u € H'(Q2) tel que I(u) > ¢ > 0 avec
|u||z1 = R pour R assez petit.

D’un autre coté, nous avons
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2

I(tu) = 2/(|VU| dz — Mul*)d /

quand t — +o00 , on a [(tu) — —o0, par conséquent il existe ug tel que ||ug|| > R,

tel que I(ug) < 0. O

Pour vérifier la condition de Palais-Smale nous faisons appel au lemme suivant :

Lemme 3.2. ([10]) Soit h(x')une fonction de classe C* définie sur {z’ € R"' |2/| < 1}
et satisfaisant Vh(0) = 0, soit B := By(0)N{x, > h(z')}. Alors pour tout ¢ € H}(B;(0))

on a :

1. si h =0, alors

99 ¢2 (s) *25
o) MS( | |L| )2 © </B|V¢\2dx.
. . 2 1 Jul*' )
oU g = ps() = mf{/Q |Vul|*dz/u € H (Q)et/Q mE dr = 1}.

2. pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que si |Vh| <0, alors

_ *(s) 2*(8) *2
(222*2(5) :us_f‘:)( ~’¢‘ d (s) <[|V¢|2d$
$ B
Définissons
o= inf (e 1o),
avec

I:={g e C([0,1], H(Q)) : g(0) = 0,1(9(1)) < 0}.
Lemme 3.3. Sic < ¢y := ————,(Q) 2=, alors I satisfait la condition de Palais-Smale

au niveau C.

Preuve. Soit (uy,)nen une suite de (P — S). pour la fonctionnelle I. Montrons que cette
suite est bornée.

On a,

Iw) = [ [Vun? d:z:——/ P — /'“ e = e+ o(1) (3.3)

2*(s)
/ |Vu,|*dr — )\/ |u, |*dx — / |uTx||S dx = (e, up) (3.4)
Q Q Q
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avec €, — 0 dans H'(Q2). En combinant ( et (3.4) nous obtenons
1
c+o(l) = I(u,) — () (I'(up), up)
1 1
> (% >(5) ) /|Vun| d:z:—)\/|un\ dx
1 2
- (5 o 2*(8))”un’|

comme A < 0, alors ||u,||g1)< ¢ Ainsi (u,) est une suite bornée. Par conséquent, il
existe une sous-suite notée encore (u,) telle que

u, — u faiblement dans L9(€2) pour 1 < ¢ < 2*.

u, —> u faiblement dans H'().

u, — u presque partout sur 2.

Posons

Pn = Up — U

En utilisant le Lemme de Brézis-Lieb, nous obtenons les relations suivantes :

IVl =1Vl i+ Vel +o(1). (3.5)
et 2%(s) 2% (s 2 )
o |z| Q !x\ \-’L’!
En utilisant ( et (3.6)), nous obtenons
1 1 lea”®
— [ |V, dx — dr = 1 3.7
u+2/9w| v = et o) (3.7)
et
Ison|2 ¥ Jul*®)
/\Vu| d:c+/|Vg0n] d:c—)\/|u|2 / o 12] dz + o(1).
xS

Comme (I'(u),u) = 0, alors

/|V<pn ?dr = /|<pn dz + o(1).

On suppose qu’il existe une sous-suite telle que

22

lim /|V<pn| dr = lim [n

n—+o0 JO n—+oo JO |x|5

ou k est une constante positive.
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D’apres le lemme [3.2] nous avons

*(s) 2
/Q|V%0n|2d$ > (MS(Q) — 5)( A |Lp|"9|c2|s dx) ol

Ainsi

— — e)k%@ quand n — +00 (3.8)

1. si k =0, c’est trivial.

2. si k > 0, d’apres (3.8]), nous obtenons

2—s
[(u)+2(n— )k = c
) + o @) <

2 — S n—s
ce qui contredit I'hypotheése que ¢ < ﬁ(us(ﬂ))ﬁ, par conséquent, on a u, — u
n-—s

dans H'(9).

3.3 Preuve du résultat principal

Comme 0N est de classe C? et la courbure moyenne de 9 en 0 est positive, le bord
au voisinage de l'origine peut étre représenté par (rotation des directions i, ..., x, si

nécessaire) par :
1n—1
z, = h(z') = 3 > a;r? + o(|2'|?),
i=1
our = (x1,....,4,-1) € D(0,6) pour é > 0, avec D(0,0) = B(0,0)N{z, = 0}; ay,as, ..., a,
1

ne
sont les courbures principales de 0f2 au point 0 et la courbure moyenne > «a; > 0.
i=1
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Pour tout ¢ assez petit, posons

U, := 62(”27:25)(8 + |x]2’s)22 s

On sait que g := us(R™) est atteint par la famille de fonctions Ue, ces derniéres sont des

solutions radiales positives de I’équation

—Au = . dans R"
||
Nous avons
U2*(s) n—s
/ \VU€|2d:c:/ e = pi, (3.9)
R" R |z|®

ps(2) n'est atteint que si @ = R™. Pour plus de détails, nous invitons le lecteur a voir
'article de Ghoussoub-Yuan [§].
Considérons la fonction n € C§°(R™), 0 < n < 1 tel que

= 1 dans B;s(0),
n = 0 dans R™\ Bas(0).

Pour déterminer le niveau de compacité, on a besoin des estimations suivantes :

(nU.)*®

RE dr; K5 := /Q(nUa)Qd:B.

K‘E::/V U.)|dx; KE::/

o = [ IVOUe)Pda; Kio= |

Commencons par le calcul de K§. En utilisant la regle de Leibnitz, on a
Ke = /Q|V77|2|U5|2dx+2/977U5V77.VUEdm+/Q|77|2|VUE|2d:v.

Comme supp(Vn) C Bys(0)\Bs(0), pour un € assez petit, on a

LIVnPUpde = [ 9325 e + o) 5 da,
@ Q
/ Vp|?e2E9 (26)2C " da,

Q

n—2
< O 209,

N
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De fagon similaire, on obtient

‘/S)UUaVn.VUad:v‘ = ’/97782?27:28)(5"' |x|2_3)22%?
< V(2= e e ol ) el

n—2
< Oy,

Pour le calcul du dernier terme on procede de la méme maniere que le précédent chapitre.
A cet effet, nous distinguons deux cas : le cas n = 3 et le cas n > 4,
Sin=3

h(z")
[ InPIvU- Pz = / VULdr~ [ [ V0P + o).
Q

Ds0y/0

Puisque m|2’|? < h(2") < M|2'|* sur Ds(0),0 <m < M < oo, on a

h(ac/) ) . €%m|x/|4725 ,
/ / |VU5| dxndx 2 C/ 2(n—s) dx
Dys0y/0 Ds 0y (g + ‘x"@ﬂ?)) 775
> Cem|ln gl.

-Sin>4

h(z") .
[ PIvU.fde - / VUPdr~ [ [V + OEE)
Q@ Dé(O)

h(z") s
7KO - / / ‘VU5|2d:Cnde/ _/ / ’v[]ngdl_ndx/ + O(EE)’
2 Rn—1 0 Dé(o) 0

ly|* >
ou Ko = / ’VU5|2d[B = (n - 2)2/ 2(n—s) dy
R R (1 4yl
Remarquons que
g(a’)
/ 1/ |VU. |*dz, dx’
]Rn
g(z’) ’l,|272s ,
— gz / / D) dz,dzx
R0 (e fafr)

|2 2s

y)52 s
= (n—-2) / 1/ i dyndy
o 1+|y|2 °)
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Ainsi, nous obtenons

B 112—2s !
11m€2—_1sA(€) — (n _ 2)2 |£L’ ’ g(‘f(z_s) d.’L'/
e—0 Rr—1 (1 + ‘x/|275) 2—s

n—1
(n B 2)2 |$,|2_2S Z; Oéi|.TZ'|2 /
= / 2(n—s) de

2 Rn—1 1 12—s) 5=
( + |.T ‘ /)|2—23

—2)2 p-1 ;|2
= u Z ai/ |:B ‘x2|<n75> dl’/
2 =1 JR(] 4|l 2-8) e
1 n— 92)2 2]4-2s
( Z al) ( ) / | | 2(n—s) dl’l.
i=1 2(n —1)Jrn—2 (14 |2/[>~5) 2=

Par conséquent,
1

Ae) = O(ez).

n—1
Comme la courbure moyenne H(0) := 7 > a; > 01l s’en suit que
n—1i=1
A(e) >0
De plus,

h(z")
Ai(e) = \VU. |2dz,dx’
Rn=1Jg(a’)

. ') 2-2s
= (n—2)% 2-5/ / 2 sy drnde’
Rn—1 g(:p/) (5 _‘_Jx|28 2—s

n—2 h N — !
< Clmn—apeit [ M ZIEI
B (o o) B

or h(z") = g(2') + o(]2'|)?, pour tout o > 0 il existe C(c) > 0 tel que
[h(@') = g(a)| < ol + C(o)]a'|?,

on a alors,

(n—s)
5+|x’|2_5) 5 1

< Ce™ (5 + C(o)em@ ).

/12 /é
Ai(e) < 05’5:’:’/ o+ Clola'z
Da(o)(

Ce qui implique

Donc .
— Ky — C’sﬁ| Ing| 4+ O(sﬁ) si n=

5[(0 —Ae) + o(eﬁ) si n>4
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Passons maintenant a l’estimation de K7 On a

@) U2 nes
K = / —/ / Ul dr,dx’ + O(e2)
T |90\$ Ds(0) | z[*

1 ) |U|* (s) ) h(z |2 , nes
— LK - / / dzpdi’ — / / depdi’ + O(=55).
2 R=1 Jo |z|* D;(0) Jo |z|*

ol 2% (s)(n—2)
U2 g 2m—s) 1
K, = /n 2]’ dr = /n 25 (5)(n—2) dx = /n 2(n—s) dy
. B |23 (e A+ faf2me) 20 Byl (1 + Jy[e) 2=
U. 2*(s) 82 sg(y 1
Soit B(e) := | / MU = L] s ).
Rn-1 || R~ Iyl 1+ [y[2=s) 2=
Ainsi ,
0 2y Jy )
n—1
1 > ailyil?
o =1 /
- 7/ 2(n—s) dy
2R (1 [y [2e)

. ’LE / |y|2 d/
= 2 —1) Jrnr | ey 2= Y
[y [5(1 + [y [2=5) 2=

Par conséquent,

Comme H(0) > 0 ceci implique que B(g) >0

De la méme maniére on a

1

h(z - 2%(s)
/ / depde’ = O(e5).
Ds(0) Jg(') |z|*

On obtient

1 1
Kf = SKi = B(e) + O(=7%)

Pour K3 nous distinguons aussi trois cas :

- Sl n = 3 1 2
/Q(UU€>2dx = /Q|77|26E(€+ |z|?~*) 2= dx

< e7 (e + |zf>) T da
B3s(0)
2

20e " T% )
< C’neﬁ/ 7‘2(1 +r2_8)_ﬁdr
0
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-~ Sin=4 \
[ude = [ Per (e + o) T de
0 Q B 4
< e (e + |z|* %) 7sda
Bas(0)
5 26 2—s 4
< Cnsi’—s/ "N 4 2 s dr
0
= O(le== Ing]).
- Sin>5
2(2—n)
[Ude = [ ot (e + o) 5 da
Q o e
< / g2 (e 4 |z|*7%) 2= dx
R?’?
= 0(82 s)'
Nous obtenons )
O(e?>) sion=
K3 /(UUE)QdJU: 0(6235 Ine) si n=
0(6238) si n>=5h

3.4 Démonstration du Théoréme [3.1]

Soit t. une constante positive telle que

* A
Al §K§t2}.

1
I(t.y) =sup I(tnU,) = —K&t? —
(tev.) = sup I(tnUe) = supi5 Ko™ — 5775

-Sin =3,

Alors, K¢ =0 8ﬁ ar conséquent
) 2 ) p q

1 1 .
I(tgU) < sup{ZK§t> — — K> @)} 4 o(e7),
t>é) 2 k2 (s)
—s =
= n— _|_ 0(62_3).
20— (1) 2

Pour la suite de la démonstration on doit montrer que

2—s on=s
sup [ (tnU,) < ——
t>](;))(77 ) 4(n —s
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Il suffit de montrer que

/{}E 2—s
% < 27T+ O(eT),
(K§)»= - (3.10)
0 L
= a(Ry)=2 PO
2 n—s

En tenant compte de (3.9)), de l'estimation de K§ et K§ et pour e assez petit, (3.10) est

équivalente a

1 —s 1 n=2
?Q—Cﬁimk|< TiWJ#ﬁ—OkﬁﬂF”+O@iﬁ
1 n—2
B irustﬁs +0(e7)
ou C' est une constante positive.
Et
Ky
n—2 = ILLS'
Klnfs

-Sin >4,

On sait que K§ = 0(52%3), par conséquent

1 1 i
I(t.nU.) < sup{=Kit* — Ket? (s)} + O(gﬁ),
t>20 2 k2*(s)
-5 k= L
= O 2—s ),
%n—QhK@Zﬂ +0(e)
2—5 n-s .
Alors, pour montrer que ¢ < ﬁ(us(g)) =+, il suffit de montrer que
n—s
KE 2—s
Tonfz < Q_EuerO(gﬁ)
D 1 K 1 (3.11)
= 9l = + O(e2).
iKl)n75

—2 s n—2 1
n—2 n—2 1 .
= 1Ko|(3K1)" — 2=2(3K)) " B(e) + O(77)].
Par ailleurs, pour vérifier (3.12), on doit montrer que,
—s K
lim 26 n=s K (3.13)

A “n_2kK,
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Pour cela, on utilise la regle de I’'Hopital,

i By, B
e—0 e—0 A’
A - 1 () / 12=25 (01 _
_ / 9 dy % (/ Y " 9(y) ay) 1
(n —2)2 Jrn— ly/|5(1 + |y/|2—s)2<§:s) R (1 4 |y/|2—s)2<§f§)

1 +oo r +o0 prteT2s -1
= T/ 2n—s) dr x (/ 2(n—s) d?”) .
(n—2)2Jo (14 r2-s) "2 0 (14 r25) 2=

En faisant une intégration par parties pour 2 < 8 < 2(n — s) — 1, nous obtenons

/ 2(n—s) 1 d/r. = 1 / 2(n—s) d/r.
0 (1 + 702*5) 2—s /8 - 0 (1 T2-s

Et comme,

—+o0 rﬁ—s —+o00 7»5—2 “+o0 7»5—2
/ 2(n—s) dr = / 2(n—s) 1 d/r. - / 2(n—s) dr?
0 (1 + T275) 5—s 0 (1 + 7'275) o°—s 0 (1 + 7.273) 5—s

S

on a

—+o0 B2 _ 1 —+o0 B—2
/ ! sy dr = b / ! s dr (3.14)
0 (14 72-5) 2 -1 2n—pF—1—=sJo (1472-5) 2 -1

Alors, en posant  =n+ 2 — s dans (3.14)), on arrive a la limite suivante

hmB(e): n—3
MAG) " mri—s)n-272

Et si on pose § =n+ 1 — s dans (3.14]), nous obtenons

n—s Kl n—s +00 Tﬂ—l—s 400 rn+1—28 1
e ) ([ )
n—2Ko (n—2)? (/0 (14 r2-9) A0s) r) ( 0 2n=s) r)
1

(n—2)*

Ce qui démontre la relation (3.13]). Ainsi u est un point critique de I(u).
Il nous reste a montrer la positivité des solutions.

On remarque que

(I'(u), u) z/ﬂ|Vu_|2+>\]u_]2da:=0.

avec u~ = min(u, 0).

Comme A\ > 0, alors u > 0. D’apres le principe du maximum u > 0.
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