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PréambuleLe développement te
hnologique et plus parti
ulièrement des ordinateurs a permis de résoudredes problèmes s
ienti�ques de plus en plus di�
iles et 
omplexes en utilisant di�érentes te
h-niques et méthodes numériques. Le 
her
heur d'aujourdhui doit impérativement maîtriser 
este
hniques. De 
e fait, il doit avoir une formation su�sante en analyse numérique, qui repré-sente la base d'une meilleure 
ompréhension et résolution des problèmes à étudier. Les problèmesren
ontrés par le futur 
her
heur sont souvent d'origine de bran
he fondamentale telle que laphysique, la 
himie, les mathématiques ; où les équations di�érentielles, les intégrales et lesdérivées partielles jouent un r�le primordial dans leurs modélisations. Ce 
ours présente leséléments et les te
hniques fondamentaux de l'analyse numérique né
essaires pour résoudre unproblème de façon 
onvenable.Les auteurs, en se basant sur leur expérien
e d'enseignement et de re
her
he multidis
iplinairenationale (Université de Tlem
en) et internationale (Université Paris 6 -Sorbonne-, Univer-sité de Pau, Université de Limoges, Université de Marseille et Université de Saint Joseph auLiban), ont exploité les intera
tions et di�érentes dis
ussions ave
 des étudiants de di�érentsniveaux et dis
iplines a
adémiques a�n de relever le dé�t dans la préparation de 
e manus
rit.Ce do
ument se 
ompose à la fois de 
ours magistraux, des exemples et des exer
i
es. Un ob-je
tif que 
e sont assigné les auteurs est de présenter 
e 
ours de façon 
laire, dida
tique eta

essible à un grand publi
 à la re
her
he d'une référen
e dans le domaine, quelque soit leurdis
ipline te
hnique (mathématique, physique, mé
anique,...).Le 
ours 
omporte six 
hapitres. Dans le premier 
hapitre, nous introduisons un 
ertain nombrede termes d'analyse numérique 
ourants qui seront utilisés par la suite et qu'il 
onvient debien 
onnaître tels que les opérations ma
hines et les erreurs. Ensuite, dans le deuxième 
ha-pitre, nous présentons la résolution d'un système d'équations linéaires par des méthodes di-re
tes dans un premier temps et par des méthodes itératives dans le troisième 
hapitre. Dansle quatrième 
hapitre qui porte sur l'interpolation polynomiale, on s'intéresse à appro
her unefon
tion 
onnue par ses valeurs en 
ertains points, par un polyn�me en utilisant la méthodede Lagrange et 
elle de Newton ainsi que l'approximation par la méthode des moindres 
ar-rés. Dans le 
inquième 
hapitre, nous nous intéressons aux méthodes d'intégration numériquedont le but est de déterminer l'intégrale d'une fon
tion sur un domaine �ni délimité par desbornes �nies. Nous exposons i
i, les méthodes de Newton-Cotes simples et 
omposites et lesméthodes de Gauss-Legendre. En�n, le sixième 
hapitre 
omporte la résolution d'une équationdi�érentielle sous forme de problème de Cau
hy en utilisant des s
hémas à un pas et à multi-pas.
9



LISTE DES TABLEAUXLes solutions numériques ont été 
al
ulées à partir de programmes é
rits par les auteurs enFortran 95. En utilisant le puissant et professionnel logi
iel graphique SigmaPlot, une at-tention parti
ulière a été réservée à la présentation graphique vu sa grande importan
e dans 
e
ours.Ce do
ument est le fruit d'un long travail, minutieusement préparé. Raison pour laquelle, ilest soumis aux droits d'auteurs et toute 
opie, partielle ou 
omplète, doit faire l'objet d'uneautorisation des auteurs, 
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Chapitre 1Introdu
tion à l'arithmétique �ottanteUn nombre 
ontenu dans un ordinateur est représenté par un nombre �ni de 
ara
tères �xé quidépend de l'ar
hite
ture de la ma
hine en terme de pro
esseurs ou 
ompilateurs et langages uti-lisés. De 
e fait, les ordinateurs ne sont 
apables de représenter qu'un ensemble �ni de nombresréels. Cela implique que les opérateurs qu'e�e
tue un ordinateur, dite aussi "opération ma-
hine", ne sont qu'une approximation du 
al
ul mathématique idéal.Les 
onséquen
es sont alors très importantes, en parti
ulier en terme de pré
ision des résultatsqui avèrent être dans 
ertains 
as grossièrement erronés, se présentant lors d'une simulationen
haînant plusieurs milliers d'opérations �ottantes et entraînant par la suite des in�uen
esnon négligeables tout au long de l'exé
ution d'un algorithme. I
i intervient alors la notion de"
ompensation de la prorogation des erreurs" qui reste le problème majeur du 
al
ul�ottant.Les ordinateurs représentent les nombres réels sur un nombre �ni de bits, 
e qui ne permetla représentation exa
te que d'un petit sous-ensemble des réels. Ainsi, la plupart des 
al
uls
onduisent à des résultats appro
hés qui résultent de la �nitude de la représentation. L'analysenumérique essaie spé
i�quement d'évaluer l'erreur lorsque sont utilisés des approximations desolutions d'équations ou des algorithmes numériques. La pré
ision de la solution 
al
ulée parun algorithme numérique à un problème donné dépend non seulement du problème mais ausside la stabilité de l'algorithme utilisé. Maintenir de bonnes performan
es pratiques tout en aug-mentant la pré
ision est l'un des grands 
hallenges en 
al
ul s
ienti�que.Notons que dans un ordinateur, 
haque nombre est 
odé par une séquen
e de bits, en généralégal à 32 et prenant la valeur 0 ou 1. Cette séquen
e de bits est alors interprétée 
omme lareprésentation généralement en base 2 sur ordinateur d'un nombre réel, mais aussi 8 ou 16 sur
ertaines an
iennes ma
hines. Ainsi une donnée sur n bits est une 
ombinaison linéaire de 2n−1valeurs.On parle d'arithmétique en nombres entiers lorsque tous les 
al
uls peuvent se faire ennombres entiers, évitant par la suite la propagation des erreurs qui peuvent induire des résultatsaberrants parfois. Ces 
al
uls sont alors exa
ts.Dans le 
as des 
al
uls impliquant des nombres réels, on a re
ours à l'arithmétique en virgule�ottante pour représenter une approximation du résultat. Les nombres à virgule �ottante, ap-11



Chapitre 1. Introdu
tion à l'arithmétique �ottantepelés plus simplement nombres �ottants 
onstituent le prin
ipal mode de représentation desnombres réels sur les 
al
ulateurs.Il existe deux notations adoptées pour représenter les nombres réels sur ordinateur : systèmeà virgule �xe et système à virgule �ottante.1.1 Les 
hi�res signi�
atifsDans un nombre 
omportant un séparateur dé
imal, on 
ompte les 
hi�res signi�
atifs à partirdu premier 
hi�re non nul apparaissant à gau
he et on pro
ède de la manière suivante :
• Tous le 
hi�res non nuls sont signi�
atifs,
• Les zéros à droite d'un 
hi�re signi�
atif, sont signi�
atifs quel que soit le nombre de rangsdé
imaux qui les séparent. Ils doivent être 
omptés lorsqu'on dénombre les 
hi�res signi-�
atifs et 
onservés lors d'un 
hangement d'unité,
• les zéros à gau
he ne sont pas signi�
atifs,
• Lorsque le nombre est é
rit en notation s
ienti�que, tous les 
hi�res de 
e dernier é
rit devantla puissan
e de la base sont signi�
atifs. La puissan
e quant à elle n'intervient pas dansle dé
ompte.Exemple :

• le nombre 1
1

0
2

2
3

, 0
4

3
5

0
6


ompte 6 
hi�res signi�
atifs
• le nombre 0, 0 5

1

3
2

0
3


ompte 3 
hi�res signi�
atifs
• le nombre 5

1

, 5
2

3
3

0
4

×102 
ompte 4 
hi�res signi�
atifs1.2 Représentation en virgule �ottanteSoit x un nombre réel non nul. Les nombres à virgule �ottante sont représentés de la façonsuivante :
x = (−1)s . m . beoù (−1)s représente le signe de x ave
 s ∈ {0, 1}, b est la base qui est un entier naturel supérieurou égal à 2 (usuellement 2 ou 10), m la mantisse et e l'exposant de x.Exemple : 23.456 = 0.23456.102 où 0.23456 est la mantisse, 10 la base ave
 5 digits, et 2l'exposant.Soit t l'entier naturel désignant le nombre de 
hi�res que 
ompte la mantisse m en base b (t lenombre de bits disponibles pour 
oder la mantisse). Celle-
i s'é
rit alors

m =

t∑

i=1

xi b
−i = x1 b

−1 + +x2 b
−2 + ... + xt−1 b

1−t + xt b
−t12 Dib et Ameur



1.2. Représentation en virgule �ottanteave
 x1 6= 0 et xi ∈ {0, 1, ..., b}, pour i ∈ {2, ..., t} en notation normalisée de la mantissequi sert à maximiser le nombre de digits signi�
atifs tout en éliminant les digits nuls à gau
he,autrement dit lorsque le 
hi�re de poids fort de la mantisse est non nul. Même en �xant la pla
ede la virgule dans la mantisse, seule la 
ondition x1 6= 0 assure l'uni
ité de la représentationdes nombres �ottants normalisés, mais nous prive du nombre 0.Ainsi, on partitionne le mot en deux parties, l'une 
ontenant l'exposant e et l'autre 
ontenantla mantisse m et le premier bit à gau
he indique le signe.La notation
{
[x1, x2, ..., xt], e, b, s

}est utilisée pour en
oder le nombre réel
x = (−1)s . m . be = (−1)s be

t∑

i=1

xi b
−iExemple : La notation {[1, 2, 3, 4, 5], e = 1, b = 10, s = 0

} désigne le réel
x = (−1)s be

t∑

i=1

xi b
−i = (−1)0 101

(

1.10−1 + 2.10−2 + 3.10−3 + 4.10−4 + 5.10−5

)

= 1.2345.En faisant varier e, on fait �otter la virgule. Ce
i s'oppose à la représentation dite en virgule�xe, où l'exposant e est �xé pour un type de donnée 
orrespondant à un nombre qui possèdeun nombre �xe de 
hi�res après la virgule.Exemple : La notation {[1, 2, 3, 4, 5], e = 0, b = 10, s = 0
} désigne le réel

x = (−1)s be
t∑

i=1

xi b
−i = (−1)0 100

(

1.10−1 + 2.10−2 + 3.10−3 + 4.10−4 + 5.10−5

)

= 0.12345et la notation {[1, 2, 3, 4, 5], e = −1, b = 10, s = 0
} désigne le réel

x = (−1)s be
t∑

i=1

xi b
−i = (−1)0 10−1

(

1.10−1 + 2.10−2 + 3.10−3 + 4.10−4 + 5.10−5

)

= 0.012345.Sur un ordinateur, il existe deux formats disponibles pour les nombres à virgule �ottante.
• En format à simple pré
ision C'est l'une des représentations standard des nombre �ot-tants les plus utilisés : la norme IEEE 754 qui régit le 
omportement du 
al
ul �ottantsur de nombreux ordinateurs. Dans 
e 
as, l'ordinateur dispose de 32 
ases mémoires poursto
ker un nombre répartis 
omme suit : 1 bit pour le signe, 8 bits pour l'exposant et 23bits pour la mantisse.
• En format à double pré
ision Dans 
e 
as, l'ordinateur dispose de 64 
ases mémoirespour sto
ker un nombre répartis 
omme suit : 1 bit pour le signe, 11 bits pour l'exposantet 52 bits pour la mantisse. Dib et Ameur 13



Chapitre 1. Introdu
tion à l'arithmétique �ottanteRemarque 1.1. L'IEEE 754 est une norme 
onçue pour la représentation des nombres àvirgule �ottante en binaire qui sert à éviter une prolifération de systèmes de représentation,qui di�érent en base, en nombre de 
hi�res signi�
atifs et en exposants. Ce
i a été développépar le IEEE (Institute of Ele
tri
al and Ele
troni
 Engineers) en 1985, ensuite révisé en 2008et approuvé par le IEC (International Ele
troni
 Commission). La norme IEEE 754 dé�nitquant à elle 4 formats de �ottants en base 2 : simple pré
ision, simple pré
ision étendue, doublepré
ision et double pré
ision étendue. Il reste à noter qu'une nouvelle révision de la normeIEEE 754 dé�nit aussi le format quadruple pré
ision ave
 113 bits de mantisse sur un total de128 bits.1.3 Sour
e d'erreurs dans le 
al
ul numériqueSoit x̃ une approximation d'un nombre réel x non nul. On dit que x̃ est l'estimateur de la valeurexa
te x.Les quatre sour
es d'erreur, qui interviennent systématiquement lorsqu'on s'intéresse à la réso-lution d'un problème de nature physique ou autre à l'aide des di�érents s
hémas numériques,sont :
• Les erreurs du modèle dues au fait que le problème numérique n'appro
he pas 
onvena-blement le problème mathématique issu généralement d'un problème physique.
• Les erreurs de tron
ature qui proviennent des simpli�
ations qu'on applique au modèlemathématique ou des pro
essus in�nis en analyse mathématique. C'est le 
as par exemplelorsqu'on rempla
e une fon
tion analytique par un développement en série de Taylor limitéqui servira à 
al
uler une valeur appro
hée x̃ de la solution exa
te x.
• Les erreurs des données qui proviennent en général des mesures physiques impré
isesdont les valeurs ne peuvent être déterminées qu'approximativement suite à des mesuresexpérimentales.
• Les erreurs d'arrondi dues au fait qu'il n'est possible de représenter les réels exa
tementdans un ordinateur. L'ensemble des réels est ainsi appro
hé à l'aide d'un ensemble denombres �ottants à l'origine d'une faible erreur d'arrondi 
umulée à 
haque opérationarithmétique et in�uant 
onsidérablement sur la pré
ision du résultat �nal. Dans 
e 
as,on parle d'un algorithme numériquement instable qui pourra produire de mauvaisessolutions même pour des problèmes bien 
onditionnées.Les erreurs de tron
ature et d'arrondi 
onstituent l'erreur numérique. Quant à elles, les er-reurs d'arrondi in�uent 
onsidérablement sur la pré
ision d'une solution appro
hée 
al
uléeen arithmétique �ottante, exigeant que l'erreur globale soit inférieure à une 
ertaine toléran
e�xée et garantissant par suite la 
onvergen
e de la méthode numérique mais aussi la �abilitéet l'e�
a
ité de 
ette dernière.1.4 Cal
ul d'erreur et notions de pré
isionL'utilisation des méthodes numériques né
essite un 
onditionnement pré
is du problème a�nd'éviter les instabilités numériques dues à la propagation des erreurs d'arrondi ou en
ore detron
atures. Comment s'assurer alors de la �abilité d'un résultat 
al
ulé en arithmétique �ot-tante obtenu à partir d'une simulation en
haînant plusieurs milliers d'opérations �ottantes.14 Dib et Ameur



1.5. In
ertitude des erreursComme il n'est pas possible d'éviter la propagation des erreurs d'arrondi, on préfère bornerl'erreur.Soit x̃ une approximation d'un nombre réel x non nul. Les deux prin
ipales façons de mesurerla pré
ision de x̃ sont :
• Erreur absolue de x̃ Elle est dé�nie 
ommeEa(x̃) = |x̃ − x|Elle représente l'é
art entre la valeur appro
hée et 
elle exa
te. On l'utilise généralementquand on 
onnaît une majoration a priori des valeurs intermédiaires 
al
ulées.
• Erreur relative à x̃ Par dé�nition, l'erreur relative est le quotient de l'erreur absolue à lavaleur exa
te quand on dispose d'une, elle est égale àEr(x̃) =

|x̃ − x|
|x|Cependant, elle n'est dé�nie que si x 6= 0.Si x = 0, on utilise la mesure suivante qui n'est autre qu'une 
ombinaison entre erreurabsolue et erreur relative : E =

|x̃ − x|
|x|+1Cette mesure possède les 
ara
téristiques de l'erreur absolue si |x|≪ 1 et les 
ara
téris-tiques de l'erreur relative si |x|≫ 1 .Remarque 1.2. Dans le 
as où x et x̃ sont deux ve
teurs, les notions d'erreur absolueet relative deviennent respe
tivement :Ea(x̃) = ‖x̃ − x‖ et Er(x̃) =

‖x̃ − x‖
‖x‖où ‖.‖ est une norme adéquate.1.5 In
ertitude des erreursLes s
ien
es reposent en général sur la 
onfrontation entre deux démar
hes numérique et théo-rique à l'origine de la notion d'erreur liée généralement aux résultats mis en ÷uvre grâ
e à denombreux s
hémas numériques employant l'arithmétique �ottante. Des résultats obtenus à par-tir de tels s
hémas sont souvent enta
hés des erreurs d'arrondi dont les 
auses sont multiples, 
equi 
onstitue le problème majeur du 
al
ul �ottant. Pour une 
ritique obje
tive du résultat, onintroduit la notion de l'erreur maximale que l'on appelle de façon plus appropriée in
ertitude.Dib et Ameur 15



Chapitre 1. Introdu
tion à l'arithmétique �ottante
• In
ertitude absolue On présente idéalement un résultat 
al
ulé sous la forme d'un intervalle

x = x̃ ± ∆x
ar l'indi
ation 
omplète d'un résultat obtenu à partir d'un algorithme généralement grâ
eà l'arithmétique �ottante disponible sur les ordinateurs moderne, 
omporte la valeur ap-pro
hant aux mieux la valeur exa
te et l'intervalle dans lequel se situe 
ette solutionexa
te qui est en général le 
entre de 
et intervalle.
△ x est appelée l'in
ertitude absolue, qui n'est autre que la demi-longueur de 
et intervalle,et on a

x̃ − ∆x ≤ x ≤ x̃ + ∆xRemarque 1.3. △ x est aussi appelé le majorant de l'erreur absolue d'une valeurappro
hée x̃ puisque △ x est le plus petit nombre réel positif véri�ant :
|x̃ − x| ≤ ∆x.

• In
ertitude relative A�n de mieux juger la qualité et la �abilité d'un résultat numérique,on se sert de l'in
ertitude relative :
∆x

x̃Remarque 1.4. L'in
ertitude relative ainsi que l'erreur relative sont des nombres sans unitéque l'on exprime généralement en %.1.5.1 Règles des 
al
uls 
lassiques d'in
ertitudeSoient x̃, ỹ et z̃ respe
tivement des approximations des quantités exa
tes x, y et z. On note par
∆x, ∆y et ∆z les in
ertitudes absolues de x, y et z.
• In
ertitude sur une additionSi z = x + y, alors ∆z = ∆x + ∆yL'in
ertitude absolue d'une somme est égale à la somme des in
ertitudesabsoluesPreuve 1.1. On a

x̃ − ∆x ≤ x ≤ x̃ + ∆x et ỹ − ∆y ≤ y ≤ ỹ + ∆yPar suite,
(x̃+ ỹ) − (∆x+∆y) ≤ x+ y ≤ (x̃+ ỹ) + (∆x+∆y)Ainsi (∆x+∆y) est l'in
ertitude absolue de x+ y et on obtient

∆z = ∆(x+ y) = ∆x+∆y16 Dib et Ameur



1.5. In
ertitude des erreurs
• In
ertitude sur une soustra
tionSi z = x − y, alors ∆z = ∆x + ∆yL'in
ertitude absolue d'une di�éren
e est égale à la somme des in
ertitudesabsoluesPreuve 1.2. On a

x̃ − ∆x ≤ x ≤ x̃ + ∆x et − ỹ − ∆y ≤ −y ≤ −ỹ + ∆yPar suite,
(x̃− ỹ) − (∆x+∆y) ≤ x− y ≤ (x̃− ỹ) + (∆x+∆y)Ainsi (∆x+∆y) est l'in
ertitude absolue de x− y et on obtient :

∆z = ∆(x− y) = ∆x+∆yRemarque 1.5. Une somme ou une di�éren
e ne peut pas être plus pré
is que la donnéesur laquelle l'in
ertitude relative est la plus élevée, autrement dit le résultat d'une unesomme ou d'une di�éren
e est arrondi au même nombre de dé
imales que la donnée quien 
omporte le moins.Exemple : les nombres 3.4 et 2.46 
omptent respe
tivement 2 et 3 
hi�res après lavirgule. La résultante de la somme des 
es deux nombres, donnée par la 
al
ulatri
e, estégale à 5.86 et le résultat s'arrondit à 5.9 a�n d'avoir le même nombre de 
hi�res aprèsla virgule que 3.4 qui en possède le moins.En e�et, 
ha
une des données a une 
ertaine pré
ision indiquée par son nombre de 
hi�resaprès la virgule et 
elle qui en possède le moins in�ue 
onsidérablement sur le résultat quidoit avoir le même nombre de 
hi�res après la virgule que 
elui de la donnée qui en a lemoins.
• In
ertitude sur un produitSi z =

x

y
, alors ∆z = ỹ ∆x + x̃ ∆y et ∆z

z̃
=

∆x

x̃
+

∆y

ỹL'in
ertitude relative d'un produit est plus au moins égale à la somme desin
ertitudes relativesPreuve 1.3. On a
x̃ − ∆x ≤ x ≤ x̃ + ∆x et ỹ − ∆y ≤ y ≤ ỹ + ∆yPar suite,

(x̃ − ∆x) (ỹ − ∆y) ≤ x y ≤ (x̃ − ∆x) (ỹ − ∆y)

x̃ ỹ − (x̃ ∆y + ỹ ∆x) + ∆x ∆y ≤ x y ≤ x̃ ỹ + (x̃ ∆y + ỹ ∆x) + ∆x ∆yDib et Ameur 17



Chapitre 1. Introdu
tion à l'arithmétique �ottanteSi ∆x << x et ∆y << y, on néglige le terme du se
ond ordre ∆x∆y et on obtient
x̃ ỹ − (x̃ ∆y + ỹ ∆x) ≤ xy ≤ x̃ ỹ + (x̃ ∆y + ỹ ∆x)Ainsi (x̃ ∆y + ỹ ∆x) est l'in
ertitude absolue de xy et on obtient :

∆z = ∆(xy) = x̃ ∆y + ỹ ∆xD'autre part, l'in
ertitude relative est égale à
∆z

z̃
=

∆(xy)

x̃ ỹ
=

x̃ ∆y + ỹ ∆x

x̃ ỹ
=

∆x

x̃
+

∆y

ỹ

• In
ertitude sur un quotientSi z =
x

y
, alors ∆z =

∆x

ỹ
+

x̃ ∆y

ỹ2
et ∆z

z̃
=

∆x

x̃
+

∆y

ỹL'in
ertitude relative d'un quotient est plus au moins égale à la somme desin
ertitudes relativesPreuve 1.4. On a
x̃ − ∆x ≤ x ≤ x̃ + ∆x et ỹ − ∆y ≤ y ≤ ỹ + ∆yPar suite,

x̃ − ∆x

ỹ + ∆y
≤ x

y
≤ x̃ + ∆x

ỹ − ∆y

(x̃ − ∆x) (ỹ − ∆y)

(ỹ + ∆y) (ỹ − ∆y)
≤ x

y
≤ (x̃ + ∆x) (ỹ + ∆y)

(ỹ − ∆y) (ỹ + ∆y)

x̃ ỹ − (x̃ ∆y + ỹ ∆x) + ∆x ∆y

ỹ2 − ∆y2
≤ x

y
≤ x̃ ỹ + (x̃ ∆y + ỹ ∆x) + ∆x ∆y

ỹ2 − ∆y2Si ∆x << x et ∆y << y, on néglige les terme du se
ond ordre ∆x∆y et ∆y2 et on obtient
x̃

ỹ
− x̃ ∆y + ỹ ∆x

ỹ2
≤ x

y
≤ x̃

ỹ
+

x̃ ∆y + ỹ ∆x

ỹ2Ainsi x̃ ∆y + ỹ ∆x

ỹ2
est l'in
ertitude absolue de x

y
et on obtient :

∆z = ∆

(
x

y

)

=
x̃ ∆y + ỹ ∆x

ỹ2
=

∆x

ỹ
+

x̃ ∆y

ỹ2D'autre part, l'in
ertitude relative est égale à
∆z

z̃
=

∆

(
x

y

)

(
x̃

ỹ

) =
x̃ ∆y + ỹ∆x

x̃ỹ
=

∆x

x̃
+

∆y

ỹ18 Dib et Ameur



1.6. Tron
ature, arrondissement et 
hi�res signi�
atifs d'un nombreRemarque 1.6. Un produit et un quotient ne peut pas être plus pré
is que la donnée surlaquelle l'in
ertitude absolue est la plus élevée, autrement dit le résultat d'une multipli-
ation ou une division est arrondi à autant de 
hi�res signi�
atifs que la donnée qui en
ompte le moins.Exemple : les nombres 3.40 et 2.563 
omptent respe
tivement 3 et 4 
hi�res signi�
a-tifs. La résultante du produit des 
es deux nombres, donnée par la 
al
ulatri
e, est égale à8.7142 et le résultat s'arrondit à 8.71 a�n d'avoir le même nombre de 
hi�res signi�
atifsque 3.40 qui en possède le moins.
• In
ertitude sur une puissan
e Soit r un nombre quel
onqueSi z = xr, alors ∆z

z̃
= |r| ∆x

x̃L'in
ertitude relative d'une puissan
e d'une variable est égale au produit dela valeur absolue de l'exposant par l'in
ertitude relative sur la variable1.6 Tron
ature, arrondissement et 
hi�res signi�
atifs d'unnombreLa tron
ature à l'unité d'un nombre dé
imal positif est sa partie entière. L'arrondi d'un nombreest la valeur appro
hée de 
e nombre obtenue en réduisant le nombre de 
hi�res signi�
atifs.Le résultat est moins pré
is, mais en de nombreuses 
ir
onstan
es, 
'est plus fa
ile à employer.1.6.1 Règles d'arrondissementIl existe plusieurs méthodes d'arrondissement parmi lesquelles on 
ite :
• la méthode d'arrondi au pair le plus pro
he est 
elle utilisée par défaut dans les mi
ro-pro
esseur et le 
al
ul numérique suivant la norme IEEE 754. Elle suit les règles d'arron-dissement suivantes :

• Lorsque le 
hi�re suivant à droite du 
hi�re qu'on a 
hoisi de 
onserver est inférieur à5, le 
hi�re pré
édent reste in
hangé,Exemple : 1.0272 arrondis aux millièmes devient 1.027 puisque le 
hi�re quisuit la dé
imale à laquelle le nombre doit être arrondi (2) est inférieur à 5
• Lorsque le 
hi�re suivant à droite du 
hi�re qu'on a 
hoisi de 
onserver est supérieur à5, le 
hi�re pré
édent est augmenté d'une unité,Exemple : 5.0637 arrondis aux millièmes devient 5.064 puisque le 
hi�re qui suitla dé
imale à laquelle le nombre doit être arrondi (7) est supérieur à 5

Dib et Ameur 19
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• Lorsque le 
hi�re suivant à droite du 
hi�re qu'on a 
hoisi de 
onserver est égal à 5 etsi un des 
hi�res qui le suivent n'est pas nul, le 
hi�re pré
édent est augmenté d'uneunité,Exemple : 4.562501 arrondis aux millièmes devient 4.563 puisque (1) est l'undes 
hi�res qui suivent le 
hi�re (5) et est non nul
• Tandis que si le 
hi�re suivant à droite du 
hi�re qu'on a 
hoisi de 
onserver est égalà 5 et n'est suivi d'au
un 
hi�re ou que par des zéros, alors le 
hi�re pré
édent estaugmenté d'une unité lorsqu'il est impair et reste in
hangé sinon.Exemple : 7.0135 arrondis aux millièmes devient 7.014 puisque le dernier 
hi�reest 5, et le 
hi�re de la dé
imale à laquelle le nombre doit être arrondi (3) est impairExemple : 4.5625 arrondis aux millièmes devient 4.562 puisque le dernier 
hi�reest 5, et le 
hi�re de la dé
imale à laquelle le nombre doit être arrondi(2) est pairOn pro
ède de la sorte a�n d'éviter le biais qui surviendrait en arrondissant à 
haque foispar ex
ès les nombres dont le dernier 
hi�re est 
inq.

• la méthode d'arrondi au plus pro
he ou arrondi arithmétique qui est la plus 
onnue,mais pas la plus 
ourante. Elle 
onsiste à séparer les dix 
hi�res dé
imaux en deux parties :
• Si le nombre à arrondir est positif : Lorsque le 
hi�re suivant à droite du 
hi�re qu'on a
hoisi de 
onserver vaut au moins 5, on augmente 
e 
hi�re d'une unité, autrementdit on passe à la valeur inférieure,Exemple : 2,752 s'arrondit aux dixièmes à 2.8 
ar le 
hi�re suivant 7 vaut aumoins 5
• Si le nombre à arrondir est négatif : Lorsque le 
hi�re suivant à droite du 
hi�re qu'ona 
hoisi de 
onserver vaut au moins 5, on augmente 
e 
hi�re d'une unité, autrementdit on passe à la valeur supérieure,Exemple : -2.752 s'arrondit aux dixièmes à -2.8 
ar le 
hi�re suivant 7 vaut aumoins 5
• On 
onserve 
e 
hi�re si le 
hi�re suivant est stri
tement inférieur à 5.Exemple : 3.438 et -3.438 s'arrondissent aux dixièmes à 3.4 et -3.4 respe
tive-ment 
ar le 
hi�re suivant 4 vaut au moins 3

• la méthode d'arrondi sto
hastique qui 
onsiste aussi à arrondir à l'entier le plus pro
hede manière aléatoire ou pseudo-aléatoire.Ainsi, il sera utile lorsque l'on e�e
tue un 
al
ul ave
 plusieurs étapes qu'on n'arrondisse pasles résultats des étapes intermédiaires. Il n'y a que le résultat �nal qui doit 
omporter le bonnombre de 
hi�res signi�
atifs. Cela permettra d'éviter de faire des erreurs d'arrondi.
20 Dib et Ameur



Chapitre 2Résolution des systèmes linéaires
2.1 Système linéaireUne équation linéaire à n in
onnues x1, x2, ..., xn, où n ∈ N un entier naturel supérieur à 1,est une équation de la forme :

a1 x1 + a2 x2 + ... + an xn = b,où a1, a2,..., an et b sont des nombres réels donnés.Soit m ∈ N∗ un entier naturel supérieur à 1. Un système de m équations à n in
onnues estun ensemble de m équations linéaires à n in
onnues. On l'appelle aussi système linéaire donnésous la forme générale suivante :






a11 x1 + a12 x2 + a13 x3 + . . . + a1j xj + . . . + a1n xn = b1,
a21 x1 + a22 x2 + a23 x3 + . . . + a2j xj + . . . + a2n xn = b2,
a31 x1 + a32 x2 + a33 x3 + . . . + a3j xj + . . . + a3n xn = b3,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ai1 x1 + ai2 x2 + ai3 x3 + . . . + aij xj + . . . + ain xn = bi,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 x1 + am2 x2 + am3 x3 + . . . + amj xj + . . . + amn xn = bm.Les nombres aij , pour i = 1, 2, . . . , m et j = 1, 2, . . . , n sont les 
oe�
ients du système etles nombres bi pour i = 1, 2, . . . , m 
onstituent le se
ond membre du système.2.2 Notation matri
ielleUn système de m équations à n in
onnues x1, x2, . . ., xn, où n ∈ N s'é
rit aussi sous formematri
ielle :

A x = b,où
21



Chapitre 2. Résolution des systèmes linéaires
• A est une matri
e 
omportantm lignes et n 
olonnes, notée aussi A = aij{i=1,2,..,m; j=1,2,...,n},s'appelle la matri
e du système linéaire :

A =













a11 a12 a13 . . . a1j . . . a1n
a21 a22 a23 . . . a2j . . . a2n
a31 a32 a33 . . . a3j . . . a3n

. . . . . . . . . . . . . . . . .
ai1 ai2 ai3 . . . aij . . . ain

. . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 an3 . . . amj . . . amn













• x est le ve
teur 
olonne dont les 
omposantes sont les in
onnues xi{i=1,2,...,n}. Le ve
teur
x est appelé solution du système.
• b aussi un ve
teur 
olonne ave
 n 
omposantes, noté bi{i=1,2,...,m}. b s'appelle le se
ondmembre.On introduit la matri
e Ã :

Ã =













a11 a12 a13 . . . a1j . . . a1n b1
a21 a22 a23 . . . a2j . . . a2n b2
a31 a32 a33 . . . a3j . . . a3n b3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ai1 ai2 ai3 . . . aij . . . ain bi

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 am3 . . . amj . . . amn bm













Ã s'appelle la matri
e augmentée du système. Elle 
ontient la matri
e du système linéaire Aave
 le se
ond membre, le ve
teur b, ajouté à sa droite.Exemple : Considérons le système linéaire suivant :






2x1 −3x2 +x3 = 1,
x2 −4x3 = 0,

x1 −x2 +2x3 = −4.Sa matri
e est :
A =





2 −3 1
0 1 −4
1 −1 2



et sa matri
e augmentée
Ã =





2 −3 1 1
0 1 −4 0
1 −1 2 −4



 .
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2.3. Rappels d'algèbre linéaire2.3 Rappels d'algèbre linéaire2.3.1 Quelques matri
es parti
ulièresDé�nition 2.1. Soit A = (aij) ∈ Mm,n(R). La matri
e transposée d'une matri
e A est lamatri
e obtenue en é
hangeant les lignes et les 
olonnes de A. Elle est notée tA et ∈ Mn,m(R)et elle véri�e les propriétés suivantes :
⋆ t
(
tA
)

= A,
⋆ t
(
A+B

)
= tA+ tB, où B = (bij) ∈Mn,m(R),

⋆ t
(
AB
)

= tA tB, où B = (bij) ∈Mm,r(R),
⋆ t
(
αA
)

= α tA, où α est un nombre réel,
⋆
(
tA
)−1

= t
(
A−1

), où A est une matri
e inversible.Dé�nition 2.2. Soit A = (aij) une matri
e d'ordre n.
• La matri
e 
onjuguée d'une matri
e A à 
oe�
ients 
omplexes est la matri
e formée deséléments 
onjugués de A, elle est notée A,
• La matri
e adjointe ou trans
onjuguée d'une matri
e A à 
oe�
ients 
omplexes est égaleà la matri
e transposée de la matri
e 
onjuguée de A, elle est notée A∗. Dans le 
as par-ti
ulier où A est à 
oe�
ients réels, sa matri
e adjointe est don
 simplement sa matri
etransposée.
• Une matri
e A est dite symétrique, si et seulement si elle est égale à sa propre transposée,i.e, elle véri�e tA = A ou en
ore aij = aji, ∀ i, j ∈ {1, 2, ..., n},(i) Une matri
e A réelle est dite symétrique positive si et seulement si

∀x ∈ R
n, tx A x ≥ 0,(ii) Une matri
e A réelle est dite symétrique dé�nie positive si et seulement si ellevéri�e l'une des trois propriétés équivalentes suivantes :

⋆ La forme quadratique dé�nie par la matri
e A est stri
tement positive pour toutve
teur x non nul, i.e,
∀x ∈ R

n{0}, tx A x > 0

⋆ Toutes les valeurs propres réelles de A sont stri
tement positives,
⋆ La matri
e A est 
ongruente à la matri
e identité, i.e, il existe une matri
e B ∈

Mn(R) inversible telle que A = tBB.(iii) Une matri
e A réelle est dite symétrique dé�nie négative si et seulement si samatri
e opposée symétrique est dé�nie positive.
• Une matri
e A est dite antisymétrique si et seulement si sa transposée est égale à sonopposée, i.e, elle véri�e tA = −A ou en
ore aij = −aji, ∀ i, j ∈ {1, 2, ..., n},
• Une matri
e A à 
oe�
ients 
omplexes est dite hermitienne si et seulement si elle est égale àsa propre trans
onjuguée, i.e, elle véri�e A∗ = A ou en
ore aij = aji, ∀ i, j ∈ {1, 2, ..., n},et elle véri�e les propriétés suivantes :Dib et Ameur 23



Chapitre 2. Résolution des systèmes linéaires
⋆
(
A∗)∗ = A,

⋆
(
A+B

)∗
= A∗ +B∗,

⋆
(
AB
)∗

= B∗A∗,
⋆
(
αA
)∗

= αA∗, où α est un nombre 
omplexe.(i) Une matri
e A 
omplexe est dite dé�nie positive si elle véri�e l'une des trois pro-priétés équivalentes suivantes :
⋆ La forme quadratique dé�nie par la matri
e A est stri
tement positive pour toutve
teur z à 
oe�
ients 
omplexes et non nul, i.e,

∀z ∈ R
n{0}, tz A z > 0

⋆ La matri
e A est hermitienne et toutes ses valeurs propres sont stri
tement posi-tives,
⋆ Il existe une matri
e B ∈ Mn(C) inversible telle que A = B∗B.(ii) Une matri
e A à 
oe�
ients 
omplexes est dite dé�nie négative si et seulementsi sa matri
e opposée est dé�nie positive.

• Une matri
e A à 
oe�
ients 
omplexes est dite antihermitienne si et seulement si satrans
onjuguée est égale à son opposée, i.e, elle véri�e A∗ = −A ou en
ore aij = −aji,
∀ i, j ∈ {1, 2, ..., n},Remarque 2.1. Une matri
e dé�nie positive véri�e les propriétés suivantes :
⋆ Soit A une matri
e dé�nie positive. La matri
e inverse de A est dé�nie positive,
⋆ Si A est dé�nie positive et si α est un réel stri
tement positif, alors αA est dé�niepositive,
⋆ Si A et B sont positives et si l'une des deux est inversible, alors la matri
e A +B estdé�nie positive.

• Une matri
e A est dite normale si et seulement si elle véri�e AA∗ = A∗A,

• Une matri
e A à 
oe�
ients 
omplexes est dite unitaire si et seulement si elle véri�e
AA∗ = In, où In est la matri
e identité d'ordre n,

• Une matri
e A orthogonale est une matri
e unitaire à 
oe�
ients réels. Elle véri�e tAA =
AtA = In, où In est la matri
e identité d'ordre n ou en
ore A−1 = tA,

• Une matri
e A est dite inversible si et seulement si elle véri�e det A−1 =
1

det A
.2.3.2 DéterminantSoit A une matri
e 
arrée d'ordre n. Le déterminant se dénote det A ou |A|. Il véri�e :

⋆ det tA = det A,
⋆ det AB = det A det B,24 Dib et Ameur



2.3. Rappels d'algèbre linéaire
⋆ Si A est une matri
e inversible, alors det A−1 =

1

det A
et det A∗ = det A,

⋆ Si A est une matri
e triangulaire, alors det A =
∏n

i=1 aii,
⋆ Soit α un réel ou un 
omplexe, alors det (αA) = α det A.2.3.3 Tra
e d'une matri
eSoit A = (aij) une matri
e d'ordre n. La tra
e de A est dé�nie 
omme la somme de ses
oe�
ients diagonaux et est notée tr(A) :

tr(A) =
n∑

i=1

aiiet elle véri�e les propriétés suivantes :
⋆ tr

(
A+B

)
= tr(A) + tr(B), où B = (bij) une matri
e d'ordre n,

⋆ tr
(
tA
)

= tr(A),
⋆ tr

(
αA
)

= α tr(A), où α est un nombre réel.2.3.4 Rayon spe
tral et ve
teurs propresDé�nition 2.3. Soit A une matri
e réelle d'ordre n et λ ∈ C. λ est une valeur propre de As'il existe un ve
teur x ∈ Rn tel que Ax = λx. On dit alors que x est un ve
teur propre de Aasso
ié à λ.Proposition 2.1. λ est une valeur propre de A si et seulement si
det
(
A− λI

)
= 0Les valeurs propres de A sont don
 les ra
ines du polyn�me 
ara
téristique de A :

PA(x) = det
(
A− xI)qui possède n ra
ines λ1, λ2, ..., λn dans C non né
essairement distin
ts telles que :

tr(A) =
n∑

i=1

λi et detA =
n∏

i=1

λiDé�nition 2.4. Le rayon spe
tral d'une matri
e A est dé�nie 
omme étant :
ρ(A) = max{|λ|; λ ∈ C valeur propre de A}2.3.5 Normes ve
torielles et normes matri
iellesDé�nition 2.5. Soit F un R-espa
e ve
toriel. Une norme ve
torielle sur F = Rn, notée ‖.‖est une appli
ation de F à valeurs réelles positives et satisfaisant les hypothèses suivantes :

• Séparation : ∀x ∈ F , ‖x‖= 0 =⇒ x = 0F ,
• Homogénéité : ∀(α, x) ∈ (R, F ), ‖α x‖ = |α|‖x‖,Dib et Ameur 25



Chapitre 2. Résolution des systèmes linéaires
• Inégalité triangulaire : ∀(x, y) ∈ F 2, ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.Un espa
e ve
toriel muni d'une norme est appelé espa
e ve
toriel normé.La norme ve
torielle véri�e les propriétés suivantes :
⋆ ∀(α,x,y) ∈ (R, F 2

), ‖α x+ y‖ ≤ |α|‖x‖+ ‖y‖,
⋆ ∀(x,y, z) ∈ F 3, ‖x− y‖ ≤ ‖x− z‖+ ‖z− y‖,
⋆ ∀(x,y) ∈ F 2, |‖x‖−‖y‖| ≤ ‖x− y‖.Exemples de normes usuelles sur l'espa
e ve
torielle Rn :Soit x = t

(
x1, x2, ..., xn

)
∈ R

n. Parmi les normes les plus 
ouramment utilisées, on rappelleles normes ve
torielles suivantes :
• Norme de Manhattan : x =⇒ ‖x‖1 = |x1|+|x2|+...+ |xn| =

∑n
i=1|xi|

• Norme eu
lidienne : x =⇒ ‖x‖2 = √

|x1|2+|x2|2+... + |xn|2 =

(
∑n

i=1|xi|2
)1/2

• Norme "in�ni" : x =⇒ ‖x‖∞ = max
(
|x1|+|x2|+...+ |xn|

)
= maxi|xi|Dé�nition 2.6. Soit F un espa
e ve
toriel réel. Deux normes ‖.‖ et ‖.‖′ sur F sont diteséquivalentes si et seulement si il existe deux 
onstantes C1 et C2 positive telles que pour toutve
teur x ∈ F , on a :

C1 ‖x‖ ≤ ‖x‖′ ≤ C2 ‖x‖Proposition 2.2. Soit F un espa
e ve
toriel de dimension �nie. Alors, toutes les normes sontéquivalentes.Dé�nition 2.7. Étant donné une norme ve
torielle ‖.‖ sur Kn où K = R ou K = C. Onappelle une norme matri
ielle induite ou subordonnée, par 
ette norme ve
torielle, surMn(K), l'appli
ation ‖.‖ : Mn(K)→ R+ dé�nie par :
‖A‖ = supx∈Kn, x6=0 ‖Ax‖‖x‖ = supx∈Kn, ‖x‖≤1

‖Ax‖ = sup
x∈Kn, ‖x‖=1

‖Ax‖Elle véri�e de plus les propriétés suivantes :
⋆ ‖Ax‖ ≤ ‖A‖ ‖x‖, ∀x ∈ K

n,
⋆ ‖I‖ = 1,2.4 Résolution d'un système triangulaireUn système triangulaire est un système dont la matri
e est triangulaire inférieure ou supérieure.Dé�nition 2.8. Une matri
e triangulaire inférieure (respe
tivement triangulaire supé-rieure) est une matri
e 
arrée dont les éléments au dessus de la diagonale (respe
tivementdessous) sont nuls.26 Dib et Ameur



2.4. Résolution d'un système triangulaire














a11 0 . . . . . . . . . . . . . . . 0
a21 a22 0 . . . . . . . . . . . . 0
a31 a32 a33 0 . . . . . . . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ai1 ai2 ai3 . . . aii 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an−1 1 an−1 2 an−1 3 . . . an−1 i . . . an−1 n−1 0
an1 an2 an3 . . . ani . . . . . . ann













Allure d'une matri
e triangulaire inférieure













a11 a12 a13 . . . a1i . . . a1n
0 a22 a23 . . . a2i . . . a2n
0 0 a33 . . . a3i . . . a3n

. . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . . . . 0 aii . . . ain

. . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . . . . . . . . . . 0 ann











Allure d'une matri
e triangulaire supérieure2.4.1 Propriétés des matri
es triangulaires

• La transposée d'une matri
e triangulaire inférieure est triangulaire supérieure et ré
iproque-ment,
• Le produit de deux matri
es triangulaires inférieures (ré
iproquement supérieures) est trian-gulaire inférieure (ré
iproquement supérieure),
• L'inverse d'une matri
e triangulaire inférieure (ré
iproquement supérieure) est triangulaireinférieure (ré
iproquement supérieure).
• Le déterminant d'une matri
e triangulaire est égal au produit de ses éléments diagonaux.Soit A ∈ Mn(R) qu'on supposera inversible et b ∈ Rn. On 
her
he à 
al
uler x ∈ Rn tel que
Ax = b, autrement dit on 
her
he à résoudre le système linéaire

A x = b.A�n de �xer les idées, résolvons le système linéaire Ax = b où A est une matri
e triangulairesupérieure, i.e :
aij = 0, pour i > j.De plus, 
omme A est une matri
e inversible, on a né
essairement :

aii 6= 0, ∀i.
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Chapitre 2. Résolution des systèmes linéairesUn système triangulaire supérieur se résout par substitution arrière :






a11 x1 + a12 x2 + a13 x3 + . . . + a1i xi + . . . + a1n xn = b1,
a22 x2 + a23 x3 + . . . + a2i xi + . . . + a2n xn = b2,

a33 x3 + . . . + a3i xi + . . . + a3n xn = b3,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

aii xi + . . . + ain xn = bi,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ann xn = bn.La méthode de résolution est immédiate. On 
ommen
e par 
al
uler xn dans la dernière équa-tion :
xn =

bn
ann

,puis on peut 
al
uler xn−1 à l'aide de xn :
an−1 n−1 xn−1 + an−1 n xn = bn−1 =⇒ xn−1 =

bn−1 − an−1 n xn

an−1 n−1
,et ainsi de suite jusqu'à x1. On obtient don
 les valeurs des in
onnues dans l'ordre dé
roissantdes indi
es, 
e qui donne l'algorithme suivant :







xn =
bn
ann

,

xi =
1

aii

(

bi − Σn
j=i+1aij xj

)

, ∀ i = n− 1, n− 2, . . . , 1.Dans le 
as où la matri
e A est triangulaire inférieure, on obtient don
 les valeurs dans l'ordre
roissant des indi
es en e�e
tuant des substitutions dire
tes et l'algorithme est :






x1 =
b1
a11

,

xi =
1

aii

(

bi − Σi−1
j=1aij xj

)

, ∀ i = 2, 3, . . . , n.2.5 Résolution d'un système à matri
e diagonaleSoit à résoudre le système Ax = b où A ∈ Mn(R) une matri
e diagonale et b ∈ Rn. On a
aij = 0, pour i 6= j.La solution x ∈ Rn s'obtient en appliquant l'algorithme suivant :

xi =
bi
aii

, ∀i = 1, 2, ..., n
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2.6. Système é
helonné réduit2.6 Système é
helonné réduitDé�nition 2.9. Une matri
e A est dite é
helonnée si elle véri�e les propriétés suivantes :1 • Toutes les lignes non nulles de A se situent en dessus de ses lignes nulles.2 • Le premier 
oe�
ient non nul d'une ligne se trouve à droite du premier 
oe�
ient nonnul de la ligne pré
édente.3 • Tous les 
oe�
ients de la 
olonne en dessous du premier 
oe�
ient non nul, sont nuls.Autrement dit, soit dans la ligne i, aij le premier 
oe�
ient non nul, on a alors :
{

akj = 0, pour k > i,
ail = 0, pour l < j.Exemple : Soit la matri
e é
helonnée A

A =













2 4 0 0 0 1
0 3 4 5 0 1
0 0 1 2 3 1
0 0 0 4 0 1
0 0 0 0 −2 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0











Dé�nition 2.10. Une matri
e A est dite é
helonnée réduite si elle véri�e les propriétés sui-vantes :1 • La matri
e A est é
helonnée.2 • Le premier 
oe�
ient non nul d'une ligne vaut 1.3 • Le premier 
oe�
ient non nul d'une ligne est le seul élément non nul de sa 
olonne.Exemple : Soit la matri
e é
helonnée réduite A

A =





1 0 2 0 4
0 1 3 0 5
0 0 0 1 6



2.7 TerminologieDé�nition 2.11. Soit A une matri
e é
helonnée :
• La 
olonne qui 
ontient le premier 
oe�
ient non nul d'une ligne est dite 
olonne pivot.Dib et Ameur 29



Chapitre 2. Résolution des systèmes linéairesExemple : Revenons à l'exemple 2, les 
olonnes pivots sont les 
inq premières 
olonnes.
• Les in
onnues 
orrespondant à une 
olonne pivot sont appelées in
onnues ou variables essen-tielles. Les autres sont appelées in
onnues ou variables libres.
• Une position pivot dans une matri
e é
helonnée réduite A, sont les empla
ements des premiers
oe�
ients non nuls d'une ligne, valant 1. Une 
olonne de A 
ontient une position pivot estdite une 
olonne pivot.
• On dit que deux systèmes 
orrespondant à deux di�érentes matri
es augmentées sont équiva-lents s'ils ont le même ensemble de solutions.2.8 Résolution par la méthode de GaussSoit A ∈Mn(R) une matri
e inversible. On 
her
he à 
al
uler x ∈ Rn tel que Ax = b. On évited'appliquer la méthode de Cramer, qui 
onsiste à 
her
he la matri
e A−1 et de la multiplier parle ve
teur b, pusique'elle reste 
oûteuse en terme de temps de 
al
ul, de nombres d'opérationse�e
tuées et de pré
ision des résultats obtenus surtout pour les systèmes de grande taille oupleins. Ainsi on préfère appliquer la méthode de Gauss dont le prin
ipe 
onsiste à se ramener,en e�e
tuant des 
ombinaisons linéaires sur les lignes, à un système triangulaire équivalent

Ã x = b̃,où la matri
e Ã est une matri
e triangulaire supérieure, issue de A, fa
ile à résoudre 
ommeon vient de le voir pré
édemment. Le prin
ipe de base est de re
her
her une matri
e régulière
P , dite matri
e de permutation, déterminée à partir du produit de matri
es élémentaires depermutation et telle que le produit P.A soit une matri
e triangulaire.Elle 
omporte n étapes de transformation. La matri
e Ã re
her
hée 
orrespond à la matri
e
A(n), où A(n) est l'état de la matri
e A transformée à la nime étape, i.e :













a11 a12 a13 . . . a1j . . . a1n
a21 a22 a23 . . . a2j . . . a2n
a31 a32 a33 . . . a3j . . . a3n

. . . . . . . . . . . . . . . .
ai1 ai2 ai3 . . . aii . . . ain

. . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 an3 . . . anj . . . ann













−→













ã11 ã12 ã13 . . . ã1j . . . ã1n
0 ã22 ã23 . . . ã2j . . . ã2n
0 0 ã33 . . . ã3j . . . ã3n

. . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . . . . 0 ãii . . . ãin

. . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . . . . . . . . . . 0 ãnn













On obtient don
 la solution par simple remontée.La méthode de Gauss est fondée sur les notions suivantes. On appelle opérations élémentairessur les lignes les trois opérations suivantes :1 • É
hanger deux lignes.30 Dib et Ameur



2.8. Résolution par la méthode de Gauss2 • Multiplier tous les éléments d'une ligne par une 
onstante non nulle.3 • Rempla
er une ligne par la somme d'elle même et le multiple d'une autre ligne.On 
her
he à résoudre le système suivant :






a11 x1 + a12 x2 + a13 x3 + . . . + a1j xj + . . . + a1n xn = b1,
a21 x1 + a22 x2 + a23 x3 + . . . + a2j xj + . . . + a2n xn = b2,
a31 x1 + a32 x2 + a33 x3 + . . . + a3j xj + . . . + a3n xn = b3,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ai1 x1 + ai2 x2 + ai3 x3 + . . . + aij xj + . . . + ain xn = bi,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 x1 + an2 x2 + an3 x3 + . . . + anj xj + . . . + ann xn = bn.La méthode de Gauss 
onsiste à éliminer su

essivement en remontant des in
onnues entre leséquations.Étape 1 : On part de

A(1) = A =














a
(1)
11 a

(1)
12 a

(1)
13 . . . a

(1)
1j . . . a

(1)
1n

a
(1)
21 a

(1)
22 a

(1)
23 . . . a

(1)
2j . . . a

(1)
2n

a
(1)
31 a

(1)
32 a

(1)
33 . . . a

(1)
3j . . . a

(1)
3n

. . . . . . . . . . . . . . . .

a
(1)
i1 a

(1)
i2 a

(1)
i3 . . . a

(1)
ij . . . a

(1)
in

. . . . . . . . . . . . . . . .

a
(1)
n1 a

(1)
n2 a

(1)
n3 . . . a

(1)
nj . . . a

(1)
nn














et b(1) = b =
















b
(1)
1

b
(1)
2

b
(1)
3...
b
(1)
i...
b
(1)
n














La première étape 
onsiste à éliminer l'in
onnue x1. Pour 
ela, on 
ommen
e par inspe
ter lapremière 
olonne (
orrespondant aux 
oe�
ients de l'in
onnue x1 dans le système linéaire) eton 
hoisit le terme non nul de la 
olonne qu'on appelle pivot. Deux 
as se présentent :

1er 
as : Si a
(1)
11 est le pivot, on ne tou
he plus à la ligne 1 et on se sert du pivot pourmettre don
 à zéro tous les éléments de la 
olonne 1 sous le pivot a(1)11 en remplaçant la ligne i,

i = 2, 3, . . . , n par
L
(2)
i ←− L

(1)
i − a

(1)
i1

a
(1)
11

. L
(1)
1 , i = 2, 3, . . . , n.Cela donne les formules suivantes :







a
(1)
ij = aij, −→ a

(2)
ij = a

(1)
ij − a

(1)
i1

a
(1)
11

. a
(1)
1j ,

b
(1)
i = bi, −→ b

(2)
i = b

(1)
i − a

(1)
i1

a
(1)
11

. b
(1)
1 , i = 2, 3, . . . , n et j = 1, 2, . . . , n.Dib et Ameur 31



Chapitre 2. Résolution des systèmes linéairesOn obtient alors un système linéaire sous la forme A(2)x = b(2), équivalent à A(1)x = b(1), ave

A(2) =
















a
(1)
11 a

(1)
12 a

(1)
13 . . . a

(1)
1j . . . a

(1)
1n

0 a
(2)
22 a

(2)
23 . . . a

(2)
2j . . . a

(2)
2n

0 a
(2)
32 a

(2)
33 . . . a

(2)
3j . . . a

(2)
3n... ... ... . . .

... . . .
...

0 a
(2)
i2 a

(2)
i3 . . . a

(2)
ij . . . a

(2)
in... ... ... . . .

... . . .
...

0 a
(2)
n2 a

(2)
n3 . . . a

(2)
nj . . . a

(2)
nn
















et b(2) =
















b
(2)
1

b
(2)
2

b
(2)
3...
b
(2)
i...
b
(2)
n
















2eme 
as : Si l'élément a(1)11 est nul, veuillez vous référer au paragraphe �Stratégie de résolutiondans le 
as des pivots nuls� pour la représentation de la méthode de résolution.Étape 2 : On 
her
he à éliminer la deuxième in
onnue x2. Pour 
ela, on 
ommen
e par le
hoix du pivot qu'on notera a
(2)
22 . On ne tou
he plus à la ligne 1 qui a servi déjà 
omme lignede pivot à l'étape 1, ni à la ligne 2 qui joue le r�le de ligne de pivot a(2)22 supposé non nul.Ensuite on se sert du pivot a(2)22 pour annuler tous les éléments de la 
olonne 2 sous le pivot a(2)22en remplaçant la ligne i, i = 3, 4, . . . , n par

L
(3)
i ←− L

(2)
i − a

(2)
i2

a
(2)
22

. L
(2)
2 , i = 3, 4, . . . , n.Cela donne les formules suivantes :







a
(2)
ij −→ a

(3)
ij = a

(2)
ij − a

(2)
i2

a
(2)
22

. a
(2)
2j ,

b
(2)
i −→ b

(3)
i = b

(2)
i − a

(2)
i2

a
(2)
22

. b
(2)
2 , i = 3, 4, . . . , n et j = 2, 3, . . . , n.On obtient alors un système linéaire sous la forme A(3)x = b(3), équivalent à A(2)x = b(2), ave


A(3) =
















a
(1)
11 a

(1)
12 a

(1)
13 . . . a

(1)
1j . . . a

(1)
1n

0 a
(2)
22 a

(2)
23 . . . a

(2)
2j . . . a

(2)
2n

0 0 a
(3)
33 . . . a

(3)
3j . . . a

(3)
3n... ... ... . . .

... . . .
...

0 0 a
(3)
i3 . . . a

(3)
ij . . . a

(3)
in... ... ... . . .

... . . .
...

0 0 a
(3)
n3 . . . a

(3)
nj . . . a

(3)
nn
















et b(3) =
















b
(1)
1

b
(1)
2

b
(3)
3...
b
(3)
i...
b
(3)
n















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2.8. Résolution par la méthode de GaussÉtape k : En supposant qu'on a e�e
tué jusqu'à présent (k − 1) étapes de l'éliminationde Gauss, on a obtenu don
 à l'étape (k − 1) de l'algorithme, un système linéaire A(k)x = b(k)dont les (k − 1) premières 
olonnes sont triangulaires supérieures.Ainsi en supposant le pivot a
(k)
kk non nul, on annule tous les éléments sous le pivot a

(k)
kk enremplaçant la ligne i, i = k + 1, k + 2, . . . , n par

L
(k+1)
i ←− L

(k)
i − a

(k)
ik

a
(k)
kk

. L
(k)
k , i = k + 1, k + 2, . . . , n.Cela donne les formules suivantes :







a
(k)
ij −→ a

(k+1)
ij = a

(k)
ij − a

(k)
ik

a
(k)
kk

. a
(k)
kj ,

b
(k)
i −→ b

(k+1)
i = b

(k)
i − a

(k)
ik

a
(k)
kk

. b
(k)
k , i = k + 1, k + 2, . . . , n et j = 2, 3, . . . , n.On obtient alors un système linéaire sous la forme A(k+1)x = b(k+1), équivalent à A(k)x = b(k),ave


A(k+1) =

















a
(1)
11 a

(1)
12 . . . a

(1)
1k a

(1)
1 k+1 . . . a

(1)
1n

0 a
(2)
22 . . . a

(2)
2k a

(2)
2 k+1 . . . a

(2)
2n... . . . . . . ... ... ... ...... . . . a

(k)
kk a

(k)
k k+1 . . . a

(k)
kn... 0 a

(k+1)
k+1 k+1 . . . a

(k+1)
k+1 n... ... ... . . .
...

0 . . . . . . 0 a
(k+1)
n k+1 . . . a

(k+1)
nn

















et b(k+1) =
















b
(1)
1

b
(2)
2

b
(3)
3...
b
(k)
k...
b
(3)
n














Ainsi, l'élimination de Gauss transforme la matri
e A en une matri
e triangulaire supérieure Ã.Le système obtenu après (n−1) étapes, est ensuite résolu par substitution inverse ou remontéeen 
ommençant par la dernière équation.Exemple : On 
her
he à résoudre le système suivant :







5 x1 − 4 x2 + x3 = 2,
−4 x1 + 4 x2 = 0,

x1 + 2 x3 = 3.Pour la mise en ÷uvre de la méthode de Gauss, nous pro
édons tout d'abord à la triangula-risation du système linéaire Ax = b en le transformant en un système triangulaire supérieur
Ãx = b̃. Elle 
omporte deux étapes. Dib et Ameur 33



Chapitre 2. Résolution des systèmes linéairesLe système linéaire s'é
rit sous forme matri
ielle A(1)x = b(1) :




5 −4 1
−4 4 0
1 0 2









x1

x2

x3



 =





2
0
3



Étape 1 : On 
hoisit a(1)11 = 5 6= 0 pivot de la première étape. La ligne L
(1)
1 , servant de lignede pivot, reste in
hangée. On rempla
e la ligne i, i = 2, 3 par

L
(2)
i ←− L

(1)
i − a

(1)
i1

a
(1)
11

. L
(1)
1 , i = 2, 3,i.e :pour i = 2 : L

(2)
2 ←− L

(1)
2 − a

(1)
21

a
(1)
11

. L
(1)
1 = L

(1)
2 − (−4)

5
. L

(1)
1 = L

(1)
2 +

4

5
. L

(1)
1 .Les éléments a(2)2j et b(2)2 deviennent :







• a(2)21 ←− a
(1)
21 +

4

5
. a

(1)
11 = −4 +

4

5
. 5 = 0,

• a(2)22 ←− a
(1)
22 +

4

5
. a

(1)
12 = 4 +

4

5
. (−4) =

4

5
,

• a(2)23 ←− a
(1)
23 +

4

5
. a

(1)
13 = 0 +

4

5
. 1 =

4

5
,

• b(2)2 ←− b
(1)
2 +

4

5
. b

(1)
1 = 4 +

4

5
. 2 =

8

5
.pour i = 3 : L

(2)
3 ←− L

(1)
3 − a

(1)
31

a
(1)
11

. L
(1)
1 = L

(1)
3 − 1

5
. L

(1)
1 = L

(1)
3 − 4

5
. L

(1)
1 .Les éléments a(2)3j et b(2)3 deviennent :







• a(2)31 ←− a
(1)
31 − 1

5
. a

(1)
11 = 1 − 1

5
. 5 = 0,

• a(2)32 ←− a
(1)
32 − 1

5
. a

(1)
12 = 0 − 1

5
. (−4) =

4

5
,

• a(2)33 ←− a
(1)
33 − 1

5
. a

(1)
13 = 2 − 1

5
. 1 =

9

5
,

• b(2)3 ←− b
(1)
3 − 1

5
. b

(1)
1 = 3 − 1

5
. 2 =

13

5
.On obtient alors le système linéaire A(2)x = b(2) , équivalent au système A(1)x = b(1) :










5 −4 1

0
4

5

4

5

0
4

5

9

5


















x1

x2

x3









=









2

8

5
13

5







34 Dib et Ameur



2.8. Résolution par la méthode de GaussÉtape 2 : On 
hoisit a(2)22 =
4

5
6= 0 pivot de la deuxième étape. On ne tou
he plus à la ligne

L
(2)
1 qui a servi déjà 
omme ligne de pivot à l'étape 1, ni à la ligne L(2)

2 servant de ligne de pivotde la deuxième étape. On rempla
e la ligne L(2)
3 par

L
(3)
3 ←− L

(2)
3 − a

(2)
32

a
(2)
22

. L
(2)
2 = L

(2)
3 − 4/5

4/5
. L

(2)
2 = L

(2)
3 − L

(2)
2 .Les éléments a(3)3j et b(3)3 deviennent :







• a(3)31 ←− a
(2)
31 − a

(2)
21 = 0 − 0 = 0,

• a(3)32 ←− a
(2)
32 − a

(2)
22 =

4

5
− 4

5
= 0,

• a(3)33 ←− a
(2)
33 − a

(2)
23 =

9

5
− 4

5
= 1,

• b(3)3 ←− b
(2)
3 − b

(2)
2 =

13

5
− 8

5
= 1.Ce qui donne le système linéaire A(3)x = b(3) , équivalent au système A(2)x = b(2) :








5 −4 1

0
4

5

4

5

0 0 1
















x1

x2

x3









=








2

8

5

1






La matri
e A(3) obtenue est, maintenant triangulaire supérieure, et on résout le système parremontée







x3 = 1,
4

5
x2 +

4

5
x3 =

8

5
⇐⇒ x2 = 1,

5 x1 − 4 x2 + x3 = 2 ⇐⇒ x1 = 1.On trouve 
omme solution du système linéaire
S =

{



1
1
1





}

.2.8.1 Coût de la méthode d'élimination de GaussA�n d'e�e
tuer l'élimination de de Gauss, la méthode requiert environ 2n3

3
opérations élémen-taires, lorsque n est su�samment grand.En e�et, il nous faut environ 4n3 + 2n2 − 7n

6
opérations élémentaires dont n2 − n

2
additionset n3 − n

3
multipli
ations et additions, auxquelles il fait ajouter n2 opérations né
essaires pourla résolution par remontée du système triangulaire. Lorsque n est grand, les termes en n et n2sont négligeables devant n3 et le nombre d'opérations est don
 de l'ordre de 2n3

3
.Dib et Ameur 35



Chapitre 2. Résolution des systèmes linéaires2.8.2 Stratégie de résolution dans le 
as des pivots nulsSi le pivot de la 
olonne j à l'étape j est nul, on le rempla
e par un autre élément non nulparmi les éléments, de sa 
olonne ou des 
olonnes à droite en dessous.En e�et, on 
her
he un élément a
(j)
ij sous le pivot dans la 
olonne j telle que a

(j)
ij 6= 0,

i = j + 1, j + 2, ..., . . . , n, puis on permute les lignes L(j)
j et L(j)

i .On obtient alors un système linéaire Â(j)x = b̂(j) ave
 Â(j) = P (j) A(j) et b̂(j)
= P (j)b(j), P (j)étant la matri
e de permutation des lignes L

(j)
j et L

(j)
i . Le système linéaire Â(j)x = b̂(j) estéquivalent au système A(j)x = b(j).Par abus de simpli�
ation, on notera les éléments de la matri
e Â(j) par a(j)ij et 
eux du ve
teurb̂(j) par b

(j)
i , i = j + 1, j + 2, . . . , m et j = 1, 2, . . . , n, auxquels on applique les mêmestransformations que 
eux dans le 
as de la résolution par la méthode de Gauss.Exemple : On 
her
he à résoudre le système suivant :







2 x1 + 2 x2 + 3 x3 + x4 = 8,
2 x1 + 2 x2 − x3 − x4 = 2,
− x1 + x2 − 2 x3 + 3 x4 = 1,
4 x1 − x2 + x3 − x4 = 3.Pour la mise en ÷uvre de la méthode de Gauss, nous pro
édons tout d'abord à la triangulari-sation du système linéaire A x = b en le transformant en un système triangulaire supérieur

Ãx = b̃. Elle 
omporte trois étapes.Le système linéaire s'é
rit sous forme matri
ielle A(1)x = b(1) :






2 2 3 1
2 2 −1 −1
−1 1 −2 3
4 −1 1 −1













x1

x2

x3

x4







=







8
2
1
3





Étape 1 : On 
hoisit a(1)11 = 2 6= 0 pivot de la première étape. La ligne L

(1)
1 , servant de lignede pivot, reste in
hangée. On rempla
e la ligne i, i = 2, 3, 4 par

L
(2)
i ←− L

(1)
i − a

(1)
i1

a
(1)
11

. L
(1)
1 , i = 2, 3, 4,i.e :
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2.8. Résolution par la méthode de Gausspour i = 2 : L
(2)
2 ←− L

(1)
2 − a

(1)
21

a
(1)
11

. L
(1)
1 = L

(1)
2 − L

(1)
1 .Les éléments a(2)2j et b(2)2 deviennent :







• a(2)21 ←− a
(1)
21 − a

(1)
11 = 2 − 2 = 0,

• a(2)22 ←− a
(1)
22 − a

(1)
12 = 2 − 2 = 0,

• a(2)23 ←− a
(1)
23 − a

(1)
13 = −1 − 3 = −4,

• a(2)24 ←− a
(1)
24 − a

(1)
14 = −1 − 1 = −2,

• b(2)2 ←− b
(1)
2 − b

(1)
1 = 2 − 8 = −6.pour i = 3 : L

(2)
3 ←− L

(1)
3 − a

(1)
31

a
(1)
11

. L
(1)
1 = L

(1)
3 +

1

2
. L

(1)
1 .Les éléments a(2)3j et b(2)3 deviennent :







• a(2)31 ←− a
(1)
31 +

1

2
. a

(1)
11 = −1 +

1

2
. 2 = 0,

• a(2)32 ←− a
(1)
32 +

1

2
. a

(1)
12 = 1 +

1

2
. 2 = 2,

• a(2)33 ←− a
(1)
33 +

1

2
. a

(1)
13 = −2 +

1

2
. 3 = −1

2
,

• a(2)34 ←− a
(1)
34 +

1

2
. a

(1)
14 = 3 +

1

2
. 1 =

7

2
,

• b(2)3 ←− b
(1)
3 +

1

2
. b

(1)
1 = 1 +

1

2
. 8 = 5.pour i = 4 : L

(2)
4 ←− L

(1)
4 − a

(1)
41

a
(1)
11

. L
(1)
1 = L

(1)
4 − 2 . L

(1)
1 .Les éléments a(2)4j et b(2)4 deviennent :







• a(2)41 ←− a
(1)
41 − 2 . a

(1)
11 = 4 − 2 . 2 = 0,

• a(2)42 ←− a
(1)
42 − 2 . a

(1)
12 = −1 − 2 . 2 = −5,

• a(2)43 ←− a
(1)
43 − 2 . a

(1)
13 = 1 − 2 . 3 = −5,

• a(2)44 ←− a
(1)
44 − 2 . a

(1)
14 = −1 − 2 . 1 = −3,

• b(2)4 ←− b
(1)
4 − 2 . b

(1)
1 = 3 − 2 . 8 = −13.
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Chapitre 2. Résolution des systèmes linéairesOn obtient alors le système linéaire A(2)x = b(2), équivalent au système A(1)x = b(1) :












2 2 3 1

0 0 −4 −2

0 2 −1
2

7

2

0 −5 −5 −3

























x1

x2

x3

x4













=













8

−6

5

−13











Étape 2 : Maintenant le pivot a(2)22 est nul. On permute les lignes L
(2)
2 et L(2)

3 , on obtient lesystème linéaire :












2 2 3 1

0 2 −1
2

7

2

0 0 −4 −2
0 −5 −5 −3

























x1

x2

x3

x4













=













8

5

−6

−13











On garde toujours la même notation. Le pivot est maintenant a(2)22 = 2 6= 0. On ne tou
he plusà la ligne L

(2)
1 qui a servi déjà 
omme ligne de pivot à l'étape 1, ni à la ligne L

(2)
2 servant deligne de pivot de la deuxième étape. On rempla
e la ligne L(2)

4 par
L
(3)
4 ←− L

(2)
4 − a

(2)
42

a
(2)
22

. L
(2)
2 = L

(2)
4 +

5

2
. L

(2)
2 .Les éléments a(3)4j et b(3)4 deviennent :







• a(3)41 ←− a
(2)
41 − 5

2
. a

(2)
21 = 0 − 5

2
. 0 = 0,

• a(3)42 ←− a
(2)
42 − 5

2
. a

(2)
22 = −5 − 5

2
. 2 = 0,

• a(3)43 ←− a
(2)
43 − 5

2
. a

(2)
23 = −5 − 5

2
. −1

2
= −25

4
,

• a(3)44 ←− a
(2)
44 − 5

2
. a

(2)
24 = −3 − 5

2
.

7

2
=

23

4
,

• b(3)4 ←− b
(2)
4 − 5

2
. b

(2)
2 = −13 − 5

2
. 5 = −1

2
.

38 Dib et Ameur



2.8. Résolution par la méthode de GaussCe qui donne le système linéaire A(3)x = b(3), équivalent au système A(2)x = b(2) :














2 2 3 1

0 2 −1
2

7

2

0 0 −4 −2

0 0 −25
4

23

4



























x1

x2

x3

x4













=














8

5

−6

−1
2














Étape 3 : On 
hoisit a(3)33 = −4 6= 0 pivot de la troisième étape. La ligne L(3)
3 , servant de lignede pivot, reste in
hangée. On rempla
e la ligne L(3)

4 par
L
(4)
4 ←− L

(3)
4 − a

(13)
43

a
(3)
33

. L
(3)
3 = L

(3)
4 − 25

16
. L

(3)
3 .Les éléments a(4)4j et b(4)4 deviennent :







• a(4)41 ←− a
(3)
41 − 25

16
. a

(3)
31 = 0 − 25

16
. 0 = 0,

• a(4)42 ←− a
(3)
42 − 25

16
. a

(3)
32 = 0 − 25

16
. 0 = 0,

• a(4)43 ←− a
(3)
43 − 25

16
. a

(3)
33 = −25

4
− 25

16
. (−4) = 0,

• a(4)44 ←− a
(3)
44 − 25

16
. a

(3)
34 =

23

4
− 25

16
. (−2) =

71

8
,

• b(4)4 ←− b
(3)
4 − 25

16
. b

(3)
3 = −1

2
− 25

16
. (−6) =

71

8
.Ce qui donne le système linéaire A(4)x = b(4), équivalent au système A(3)x = b(3) :















2 2 3 1

0 2 −1
2

7

2

0 0 −4 −2

0 0 0
71

8



























x1

x2

x3

x4













=














8

5

−6

71

8












La matri
e A(4) obtenue est, maintenant triangulaire supérieure, et on résout le système par
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Chapitre 2. Résolution des systèmes linéairesremontée






71

8
x4 =

71

8
⇐⇒ x4 = 1,

− 4 x3 − 2 x4 = −6 ⇐⇒ x3 = 1,

2 x2 −
1

2
x3 +

7

2
x4 = 5 ⇐⇒ x2 = 1,

2 x1 + 2 x2 + 3 x3 + x4 = 8 ⇐⇒ x1 = 1.On trouve 
omme solution du système linéaire
S =

{







1
1
1
1







}

.

Exemple : On 
her
he à résoudre le système suivant :






2 x1 + x2 + x3 + x4 = 5,
4 x1 + 2 x2 − 2 x3 − 2 x4 = 2,
6 x1 + 3 x2 − 9 x3 + 3 x4 = 3,
8 x1 + 4 x2 + 8 x3 − 8 x4 = 12.Pour la mise en ÷uvre de la méthode de Gauss, nous pro
édons tout d'abord à la triangula-risation du système linéaire Ax = b en le transformant en un système triangulaire supérieur

Ãx = b̃. Elle 
omporte trois étapes.Le système linéaire s'é
rit sous forme matri
ielle A(1)x = b(1) :






2 2 3 1
2 1 1 1
6 3 −9 3
8 4 8 −8













x1

x2

x3

x4







=







5
2
3
12





Étape 1 : On 
hoisit a(1)11 = 2 6= 0 pivot de la première étape. La ligne L

(1)
1 , servant de lignede pivot, reste in
hangée. On rempla
e la ligne i, i = 2, 3, 4 par

L
(2)
i ←− L

(1)
i − a

(1)
i1

a
(1)
11

. L
(1)
1 , i = 2, 3, 4,i.e :
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2.8. Résolution par la méthode de Gausspour i = 2 : L
(2)
2 ←− L

(1)
2 − a

(1)
21

a
(1)
11

. L
(1)
1 = L

(1)
2 − 2 L

(1)
1 .Les éléments a(2)2j et b(2)2 deviennent :







• a(2)21 ←− a
(1)
21 − 2 .a

(1)
11 = 4 − 2 . 2 = 0,

• a(2)22 ←− a
(1)
22 − 2 .a

(1)
12 = 2 − 2 . 1 = 0,

• a(2)23 ←− a
(1)
23 − 2 .a

(1)
13 = −2 − 2 . 1 = −4,

• a(2)24 ←− a
(1)
24 − 2 .a

(1)
14 = −2 − 2 . 1 = −4,

• b(2)2 ←− b
(1)
2 − 2 .b

(1)
1 = 2 − 2 . 5 = −8.pour i = 3 : L

(2)
3 ←− L

(1)
3 − a

(1)
31

a
(1)
11

. L
(1)
1 = L

(1)
3 − 3 . L

(1)
1 .Les éléments a(2)3j et b(2)3 deviennent :







• a(2)31 ←− a
(1)
31 − 3 . a

(1)
11 = 6 − 3 . 2 = 0,

• a(2)32 ←− a
(1)
32 − 3 . a

(1)
12 = 3 − 3 . 1 = 0,

• a(2)33 ←− a
(1)
33 − 3 . a

(1)
13 = −9 − 3 . 1 = −12,

• a(2)34 ←− a
(1)
34 − 3 . a

(1)
14 = 3 − 3 . 1 = 0,

• b(2)3 ←− b
(1)
3 − 3 . b

(1)
1 = 3 − 3 . 5 = −12.pour i = 4 : L

(2)
4 ←− L

(1)
4 − a

(1)
41

a
(1)
11

. L
(1)
1 = L

(1)
4 − 4 . L

(1)
1 .Les éléments a(2)4j et b(2)4 deviennent :







• a(2)41 ←− a
(1)
41 − 4 . a

(1)
11 = 8 − 4 . 2 = 0,

• a(2)42 ←− a
(1)
42 − 4 . a

(1)
12 = 4 − 4 . 1 = 0,

• a(2)43 ←− a
(1)
43 − 4 . a

(1)
13 = 8 − 4 . 1 = 4,

• a(2)44 ←− a
(1)
44 − 4 . a

(1)
14 = −8 − 4 . 1 = −12,

• b(2)4 ←− b
(1)
4 − 4 . b

(1)
1 = 12 − 4 . 5 = −8.On obtient alors le système linéaire A(2)x = b(2), équivalent au système A(1)x = b(1) :







2 1 1 1

0 0 −4 −4
0 0 −12 0
0 0 4 −12













x1

x2

x3

x4







=







5
−8
−12
−8





Étape 2 : Maintenant le pivot a

(2)
22 est nul ainsi que a

(2)
32 et a

(2)
42 . On 
hoisit a

(2)
23 = −4 6= 0Dib et Ameur 41



Chapitre 2. Résolution des systèmes linéaires
omme pivot de la deuxième étape, on obtient le système linéaire : On ne tou
he plus à la ligne
L
(2)
1 qui a servi déjà 
omme ligne de pivot à l'étape 1, ni à la ligne L(2)

2 servant de ligne de pivotde la deuxième étape. On rempla
e les lignes L(2)
i , i = 3, 4 par

L
(3)
i ←− L

(2)
i − a

(2)
i3

a
(2)
23

. L
(2)
2 .i.e :pour i = 3 : L

(3)
3 ←− L

(2)
3 − a

(2)
33

a
(2)
32

. L
(2)
2 = L

(2)
3 − 3 . L

(2)
2 .Les éléments a(3)3j et b(3)3 deviennent :







• a(3)31 ←− a
(2)
31 − 3 . a

(2)
21 = 0 − 3 . 0 = 0,

• a(3)32 ←− a
(2)
32 − 3 . a

(2)
22 = 0 − 3 . 0 = 0,

• a(3)33 ←− a
(2)
33 − 3 . a

(2)
23 = −12 − 3 . (−4) = 0,

• a(3)34 ←− a
(2)
34 − 3 . a

(2)
24 = 0 − 3 . (−4) = 12,

• b(3)3 ←− b
(2)
3 − 3 . b

(2)
2 = −12 − 3 . (−8) = 12.pour i = 4 : L

(3)
4 ←− L

(2)
4 − a

(2)
43

a
(2)
23

. L
(2)
2 = L

(2)
4 + L

(2)
2 .Les éléments a(3)4j et b(3)4 deviennent :







• a(3)41 ←− a
(2)
41 + a

(2)
21 = 0 + 0 = 0,

• a(3)42 ←− a
(2)
42 + a

(2)
22 = 0 + 0 = 0,

• a(3)43 ←− a
(2)
43 + a

(2)
23 = 4 + (−4) = 0,

• a(3)44 ←− a
(2)
44 + a

(2)
24 = −12 + (−4) = −16,

• b(3)4 ←− b
(2)
4 + b

(2)
2 = −8 + (−8) = −16.Ce qui donne le système linéaire A(3)x = b(3), équivalent au système A(2)x = b(2) :







2 1 1 1
0 0 −4 −4
0 0 0 12
0 0 0 −16













x1

x2

x3

x4







=







5
−8
12
−16





Ce qui donne :







− 16 x4 = −16 ⇐⇒ x4 = 1,

12 x4 = 12 ⇐⇒ x4 = 1,

− 4 x3 − 4 x4 = −8 ⇐⇒ x3 = 1,

2 x1 + x2 + x3 + x4 = 5 ⇐⇒ x1 =
3 − x2

2
.42 Dib et Ameur



2.8. Résolution par la méthode de GaussPar suite, on 
on
lut que le système possède une in�nité de solutionsx =

{








3 − x2

2
x2

1
1








}

=

{








3

2
0
1
1








}

+ x2

{








−1
2
1
0
0








}

où x2 est l'in
onnue auxiliaire ou libre par
ourant indépendamment R. L'ensemble de 
es so-lutions 
onstitue un espa
e ve
toriel de dimension 2 engendré par par les ve
teurs 


3

2
0
1
1








et







−1
2
1
0
0







. C'est aussi le plan d'équation 2x1 + x2 = 3.Dans 
e 
as x1, x3 et x4 sont dites variables essentielles et x2 variable libre (vu qu'on a pasobtenu un pivot dans la deuxième 
olonne asso
iée aux 
oe�
ients de la variable x2 dans lesystème). En d'autres termes, pour toute valeur réelle de x2, la valeur de x1 
al
ulée fournitune solution du système. Par suite, l'ensemble des solutions est :

S =

{








3 − x2

2
x2

1
1








; x2 ∈ R

}

.Dé�nition 2.12. Les in
onnues 
orrespondant à une 
olonne de pivot sont dites in
onuues ouvraiables essentielles. Les autres sont dites in
onnues ou variables libres.Dé�nition 2.13. Nombre de solutions Un système possède zéro, une ou une in�nité desolutions. Dans le 
as d'un système m× n, on a :1 • Soit le système n'admet au
une solution s'il y a une ligne de la forme :
0 x1 + 0 x2 + 0 x3 + . . . + 0 xn−1 + 0 xn = b, ave
 b 6= 0.2 • Soit il admet une solution unique.3 • Soit il admet une in�nité de solutions s'il y a une ligne de la forme :

0 x1 + 0 x2 + 0 x3 + . . . + 0 xn−1 + 0 xn = 0ou s'il y a moins d'équations que d'in
onnues, dans 
e 
as il existe au moins une variablelibre. Le système est dit sous-déterminé et possèdera une in�nité de solutions que l'onpourra expli
iter en fon
tions d'in
onnues libres.Dib et Ameur 43



Chapitre 2. Résolution des systèmes linéairesExemple : On 
her
he à résoudre le système suivant :






x1 + x2 − 2 x3 = 7,
2 x1 + 2 x2 − 4 x3 + 6 x4 = 50,

x1 − x2 − 2 x3 − x4 = −1,
3 x1 + 2 x2 − 6 x3 + x4 = 23.Le système linéaire s'é
rit sous forme matri
ielle A(1)x = b(1) :






1 1 −2 0
2 2 −4 6
1 −1 −2 −1
3 2 −6 1













x1

x2

x3

x4







=







7
50
−1
23





Étape 1 : On 
hoisit a(1)11 = 21 6= 0 pivot de la première étape. La ligne L(1)

1 , servant de lignede pivot, reste in
hangée. On rempla
e la ligne i, i = 2, 3, 4 par
L
(2)
i ←− L

(1)
i − a

(1)
i1

a
(1)
11

. L
(1)
1 , i = 2, 3, 4,i.e :pour i = 2 : L

(2)
2 ←− L

(1)
2 − a

(1)
21

a
(1)
11

. L
(1)
1 = L

(1)
2 − 2 L

(1)
1 .Les éléments a(2)2j et b(2)2 deviennent :







• a(2)21 ←− a
(1)
21 − 2 . a

(1)
11 = 2 − 2 . 1 = 0,

• a(2)22 ←− a
(1)
22 − 2 . a

(1)
12 = 2 − 2 . 1 = 0,

• a(2)23 ←− a
(1)
23 − 2 . a

(1)
13 = −4 − 2 . (−2) = 0,

• a(2)24 ←− a
(1)
24 − 2 . a

(1)
14 = 6 − 2 . 0 = 6,

• b(2)2 ←− b
(1)
2 − 2 . b

(1)
1 = 50 − 2 . 7 = 36.pour i = 3 : L

(2)
3 ←− L

(1)
3 − a

(1)
31

a
(1)
11

. L
(1)
1 = L

(1)
3 − L

(1)
1 .Les éléments a(2)3j et b(2)3 deviennent :







• a(2)31 ←− a
(1)
31 − a

(1)
11 = 1 − 1 = 0,

• a(2)32 ←− a
(1)
32 − a

(1)
12 = −1 − 1 = −2,

• a(2)33 ←− a
(1)
33 − a

(1)
13 = −2 − (−2) = 0,

• a(2)34 ←− a
(1)
34 − a

(1)
14 = −1 − 0 = −1,

• b(2)3 ←− b
(1)
3 − b

(1)
1 = −1 − 7 = −8.44 Dib et Ameur



2.8. Résolution par la méthode de Gauss
pour i = 4 : L

(2)
4 ←− L

(1)
4 − a

(1)
41

a
(1)
11

. L
(1)
1 = L

(1)
4 − 3 . L

(1)
1 .Les éléments a(2)4j et b(2)4 deviennent :







• a(2)41 ←− a
(1)
41 − 3 . a

(1)
11 = 3 − 3 . 1 = 0,

• a(2)42 ←− a
(1)
42 − 3 . a

(1)
12 = 2 − 3 . 1 = −1,

• a(2)43 ←− a
(1)
43 − 3 . a

(1)
13 = −6 − 3 . (−2) = 0,

• a(2)44 ←− a
(1)
44 − 3 . a

(1)
14 = 1 − 3 . 1 = 1,

• b(2)4 ←− b
(1)
4 − 3 . b

(1)
1 = 23 − 3 . 7 = 2.On obtient alors le système linéaire A(2)x = b(2), équivalent au système A(1)x = b(1) :







1 1 −2 0

0 0 0 6
0 −2 0 −1
0 −1 0 1













x1

x2

x3

x4







=







7
36
−8
2





Étape 2 : Maintenant le pivot a(2)22 est nul. On permute les lignes L

(2)
2 et L(2)

3 , on obtient lesystème linéaire :






1 1 −2 0

0 −2 0 −1
0 0 0 6
0 −1 0 1













x1

x2

x3

x4







=







7
−8
36
2





On garde toujours la même notation. Le pivot est maintenant a(2)22 = −2 6= 0. On rempla
e laligne L(2)

4 par
L
(3)
4 ←− L

(2)
4 − a

(2)
42

a
(2)
22

. L
(2)
2 = L

(2)
4 − 1

2
. L

(2)
2 .Les éléments a(3)4j et b(3)4 deviennent :







• a(3)41 ←− a
(2)
41 − 1

2
. a

(2)
21 = 0 − 1

2
. 0 = 0,

• a(3)42 ←− a
(2)
42 − 1

2
. a

(2)
22 = −1 − 1

2
. (−2) = 0,

• a(3)43 ←− a
(2)
43 − 1

2
. a

(2)
23 = 0 − 1

2
. 0 = 0,

• a(3)44 ←− a
(2)
44 − 1

2
. a

(2)
24 = 1 − 1

2
. (−1) =

3

2
,

• b(3)4 ←− b
(2)
4 − 1

2
. b

(2)
2 = 2 − 1

2
. (−8) = 6.Dib et Ameur 45



Chapitre 2. Résolution des systèmes linéairesCe qui donne le système linéaire A(3)x = b(3), équivalent au système A(2)x = b(2) :







1 1 −2 0
0 −2 0 −1
0 0 0 6

0 0 0
3

2














x1

x2

x3

x4







=







7
−8
36
6







Étape 3 : On 
hoisit a(3)33 = 6 6= 0 pivot de la troisième étape et on rempla
e la ligne L(3)
4 par

L
(4)
4 ←− L

(3)
4 − a

(13)
44

a
(3)
34

. L
(3)
3 = L

(3)
4 − 1

4
. L

(3)
3 .Les éléments a(4)4j et b(4)4 deviennent :







• a(4)41 ←− a
(3)
41 − 1

4
. a

(3)
31 = 0 − 1

4
. 0 = 0,

• a(4)42 ←− a
(3)
42 − 1

4
. a

(3)
32 = 0 − 1

4
. 0 = 0,

• a(4)43 ←− a
(3)
43 − 1

4
. a

(3)
33 = 0 − 1

4
. 0 = 0,

• a(4)44 ←− a
(3)
44 − 1

4
. a

(3)
34 =

3

2
− 1

4
. 6 = 0,

• b(4)4 ←− b
(3)
4 − 1

4
. b

(3)
3 = 6 − 1

4
. 36 = −3.Ce qui donne le système linéaire A(4)x = b(4), équivalent au système A(3)x = b(3) :







1 1 −2 0
0 −2 0 −1
0 0 0 6
0 0 0 0













x1

x2

x3

x4







=







7
−8
36
−3





équivalent à







0 x1 + 0 x2 + 0 x3 + x4 = −3,
6 x4 = 36,

− 2 x2 − x4 = −8,
x1 + x2 − 2 x3 = 7.On remarque d'après la première équation que le système S est un système impossible à ré-soudre, par suite

S = {φ}.Exer
i
e 1 : Trouver les trois réels a, b et c tels que ∀x ∈ R\{1, 2, 3},
x2 + x + 2

(x− 1) (x− 2) (x− 3)
=

a

(x− 1)
+

b

(x− 2)
+

c

(x− 3)
.46 Dib et Ameur



2.8. Résolution par la méthode de GaussSolution : On a
a

(x− 1)
+

b

(x− 2)
+

c

(x− 3)
=

x2 (a + b + c) + x (−5 a − 4 b − 3 c) + 6 a + 3 b + 2 c

(x− 1) (x− 2) (x− 3)
,d'où 





a + b + c = 1,
−5 a − 4 b − 3 c = 1,
6 a + 3 b + 2 c = 2.On résout 
e système par la méthode de Gauss et on obtient







a + b + c = 1,
b + 2 c = 6,

− 3 b − 4 c = −4.
≈







a + b + c = 1,
b + 2 c = 6,

2 c = 14.
⇐⇒







a = 2,
b = −8,
c = 7.Par suite, on é
rit :

x2 + x + 2

(x− 1) (x− 2) (x− 3)
=

2

(x− 1)
+

−8
(x− 2)

+
7

(x− 3)
.Exer
i
e 2 : Résoudre dans R, le système non linéaire suivant :







4

x − 2
− 1

y + 2
= 5,

2

x − 2
+

2

y + 2
= 10.Solution : On pose







X =
1

x − 2
, à 
ondition que x 6= 2,

Y =
1

y + 2
, à 
ondition que y 6= −2.Le système s'é
rit alors sous la forme matri
ielle suivante :

{
4 X − Y = 5,
2 X + 2 Y = 10,qu'on résout par la méthode de Gauss :

{

4 X − Y = 5,

2 X + 2 Y = 10,
≈







4 X − Y = 5,

5

2
Y =

15

2
,

⇐⇒







X = 2 ⇐⇒ x =
5

2
6= 2, a

eptable,

Y = 3 ⇐⇒ y =
−5
3
6= −2, a

eptable.Dib et Ameur 47



Chapitre 2. Résolution des systèmes linéairesOn trouve alors :
S =

{





5

2
−5
3






}

.2.9 Dérivées de la méthode de Gauss : Méthodes dire
tesNous présenterons dans 
e paragraphe plusieurs variantes de la méthode de Gauss à qui 
ha
uneson intérêt propre et ses diverses appli
ations.2.9.1 Fa
torisation LULa méthode de fa
torisation LU , appelée aussiméthode dé
omposition LU (Lower Upper),appliquée à une matri
e inversible A 
onsiste à dé
omposer la matri
e en le produit de deuxmatri
es triangulaires l'une inférieure L ave
 des 1 sur la diagonale et l'autre supérieure U tellesque
A = LUAinsi, résoudre le système de départ Ax = b 
onsiste à résoudre le système équivalent suivant :
LUx = bUne fois 
al
ulée les deux matri
es L et U , on résout su

essivement les deux systèmes trian-gulaires {

Ly = b d'in
onnue y
Ux = y d'in
onnue xDé�nition 2.14. Le mineur prin
ipal d'ordre k d'une matri
e A est dé�ni 
omme étantle déterminant des k premières lignes et 
olonnes de la matri
e A.Théorème 2.1. Soit A une matri
e inversible d'ordre n dont les mineurs prin
ipaux sont nonnuls. Alors, il existe une unique matri
e L triangulaire inférieure ave
 des 1 sur la diagonale,et une unique matri
e U triangulaire supérieure telles que

A = LUDe plus,
det(A) =

n∏

i=1

uiiRésolution par la méthode de fa
torisation LUÉtape 1 : On part de
48 Dib et Ameur



2.9. Dérivées de la méthode de Gauss : Méthodes dire
tes
A(1) = A =














a
(1)
11 a

(1)
12 a

(1)
13 . . . a

(1)
1j . . . a

(1)
1n

a
(1)
21 a

(1)
22 a

(1)
23 . . . a

(1)
2j . . . a

(1)
2n

a
(1)
31 a

(1)
32 a

(1)
33 . . . a

(1)
3j . . . a

(1)
3n

. . . . . . . . . . . . . . . .

a
(1)
i1 a

(1)
i2 a

(1)
i3 . . . a

(1)
ij . . . a

(1)
in

. . . . . . . . . . . . . . . .

a
(1)
n1 a

(1)
n2 a

(1)
n3 . . . a

(1)
nj . . . a

(1)
nn














et b(1) = b =
















b
(1)
1

b
(1)
2

b
(1)
3...
b
(1)
i...
b
(1)
n














La première étape 
onsiste à éliminer l'in
onnue x1. Pour 
ela, on 
ommen
e la triangularisationpar inspe
ter la première 
olonne (
orrespondant aux 
oe�
ients de l'in
onnue x1 dans lesystème linéaire) et en supposant le premier pivot a(1)11 non nul, on introduit la matri
e P (1)

P (1) =



















1 0 . . . . . . . . . 0

−p(1)21 1 0 . . . . . . 0

−p(1)31 0 1 0 . . . 0

. . . . . . . .

−p(1)i1 0 0 1 0 0

. . . . . . . .

−p(1)n1 0 . . . . . . . . . 1

















ave


p
(1)
i1 =

a
(1)
i1

a
(1)
11

, ∀1 ≤ i ≤ ndont la matri
e inverse est :
(
P (1)

)−1
=



















1 0 . . . . . . . . . 0

p
(1)
21 1 0 . . . . . . 0

p
(1)
31 0 1 0 . . . 0

. . . . . . . .

p
(1)
i1 0 0 1 0 0

. . . . . . . .

p
(1)
n1 0 . . . . . . . . . 1

















On applique don
 les transformations élémentaires suivantes sur la matri
e A(1)

L
(2)
i ←− L

(1)
i − a

(1)
i1

a
(1)
11

. L
(1)
1 = L

(1)
i − p

(1)
i1 . L

(1)
1 , i = 2, 3, . . . , n.Dib et Ameur 49



Chapitre 2. Résolution des systèmes linéairesOn obtient alors un système linéaire sous la forme A(2)x = b(2), équivalent à A(1)x = b(1), ave

A(2) = P (1)A(1) et b(2) = P (1)b(1)sont les matri
es de la forme :

A(2) =




























a
(1)
11 a

(1)
12 . . . a

(1)
1j . . . a

(1)
1n

0 a
(1)
22 − p

(1)
21 a

(1)
12 . . . a

(1)
2j − p

(1)
21 a

(1)
1j . . . a

(1)
2n − p

(1)
21 a

(1)
1n

0 a
(1)
32 − p

(1)
31 a

(1)
12 . . . a

(1)
3j − p

(1)
31 a

(1)
1j . . . a

(1)
3n − p

(1)
31 a

(1)
1n... ... ... . . . . . .

...
0 a

(1)
i2 − p

(1)
i1 a

(1)
12 . . . a

(1)
ij − p

(1)
i1 a

(1)
1j . . . a

(1)
in − p

(1)
i1 a

(1)
1n... ... ... . . . . . .

...
0 a

(1)
n2 − p

(1)
n1 a

(1)
12 . . . a

(1)
nj − p

(1)
n1 a

(1)
1n . . . a

(1)
nn − p

(1)
n1 a

(1)
1n


























et

b(2) =




























b
(1)
1

b
(1)
2 − p

(1)
21 b

(1)
1

b
(1)
3 − p

(1)
31 b

(1)
1...

b
(1)
i − p

(1)
i1 b

(1)
1...

b
(1)
n − p

(1)
n1 b

(1)
1


























Les 
oe�
ients a(2)ij et b(2)i sont données par les relations suivantes :







a
(1)
1j = a1j , −→ a

(2)
1j = a

(1)
1j , ∀ j = 2, 3, ..., n,

a
(1)
ij = aij , −→ a

(2)
ij = a

(1)
ij − a

(1)
i1

a
(1)
11

. a
(1)
1j , ∀ i, j = 2, 3, ..., n

b
(1)
i = bi, −→ b

(2)
i = b

(1)
i − a

(1)
i1

a
(1)
11

. b
(1)
1 , ∀ i, j = 2, 3, ..., n .50 Dib et Ameur



2.9. Dérivées de la méthode de Gauss : Méthodes dire
tesAprès d'éventuelles permutations de lignes, on suppose que a
(2)
22 6= 0 et on applique le mêmepro
édé à la deuxième 
olonne de la matri
e A(2). C'est 
e pro
essus que nous allons 
ontinuer :Étape k : A l'étape k, on a le système A(K)x = b(K) où la matri
e A(K) et le ve
teur b(K)sont donnés par :







A(k) = P (k−1)A(k−1) = P (k−1)P (k−2)A(k−2) = P (k−1)P (k−2)...P (1)A(1)b(k) = P (k−1)b(k−1) = P (k−1)P (k−2)b(k−2) = P (k−1)P (k−2)...P (1)b(1)La matri
e A(k) est de la forme suivante :
A(k) =





























a
(k)
11 a

(k)
12 . . . a

(k)
1k−1 a

(k)
1k a

(k)
1k+1 . . . a

(k)
1n

0 a
(k)
22 . . . a

(k)
2k−1 a

(k)
2k a

(k)
2k+1 . . . a

(k)
2n

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . a
(k)
k−1k−1 a

(k)
k−1k a

(k)
k−1k+1 . . . a

(k)
k−1n

0 0 . . . 0 a
(k)
kk a

(k)
kk+1 . . . a

(k)
kn

. . . . . . . . . . . .
... ... ... ...

0 0 . . . 0 a
(k)
nk a

(k)
nk+1 . . . a

(k)
nn



























Supposons maintenant que le pivot a(k)kk est non nul et introduisons la matri
e P (k)

P (k) =
































1 0 . . . 0 0 0 . . . 0

0 1 . . . 0 0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1 0 0 . . . 0

0 0 . . . 0 1 0 . . . 0

0 0 . . . 0 −pk+1k 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . .
... ... ... ...

0 0 . . . 0 −pnk 0 . . . 1































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Chapitre 2. Résolution des systèmes linéairesave

p
(k)
ik =

a
(k)
ik

a
(k)
kk

, ∀k ≤ i ≤ nOn obtient alors un système linéaire sous la forme A(k+1)x = b(k+1), équivalent à A(k)x = b(k),ave
 





A(k+1) = P (k)A(k) = P (k)P (k−1)...P (1)A(1)b(k+1) = P (k)b(k) = P (k)P (k−1)...P (1)b(1)La matri
e A(k+1) est de la forme suivante :
A(k+1) =





























a
(k+1)
11 a

(k+1)
12 . . . a

(k+1)
1k−1 a

(k+1)
1k a

(k+1)
1k+1 . . . a

(k+1)
1n

0 a
(k+1)
22 . . . a

(k+1)
2k−1 a

(k+1)
2k a

(k+1)
2k+1 . . . a

(k+1)
2n

. . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . a
(k+1)
k−1k−1 a

(k+1)
k−1k a

(k+1)
k−1k+1 . . . a

(k+1)
k−1n

0 0 . . . 0 a
(k+1)
kk a

(k+1)
kk+1 . . . a

(k+1)
kn

. . . . . . . . . . . .
... ... ... ...

0 0 . . . 0 0 a
(k+1)
nk+1 . . . a

(k+1)
nn



























Étape n− 1 : A l'étape (n−1), on obtient une matri
e A(n) qui est triangulaire supérieure,et le système

A(n)x = b(n)ave







A(n) = P (n−1)A(n−1) = P (n−1)P (n−2)...P (1)A(1) = P (n−1)P (n−2)...P (1)Ab(n) = P (n−1) b(n−1) = P (n−1)P (n−2)...P (1) b(1) = P (n−1)P (n−2)...P (1) bPosons maintenant
U = P (n−1)P (n−2)...P (1)AAlors,

A =

(

P (n−1)P (n−2)...P (1)

)−1

U =
(
P (1)

)−1
...
(
P (n−2)

)−1(
P (n−1)

)−1
UPosons

L =
(
P (1)

)−1
...
(
P (n−2)

)−1(
P (n−1)

)−152 Dib et Ameur



2.9. Dérivées de la méthode de Gauss : Méthodes dire
tesPuisque tous les (P (i)
)−1 sont des matri
es triangulaires inférieures, alors le produit de 
es der-nières l'est aussi et, dans le 
as i
i, possède des 1 sur la diagonale. Nous obtenons pratiquementla dé
omposition LU :

A = LUExemple : On 
onsidère la matri
e
A =





5 −4 1
−4 4 0
1 0 2



1) Fa
toriser la matri
e A par la méthode de Gauss en un produit LU2) Résoudre le système suivant :






5 x1 − 4 x2 + x3 = 2,
−4 x1 + 4 x2 = 0,

x1 + 2 x3 = 3.1) Pour la mise en ÷uvre de la méthode de Fa
torisation LU , nous pro
édons tout d'abordà la triangularisation de la matri
e A en la dé
omposant en le produit de deux matri
estriangulaires l'une inférieure L ave
 des 1 sur la diagonale et l'autre supérieure U tellesque
A = LUOn pose

A(1) =





5 −4 1
−4 4 0
1 0 2



Étape 1 : On 
hoisit a(1)11 = 5 6= 0 pivot de la première étape. La matri
e P (1) s'é
rit :
P (1) =









1 0 0

4

5
1 0

−1
5

0 1







dont la matri
e inverse est :

(
P (1)

)−1
=









1 0 0

−4
5

1 0

1

5
0 1







On obtient alors la matri
e A(2) telle que :

A(2) = P (1)A(1) =










5 −4 1

0
4

5

4

5

0
4

5

9

5








Dib et Ameur 53



Chapitre 2. Résolution des systèmes linéairesÉtape 2 : On 
hoisit a(2)22 =
4

5
6= 0 pivot de la deuxième étape. La matri
e P (2) s'é
rit :
P (2) =







1 0 0

0 1 0

0 −1 1





dont la matri
e inverse est :

(
P (2)

)−1
=







1 0 0

0 1 0

0 1 1





On obtient alors la matri
e A(3) telle que

A(3) = P (2)A(2) = P (2)P (1)A(1) =








5 −4 1

0
4

5

4

5

0 0 1






Nous obtenons la dé
omposition de la matri
e A en le produit des deux matri
es L et Uoù

L =
(
P (1)

)−1(
P (2)

)−1
=









1 0 0

−4
5

1 0

1

5
1 1







et

U = A(3) = P (2)P (1)A =








5 −4 1

0
4

5

4

5

0 0 1






2) On résout le système A(3)x = b(3) par remontée ave
b(3) = P (2)P (1)b =








1

8

5

2














x3 = 1,
4

5
x2 +

4

5
x3 =

8

5
⇐⇒ x2 = 1,

5 x1 − 4 x2 + x3 = 2 ⇐⇒ x1 = 1.

2me méthode : Le système






5 x1 − 4 x2 + x3 = 2,
−4 x1 + 4 x2 = 0,

x1 + 2 x3 = 3.54 Dib et Ameur



2.9. Dérivées de la méthode de Gauss : Méthodes dire
tess'é
rit sous forme matri
ielle Ax = b :




5 −4 1
−4 4 0
1 0 2









x1

x2

x3



 =





2
0
3



équivalent au système LUx = b :








1 0 0

−4
5

1 0

1

5
1 1
















5 −4 1

0
4

5

4

5

0 0 1












x1

x2

x3



 =





2
0
3



On résout le système Ly = b et ensuite le système Ux = y :








1 0 0

−4
5

1 0

1

5
1 1













y1
y2
y3



 =





2
0
3



 =⇒





y1
y2
y3



 =






2
8

5
1




et 






5 −4 1

0
4

5

4

5

0 0 1












x1

x2

x3



 =





y1
y2
y3



 =⇒





x1

x2

x3



 =





1
1
1



On trouve 
omme solution du système linéaire
S =

{



1
1
1





}

.2.9.1.1 Coût et intérêt de la méthode de Fa
torisation LULa méthode de Fa
torisation LU requiert environ 2n2 opérations. Elle est utile lors de la réso-lution à plusieurs fois le même système linéaire Ax = b pour di�érents se
onds membre b. Ainsion e�e
tue simultanément les même opérations élémentaires né
essaires sur tous les se
ondsmembres.Ce
i nous permet don
 de 
on
lure que si n est grand, il est plus plus rapide d'utiliser la méthodede fa
torisation LU qui est d'ordre 2 (θ(n2)), que la méthode de Gauss, qui est d'ordre 3 (θ(n3)).2.9.2 Méthode de CroutLa méthode de Fa
torisation de Crout, aussi appelée méthode d'élimination de Gauss par
olonnes ou a
tive 
olumm , est une autre variante de la méthode de Gauss qui né
essite lemême nombre d'opérations et 
onsiste à pro
éder par substitution en privilégiant l'opérationDib et Ameur 55



Chapitre 2. Résolution des systèmes linéairesde produit s
alaire.Supposons l'existen
e de la dé
omposition
A = LUDéveloppons l'équation pré
édente. Les termes aij sont déterminés en fon
tion des termes lijet uij des matri
es L et Ude la manière suivante :







aij = uij +
∑i−1

k=1 lik.ukj, ∀ i ≤ j ≤ n (1)

aij =
∑j

k=1 lik.ukj, ∀ i > j (2)Résolution par la méthode de Crout En appliquant l'équation (2), on détermine les termes
lij de la matri
e L qui nous serviront à déterminer les termes uij de la matri
e U en appliquantl'équation (1). Les valeurs des lij et uij sont déterminés en fon
tions des aij de la manièresuivante :Ligne 1 : En appliquant l'équation (1) pour i = 1 et 1 ≤ j ≤ n, l'équation (1) donne :

u1j = a1j , ∀1 ≤ j ≤ nSa
hant que L est une matri
e triangulaire ave
 des 1 sur la diagonale et U est une ma-tri
e triangulaire supérieure, on vient de déterminer les termes de la première ligne de 
esdeux matri
es : u1j, ∀1 ≤ j ≤ n et l11 = 1.Ligne 2 : En appliquant l'équation (2) pour i = 2 et j = 1, on a :
a21 = l21.u11 =⇒ l21 =

a21
u11En appliquant l'équation (1) pour i = 2 et 2 ≤ j ≤ n et sa
hant que u1j = a1j , on a :

a2j = u2j + l21.u1j
e
i implique
u2j = a2j − l21.u1j, ∀2 ≤ j ≤ nOn vient de déterminer les termes de la deuxième ligne de 
es deux matri
es : u2j, ∀2 ≤

j ≤ n et l12 sa
hant que u21 = 0 et l22 = 1.Ligne 3 : En appliquant l'équation (2) pour i = 3 et j < i, on a :
a3j =

j
∑

k=1

l3k.ukj =⇒







a31 = l31.u11 =⇒ l31 =
a31
u11

a32 = l31.u12 + l32.u22 =⇒ l32 =
a32 − l31.u12

u2256 Dib et Ameur



2.9. Dérivées de la méthode de Gauss : Méthodes dire
tesEn appliquant l'équation (1) pour i = 3 et 3 ≤ j ≤ n, on a :
a3j = u3j +

2∑

k=1

l3k.ukj
e
i implique
u3j = a3j −

2∑

k=1

l3k.ukj = a3j −
(
l31.u1j + l32.u2j

)
, ∀3 ≤ j ≤ nOn vient de déterminer les termes de la troisième ligne de 
es deux matri
es : u3j, ∀3 ≤

j ≤ n, l31 et l32 sa
hant que u31 = u32 = 0 et l33 = 1.Ligne i : Sa
hant qu'on a déterminé à l'étape pré
édente, les termes de la (i − 1)me lignede 
es deux matri
es : ui−1j, ∀i− 1 ≤ j ≤ n et li−11, ..., li−1i−2 sa
hant que ui−11 = ... =
ui−1i−2 = 0 et li−1i−1 = 1.En appliquant l'équation (2) pour j = 1, ..., i− 1, on a :

aij =

j∑

k=1

lik.ukj =⇒ lij =
aij −

∑j−1
k=1 lik.ukj

ujjEn appliquant l'équation (1) pour i ≤ j, il vient alors
aij = uij +

i−1∑

k=1

lik.ukj
e
i implique
uij = aij −

i−1∑

k=1

lik.ukj, ∀i ≤ j ≤ nAinsi, l'algorithme de Crout devient :






lij =
aij −

∑j−1
k=1 lik.ukj

ujj
, ∀1 ≤ j ≤ i− 1

uij = aij −
∑i−1

k=1 lik.ukj, ∀i ≤ j ≤ nExemple : On 
onsidère la matri
e
A =





5 −4 1
−4 4 0
1 0 2



Fa
toriser la matri
e A par la méthode de CroutDib et Ameur 57



Chapitre 2. Résolution des systèmes linéairesSa
hant que L est une matri
e triangulaire ave
 des 1 sur la diagonale et U est une matri
etriangulaire supérieure, 
her
hons les termes de 
es deux matri
es. En appliquant les deuxformules suivantes :






lij =
aij −

∑j−1
k=1 lik.ukj

ujj

, ∀ i > j (1)

uij = aij −
∑i−1

k=1 lik.ukj, ∀ i ≤ j ≤ n (2)Ligne 1 : Les éléments l1j et u1j , ∀j = 1, ..., 3 deviennent :






• l11 = 1,

• l12 = l13 = 0,

• u11 = a11 = 5,

• u12 = a12 = −4,
• u13 = a13 = 1.Ligne 2 : Les éléments l2j et u2j , ∀j = 1, ..., 3 deviennent :







• l21 =
a21
u11

= −4
5
,

• l22 = 1,

• l23 = 0,

• u21 = 0,

• u22 = a22 − l21.u12 =
4

5
,

• u23 = a23 − l21.u13 =
4

5
.Ligne 3 : Les éléments l3j et u3j , ∀j = 1, ..., 3 deviennent :







• l31 =
a31
u11

=
1

5
,

• l32 =
a32 − l31.u12

u22
= 1,

• l33 = 1,

• u31 = 0,

• u32 = 0,

• u33 = a33 −
(
l31.u13 + l32.u23

)
= 1.Nous obtenons la dé
omposition de la matri
e A en le produit des deux matri
es Let U où

L =









1 0 0

−4
5

1 0

1

5
1 1









et U =








5 −4 1

0
4

5

4

5

0 0 1






58 Dib et Ameur



2.9. Dérivées de la méthode de Gauss : Méthodes dire
tes2.9.3 Méthode de CholeskyThéorème 2.2. Soit A une matri
e symétrique dé�nie positive. Alors il existe une uniquematri
e L triangulaire inférieure à diagonale unité, et une unique matri
e diagonale D à 
oef-�
ients stri
tement positifs, telles que :
A = LDtLThéorème 2.3. Théorème de Cholesky. Soit A une matri
e symétrique dé�nie positived'ordre n. Alors il existe une unique dé
omposition de Cholesky de A sous la forme
A = L tL,où L est une matri
e triangulaire inférieure à 
oe�
ients diagonaux stri
tement positifs.Dé
omposition de la matri
e A : Développons l'équation pré
édente, on a :

aij =
n∑

k=1

lik.ljkSa
hant que lik = 0 si k > i et ljk = 0 si k > j, l'équation pré
édente s'é
rit alors :
aij =

min(i,j)
∑

k=1

lik.ljkA�n de déterminer les termes de la matri
e L qui est une matri
e triangulaire supérieure, lar-ième ligne de l'équation pré
édente implique
arj =

r∑

k=1

lrk.ljk = lrr.ljr +

r∑

k=1

lrk.ljk, ∀r ≤ j ≤ nAinsi pour 1 ≤ r ≤ n , il vient alors
lrr =

√
√
√
√arr −

r−1∑

k=1

l2rket
ljr =

1

lrr

(

arj −
r−1∑

k=1

lrk.ljk

)

, ∀r + 1 ≤ j ≤ nExemple : On 
onsidère la matri
e
A =





5 −4 1
−4 4 0
1 0 2



Dib et Ameur 59



Chapitre 2. Résolution des systèmes linéaires1) Montrer que la matri
e A est une matri
e dé�nie positive2) Fa
toriser la matri
e A par la méthode de Cholesky3) Résoudre le système suivant :






5 x1 − 4 x2 + x3 = 2,
−4 x1 + 4 x2 = 0,

x1 + 2 x3 = 3.1) La matri
e A est une matri
e dé�nie positive si et seulement si la forme quadratique qui luiest asso
iée est dé�nie positive, i.e.
tx A x =

3∑

i=1

3∑

j=1

xi aij xj > 0, ∀x = (x1, x2, x3) > 0Considérons don
 un ve
teur x = (x1, x2, x3), on a
(x1, x2, x3)





5 −4 1
−4 4 0
1 0 2









x1

x2

x3




= 5x2

1 + 4x2
2 + 2x2

3 − 8x1x2 + 2x1x3

= 4(x1 − x2)
2 + (x1 + x3)

2 + x2
3 > 0.2) L'algorithme de Cholesky génère une matri
e L triangulaire inférieure à 
oe�
ients diago-naux stri
tement positifs.Colonne 1 : Les éléments lj1, ∀j = 1, ..., 3 deviennent :







• l11 =
√
a11 =

√
5,

• l21 =
a12
l11

= − 4√
5
,

• l21 =
a13
l11

=
1√
5
.Colonne 2 : Les éléments lj2, ∀j = 1, ..., 3 deviennent :







• l12 = 0,

• l22 =
√

a12 − l221 =
2√
5
,

• l32 =
1

l22

(

a23 − l21.l31

)

=
2
√
5

5
.Colonne 3 : Les éléments lj3, ∀j = 1, ..., 3 deviennent :







• l13 = 0,

• l23 = 0,

• l33 =

√

a33 −
(

l231 + l232

)

= 1.60 Dib et Ameur



2.9. Dérivées de la méthode de Gauss : Méthodes dire
tesNous obtenons la dé
omposition de la matri
e A en le produit des deux matri
es L et tLoù
L =











√
5 0 0

− 4√
5

2√
5

0

1√
5

2
√
5

5
1









3) Après dé
omposition de la matri
e A, la résolution du système Ax = b peut se dé
omposeren la résolution su

essive des deux systèmes :

{

Ly = b d'in
onnue y
tLx = y d'in
onnue xoù 









√
5 0 0

− 4√
5

2√
5

0

1√
5

2
√
5

5
1















y1
y2
y3



 =





2
0
3



 =⇒





y1
y2
y3



 =








2√
5

4
√
5

5
1






et 








√
5 − 4√

5

1√
5

0
2√
5

2
√
5

5

0 0 1














x1

x2

x3



 =





y1
y2
y3



 =⇒





x1

x2

x3



 =





1
1
1



On trouve 
omme solution du système linéaire
S =

{



1
1
1





}

.Il reste à noter que la matri
e L est en quelque sorte une ra
ine 
arrée de A. Dans le 
as oùil n'est pas né
essaire de déterminer la dé
omposition de la matri
e A, il su�t d'adapter lastratégie suivante dite Fa
torisation de Cholesky sans ra
ine 
arrée.Soit la matri
e D telle que dii = lii, ∀i. Les fa
torisations L′D′tL′ et LtL sont liées :
A = L′D′tL′ =

(
LD−1

)
D2
(
D−1 tL

)où L′ est une matri
e triangulaire inférieure unitaire telle que l′ii = 1, ∀i.La ième ligne de la matri
e A donne :
aij =

i∑

k=1

l′ik d
′
kk l

′
jk =

i−1∑

k=1

l′ik d
′
kk l

′
jk + l′ii d

′
ii l

′
ji =

i−1∑

k=1

l′ik d′kk l
′
jk + d′ii l

′
ji, ∀i+ 1 ≤ j ≤ n.Dib et Ameur 61



Chapitre 2. Résolution des systèmes linéairesAinsi pour j = i, on a :
aii =

i−1∑

k=1

l′ik d′kk l
′
ik + l′ii d

′
ii l

′
ii =

i−1∑

k=1

l′ik d′kk l
′
ik + d′iiAinsi, on obtient l'algorithme de Cholesky suivant :







l′ii = 1, ∀1 ≤ i ≤ n

d′ii = aii −
∑i−1

k=1 l
′
ik d

′
kk l

′
ik, ∀1 ≤ i ≤ n

l′ji =
1

d′ii

(

aij −
∑i−1

k=1 l
′
ik d′kk l

′
jk

)

, i+ 1 ≤ j ≤ n.
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Chapitre 3Résolution des systèmeslinéaires-Méthodes itératives
3.1 Prin
ipeSoit A ∈ Mn(R) qu'on supposera inversible et b ∈ Rn. On 
her
he à 
al
uler x ∈ Rn tel que
Ax = b, autrement dit on 
her
he à résoudre le système linéaire

A x = b.Dans 
e 
hapitre, on présentera quelques méthodes itératives à un pas qui 
onsistent à générerune suite de ve
teurs (x(i)
)

i
telle que x(i) = t

(
x
(i)
1 , ..., x

(i)
n

) 
onvergente vers le ve
teur solution xen partant d'un ve
teur initial x(0) = t
(
x
(0)
1 , ..., x

(0)
n

). Les méthodes itératives sont avantageusespar rapport aux méthodes dire
tes lorsque n est assez grand ou que le problème est mal 
ondi-tionné, a�n de minimiser la propagation des erreurs qui reste le problème majeur des 
al
uls�ottants.Les méthodes itératives reposent sur la dé
omposition suivante de la matri
e A qui est supposéeêtre régulière et la matri
e M inversible :
A = M −NAinsi le système linéaire Ax = b peut s'é
rire :

(M −N) x = bqui est équivalent à
Mx = Nx + b ou x = M−1Nx +M−1 bOn se donne un ve
teur initial x(0) et on dé�nit une suite de ve
teurs (x(i)

)

i
telle que elle peutêtre représentée par la relation itérative suivante :

Mx(i+1) = N x(i) + bqui est équivalente à x(i+1) = P x(i) +Q63



Chapitre 3. Résolution des systèmes linéaires-Méthodes itérativesoù
P = M−1N et Q = M−1 bsont indépendants de i.3.2 Convergen
e de la méthode itérativePar 
ontre, la question de la vitesse de 
onvergen
e reste 
ru
iale. Cette question fondamentalea fait l'objet d'une grand intérêt des mathémati
iens au 
ours des années. Pour répondre à
ette question, on 
ite les théorèmes de 
onvergen
e du pro
essus itératif suivant :Théorème 3.1. Théorème de 
onvergen
e. On se donne un ve
teur initial x(0). La suite deve
teurs (x(i))

i
telle que x(i+1) = P x(i) +Q 
onverge vers le ve
teur solution x = (I − P )−1Qquel que soit x(0) si et seulement si

ρ(P ) < 1Proposition 3.1. Condition de 
onvergen
e. Sa
hant que ρ(P ) ≤ ‖P‖ et ρ(P ) < 1. Lasuite de ve
teurs (x(i))
i

onverge vers le ve
teur solution x quel que soit x(0) si et seulement si

‖P‖ < 1La démonstration de 
es théorème et proposition reposent sur le théorème suivant qu'on énon
e :Théorème 3.2. Soit A une matri
e 
arrée. Les 
onditions suivantes sont équivalentes :
• limi→∞Ai = 0,
• limi→∞Aiv = 0, pour tout ve
teur v,
• ρ(A) < 1,
• ‖A‖ < 1 pour au moins une norme matri
ielle subordonnée ‖.‖.De plus, on a :Théorème 3.3. Soit ‖.‖ une norme matri
ielle subordonnée et A une matri
e 
arrée. Alors,on a

lim
i→∞
‖Ai‖1/i = ρ(A)Preuve 3.1. En e�et, dé�nissons le ve
teur asso
ié à la i-ème itératione(i) = x(i) − x = P x(i−1) = P i x(0)La 
onvergen
e de la méthode itérative est assurée si et seulement si
lim
i→∞

e(i) = 0où 0 dénote la matri
e nulle d'ordre n. Autrement dit, pour tout ve
teur initial x(0), on a
lim
i→∞

P i x(0) = 0Ce qui revient à dire :
lim
i→∞

P i = 0Ainsi en appliquant le théorème pré
édent, on tire le théorème de 
onvergen
e.64 Dib et Ameur



3.3. Dé
omposition de la matri
e A3.3 Dé
omposition de la matri
e ALes méthodes itératives sont déduites de la dé
omposition suivante de la matri
e A
A = M −Nde telle façon que la matri
e M soit inversible et véri�e la 
ondition de 
onvergen
e suivante

ρ(M−1N) < 1 ou d'une manière équivalente ‖M−1N‖< 1.On dé�nit les matri
es suivantes D, L et U telles que :
• D est une matri
e diagonale, i.e.

dii = aii, ∀1 ≤ i ≤ n

• L est une matri
e triangulaire inférieure à diagonale nulle, i.e.
lij = −aij , ∀1 ≤ j < i et lij = 0, ∀i ≤ j

• U est une matri
e triangulaire supérieure à diagonale nulle, i.e.
uij = −aij , ∀i < j et uij = 0, ∀1 ≤ j ≤ iOn a alors la relation suivante :

A = D − L− Uet on présente les types de dé
omposition suivants :
• Méthode de Ja
obi

M = D et N = L+ Uet la matri
e PJ sera
PJ = D−1 (L+ U)

• Méthode de Gauss-Seidel
M = D − L et N = Uet la matri
e PG sera

PG = (D − L)−1 U

• Méthode de Relaxation
M =

D

w
− L et N =

1− w

w
D + Uet la matri
e PR sera

PR =

(
D

w
− L

)−1 (
1− w

w
D + U

)

Dib et Ameur 65



Chapitre 3. Résolution des systèmes linéaires-Méthodes itératives3.4 Méthode de Ja
obiSelon la méthode de Ja
obi qui est due au mathémati
ien allemandKarl Ja
obi, on dé
omposela matri
e A de la façon suivante :
M = D et N = L+ ULe système Ax = b s'é
rit alors :

(D − (L+ U))x = b =⇒ Dx = (L+ U)x + bAinsi, la méthode itérative de Ja
obi devient :
D x(i+1) = (L+ U) x(i) + béquivalente àx(i+1) = D−1(L+ U) x(i) +D−1 b =

(
I −D−1A

) x(i) +D−1 b (3.1)En supposant que les pivots aii 6= 0, (3.1) s'é
rit sous forme matri
ielle :



























x
(i+1)
1

x
(i+1)
2

x
(i+1)
3 ...

x
(i+1)
j ...

x
(i+1)
n




























=
























0 −a12
a11

−a13
a11

. . . −a1j
a11

. . . −a1n
a11

−a21
a22

0 −a23
a22

. . . −a2j
a22

. . . −a2n
a22

−a31
a33

−a32
a33

0 . . . −a3j
a33

. . . −a3n
a33

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−aj1
ajj

−aj2
ajj

−aj3
ajj

. . . 0 . . . −ajn
ajj

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−an1
ann

−an2
ann

−an3
ann

. . . −anj
ann

. . . 0













































x
(i)
1

x
(i)
2

x
(i)
3...

x
(i)
j...

x
(i)
n






















+




























b1
a11
b2
a22
b3
a33...
bj
aii...
bn
ann


























équivalent à la forme développée suivante :







x
(i+1)
1 =

(

b1 − a12 x
(i)
2 − a13 x

(i)
3 − . . . − a1n x

(i)
n

)
/
a11,

x
(i+1)
2 =

(

b2 − a21 x
(i)
1 − a23 x

(i)
3 − . . . − a2n x

(i)
n

)
/
a22,

. . . . . . . . . . . .

x
(i+1)
n =

(

bn − an1 x
(i)
1 − an2 x

(i)
2 − . . . − ann−1 x

(i)
n−1

)
/
ann.Les itérations pré
édentes dont du type x(i+1) = F (x(i)) où F est une fon
tion linéaire indé-pendante de i.66 Dib et Ameur



3.4. Méthode de Ja
obi3.4.1 Convergen
e et 
ritère d'arrêt de la méthode de Ja
obiThéorème 3.4. Condition su�sante. La méthode de Ja
obi 
onverge quel que soit le ve
teurinitial x(0) pour les systèmes linéaires Ax = b dont la matri
e A est à diagonale fortementdominante. Ce
i se traduit par la 
ondition suivante :
∑

j=1,i 6=j

|aij| < |aii| ∀i = 1, 2, ..., nPreuve 3.2. En appliquant le théorème 3.1, la 
onvergen
e de la méthode Ja
obi est assurée siet seulement si ρ(PJ) < 1 ou la 
ondition équivalente ‖PJ‖1< 1. Ce
i se traduit par
n∑

j=1

|pij|< 1ou en
ore
n∑

j=1

|lij + uij|< |dii|, ∀i = 1, 2, ..., nThéorème 3.5. Test d'arrêt. Un 
ritère est d'arrêter les itérations quand on utilise l'erreurrelative sur le ve
teur résidu r(i) = b−Ax(i), 
e qui donne pour une pré
ision donnée ε :
‖r(i)‖
‖b‖ < εAinsi, l'algorithme de Ja
obi devient :







Etant donnés A, b, x(0), imax et ε, ∀i = 1, 2, ..., imax

r
(i)
j = bj −

∑n
k=1 ajk x

(i)
k , ∀j = 1, 2, ..., n

x
(i+1)
j =

(

bj −
∑n

k=1 ajk x
(i)
k

)

/ajj, ∀j = 1, 2, ..., narrêter si :
‖r(i)‖
‖b‖ < εExemple : On 
onsidère le système linéaire suivant :







5 x1 − 4 x2 + x3 = 2,
−4 x1 + 4 x2 = 0,

x1 + 2 x3 = 3.1) Donner la matri
e de la méthode de Ja
obi et expli
iter sous forme matri
ielle l'algorithmede 
ette méthode.2) Donner la solution du système en partant du ve
teur initial x0 = t(0.9, 0.9, 0.9).Dib et Ameur 67



Chapitre 3. Résolution des systèmes linéaires-Méthodes itératives1) On dé
ompose la matri
e A de la façon suivante :
A = D − (L+ U)où

D =





5 0 0
0 4 0
0 0 2



 L =





0 0 0
4 0 0
−1 0 0



 U =





0 4 −1
0 0 0
0 0 0



La matri
e de Ja
obi est donnée par :
D−1(L+ U) =

(
I −D−1A

)
=








0
4

5
−1
5

1 0 0

−1
2

0 0






L'algorithme de Ja
obi s'é
rit sous la forme matri
ielle suivante :










x
(i+1)
1

x
(i+1)
2

x
(i+1)
3










=









0
4

5
−1
5

1 0 0

−1
2

0 0


















x
(i)
1

x
(i)
2

x
(i)
3










+









2

5

0

3

2







équivalent à la forme développée suivante :







x
(i+1)
1 =

4

5
x
(i)
2 − 1

5
x
(i)
3 +

2

5

x
(i+1)
2 = x

(i)
1

x
(i+1)
3 = −1

2
x
(i)
1 +

3

22) La solution du système linéaire par la méthode de Ja
obi est :
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3.4. Méthode de Ja
obin xn
1 xn

2 xn
3 n xn

1 xn
2 xn

31 0.9400000 0.9000000 1.050000 2 0.9100000 0.9400000 1.0300003 0.9460001 0.9100000 1.045000 4 0.9190000 0.9460001 1.0270005 0.9514002 0.9190000 1.040500 6 0.9271001 0.9514002 1.0243007 0.9562602 0.9271001 1.036450 8 0.9343901 0.9562602 1.0218709 0.9606342 0.9343901 1.032805 10 0.9409511 0.9606342 1.01968311 0.9645709 0.9409511 1.029524 12 0.9468560 0.9645709 1.01771513 0.9681138 0.9468560 1.026572 14 0.9521704 0.9681138 1.01594315 0.9713024 0.9521704 1.023915 16 0.9569534 0.9713024 1.01434917 0.9741722 0.9569534 1.021523 18 0.9612581 0.9741722 1.01291419 0.9767551 0.9612581 1.019371 20 0.9651323 0.9767551 1.01162221 0.9790796 0.9651323 1.017434 22 0.9686191 0.9790796 1.01046023 0.9811716 0.9686191 1.015690 24 0.9717572 0.9811716 1.00941425 0.9830545 0.9717572 1.014121 26 0.9745814 0.9830545 1.00847327 0.9847491 0.9745814 1.012709 28 0.9771234 0.9847491 1.00762529 0.9862742 0.9771234 1.011438 30 0.9794110 0.9862742 1.00686331 0.9876469 0.9794110 1.010294 32 0.9814699 0.9876469 1.00617733 0.9888822 0.9814699 1.009265 34 0.9833229 0.9888822 1.00555935 0.9899939 0.9833229 1.008339 36 0.9849905 0.9899939 1.00500337 0.9909946 0.9849905 1.007505 38 0.9864915 0.9909946 1.00450339 0.9918951 0.9864915 1.006754 40 0.9878424 0.9918951 1.00405241 0.9927056 0.9878424 1.006079 42 0.9890581 0.9927056 1.00364743 0.9934351 0.9890581 1.005471 44 0.9901523 0.9934351 1.00328245 0.9940916 0.9901523 1.004924 46 0.9911371 0.9940916 1.00295447 0.9946824 0.9911371 1.004431 48 0.9920234 0.9946824 1.00265949 0.9952142 0.9920234 1.003988 50 0.9928211 0.9952142 1.00239351 0.9956928 0.9928211 1.003589 52 0.9935390 0.9956928 1.00215453 0.9961236 0.9935390 1.003230 54 0.9941851 0.9961236 1.00193855 0.9965112 0.9941851 1.002907 56 0.9947667 0.9965112 1.00174457 0.9968601 0.9947667 1.002617 58 0.9952900 0.9968601 1.00157059 0.9971742 0.9952900 1.002355 60 0.9957610 0.9971742 1.00141361 0.9974568 0.9957610 1.002120 62 0.9961849 0.9974568 1.00127263 0.9977112 0.9961849 1.001908 64 0.9965664 0.9977112 1.00114465 0.9979401 0.9965664 1.001717 66 0.9969097 0.9979401 1.00103067 0.9981461 0.9969097 1.001545 68 0.9972187 0.9981461 1.00092769 0.9983315 0.9972187 1.001391 70 0.9974968 0.9983315 1.00083471 0.9984984 0.9974968 1.001252 72 0.9977471 0.9984984 1.00075173 0.9986486 0.9977471 1.001126 74 0.9979724 0.9986486 1.00067675 0.9987838 0.9979724 1.001014 76 0.9981752 0.9987838 1.00060877 0.9989054 0.9981752 1.000912 78 0.9983577 0.9989054 1.00054779 0.9990149 0.9983577 1.000821 80 0.9985220 0.9990149 1.00049381 0.9991134 0.9985220 1.000739 82 0.9986698 0.9991134 1.00044383 0.9992021 0.9986698 1.000665 84 0.9988028 0.9992021 1.00039985 0.9992819 0.9988028 1.000599 86 0.9989226 0.9992819 1.00035987 0.9993538 0.9989226 1.000539 88 0.9990303 0.9993538 1.000323Table 3.1 � Ve
teurs solutions obtenus par la méthode de Ja
obiDib et Ameur 69



Chapitre 3. Résolution des systèmes linéaires-Méthodes itérativesn xn
1 xn

2 xn
3 n xn

1 xn
2 xn

389 0.9994184 0.9990303 1.000485 90 0.9991273 0.9994184 1.00029191 0.9994766 0.9991273 1.000436 92 0.9992146 0.9994766 1.00026293 0.9995289 0.9992146 1.000393 94 0.9992931 0.9995289 1.00023695 0.9995761 0.9992931 1.000353 96 0.9993638 0.9995761 1.00021297 0.9996185 0.9993638 1.000318 98 0.9994276 0.9996185 1.00019199 0.9996567 0.9994276 1.000286 100 0.9994848 0.9996567 1.000172101 0.9996911 0.9994848 1.000258 102 0.9995363 0.9996911 1.000154103 0.9997220 0.9995363 1.000232 104 0.9995827 0.9997220 1.000139105 0.9997498 0.9995827 1.000209 106 0.9996244 0.9997498 1.000125107 0.9997749 0.9996244 1.000188 108 0.9996620 0.9997749 1.000113109 0.9997974 0.9996620 1.000169 110 0.9996958 0.9997974 1.000101111 0.9998177 0.9996958 1.000152 112 0.9997262 0.9998177 1.000091113 0.9998359 0.9997262 1.000137 114 0.9997536 0.9998359 1.000082115 0.9998524 0.9997536 1.000123 116 0.9997782 0.9998524 1.000074117 0.9998671 0.9997782 1.000111 118 0.9998004 0.9998671 1.000066119 0.9998804 0.9998004 1.000100 120 0.9998204 0.9998804 1.000060121 0.9998924 0.9998204 1.000090 122 0.9998383 0.9998924 1.000054123 0.9999031 0.9998383 1.000081 124 0.9998546 0.9999031 1.000048125 0.9999127 0.9998546 1.000073 126 0.9998692 0.9999127 1.000044127 0.9999214 0.9998692 1.000065 128 0.9998823 0.9999214 1.000039131 0.9999365 0.9998941 1.000053 132 0.9999047 0.9999365 1.000032133 0.9999428 0.9999047 1.000048 134 0.9999142 0.9999428 1.000029135 0.9999486 0.9999142 1.000043 136 0.9999228 0.9999486 1.000026137 0.9999537 0.9999228 1.000039 138 0.9999306 0.9999537 1.000023139 0.9999583 0.9999306 1.000035 140 0.9999375 0.9999583 1.000021141 0.9999625 0.9999375 1.000031 142 0.9999439 0.9999625 1.000019143 0.9999663 0.9999439 1.000028 144 0.9999495 0.9999663 1.000017145 0.9999696 0.9999495 1.000025 146 0.9999546 0.9999696 1.000015147 0.9999727 0.9999546 1.000023 148 0.9999592 0.9999727 1.000014149 0.9999755 0.9999592 1.000020 150 0.9999633 0.9999755 1.000012151 0.9999779 0.9999633 1.000018 152 0.9999669 0.9999779 1.000011153 0.9999802 0.9999669 1.000017 154 0.9999703 0.9999802 1.000010155 0.9999822 0.9999703 1.000015 156 0.9999732 0.9999822 1.000009157 0.9999841 0.9999732 1.000013 158 0.9999759 0.9999841 1.000008159 0.9999857 0.9999759 1.000012 160 0.9999783 0.9999857 1.000007161 0.9999872 0.9999783 1.000011 162 0.9999804 0.9999872 1.000006163 0.9999885 0.9999804 1.000010 164 0.9999825 0.9999885 1.000006165 0.9999897 0.9999825 1.000009 166 0.9999842 0.9999897 1.000005167 0.9999908 0.9999842 1.000008 168 0.9999858 0.9999908 1.000005169 0.9999918 0.9999858 1.000007 170 0.9999873 0.9999918 1.000004171 0.9999927 0.9999873 1.000006 172 0.9999887 0.9999927 1.000004173 0.9999934 0.9999887 1.000006 174 0.9999899 0.9999934 1.000003175 0.9999942 0.9999899 1.000005 176 0.9999909 0.9999942 1.000003177 0.9999948 0.9999909 1.000005Table 3.2 � Ve
teurs solutions obtenus par la méthode de Ja
obi70 Dib et Ameur



3.5. Méthode de Gauss-SeidelPar suite, on en 
on
lut que le ve
teur solution obtenu ave
 un 
ritère d'arrêt d'ordre
10−6 est : 



x1

x2

x3



 =





0.9999948
0.9999909
1.0000050



Sa
hant qu'à partir de n = 224, l'algorithme de la méthode de Ja
obi 
onverge vers leve
teur solution stable : 



x1

x2

x3



 =





0.9999996
0.9999996
1.0000000



3.5 Méthode de Gauss-SeidelOn dé
ompose la matri
e A de la façon suivante :
M = D − L et N = ULe système Ax = b s'é
rit alors :

((D − L)− U) x = b =⇒ (D − L) x = Ux + bAinsi, la méthode itérative de Ja
obi devient :
(D − L) x(i+1) = U x(i) + béquivalente à x(i+1) = (D − L)−1U x(i) + (D − L)−1 b (3.2)Puisque l'inverse de la matri
e D−L peut avérer être 
ompliquée à 
al
uler, on é
rit le système(3.2) de la manière suivante :x(i+1) = D−1L x(i+1) +D−1U x(i) +D−1 b (3.3)En supposant que les pivots aii 6= 0, (3.3) s'é
rit sous forme matri
ielle :














x
(i+1)
1

x
(i+1)
2

x
(i+1)
3 ...

x
(i+1)
n














=

















0 0 0 . . . 0

−a21
a22

0 0 . . . 0

−a31
a33

−a32
a33

0 . . . 0... ... . . . . . .
−an1
ann

−an2
ann

. . . 0






























x
(i+1)
1

x
(i+1)
2

x
(i+1)
3 ...

x
(i+1)
n













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Chapitre 3. Résolution des systèmes linéaires-Méthodes itératives
+

















0 −a12
a11

−a13
a11

. . . −a1n
a11

0 0 −a23
a22

. . . −a2n
a22

0 0 0 . . . −a3n
a33... ... . . . . . .

0 0 0 . . . 0






























x
(i)
1

x
(i)
2

x
(i)
3...

x
(i)
n














+
















b1
a11
b2
a22
b3
a33...
bn
ann














équivalente à la forme développée de la ré
urren
e ve
torielle suivante :







x
(i+1)
1 =

(

b1 − a12 x
(i)
2 − a13 x

(i)
3 − . . . − a1n x

(i)
n

)
/
a11,

x
(i+1)
2 =

(

b2 − a21 x
(i+1)
1 − a23 x

(i)
3 − . . . − a2n x

(i)
n

)
/
a22,

. . . . . . . . . . . . .

x
(i+1)
n =

(

bn − an1 x
(i+1)
1 − an2 x

(i+1)
2 − . . . − ann−1 x

(i+1)
n−1

)
/
ann.3.5.1 Convergen
e de la méthode de Gauss-SeidelThéorème 3.6. Condition su�sante. La méthode de Gauss-Seidel 
onverge quel que soitle ve
teur initial x(0) pour les systèmes linéaires Ax = b dont la matri
e A est à diagonalefortement dominante. Ce
i se traduit par la 
ondition suivante :

∑

j=1,i 6=j

|aij| < |aii| ∀i = 1, 2, ..., nAinsi, l'algorithme de Gauss-Seidel devient :






Etant donnés A, b, x(0), imax, ε1 et ε2, ∀i = 1, 2, ..., imax

x
(i+1)
j =

(

bj −
∑j−1

k=1 ajk x
(i+1)
k − ∑n

k=j+1 ajk x
(i+1)
k

)

/ajj, ∀j = 1, 2, ..., narrêter si : |x(i+1)
j − x

(i)
j | < ε1 ou bien si |x(i+1)

j − x
(i)
j |

|x(i+1)
j |

< ε2Exemple : On 
onsidère le système linéaire suivant :






5 x1 − 4 x2 + x3 = 2,
−4 x1 + 4 x2 = 0,

x1 + 2 x3 = 3.72 Dib et Ameur



3.5. Méthode de Gauss-Seidel1) Donner la matri
e de la méthode de Ja
obi et expli
iter sous forme matri
ielle l'algorithmede 
ette méthode.2) Donner la solution du système en partant du ve
teur initial x0 = t(0.9, 0.9, 0.9).1) La matri
e de Gauss-Seidel est donnée par :
D−1L =






0 0 0
1 0 0

−1
2

0 0




L'algorithme de Ja
obi s'é
rit sous la forme matri
ielle suivante :










x
(i+1)
1

x
(i+1)
2

x
(i+1)
3










=








0 0 0

1 0 0

−1
2

0 0

















x
(i+1)
1

x
(i+1)
2

x
(i+1)
3










+








0
4

5
−1
5

0 0 0

0 0 0

















x
(i)
1

x
(i)
2

x
(i)
3










+









2

5

0

3

2







équivalent à la forme développée suivante :







x
(i+1)
1 =

4

5
x
(i)
2 − 1

5
x
(i)
3 +

2

5

x
(i+1)
2 = x

(i+1)
1

x
(i+1)
3 = −1

2
x
(i+1)
1 +

3

22) La solution du système linéaire par la méthode de Gauss-Seidel est :
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Chapitre 3. Résolution des systèmes linéaires-Méthodes itérativesn xn
1 xn

2 xn
3 n xn

1 xn
2 xn

30 0.9 0.9 0.9 33 0.9979401 0.9979401 1.0010301 0.9400000 0.9400000 1.030000 34 0.9981461 0.9981461 1.0009272 0.9460001 0.9460001 1.027000 35 0.9983315 0.9983315 1.0008343 0.9514002 0.9514002 1.024300 36 0.9984984 0.9984984 1.0007514 0.9562602 0.9562602 1.021870 37 0.9986486 0.9986486 1.0006765 0.9606342 0.9606342 1.019683 38 0.9987838 0.9987838 1.0006086 0.9645709 0.9645709 1.017715 39 0.9989054 0.9989054 1.0005477 0.9681138 0.9681138 1.015943 40 0.9990149 0.9990149 1.0004938 0.9713024 0.9713024 1.014349 41 0.9991134 0.9991134 1.0004439 0.9741722 0.9741722 1.012914 42 0.9992021 0.9992021 1.00039910 0.9767551 0.9767551 1.011622 43 0.9992819 0.9992819 1.00035911 0.9790796 0.9790796 1.010460 44 0.9993538 0.9993538 1.00032312 0.9811716 0.9811716 1.009414 45 0.9994184 0.9994184 1.00029113 0.9830545 0.9830545 1.008473 46 0.9994766 0.9994766 1.00026214 0.9847491 0.9847491 1.007625 47 0.9995289 0.9995289 1.00023615 0.9862742 0.9862742 1.006863 48 0.9995761 0.9995761 1.00021216 0.9876469 0.9876469 1.006177 49 0.9996185 0.9996185 1.00019117 0.9888822 0.9888822 1.005559 50 0.9996567 0.9996567 1.00017218 0.9899939 0.9899939 1.005003 51 0.9996911 0.9996911 1.00015419 0.9909946 0.9909946 1.004503 52 0.9997220 0.9997220 1.00013920 0.9918951 0.9918951 1.004052 53 0.9997498 0.9997498 1.00012521 0.9927056 0.9927056 1.003647 54 0.9997749 0.9997749 1.00011322 0.9934351 0.9934351 1.003282 55 0.9997974 0.9997974 1.00010123 0.9940916 0.9940916 1.002954 56 0.9998177 0.9998177 1.00009124 0.9946824 0.9946824 1.002659 57 0.9998359 0.9998359 1.00008225 0.9952142 0.9952142 1.002393 58 0.9998524 0.9998524 1.00007426 0.9956928 0.9956928 1.002154 59 0.9998671 0.9998671 1.00006627 0.9961236 0.9961236 1.001938 60 0.9998804 0.9998804 1.00006028 0.9965112 0.9965112 1.001744 61 0.9998924 0.9998924 1.00005429 0.9968601 0.9968601 1.001570 62 0.9999031 0.9999031 1.00004830 0.9971742 0.9971742 1.001413 63 0.9999127 0.9999127 1.00004431 0.9974568 0.9974568 1.001272 64 0.9999214 0.9999214 1.00003932 0.9977112 0.9977112 1.001144 65 0.9999294 0.9999294 1.000035Table 3.3 � Ve
teurs solutions obtenus par la méthode de Gauss-SeidelPar suite, on en 
on
lut que le ve
teur solution obtenu ave
 un 
ritère d'arrêt d'ordre
10−6 est : 



x1

x2

x3



 =





0.9999294
0.9999294
1.0000350




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3.5. Méthode de Gauss-SeidelSa
hant qu'à partir de n = 108, l'algorithme de la méthode de Gauss-Seidel 
onverge versle ve
teur solution stable :




x1

x2

x3



 =





0.9999996
0.9999996
1.0000000




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Chapitre 4Interpolation polynomialeDans 
e 
hapitre, on s'intéresse à appro
her une fon
tion f , 
onnue par ses valeurs en
ertains points, par une fon
tion plus simple le plus souvent par un polyn�me. Nous verronsdans 
e 
ontexte, l'interpolation polynomiale, par la méthode de Lagrange ou la méthodede Newton, qui 
onsiste à re
her
her un polyn�me qui passe exa
tement par les points donnés,et l'approximation au sens des moindres 
arrés ou on 
her
he à appro
her au mieux lafon
tion.Considérons le relevé expérimental de la pression atmosphérique en fon
tion de l'altitude au-dessus du sol. On a mesuré l'altitude (en mètres) et la pression atmosphérique (en hPa) de 10di�érentes altitudes et on reporte les résultats dans le tableau suivant en prenant l'altitude enabs
isse et la pression en ordonnée, 
omme 
i-dessousAltitude Pression atmosphérique Altitude Pression atmosphériqueen m en hPa en m en hPa0 1 013.25 4 000 616.45500 954.61 5 000 540.251 000 898.76 6 000 471.871 500 854.58 7 000 410.662 000 794.98 8 000 356.062 500 746.86 9 000 307.483 000 701.12 10 000 264.423 500 657.68 11 000 226.37Table 4.1 � Relevé expérimental de la "variation de la pression atmosphérique en fon
tion del'altitude"A des altitudes dis
rètes, notées ti, on mesure les pressions Pi. Sa
hant que P = f(t), il fautpouvoir 
omparer les Pi à f(ti). Ainsi l'approximation de f par un polyn�me, qui reste la fon
tionla plus simples que l'on puisse 
onstruire, s'impose naturellement. Parmi les méthodes les plus
ourantes, on 
ite 
elle de Lagrange et 
elle de Newton. Plus tard, on présentera une autreappro
he d'approximation, 
elle de la méthode d'approximation au sens de moindres 
arrés
77



Chapitre 4. Interpolation polynomiale4.1 Prin
ipe de l'interpolation polynomialeÉtant donné un ensemble de (n+1) points expérimentaux (ti; f(ti)), l'interpolation polynomiale
onsiste à appro
her le nuage de points (ti; f(ti)) par un polyn�me pn de degré n. Le polyn�me
pn a la parti
ularité de passer par tous les points donnés et permet également d'estimer lavaleur de la fon
tion f en une valeur de t 6∈ (ti){i=1,...,n+1}.Le polyn�me pn est le polyn�me d'interpolation de la fon
tion f en t0, t1, ...tn+1. Il estde la forme suivante :

pn(t) = a0 + a1 t+ a2 t
2 + ...+ an−1 t

n−1 + an tnLe polyn�me pn est exprimé dans la base 
anonique {1, t, t2, ..., tn}.Dès lors, il est naturel de 
onsidérer la question suivante : se donner des 
ritères d'exis-ten
e et d'uni
ité pour le polyn�me pn.Du fait que le polyn�me pn passe par les (n+ 1 points (ti; f(ti)) donnés, on a :
pn(ti) = f(ti), ∀i ∈ {1, ..., n+ 1}Par suite, les 
oe�
ients a0, a1,...,an véri�ent le système linéaire suivant à (n+ 1) équations et

(n+ 1) in
onnues :
f(ti) =

n∑

j=0

ajt
j
i , ∀i ∈ {1, ..., n+ 1}.ou sous forme développée :







a0 + a1 t1 + a2 t
2
1 + . . . + an tn1 = f(t1),

a0 + a1 t2 + a2 t
2
2 + . . . + an tn2 = f(t2),

a0 + a1 t3 + a2 t
2
3 + . . . + an tn3 = f(t3),

. . . . . . . . . . . .
a0 + a1 tn + a2 t

2
n + . . . + an tnn = f(tn),

a0 + a1 tn+1 + a2 t
2
n+1 + . . . + an tnn+1 = f(tn+1).Ce système est dit de 'Cramer '. En notation matri
ielle, on le note :











1 t1 t21 . . . tn1
1 t2 t22 . . . tn2
1 t3 t23 . . . tn3

. . . . . .
1 tn t2n . . . tnn
1 tn+1 t2n+1 . . . tnn+1






















a0
a1
a2...
an−1

an












=












f(t1)
f(t2)
f(t3)...
f(tn)
f(tn+1)










C'est un système linéaire de déterminant :

∆ =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 t1 t21 . . . tn1
1 t2 t22 . . . tn2
1 t3 t23 . . . tn3
.............
1 tn t2n . . . tnn
1 tn+1 t2n+1 . . . tnn+1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=
∏

1≤i<j≤n+1

(ti − tj).
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4.2. Polyn�me d'interpolation de LagrangeLe déterminant de la matri
e de 
ette équation est appelée déterminant de Vandermonde.On a :Théorème 4.1. Le système de Cramer admet une solution unique si et seulement si les réels
(ti)

n+1
i=1 sont distin
ts deux à deux (∆ 6= 0).Théorème 4.2. Il existe un seul polyn�me pn de degré n interpolant une série de (n+1) pointsdonnés tels que ti 6= tj si i 6= j.Preuve 4.1. L'uni
ité résulte aussi du fait que s'il existe deux polyn�mes P et R de degré net 
oïn
idant en (n + 1) points tels que :

P (ti) = f(ti) et Q(ti) = f(ti), ∀i ∈ {1, 2, ..., n+ 1},alors on a :
R(ti) = P (ti) − Q(ti) = 0, ∀i ∈ {1, 2, ..., n+ 1}.Le polyn�me Rn dont le degré est au plus n, a don
 (n + 1) zéros distin
ts deux à deux. Ilest don
 identiquement nul. La matri
e est une matri
e du type matri
e de Vandermonde. Sondéterminant est non nul, 
e qui prouve le théorème d'unisolvan
e.Remarque 4.1. On peut en revan
he trouver à l'aide de la méthode des moindres 
arrés unein�nité de polyn�mes de degré inférieur à n appro
hant le nuage des (n+ 1) points.4.2 Polyn�me d'interpolation de LagrangeLa te
hnique d'interpolation polynomiale de Lagrange, du nom de Joseph-Louis Lagrange,a été dé
ouverte par Edward Waring en 1779 et plus tard par Leonhard Euler en 1783. Lepolyn�me p est exprimé dans la base de Lagrange.Dé�nition 4.1. On appelle base de Lagrange relative aux points ti les polyn�mes Li,

i ∈ {1, 2, ..., n+ 1} :
Li(t) =

n+1∏

j=1,j 6=i

t− tj
ti − tj

=
(t− t1) ... (t− ti−1) (t− ti+1) ... (t− tn+1)

(ti − t1) ... (ti − ti−1) (ti − ti+1) ... (ti − tn+1)Le polyn�me Li(t) est le polyn�me de Lagrange asso
ié au point (ti, f(ti)) et est de degré n. De
e fait, on en déduit immédiatement le résultat suivant :
Li(tj) = δi,j, 1 ≤ i, j ≤ n + 1, 
-à-d Li(ti) = 1 et Li(tj) = 0, i 6= jIl vient alors :Proposition 4.1. Le polyn�me qui interpole les (n+ 1) valeurs f(ti) aux points ti s'é
rit :

pn(t) =

n+1∑

i=1

f(ti) Li(t)Dib et Ameur 79



Chapitre 4. Interpolation polynomialeLe polyn�me pn(t) s'appelle le polyn�me d'interpolation de Lagrange qui s'exprime sous formed'une 
ombinaison linéaire des (n+ 1) polyn�mes Li(t). En outre, pn(t) est l'unique polyn�mede degré au plus n véri�ant
pn(ti) = f(ti), ∀i ∈ {1, 2, ..., n+ 1}.Exemple : Construire le polyn�me d'interpolation de Lagrange asso
ié aux points (0,−2),

(1,−1), (3, 3), (4, 5). En déduire une approximation de f(0.5), f ′(0.5) et ∫ 4

0
f(t) dt .Dans 
e 
as, on a 4 points et on 
her
he par suite un polyn�me de degré inférieur ou égal à 3de la forme :

p3(t) =

4∑

i=1

f(ti) Li(t)ave

L1(t) =

(t− t2) (t− t3) (t− t4)

(t1 − t2) (t1 − t3) (t1 − t4)
=

(t− 1) (t− 3) (t− 4)

(0− 1) (0− 3) (0− 4)
=

t3 − 8t2 + 19t− 12

−12 ,

L2(t) =
(t− t1) (t− t3) (t− t4)

(t2 − t1) (t2 − t3) (t2 − t4)
=

(t− 0) (t− 3) (t− 4)

(1− 0) (1− 3) (1− 4)
=

t3 − 7t2 + 12t

6
,

L3(t) =
(t− t1) (t− t2) (t− t4)

(t3 − t1) (t3 − t2) (t3 − t4)
=

(t− 0) (t− 1) (t− 4)

(3− 0) (3− 1) (3− 4)
=

t3 − 5t2 + 4t

−6

L4(t) =
(t− t1) (t− t2) (t− t3)

(t4 − t1) (t4 − t2) (t4 − t3)
=

(t− 0) (t− 1) (t− 3)

(4− 0) (4− 1) (4− 3)
=

t3 − 4t2 + 3t

12
.Il s'en suit alors :

p3(t) = f(t1) L1(t) + f(t2) L2(t) + f(t3) L3(t) + f(t4) L4(t)

= (−2)×
(
t3 − 8t2 + 19t− 12

−12

)

+ (−1)×
(
t3 − 7t2 + 12t

6

)

+ (3)×
(
t3 − 5t2 + 4t

−6

)

+(5)×
(
t3 − 4t2 + 3t

12

)

=
−t3 + 12t2 + 5t− 24

12
.Sa
hant que f(t) ≃ p3(t) et f ′(t) ≃ p′3(t) =

−3t2 + 24t+ 5

12
sur l'intervalle [0, 4], on a

f(0.5) ≃ p3(0.5) =
−(0.5)3 + 12× (0.5)2 + 5× (0.5)− 24

12
=
−149
96

,

f ′(0.5) ≃ p′3(0.5) =
−3 × (0.5)2 + 24× (0.5) + 5

12
=

65

48
,

∫ 4

0
f(t) dt ≃

∫ 4

0
p3(t) dt =

∫ 4

0

−t3 + 12t2 + 5t− 24

12
dt =

104

3
.Exemple : Construire le polyn�me d'interpolation de Lagrange asso
ié aux points (−2,−1),

(−1, 0), (0, 1), (1, 2) et (2, 3).80 Dib et Ameur



4.3. Méthode d'interpolation de NewtonDans 
e 
as, on a 5 points et on 
her
he par suite un polyn�me de degré inférieur ou égal à 4de la forme :
p4(t) =

5∑

i=1

f(ti) Li(t)ave

L1(t) =

(t− t2) (t− t3) (t− t4) (t− t5)

(t1 − t2) (t1 − t3) (t1 − t4) (t1 − t5)
=

(t + 1) (t) (t− 1) (t− 2)

(−2 + 1) (−2− 0) (−2− 1) (−2− 2)

=
t4 − 2t3 − t2 + 2t

24
,

L2(t) =
(t− t1) (t− t3) (t− t4) (t− t5)

(t2 − t1) (t2 − t3) (t2 − t4) (t2 − t5)
=

(t + 2) (t) (t− 1) (t− 2)

(−1 + 2) (−1− 0) (−1− 1) (−1− 2)

=
−t4 + t3 + 4t2 − 4t

6
,

L3(t) =
(t− t1) (t− t2) (t− t4) (t− t5)

(t3 − t1) (t3 − t2) (t3 − t4) (t3 − t5)
=

(t+ 2) (t+ 1) (t− 1) (t− 2)

(0− 2) (0 + 1) (0− 1) (0− 2)

=
t4 − 5t2 + 4

4
,

L4(t) =
(t− t1) (t− t2) (t− t3) (t− t5)

(t4 − t1) (t4 − t2) (t4 − t3) (t4 − t5)
=

(t + 2) (t+ 1) (t) (t− 2)

(1 + 2) (1 + 1) (1− 0) (1− 2)

=
t4 + t3 − 4t2 − 4t

−6 ,

L5(t) =
(t− t1) (t− t2) (t− t3) (t− t4)

(t5 − t1) (t5 − t2) (t5 − t3) (t5 − t4)
=

(t+ 2) (t+ 1) (t− 0) (t− 1)

(2 + 2) (2 + 1) (2−) (2− 1)

=
t4 + 2t3 − t2 − 2t

24
.Il s'en suit alors :

p4(t) = f(t1) L1(t) + f(t2) L2(t) + f(t3) L3(t) + f(t4) L4(t) + f(t5) L5(t)

= (−1)×
(
t4 − 2t3 − t2 + 2t

24

)

+ (0)×
(−t4 + t3 + 4t2 − 4t

6

)

+ (1)×
(
t4 − 5t2 + 4

4

)

+(2)×
(
t4 + t3 − 4t2 − 4t

−6

)

+ (3)×
(
t4 + 2t3 − t2 − 2t

24

)

= t + 1.4.3 Méthode d'interpolation de NewtonDé�nition 4.2. Di�éren
es divisées Étant donnés les points (ti, f(ti)){1≤i≤n+1}, on dé�nitles di�éren
es divisées de la fon
tion f aux points (ti){1≤i≤n+1} par les relations de ré
urren
eDib et Ameur 81



Chapitre 4. Interpolation polynomialesuivantes :
δ(t1) := f(t1),

δ1(t1, t2) :=
δ(t1)− δ(t2)

t1 − t2
=

f(t1)− f(t2)

t1 − t2
,

δ2(t1, t2, t3) :=
δ1(t1, t2)− δ1(t2, t3)

t1 − t3
,

δ3(t1, t2, t3, t4) :=
δ2(t1, t2, t3)− δ2(t2, t3, t4)

t1 − t4
,...

δn−1(t1, t2, ..., tn) :=
δn−2(t1, t2, ..., tn−1)− δn−2(t2, t3, ..., tn)

t1 − tn
,

δn(t1, t2, ..., tn+1) :=
δn−1(t1, t2, ..., tn)− δn−1(t2, t3, ..., tn+1)

t1 − tn+1
.

δn(t1, t2, ..., tn+1) est appelée di�éren
e divisée d'ordre n de la fon
tion f aux points
t1, t2, ..., tn+1.Vu que le 
al
ul de δn(t1, t2, ..., tn+1) implique le 
al
ul de plusieurs di�éren
es divisées d'ordredi�érents et a�n de fa
iliter le 
al
ul des valeurs, on dressera la table des di�éren
es diviséessuivante :
ti f(ti) δ1 δ2 . . . δn−1 δn

t1 f(t1) = δ(t1)

δ1(t1, t2)

t2 f(t2) = δ(t2) δ2(t1, t2, t3)

δ1(t2, t3)
t3 f(t3) = δ(t3) δ2(t2, t3, t4)

δ1(t3, t4)
t4 f(t4) = δ(t4)

δn−1(t1, t2, ..., tn)... ... δn(t1, t2, ..., tn+1)

δn−1(t2, t3, ..., tn+1)

tn f(tn) = δ(tn) δ1(tn−1, tn, tn+1)
δ1(tn, tn+1)

tn+1 f(tn+1) = δ(tn+1)
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4.3. Méthode d'interpolation de NewtonSeules les valeurs en
adrées sur la diagonale interviennent dans l'expression du polyn�me d'in-terpolationThéorème 4.3. Formule de Newton (1669) Le polyn�me d'interpolation de degré n quipasse par les n+1 points (t1, f(t1)), (t2, f(t2)),...,(tn+1, f(tn+1)), où les ti sont distin
ts deux àdeux, est unique et donné par
pn(t) = δ(t1) + (t− t1) δ1(t1, t2) + (t− t1) (t− t2) δ2(t1, t2, t3) + ...+

n∏

i=1

(t− ti) δn(t1, t2, ..., tn+1)Théorème 4.4. Soit f une fon
tion 
ontinue sur l'intervalle I = [min(t1, t2, ..., tn+1),max(t1, t2, ..., tn+1)]et les ti sont distin
ts deux à deux. On a alors :
f(t) = δ(t1) + (t− t1) δ1(t1, t2) + (t− t1) (t− t2) δ2(t1, t2, t3) + ... +

∏n
i=1(t− ti) δn(t1, t2, ..., tn+1)

+
∏n

i=1(t− ti) δn(t, t1, t2, ..., tn+1).Théorème 4.5. Soit l'intervalle I = [min(t1, t2, ..., tn+1),max(t1, t2, ..., tn+1)], 
ontenant lespoints ti distin
ts deux à deux, et f une fon
tion (n+1) fois di�érentiable sur I. Alors il existe
ξ ∈ I tel que :

δn(t1, t2, ..., tn+1) =
f (n)(ξ)

n!Exemple : On 
onsidère la fon
tion f(t) dé�nie sur l'intervalle [0, 4] par la table des valeurs
ti 0 1 3 4

f(ti) -2 -1 3 5É
rire le polyn�me d'interpolation de Newton de la fon
tion f asso
ié aux points t1 = 0, t2 = 1,
t3 = 3, t4 = 4.Le polyn�me d'interpolation de Newton, de degré inférieur ou égal à 3, est donné par :
p3(t) = δ(t1) + (t− t1) δ1(t1, t2) + (t− t1) (t− t2) δ2(t1, t2, t3) + (t− t1) (t− t2) (t− t3) δ3(t1, t2, t3, t4)

= δ(0) + (t− 0) δ1(0, 1) + (t− 0) (t− 1) δ2(0, 1, 3) + (t− 0) (t− 1) (t− 3) δ3(0, 1, 3, 4).les di�éren
es divisées sont présentées dans le tableau suivant
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Chapitre 4. Interpolation polynomiale
ti f(ti) δ1 δ2 δ3

0 −2 = δ(0)

δ1(0, 1)

1 −1 = δ(1) δ2(0, 1, 3)

δ1(1, 3) δ3(0, 1, 3, 4)

3 3 = δ(3) δ2(1, 3, 4)
δ1(3, 4)

4 5 = δ(4)ave
 





δ1(0, 1) =
δ(0)− δ(1)

0− 1
=
−2 + 1

−1 = 1,

δ1(1, 3) =
δ(1)− δ(3)

1− 3
=
−1− 3

1− 3
= 2,

δ1(3, 4) =
δ(3)− δ(4)

3− 4
=

3− 5

3− 4
= 2,

δ2(0, 1, 3) =
δ1(0, 1)− δ1(1, 3)

0− 3
=

1− 2

0− 3
=

1

3
,

δ2(1, 3, 4) =
δ1(1, 3)− δ1(3, 4)

1− 4
=

2− 2

1− 4
= 0,

δ3(0, 1, 3, 4) =
δ2(−0, 1, 3)− δ2(1, 3, 4)

0− 4
=

1

3
− 0

0− 4
= − 1

12
.il vient alors

p3(t) =
−t3 + 8t2 + 5t− 24

12
.Exemple : On 
onsidère la fon
tion f(t) dé�nie sur l'intervalle [−2, 2] par la table des valeurs

ti -2 -1 0 1 2
f(ti) -1 0 1 2 3É
rire le polyn�me d'interpolation de Newton de la fon
tion f asso
ié aux points t1 = −2,

t2 = −1, t3 = 0, t4 = 1 et t5 = 2. En déduire une valeur appro
hée de f(0, 5).Le polyn�me d'interpolation de Newton, de degré inférieur ou égal à 4, est donné par :
p4(t) = δ(t1) + (t− t1) δ1(t1, t2) + (t− t1) (t− t2) δ2(t1, t2, t3) + (t− t1) (t− t2) (t− t3) δ3(t1, t2, t3, t4)

+(t− t1) (t− t2) (t− t3) (t− t4) δ4(t1, t2, t3, t4, t5)

= δ(−2) + (t + 2) δ1(−2,−1) + (t+ 2) (t+ 1) δ2(−2,−1, 0) + (t+ 2) (t + 1) (t) δ3(−2,−1, 0, 1)
+(t+ 2) (t+ 1) (t) (t− 1) δ4(−2,−1, 0, 1, 2).84 Dib et Ameur



4.3. Méthode d'interpolation de Newtonles di�éren
es divisées sont présentées dans le tableau suivant
ti f(ti) δ1 δ2 δ3 δ4

−2 −1 = δ(−2)

δ1(−2,−1)

−1 0 = δ(−1) δ2(−2,−1, 0)

δ1(−1, 0) δ3(−2,−1, 0, 1)
0 1 = δ(0) δ2(−1, 0, 1)

δ1(0, 1) δ3(−1, 0, 1, 2)
1 2 = δ(1) δ2(0, 1, 2) δ4(−2,−1, 0, 1, 2)

δ1(1, 2)
2 3 = δ(2)ave








δ1(−2,−1) =
δ(−2)− δ(−1)
−2− (−1) =

−1− 0

−2 − (−1) = 1,

δ1(−1, 0) =
δ(−1)− δ(0)

−1− 0
=

0− 1

−1 − 0
= 1,

δ1(0, 1) =
δ(0)− δ(1)

0− 1
=

1− 2

0− 1
= 1,

δ1(1, 2) =
δ(1)− δ(2)

1− 2
=

2− 3

1− 2
= 1,

δ2(−2,−1, 0) =
δ1(−2,−1)− δ1(−1, 0)

−2− 0
=

1− 1

−2 − 0
= 0,

δ2(−1, 0, 1) =
δ1(−1, 0)− δ1(0, 1)

−1− 1
=

1− 1

−1 − 1
= 0,

δ2(0, 1, 2) =
δ1(0, 1)− δ1(1, 2)

0− 2
=

1− 1

0− 2
= 0,

δ3(−2,−1, 0, 1) =
δ2(−2,−1, 0)− δ2(−1, 0, 1)

−2− 1
=

0− 0

−2 − 1
= 0,

δ3(−1, 0, 1, 2) =
δ2(−1, 0, 1)− δ2(0, 1, 2)

−1− 2
=

0− 0

−1 − 2
= 0,

δ4(−2,−1, 0, 1, 2) =
δ3(−2,−1, 0, 1)− δ3(−1, 0, 1, 2)

−2− 2
=

0− 0

−2 − 2
= 0.il vient alors

p4(t) = −1 + (t+ 2) = t+ 1.
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Chapitre 4. Interpolation polynomiale4.4 Étude de l'erreur d'interpolationL'interpolation polynomiale est une opération mathématique permettant de 
onstruire un po-lyn�me à partir de la donnée d'un nombre �ni de points dits aussi noeuds. La solution duproblème d'interpolation passe par les points pres
rits. On appro
he ainsi la fon
tion f par lepolyn�me de degré aussi grand que né
essaire a�n d'estimer lo
alement f . On parle alors d'uneméthode itérative et éventuellement des erreurs de tron
ature 
ommises.Remarque 4.2. Étant donné la valeur 
onnue d'une 
ertaine fon
tion f en un 
ertain nombrede points, le polyn�me d'interpolation 
onstruit permet d'évaluer la valeur que peut prendre 
ettefon
tion en un point quel
onque situé dans l'intervalle des points donnés. Ainsi, si on désiredéterminer la valeur de 
ette fon
tion en un point situé hors de l'intervalle des points 
onnus,on emploiera la méthode d'extrapolation qui est très similaire à la méthode d'interpolation.Théorème 4.6. Étant donné la valeur 
onnue d'une 
ertaine fon
tion f en un 
ertain nombrede points (ti, f(ti))1≤i≤n+1, soit l'intervalle I = [min(t1, t2, ..., tn+1)],max(t1, t2, ..., tn+1)]. Onsuppose que f est (n + 1) fois di�érentiable sur l'intervalle I. Alors pour tout t ∈ I, il existe
ξ ∈ I, tel que :

f(t)− pn(t) =
f (n+1)(ξ)

(n + 1)!

n+1∏

i=1

(t− ti)La formule pré
édente ne permet pas le 
al
ul d'une valeur exa
te de l'erreur étant donné que
ξ est in
onnu. Cependant, on peut en déduire une majoration, d'oùLemme 4.1. Étant donné la valeur 
onnue d'une 
ertaine fon
tion f en un 
ertain nombrede points (ti, f(ti))1≤i≤n+1, soit l'intervalle I = [min(t1, t2, ..., tn+1)],max(t1, t2, ..., tn+1)]. Onsuppose que f est (n+ 1) fois di�érentiable sur l'intervalle I. Alors pour tout t ∈ I, on a :

|f(t)− pn(t)| ≤
M (n+1)

(n+ 1)!

∣
∣
∣
∣
∣

n+1∏

i=1

(t− ti)

∣
∣
∣
∣
∣
où M (n+1) = max

t∈I
|f (n+1)(t)|Soit l'intervalle I = [a, b], remarquons que l'erreur d'interpolation est le produit de deux expres-sions : l'une dépendant de f et l'autre de la subdivision 
hoisie. Il est don
 naturel de 
her
herpour quels points ti la quantité ∏n+1

i=1 (t− ti) est minimale. Les polyn�mes de T
hebyt
he�permettent de résoudre 
e problème. En fait, Le 
hoix des points d'interpolation est donné par :
ti =

a+ b

2
+

b− a

2
cos

(
(2i− 1)Π

2n+ 2

)

, i ∈ {1, 2, ..., n+ 1}.Exemple : Ave
 quelle pré
ision peut-on 
al
uler√15 à l'aide de la formule d'erreur d'interpola-tion de la méthode de Lagrange pour la fon
tion f(t) =
√
t asso
iée aux points d'interpolationssuivants : t1 = 9, t2 = 16 et t3 = 25.Notons p2(t) le polyn�me d'interpolation de Lagrange, de degré inférieur ou égal à 2, interpolantla fon
tion f aux points t1, t2 et t3.86 Dib et Ameur



4.4. Étude de l'erreur d'interpolationL'erreur au point t = 15 est donnée par la formule suivante ave
 n = 2 :
|f(15)− p2(15)| =

M (3)

(3)!

∣
∣
∣
∣
∣

3∏

i=1

(15− ti)

∣
∣
∣
∣
∣
où M (3) = max

t∈[9,25]

∣
∣f (3)(t)

∣
∣.D'une part, sa
hant que

f ′(t) =
1

2
√
t
, f ′′(t) =

−1
4t
√
t
, et f (3)(t) =

3

8t2
√
t
,le maximum de la fon
tion f (3)(t) est atteint pour t = 9, d'où

M (3) =
3

8
√
95

=
1

648
.D'autre part, on trouve

3∏

i=1

(15− ti) = (15− t1)(15− t2)(15− t3) = (15− 9)(15− 16)(15− 25) = 60.Il vient alors
|f(15)− p2(15)| ≤

60

648
= 0.154320.10−1.Par suite, p2(15) est une valeur appro
hée de f(15), 
al
ulée ave
 au moins une dé
imale exa
te.Exemple : On 
onsidère la fon
tion f(t) =

4

1− t
.1 É
rire le polyn�me d'interpolation de Lagrange, dont on pré
isera le degré, asso
ié aux abs-
isses t1 = −1, t2 = 0, t3 = 2 et t4 = 3.2 Évaluer l'erreur au point t = √5.3 Tra
er les 
ourbes f(t) et p3(t).1 Dans 
e 
as, on a 4 points et on 
her
he par suite un polyn�me de degré inférieur ou égal à3 de la forme :

p3(t) =
4∑

i=1

f(ti) Li(t)ave

L1(t) =

(t− t2) (t− t3) (t− t4)

(t1 − t2) (t1 − t3) (t1 − t4)
=

(t) (t− 2) (t− 3)

(−1) (−3) (−4) =
−t3 + 5t2 − 6t

12
,

L2(t) =
(t− t1) (t− t3) (t− t4)

(t2 − t1) (t2 − t3) (t2 − t4)
=

(t+ 1) (t− 2) (t− 3)

(1) (−2) (−3) =
t3 − 4t2 + t+ 6

6
,

L3(t) =
(t− t1) (t− t2) (t− t4)

(t3 − t1) (t3 − t2) (t3 − t4)
=

(t+ 1) (t− 2) (t− 3)

(3) (2) (−1) =
−t3 + 2t2 + 3t

6
,

L4(t) =
(t− t1) (t− t2) (t− t3)

(t4 − t1) (t4 − t2) (t4 − t3)
=

(t) (t + 1) (t− 2)

(4) (3) (1)
=

t3 − t2 − 2t

12
.Dib et Ameur 87



Chapitre 4. Interpolation polynomialeSa
hant que
f(t1) = f(−1) = 2, f(t2) = f(0) = 4, f(t3) = f(2) = −4 et f(t4) = f(3) = −2,il s'en suit alors :
p3(t) = f(t1) L1(t) + f(t2) L2(t) + f(t3) L3(t) + f(t4) L4(t)

= (2)×
(−t3 + 5t2 − 6t

12

)

+ (4)×
(
t3 − 4t2 + t + 6

6

)

+ (−4)×
(−t3 + 2t2 + 3t

6

)

+(−2)×
(
t3 − t2 − 2t

12

)

= t3 − 3t2 − 2t+ 4.2 L'erreur au point t = √5 est donnée par la formule suivante ave
 n = 3 :
∣
∣
∣f(
√
5)− p3(

√
5)
∣
∣
∣ =

M (4)

(4)!

∣
∣
∣
∣
∣

4∏

i=1

(
√
5− ti)

∣
∣
∣
∣
∣
où M (4) = max

t∈[−1,3]

∣
∣f (4)(t)

∣
∣.D'une part, sa
hant que

f ′(t) =
4

(1− t)2
, f ′′(t) =

8

(1− t)3
, f (3)(t) =

24

(1− t)4
et f (4)(t) =

96

(1− t)5
,le maximum de la fon
tion f (4)(t) est atteint pour t = 0, d'où

M (4) = 96.D'autre part, on trouve
∏4

i=1(
√
5− ti) = (

√
5− t1)(1 +

√
5− t2)(

√
5− t3)(

√
5− t4)

= (
√
5 + 1)(

√
5− 0)(

√
5− 2)(

√
5− 3) = 30− 14

√
5.Il vient alors

∣
∣f(
√
5)− p3(

√
5)
∣
∣ ≤ |30− 14

√
5|

4
.Or f(

√
5) =

4

1−
√
5

et p3(
√
5) = 3

√
5 − 11, d'où ∣∣f(√5) − p3(

√
5)
∣
∣ =

4√
5
≤

|30− 14
√
5|

4
.L'interpolation polyn�miale d'un grand nombre de points peut présenter des os
illations. C'estle phénomène de Runge qui s'explique par le fait que le polyn�me d'interpolation pn ne
onverge pas toujours uniformément vers la fon
tion f quel que soit le 
hoix des points d'inter-polation (sauf lorsque les ti sont les ra
ines du polyn�me de T
hebyt
he�).Pour l'éviter, il est préférable d'employer une approximation ou interpolation par desfon
tions polyn�miales par mor
eaux qui 
onsiste à subdiviser l'intervalle I = [min(t1, t2, ..., tn+1),

max(t1, t2, ..., tn+1)] en plusieurs sous-intervalles et d'appliquer les méthodes d'interpolations sur88 Dib et Ameur



4.5. Interpolation d'Hermite
ha
un de 
es sous-intervalles, 
e qui permet de 
onstruire un polyn�me d'interpolation globa-lement 
ontinu dont la restri
tion à 
haque intervalle [ti, ti+1] est polyn�miale.Parmi les approximations les plus 
ourantes, on 
ite l'approximation linéaire par mor
eaux,les fon
tions splines où la fon
tion d'approximation est non seulement à dérivée 
ontinue,mais à dérivée se
onde 
ontinue ou en
ore l'approximation 
ubique où les polyn�mes de basesont de degré 3, on parle alors de l'interpolation d'Hermite :4.5 Interpolation d'HermiteL'interpolation d'Hermite 
onsiste à 
her
her un polyn�me interpolateur et os
ulateur qui nonseulement prend les valeurs �xées en les abs
isses données, mais dont également la dérivée.L'interpolation de Hermite, nommée d'après le mathémati
ien Charles Hermite, est une ex-tension de la méthode d'interpolation de Lagrange.On suppose que la fon
tion f ∈ C
1, on se donne (n + 1) points (ti)n+1

i=1 deux à deux distin
ts.Ainsi, le polyn�me d'interpolation d'Hermite véri�e les 
onditions suivantes :
pn(ti) = f(ti) et p′n(ti) = f ′(ti), ∀i ∈ {1, 2, ..., n+ 1}Ces (2n+ 2) degrés de liberté nous 
onduisent à 
onstruire un polyn�me de degré inférieur ouégal à (2n+1). L'uni
ité du polyn�me interpolateur de Hermite se montre de façon similaire à
elle du polyn�me interpolateur de LagrangeThéorème 4.7. Étant donné la valeur 
onnue d'une 
ertaine fon
tion f en un 
ertain nombrede points (ti, f(ti))1≤i≤n+1, soit l'intervalle I = [min(t1, t2, ..., tn+1)],max(t1, t2, ..., tn+1)]. Onsuppose que f est (n + 1) fois di�érentiable sur l'intervalle I. Alors pour tout t ∈ I, il existe

ξ ∈ I, tel que :
f(t)− p2n+1(t) =

f (2n+2)(ξ)

(2n+ 2)!

( n+1∏

i=1

(t− ti)

)2La formule pré
édente ne permet pas le 
al
ul d'une valeur exa
te de l'erreur étant donné que
ξ est in
onnu. Cependant, on en déduit une majoration d'oùLemme 4.2. Étant donné la valeur 
onnue d'une 
ertaine fon
tion f en un 
ertain nombrede points (ti, f(ti))1≤i≤n+1, soit l'intervalle I = [min(t1, t2, ..., tn+1)],max(t1, t2, ..., tn+1)]. Onsuppose que f est (n+ 1) fois di�érentiable sur l'intervalle I. Alors pour tout t ∈ I, on a :

|f(t)− p2n+1(t)| ≤
M (2n+2)

(2n+ 2)!

∣
∣
∣
∣
∣

n+1∏

i=1

(t− ti)

∣
∣
∣
∣
∣
où M (2n+2) = max

t∈I
|f (2n+2)(t)|4.6 Approximation au sens de moindres 
arrésReprenons l'exemple du relevé expérimental de la pression en fon
tion de l'altitude, le nuagede points est présenté dans la �gure 
i-dessous :Dib et Ameur 89
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Figure 4.1 � Nuage de points (Altitude ; Pression)Le problème qui s'impose maintenant est de 
onstruire le meilleur modèle mathématique quiappro
he au mieux les données à l'aide de 
ertains types de fon
tions (non seulement des po-lyn�mes) dépendant de plusieurs paramètres selon 
haque modèle.Ainsi la fon
tion 
onstruite pf ne passe pas né
essairement par toutes les données (ti, f(ti)){1≤i≤n+1}mais les appro
he au plus près d'où la notion dela minimisation de l'é
art entre 
haque donnée f(ti) et 
haque point de la fon
tion asso
ié
p(ti).On parle alors de la méthode des moindres 
arrés qui 
onsiste à minimiser la quantitésuivante :

Qf =

n+1∑

i=1

(
f(ti)− pf(ti)

)2

pf peut prendre plusieurs formes :
• une droite pf (t) = a0 + a1 t ave
 des paramètres libres a0 et a1,
• un polyn�me de degré n, pf(t) =∑n

j=0 aj t
i ave
 des paramètres libres (aj){1≤j≤n},

• une fon
tion exponentielle pf(t) = a0e
a1 t ave
 des paramètres libres a0 et a1,...

• des polyn�mes trigonométriques
pf (t) = a0 +

n∑

j=0

aj sin(j t) +
n∑

j=0

bj cos(j t)

90 Dib et Ameur



4.6. Approximation au sens de moindres 
arrésoù les 
oe�
ients ai et bj sont donnés par






a0 =
1

2π

∫ π

−π
f(t) dt,

aj =
1

π

∫ π

−π
f(t) sin(jt)dt,

bj =
1

π

∫ π

−π
f(t) cos(jt)dt.Ce type d'approximation est surtout utilisé pour les fon
tions périodiques.A�n de déterminer les paramètres libres, il su�t de minimiser la quantité Q, i.e :

∂Q

∂aj
= 0, ∀j4.6.1 Approximation par des polyn�mes de degré nRappelons nous que

Qf =
n+1∑

i=1

(

f(ti)− pf(ti)

)2

=
n+1∑

i=1

(

f(ti)−
n+1∑

j=0

aj t
j
i

)2

.A�n de déterminer les (n + 1) paramètres libres, il su�t de 
al
uler
∂Q

∂aj
= 0, ∀1 ≤ j ≤ n.Il vient alors

∂Q

∂aj
=

n+1∑

i=1

−2 ∂pf (ti)

∂aj

(

f(ti)− pf(ti)

)

=
n+1∑

i=1

−2 tji

(

f(ti)−
n∑

j=0

aj t
j
i

)

= 0, ∀1 ≤ j ≤ n.Ce
i implique,
n+1∑

i=1

tji f(ti) =
n+1∑

i=1

tji

n∑

j=0

aj t
j
i .Remarque 4.3. Remarquons bien que dans l'expression∑n+1

i=1 tji
∑n

j=0 aj t
j
i , la somme∑n+1

i=1 tji
orrespond à une valeur tji invariante par rapport à j tandis que ∑n
j=0 aj tji 
orrespond à unevaleur tji invariante par rapport à i. Par abus de simpli�
ation, on rempla
era dans l'expression

∑n
j=0 aj t

j
i , j par k. Ainsi, on é
rit :

n+1∑

i=1

tji f(ti) =
n+1∑

i=1

tji

n∑

k=0

ak t
k
i =

n+1∑

i=1

n∑

k=0

ak t
j+k
iDib et Ameur 91



Chapitre 4. Interpolation polynomialePar suite, les 
oe�
ients a0, a1,..., an véri�ent les système linéaire suivant à (n+ 1) in
onnueset équations :






∂Q

∂a0
= 0 =⇒

∑n+1
i=1 f(ti) =

∑n+1
i=1

∑n
k=0 ak t

j
i ,

∂Q

∂a1
= 0 =⇒

∑n+1
i=1 ti f(ti) =

∑n+1
i=1

∑n
k=0 ak t

j+1
i ,

∂Q

∂a2
= 0 =⇒ ∑n+1

i=1 t2i f(ti) =
∑n+1

i=1

∑n
k=0 ak t

j+2
i ,

∂Q

∂a3
= 0 =⇒

∑n+1
i=1 t3i f(ti) =

∑n+1
i=1

∑n
k=0 ak t

j+3
i ,...

∂Q

∂an−1
= 0 =⇒

∑n+1
i=1 tn−1

i f(ti) =
∑n+1

i=1

∑n
k=0 ak t

j+n−1
i ,

∂Q

∂an
= 0 =⇒ ∑n+1

i=1 tni f(ti) =
∑n+1

i=1

∑n
k=0 ak t

j+n
i .En notation matri
ielle, on é
rit :




















∑n+1
i=1 1

∑n+1
i=1 ti

∑n+1
i=1 t2i . . .

∑n+1
i=1 tni

∑n+1
i=1 ti

∑n+1
i=1 t2i

∑n+1
i=1 t3i . . .

∑n+1
i=1 tn+1

i
∑n+1

i=1 t2i
∑n+1

i=1 t3i
∑n+1

i=1 t4i . . .
∑n+1

i=1 tn+2
i

∑n+1
i=1 t3i

∑n+1
i=1 t4i

∑n+1
i=1 t5i . . .

∑n+1
i=1 tn+3

i

. . . . . . . . . . . . . . . .

∑n+1
i=1 tn−1

i

∑n+1
i=1 tni

∑n+1
i=1 tn+1

i . . .
∑n+1

i=1 t2n−1
i

∑n+1
i=1 tni

∑n+1
i=1 tn+1

i

∑n+1
i=1 tn+2

i . . .
∑n+1

i=1 t2ni






































a0

a1

a2

a3...
an−1

an



















=




















∑n+1
i=1 f(ti)

∑n+1
i=1 ti f(ti)

∑n+1
i=1 t2i f(ti)

∑n+1
i=1 t3i f(ti)...

∑n+1
i=1 tn−1

i f(ti)
∑n+1

i=1 tni f(ti)


















On pose (M)[A] = [S] tel que

Mjk =

n+1∑

i=1

tj+k
i , Aj = aj et Sj =

n+1∑

i=1

tji f(ti), ∀j, k = 0, 1, ..., n.On obtient :
n∑

k=0

Mjk aj = Sj, ∀j, k = 0, 1, ..., n.Remarque 4.4. La matri
e M est une matri
e symétrique, par suite il su�t de 
al
uler n2

2termes et en déduire les autres par symétrie.Exemple : On 
onsidère la fon
tion f(t) dé�nie sur l'intervalle [−2, 2] par la table des valeurs
ti -2 -1 0 1 2

f(ti) -1 0 1 2 392 Dib et Ameur



4.6. Approximation au sens de moindres 
arrésDéterminer le polyn�me de meilleure approximation au sens de moindre 
arré de degré inférieurou égal à 2, de la fon
tion f(t) sur l'intervalle [−2, 2].Soit le polyn�me p2 de degré 2 :
p2(t) = a0 + a1 t+ a2 t

2.En appliquant les formules suivantes, 
al
ulons les termes de la matri
e M et du ve
teur S :






M00 =
∑5

i=1 t
0
i = 1,

M01 = M10 =
∑5

i=1 ti = (−2 − 1 + 0 + 1 + 2) = 0,

M02 = M20 = M11 =
∑5

i=1 t
2
i = (−2)2 + (−1)2 + (0)2 + (1)2 + (2)2 = 10,

M12 = M21 =
∑5

i=1 t
3
i = (−2)3 + (−1)3 + (0)3 + (1)3 + (2)3 = 0,

M22 =
∑5

i=1 t
4
i = (−2)4 + (−1)4 + (0)4 + (1)4 + (2)4 = 34,

S0 =
∑5

i=1 f(ti) = −1 + 0 + 1 + 2 + 3 = 5,

S1 =
∑5

i=1 ti f(ti) = (−2)(−1) + (−1)(0) + (0)(1) + (1)(2) + (2)(3) = 10,

S2 =
∑5

i=1 t
2
i f(ti) = (−2)2(−1) + (−1)2(0) + (0)2(1) + (1)2(2) + (2)2(3) = 10.Par suite, on obtient le système matri
iel suivant :





5 0 10
0 10 0
10 0 34









a0
a1
a2



 =





5
10
10



équivalent à 



5 0 10
0 10 0
0 0 14









a0
a1
a2



 =





5
10
0



On obtient alors :
a0 = 1, a1 = 1 et a2 = 0,
e qui donne

p2(t) = 1 + t.4.6.2 Droites de régressionSoit X et Y deux variables quantitatives dont l'une dépend de l'autre et on dispose don
 d'uné
hantillon de N 
ouples d'observations (xi, yi) que l'on peut représenter dans le plan R2, où
haque point i, d'abs
isse xi et d'ordonnée yi, 
orrespond à un 
ouple d'observations.L'obje
tif i
i est de 
her
her à exprimer la relation entre les deux variables X et Y . La pre-mière est souvent appelée variable expli
ative et la se
onde est appelée variable expliquée .Si l'examen du nuage de points dé
èle une relation de dépendan
e linéaire de Y en X , il estnaturel de représenter graphiquement 
ette relation parti
ulière à l'aide d'une droite suivantune forme allongée traversant le nuage de points, appelée droite de régression de Y enDib et Ameur 93



Chapitre 4. Interpolation polynomiale
X qui ajuste au mieux le nuage et qui 
onsiste à se baser sur les propriétés de la 
ovarian
eet de l'espéran
e. Le 
ritère d'optimalité que nous allons 
onsidérer est 
elui des moindres 
arrés.Comme toute droite, la droite de régression de Y en X peut être dé�nie au moyen d'uneéquation du premier degré de la forme :

y = a x + bLe prin
ipe de moindres 
arrés 
onsiste à minimiser la fon
tionnelle :
F (a, b) =

∑

i

[yi − (a xi + b)]2où ri = yi − (a xi + b) est le résidu ou l'erreur d'ajustement entre la valeur réellementobservée yi pour la variable dépendante et la valeur ajustée fournie par la droite de régression
a xi + b.Nous pouvons dès lors 
onsidérer que le meilleur ajustement est fourni par la droite qui mi-nimise globalement l'amplitude des erreurs d'ajustement ri, ∀i. Cette méthode d'optimisationest nommée "méthode des multipli
ateurs de Lagrange".La détermination de a et b et est un problème 
lassique de minimisation, dont la solution est :

a =
Cov(X, Y )

σ(X)2
et b = Y − a XDans 
ette expression, Cov(X, Y ) est la 
ovarian
e, σX l'é
art-type de la distribution marginaleen X et X et Y les moyennes marginales de X et Y respe
tivement dé�nis 
omme suit :

Cov(X, Y ) =
1

N

∑

i=1

(
xi −X

) (
yi − Y

)

σ2
X = V (X) =

1

N

∑

i(xi − X)2

X =
1

N

∑

i xi et Y =
1

N

∑

i yiLorsqu'une série statistique à deux variables quantitatives est représentée au moyen d'un gra-phique de dispersion ou un nuage de point, on s'intéresse toujours à dé
eler une stru
tured'asso
iation entre les deux variables. Le 
oe�
ient de 
orrélation permettra de quanti�erl'intensité de la liaison qui pourra exister entre 
es deux variables dans le 
as où l'asso
iationest de nature linéaire.La notion du 
oe�
ient de 
orrélation peut être attribuée au physi
ien français Auguste Bra-vais par le biais de ses travaux e�e
tués dans l'étude des erreurs dans les tirs d'artillerie maisaussi à Fran
is Galton qui grâ
e à lui que la 
orrélation devient un 
on
ept statistique. C'est94 Dib et Ameur



4.6. Approximation au sens de moindres 
arrésensuite karl Pearson qui propose en 1986 la formulation mathématique a
tuelle.Le 
oe�
ient de 
orrélation de Bravais-Pearson, désigné par r ou rXY , est dé�ni 
ommesuit :
rXY =

Cov(X, Y )

σX σYDans 
ette expression, Cov(X, Y ) est la 
ovarian
e et σX et σY sont les é
arts-types des distri-butions marginales en X et en Y .Nous 
onstatons ainsi que la droite de régression de Y en X passe par le bary
entre ou 
entre degravité du nuage de points de 
oordonnées (X, Y ) et que l'orientation de la droite de régressionindique la nature de liaison entre les deux variables de telle manière que :
• si la 
ovarian
e est positive, par suite le 
oe�
ient de 
orrélation et a le sont, 
e qui signi�eque la droite est as
endante,
• si la 
ovarian
e est négative, par suite le 
oe�
ient de 
orrélation et a le sont, 
e quisigni�e que la droite est des
endante.Exemple : Sur une année glissante, on a mesuré pour un é
hantillon de 10 jeunes âgés de 11 à16 ans, l'âge (variable X) et la durée journalière moyenne durée d'é
oute de leur MP3 (variable

Y exprimée en heure). La série statistique observée ainsi que sa représentation graphique aumoyen d'un nuage de points sont présentées 
i-après :
xi 11 11 12 12 13 13 14 15 15 16
yi 2 2.1 2.7 3 4 4.5 5 6.5 6.8 7.6Table 4.2 � Répartition d'une population de 10 jeunes suivant l'âge et la durée journalièremoyenne durée d'é
oute de leur MP3Le 
al
ul de la 
ovarian
e peut s'e�e
tuer au moyen du tableau suivant :
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Chapitre 4. Interpolation polynomiale
xi yi

(
xi −X

) (
yi − Y

) (
xi −X

)2 (
yi − Y

)2 (
xi −X

) (
yi − Y

)ave
 X = 13.2 ave
 Y = 4.4211 2 -2.2 -2.42 4.84 5.8564 5.32411 2.1 -2.2 -2.32 4.84 5.3824 5.10412 2.7 -1.2 -1.72 1.44 2.9584 2.06412 3 -1.2 -1.42 1.44 2.0164 1.70413 4 -0.2 -0.42 0.04 0.1764 0.08413 4.5 -0.2 0.08 0.04 0.0064 -0.01614 5 0.8 0.58 0.64 0.3364 0.46415 6.5 1.8 2.08 3.24 4.3264 3.74415 6.8 1.8 2.38 3.24 5.6644 4.28416 7.6 2.8 3.18 7.84 10.1124 8.904132 44.2 0 0 27.6 36.836 31.66Par suite, on obtient :
Cov(X, Y ) =

1

10

10∑

i=1

(
xi −X

) (
yi − Y

)
=

31.66

10
= 3.166.Sa
hant que

σ2
X = V (X) =

1

N

10∑

i=1

(xi − X)2 = 2.76et
σ2
Y = V (Y ) =

1

N

10∑

i=1

(yi − Y )2 = 3.68,on obtient :
a =

3.166

2.76
= 1.147 et b = 4.42 − 1.147× 13.2 = −10.7204.Par suite, la droite de régression de Y en X s'é
rit ainsi :

y = 1.147 x − 10.7204.Le 
oe�
ient de 
orrélation est égale à :
rXY =

Cov(X, Y )

σX σY

=
31.66)√

2.76
√
3.68

= 0.9929.Le 
oe�
ient de 
orrélation a né
essairement le même signe que la 
ovarian
e, puisque lesé
arts-types sont des nombres positifs. Ce
i s'interprète de la même manière suivante :
• s'il existe une asso
iation linéaire et positive entre les deux variables, la 
ovarian
e et le
oe�
ient de 
orrélation sont tous deux positifs,96 Dib et Ameur



4.6. Approximation au sens de moindres 
arrés
• s'il existe une asso
iation linéaire et négative entre les deux variables, la 
ovarian
e et le
oe�
ient de 
orrélation sont tous deux négatifs,
• s'il n'existe pas d'asso
iation entre les deux variables, la 
ovarian
e et le 
oe�
ient de
orrélation ont tous deux des valeurs pro
hes de zéro.Le 
oe�
ient de 
orrélation est un nombre sans dimension et est 
ompris entre -1 et 1. Le
oe�
ient de 
orrélation peut être positif ou négatif selon la position des points par rapport au
entre de gravité du nuage de points, dont les 
oordonnées sont (X, Y ). Considérons à présentles trois sortes nuages de points :
• On remarque bien que si dans un nuage A, faisant apparaître une asso
iation linéaire, lespoints du nuage ont tendan
e à se 
on
entrer autour d'une droite (
-à-d une stru
ture positive,
ar lorsque la valeur de xi augmente, 
elle de yi a également tendan
e à augmenter), ainsi laplupart des points du nuage se trouvent dans les quadrants I et III et donnent don
 lieu à desproduits (xi − X

) (
yi − Y

) presque positifs, aussi bien que la 
ovarian
e et le 
oe�
ient de
orrélation.
• Contrairement au nuage A, si un nuage B met en éviden
e une asso
iation linéaire etnégative (puisque lorsque la valeur de xi augmente, 
elle de yi a au 
ontraire tendan
e à dimi-nuer), on remarque alors que presque tous les points du nuage o

upent les quadrants II et IV,d'où tous les produits (xi −X

) (
yi − Y

) sont négatifs et la 
ovarian
e ainsi que le 
oe�
ientde 
orrélation sont alors négatifs.
• Si un nuage C ne montre au
une stru
ture parti
ulière puisqu'il semble que les deux va-riables ne sont pas liées entre elles, alors les points du nuage se répartissent d'une manièreéquitable dans les quatre quadrants du plan et la somme des produits positifs 
ompense lasomme des produits négatifs, donnant ainsi lieu à une 
ovarian
e et un 
oe�
ient de 
orréla-tion pratiquement nuls.Ce 
oe�
ient est une mesure de la dispersion du nuage. On 
onsidère que l'approximation d'unnuage par sa droite des moindres 
arrés est de bonne qualité lorsque |r| est pro
he de 1 et dequalité médio
re lorsque |r| est pro
he de 0.
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Chapitre 5Méthodes d'intégration numériqueLe but de 
e 
hapitre 
onsiste à déterminer l'intégrale d'une fon
tion f sur un domaine �nidélimité par des bornes �nies a et b :
I =

∫ b

a

f(t) w(t) dtLes méthodes d'intégration numérique employées dans 
e 
hapitre, 
onsistent à rempla
er l'in-tégrale I par une expression de la forme :
n∑

i=0

wi f(ti)où les wi sont des 
oe�
ients réel et t0, t1, ..., tn ses points distin
ts équirépartis entre a et b.Nous distinguons trois di�érentes méthodes :
• Les méthodes de Newton-Cotes simples
• Les méthodes de Newton-Cotes 
omposites
• Les méthodes de Gauss-LegendreLes méthodes de Newton-Cotes Dans 
e 
as, w = 1 et le nombre

I =

∫ b

a

f(t) dtdésigne l'aire de la région délimitée par l'horizontale y = 0 et les deux verti
ales t = a et t = bdans le graphe de la fon
tion f .
99



Chapitre 5. Méthodes d'intégration numérique

Variable t

f(
t)

a

f(a)

b

f(b)

Figure 5.1 � L'aire 
orrespondant à la valeur de l'intégrale IDeux 
as se présentent pour le 
al
ul exa
t de 
ette intégrale. Soit une telle intégrale peut être
al
ulée analytiquement, soit le 
al
ul d'une aire se ramène à un 
al
ul de primitives F , de lafon
tion f qu'on suppose 
ontinue, où
∫ b

a

f(t) dx = F (b)− F (a),sauf que F peut aborder être une fon
tion 
ompliquée à 
al
uler.Les méthodes de Newton-Cotes 
onsistent ainsi à appro
her l'intégrale I par
I ≃

∫ b

a

Pf(t) dtoù Pf est le polyn�me qui interpole la fon
tion f aux points distin
ts t0, t1, ..., tn équirépartisentre a et b. Pf s'exprime en fon
tion des n+ 1 polyn�mes de Lagrange Li, i = 0, ..., n :
P (t) =

n∑

i=0

f(ti) Li(t) =
n∑

i=0

f(ti)
∏

j=0,j 6=i

t− tj
ti − tj

.Ainsi l'intégrale I est appro
hée par
I ≃

∫ b

a

Pf(t) dt =

n∑

i=0

f(ti)

∫ b

a

Li(t) = (b− a)

n∑

i=0

f(ti)

∫ b

a
Li(t)

b− a
= (b− a)

n∑

i=0

wi f(ti)Par suite, le 
al
ul de l'intégrale d'une fon
tion est appro
hée par le 
al
ul exa
t de l'intégraled'un polyn�me interpolant 
ette fon
tion en 
ertains points ti pour i = 0, ..., n. Plus pré
isément100 Dib et Ameur



5.1. Les méthodes de Newton-Cotes simpleson aura re
ours à des 
ombinaisons linéaires de valeurs de la fon
tionf à intégrer en des points
ti pour i = 0, ..., n de l'intervalle [a, b] : fi = f(ti), pour i = 0, ..., n. On obtient la formuled'intégration numérique dite aussi formule de quadrature.

I =

∫ b

a

f(t) dt ≃
n∑

i=0

wi f(ti) =

n∑

i=0

wi fi.Les points ti sont appelés les noeuds de la formule et les wi sont les poids.5.1 Les méthodes de Newton-Cotes simplesSoit l'intervalle [a, b], on notera h=b-a . Nous présentons à présent quelques une des méthodesd'ordres les plus bas.5.1.1 Méthode des re
tanglesCette méthode 
onsiste à interpoler la fon
tion f par des polyn�mes 
onstants (
orrespondantà n = 1). Pf(t) est l'interpolé linéaire de la fon
tion f au point a, soit b, soit a+b
2
. Ainsi, onappro
he l'intégrale I par

I ≃ (b− a) f(α)On distingue trois 
hoix 
ourants :
• La Méthode des re
tangles à gau
he 
onsistant à appro
her l'intégrale I par l'aire dure
tangle de base [a, b] et de hauteur f(a) :

I ≃ (b− a) f(a)
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Chapitre 5. Méthodes d'intégration numérique

Variable t

f(
t)

a

f(a)

b

f(b)

Figure 5.2 � Méthode des re
tangles à gau
he appliquée à l'intervalle [a, b]
• La Méthode des re
tangles à droite 
onsistant à appro
her l'intégrale I par l'aire dure
tangle de base [a, b] et de hauteur f(b) :

I ≃ (b− a) f(b)
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5.1. Les méthodes de Newton-Cotes simples

a b

Variable t

f(
t)

f(a)

f(b)

Figure 5.3 � Méthode des re
tangles à droite appliquée à l'intervalle [a, b]
• La méthode des points milieux 
orrespondant à α = a+b

2
. Cette méthode utilise également lepolyn�me 
onstant pour appro
her la fon
tion f . On appro
he l'intégrale I par l'aire dure
tangle de base [a, b] et de hauteur f(a+b

2

) :
I ≃ (b− a) f

(
a+ b

2

)
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Chapitre 5. Méthodes d'intégration numérique

ba

Variable t

f(
t)

f(a)

f(b)

(a+b)/2

f(a+b/2)

Figure 5.4 � Méthode des points milieux appliquée à l'intervalle [a, b]5.1.2 Méthode des TrapèzesCette méthode 
onsiste à interpoler la fon
tion f par des polyn�mes de degré 1 (
orrespondantà n = 2). Pf(t) est l'interpolé linéaire de la fon
tion f aux points a et b. Ainsi, on appro
hel'intégrale I par l'aire du trapèze délimité par les 4 points (a, 0), (b, 0), (a, f(a)) et (b, f(b). Oné
rit :
I ≃ (b− a)

2

(
f(a) + f(b)

)
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5.1. Les méthodes de Newton-Cotes simples

Variable t

f(
t)

f(a)

f(b)

a bFigure 5.5 � Méthode des Trapèzes appliquée à l'intervalle [a, b]5.1.3 Méthode de SimpsonCette méthode 
onsiste à interpoler la fon
tion f par des polyn�mes de degré 2 passant par lestrois points (a, f(a)), (a+b
2
, f
(
a+b
2

)) et (b, f(b). On rempla
e le segment joignant (a, f(a)) et (b,f(b)) de la méthode du trapèze par la portion de parabole passant par 
es deux points et letroisième point (a+b
2
, f
(
a+b
2

). On obtient :
I ≃ (b− a)

6

(

f(a) + 4 f

(
a + b

2

)

+ f(b)

)
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Chapitre 5. Méthodes d'intégration numérique

ba

Variable t

f(
t)

f(a)

f(b)

(a+b)/2

f(a+b/2)

Figure 5.6 � Méthode de Simpson appliquée à l'intervalle [a, b]5.1.3.1 Méthodes d'ordre élevéPour des ordres supérieurs, on remarque que plus les méthodes de Newton-Cotes simples sontbasées sur des polyn�mes de degré élevé, plus elles sont lentes mais plus elles sont pré
ises. On
ite parmi lesquelles :
• Méthode de Simpson 3/8 Sa formule relative de degré 3 s'é
rit :

I ≃ (b− a)

8

(

f(t0) + 3 (f(t1) + f(t2)) + f(t3)

)

• Méthode de Boole-Villar
eau Sa formule relative de degré 4 s'é
rit :
I ≃ (b− a)

90

(

7 f(t0) + 32 f(t1) + 12 f(t2) + 32 f(t3) + 7 f(t4)

)

• Méthode à 8 points Sa formule relative s'é
rit :
I ≃ 7 (b− a)

138240

(

751 (f(t0) + f(t7)) + 3577 (f(t1) + f(t6)) + 1323 (f(t2) + f(t5))

+ 2989 (f(t3) + f(t4))

)
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5.2. Les méthodes de Newton-Cotes 
omposites
• Méthode à 9 points Sa formule relative s'é
rit :

I ≃ 4 (b− a)

127575

(

989 (f(t0) + f(t8)) + 5888 (f(t1) + f(t7)) − 928 (f(t2) + f(t6))

+ 10496 f(t5)

)

• Méthode à 10 points Sa formule relative s'é
rit :
I ≃ 9 (b− a)

89600

(

2857 (f(t0) + f(t9)) + 15741 (f(t1) + f(t8)) + 1080 (f(t2) + f(t7))

+ 19344 (f(t3) + f(t6)) + 5778 (f(t4) + f(t5))

)

• Méthode à 11 points Sa formule relative s'é
rit :
I ≃ 5 (b− a)

3293136

(

160067 (f(t0) + f(t10)) + 106300 (f(t1) + f(t9)) − 48525 (f(t2) + f(t8))

+ 272400 (f(t3) + f(t7)) − 260550 (f(t4) + f(t6)) + 427368 f(t5)

)

5.2 Les méthodes de Newton-Cotes 
ompositesOn dé
oupe l'intervalle [a, b] en n segments de même longueur h =
b− a

n
. On suppose que t0 = aet tn = b et que les points ti sont espa
és régulièrement entre les bornes a et b : {ti = a+ i h}pour i = 0, ..., n ave
 ti+1 − ti = h. On note Ij = [tj, tj−1] pour j = 0, ..., n− 1 tel que

I =
n−1∑

j=0

Ij .Ainsi, on appro
he l'intégrale I par une simple somme des approximations des segments Ij,obtenue en appliquant sur 
ha
un desquels la méthode de Newton-Cotes simple. Sur 
haqueintervalle, une méthode de degré m+ 1 évalue la fon
tion à intégrer en m + 1 points. Ainsi lapré
ision de toutes les méthodes de Newton-Cote augmente ave
 le nombre de points utiliséset 
onstitue par suite une alternative au problème des polyn�mes de grand degré.5.2.1 Méthode des re
tanglesLa méthode des re
tangles 
omposite 
onsiste à appliquer la méthode des re
tangles simplessur 
ha
un des n intervalles Ij en interpolant la fon
tion f par les n polyn�mes 
onstants P j
f (t)au point tj , tj+1 ou tj+tj+1

2
, pour j = 0, ..., n− 1 . Ainsi, on appro
he l'intégrale I par

I ≃ h
n−1∑

j=0

f(αi)On distingue trois 
hoix 
ourants : Dib et Ameur 107



Chapitre 5. Méthodes d'intégration numérique
• La Méthode des re
tangles à gau
he 
onsistant à appro
her 
ha
une des intégrales Ijpar l'aire du re
tangle de base [tj , tj+1] et de hauteur f(tj) :

I ≃ h
n−1∑

j=0

f(tj)

t
2

Variable t

f(
t)

t
0

f(t
0
)

f(t
3
)

t
1

t
3

f(t
1
)

f(t
2
)

h h h

Figure 5.7 � Méthode 
omposite des re
tangles à gau
he 
orrespondant à n = 3Dans 
ette �gure, la méthode 
omposite des re
tangles à gau
he est appliquée à l'intervalle
[a, b] = [t0, t3], qu'on a subdivisé en 3 sous-intervalles [t0, t1], [t1, t2] et [t2, t3] sur 
ha
undesquels on applique la méthode des re
tangles à gau
he.

• La Méthode des re
tangles à droite 
onsistant à appro
her 
ha
une des intégrales Ij parl'aire du re
tangle de base [tj , tj+1] et de hauteur f(tj+1) :
I ≃ h

n−1∑

j=0

f(tj+1)
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5.2. Les méthodes de Newton-Cotes 
omposites

Variable t

f(
t)

t0 t1 t2 t3

f(t0)

f(t1)

f(t2)

f(t3)

Figure 5.8 � Méthode 
omposite des re
tangles à droite 
orrespondant à n = 3

• La méthode des points milieux 
orrespondant à α = a+b
2
. Cette méthode 
onsiste à appro
her
ha
une des intégrales Ij par l'aire du re
tangle de base [tj , tj+1] et de hauteur f( tj+tj+1

2

) :
I ≃ h

n−1∑

j=0

f

(
tj + tj+1

2

)
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Variable t

f(
t)

t0

f(t0)

f(t1)

f(t2)

f(t3)

t1 t2 t3Figure 5.9 � Méthode 
omposite des points milieux 
orrespondant à n = 35.2.2 Méthode des TrapèzesOn appro
he l'intégrale I par la somme des n aires des trapèzes délimités par les 4 points (ti, 0),
(ti+1, 0), ti, f(ti)) et (ti+1, f(ti+1)), pour j = 0, ..., n−1. Cha
une de 
es aires vaut h f(ti)+f(ti+1)

2
.On é
rit :

I ≃ h

(
f(t0) + f(tn)

2
+

n−1∑

j=1

f(tj)

)
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5.2. Les méthodes de Newton-Cotes 
omposites

Variable t

f(
t) f(t1)

f(t2)

f(t3) f(t4)

t1 t2 t3 t4

f(t5)

t5Figure 5.10 � Méthode 
omposite des Trapèzes 
orrespondant à n = 45.2.3 Méthode de SimpsonCette méthode 
onsiste à interpoler la fon
tion f sur 
ha
un des n intervalles par des polyn�mesde degré 2 reposant sur une interpolation à trois points (tj, f(tj)), ( tj+tj+1

2
, f

(

tj+tj+1

2

)) et
(tj+1, f(tj+1). On obtient :

I ≃ h

3

(

f(t0) + 4

n/2
∑

j=1

f(t2j−1) + 2

n/2−1
∑

j=1

f(t2j) + f(tn)

)

Remarque 5.1. On ne peut pas appliquer la méthode de Simpson pour des valeurs de n im-paires 
ar 
ette dernière n'est appliquée que sur 
ha
un des n intervalles [t2i; t2i+2], tirées d'unesubdivision en 2n intervalles par les points :
ti = a + ih pour i = 0, ..., 2n− 1 et h =

b− a

2n
.Exemple : Déterminer l'intégrale

I =

∫ 1.1

0.1

ln(t) dtpour n = 10.1. Par la méthode 
omposite des Trapèzes généraliséeDib et Ameur 111



Chapitre 5. Méthodes d'intégration numérique2. Par la méthode 
omposite de Simpson3. Par la méthode 
omposite des re
tangles à droite et à gau
he4. Par la méthode 
omposite des points milieux5. Comparer les même pour les di�érents pas d'espa
e : h = 0.2 et h = 0.5. Déduire une
on
lusion.On dé�nit la fon
tion f telle que f(t) = ln(t) et on a que
I =

∫ 1.1

0.1

ln(t) dt =
(
t ln(t)− t

)

(1.1)
−
(
t ln(t)− t

)

(0.1)
= - 0.664900292.Sa
hant que n = 10 
orrespond à h =

1

10
= 0.1, on dé
oupe l'intervalle [0.1; 1.1] en 10 segmentsdont les bornes équidistants sont telles que

ti f(ti)

t0 = 0.1 f(t0) = f(0.1) = ln(0.1) = −2.30259
t1 = 0.2 f(t1) = f(0.2) = ln(0.2) = −1.60944
t2 = 0.3 f(t2) = f(0.3) = ln(0.3) = −1.20397
t3 = 0.4 f(t3) = f(0.4) = ln(0.4) = −0.91629
t4 = 0.5 f(t4) = f(0.5) = ln(0.5) = −0.69315
t5 = 0.6 f(t5) = f(0.6) = ln(0.6) = −0.51083
t6 = 0.7 f(t6) = f(0.7) = ln(0.7) = −0.35667
t7 = 0.8 f(t7) = f(0.8) = ln(0.8) = −0.22314
t8 = 0.9 f(t8) = f(0.9) = ln(0.9) = −0.10536
t9 = 1 f(t9) = f(1) = ln(1) = 0
t10 = 1.1 f(t10) = f(1.1) = ln(1.1) = 0.095311. La formule de la méthode 
omposite des Trapèzes appliquée à l'intégrale I pour n = 10 et

h = 0.1 s'é
rit :
IT ≃ h

(
f(t0) + f(t10)

2
+

9∑

i=1

f(ti)

)

= h

(
ln(t0) + ln(t10)

2
+

9∑

i=1

ln(ti)

)

≃ - 0.67225.2. La formule de la méthode 
omposite de Simpson appliquée à l'intégrale I pour n = 10 et
h = 0.1 s'é
rit :

IS ≃ h

3

(

f(t0) + f(t10) + 4
∑4

i=0 f(t2i+1) + 2
∑4

i=0 f(t2i+2)

)

=
h

3

(

ln(t0) + ln(t10) + 4
∑4

i=0 ln(t2i+1) + 2
∑4

i=0 ln(t2i+2)

)

≃ - 0.66548.3. La formule de la méthode 
omposite des re
tangles à droite appliquée à l'intégrale I pour
n = 10 et h = 0.1 s'é
rit :

IRd ≃ h

10∑

i=1

f(ti) = h

10∑

i=1

ln(ti) ≃ - 0.55235112 Dib et Ameur



5.2. Les méthodes de Newton-Cotes 
ompositeset 
elles des re
tangles à gau
he
IRg ≃ h

9∑

i=0

f(ti) = h
9∑

i=0

ln(ti) ≃ - 0.79214.4. La formule de la méthode 
omposite du point milieu appliquée à l'intégrale I pour n = 10et h = 0.1 s'é
rit :
Ipm ≃ h

9∑

i=0

f

(
ti + ti+1

2

)

= h

9∑

i=0

ln

(
ti + ti+1

2

)

≃ - 0.661306.On remarque bien d'après le tableau 
i-dessous, rassemblant les valeurs des intégralesappro
hées de l'intégrale I, que la méthode de Simpson appro
he le mieux la valeur de
ette intégrale.Méthode Exa
te Trapèzes Simpson Re
tangle Re
tangle Point milieuà droite à gau
heValeur -0.664900292 -0.67225 -0.66548 -0.55235 -0.79214 -0.6613065. Nous regroupons les di�érents résultats dans le tableau 
i-dessousMéthode h = 0.1 h = 0.2 h = 0.5Exa
te -0.664900292 -0.664900292 -0.664900292Trapèzes -0.67225 -0.692558 -0.807231Simpson -0.66548 -0.6649686 -0.69637816Re
tangle à gau
he -0.55235 -0.32348 -1.406705Re
tangle à droite -0.79214 -0.452769 -0.20757Point milieu -0.89157 -0.651939 -0.606170Exemple : Déterminer l'intégrale
I =

∫ π

0

cos(t) dtpour n = 4.1. Par la méthode 
omposite des Trapèzes généralisée2. Par la méthode 
omposite de Simpson3. Par la méthode 
omposite des re
tangles à droite et à gau
he4. Par la méthode 
omposite des points milieuxOn dé�nit la fon
tion f telle que f(t) = cos(t) et on a que
I =

∫ π

0

cos(t) dt =
(
sin(t))(π) −

(
sin(t)

)

(0)
= 0.Dib et Ameur 113



Chapitre 5. Méthodes d'intégration numériqueSa
hant que n = 4 
orrespond à h =
π

4
, on dé
oupe l'intervalle [0; π] en 4 segments dont lesbornes équidistants sont telles que

ti f(ti)

t0 = 0 f(t0) = cos(0) = 1

t1 =
π

4
f(t1) = cos

(
π

4

)

= 0.707106

t2 =
π

2
f(t2) = cos

(
π

2

)

= 0

t3 =
3π

4
f(t3) = cos

(
3π

4

)

= −0.707106

t4 = π f(t4) = cos(π) = −11. La formule de la méthode 
omposite des Trapèzes appliquée à l'intégrale I pour n = 10 et
h = 0.1 s'é
rit :

IT ≃ h

(
f(t0) + f(t4)

2
+

3∑

i=1

f(ti)

)

= h

(
cos(t0) + cos(t4)

2
+

3∑

i=1

cos(ti)

)

≃ 0.2. La formule de la méthode 
omposite de Simpson appliquée à l'intégrale I pour n = 10 et
h = 0.1 s'é
rit :

IS ≃ h

3

(

f(t0) + f(t4) + 4
∑1

i=0 f(t2i+1) + 2 f(t2)

)

=
h

3

(

cos(t0) + cos(t4) + 4
∑1

i=0 cos(t2i+1) + 2 cos(t2)

)

≃ 0.3. La formule de la méthode 
omposite des re
tangles à droite appliquée à l'intégrale I pour
n = 10 et h = 0.1 s'é
rit :

IRd ≃ h

4∑

i=1

f(ti) = h

4∑

i=1

cos(ti) ≃
π

4et 
elles des re
tangles à gau
he
IRg ≃ h

3∑

i=0

f(ti) = h
3∑

i=0

cos(ti) ≃
π

4
.114 Dib et Ameur



5.3. Analyse de l'erreur dans les méthodes d'intégration4. La formule de la méthode 
omposite du point milieu appliquée à l'intégrale I pour n = 10et h = 0.1 s'é
rit :
Ipm ≃ h

3∑

i=0

f

(
ti + ti+1

2

)

= h

3∑

i=0

cos

(
ti + ti+1

2

)

≃ 0.On remarque bien d'après le tableau 
i-dessous, rassemblant les valeurs des intégrales appro-
hées de l'intégrale I, que la méthode de Simpson appro
he le mieux la valeur de 
ette intégrale.Méthode Exa
te Trapèzes Simpson Re
tangle Re
tangle Point milieuà droite à gau
heValeur 0 0 0 π

4
-π
4

0
5.3 Analyse de l'erreur dans les méthodes d'intégrationOn dé�nit

Ef =

∫ b

a

f(t) dt −
∫ b

a

Pf(t) dt
omme étant l'erreur faite lorsqu'on rempla
e ∫ b

a
f(t) dt par ∫ b

a
Pf(t) dt. On obtient les majo-ration des erreurs suivantes :Théorème 5.1. Si la fon
tion f est de 
lasse C (
-à-d 
ontinu et di�érentiable sur l'intervalle

[a, b]), L'erreur de la méthode des re
tangles peut être estimée en utilisant les développe-ments en série de Taylor ou le théorème des a

roissements �nis on trouve alors pour
h = b− a :

∣
∣Ef

∣
∣ ≤ (b− a)2

2
M′où M′ = sup[a,b]

(
|f ′|
) est un majorant de f ′ sur l'intervalle [a, b].On déduit que la méthode des re
tangles est une méthode d'ordre 1 
ar Ef = θ

(

1
n

)

= θ(h).L'erreur de la méthode des re
tangles 
omposée est simplement la somme de toutes leserreurs :
∣
∣Ef

∣
∣ ≤ (b− a)2

2 n
M′.

• Si la fon
tion f est de 
lasse C2 (
-à-d 2 fois 
ontinument di�érentiable sur l'intervalle [a, b]),la méthode des trapèzes donnera une erreur majorée par :
∣
∣Ef

∣
∣ ≤ (b− a)3

12
M′′où M′′ = sup[a,b]

(
|f ′′|
) est un majorant de f ′′ sur l'intervalle [a, b].On déduit que la méthode des Trapèzes est une méthode d'ordre 2 
ar Ef = θ

(

1
n2

)

=

θ(h2). Dib et Ameur 115



Chapitre 5. Méthodes d'intégration numériqueAinsi la méthode des trapèzes 
omposée donnera une erreur majorée par :
∣
∣Ef

∣
∣ ≤ (b− a)3

12 n2
M′′.

• Si la fon
tion f est de 
lasse C4 (
-à-d 4 fois 
ontinument di�érentiable sur l'intervalle [a, b]),la méthode de Simpson donnera une erreur majorée par :
∣
∣Ef

∣
∣ ≤ (b− a)5

90
M(4)où M(4) = sup[a,b]

(
|f (4)|

) est un majorant de f (4) sur l'intervalle [a, b].la méthode de Simpson 
omposée donnera une erreur majorée par :
∣
∣Ef

∣
∣ ≤ (b− a)5

180 n4
M(4).On déduit que la méthode de Simpson est une méthode d'ordre 4 
ar Ef = θ

(

1
n4

)

= θ(h4).Cette expression du terme d'erreur signi�e que la méthode de Simpson est exa
te (
'est-à-dire que le terme d'erreur s'annule) pour tout polyn�me de degré inférieur ou égal à 3
ar elles véri�ent f (4) = 0.5.4 Les méthodes de GaussLa méthodes de Gauss, dites aussi méthodes de quadratures de Gauss sont des méthodesexa
tes pour des polyn�mes de degré inférieur ou égal à (2n+1) points et permettent égalementde 
al
uler des intégrales singulières où la fon
tion f à intégrer devient in�nie en 
ertains points.Les méthodes de Gauss 
onsiste à appro
her numériquement l'intégrale par la somme pondéréesuivante :
∫ b

a

f(t)w̃(t) dt ≃
n∑

i=1

wi f(ti)où
• wi sont appelés les 
oe�
ients de quadrature ou poids,
• les points ti ou n÷uds sont des réels distin
ts ra
ines des polyn�mes de Legendre 
al
uléssur [−1, 1]
• l'intervalle [a, b] peut prendre les formes suivantes [a, b] ou [a,+∞] ou en
ore R.Il existe plusieurs types de la quadrature de Gauss qui varient en fon
tion du domaine d'inté-gration [a, b] et de la fon
tion de pondération w̃, on 
ite parmi les plus 
ourantes :
116 Dib et Ameur



5.4. Les méthodes de Gauss
• Méthode de Gauss-Legendre dé�nie pour [a, b] = [−1, 1] et w̃ = 1

∫ 1

−1

f(t) dt ≃
n∑

i=1

wi f(ti)où les ti sont les zéros des polyn�mes de Legendre.
• Méthode de Gauss-T
heby
hev dé�nie pour [a, b] = [−1, 1] et w̃ =

√
1− t2 ou w̃ =

1√
1− t2

∫ 1

−1

1√
1− t2

f(t) dt ≃
n∑

i=1

wi f(ti)où les ti sont les zéros des polyn�mes de T
heby
hev.
• Méthode de Gauss-Hermite dé�nie pour [a, b] = R et w̃ = e−t2

∫ 1

−1

e−t2f(t) dt ≃
n∑

i=1

wi f(ti)où les ti sont les zéros des polyn�mes de Hermite.5.4.1 Méthode de Gauss-LegendreLa formule de Legendre-Gauss s'é
rit sous la forme suivante :
∫ 1

−1

f(t) dt ≃
n∑

i=1

wi f(ti)où les ra
ines ζi sont données dans le tableau 
i-dessous :
n ti wi2 ±0.5773502691 13 0 0.8888888888
±0.7745966692 0.55555555554 ±0.3399810435 0.6521451548
±0.8611363115 0.34785484515 0 0.5688888888
±0.5384693101 0.4786286704
±0.9061798459 0.23692688506 ±0.2386191860 0.4679139345
±0.6612093864 0.3607615730
±0.9324695142 0.1713244923Dans le 
as où l'intégrale n'est pas 
al
ulée sur l'intervalle [−1, 1] , mais sur un domaine [a, b],on pro
ède ave
 un 
hangement de variable a�n d'appliquer la méthode de quadrature deDib et Ameur 117



Chapitre 5. Méthodes d'intégration numériqueGauss-Legendre. Ainsi l'intégrale I est appro
hée par
I ≃ b− a

2

n∑

i=1

wi f

(
b− a

2
ti +

a + b

2

)
ar ∫ b

a

f(t) dt =
b− a

2

∫ 1

−1

f

(
b− a

2
t +

a+ b

2

)

dt.Exemple : Cal
uler l'intégrale I =
∫ 1

0

√
1 + 2t dt en employant la formule de Gauss-Legendreappliquée à n = 3.On pose f(t) =

√
1 + 2t. L'intégrale I est appro
hée par

I ≃ b− a

2

3∑

i=1

wi f

(
b− a

2
ti +

a+ b

2

)

≃ 1

2

3∑

i=1

wi f

(
ti
2

+
1

2

)ave

ti

ti
2

+
1

2
f

(
ti
2

+
1

2

)0 0.5 1.414213562-0.7745966692 0.1127016654 1.1069793720.7745966692 0.8872983346 1.665712061Par suite,
I ≃ 1

2

(

(0.8888888888)× (1.414213562) + (0.5555555555)× (1.106979372)

+ (0.5555555555)× (1.665712061)

)

.D'où
I =

∫ 1

0

√
1 + 2t dt ≃ 1.398731424.Exemple : Cal
uler l'intégrale I =

∫

π

4
0 t2 cos t dt en employant la formule de Gauss-Legendreappliquée à n = 4.On pose f(t) = t2 cos t. L'intégrale I est appro
hée par

I ≃ b− a

2

4∑

i=1

wi f

(
b− a

2
ti +

a + b

2

)

≃ π

4

4∑

i=1

wi f

(
π

4
(ti + 1)

)ave
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5.4. Les méthodes de Gauss
ti

π

4
(ti + 1) f

(
π

4
(ti + 1)

)-0.3399810435 0.518377676 0.2334126950.3399810435 1.052418651 0.548776921-0.8611363115 0.109063285 0.0118947780.8611363115 1.461733041 0.232569837Par suite,
I ≃ π

4

(

(0.6521451548)×(0.233412695+0.548776921)+(0.3478548451)×(0.011894778+0.232569837)

)

.D'où
I =

∫
π

4

0

t2 cos t dt ≃ 0.467421367.Exer
i
e :1. Déterminer l'intégrale
I =

∫ 1

0

e−t2 dtpour n = 81.1 Par la méthode 
omposite des Trapèzes généralisée1.2 Par la méthode 
omposite de Simpson1.3 Par la méthode 
omposite des re
tangles à droite et à gau
he1.4 Par la méthode 
omposite des points milieux2. Déterminer le nombre de points n né
essaire a�n d'appro
her l'intégrale I2.1 à l'aide de la méthode 
omposite des Trapèzes généralisée ave
 un ordre de pré
isionde 10−22.2 à l'aide de la méthode 
omposite de Simpson ave
 un ordre de pré
ision de 10−42.3 à l'aide de la méthode 
omposite des re
tangles ave
 un ordre de pré
ision de 10−13. Évaluer les erreurs faites pour 
ha
une des méthodes pré
édentes et 
omparer les ave
 lesrésultats de la question 2On dé�nit la fon
tion f telle que f(t) = e−t2 . Sa
hant que n = 8 
orrespond à h =
1

8
= 0.125,on dé
oupe l'intervalle [0; 1] en 8 segments dont les bornes équidistants sont telles que
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Chapitre 5. Méthodes d'intégration numérique
ti f(ti)

t0 = 0 f(t0) = f(0) = 1
t1 = 0.125 f(t1) = f(0.125) = 0.984496437
t2 = 0.250 f(t2) = f(0.250) = 0.939413062
t3 = 0.375 f(t3) = f(0.375) = 0.868815056
t4 = 0.5 f(t4) = f(0.5) = 0.77880783
t5 = 0.625 f(t5) = f(0.625) = 0.676633846
t6 = 0.750 f(t6) = f(0.750) = 0.569782824
t7 = 0.875 f(t7) = f(0.875) = 0.465043188
t8 = 1 f(t8) = f(1) = 0.3678794411. La valeur exa
te de l'intégrale I est égale à 0, 74682.1.1 La formule de la méthode 
omposite des Trapèzes appliquée à l'intégrale I pour n = 8et h = 0.125 s'é
rit :

IT ≃ h

(
f(t0) + f(t8)

2
+

7∑

i=1

f(ti)

)

= h

(
e−t20 + e−t210

2
+

7∑

i=1

e−t2
i

)

≃ 0.745865614.1.2 La formule de la méthode 
omposite de Simpson appliquée à l'intégrale I pour n = 8et h = 0.125 s'é
rit :
IS ≃ h

3

(

f(t0) + f(t8) + 4
∑3

i=0 f(t2i+1) + 2
∑3

i=0 f(t2i)

)

=
h

3

(

e−t20 + e−t210 + 4
∑3

i=0 e
−t2

2i+1 + 2
∑3

i=0 e
−t2

2i

)

≃ 0.74682612.1.3 La formule de la méthode 
omposite des re
tangles à droite appliquée à l'intégrale Ipour n = 8 et h = 0.125 s'é
rit :
IRd ≃ h

8∑

i=1

f(ti) = h
8∑

i=1

e−t2
i ≃ 0.785373149et 
elles des re
tangles à gau
he

IRg ≃ h

7∑

i=0

f(ti) = h

7∑

i=0

e−t2i ≃ 0.706358079.1.4 La formule de la méthode 
omposite du point milieu appliquée à l'intégrale I pour
n = 8 et h = 0.125 s'é
rit :

Ipm ≃ h

7∑

i=0

f

(
ti + ti+1

2

)

= h

7∑

i=0

e
−
(ti + ti+1)

2

2

≃ 0.747303578.2. Déterminons les valeurs de n selon :120 Dib et Ameur



5.4. Les méthodes de Gauss2.1 la méthode des trapèzes 
omposée donnera une erreur majorée par :
∣
∣Ef

∣
∣ ≤ 1

12 n2
sup
[0,1]

(
|f ′′(t)|

)A�n de déterminer la valeur de sup[0,1]

(
|f ′′|
), 
onstruisons tout d'abord le tableaude variation de la fon
tion f ′′. Sa
hant que f ′(t) = −2te−t2 , f ′′(t) = −2e−t2 +4t2e−t2et f (3)(t) = 4te−t2(3− 2t2), on a :

t −
√
3

2
0 1 √

3

2
t − | + | +

e−t2 + | + | +
3− 2t2 + | + | +

f (3)(t) − | + | +Sur l'intervalle [0, 1], la fon
tion f (3)(t) est 
roissante et on a f ′′(0) = −2 et f ′′(1) =
2

e
. Ainsi la fon
tion |f ′′(t)| atteint son sup pour |f ′′(0)|= 2. D'où

∣
∣Ef

∣
∣ ≤ 1

6 n2
.Par suite, le nombre de points n né
essaire a�n d'appro
her l'intégrale I à l'aide dela méthode 
omposite des Trapèzes généralisée ave
 un ordre de pré
ision de 10−2est égal à :

1

6 n2
≤ 10−2 =⇒ n ≥ 10√

6
=⇒ n ≥ 4.0824.2.2 la méthode de Simpson 
omposée donnera une erreur majorée par :

∣
∣Ef

∣
∣ ≤ 1

180 n4
sup
[0,1]

(
|f (4)(t)|

)A�n de déterminer la valeur de sup[0,1]

(
|f (4)(t)|

), 
onstruisons tout d'abord le ta-bleau de variation de la fon
tion f (3)(t). Sa
hant que f (4)(t) = 4e−t2(3− 12t2 + 4t4)et f (5)(t) = 8te−t2(t2 − 1)(−4t2 + 15), sur l'intervalle [0, 1], la fon
tion f (3)(t) est
roissante et on a f (4)(0) = 12 et f (4)(1) =
20

e
. Ainsi la fon
tion |f (4)(t)| atteint son

sup pour |f (4)(0)|= 12. D'où
∣
∣Ef

∣
∣ ≤ 12

180 n4
.Par suite, le nombre de points n né
essaire a�n d'appro
her l'intégrale I à l'aide dela méthode 
omposite des Trapèzes généralisée ave
 un ordre de pré
ision de 10−2est égal à :

1

15 n4
≤ 10−4 =⇒ n ≥ 10

4
√
15

.3. Déterminons les erreurs relatives à n = 8 selon les méthodes suivantes :Dib et Ameur 121



Chapitre 5. Méthodes d'intégration numérique3.1 la méthode des trapèzes 
omposée donnera une erreur majorée par :
∣
∣Ef

∣
∣ ≤ 1

6 n2
=

1

6× 82
= 0.002604166.3.2 la méthode de Simpson 
omposée donnera une erreur majorée par :

∣
∣Ef

∣
∣ ≤ 12

180 n4
=

1

15× 84
= 0.00001627.Ces résultats sont tout à fait en a

ord ave
 les 
onsidérations théoriques pré
édentes.Noter 
omment la méthode des Trapèzes donne une approximation à 2.10−3 ≤ 10−2et la méthode de Simpson donne une approximation à 2.10−5 ≤ 10−4 ave
 seulement8 valeurs de la fon
tion f .
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Chapitre 6Résolution des équations di�érentielles
6.1 Solution générale d'une équation di�érentielleSoit O un ouvert de R× Rm et f : O→ Rm une appli
ation 
ontinue. On 
onsidère l'équationdi�érentielle :

y′ = f(t, y), (t, y) ∈ O. (6.1)On appelle solution sur I ∈ R de l'équation di�érentielle :






toute appli
ation y : U → Rm, dérivable surI telle que
(t, y(t)) ∈ O, ∀t ∈ U

y′(t) = f(t, y(t)), ∀t ∈ Uave
 y(t) = (y1(t), y2(t), ..., ym(t)) et f = (f1(t), f2(t), ..., fm(t)).Ainsi l'équation 6.1 s'é
rit sous forme d'un système di�érentiel du premier ordre à m fon
tionsin
onnues (y1, y2, ..., ym) :






y′1(t) = f1(t, y1(t), y2(t), ..., ym(t)),

y′2(t) = f2(t, y1(t), y2(t), ..., ym(t)),...
y′m(t) = fm(t, y1(t), y2(t), ..., ym(t)).6.2 Problème de Cau
hyLe problème de Cau
hy 
onsiste à déterminer une solution en partant d'une valeur donnée t0,appelée aussi donnée initiale.Dé�nition 6.1. Problème de Cau
hy. Étant donné un point (t0, y0) ∈ O, le problème deCau
hy 
onsiste à déterminer une solution y : U → Rm de l'équation di�érentielle 6.1 sur unintervalle U = [0, T ] 
ontenant t0, ave
 T un réel stri
tement positif et telle que y(t0) = y0.
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Chapitre 6. Résolution des équations di�érentiellesLe problème de Cau
hy s'é
rit :
{

y′(t) = f(t, y(t)),

y(t0) = y0Résoudre le problème de Cau
hy revient à prévoir l'évolution du problème suivant le paramètre
t, sa
hant qu'en t = t0 ; le système est dé
rit par les paramètres y0 = (y01, y02, ..., y0m). (t0, y0)sont les données initiales du problème de Cau
hy.Lemme 6.1. Une fon
tion y : U → Rm est une solution du problème de Cau
hy de donnéesinitiales (t0, y0) si et seulement si(1) La fon
tion y est 
ontinue(2) (t, y(t)) ∈ O, ∀t ∈ U(3) ∀t ∈ U, y(t) = y0 +

∫ t

t0
f(x, y(x)) dxCe lemme montre que la résolution d'une équation di�érentielle est équivalente à la résolutiond'une équation intégrale et don
 la solution à l'instant t dépend uniquement de la solution auxinstants t̃ tels que t0 ≤ t̃ ≤ t.Théorème 6.1. (Théorème de Cau
hy-Lips
hitz) Si la fon
tion f est 
ontinue par rapportaux deux variables t et y, et que f est uniformément Lips
hitzienne par rapport à y dans lesens :

∃L > 0, ∀t ∈ [t0, T ], ∀y1, y2 ∈ R, |f(t, y1)− f(t, y2)| ≤ L |y1 − y2|alors par tout point (t0, y0) passe une solution unique et toute suite de solutions appro
hées
onverge vers la solution exa
te y ∈ C
1([0, T ]).6.3 Résolution expli
ite des équations di�érentiellesCe paragraphe est 
onsa
ré à la résolution d'équations de type suivant :

• Équations di�érentielles linéaires sans se
ond membre : y′(t) = λ(t) y(t),
• Équations di�érentielles linéaires ave
 se
ond membre : y′(t) = λ(t) y(t) + β(t).6.3.1 Résolution des équations di�érentielles linéaires sans se
ondmembre de la forme y′(t) = λ(t) y(t)Théorème 6.2. Soit α : U → R une primitive de la fon
tion λ sur U . L'ensemble des solutionssur l'intervalle U de l'équation di�érentielle y′(t) = λ(t) y(t) est l'ensemble des fon
tions
y : U → R, telles que :

y(t) = C eα(t), ∀ t ∈ Uoù C est une 
onstante réelle quel
onque.Re
her
he d'une solution des équations di�érentielles linéaires sans se
ond membre :124 Dib et Ameur



6.3. Résolution expli
ite des équations di�érentiellesL'équation di�érentielle s'é
rit sous la forme :
y′(t)

y(t)
= λ(t)où λ est une fon
tion 
ontinue. Si on prend une primitive de 
haque membre, les deux primitivesdoivent être égales à une 
onstante près :

ln |y(t)| = α(t) + C, C ∈ R

|y(t)| = eC eα(t)

y(t) = η eC eα(t), ave
 η = ±1.Exemple : Résoudre et déterminer une solution sur R de l'équation di�érentielle :
y′(t)− 2

t
y(t) = 0.Observons que dans 
e 
as la fon
tion λ(t) =
2

t
n'est pas dé�nie en t = 0. On pourra don
résoudre l'équation di�érentielle sur les deux intervalles ] − ∞; 0[ et ]0; +∞[ séparément. Laméthode de résolution se détaille 
omme suit : La fon
tion t→ 2

t
est 
ontinue sur 
ha
un desintervalles et on a :

y′(t)

y(t)
=

2

t
.Si on prend une primitive de 
haque membre, les deux primitives doivent être égales à une
onstante près :

ln |y(t)| = ln |t2| + lnC, C ∈ R.L'exponentielle des deux membres donne
y(t) = C t2.La solution de l'équation di�érentielle est don


y(t) =

{

C1 t
2 sur ]−∞, 0[,

C2 t
2 sur ]0,+∞[.Un 
as parti
ulier 
orrespond à C1 = −4 et C2 = 1. La fon
tion dé�nie par :

y(t) =

{

−4 t2 sur ]−∞; 0[,

t2 sur ]0; +∞[est solution de l'équation y′(t)− 2

t
y(t) = 0 sur ]−∞; 0[×]0; +∞[.On peut aussi 
her
her une solution véri�ant une 
ondition initiale.Proposition 6.1. Soit t0 un point de l'intervalle U et y0 un réel quel
onque. Il existe unefon
tion y(t) véri�ant y′(t) = λ(t) y(t) et telle que y(t0) = y0. Sa solution est dé�nie par :
y(t) = y0

(
∫ t

t0

λ(x) dx

)
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Chapitre 6. Résolution des équations di�érentiellesRemarque 6.1. On applique les mêmes te
hniques de résolution des équations di�érentielleslinéaires sans se
ond membre pour les équations di�érentielles du type :
y′(t) = λ(t) f(y(t)).Théorème 6.3. Existen
e et uni
ité de la solution du problème de Cau
hy Pourtout 
ouple (t0, y0) ∈ U × R, il existe une solution et une seule y de l'équation di�érentielle

y′(t) = λ(t) y(t) sur l'intervalle U telle que y(t0) = y0.Dé�nition 6.2. L'équation di�érentielle y′(t) = λ(t) y(t) admet une in�nité de solutions. Ellessont toutes du type y(t) = C eα(t), ave
 C ∈ R. L'ensemble de 
es fon
tions solutions est appeléfamille de fon
tions et l'ensemble des 
ourbes représentatives de 
es fon
tions est appeléfamille de 
ourbes.Exemple : Résoudre et déterminer une solution sur R de l'équation di�érentielle :
y′(t)− t3

1 + t4
y(t) = 0, ave
 y(0) = 1.La fon
tion λ(t) =

t3

1 + t4
est 
ontinue sur R et admet 
omme primitive la fon
tion t →

1

4
ln (1 + t4) = (ln (1 + t4))

1

4 , d'où
y′(t)

y(t)
=

t3

1 + t4

ln |y(t)| =
1

4
ln (1 + t4) + lnC, C ∈ R.La solution générale de l'équation di�érentielle est don
 la fon
tion dé�nie par

y(t) = C eln
4
√
1+t4 = C

4
√
1 + t4.Puisque la donnée d'une 
ondition détermine une solution unique, le 
al
ul de la solution del'équation di�érentielle véri�ant y(0) = 1 est :

y(0) = C
4
√
1 + 04 = 1 ⇐⇒ C = 1.Par suite, la solution de l'équation y′(t)− t3

1 + t4
y(t) = 0 véri�ant y(0) = 1 est :

y(t) =
4
√
1 + t4.Exemple : Résoudre et déterminer une solution sur l'intervalle ]0; +∞[ de l'équation di�éren-tielle : √

t y′(t) − y(t) = 0.La fon
tion λ(t) =
1√
t
est 
ontinue sur ]0; +∞[ et admet 
omme primitive la fon
tion t→ 2

√
tà une 
onstante près. Par suite, la solution de l'équation √t y′(t)− y(t) = 0 est :

y(t) = C e2
√
t.126 Dib et Ameur



6.3. Résolution expli
ite des équations di�érentiellesExemple : Résoudre et déterminer une solution sur l'intervalle ]0; π
2

[ de l'équation di�éren-tielle :
y′(t)− (1 + tan2 t) y(t) = 0.La fon
tion λ(t) = 1 + tan2 t =

1

cos2 t
est 
ontinue sur ]0; π

2

[ et admet 
omme primitivela fon
tion t → tan t à une 
onstante près. Par suite, la solution de l'équation y′(t) − (1 +
tan2 t) y(t) = 0 est :

y(t) = C etan t.Proposition 6.2. Dans le 
as parti
ulier où la fon
tion λ est la fon
tion 
onstante, la solutionde l'équation di�érentielle y′(t) = λy(t) est :
y(t) = C eλ tExemple : Résoudre et déterminer une solution sur l'intervalle R de l'équation di�érentielle :

y′(t) + 4 y(t) = 0, ave
 y(0) = 1.La fon
tion λ(t) = 4 est 
ontinue sur R et admet 
omme primitive la fon
tion t → 4 t à une
onstante près. Par suite, la solution de l'équation y′(t) + 4 y(t) = 0 est :
y(t) = C e−4 t.Puisque la donnée d'une 
ondition détermine une solution unique, le 
al
ul de la solution del'équation di�érentielle véri�ant y(0) = 1 est :

y(0) = C e−4 = 1 ⇐⇒ C = 1.Par suite, la solution de l'équation y′(t) + 4 y(t) = 0 véri�ant y(0) = 1 est :
y(t) = e−4 t.

Dib et Ameur 127



Chapitre 6. Résolution des équations di�érentielles
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Figure 6.1 � Partie de la famille de fon
tions solutions de l'équation di�érentielle y′(t)+4 y(t) =
0 (La fon
tion solution ave
 
ondition initiale est représentée en noir).6.3.2 Résolution des équations di�érentielles linéaires sans se
ondmembre de la forme y′(t) + λ(t) y(t) = γ(t)On 
her
he à résoudre des équations du type :

y′(t) = λ(t) y(t) + β(t)où λ et β, le se
ond membre, sont deux fon
tions dé�nies et 
ontinues sur un intervalle U de
R.Théorème 6.4. Soit α : U → R une primitive de la fon
tion λ sur U et ỹ une solutionparti
ulière de l'équation di�érentielle y′(t) = λ(t) y(t) + β(t) dé�nie sur l'intervalle U .L'ensemble des solutions sur l'intervalle U de l'équation di�érentielle y′(t) = λ(t) y(t) + β(t)est l'ensemble des fon
tions y : U → R, telles que :

y(t) = ỹ(t) + C eα(t), ∀ t ∈ Uoù C est une 
onstante réelle quel
onque.
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6.3. Résolution expli
ite des équations di�érentiellesOn retiendra que la solution générale de l'équation di�érentielle y′(t) = λ(t) y(t) + β(t) est lasomme d'une solution parti
ulière et de la solution de l'équation homogène.
y
︸︷︷︸solution générale de l'équation ave
 se
ond membre = ỹ

︸︷︷︸solution parti
ulière + C eα(t)
︸ ︷︷ ︸solution générale de l'équation sans se
ond membreRe
her
he d'une solution des équations di�érentielles linéaires ave
 se
ond membre :Méthode de variation de la 
onstantePour résoudre une équation di�érentielle du premier ordre y′(t) = λ(t) y(t) + β(t), on pro
èdeen deux étapes.Étape 1 : Déterminer les solutions de l'équation di�érentielle linéaire sans se
ond membre as-so
iée. Ces solutions sont de la forme : C eα(t) où C est une 
onstante réelle et α une primitivede la fon
tion λ sur l'intervalle U .Étape 2 : Trouver une solution parti
ulière ỹ de l'équation ave
 se
ond membre y′(t) =

λ(t) y(t) + β(t), à l'aide de la méthode de variation de la 
onstante qui n'est valable quepour les équations di�érentielles linéaires et qui 
onsiste à 
her
her la solution parti
ulière ỹsous la forme :
ỹ = C(t) eα(t),où C(t) est une fon
tion di�érentiable. En dérivant la fon
tion ỹ, il vient alors :

ỹ′(t) = C ′(t) eα(t) + λ(t) C(t) eα(t) = λ(t) ỹ(t) + C ′(t) eα(t).En supposant que ỹ est solution de l'équation di�érentielle ave
 se
ond membre, on obtient :
ỹ′(t) = λ(t) ỹ(t) + β(t) = λ(t) ỹ(t) + C ′(t) eα(t).Soit après simpli�
ation on en déduit C ′(t) = β(t) e−α(t) et on obtient la fon
tion C parprimitivation et ensuite la solution parti
ulière :

ỹ(t) = eα(t)
∫ t

t0

β(s) e−α(s) ds = exp

(
∫ t

t0

λ(s) ds

) (
∫ t

t0

β(s) exp

(

−
∫ s

t0

λ(u) du

))

.Si de plus une 
ondition initiale est imposée, alors on ajuste la 
onstante C en 
onséquen
e.Exemple : Résoudre et déterminer une solution sur R de l'équation di�érentielle :
y′(t) =

t3

1 + t4
y(t) +

4
√
1 + t4, ave
 y(0) = 1.La solution de l'équation di�érentielle sans se
ond membre y′(t) =

t3

1 + t4
y(t) est la fon
tiondé�nie par

y(t) = C
4
√
1 + t4.Dib et Ameur 129



Chapitre 6. Résolution des équations di�érentiellesRemplaçons maintenant la 
onstante C par une fon
tion C(t), dérivable sur R, dans la solution
y(t) et en dérivant la fon
tion y, il vient alors :

y′(t) = C ′(t)
4
√
1 + t4 + C(t)

t3

4
√

(1 + t4)3
.En supposant que C(t) 4

√
1 + t4 est solution de l'équation di�érentielle linéaire ave
 se
ondmembre, 
ela donne :

y′(t) = C(t)
t3

4
√

(1 + t4)3
+

4
√
1 + t4 = C(t)

t3

4
√

(1 + t4)3
+ C ′(t)

4
√
1 + t4.Il reste alors après simpli�
ation C ′(t) = 1 d'où C(t) = t.Une solution parti
ulière est don
 la fon
tion dé�nie par ỹ(t) = t 4

√
1 + t4.La solution générale obtenue par superposition de solutions est ainsi y(t) = t 4

√
1 + t4+C 4

√
1 + t4.En tenant 
ompte de la 
ondition initiale y(0) = 1, on obtient C = 1.Ainsi, la solution générale de l'équation di�érentielle ave
 se
ond membre y′(t) = t3

1 + t4
y(t) +

4
√
1 + t4 véri�ant y(0) = 1, est :

y(t) = (t+ 1)
4
√
1 + t4.Exemple : Résoudre et déterminer une solution sur R de l'équation di�érentielle :

t y′(t) = 2 y(t) + t4, ave
 y(1) = 1

2
et y(−1) = −1

2
.La solution de l'équation di�érentielle sans se
ond membre y′(t) = 2

t
y(t) est la fon
tion dé�niepar

y(t) =

{

C1 t
2 sur ]−∞, 0[,

C2 t
2 sur ]0,+∞[.Remplaçons maintenant les 
onstantes C1 et C2 par deux fon
tions C1(t) et C2(t), dérivablesrespe
tivement sur ] −∞; 0

[ et ]0;∞[, dans la solution y(t) et en dérivant la fon
tion y parrapport à t, il vient alors :
y′(t) =

{

C ′
1(t)t

2 + 2 t C1(t) sur ]−∞, 0[,

C ′
2(t)t

2 + 2 t C2(t) sur ]0,+∞[.En supposant que C(t)t2 est solution de l'équation di�érentielle linéaire ave
 se
ond membre,
ela donne : {

t3 + 2 t C1(t) = C ′
1(t) t

2 + 2 t C1(t) sur ]−∞, 0[,

t3 + 2 t C2(t) = C ′
2(t) t

2 + 2 t C2(t) sur ]0,+∞[.Il reste alors après simpli�
ation C ′
1(t) = C ′

2(t) = t d'où C1(t) = C2(t) =
t2

2
.Une solution parti
ulière est don
 la fon
tion dé�nie par ỹ(t) = t4

2
.130 Dib et Ameur



6.3. Résolution expli
ite des équations di�érentiellesLa solution générale obtenue par superposition de solutions est ainsi
y(t) =







C1 t
2 +

t4

2
sur ]−∞, 0[,

C2 t
2 +

t4

2
sur ]0,+∞[.En tenant 
ompte de la 
ondition initiale y(1) = 1

2
et y(−1) = −1

2
, on obtient respe
tivement

C1 = 0 et C2 = −1 sur les intervalles ]−∞; 0
[ et ]0;∞[.Ainsi, la solution générale de l'équation di�érentielle ave
 se
ond membre est :

y(t) =







t4

2
sur ]−∞, 0[,

t4

2
− t2 sur ]0,+∞[.Exemple : Résoudre et déterminer une solution sur R de l'équation di�érentielle :

t (t− 1) y′(t) + 2 y(t) + t2, ave
 y(− 1

2

)

=
ln 2

9
, y

(
1

2

)

= ln 2 et y

(
3

2

)

= 9 ln
2

3
.Observons que dans 
e 
as la fon
tion λ(t) =

−2
t (t− 1)

n'est pas dé�nie en t = 0 et en t = 1 . Onpourra don
 résoudre l'équation di�érentielle sur les trois intervalles ]−∞; 0[, ]0; 1[ et ]1; +∞[séparément. La méthode de résolution se détaille 
omme suit : La fon
tion t → −2
t (t− 1)

est
ontinue sur 
ha
un des intervalles et on a :
y′(t)

y(t)
=

−2
t (t− 1)

.Si on prend une primitive de 
haque membre, les deux primitives doivent être égales à une
onstante près :
ln |y(t)| = − ln |(t− 1)2

t2
| + lnC, C ∈ R.L'exponentielle des deux membres donne

y(t) = C
t2

(t− 1)2
.La solution de l'équation di�érentielle est don


y(t) =







C1
t2

(t− 1)2
sur ]−∞, 0[,

C2
t2

(t− 1)2
sur ]0, 1[,

C3
t2

(t− 1)2
sur ]1,+∞[.Dib et Ameur 131



Chapitre 6. Résolution des équations di�érentiellesRemplaçons maintenant les 
onstantes C1, C2 et C3 par deux fon
tions C1(t), C2(t) et C3(t),dérivables respe
tivement sur ]−∞; 0
[, ]0; 1[ et ]1;∞[, dans la solution y(t) et en dérivant lafon
tion y par rapport à t, il vient alors :

y′(t) =







C ′
1(t)

t2

(t− 1)2
− C1(t)

2 t

(t− 1)3
sur ]−∞, 0[,

C ′
2(t)

t2

(t− 1)2
− C2(t)

2 t

(t− 1)3
sur ]0, 1[,

C ′
3(t)

t2

(t− 1)2
− C3(t)

2 t

(t− 1)3
sur ]1,+∞[.En reportant dans l'équation di�érentielle linéaire ave
 se
ond membre, 
ela donne :







C ′
1(t)

t3

t− 1
− C1(t)

2 t2

(t− 1)2
+ C1(t)

2 t2

(t− 1)2
= t2 sur ]−∞, 0[,

C ′
2(t)

t3

t− 1
− C2(t)

2 t2

(t− 1)2
+ C2(t)

2 t2

(t− 1)2
= t2 sur ]0, 1[,

C ′
3(t)

t3

t− 1
− C3(t)

2 t2

(t− 1)2
+ C3(t)

2 t2

(t− 1)2
= t2 sur ]1,+∞[.Il reste alors après simpli�
ation C ′

1(t) = C ′
2(t) = C ′

3(t) =
t− 1

t
d'où C1(t) = C2(t) = C3(t) =

t− ln t.Une solution parti
ulière est don
 la fon
tion dé�nie par ỹ(t) = t2 (t− ln t)

(t− 1)2
.La solution générale obtenue par superposition de solutions est ainsi

y(t) =







C1
t2

(t− 1)2
+

t2 (t− ln t)

(t− 1)2
sur ]−∞, 0[,

C2
t2

(t− 1)2
+

t2 (t− ln t)

(t− 1)2
sur ]0, 1[,

C3
t2

(t− 1)2
+

t2 (t− ln t)

(t− 1)2
sur ]1,+∞[.En tenant 
ompte de la 
ondition initiale y(− 1

2

)

=
ln 2

9
, y(1

2

)

= ln 2 et y(3

2

)

= ln
2

3
, on ob-tient respe
tivement C1 =

1

2
, C2 = −

1

2
et C3 = −

3

2
sur les intervalles ]−∞; 0

[, ]0; 1[ et ]1;∞[.
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6.4. Résolution numérique des équations di�érentiellesAinsi, la solution générale de l'équation di�érentielle ave
 se
ond membre est :
y(t) =







t2
(

t− ln t+
1

2

)

(t− 1)2
sur ]−∞, 0[,

t2
(

t− ln t− 1

2

)

(t− 1)2
sur ]0, 1[,

t2
(

t− ln t− 3

2

)

(t− 1)2
sur ]1,+∞[.6.4 Résolution numérique des équations di�érentiellesLes te
hniques de résolution des équations di�érentielles sont basées sur les formulations d'inté-gration numérique pour les se
ond membre f(t, y(t)) (méthode de trapèze, méthode de Simpson,méthode des re
tangles,...) ou les développements de Taylor au voisinage de yn. Introduisonstout d'abord les s
hémas expli
ites et s
hémas impli
ites :S
héma expli
ite et s
héma impli
ite : Si une approximation yn+1 de la valeur de lafon
tion y(t) 
her
hée en un point tn+1 s'exprime en fon
tion de yn, tn et le pas d'espa
e h, ondit que le s
héma est expli
ite et on é
rit :

yn+1 = yn + ϕ(tn, yn, h).Si de plus, on fait intervenir yn+1, on dit que le s
héma est impli
ite et on é
rit :
yn+1 = yn + ϕ(tn, yn, yn+1, h).On distingue deux grandes familles de s
hémas de résolution numérique des problèmes aux
onditions initiales pour les équations di�érentielles :Les s
hémas à un pas : Ce type de s
héma 
onsiste à 
al
uler une approximation yn+1de la valeur de la fon
tion y(t) 
her
hée en un point tn+1, en fon
tion de yn, tn et le pas d'espa
e

h en utilisant des formules d'intégration numérique appro
hée. A titre d'exemple, on 
ite less
hémas d'Euler expli
ite, amélioré ou s
héma de Lax-Wendro�, impli
ite, modi�é et le s
hémade Cran
k Ni
olson.Les s
hémas à multi-pas ou pas multiples : Dans le but de 
onstruire des méthodesd'ordre de pré
ision élevé, on augmente le nombre de pas. Dans 
e 
as, la solution au point
tn+1 sera 
al
ulée en fon
tion des solutions aux pas pré
édents tn, tn−1,..., i.e, on utilise lessolutions 
al
ulées aux pas antérieurs yn, yn−1, yn−2, .... On 
ite à titre d'exemple les s
hémasd'Adams-Bashforth, les s
hémas de Gear, les s
hémas de de Nystrom ou saute-mouton ou aussiles s
hémas impli
ites d'Adams-Moulton.
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Chapitre 6. Résolution des équations di�érentielles6.4.1 Méthodes numériques à un pasÉtant donné une subdivision t0 < t1 < ... < tN de [t0, tN ] ave
 tN = t0+T , on 
her
he à 
al
ulerles valeurs appro
hées y(t0), y1, ..., y(tN) des valeurs y(tn) prises par la solution exa
te y. Lespas su

essifs sont notés
hn = tn+1 − tn, 0 ≤ n ≤ N − 1,et on pose
hmax = max(h1, h2, ..., hN−1).6.4.1.1 S
héma d'Euler expli
ite et impli
iteSa
hant que la solution exa
te y(t) d'une équation di�érentielle véri�e y′(t) = f(t, y(t)), oné
rit :

y(tn+1) = y(tn) +

∫ tn+1

tn

f(t, y(t)) dt.La méthode d'Euler (ou méthode de la tangente) 
onsiste à 
onstruire une solution ap-pro
hée y a�ne par mor
eaux en appro
hant l'intégrale par une formule utilisant des valeursde f(t, y(t)) sur l'intervalle [tn, tn+1] bien que y(t) ne soit pas 
onnue sur 
et intervalle.Ainsi, en appliquant la formule de Taylor appliquée à y(t) en t = tn (appelée aussi la méthodedes re
tangles "à gau
he") et en supposant que que le pas hn = tn+1 − tn est 
onstant, h = T
Noù N est un entier, on a au premier ordre l'approximation

y(tn+1) = y(tn + h) = y(tn) + h y′(tn) = y(tn) + h f(tn, y(tn)).On propose don
 le s
héma suivant :S
héma d'Euler expli
ite : Partant de la donnée initiale y0, on 
al
ule don
 yn+1 parré
urren
e en posant
{

tn+1 = tn + h, 0 ≤ n ≤ N − 1,

yn+1 = yn + hf(tn, yn).La solution appro
hée y s'obtient graphiquement en traçant pour 
haque n les segments joi-gnant les points (tn, y(tn)) et (tn+1, y(tn+1)) puisqu'on 
onfond la 
ourbe intégrale sur [tn, tn+1]ave
 sa tangente au point (tn, y(tn)).On peut aussi appro
her l'intégrale en utilisant la formule de Taylor appliquée à y(t) en t = tn(appelée aussi la méthode des re
tangles "à droite") :
y(tn) = y(tn+1)− h f(tn+1, y(tn+1)) +

h2

2
y′′(ζ), ζ ∈ [tn, tn+1].On propose don
 le s
héma suivant :S
héma d'Euler impli
ite ou rétrograde : Partant de la donnée initiale y0, on 
al
uledon
 yn+1 par ré
urren
e en posant

{

tn+1 = tn + h, 0 ≤ n ≤ N − 1,

yn+1 = yn + hf(tn+1, yn+1).134 Dib et Ameur



6.4. Résolution numérique des équations di�érentiellesOn dit que 
e s
héma est impli
ite 
ar yn+1 est dé�ni impli
itement 
omme solution de l'équationnon-linéaire
x = yn + h f(tn+1, x).Pour la résoudre, on fait alors appel aux méthodes de point �xe ou de Newton.6.4.1.2 S
héma du point milieu ou s
héma de Lax-Wendro�Le s
héma du point milieu, appelé aussi s
héma d'Euler amélioré 
onsiste à rempla
er lapente de la tangente (tn, y(tn)) dans le s
héma d'Euler par la valeur 
orrigée au milieu de l'in-tervalle [tn, tn+1].En appliquant la formule d'intégration par la méthode du point milieu, on a au premier ordrel'approximation

y(tn+1) = y(tn + h) ≃ y(tn) + h y′
(

tn +
h

2

)

= y(tn) + h f

(

tn +
h

2
, y

(

tn +
h

2

))

.Par ailleurs, on appro
he la solution au point tn + h
2
en utilisant le s
héma d'Euler expli
ite :

y

(

tn +
h

2

)

≃ y(tn) +
h

2
f(tn, y(tn)).D'où en dé�nitive

y(tn+1) = y(tn) + h f

(

tn +
h

2
, y(tn) +

h

2
f(tn, y(tn)

)

.L'algorithme du point milieu donne lieu au s
héma numérique suivant dit aussi S
héma deLax-Wendro� :S
héma du point milieu ou Lax-Wendro� : Partant de la donnée initiale y0, on 
al-
ule don
 yn+1 par ré
urren
e en posant






tn+1 = tn + h, 0 ≤ n ≤ N − 1,

Ln = hf(tn, yn),

yn+1 = yn + hf

(

tn +
h

2
, yn +

Ln

2

)

.Remarque 6.2. On admet souvent la notation suivante :
yn+ 1

2

= yn +
h

2
f(tn, yn) d'où yn+1 = yn + hf

(

tn +
h

2
, yn+ 1

2

)

.
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Chapitre 6. Résolution des équations di�érentielles6.4.1.3 S
héma d'Euler modi�éLe s
héma d'Euler modi�é appelé aussi s
héma prédi
teur-
orre
teur d'Euler-Cau
hy estinspiré du s
héma impli
ite de Cran
k-Ni
olson où :
yn+1 = yn +

h

2

(

f
(
tn, yn

)
+ f

(
tn+1, En+1

))ave

En+1 = yn + hf(tn, yn).Le s
héma d'Euler modi�é 
onsiste à rempla
er dans le s
héma d'Euler la pente de la tangente

(tn, y(tn)) par la moyenne de 
ette pente ave
 la On propose don
 le pro
édé itératif d'ordre 2suivant :S
héma d'Euler modi�é : Partant de la donnée initiale y0, on 
al
ule don
 yn+1 parré
urren
e en posant






tn+1 = tn + h,

En+1 = yn + hf(tn, yn),

yn+1 = yn +
h

2

(

f
(
tn, yn

)
+ f

(
tn+1, En+1

))

.6.4.1.4 S
héma de Cran
k-Ni
olsonEn appliquant la formule d'intégration par la méthode du trapèzes, on a :
y(tn+1) = y(tn) +

h

2

(

f
(
tn, y(tn)

)
+ f
(
tn+1, y(tn+1)

)
)

.On propose don
 le pro
édé itératif d'ordre 2 suivant :S
héma de Cran
k-Ni
olson : Partant de la donnée initiale y0, on 
al
ule don
 yn+1par ré
urren
e en posant






tn+1 = tn + h, 0 ≤ n ≤ N − 1,

yn+1) = yn +
h

2

(

f
(
tn, yn

)
+ f
(
tn+1, yn+1

)
)

.6.4.2 Étude des méthodes à un pas : Ordre, 
onvergen
e, stabilité et
onsistan
eLors de la résolution des équations di�érentielles, il 
onvient d'introduire plusieurs propriétésmathématiques telles que la 
onvergen
e, la stabilité et la 
onsistan
e, on ajoute à 
e
i l'ordrede pré
ision d'une méthode.
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6.4. Résolution numérique des équations di�érentiellesDans les méthode à un pas, le 
al
ul de yn+1 fait intervenir tn, yn et h. Ainsi les s
hémas à unpas expli
ites peuvent se mettre sous la forme générique suivante :
{

y0 donné,
yn+1 = yn + ϕ(tn, yn, h), 0 ≤ n ≤ N − 1.et les s
hémas impli
ites sous la forme générique suivante :

{

y0 donné,
yn+1 = yn + ϕ(tn, yn, yn+1, h), 0 ≤ n ≤ N − 1.Étant donnés f , t0 et y(t0), soit y(t) la solution exa
te de

{

y(t0) = y0,

y′(t) = f(t, y(t)).6.4.2.1 Ordre de pré
ision d'un s
hémaDé�nition 6.3. L'erreur lo
ale de 
onsistan
e est la suite (en) :S
héma expli
ite en = y(tn+1)− yn+1 = y(tn+1)− (yn + ϕ(tn, yn, h)), 0 ≤ n ≤ N − 1,S
héma impli
ite en = y(tn+1)− yn+1 = y(tn+1)− (yn + ϕ(tn, yn, yn+1, h), 0 ≤ n ≤ N − 1.Dé�nition 6.4. L'erreur de tron
ature est la suite (ξn) :
ξn = |y(tn+1)− yn+1| = θ(hp+1), 0 ≤ n ≤ N − 1.Dé�nition 6.5. Un s
héma numérique est d'ordre p si et seulement si

en = θ(hp+1) quand h tend vers 0.6.4.2.2 Convergen
e d'un s
hémaUn s
héma numérique est dite 
onvergent si la solution y 
onstruite selon le s
héma numérique
onsidéré tend vers la solution ỹ exa
te de l'équation 
ontinue lorsque le pas de dis
rétisation
h tend vers 0.Dé�nition 6.6. Le s
héma numérique

yn+1 = yn + ϕ(tn, yn, h), 0 ≤ n ≤ N − 1, y0 donnéest dit 
onvergent par rapport à l'équation di�érentielle
y′(t) = f(t, y(t)), y(t0) = y0si pour toute solution exa
te y(t) dé�nie sur un intervalle [t0, t0 + T ] et toute suite (yn)n
onstruite à partir de y0 et d'une subdivision de [t0, t0 + T ], on a la relation suivante :

lim
h→0

max
0≤n≤N−1

|y(tn)− yn| = max
0≤n≤N−1

|en| = 0. (6.2)(6.2) s'appelle relation de 
onvergen
e uniforme.Dib et Ameur 137



Chapitre 6. Résolution des équations di�érentielles6.4.2.3 Stabilité et 
onsistan
e d'un s
hémaDé�nition 6.7. Un s
héma numérique est dit stable s'il existe un δ indépendant de h, telleque pour tout y0 et ỹ0, les suites (yn)n et (ỹn)n 
onstruites par ré
urren
e selon les formules
yn+1 = yn + ϕ(tn, yn, h), 0 ≤ n ≤ N − 1,

ỹn+1 = ỹn + ϕ(tn, ỹn, h) + εn, 0 ≤ n ≤ N − 1,on a
max

0≤n≤N−1
|yn − ỹn| ≤ δ

(

|y0 − ỹ0|+
N−1∑

n=0

|εn|
)

.Théorème 6.5. (Condition su�sante de stabilité)
• Si ϕ est lips
hitzienne par rapport à la deuxième variable y, le s
héma est stable.
• De plus, si L est la 
onstante de Lips
hitz pour ϕ, alors la 
onstante de stabilité est

δ = eLT .Théorème 6.6. Un s
héma à un pas est 
onsistant si et seulement si
∀(t, y) ∈ O, ϕ(t, y, 0) = f(t, y).6.4.3 Méthodes numériques multi-pas6.4.3.1 S
hémas d'Adams-BashforthLes s
hémas d'Adams-Bashforths sont basés sur une approximation de l'intégrale ∫ tn+1

tn
f(t, y(t)) dtpar la quantité

∫ tn+1

tn

p(t) dt = h

r∑

i=0

bi f(tn−i, y(tn−i))ave
 les bi donnés sont d'ordre r.Soit don
 le s
héma suivant, appelé s
héma d'Adams-Bashforth à (r + 1) pas
yn+1 = yn + h

r∑

i=0

bi f(tn−i, yn−i), n ≥ r.Ce s
héma fait intervenir (r+1) points (tn−i, yn−i) pour i = 0, 1, ..., r et n'est valable qu'à partirde n = r. Dans 
et ordre, on appro
he les r premières valeurs y1, y2, ..., yr par un s
héma à unpas.S
héma expli
ite d'Adams-Bashforth à 2 pas et d'ordre 2 :Étant donné y0 et y1 
al
ulés ave
 une méthode à un pas, on a






tn+1 = tn + h, 1 ≤ n ≤ N − 1,

yn+1 = yn +
h

2

(

3 f(tn, yn)− f(tn−1, yn−1)
)

.138 Dib et Ameur



6.4. Résolution numérique des équations di�érentielles
S
héma expli
ite d'Adams-Bashforth à 3 pas et d'ordre 3 :Étant donné y0, y1 et y2 
al
ulés ave
 une méthode à un pas, on a







tn+1 = tn + h, 2 ≤ n ≤ N − 1,

yn+1 = yn +
h

12

(

23 f(tn, yn)− 16 f(tn−1, yn−1) + 5 f(tn−2, yn−2)
)

.S
héma expli
ite d'Adams-Bashforth à 4 pas et d'ordre 4 :Étant donné y0, y1, y2 et y3 
al
ulés ave
 une méthode à un pas, on a






tn+1 = tn + h, 3 ≤ n ≤ N − 1,

yn+1 = yn +
h

24

(

55 f(tn, yn)− 59 f(tn−1, yn−1) + 37 f(tn−2, yn−2)− 9 f(tn−3, yn−3)
)

.6.4.3.2 S
hémas d'Adams-MoultonLes s
hémas d'Adams-Bashforths sont basés sur une approximation de l'intégrale ∫ tn+1

tn
f(t, y(t)) dtpar la quantité ∫ tn+1

tn
p(t) dt où p(t) est l'unique polyn�me de degré r + 1 véri�ant
p(ti) = f(ti, y(ti)), i = n+ 1, n, n− 1, ..., n− r.Soit don
 la famille des s
hémas multi-pas impli
ites appelés s
hémas d'Adams-Moulton à r+1pas

yn+1 = yn + h

r∑

i=−1

bi f(tn−i, yn−i), n ≥ r.Ce s
héma fait intervenir (r + 1) points (tn−i, yn−i) pour i = −1, 0, ..., r.S
héma impli
ite d'Adams-Moulton à 1 pas et d'ordre 2 :Étant donné y0 
al
ulé ave
 une méthode à un pas, on a






tn+1 = tn + h, 0 ≤ n ≤ N − 1,

yn+1 = yn +
h

2

(

f(tn+1, yn+1) + f(tn, yn)
)

.S
héma impli
ite d'Adams-Moulton à 2 pas et d'ordre 3 :Étant donné y0 et y1 
al
ulés ave
 une méthode à un pas, on a






tn+1 = tn + h, 1 ≤ n ≤ N − 1,

yn+1 = yn +
h

12

(

5 f(tn+1, yn+1) + 8 f(tn, yn)− f(tn−1, yn−1)
)
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Chapitre 6. Résolution des équations di�érentielles
S
héma impli
ite d'Adams-Moulton à 3 pas et d'ordre 4 :Étant donné y0, y1 et y2 
al
ulés ave
 une méthode à un pas, on a






tn+1 = tn + h, 2 ≤ n ≤ N − 1,

yn+1 = y(tn) +
h

24

(

9 f(tn+1, yn+1) + 19 f(tn, yn)− 5 f(tn−1, yn−1) + f(tn−2, yn−2)
)

.S
héma impli
ite d'Adams-Moulton à 4 pas et d'ordre 5 :Étant donné y0, y1, y2 et y3 
al
ulés ave
 une méthode à un pas, on a






tn+1 = tn + h, 3 ≤ n ≤ N − 1,

yn+1 = yn +
h

720

(

251 f(tn+1, yn+1) + 646 f(tn, yn)− 264 f(tn−1, yn−1)

+106 f(tn−2, yn−2)− 19 f(tn−3, yn−3)
)

.6.4.3.3 S
hémas prédi
teur-
orre
teurPour la résolution des s
hémas impli
ites d'Adams-Moulton, il su�t d'utiliser 
onjointementun s
héma d'Adams-Bashforth et un s
héma d'Adams-Moulton de même ordre en remplaçantla valeur de yn+1 par une estimation prédite par le s
héma d'Adams-Bashforth. Les s
hémasainsi 
onstruits sont appelés prédi
teur-
orre
teur.S
héma prédi
teur-
orre
teur d'ordre 2 :En se servant du s
héma expli
ite d'Adams-Bashforth à 2 pas et d'ordre 2, le s
héma impli
ited'Adams-Moulton à un pas et d'ordre 2 s'é
rit :Étant donné y0 et y1 
al
ulés ave
 une méthode à un pas, on a






tn+1 = tn + h, 1 ≤ n ≤ N − 1,

y∗n+1 = yn +
h

2

(

3 f(tn, yn)− f(tn−1, yn−1)
)

←− Prédi
teur
yn+1 = yn +

h

2

(

f(tn+1, y
∗
n+1) + f(tn, yn)

)

←− Corre
teurS
héma prédi
teur-
orre
teur d'ordre 4 :En se servant du s
héma expli
ite d'Adams-Bashforth à 4 pas et d'ordre 4, le s
héma impli
ited'Adams-Moulton à 3 pas et d'ordre 4 s'é
rit :140 Dib et Ameur



6.5. Appli
ation 1 à un système d'équations di�érentiellesÉtant donné y0, y1, y2 et y3 
al
ulés ave
 une méthode à un pas, on a






tn+1 = tn + h, 3 ≤ n ≤ N − 1,

y∗n+1 = y(tn) +
h

24

(

55 f(tn, yn)− 59 f(tn−1, yn−1)

+37 f(tn−2, yn−2)− 9 f(tn−3, yn−3)
)

←− Prédi
teur
yn+1 = yn +

h

24

(

9 f(tn+1, y
∗
n+1) + 19 f(tn, yn)

−5 f(tn−1, yn−1) + f(tn−2, yn−2)
)

←− Corre
teur6.5 Appli
ation 1 à un système d'équations di�érentiellesSoit à résoudre sur l'intervalle [0, 1], l'équation di�érentielle
y′(t) = y(t) + t− 1véri�ant la 
ondition initiale y(0) = 1.1) Déterminer la solution exa
te.2) Déterminer une solution appro
hée de y(1) en prenant 
omme pas d'espa
e h = 0.2 et enutilisant les di�érents s
hémas 
i-dessous :2.1) S
héma d'Euler expli
ite,2.2) S
héma de Lax-Wendro� ou point milieu,2.3) S
héma d'Euler modi�é,2.4) S
héma d'Euler impli
ite,2.5) S
héma de Cran
k Ni
olson.1) Détermination de la solution exa
te de l'équation di�érentielle :Détermination d'une solution de l'équation di�érentielle sans se
ond membre :La fon
tion λ(t) = 1 est 
ontinue sur R et admet 
omme primitive la fon
tion t, ainsila solution générale de l'équation di�érentielle sans se
ond membre est don
 la fon
tiondé�nie par

y(t) = C et.Détermination d'une solution de l'équation di�érentielle ave
 se
ond membre :Remplaçons maintenant la 
onstante C par une fon
tion C(t), dérivable sur R, dans lasolution y(t) et en dérivant la fon
tion y, il vient alors :
y′(t) = C ′(t) et + C(t) et.En supposant que C(t)et est solution de l'équation di�érentielle linéaire ave
 se
ondmembre, 
ela donne :

y′(t) = C(t) et + t− 1 = C(t) et + C ′(t) et.Dib et Ameur 141



Chapitre 6. Résolution des équations di�érentiellesIl reste alors après simpli�
ation C ′(t) =
t− 1

et
, d'où C(t) =

−t
et
.Une solution parti
ulière est don
 la fon
tion dé�nie par ỹ(t) = −t.La solution générale obtenue par superposition de solutions est ainsi y(t) = C et − t.En tenant 
ompte de la 
ondition initiale y(0) = 1, on obtient C = 1.Ainsi, la solution générale de l'équation di�érentielle ave
 se
ond membre y′(t) = y(t) +

t− 1 véri�ant y(0) = 1, est :
y(t) = et − t.2) Détermination d'une solution appro
hée :2.1) S
héma d'Euler expli
ite : L'algorithme d'Euler expli
ite s'é
rit :







y0 = 1,

tn+1 = tn + h,

yn+1 = yn + hf(tn, yn) = yn + 0.2 (yn + tn − 1).Les valeurs de yn pour t ∈ [0, 1] ave
 h = 0.2, sont données dans le tableau suivant :n tn yn0 t0 = 0 y(0) = y0 = 11 t1 = t0 + h = 0.2 y(0.2) = y1 = y0 + h
(

y0 + t0 − 1
) = 12 t2 = t1 + h = 0.4 y(0.4) = y2 = y1 + h

(

y1 + t1 − 1
) = 1.043 t3 = t2 + h = 0.6 y(0.6) = y3 = y2 + h

(

y2 + t2 − 1
) = 1.1284 t4 = t3 + h = 0.8 y(0.8) = y4 = y3 + h

(

y3 + t3 − 1
) = 1.27365 t5 = t4 + h = 1 y(1) = y5 = y4 + h

(

y4 + t4 − 1
) = 1.48832Ainsi, la solution de l'équation di�érentielle en utilisant le s
héma d'Euler expli
ite est

y(1) = 1.488.
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6.5. Appli
ation 1 à un système d'équations di�érentielles

variable t

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

F
o
n

c
ti
o
n

 y
(t

)

1,000001,00000

1,04000

1,12800

1,27360

1,48832

Schéma d'Euler explicite 

Solution exacte 

Figure 6.2 � Comparaison entre solution exa
te et solution appro
hée obtenue en utilisant les
héma d'Euler expli
iteRemarque 6.3. A�n de véri�er la 
onvergen
e de la solution appro
hée en appliquantle s
héma d'Euler expli
ite vers la solution exa
te, nous appliquons le s
héma pour dif-férentes valeurs de h, pour h = 0.2, 0.1, 0.05 et h = 0.025. Nous remarquons que plusle pas d'espa
e h est �n, plus la 
onvergen
e est meilleure 
omme le montre 
e tableauré
apitulatif des valeurs.Ci-dessous le tableau des valeurs de yn 
orrespondant aux valeurs de h en appliquantle s
héma d'Euler expli
ite. Sa
hant que la valeur de la solution exa
te en t = 1 vaut
e1 − 1 = 1, 718281828, nous remarquons que la solution la mieux appro
hée est 
elle
orrespondante au pas d'espa
e le plus �n h = 0.025.
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Chapitre 6. Résolution des équations di�érentiellesh=0.2 h=0.1 h=0.05 h=0.0251 1 1 1 1.1545818521 1.01 1 1 1.1715713981.04 1.031 1.0025 1.000625 1.1896106831.128 1.0641 1.007625 1.0018900625 1.2087255951.2736 1.11051 1.01550625 1.003812891 1.2289437351.48832 1.171561 1.026281563 1.006408213 1.2502923281.2487171 1.040095641 1.009693418 1.2727996361.34358881 1.057100423 1.013685753 1.2964946271.457947691 1.077455444 1.018402897 1.3214069931.59374246 1.103828216 1.023862969 1.3475671681.131519627 1.030084543 1.3750063471.163095608 1.037086657 1.4037565061.198750388 1.044888823 1.4338504191.238687907 1.053511044 1.4653216791.283122302 1.06297382 1.4982047211.332278417 1.073298166 1.5325348391.386392338 1.08450562 1.568348211.445711955 1.096618261 1.6056819151.510497553 1.109658718 1.6445739631.581022431 1.123650186 1.6850633121.657573553 1.138616441
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6.5. Appli
ation 1 à un système d'équations di�érentielles

Variable t

F
o

n
c
ti

o
n

 y
(t

)

h=0.2 

h=0.1 

h=0.05 

h=0.025 

Solution exacte 

Figure 6.3 � Comparaison entre solution exa
te et solution appro
hée 
orrespondant auxvaleurs de h = 0.2, 0.1, 0.05, 0.025 en utilisant le s
héma d'Euler expli
ite2.2) S
héma de Lax-Wendro� ou point milieu : L'algorithme de Lax-Wendro� ou pointmilieu s'é
rit :






y0 = 1,

tn+1 = tn + h,

Ln = hf(tn, yn) = 0.2
(
yn + tn − 1

)
,

yn+1 = yn + hf

(

tn +
h

2
, yn +

Ln

2

)

= yn + h

(
(

yn +
Ln

2

)

+
(

tn +
h

2

)

− 1

)

.Les valeurs de yn pour t ∈ [0, 1] ave
 h = 0.2, sont données dans le tableau suivant :
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Chapitre 6. Résolution des équations di�érentiellesn tn yn0 t0 = 0 y(0) = y0 = 11 t1 = 0.2 L0 = h
(
y0 + t0 − 1

)
= 0y(0.2) = y1 = y0 + h

(

y0 +
L0

2
+ t0 +

h

2
− 1

) = 1.022 t2 = 0.4 L1 = h
(
y1 + t1 − 1

)
= 0.044y(0.4) = y2 = y1 + h

(

y1 +
L1

2
+ t1 +

h

2
− 1

) = 1.08843 t3 = 0.6 L2 = h
(
y2 + t2 − 1

)
= 0.09768y(0.6) = y3 = y2 + h

(

y2 +
L2

2
+ t2 +

h

2
− 1

) = 1.2158484 t4 = 0.8 L3 = h
(
y3 + t3 − 1

)
= 0.163169y(0.8) = y4 = y3 + h

(

y3 +
L3

2
+ t3 +

h

2
− 1

) = 1.4153345 t5 = 1 L4 = h
(
y4 + t4 − 1

)
= 0.243066y(1) = y5 = y4 + h

(

y4 +
L4

2
+ t4 +

h

2
− 1

) = 1.702708Ainsi, la solution de l'équation di�érentielle en utilisant le s
héma de Lax-Wendro� oupoint milieu est y(1) = 1.702708.
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6.5. Appli
ation 1 à un système d'équations di�érentielles

variable t

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

F
o
n

c
ti
o
n

 y
(t

)

1,000000
1,020000

1,088400

1,215848

1,415335

1,702708

Schéma de Lax-Wendroff (ou Point milieu) 

Solution exacte 

Figure 6.4 � Comparaison entre solution exa
te et solution appro
hée obtenue en utilisant les
héma de Lax-Wendro� ou point milieu2.3) S
héma d'Euler modi�é : L'algorithme d'Euler modi�é s'é
rit :






y0 = 1,

tn+1 = tn + h,

En+1 = yn + hf(tn, yn) = yn + h
(
yn + tn − 1

)
,

yn+1 = yn +
h

2

(

f
(
tn, yn

)
+ f

(
tn+1, En+1

))

= yn +
h

2

(

(yn + tn − 1) + (En+1 + tn+1 − 1)
)

.Les valeurs de yn pour t ∈ [0, 1] ave
 h = 0.2, sont données dans le tableau suivant :
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Chapitre 6. Résolution des équations di�érentiellesn tn yn0 t0 = 0 y(0) = y0 =11 t1 = 0.2 E1 = y0 + h (y0 + t0 − 1) = 1y(0.2) = y1 = y0 +
h

2

(

(y0 + t0 − 1) + (E1 + t1 − 1)
) = 1.022 t2 = 0.4 E2 = y1 + h (y1 + t1 − 1) = 1.064y(0.4) = y2 = y1 +

h

2

(

(y1 + t1 − 1) + (E2 + t2 − 1)
) = 1.08843 t3 = 0.6 E3 = y2 + h (y2 + t2 − 1) = 1.18608y(0.6) = y3 = y2 +

h

2

(

(y2 + t2 − 1) + (E3 + t3 − 1)
) = 1.2158484 t4 = 0.8 E4 = y3 + h (y3 + t3 − 1) = 1.379017y(0.8) = y4 = y3 +

h

2

(

(y3 + t3 − 1) + (E4 + t4 − 1)
) = 1.4153345 t5 = 1 E5 = y4 + h (y4 + t4 − 1) = 1.658401y(1) = y5 = y4 +

h

2

(

(y4 + t4 − 1) + (E5 + t5 − 1)
) = 1.702708Ainsi, la solution de l'équation di�érentielle en utilisant le s
héma d'Euler modi�é est

y(1) = 1.702708.

variable t

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

F
o
n

c
ti
o
n

 y
(t

)

1,000000
1,020000

1,088400

1,215848

1,415335

1,702708

Schéma d'Euler modifié 

Solution exacte 

Figure 6.5 � Comparaison entre solution exa
te et solution appro
hée obtenue en utilisant les
héma d'Euler modi�é148 Dib et Ameur



6.5. Appli
ation 1 à un système d'équations di�érentielles2.4) S
héma d'Euler impli
ite : L'algorithme d'Euler impli
ite s'é
rit :






y0 = 1,

tn+1 = tn + h,

yn+1 = yn + hf
(
tn+1, yn+1

)

= yn + h
(
yn+1 + tn+1 − 1

)

=
1

1− h

(
yn + h

(
tn+1 − 1

))
.Les valeurs de yn pour t ∈ [0, 1] ave
 h = 0.2, sont données dans le tableau suivant :n tn yn0 t0 = 0 y(0) = y0 = 11 t1 = 0.2 y(0.2) = y1 = (1/1− h)

(
y0 + h

(
t1 − 1

)) = 1.052 t2 = 0.4 y(0.4) = y2 = (1/1− h)
(
y1 + h

(
t2 − 1

)) = 1.16253 t3 = 0.6 y(0.6) = y3 = (1/1− h)
(
y2 + h

(
t3 − 1

)) = 1.3531254 t4 = 0.8 y(0.8) = y4 = (1/1− h)
(
y3 + h

(
t4 − 1

)) = 1.6414065 t5 = 1 y(1) = y5 = (1/1− h)
(
y4 + h

(
t5 − 1

)) = 2.051757Ainsi, la solution de l'équation di�érentielle en utilisant le s
héma d'Euler impli
ite est
y(1) = 1.727412.
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Chapitre 6. Résolution des équations di�érentielles

variable t

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

F
o
n

c
ti
o
n

 y
(t

)

1,000000
1,050000

1,162500

1,353125

1,641406

2,051758

Schéma d'Euler implicite 

Solution exacte 

Figure 6.6 � Comparaison entre solution exa
te et solution appro
hée obtenue en utilisant les
héma d'Euler impli
ite2.5) S
héma de Cran
k-Ni
olson : L'algorithme de Cran
k-Ni
olson s'é
rit :






y0 = 1,

tn+1 = tn + h,

yn+1 = yn +
h

2

(

f
(
tn, yn

)
+ f
(
tn+1, yn+1

)
)

= yn +
h

2

(
(
yn + tn − 1

)
+
(
yn+1 + tn+1 − 1

)
)

=
1

(

1− h

2

)

(

yn +
h

2

(

yn + tn − 1

)

+
h

2

(

tn+1 − 1

))

.Les valeurs de yn pour t ∈ [0, 1] ave
 h = 0.2, sont données dans le tableau suivant :
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6.5. Appli
ation 1 à un système d'équations di�érentiellesn tn yn0 t0 = 0 y(0) = y0 =11 t1 = 0.2 y(0.2) = 1
(

1− h

2

)

(

y0 +
h

2

(

y0 + t0 − 1

)

+
h

2

(

t1 − 1

)) =1.0222 t2 = 0.4 y(0.4) = 1
(

1− h

2

)

(

y1 +
h

2

(

y1 + t1 − 1

)

+
h

2

(

t2 − 1

)) =1.0938273 t3 = 0.6 y(0.6) = 1
(

1− h

2

)

(

y2 +
h

2

(

y2 + t2 − 1

)

+
h

2

(

t3 − 1

)) =1.2257884 t4 = 0.8 y(0.8) = 1
(

1− h

2

)

(

y3 +
h

2

(

y3 + t3 − 1

)

+
h

2

(

t4 − 1

)) =1.4135195 t5 = 1 y(1) = 1
(

1− h

2

)

(

y4 +
h

2

(

y4 + t4 − 1

)

+
h

2

(

t5 − 1

)) =1.727412
Ainsi, la solution de l'équation di�érentielle en utilisant le s
héma de Cran
k-Ni
holsonest y(1) = 1.727412.

variable t

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

F
o
n

c
ti
o
n

 y
(t

)

1,000000
1,020000

1,093827

1,225789

1,413520

1,727413

Schéma de Cranck Nicolson 

Solution exacte 

Figure 6.7 � Comparaison entre solution exa
te et solution appro
hée obtenue en utilisant les
héma de Cran
k Ni
olson Dib et Ameur 151



Chapitre 6. Résolution des équations di�érentiellesRé
apitulons dans 
ette �gure les di�érents graphes des s
hémas numériques par rapportau graphe de la solution exa
te de l'équation di�érentielle :

variable t

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

F
o
n

c
ti
o
n

 y
(t

)

0,8

1,0

1,2

1,4

1,6

1,8

2,0
Schéma d'Euler explicite 

Schéma de Lax-Wendroff 

Schéma d'Euler modifié 

Schéma d'Euler implicite 

Schéma de Cranck-Nicholson 

Solution exacte 

Figure 6.8 � Comparaison entre solution exa
te et di�érentes solutions appro
hées6.6 Appli
ation 2 à un système d'équations di�érentiellesSoit à résoudre sur l'intervalle [0, π], l'équation di�érentielle
y′(t) = t2 cos (y(t) + 1)véri�ant la 
ondition initiale y(0) = 1.1) Déterminer une solution appro
hée de y(π) en prenant 
omme pas d'espa
e h =

π

10
et enutilisant les di�érents s
hémas 
i-dessous :1.1) S
héma d'Euler expli
ite,1.2) S
héma de Lax-Wendro� ou point milieu,1.3) S
héma d'Euler modi�é,1.4) S
héma d'Euler impli
ite,1.5) S
héma de Cran
k Ni
olson.1) Détermination d'une solution appro
hée :152 Dib et Ameur



6.6. Appli
ation 2 à un système d'équations di�érentielles1.1) S
héma d'Euler expli
ite : L'algorithme d'Euler expli
ite s'é
rit :






y(0) = 1,

tn+1 = tn + h,

yn+1 = yn + hf(tn, yn) = yn +
π

10
t2n cos (yn + 1).Les valeurs de yn pour t ∈ [0, π] ave
 h =

π

10
, sont données dans le tableau suivant :n tn yn0 t0 = 0 y(0) = y0 = 11 t1 =

π

10
y( π

10

)

= y1 = y0 + h t20 cos (y0 + 1) = 1
2 t2 =

2π

10
y(2π

10

)

= y2 = y1 + h t21 cos (y1 + 1) = 0.987 096 836
3 t3 =

3π

10
y(3π

10

)

= y3 = y2 + h t22 cos (y2 + 1) = 0.936 943 599
4 t4 =

4π

10
y(4π

10

)

= y4 = y3 + h t23 cos (y3 + 1) = 0.837 035 584
5 t5 =

5π

10
y(5π

10

)

= y5 = y4 + h t24 cos (y4 + 1) = 0.723 788 474
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Chapitre 6. Résolution des équations di�érentielles6 t6 =
6π

10
y(6π

10

)

= y6 = y5 + h t25 cos (y5 + 1) = 0.605 657 654
7 t7 =

7π

10
y(7π

10

)

= y7 = y6 + h t26 cos (y6 + 1) = 0.566 752 417
8 t8 =

8π

10
y(8π

10

)

= y8 = y7 + h t27 cos (y6 + 1) = 0. 572 896 343
9 t9 =

9π

10
y(9π

10

)

= y9 = y8 + h t28 cos (y8 + 1) = 0.568 729 07010 t10 = π y(π) = y10 = y9 + h t29 cos (y9 + 1) = 0.573 920 999Ainsi, la solution de l'équation di�érentielle en utilisant le s
héma d'Euler expli
ite est
y(π) = 0.573920999.1.2) S
héma de Lax-Wendro� ou point milieu : L'algorithme de Lax-Wendro� ou pointmilieu s'é
rit :






y(0) = 1,

tn+1 = tn + h,

Ln = hf(tn, yn) = h t2n cos (yn + 1),

yn+1 = yn + h f

(

tn +
h

2
, yn +

Ln

2

)

= yn + h

(

t2n +
h

2

)

cos

(

yn +
Ln

2
+ 1

)

.Les valeurs de yn pour t ∈ [0, π] ave
 h =
π

10
, sont données dans le tableau suivant :
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6.6. Appli
ation 2 à un système d'équations di�érentiellesn tn yn0 t0 = 0 y(0) = y0 = 11 t1 =
π

10
L0 = h t20 cos (y0 + 1) = 0y( π

10

)

= y1 = y0 + h

(

t20 +
h

2

)

cos

(

y0 +
L0

2
+ 1

) = 0.996 774 2092 t2 =
2π

10
L1 = h t21 cos (y1 + 1) = −0.012 812 149y(2π

10

)

= y2 = y1 + h

(

t21 +
h

2

)

cos

(

y1 +
L1

2
+ 1

) = 0.968 354 4373 t3 =
3π

10
L2 = h t22 cos (y2 + 1) = −0.048 018 559y(3π

10

)

= y3 = y2 + h

(

t22 +
h

2

)

cos

(

y2 +
L2

2
+ 1

) = 0.896 636 5184 t4 =
4π

10
L3 = h t23 cos (y3 + 1) = −0.089 591 672y(4π

10

)

= y4 = y3 + h

(

t23 +
h

2

)

cos

(

y3 +
L3

2
+ 1

) = 0.791 923 1705 t5 =
5π

10
L4 = h t24 cos (y4 + 1) = −0.108 809 293y(5π

10

)

= y5 = y4 + h

(

t24 +
h

2

)

cos

(

y4 +
L4

2
+ 1

) = 0.687 726 4036 t6 =
6π

10
L5 = h t25 cos (y5 + 1) = −0.090 432 752y(6π

10

)

= y6 = y5 + h

(

t25 +
h

2

)

cos

(

y5 +
L5

2
+ 1

) = 0.620 520 9037 t7 =
7π

10
L6 = h t26 cos (y6 + 1) = −0.055 480 993y(7π

10

)

= y7 = y6 + h

(

t26 +
h

2

)

cos

(

y6 +
L6

2
+ 1

) = 0.591 723 7438 t8 =
8π

10
L7 = h t27 cos (y7 + 1) = −0.031 792 860y(8π

10

)

= y8 = y7 + h

(

t27 +
h

2

)

cos

(

y7 +
L7

2
+ 1

) = 0.582 949 2219 t9 =
9π

10
L8 = h t28 cos (y8 + 1) = −0.024 115 630y(9π

10

)

= y9 = y8 + h

(

t28 +
h

2

)

cos

(

y8 +
L8

2
+ 1

) = 0.582 736 22410 t10 = π L9 = h t29 cos (y9 + 1) = −0.029 986 439y(ß) = y10 = y9 + h

(

t29 +
h

2

)

cos

(

y9 +
L9

2
+ 1

) = 0.591 280 371Ainsi, la solution de l'équation di�érentielle en utilisant le s
héma de Lax-Wendro� oupoint milieu est y(π) = 0.591280371.Dib et Ameur 155



Chapitre 6. Résolution des équations di�érentielles1.3) S
héma d'Euler modi�é : L'algorithme d'Euler modi�é s'é
rit :






y(0) = 1,

tn+1 = tn + h,

En+1 = yn + hf(tn, yn) = yn + h t2n cos(yn + 1),

yn+1 = yn +
h

2

(

f
(
tn, yn

)
+ f

(
tn+1, En+1

))

= yn +
h

2

(
t2n cos (yn + 1) + t2n+1 cos (En+1 + 1)

)
.Les valeurs de yn pour t ∈ [0, π] ave
 h =

π

10
, sont données dans le tableau suivant :n tn yn0 t0 = 0 y(0) = 11 t1 =

π

10
E1 = y0 + h t20 cos (y0 + 1) = 1y( π

10

)

= y0 +
h

2

(
t20 cos (y0 + 1) + t21 cos (E1 + 1)

) = 0.996 774 2092 t2 =
2π

10
E2 = y1 + h t21 cos (y1 + 1) = 0.980 827 416y(2π

10

)

= y1 +
h

2

(
t21 cos (y1 + 1) + t22 cos (E2 + 1)

) = 0.962 467 3663 t3 =
3π

10
E3 = y2 + h t22 cos (y2 + 1) = 0.915 122 835y(3π

10

)

= y2 +
h

2

(
t22 cos (y2 + 1) + t23 cos (E3 + 1)

) = 0.891 695 5574 t4 =
4π

10
E4 = y3 + h t23 cos (y3 + 1) = 0.803 675 554y(4π

10

)

= y3 +
h

2

(
t23 cos (y3 + 1) + t24 cos (E4 + 1)

) = 0.790 440 5335 t5 =
5π

10
E5 = y4 + h t24 cos (y4 + 1) = 0.790 440 533y(5π

10

)

= y4 +
h

2

(
t24 cos (y4 + 1) + t25 cos (E5 + 1)

) = 0.693 248 9686 t6 =
6π

10
E6 = y5 + h t25 cos (y5 + 1) = 0.598 565 993y(6π

10

)

= y5 +
h

2

(
t25 cos (y5 + 1) + t26 cos (E6 + 1)

) = 0.630 410 862
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6.6. Appli
ation 2 à un système d'équations di�érentielles7 t7 =
7π

10
E7 = y6 + h t26 cos (y6 + 1) = 0.563 906 977y(7π

10

)

= y6 +
h

2

(
t26 cos (y6 + 1) + t27 cos (E7 + 1)

) = 0.602 392 3998 t8 =
8π

10
E8 = y7 + h t27 cos (y7 + 1) = 0.554 396 234y(8π

10

)

= y7 +
h

2

(
t27 cos (y7 + 1) + t28 cos (E8 + 1)

) = 0.594 665 7739 t9 =
9π

10
E9 = y8 + h t28 cos (y8 + 1) = .547 303 700y(9π

10

)

= y8 +
h

2

(
t28 cos (y8 + 1) + t29 cos (E9 + 1)

) = 0.600 482 98810 t10 = π E10 = y9 + h t29 cos (y9 + 1) = 0.525 935 639y(ß) = y9 +
h

2

(
t29 cos (y9 + 1) + t210 cos (E10 + 1)

) = 0.632 734 133Ainsi, la solution de l'équation di�érentielle en utilisant le s
héma d'Euler modi�é est
y(1) = 0.632734133.1.4) S
héma d'Euler impli
ite : L'algorithme d'Euler impli
ite s'é
rit :







y(0) = 1,

tn+1 = tn + h,

yn+1 = yn + hf
(
tn+1, yn+1

)

= yn + h t2n+1 cos (yn+1 + 1).Si on pose z = yn+1 et Y = y(tn), on é
rit :
z = Y + h t2n+1 cos (z + 1).Soit la fon
tion f(z) dé�nie 
omme suit :

f(z) = −z + Y + h t2n+1 cos (z + 1).En appliquant la méthode de Newton-Raphson à l'équation f(z) = 0, il vient alors :
z(tn+1) = zn −

f(zn)

f ′(zn)
= z(tn)−

−zn + Y + h t2n+1 cos (zn + 1)

−1− h t2n+1 sin(zn + 1)
.L'algorithme d'Euler impli
ite s'é
rit :







z0 = 1,

tn+1 = tn + h,

zn+1 = zn −
f(zn)

f ′(zn)
= zn +

−zn + yn + h t2n+1 cos (zn + 1)

1 + h t2n+1 sin(zn + 1)
.Les valeurs de zn pour t ∈ [0, π] ave
 h =

π

10
, sont données dans le tableau suivant :Dib et Ameur 157



Chapitre 6. Résolution des équations di�érentiellesn tn z n0 t0 = 0 z(0) = z0 = 11 t1 =
π

10
z( π

10

)

= z(t0) +
−z0 + y0 + h t21 cos (z0 + 1)

1 + h t21 sin(z0 + 1)
= 0.987 450 652

2 t2 =
2π

10
z(2π

10

)

= z(t1) +
−z1 + y1 + h t22 cos (z1 + 1)

1 + h t22 sin(z1 + 1)
= 0.942 370 077

3 t3 =
3π

10
z(3π

10

)

= z(t2) +
−z2 + y2 + h t23 cos (z2 + 1)

1 + h t23 sin(z2 + 1)
= 0.861 957 841

4 t4 =
4π

10
z(4π

10

)

= z3 +
−z3 + y3 + h t24 cos (z3 + 1)

1 + h t24 sin(z3 + 1)
= 0.765 420 999

5 t5 =
5π

10
z(5π

10

)

= z(t0) +
−z4 + y4 + h t25 cos (z4 + 1)

1 + h t25 sin(z4 + 1)
= 0.680 267 836

6 t6 =
6π

10
z(6π

10

)

= z5 +
−z5 + y5 + h t26 cos (z5 + 1)

1 + h t26 sin(z5 + 1)
= 0.622 458 656

7 t7 =
7π

10
z(7π

10

)

= z6 +
−z6 + y6 + h t27 cos (z6 + 1)

1 + h t27 sin(z6 + 1)
= 0.591 291 667

8 t8 =
8π

10
z(8π

10

)

= z7 +
−z7 + y7 + h t28 cos (z7 + 1)

1 + h t28 sin(z7 + 1)
= 0. 577 662 865

9 t9 =
9π

10
z(9π

10

)

= y9 = z8 +
−z8 + y8 + h t29 cos (z8 + 1)

1 + h t29 sin(z8 + 1)
= 0.572 751 722

10 t10 = π z (π) = z9 +
−z9 + y9 + h t210 cos (z9 + 1)

1 + h t210 sin(z9 + 1)
= 0.572 692 917
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6.6. Appli
ation 2 à un système d'équations di�érentiellesAinsi, la solution de l'équation di�érentielle en utilisant le s
héma d'Euler impli
ite est
y(1) = 0.572692917.
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