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Préambule

Le développement technologique et plus particuliérement des ordinateurs a permis de résoudre
des problémes scientifiques de plus en plus difficiles et complexes en utilisant différentes tech-
niques et méthodes numériques. Le chercheur d’aujourdhui doit impérativement maitriser ces
techniques. De ce fait, il doit avoir une formation suffisante en analyse numérique, qui repré-
sente la base d’une meilleure compréhension et résolution des problémes a étudier. Les problémes
rencontrés par le futur chercheur sont souvent d’origine de branche fondamentale telle que la
physique, la chimie, les mathématiques; ot les équations différentielles, les intégrales et les
dérivées partielles jouent un réole primordial dans leurs modélisations. Ce cours présente les
éléments et les techniques fondamentauz de ['analyse numérique nécessaires pour résoudre un
probléeme de facon convenable.

Les auteurs, en se basant sur leur expérience d’enseignement et de recherche multidisciplinaire
nationale (Université de Tlemcen) et internationale (Université Paris 6 -Sorbonne-, Univer-
sité de Pau, Université de Limoges, Université de Marseille et Université de Saint Joseph au
Liban), ont exploité les interactions et différentes discussions avec des étudiants de différents
niweaur et disciplines académiques afin de relever le défit dans la préparation de ce manuscrit.

Ce document se compose a la fois de cours magistraux, des exemples et des exercices. Un ob-
jectif que ce sont assigné les auteurs est de présenter ce cours de facon claire, didactique et
accessible a un grand public a la recherche d’une référence dans le domaine, quelque soit leur
discipline technique (mathématique, physique, mécanique,...).

Le cours comporte siz chapitres. Dans le premier chapitre, nous introduisons un certain nombre
de termes d’analyse numérique courants qui seront utilisés par la suite et qu’il convient de
bien connaitre tels que les opérations machines et les erreurs. Ensuite, dans le deuziéme cha-
pitre, nous présentons la résolution d’un systeme d’équations linéaires par des méthodes di-
rectes dans un premier temps et par des méthodes itératives dans le troisieme chapitre. Dans
le quatrieme chapitre qui porte sur [’interpolation polynomiale, on s’intéresse a approcher une
fonction connue par ses valeurs en certains points, par un polynome en utilisant la méthode
de Lagrange et celle de Newton ainsi que ['approzimation par la méthode des moindres car-
rés. Dans le cinquiéeme chapitre, nous nous intéressons auxr méthodes d’intégration numérique
dont le but est de déterminer ['intégrale d’une fonction sur un domaine fini délimité par des
bornes finies. Nous exposons ici, les méthodes de Newton-Cotes simples et composites et les
meéthodes de Gauss-Legendre. Enfin, le sizieme chapitre comporte la résolution d’une équation
différentielle sous forme de probléeme de Cauchy en utilisant des schémas a un pas et a multi-pas.



LISTE DES TABLEAUX

Les solutions numériques ont é€té calculées a partir de programmes écrits par les auteurs en
Fortran 95. En utilisant le puissant et professionnel logiciel graphique SigmaPlot, une at-
tention particuliere a été réservée a la présentation graphique vu sa grande importance dans ce
COUTS.

Ce document est le fruit d’un long travail, minutieusement préparé. Raison pour laquelle, il
est soumis aux droits d’auteurs et toute copie, partielle ou compléte, doit faire ’objet d’une

autorisation des auteurs, conformément a I’ arrété mainistériel numéro 933 du 28 Juillet
2016.
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Chapitre 1

Introduction a P'arithmétique flottante

Un nombre contenu dans un ordinateur est représenté par un nombre fini de caractéres fixé qui
dépend de ’architecture de la machine en terme de processeurs ou compilateurs et langages uti-
lisés. De ce fait, les ordinateurs ne sont capables de représenter qu’un ensemble fini de nombres
réels. Cela implique que les opérateurs qu’effectue un ordinateur, dite aussi "opération ma-
chine", ne sont qu'une approximation du calcul mathématique idéal.

Les conséquences sont alors trés importantes, en particulier en terme de précision des résultats
qui avérent étre dans certains cas grossiérement erronés, se présentant lors d’'une simulation
enchainant plusieurs milliers d’opérations flottantes et entrainant par la suite des influences
non négligeables tout au long de I’exécution d’un algorithme. Ici intervient alors la notion de
"compensation de la prorogation des erreurs'" qui reste le probléme majeur du calcul
flottant.

Les ordinateurs représentent les nombres réels sur un nombre fini de bits, ce qui ne permet
la représentation exacte que d’un petit sous-ensemble des réels. Ainsi, la plupart des calculs
conduisent a des résultats approchés qui résultent de la finitude de la représentation. L’analyse
numérique essaie spécifiquement d’évaluer I'erreur lorsque sont utilisés des approximations de
solutions d’équations ou des algorithmes numériques. La précision de la solution calculée par
un algorithme numérique a un probléme donné dépend non seulement du probléme mais aussi
de la stabilité de ’algorithme utilisé. Maintenir de bonnes performances pratiques tout en aug-
mentant la précision est I’'un des grands challenges en calcul scientifique.

Notons que dans un ordinateur, chaque nombre est codé par une séquence de bits, en général
égal a 32 et prenant la valeur 0 ou 1. Cette séquence de bits est alors interprétée comme la
représentation généralement en base 2 sur ordinateur d’'un nombre réel, mais aussi 8 ou 16 sur
certaines anciennes machines. Ainsi une donnée sur n bits est une combinaison linéaire de 27!
valeurs.

On parle d’arithmétique en nombres entiers lorsque tous les calculs peuvent se faire en
nombres entiers, évitant par la suite la propagation des erreurs qui peuvent induire des résultats

aberrants parfois. Ces calculs sont alors exacts.

Dans le cas des calculs impliquant des nombres réels, on a recours a 1’arithmétique en virgule
flottante pour représenter une approximation du résultat. Les nombres & virgule flottante, ap-
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Chapitre 1. Introduction a I'arithmétique flottante

pelés plus simplement nombres flottants constituent le principal mode de représentation des
nombres réels sur les calculateurs.

Il existe deux notations adoptées pour représenter les nombres réels sur ordinateur : systéme
a virgule fixe et systeme a virgule flottante.

1.1 Les chiffres significatifs

Dans un nombre comportant un séparateur décimal, on compte les chiffres significatifs a partir
du premier chiffre non nul apparaissant & gauche et on procéde de la maniére suivante :

Tous le chiffres non nuls sont significatifs,

e Les zéros a droite d’un chiffre significatif, sont significatifs quel que soit le nombre de rangs
décimaux qui les séparent. Ils doivent étre comptés lorsqu’on dénombre les chiffres signi-
ficatifs et conservés lors d’un changement d’unité,

les zéros a gauche ne sont pas significatifs,

e Lorsque le nombre est écrit en notation scientifique, tous les chiffres de ce dernier écrit devant
la puissance de la base sont significatifs. La puissance quant a elle n’intervient pas dans
le décompte.

Ezemple :

e le nombre @
2

1

<[]

@ compte 6 chiffres significatifs
5 6

1

e le nombre ,
1

2 3

[\

%102 compte 4 chiffres significatifs

o
e le nombre 0, 0 @ compte 3 chiffres significatifs
3
0]
1

1.2 Représentation en virgule flottante

Soit  un nombre réel non nul. Les nombres a virgule flottante sont représentés de la fagon
suivante :

x = (=1)°%.m.b°

ou (—1)® représente le signe de x avec s € {0, 1}, b est la base qui est un entier naturel supérieur
ou égal a 2 (usuellement 2 ou 10), m la mantisse et e ’exposant de z.

Ezemple : 23.456 = 0.23456.10% o 0.23456 est la mantisse, 10 la base avec 5 digits, et 2
I’exposant.

Soit ¢t Pentier naturel désignant le nombre de chiffres que compte la mantisse m en base b (t le
nombre de bits disponibles pour coder la mantisse). Celle-ci s’écrit alors

t
m = sz b= b 4 b2+ o+ B+ bt
i=1
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1.2. Représentation en virgule flottante

avec 1 # 0 et x; € {0,1,...,b}, pour i € {2,....t} en notation normalisée de la mantisse
qui sert & maximiser le nombre de digits significatifs tout en éliminant les digits nuls & gauche,
autrement dit lorsque le chiffre de poids fort de la mantisse est non nul. Méme en fixant la place
de la virgule dans la mantisse, seule la condition z; # 0 assure l'unicité de la représentation
des nombres flottants normalisés, mais nous prive du nombre 0.

Ainsi, on partitionne le mot en deux parties, I'une contenant I’exposant e et I'autre contenant
la mantisse m et le premier bit & gauche indique le signe.

La notation

{[551,.'152, --th]a 6767 8}

est utilisée pour encoder le nombre réel
t
o= (=1 m. b = (1) > a b
i=1
Ezemple : La notation {[1, 2,3,4,5],e=1,b=10,s = 0} désigne le réel

s pe Z z; bt = 010" (1.101 +21072 43102 +4.107* + 5.105) — 1.2345.

En faisant varier e, on fait flotter la virgule. Ceci s’oppose a la représentation dite en wvirgule
fize, ou 'exposant e est fixé pour un type de donnée correspondant & un nombre qui posséde
un nombre fixe de chiffres aprés la virgule.

Ezemple : La notation {[1, 2,3,4,5],e=0,b=10,s = 0} désigne le réel

s ) Z 2 b = (=1)° 10° (1.101 +210724+3.107% +4.107* + 5.105) = 0.12345
et la notation {[1, 2,3,4,5],e=—-1,b=10,s = O} désigne le réel
s b Z z; b7 = (=1)° 10~ (1.10—1 +21072 431073 +4.107* + 5.10—5) = 0.012345.

Sur un ordinateur, il existe deux formats disponibles pour les nombres a virgule flottante.

e En format a simple précision C’est I'une des représentations standard des nombre flot-
tants les plus utilisés : la norme IEEE 75/ qui régit le comportement du calcul flottant
sur de nombreux ordinateurs. Dans ce cas, I’ordinateur dispose de 32 cases mémoires pour
stocker un nombre répartis comme suit : 1 bit pour le signe, 8 bits pour [’exposant et 23
bits pour la mantisse.

e En format a double précision Dans ce cas, 'ordinateur dispose de 64 cases mémoires
pour stocker un nombre répartis comme suit : 1 bit pour le signe, 11 bits pour l’exposant
et 52 bits pour la mantisse.

Db et Ameur 13



Chapitre 1. Introduction a I'arithmétique flottante

Remarque 1.1. L’IEEFE 75/ est une norme concue pour la représentation des nombres a
virqule flottante en binaire qui sert a éviter une prolifération de systémes de représentation,
qui différent en base, en nombre de chiffres significatifs et en erposants. Ceci a été développé
par le IEEE (Institute of Electrical and Electronic Engineers) en 1985, ensuite révisé en 2008
et approuvé par le IEC (International Electronic Commission). La norme IEEE 75/ définit
quant a elle 4 formats de flottants en base 2 : simple précision, simple précision étendue, double
précision et double précision étendue. Il reste a moter qu’une nouvelle révision de la norme
IEEFE 754 définit aussi le format quadruple précision avec 113 bits de mantisse sur un total de
128 bits.

1.3 Source d’erreurs dans le calcul numérique

Soit & une approximation d’'un nombre réel x non nul. On dit que = est I'estimateur de la valeur
exacte x.

Les quatre sources d’erreur, qui interviennent systématiquement lorsqu’on s’intéresse a la réso-
lution d’un probléme de nature physique ou autre & I'aide des différents schémas numériques,
sont :

e Les erreurs du modéle dues au fait que le probléme numérique n’approche pas convena-
blement le probléme mathématique issu généralement d’un probléme physique.

e Les erreurs de troncature qui proviennent des simplifications qu’on applique au modéle
mathématique ou des processus infinis en analyse mathématique. C’est le cas par exemple
lorsqu’on remplace une fonction analytique par un développement en série de Taylor limité
qui servira a calculer une valeur approchée = de la solution exacte x.

e Les erreurs des données qui proviennent en général des mesures physiques imprécises
dont les valeurs ne peuvent étre déterminées qu’approximativement suite a des mesures
expérimentales.

e Les erreurs d’arrond: dues au fait qu’il n’est possible de représenter les réels exactement
dans un ordinateur. L’ensemble des réels est ainsi approché a ’aide d’un ensemble de
nombres flottants & l'origine d’une faible erreur d’arrondi cumulée a chaque opération
arithmétique et influant considérablement sur la précision du résultat final. Dans ce cas,
on parle d’un algorithme numériquement instable qui pourra produire de mauvaises
solutions méme pour des problémes bien conditionnées.

Les erreurs de troncature et d’arrondi constituent l'erreur numérique. Quant a elles, les er-
reurs d’arrondi influent considérablement sur la précision d’une solution approchée calculée
en arithmétique flottante, exigeant que l'erreur globale soit inférieure a une certaine tolérance
fixée et garantissant par suite la convergence de la méthode numeérique mais aussi la fiabilité
et l'efficacité de cette derniére.

1.4 Calcul d’erreur et notions de précision

L’utilisation des méthodes numériques nécessite un conditionnement précis du probléme afin
d’éviter les instabilités numériques dues a la propagation des erreurs d’arrondi ou encore de
troncatures. Comment s’assurer alors de la fiabilité d’un résultat calculé en arithmétique flot-
tante obtenu a partir d’'une simulation enchainant plusieurs milliers d’opérations flottantes.

14 Db et Ameur



1.5. Incertitude des erreurs

Comme il n’est pas possible d’éviter la propagation des erreurs d’arrondi, on préfére borner
I’erreur.

Soit  une approximation d’un nombre réel x non nul. Les deux principales facons de mesurer
la précision de T sont :

e Erreur absolue de 7 Elle est définie comme

Ea('%> = |'% B 'Tl

Elle représente ’écart entre la valeur approchée et celle exacte. On 'utilise généralement
quand on connait une majoration a priori des valeurs intermédiaires calculées.

e Erreur relative a i Par définition, ’erreur relative est le quotient de ’erreur absolue a la
valeur exacte quand on dispose d’une, elle est égale a

B A

E, (%)

]

Cependant, elle n’est définie que si x # 0.

Si x = 0, on utilise la mesure suivante qui n’est autre qu’une combinaison entre erreur
absolue et erreur relative :

B ==
RN

Cette mesure posséde les caractéristiques de 'erreur absolue si |x|< 1 et les caractéris-
tiques de 'erreur relative si |z[> 1 .

Remarque 1.2. Dans le cas ou x et T sont deux vecteurs, les notions d’erreur absolue
et relative deviennent respectivement :

E,(2) = ||z — =fl] et |E(T) =

ot ||.|| est une norme adéquate.

1.5 Incertitude des erreurs

Les sciences reposent en général sur la confrontation entre deux démarches numérique et théo-
rique & l'origine de la notion d’erreur liée généralement aux résultats mis en ceuvre grace a de
nombreux schémas numériques employant ’arithmétique flottante. Des résultats obtenus a par-
tir de tels schémas sont souvent entachés des erreurs d’arrondi dont les causes sont multiples, ce
qui constitue le probléme majeur du calcul flottant. Pour une critique objective du résultat, on
introduit la notion de ’erreur maximale que 1’on appelle de facon plus appropriée incertitude.

Db et Ameur 15



Chapitre 1. Introduction a I'arithmétique flottante

e Incertitude absolue On présente idéalement un résultat calculé sous la forme d’un intervalle

x::Z’:I:A:c‘

car I'indication compléte d’un résultat obtenu a partir d’un algorithme généralement grace
a l'arithmétique flottante disponible sur les ordinateurs moderne, comporte la valeur ap-
prochant aux mieux la valeur exacte et l'intervalle dans lequel se situe cette solution
exacte qui est en général le centre de cet intervalle.

A x est appelée I'incertitude absolue, qui n’est autre que la demi-longueur de cet intervalle,
et on a

:E—Aa:ﬁa:ﬁ:i-i—Ax‘

Remarque 1.3. A x est aussi appelé le majorant de l’erreur absolue d’une valeur
approchée T puisque A x est le plus petit nombre réel positif vérifiant :

|z — z| < Ax.

o Incertitude relative Afin de mieux juger la qualité et la fiabilité d’un résultat numérique,

on se sert de 'incertitude relative :

Az

X

Remarque 1.4. L’incertitude relative ainsi que l’erreur relative sont des nombres sans unité
que l'on exprime généralement en %.

1.5.1 Reégles des calculs classiques d’incertitude

Soient z, i et Z respectivement des approximations des quantités exactes x, y et z. On note par
Ax, Ay et Az les incertitudes absolues de z, y et z.

e Incertitude sur une addition

16

Si z =z 4+ vy, alors Az = Az + Ay

L’incertitude absolue d’une somme est égale a la somme des incertitudes
absolues

Preuve 1.1. On a

T - Ar <z <1+ Ax et §g— Ay <y<7gy+ Ay

Par suite,
(E+3) ~ (ActAy) < 2ty < (@F+3) + (Ac+ Ay)

Ainsi (Az + Ay) est Uincertitude absolue de x + 1y et on obtient

Az = Az +y) = Az + Ay

Db et Ameur



1.5. Incertitude des erreurs

o Incertitude sur une soustraction

Si z =2 —y, alors Az = Az + Ay

L’incertitude absolue d’une différence est égale a la somme des incertitudes
absolues

Preuve 1.2. On a
T —Ar <z <7+ Av et —§—Ay<—y< -7+ Ay

Par suite,
(-0) ~ (Ar+Ay) < z—y < (-9 + (Ar+Ay)

Ainsi (Ax + Ay) est Uincertitude absolue de x — y et on obtient :
Az = Alx—y) = Az + Ay

Remarque 1.5. Une somme ou une différence ne peut pas étre plus précis que la donnée
sur laquelle incertitude relative est la plus €levée, autrement dit le résultat d’une une
somme ou d’une différence est arrondi au méme nombre de décimales que la donnée qui
en comporte le moins.

Ezemple : les nombres 3./ et 2./6 comptent respectivement 2 et 3 chiffres aprés la

virgule. La résultante de la somme des ces deux nombres, donnée par la calculatrice, est
égale & 5.86 et le résultat s’arrondit & 5.9 afin d’avoir le méme nombre de chiffres aprés
la virgule que 3.4 qui en posséde le moins.

En effet, chacune des données a une certaine précision indiquée par son nombre de chiffres
apres la virgule et celle qui en posséde le moins influe considérablement sur le résultat qui
doit avoir le méme nombre de chiffres aprés la virgule que celui de la donnée qui en a le
moins.

e Incertitude sur un produit

= —qp —>

Az Az Ay
Z ak Y

Siz:z, alors Az = g Az + T Ay et
Y

L’incertitude relative d’un produit est plus au moins égale a la somme des
incertitudes relatives

Preuve 1.3. On a
T —Ar <2< T+ Ar et §g— Ay <y < g+ Ay
Par suite,
(7 — A7) (§ — Ay) < zy < (@ — Az) (7 — Ay)

Ty — (T Ay+yAr) + Az Ay < zy < Ty + (TAy+yAr) + Az Ay

Db et Ameur 17



Chapitre 1. Introduction a I'arithmétique flottante

St Ar << x et Ay <<y, on néglige le terme du second ordre AxAy et on obtient
Ty — (T Ay + 9 Ax) <2y < Ty + (TAy + g Ax)
Ainsi (T Ay + g Az) est Uincertitude absolue de xy et on obtient :
Az = Alxy) = T Ay + y Az
D’autre part, lincertitude relative est égale a

Az Alwy) Ay + §Ax Aaz+Ay

z Ty Ty T U

e Incertitude sur un quotient

A (VAN
Si z = E, alors Az = Tx + :c~2y
Y Y Y

et

L incertitude relative d’un quotient est plus au moins égale a la somme des
incertitudes relatives

Preuve 1.4. On a

F—-ANr <z <i+ Az et §g—Ay<y<7qg+ Ay

Par suite,
:ﬁ—Ax < _SaerAx
y + Ay y — g — Ay
(T - Ax)(y —Ay) _ =z _ (@ + Ar) (g + Ay)
7+ Ay) (G — Ay) — y = (I — Ay) (§ + Ay)
Ty — (T Ay + 5y Ax) + Az Ay < z<fgj+(fAy+y~Ax)+AxAy
g — Ay? Ty g — Ay?

Si Az << x et Ay <<y, on néglige les terme du second ordre AxAy et Ay? et on obtient

T fAy+y~Ax<x f+iAy+ﬂAx
J 72 Sy T 72
T A g A
Ainst oy j; yor est Uincertitude absolue de L et on obtient :
) Yy

T A g A A T A

Az:A(E) == yiy :E:Tx_i_xﬂy

Yy ) ) )

D’autre part, lincertitude relative est égale a

Al =

Az (y)  TAy + yAr Az

5 (g> N zy F
y
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1.6. Troncature, arrondissement et chiffres significatifs d’un nombre

Remarque 1.6. Un produit et un quotient ne peut pas étre plus précis que la donnée sur
laquelle [incertitude absolue est la plus élevée, autrement dit le résultat d’une multipli-
cation ou une division est arrondi a autant de chiffres significatifs que la donnée qui en
compte le moins.

Ezxemple : les nombres 3.40 et 2.563 comptent respectivement 3 et 4 chiffres significa-

tifs. La résultante du produit des ces deux nombres, donnée par la calculatrice, est égale a
8.7142 et le résultat s’arrondit & 8.71 afin d’avoir le méme nombre de chiffres significatifs
que 3.40 qui en posséde le moins.

e Incertitude sur une puissance Soit r un nombre quelconque

A A
Si z = 2", alors — |7 ’
z

L’incertitude relative d’une puissance d’une variable est égale au produit de
la valeur absolue de l’exposant par l’incertitude relative sur la variable

1.6 Troncature, arrondissement et chiffres significatifs d’un
nombre

La troncature a I'unité d’un nombre décimal positif est sa partie entiére. L’arrondi d’un nombre
est la valeur approchée de ce nombre obtenue en réduisant le nombre de chiffres significatifs.
Le résultat est moins précis, mais en de nombreuses circonstances, c¢’est plus facile & employer.

1.6.1 Regles d’arrondissement

Il existe plusieurs méthodes d’arrondissement parmi lesquelles on cite :

e la méthode d’arrond: au pair le plus proche est celle utilisée par défaut dans les micro-
processeur et le calcul numérique suivant la norme IEEE 754. Elle suit les régles d’arron-
dissement suivantes :

e Lorsque le chiffre suivant a droite du chiffre qu’on a choisi de conserver est inférieur a
5, le chiffre précédent reste inchangé,

Ezxemple :  1.0272 arrondis aux millitmes devient 1.027 puisque le chiffre qui

suit la décimale a laquelle le nombre doit étre arrondi (2) est inférieur a 5

e Lorsque le chiffre suivant & droite du chiffre qu’on a choisi de conserver est supérieur a
5, le chiffre précédent est augmenté d’une unité,

Ezxemple :  5.0637 arrondis aux milliémes devient 5.064 puisque le chiffre qui suit

la décimale a laquelle le nombre doit étre arrondi (7) est supérieur a 5
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Chapitre 1. Introduction a I'arithmétique flottante

e Lorsque le chiffre suivant & droite du chiffre qu’on a choisi de conserver est égal a 5 et
si un des chiffres qui le suivent n’est pas nul, le chiffre précédent est augmenté d’une
unité,

Ezemple :  4.562501 arrondis aux milliémes devient 4.563 puisque (1) est I'un

des chiffres qui suivent le chiffre (5) et est non nul

e Tandis que si le chiffre suivant a droite du chiffre qu’on a choisi de conserver est égal
a b et n’est suivi d’aucun chiffre ou que par des zéros, alors le chiffre précédent est
augmenté d’une unité lorsqu’il est impair et reste inchangé sinon.

Ezxemple : 7.0135 arrondis aux milliémes devient 7.014 puisque le dernier chiffre
est 5, et le chiffre de la décimale & laquelle le nombre doit étre arrondi (3) est impair
Exemple :  4.5625 arrondis aux milliémes devient 4.562 puisque le dernier chiffre

est 5, et le chiffre de la décimale a laquelle le nombre doit étre arrondi(2) est pair

On procéde de la sorte afin d’éviter le biais qui surviendrait en arrondissant & chaque fois
par exceés les nombres dont le dernier chiffre est cinq.

e la méthode d’arrondi au plus proche ou arrond: arithmétique qui est la plus connue,
mais pas la plus courante. Elle consiste & séparer les dix chiffres décimaux en deux parties :

e Si le nombre a arrondir est positif : Lorsque le chiffre suivant & droite du chiffre qu’on a
choisi de conserver vaut au moins 5, on augmente ce chiffre d’une unité, autrement
dit on passe a la valeur inférieure,

Exemple : 2,752 s’arrondit aux dixiémes & 2.8 car le chiffre suivant 7 vaut au

moins 5

e Si le nombre & arrondir est négatif : Lorsque le chiffre suivant a droite du chiffre qu’on
a choisi de conserver vaut au moins 5, on augmente ce chiffre d’une unité, autrement
dit on passe a la valeur supérieure,

Ezxemple : -2.752 s’arrondit aux dixiémes a -2.8 car le chiffre suivant 7 vaut au

moins 5

e On conserve ce chiffre si le chiffre suivant est strictement inférieur a 5.
Exemple : 3.438 et -3.438 s’arrondissent aux dixiémes a 3.4 et -3.4 respective-

ment car le chiffre suivant 4 vaut au moins 3

e la méthode d’arrondi stochastique qui consiste aussi a arrondir a I’entier le plus proche
de maniére aléatoire ou pseudo-aléatoire.

Ainsi, il sera utile lorsque 'on effectue un calcul avec plusieurs étapes qu’on n’arrondisse pas
les résultats des étapes intermédiaires. Il n’y a que le résultat final qui doit comporter le bon
nombre de chiffres significatifs. Cela permettra d’éviter de faire des erreurs d’arrondi.

20 Db et Ameur



Chapitre 2

Résolution des systémes linéaires

2.1 Systéme linéaire

Une équation linéaire a n inconnues i, Ta, ..., T,, ol n € N un entier naturel supérieur a 1,
est une équation de la forme :

a1y + as s + ... + ap, x, = b,
ou ap, as,..., a, et b sont des nombres réels donnés.

Soit m € N* un entier naturel supérieur & 1. Un systéme de m équations a n inconnues est
un ensemble de m équations linéaires a n inconnues. On I'appelle aussi systéme linéaire donné
sous la forme générale suivante :

(
ail It + a12 To + ai13 T3 T Q15 Tj + ... +a, x, = bl,
921 T1 “+ G99 To + Qo3 T3 T Q25 Tj + ... 4+ a9, T, = Z)Q,
as; T + aszo To + as3 T3 + + a35 Tj + + as, Tp, = b3,
;1 T + a0 To + a;3 T3 + ... + Ai5 T + ... 4+ a, T, = bi7
L Am1 T1 + Q2 T2 + Apm3z T3 + ... + Qmj Tj + ... tapn T, = bm
Les nombres a;;, pour ¢ = 1,2,...,m et j = 1,2,...,n sont les coefficients du systéme et
les nombres b; pour i = 1,2,..., m constituent le second membre du systéme.

2.2 Notation matricielle

Un systéme de m équations a n inconnues xq, s, ..., T,, o n € N s’écrit aussi sous forme
matricielle :

Az = b,
ol

21



Chapitre 2. Résolution des systémes linéaires

e A est une matrice comportant m lignes et n colonnes, notée aussi A = ij iy

,2,.,m; j=1,2,...n}>
s’appelle la matrice du systéme linéaire :

a1 192 a13 ... Q15 oo QAp

921 929 Q23 ... Q25 o Qop

a3;1 Aazz2 a3z ... G3j ... Qzp
A=

;1 ;9 a3 ... Qg5 o Qip

Am1 Am2 Ap3 ... Gmj ... (m;n

e x est le vecteur colonne dont les composantes sont les inconnues ;i o . 1. Le vecteur
x est appelé solution du systeme.

e b aussi un vecteur colonne avec n composantes, noté b;gi—15 . m}. b s’appelle le second
membre.

On introduit la matrice A :

a1 ai12 a13 N3V ... QAp b1

g1 Q22 A23 <o Qgj ... Qop bg

a3; az2 a3z ... az; ... 3p b3
A=

;1 ;9 ;3 N o Qip bz

e 0 ¢ M

A s'appelle la matrice augmentée du systéme. Elle contient la matrice du systéme linéaire A
avec le second membre, le vecteur b, ajouté a sa droite.

Ezemple : Considérons le systéme linéaire suivant :

2[L‘1 —3ZL‘2 +ZL‘3 = ]_,

ro —4x3 =0,
1 —xy +2x3 = —4.
Sa matrice est :
2 =3 1
A = 0 1 —4
1 -1 2
et sa matrice augmentée
2 -3 1 1
A=10 1 -4 0
1 -1 2 —4
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2.3. Rappels d’algebre linéaire

2.3 Rappels d’algébre linéaire

2.3.1 Quelques matrices particuliéres

Définition 2.1. Soit A = (a;;) € M, n(R). La matrice transposée d’une matrice A est la
matrice obtenue en échangeant les lignes et les colonnes de A. Elle est notée 'A et € M, ,(R)
et elle vérifie les propriétés suivantes :

* 1(1A) = A,

* (A+B) = "A+'B, ot B = (b;) € M, m(R),
* t(AB) = 'A'B, ot B = (b;j) € M,,,(R),

* t(aA) = a'A, ou « est un nombre réel,

* (’5/1)71 = (A7"), ot A est une matrice inversible.

Définition 2.2. Soit A = (a;;) une matrice d’ordre n.

e La malrice conjuguée d’une matrice A a coefficients complezes est la matrice formée des
éléments conjugués de A, elle est notée A,

e La matrice adjointe ou transconjuguée d’une matrice A a coefficients complezxes est égale
a la matrice transposée de la matrice conjuguée de A, elle est notée A*. Dans le cas par-
ticulier ou A est a coefficients réels, sa matrice adjointe est donc simplement sa matrice
transposée.

e Une matrice A est dite symétrique, si et seulement si elle est égale a sa propre transposée,
i.e, elle vérifie 'A = A ou encore a;; = aj;, Vi,j € {1,2,...,n},

(i) Une matrice A réelle est dite symétrique positive si et seulement si
Ve R", ‘'z Az>0,

(ii) Une matrice A réelle est dite symétrique définie positive si et seulement si elle
vérifie 'une des trois propriétés équivalentes suivantes :

* La forme quadratique définie par la matrice A est strictement positive pour tout
vecteur x non nul, i.e,

Ve e R"{0}, ‘zAz>0
* Toutes les valeurs propres réelles de A sont strictement positives,

* La matrice A est congruente a la matrice identité, i.e, il existe une matrice B €
M, (R) inversible telle que A ="'BB.

(13t) Une matrice A réelle est dite symétrique définie négative si et seulement si sa
matrice opposée symétrique est définie positive.

e Une matrice A est dite antisymétrique si et seulement si sa transposée est égale a son
opposée, i.e, elle vérifie 'A = —A ou encore a;; = —ay, Vi,j € {1,2,...,n},

e Une matrice A a coefficients complezes est dite hermitienne si et seulement si elle est égale a
sa propre transconjuguée, i.e, elle vérifie A* = A ou encore a;; =@y, Vi,j € {1,2,...,n},
et elle vérifie les propriétés suivantes :
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Chapitre 2. Résolution des systémes linéaires

(

(A+B)" = A"+ B,
x (AB)" = B*A*,

(

aA) = aA*, ou «a est un nombre compleze.

(1) Une matrice A compleze est dite définie positive si elle vérifie 'une des trois pro-
pri€tés équivalentes suitvantes :

* La forme quadratique définie par la matrice A est strictement positive pour tout
vecteur z a coefficients complexes et non nul, i.e,

Vze R™{0}, '2A2>0

* La matrice A est hermitienne et toutes ses valeurs propres sont strictement posi-
tives,

* 1l existe une matrice B € M, (C) inversible telle que A = B*B.
(ii) Une matrice A a coefficients complezes est dite définie négative si et seulement

st sa matrice opposée est définie positive.

e Une matrice A a coefficients complezes est dite antthermitienne si et seulement si sa
transconjuguée est égale a son opposée, i.e, elle vérifie A* = —A ou encore a;; = —aj;,
Vi, je{l,2,..,n},

Remarque 2.1. Une matrice définie positive vérifie les propriétés suivantes :

* Soit A une matrice définie positive. La matrice inverse de A est définie positive,

* Si A est définie positive et si a est un réel strictement positif, alors aA est définie
positive,

* Si A et B sont positives et si ['une des deux est inversible, alors la matrice A+ B est
définie positive.

Une matrice A est dite normale si et seulement si elle vérifie AA* = A*A,

Une matrice A a coefficients complexes est dite unitaire si et seulement si elle vérifie
AA* = 1,, ou I, est la matrice identité d’ordre n,

Une matrice A orthogonale est une matrice unitaire a coefficients réels. Elle vérifie 'AA =
A'A =1, ou I, est la matrice identité d’ordre n ou encore A~! =1A,
1

det A

Une matrice A est dite inversible si et seulement si elle vérifie det A~' =

2.3.2 Déterminant

Soit A une matrice carrée d’ordre n. Le déterminant se dénote det A ou |A|. Il vérifie :
*x det'A = det A,
* det AB = det A det B,
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2.3. Rappels d’algebre linéaire

1 _
% Si A est une matrice inversible, alors det A~! = ot A et det A* = det A,
e

* Si A est une matrice triangulaire, alors det A = [[_; as,

* Soit v un réel ou un complexe, alors det (a¢A) = « det A.

2.3.3 Trace d’une matrice

Soit A = (a;;) une matrice d’ordre n. La trace de A est définie comme la somme de ses
coefficients diagonaux et est notée tr(A) :

tT(A) = iaii
=1

et elle vérifie les propriétés suivantes :
* tr(A+ B) = tr(A) +tr(B), ot B = (b;;) une matrice d’ordre n,
* tr(tA) = tr(A),

* tr(aA) = atr(A), o a est un nombre réel.

2.3.4 Rayon spectral et vecteurs propres

Définition 2.3. Soit A une matrice réelle d’ordre n et A € C. \ est une valeur propre de A
s’il existe un vecteur © € R™ tel que Az = Ax. On dit alors que T est un vecteur propre de A
associ€é a \.

Proposition 2.1. \ est une valeur propre de A si et seulement si
det(A —X) =0
Les valeurs propres de A sont donc les racines du polynoéme caractéristique de A :
Pa(z) = det(A— =)

qui posséde n racines Ai, Aa, ..., A\, dans C non nécessairement distincts telles que :
tr(A) = Z)‘i et detA = H)‘i
i=1 i=1

Définition 2.4. Le rayon spectral d’une matrice A est définie comme étant :

p(A) = max{|A|; A € Cvaleur propre de A}

2.3.5 Normes vectorielles et normes matricielles

Définition 2.5. Soit F' un R-espace vectoriel. Une norme vectorielle sur F' = R", notée |.||
est une application de F a valeurs réelles positives et satisfaisant les hypothéses suivantes :

e Séparation :Vzc F, ||z|=0 = x=0p,

e Homogénéité : V(o z) € (R, F), |a 2| = |of||],
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e Inégalité triangulaire : V(z,y) € 2, ||z + y|| < |z|| + ||y

Un espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé.

La norme vectorielle vérifie les propriétés suivantes :
* Y(o,x,y) € (R, F?), lax+yl < [oflx] + Iyl
* V(x,y,2) € F?, [x =yl < [[x—z| + [z — ¥,

* V(x,y) € F2 [lIx]l=llylll < llx =yl

Exemples de normes usuelles sur l’espace vectorielle R" :

Soit x = t(xl,xQ, ,xn) € R". Parmi les normes les plus couramment utilisées, on rappelle
les normes vectorielles suivantes :

e Norme de Manhattan : x = ||x||; = |z1|+|z2]|+... + |2, = D0 |2

1/2
e Norme euclidienne : x = ||x|x = /|z1[2 4|22 +... +|2,]2 = (Z?1|$z|2)
e Norme "infini" : x = ||x|o = max (|z1|+]z2|+... + |2,]) = max;|z;]

Définition 2.6. Soit ' un espace vectoriel réel. Deuz normes |.|| et ||.|" sur F sont dites
équivalentes si et seulement si il existe deux constantes Cy et Cy positive telles que pour tout
vecteur x € F', on a :

Crllxll < %] < G x|

Proposition 2.2. Soit F' un espace vectoriel de dimension finie. Alors, toutes les normes sont
équivalentes.

Définition 2.7. Etant donné une norme vectorielle ||.|| sur K* ot K = R ou K = C. On
appelle une norme matricielle induite ou subordonnée, par cette norme vectorielle, sur

M, (K), Uapplication ||.| : M,(K) — Rt définie par :

| Ax||
|All = sup = sup |Ax||=  sup [Ax]
xekn, x20 ||X]| x€K™, [|x]| <1 2eKn, ||x||=1

Elle vérifie de plus les propriétés suivantes :
« [[Ax| < [JA]l x|, vx € K,
=1,

2.4 Reésolution d’un systéme triangulaire

Un systéme triangulaire est un systéme dont la matrice est triangulaire inférieure ou supérieure.

Définition 2.8. Une matrice triangulaire inférieure (respectivement triangulaire supé-
rieure) est une matrice carrée dont les éléments au dessus de la diagonale (respectivement
dessous) sont nuls.
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2.4. Résolution d’un systéme triangulaire

az a2 0 0
asy as2 ass 0 0
Qi1 ;2 a3 Ce (077 0 e 0
Up-11 Gp-12 Qp—13 --- Qp-1i --- Qup1p-1 0O
QAp1 Ap2 ap3 Ce (0799 Ce e Appy

Allure d’une matrice triangulaire inférieure

a;y a2 a3 ... Qi3 ... QAip
0 99 A23 ... A9 ... Q9p
0 0 ass ... az; ... Qasp
0O ... ... ... ... 0 any

Allure d’une matrice triangulaire supérieure

2.4.1 Propriétés des matrices triangulaires

La transposée d’une matrice triangulaire inférieure est triangulaire supérieure et réciproque-
ment,

Le produit de deux matrices triangulaires inférieures (réciproquement supérieures) est trian-
gulaire inférieure (réciproquement supérieure),

L’inverse d’une matrice triangulaire inférieure (réciproquement supérieure) est triangulaire
inférieure (réciproquement supérieure).

Le déterminant d’'une matrice triangulaire est égal au produit de ses éléments diagonaux.

Soit A € M,(R) qu’on supposera inversible et b € R™. On cherche a calculer x € R" tel que
Ax = b, autrement dit on cherche a résoudre le systéme linéaire

Ax = b.

Afin de fixer les idées, résolvons le systéme linéaire Ax = b ot A est une matrice triangulaire
supérieure, i.e :
a;; = 0, pouri > j.

De plus, comme A est une matrice inversible, on a nécessairement :

(0773 7& 0, Vi.
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Un systéeme triangulaire supérieur se résout par substitution arriére :

’
a1 1 +aiare +aizrs + ... +ayzxr; + ... +ap,r, = bl,
Qoo To + Q233 —+ ... +aQxuxT; + ... + QAo Tp, = bg,

ass3rs + ... +azr;, + ... +azg T, = bg,

Qi Ti + ...+ A Ty = by,

Upp T = by.

\

La méthode de résolution est immédiate. On commence par calculer x,, dans la derniére équa-
tion :

bn
Tp = —,
ann
puis on peut calculer z,,_; a 'aide de z,, :
bn—l — Qp—1n Tp
Ap-1n-1Tn-1 + An_1n Tpn = bnfl = Tp-1 = )
Ap—1n-1

et ainsi de suite jusqu’a x;. On obtient donc les valeurs des inconnues dans ’ordre décroissant
des indices, ce qui donne ’algorithme suivant :

by
Lp = —),
Qnn
1 n ,
T, = a— bi—Ej:iHaijxj > Vz:n—l,n—Q,..., 1.
it

Dans le cas ou la matrice A est triangulaire inférieure, on obtient donc les valeurs dans ’ordre
croissant des indices en effectuant des substitutions directes et ’algorithme est :

by
rr = —,
a1
_ ! b — X ta, Vi=2, 3
Tr; = a— i — jzlazjxj 5 1 =4, 9,..., N.
7

2.5 Reésolution d’un systéme a matrice diagonale
Soit & résoudre le systéme Ax = b ou A € M, (R) une matrice diagonale et b € R". On a
a;; = 0, pouri # j.

La solution x € R"™ s’obtient en appliquant I'algorithme suivant :

bi .
x = —, Vi=1,2...n
Qg5
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2.6 Systéme échelonné réduit

Définition 2.9. Une matrice A est dite échelonnée si elle vérifie les propriétés suivantes :
1 e Toutes les lignes non nulles de A se situent en dessus de ses lignes nulles.

2 o Le premier coefficient non nul d’une ligne se trouve a droite du premier coefficient non
nul de la ligne précédente.

3 @ Tous les coefficients de la colonne en dessous du premier coefficient non nul, sont nuls.

Autrement dit, soit dans la ligne i, a;; le premier coefficient non nul, on a alors :

ag; = 0, pour k>,
ag; = 0, pour [ <j.

Ezemple : Soit la matrice échelonnée A

2400 0 1
0345 0 1
0012 3 1
A = 0004 0 1
0000 -21
0000 O O
0000 O O

Définition 2.10. Une matrice A est dite échelonnée réduite si elle vérifie les propriétés sui-
vantes :

1 o La matrice A est échelonnée.
2 o Le premier coefficient non nul d’une ligne vaut 1.
3 o Le premier coefficient non nul d’une ligne est le seul élément non nul de sa colonne.

Exemple : Soit la matrice échelonnée réduite A

1020 4
A = 01305
00 0T1F€6

2.7 Terminologie

Définition 2.11. Soit A une matrice échelonnée :

e La colonne qui contient le premier coefficient non nul d’une ligne est dite colonne pivot.
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Chapitre 2. Résolution des systémes linéaires

Ezemple : Revenons a l’exemple 2, les colonnes pivots sont les cing premiéres colonnes.

e Les inconnues correspondant a une colonne pivot sont appelées inconnues ou variables essen-
tielles. Les autres sont appelées inconnues ou variables libres.

e Une position pivot dans une matrice échelonnée réduite A, sont les emplacements des premiers
coefficients non nuls d’une ligne, valant 1. Une colonne de A contient une position pivot est
dite une colonne pivot.

e On dit que deux systémes correspondant a deuz différentes matrices augmentées sont équiva-
lents s’ils ont le méme ensemble de solutions.

2.8 Résolution par la méthode de Gauss

Soit A € M, (R) une matrice inversible. On cherche a calculer x € R™ tel que Ax = b. On évite
d’appliquer la méthode de Cramer, qui consiste a cherche la matrice A~! et de la multiplier par
le vecteur b, pusique’elle reste coiiteuse en terme de temps de calcul, de nombres d’opérations
effectuées et de précision des résultats obtenus surtout pour les systémes de grande taille ou
pleins. Ainsi on préfére appliquer la méthode de Gauss dont le principe consiste a se ramener,
en effectuant des combinaisons linéaires sur les lignes, & un systéme triangulaire équivalent

Ax = b,
ol la matrice A est une matrice triangulaire supérieure, issue de A, facile a résoudre comme
on vient de le voir précédemment. Le principe de base est de rechercher une matrice réguliére

P, dite matrice de permutation, déterminée a partir du produit de matrices élémentaires de
permutation et telle que le produit P.A soit une matrice triangulaire.

Elle comporte n étapes de transformation. La matrice A recherchée correspond a la matrice
A ont A™ est 1'état de la matrice A transformée a la n'™° étape, i.e :

@11 Q12 @13 ... Q15 ... Qip all &12 d13 c. dlj ... Qip

G21 Q22 A23 ... Qg5 ... Q2 0 ELQQ (ngg e &Qj e dZn

agy azz agz ... as; ... asp 0 0 (ngg ce &3j ce d?m
................ —

;1 G2 443 Q5 (e27) 0 0 dzz gI/m

ap1 Qp2  Gp3 Qpj Apn 0 0 dnn

On obtient donc la solution par simple remontée.

La méthode de Gauss est fondée sur les notions suivantes. On appelle opérations élémentaires
sur les lignes les trois opérations suivantes :

1 o Echanger deux lignes.
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2.8. Résolution par la méthode de Gauss

2 e Multiplier tous les éléments d’une ligne par une constante non nulle.
3 e Remplacer une ligne par la somme d’elle méme et le multiple d'une autre ligne.

On cherche a résoudre le systéme suivant :

(
a1 1 + a9 x2 + a3 xr3 + + Q15 Tj + ... +a,T, = bl,
(91 1 + a9 Ty + 923 T3 + ... + Q25 Tj + ... + Aop Ty — bg,
a3y r1 + asp T2 + aszzrz + +az;x; + ... +as, x, = bs,
a;1 T1 + Qo Ty + Q;3T3 + ... + Q5 Tj + ... tapnxr, = bi7
{ @11 a2y tapzw3s + ... Fan; T o G T = by,

La méthode de Gauss consiste & éliminer successivement en remontant des inconnues entre les
équations.

Etape 1 : On part de

(1)

1 1 1 1 1

aég a%; a%; aé{; aé{; 2%1)
a%ll) a%%) a%% . a% o a%ln) b%l)

AV = A= | et bV = p = :
ag) ag) ag) . agjl-) . agi) bl(l)
L "

La premiére étape consiste a éliminer I'inconnue z;. Pour cela, on commence par inspecter la
premiére colonne (correspondant aux coefficients de I'inconnue x; dans le systéme linéaire) et
on choisit le terme non nul de la colonne qu’on appelle pivot. Deux cas se présentent :

1" cas : Si aﬁ) est le pivot, on ne touche plus a la ligne 1 et on se sert du pivot pour
mettre donc a zéro tous les éléments de la colonne 1 sous le pivot a§11>

1=2,3, ...,n par

en remplacant la ligne 4,

)
IO «1® % O i_9 3 o

a1y
Cela donne les formules suivantes :
(1
a = ay —af =df -2 dff,
W
bgl) = b, _>b@(2) _ b§1) _% .bgl)’ i=23 ..netj=12 ..n
11
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Chapitre 2. Résolution des systémes linéaires

On obtient alors un systéme linéaire sous la forme A®@x = b® | équivalent & AVx = bW, avec

1 1 1 1 1
EEET R
2
e T %
0 azy ag L&Y a3n b:(a
A® = S : : et b?= [ :
0 o a )l &
0 0 o . a® 1o
2°"¢ cas : Sil’élément aﬁ) est nul, veuillez vous référer au paragraphe «Stratégie de résolution

dans le cas des pivots nulsy pour la représentation de la méthode de résolution.

FEtape 2 : On cherche a éliminer la deuxiéme inconnue z,. Pour cela, on commence par le

choix du pivot qu’on notera a%). On ne touche plus & la ligne 1 qui a servi déja comme ligne

(2)

de pivot a I’étape 1, ni a la ligne 2 qui joue le role de ligne de pivot ay, supposé non nul.

Ensuite on se sert du pivot ag) pour annuler tous les éléments de la colonne 2 sous le pivot ag)

en remplacant la ligne ¢, = 3, 4, ..., n par

(2)
I¥ «1® — “g) I, i=34, ... n
P)
Cela donne les formules suivantes :
(2) (3) (2) ag) (2)
“%
b b =@ “g) WP i =34, ... netj =23, ....n
Qo9

On obtient alors un systéme linéaire sous la forme A®x = b® squivalent 4 A@x = b®, avec

1 1 1 1 1
T
1
Qoo Qo3 Qo Qo b;)
0 0 af as) aly) by
A® = P : : et b®= | :
0 0 ag) al(-?) al(-i) b§3>
000 d® . d® b

32
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2.8. Résolution par la méthode de Gauss

Etape k : En supposant qu'on a effectué jusqu’a présent (k — 1) étapes de ’élimination

de Gauss, on a obtenu donc & I'étape (k — 1) de I'algorithme, un systéme linéaire A®)x = bk

dont les (K — 1) premiéres colonnes sont triangulaires supérieures.
Ainsi en supposant le pivot ag? non nul, on annule tous les éléments sous le pivot a,ilz) en
remplagant la ligne ¢, i = k+1, k+2, ..., n par

(k)

B % ka1 ke n

g,
Cela donne les formules suivantes :
(k) (k+1) (k) a(llz) (k)

a(k
th
B plt)  _ p®) _aé’;) B i = k41, k42 ...netj =2 3 ...n
Ak

On obtient alors un systéme linéaire sous la forme A*TDx = b*+Y squivalent a A®x = b*),
avec

1 1 1 1 1

agl) a%; . aé% aéz%“ . aé% bgl)
Do : S by

A = L G, d | e ne |
k+1 k+1 (k)

al(c—l—l l)c—f—l e al(c+17)z Ok

: e : :3
o ... ... 0 a;k,ﬁ)l e a,gifl) bg)

Ainsi, I’élimination de Gauss transforme la matrice A en une matrice triangulaire supérieure A.
Le systéme obtenu aprés (n — 1) étapes, est ensuite résolu par substitution inverse ou remontée
en commencant par la derniére équation.

Ezemple : On cherche a résoudre le systéme suivant :

5 rT — 4 To + T3 = 2,
—4 Ty + 4 T2 = O,
I + 2 Tr3 = 3

Pour la mise en ceuvre de la méthode de Gauss, nous procédons tout d’abord a la triangula-
risation du systéme linéaire Ax = b en le transformant en un systéme triangulaire supérieur
Ax = b. Elle comporte deux étapes.
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Chapitre 2. Résolution des systémes linéaires

Le systéme linéaire s’écrit sous forme matricielle A0x = b -

—4 1 2 2
—4 4 0 i) = 0
1 0 2 T3 3

Etape 1 : On choisit aﬁ) = 5 # 0 pivot de la premiére étape. La ligne Lgl), servant de ligne

de pivot, reste inchangée. On remplace la ligne 7, ¢« = 2, 3 par

aiy

L« - &L, =23
aqq
1.e:
: @) ey o 1) o, 4
a1y
Les éléments ag) et bg) deviennent :
( 4 4
eay — ay) + - ooa) = 4+ .5 =0
9 1 4 1 4 4
oafy « afy + 5 ay =4 + 5 (—4) = 5
2 1 4 1 4 4
eay ¢ oay + o o.ay =0 4 -1 = o
4 4 8
b bV - oW = g ) —_—
[ * ™ 2 Ty o h T3 5
(2) (1) agll) 1) (1) 1 1) (1) 4 (1)
a1y
Les éléments agj.) et ng) deviennent :
1 1
P B S N
5 5
@) (1) 1 1) 1 4
— - = =0 — = —4) = =
® Q39 agg 5 Q19 5 (—4) 5
@) (1) 1 ) 1 9
— —- = -2 - - .1 = =
® (33 asg 5 a3 5 5
1 1 13
b o« oV — =2 ) =3 - - 2 = =2
[ * % 3 5 1 5 5

On obtient alors le systéme linéaire A®@x = b® | équivalent au systéme AMx = bW :

5 —4 1 I 9
4| 4 8
03 | =3
4 9 13
5 5/ \™ 5
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2.8. Résolution par la méthode de Gauss

Etape 2 : On choisit ag) =

LgQ) qui a servi déja comme ligne de pivot a I’étape 1, ni a la ligne Lg
de la deuxiéme étape. On remplace la ligne LgZ

(2)

3 2 a 2
L ) — 22 1Y =

o)

Les éléments aé‘;’.) et bg?’) deviennent :
(o
vl 3
col) ol
o0 «— Y

\

Ce qui donne le systéeme linéaire A®x =b® | équivalent

)

3

2
agl)

2
agQ)

2
ags)

b

par

4/5 72

oo gl s O

13

5

1@ AD e

Gl 0o Ul i O] i O

(2)
3

4
R # 0 pivot de la deuxiéme étape. On ne touche plus a la ligne

servant, de ligne de pivot

— LY.

au systéme A®@x = b? .

5 —4 1 T 2
4 4 8
0 - = z | = | 2
5 5 2 5
0 0 1 " 1

La matrice A®) obtenue est, maintenant triangulaire supérieure, et on résout le systéme par

remontée
r3 = ]_,
4 i 4 8 1
= I = X = = <~ Iy =
5 2 5 3 5 2 )
5 11 — 4 To + T3 = 2 <— 1 =1

On trouve comme solution du systéme linéaire

(1)

2.8.1 Coit de la méthode d’élimination de Gauss

3
. . . ’ . . n 2 s z z
Afin d’effectuer I’élimination de de Gauss, la méthode requiert environ — opérations élémen-

taires, lorsque n est suffisamment grand.

4n3 +2n%> - . . ) n? —
5 opérations élémentaires dont

multiplications et additions, auxquelles il fait ajouter n? opérations nécessaires pour

n
En effet, il nous faut environ additions

3

et

la résolution par remontée du systéme triangulaire. Lorsque n est grand, les termes en n et n?

2n3
sont négligeables devant n? et le nombre d’opérations est donc de I'ordre de N
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Chapitre 2. Résolution des systémes linéaires

2.8.2 Stratégie de résolution dans le cas des pivots nuls

Si le pivot de la colonne j a ’étape j est nul, on le remplace par un autre élément non nul
)
parmi les éléments, de sa colonne ou des colonnes a droite en dessous.

()

En effet, on cherche un élément a;;’ sous le pivot dans la colonne j telle que a 7& 0,

i=i+1,7+2, .. ,n, puis on permute les lignes L(j) et L(j)

On obtient alors un systéme linéaire AW)x = b avec AD) = pU) AW ot B = P Dp) pl)
étant la matrice de permutation des lignes L§~j) et ng). Le systéme linéaire AWx = B(J) est

équivalent au systéme AWx = b\,

Par abus de simplification, on notera les éléments de la matrice AW par ag)
B(j) par b@ , i =74+1, j4+2, ....ometj =1, 2, ..., n, auxquels on applique les mémes
transformations que ceux dans le cas de la résolution par la méthode de Gauss.

et ceux du vecteur

Ezemple : On cherche a résoudre le systéme suivant :

2 x + 2 19 + 3 w3 + Ty = 8,
2 r, + 2 To — r3 — Ty = 2,
— x + T — 2 x3 + 3 a4 1,
4 rT — To + r3 — Ty = 3

Pour la mise en ceuvre de la méthode de Gauss, nous procédons tout d’abord a la triangulari-
sation du systéme linéaire A x = b en le transformant en un systéme triangulaire supérieur
Ax = b. Elle comporte trois étapes.

Le systéme linéaire s’écrit sous forme matricielle A0x = b :

2 3 1 T 8
2 2 -1 -1 v || 2
-1 1 -2 3 s | |1
4 -1 1 -1 4 3

Etape 1 : On choisit aﬁ) = 2 # 0 pivot de la premiére étape. La ligne Lgl), servant de ligne

de pivot, reste inchangée. On remplace la ligne 7, : = 2, 3, 4 par

L W - LW i=2,3, 4,

1
a§1)

1.e:
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(1)

pour ¢ = 2 : Lf) — Lgl) — % . Lgl)
a1y
Les éléments ag) et bg) deviennent :
el af)
el o af)
o) o)
el e af)
° bgz) — bgl)

\

1
ﬁ LW

pour ¢ = 3 : Lgf) — Lgl) -~ -
a1
Les éléments ag) et bg) deviennent :
( 1
) o) + 1
©) W 1
2 W 1
® 33 < a3z + 3
1
Oaz(,’i) < CL&) + 5
1
Obgz) < bgl) + 5
\
al)
pour ¢ =4 : Lf) — Lfll) - % Lgl)
a1y
Les éléments aﬁ-) et bf) deviennent :
( ° afl) — aill) - 2
oafz) — afé) - 2
oai? — ai? - 2
el e df) - 2
o0 — o) — 2

\

=Y — .
) =2 — 2 = o
) =2 — 2 = o
@ = 18 =
1
ay = -1 - 1 = -2
o= 2 — 8 = —¢.
1
=LY + 5 LW,
1
a§11>:—1+5 2 = 0,
1
a) =1 + 5 2= 2
1 1
a%):—2+§ 3:—57
1 7
1
Vo= 1 4 ; -8 = 5
LY — 2. W
) =4 — 2 .2 =0,
a) = -1 — 2 .2 = _5
a)y =1 — 2.3 = -5
a) = -1 — 2 .1 = -3,
) =3 — 2.8 = -13.
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On obtient alors le systéme linéaire A®x = b®, équivalent au systéme AVx = bW
2 3 1 1 8
0 [0] -4 -2 o —6
0 2 _% g T3 B 3
0 -5 -5 -3 T4 —13

(2)

Etape 2 : Maintenant le pivot asy est nul. On permute les lignes ng) et L:(f), on obtient le

systéme linéaire :

2 2 3 1 1 8
17 5
0o 2] —= < T2
2 2 =
XT3 —6
0 0 —4 -2

0 -5 -5 -3 T4 —13
@ _

On garde toujours la méme notation. Le pivot est maintenant ay, = 2 # 0. On ne touche plus

X : 2
a la ligne Lg )

ligne de pivot de la deuxiéme étape. On remplace la ligne Lf) par

(2) 5
LY «rp - 2 1o _ @ 2 1o
G 2
22
Les éléments aff;’.) et bf’) deviennent :
( D D
° aﬁ) — aﬁ) - = ag) = 0 - - . 0
2 2
D D
° afé) — aEé) - = ag) = -5 - - .2
2 2
3) 2) 5 2) 5 1
— - = = -5 - - . —=
® dy3 43 9 a3 5 9 5
3 2 ) 2 ) 7
eaf] « af) - 3 ay = -3 - 3 3
S d
b — P — 2 WP = 13 - 2 5
\ 2 2
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2.8. Résolution par la méthode de Gauss

Ce qui donne le systéme linéaire A®x = b®, équivalent au systéme A@x = b® :

2 2 3 1 . 8
1 7
—6
0 0 —2 3
25 23 1
—_—_— €T P
00 =7 3 * 9

Etape 3 : On choisit ag?g) = —4 2 0 pivot de la troisiéme étape. La ligne Lég), servant, de ligne

de pivot, reste inchangée. On remplace la ligne Lf’) par

o) ® _ 25
I ) — = 1P = LY - 1—6.L§3>.
33
Les éléments agj) et bffl) deviennent :

'oaﬁ)%aﬁ)—i—z.ag):() —% 0 =0,
.aggkag_%.ag:o —% 0 =0
=
) e - 2 ) =2 B ) = D
o0 ) - % S = —% - % . (-6) = %

Ce qui donne le systéme linéaire A®x = b¥, équivalent au systéme A®x = b® :

2 2 3 1 . 8
02—%; 1’2_ D
I

0 0 [-4] -2 3
00 o 2 4 a
8 8

La matrice A® obtenue est, maintenant triangulaire supérieure, et on résout le systéme par
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remontée

( 71 71 1
_— T = — @ T =
] 4 8 4 )
— 4 r3 — 2 Ty = —6 <= T3 :1,

1 7
2 9 — — 3 + = T4 =D < X9 :1,

2 2
\2 .I‘1+2.§L’2+3.§L’3—|— .T4:8 <:,>.T1:1.

On trouve comme solution du systéme linéaire

-

Ezemple : On cherche a résoudre le systéme suivant :

— = = =
N——

2 Ty + To + T3 + Ty = 5,
4 =1 + 2 x9 — 2 23 — 2 14 = 2,
6 ry + 3 To — 9 T3 + 3 Ty = 3,
8 r1 + 4 To + 8 r3 — 8 Ty = 12.

Pour la mise en ceuvre de la méthode de Gauss, nous procédons tout d’abord a la triangula-
risation du systeme linéaire Ax = b en le transformant en un systéme triangulaire supérieur
Ax = b. Elle comporte trois étapes.

Le systéme linéaire s'écrit sous forme matricielle A0x = b

2 3 1 ) 5
2 1 1 1 || 2
6 3 -9 3 s | | 3
8 4 8 -8 24 12

Etape 1 : On choisit aﬁ) = 2 # 0 pivot de la premiére étape. La ligne Lgl), servant de ligne

de pivot, reste inchangée. On remplace la ligne i, 1 = 2, 3, 4 par

aiy

1
ag1)

L' v - LW i=2, 3, 4,

ie:
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Résolution par la méthode de Gauss

(1)

pour ¢ = 2 : Lf) <—L§1) — %.Lgl)
a1y
Les éléments ag) et bg) deviennent :

( oaézl) — agll) - 2

° a;zz) — a%) - 2

i) ol - 2

. agi) — a&) - 2

o0 — b — 2

\

(1)
pour ¢ = 3 : Lgf) — Lgl) ST IS

(1 -t
a
11
Les éléments ag) et bg) deviennent :
(0d® o) — 3
) o) - s
oaz(,,? — a:%) - 3
oaéi) — a&) - 3
2 1
\ obg) — bg) - 3
S (2) (1) aflll (1)
pouri=4: L7 < L, ) Ly
a1y
Les éléments aﬁ.) et bf) deviennent :
(o) e o) - 4
° ag) — ailg) — 4
o aEé) — afé) — 4
° aﬁ) — aﬁ) - 4
o0 + b — 4

\

On obtient alors le systéme linéaire A®x = b équivalent au systéme AMx = b!

=Y — 2.

1

1

1

1

1
b

= L

1
agl)

1
agz)

1
ags)

1
a§4)

1
b

1
agl)

1
a’gQ)

1
ags)

1
a§4)

b

1
— 3. LY.

S o O N
O OO =
|
—_
[\

4 =12

2 .2 = 0,
2 .1 = 0,
2 .1 = —4,
2 .1 = —4,
2 .5 = -8
3.2 =0,
3.1 =0,
3.1 = —12,
3.1 =0,
3.5 = —12.
4.2 = 0,
4.1 = 0,
4.1 = 4
4.1 = —12,
4 .5 = -8
1):

5

-8

~12

-8

Etape 2 : Maintenant le pivot ag)

est nul ainsi que as,

(2)

Db et Ameur
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Chapitre 2. Résolution des systémes linéaires

comme pivot de la deuxiéme étape, on obtient le systéme linéaire : On ne touche plus a la ligne

L§2) qui a servi déja comme ligne de pivot a I'étape 1, ni a la ligne Lg) servant, de ligne de pivot
(2)

de la deuxiéme étape. On remplace les lignes L,”, ¢ = 3, 4 par
3 2 ay 2
LY P — 23 LY.
1 1 (2)
(a3
ie:
: 3) 2) af(%? (2) (2) (2)
32

Les éléments a:(;;) et b§3) deviennent :

( (3) (2)

od « dY — 3 4 =0 -—3.0 =0,

oal) « a) — 3 .4y =0 - 3.0 =0,

od) « dY — 3 . 4 = —12 — 3 . (=4 = o0,

oagi) — agi) — 3 a;i) =0 — 3 (—4) = 12,
3 2 2

\.bg> b — 3 W) = —12 — 3 . (-8) = 12

pour i =4 : Lf) <—Lf) _ Qa3 . L§2) = Lf) + Lg).

Les éléments afg-) et bf) deviennent :

(edd « a2 + ) =0 +0 =0
odj) + d + af) =0 +0 =0
oag) “— ag) + aé? = 4 + (—4) = 0,
) e d ) = 12 4 (<)) = -1
o)« P + b = 8 + (-8) = —16.

\

Ce qui donne le systéme linéaire A®x = b®| équivalent au systéme A®@x = b? :

21 1 1 1 5
00 —4 —4 T - -8
00 0 s | 12
00 0 -16 T4 —16
Ce qui donne :
( — 16 4 = =16 <= x4 =1,
12 24 = 12 — T4 =1,
— 4 x3 — 4 x4 = —8 — I3 =1,
3 —
2 + To + T3 + Ty = 5 — I = 21’2
\
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Par suite, on conclut que le systéme posséde une infinité de solutions

(P

1
ol xy est l'inconnue auxiliaire ou libre parcourant indépendamment R. L’ensemble de ces so-

— = ON|
O O =

3
2
lutions constitue un espace vectoriel de dimension 2 engendré par par les vecteurs 0 et
1
1
1
2
1 . C’est aussi le plan d’équation 2z, + x5 = 3.
0
0

Dans ce cas x1, z3 et x4 sont dites variables essentielles et x5 variable libre (vu qu’on a pas
obtenu un pivot dans la deuxiéme colonne associée aux coefficients de la variable x5 dans le
systéme). En d’autres termes, pour toute valeur réelle de xs, la valeur de z; calculée fournit
une solution du systéme. Par suite, I’ensemble des solutions est :

3—.1’2
2
S = x2 ;o To € Rp.
1
1

Définition 2.12. Les inconnues correspondant a une colonne de pivot sont dites inconuues ou
vratables essentielles. Les autres sont dites inconnues ou variables libres.

Définition 2.13. Nombre de solutions Un systéme posséde zéro, une ou une infinité de
solutions. Dans le cas d’un systéme m X n, on a :

1 e Soit le systeme n’admet aucune solution sl y a une ligne de la forme :
Ory + 0xy + 023 + ... +0x,1 + 0x, = b, avec b#0.

2 e Soit il admet une solution unique.

3 o Soit il admet une infinité de solutions sl y a une ligne de la forme :
Oxy + 029 + 0235 +... + 02,1 +0x, =0

ou s’il y a moins d’équations que d’inconnues, dans ce cas il existe au moins une variable
libre. Le systéeme est dit sous-déterminé et possedera une infinité de solutions que [’on
pourra expliciter en fonctions d’inconnues libres.
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Ezemple : On cherche a résoudre le systéme suivant :

T + To — 2 3 = 7,
2 Ty + 2 Ty — 4 T3 —+ 6 Ty = 50,

T — To — 2 x3 — ry = —1,
3 r + 2 Tro — 6 xrs + Ty = 23.

2 2 —4 6 | | 50
1 -1 -2 —1 w | T =1
3 2 —6 1 T4 23

Etape 1 : On choisit aﬁ’ = 21 # 0 pivot de la premiére étape. La ligne Lgl)

de pivot, reste inchangée. On remplace la ligne 7, : = 2, 3, 4 par

, servant de ligne

aiy

1
ag1)

L' v - LW i=2, 3, 4,

ie:

(1)

pouri=2: LY L — 2 1 = 1) — 2L,
a1y

Les éléments aé? et bg) deviennent :

( (2) (1)

®ay < ay — 2 aﬁ’ = 2 - 2 1 = 0,
od) « ) — 2  dY) =2 - 2 .1 = 0,
odd « ) — 2  dY = -4 - 2. (=2 = o,
od « dY) — 2 WY =6 - 2.0 = 6,
ot «— B — 2 Y =5 — 2 . 7 —  36.
\

)
powri=3: LY <L) — B 0 = 1) - 1,
" a1

Les éléments agj) et bg) deviennent :

(o) « o) — o) =1 -1 =
oaf) ¢+ ay — ay = -1 — 1 = -2
oag? — a%) — a%) = -2 - (=2) = 0,
ea) — ay — ) = -1 -0 = -1,

R R
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2.8. Résolution par la méthode de Gauss

(1)

pouri=4: LY L - S p = [V — 5 ).
a1y

Les éléments aﬁ-) et bf) deviennent :

( (2) (1) 1 _

ea,, <+ ay — 3 a, = 3 — 3 .1 = 0,
oal) « dY) — 3 . d) =2 -3 . 1 = -1
odd « Yy — 3  dY = -6 - 3. (=2 = o
od? « aY 3.4 =1 -3 .1 = 1,
b Y — 3 W) =23 -3 .7 = 2

\

On obtient alors le systéme linéaire A@x = b® | équivalent au systéme AMx = b :

1 1 -2 0 I 7
0 [0] o 6 o || 36
0 —2 0 -1 XT3 a -8
0 —1 0 1 Ty 2

Etape 2 : Maintenant le pivot ag) est nul. On permute les lignes LéQ) et LgZ), on obtient le

systéme linéaire :

1 1 -2 0 T 7
0 0 -1 N N
0 0 0 6 T3 N 36
On garde toujours la méme notation. Le pivot est maintenant ag) = —2 # 0. On remplace la

ligne Lf) par

@) 1
AR R R S A DR A
a(?) 2
22
Les éléments af) et bf’) deviennent :
( 1 1
R R N T
2 2
1 1
R R S R
2 2
1 1
° afé) — afé) - = a;? =0 - = 0 = 0,
2 2
3 2 1 2 1 3
) @ L@ o1y -2
1 1
o0 — 0 — - ) =2 - 2 . (=8 =6
\ 2 2
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Ce qui donne le systéme linéaire A®x = b®, équivalent au systéme A@x = b® :

11 -2 0 . .
0 -2 0 -1 S I
000 v | | 36
00 0 3 T4 6

Etape 3 : On choisit ag?g) = 6 # 0 pivot de la troisiéme étape et on remplace la ligne Lf’) par

(13 1
LY 1 — 2 1P = 1) - <. L
34
Les éléments agj) et bffl) deviennent :
( 1 1
ey — af — 7 e =0 - 2.0 =0
@  _ 1 e _ 4y _ L 4 _,
® Qyy < Ay 1 a3y = 1 = U
@ ® _ 1 e _ 4, _ L 4 _y
®ayy < Gy 1 azz = 1 =Y
4 3 1 3 3 1
.a£14) < a514) — Z ag4) = 5 — Z 6 = 0,
1 1
o0 — b — — W) =6 - - .36 = -3,
\ 4 4

Ce qui donne le systéme linéaire A®x = b™®| équivalent au systéme A®x = b® :

1 1 -2 0 1 7
0 -2 0 -1 To - -8
0O 0 0 6 T3 a 36
0O 0 0 O Ty -3
équivalent a
0 Ty + 0 T + 0 rs + Ty = —3,
6 z, = 36,
- 2 ) — Ty = —8,
r + Ty — 2 13 = 7.

On remarque d’aprés la premiére équation que le systéme S est un systéme impossible a ré-
soudre, par suite

S = {o}.

‘Emercice 1 :‘ Trouver les trois réels a, b et ¢ tels que Vo € R\{1, 2,3},

2+ x4+ 2 a b c

G-1D)@-2@-3  (@-1) @-2 @ (@-3
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2.8. Résolution par la méthode de Gauss

Solution : On a

a b c

?(a+b+c¢) +x(-Ha—4b—3¢c) +6a+ 3b+ 2c¢

-1 @-2 " @-3)

d’ou

S S O
+ 1+

-5 a — 4 3
3 2

On résout ce systéme par la méthode de Gauss et on obtient

a + + =1, a + b+
+ b+

b
b 2
b — 4

o O O
I
o
Q

2
- 3 2

Par suite, on écrit :

2+ x4+ 2 2 -8

oo 0
|

o OO0

(r—1)(x—2) (x—3)

!

7

G-1D)@-2@-3  (@-1)  @-2 @ (@-3

‘Emercice 2 :‘ Résoudre dans R, le systéme non linéaire suivant :

4 1
_ = 5,
r — 2 y + 2
2 + 2 = 10
x — 2 y+2
Solution : On pose
1 . -
X = , a condition que
r — 2
1 . -
a condition que

R

Le systéme s’écrit alors sous la forme matricielle suivante :
4 X — Y =5,
2 X + 2Y =10,
qu’on résout par la méthode de Gauss :

4 X - Y =5, X
2 X + 2 Y =10,

Q

X =2 <— z =

DN | Ot

# 2,
-5
Y =3 @»y:?;&—2

Db et Ameur

I

T # 2,
y# —2.

by
v -
2

acceptable,

acceptable.
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Chapitre 2. Résolution des systémes linéaires

o |

2.9 Dérivées de la méthode de Gauss : Méthodes directes

On trouve alors :

Nous présenterons dans ce paragraphe plusieurs variantes de la méthode de Gauss & qui chacune
son intérét propre et ses diverses applications.

2.9.1 Factorisation LU

La méthode de factorisation LU, appelée aussi méthode décomposition LU (Lower Upper),
appliquée a une matrice inversible A consiste & décomposer la matrice en le produit de deux
matrices triangulaires 'une inférieure L avec des 1 sur la diagonale et 'autre supérieure U telles
que

A= LU

Ainsi, résoudre le systéme de départ Ax = b consiste a résoudre le systéme équivalent suivant :
LUx = b

Une fois calculée les deux matrices L et U, on résout successivement les deux systémes trian-
gulaires

{ Ly = b d’inconnue y

Ux =y d’inconnue x

Définition 2.14. Le mineur principal d’ordre k d’une matrice A est défini comme étant
le déterminant des k premiéres lignes et colonnes de la matrice A.

Théoréme 2.1. Soit A une matrice inversible d’ordre n dont les mineurs principaux sont non
nuls. Alors, il existe une unique matrice L triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale,
et une unique matrice U triangulaire supérieure telles que

A=LU

De plus,
i=1

Résolution par la méthode de factorisation LU

Etape 1 : On part de
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2.9. Dérivées de la méthode de Gauss : Méthodes directes

1)

1 1 1 1 1

aéll; a%l% a% - aé{; o aélni 2%1)
a%ll) a%lz) a%% - a%{) o a%ln) b%l)
az; Qzy Qg ... G3; ... Gz, 3

A = A= | et b =1b = E
aﬁ) ag) ag) . agjl.) . a;ll) b,(l)
asl) anlz) agg) o a,(fj) al) bg)

La premiére étape consiste a éliminer I'inconnue x;. Pour cela, on commence la triangularisation

par inspecter la premiére colonne (correspondant aux coefficients de l'inconnue z; dans le
N s e . . 1 . . .
systéme linéaire) et en supposant le premier pivot a§1> non nul, on introduit la matrice P

0 0
—p{) 1 0 ... ... 0
—p{) 0 1 0 0

—pgl) 0 1
avec
1 ay
p(l) = 4. Vi<i<n
g o
11

dont la matrice inverse est :

0 ... ... ... 0

1 0 ... ... 0
pyy 0 1 0 ... 0

Y 0 0 1 0 0

oo

On applique donc les transformations élémentaires suivantes sur la matrice A

o)
L® « LV — “g) LY = I® - p® LV =23 ... a
agy
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Chapitre 2. Résolution des systémes linéaires

On obtient alors un systéme linéaire sous la forme A®x = b®_ squivalent 4 AVx = bW, avec

A® — pAD o p@ — pORD

sont les matrices de la forme :

1 1 1 1
I ) o)
1 ) (1 1 1) (1 1 ) (1
0 ay — py) aly ay) — piy aiy ag) — P aly]
1 ) (1 1 1) (1 1 1) (1
0 ag.z) - pél) a§2) ai(%j) - pél) agj) aén) - pél) a’gn)
AR —
0 ap) = pi e o ay = e) ) =l )
0 ael el -l
et
b
1 1) (1
b — o) )
1 1) (1
1 — )
b® —
1 1) (1
b~ o
49— 3 o
Les coefficients al(?) et bl@ sont données par les relations suivantes :
f a%) = ay, —>a§§) = a%), " Vi=23,..n,
1 2 1 a; 1 .
ay = ay, —ap =aj - a(i) Laf), Vi,j=23,..n
1
th
B = b, —b? = L v i=23 ..n
K3 (2] 1 1 1 * ) ) ) AR *
\ agl)
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2.9. Dérivées de la méthode de Gauss : Méthodes directes

Aprés d’éventuelles permutations de lignes, on suppose que a%) # 0 et on applique le méme
procédé a la deuxiéme colonne de la matrice A®). C’est ce processus que nous allons continuer :

Etape k : A Détape k, on a le systéme AF)x = b ou la matrice AE) et le vecteur b

sont donnés par :

Ak — ph=1)gk-1) — pk-1)pk=-2) g(k=2) — pk-1)pkE=2) p)A~0)
bk — pE-Dpk-1) _— pk-1)pk-2Hk-2) _ pk-1)pkE-2) pOHpDL

La matrice A% est de la forme suivante :

(k) (k) (k) (k) (k) (k)

aqq P X Ayg—1 g VTS B Q1p,
k k k k k
0 a(zz) e a;k)q a;k) a;k)Jrl e a’gn)
(k) (k) (k) (k)
Ak — 0 0 e Ap_ik—1 D1k Qp—1k41 - - k—1n
(k) (k) (k)
0 0 o 0 Ay, Uppyr - ay,,
k k k
0 0 o 0 aglk) a;k)H . atf)

Supposons maintenant que le pivot agz) est non nul et introduisons la matrice P*)

1 0 0 0 0 .. 0
0 1 0 0 0 0
0 0 10 0 0

) _
P= 0 0 0 0 0
0 0 0 —prsr 1 0
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Chapitre 2. Résolution des systémes linéaires

avec

® _ o
iy = Z(k), VE<i<n
Ak

k+1)

On obtient alors un systéme linéaire sous la forme A*tDx = b*+Y squivalent a A®x = b*),

avec
ARHD) — p) A — plk) pl=1)  p(1) A1)

brtD)  — plp*E)  — pk) pk-1)  pp®)

La matrice A®tD est de la forme suivante :

k41 k41 k41 k41 k41 k41
a(u ) agz ) S agkq) a’gk : angrl) ce agn )
k+1 k+1 k+1 k+1 k+1
0 a(zz ) e agk—l) aék : agk-ﬁ-l) e a;n )
(k—+1) (k+1)  (k+1) (k+1)
Alk+1) 0 0 EE Ap_1k—1 -1k  Cg—1k+1 -+~ Op_1n
(k+1) (k+1) (k+1)
0 0 o 0 7 Apprr - ay,,
(k+1) (k+1)
0 0 o 0 0 Qi Ann

Etape n — 1 : Al'étape (n—1), on obtient une matrice A™ qui est triangulaire supérieure,

et le systéme
AMx — p™

avec
A — pr-)A(-1) _ p-1)pnr-2) pl)g0) —_ pr-1)pn-2) p)4g
b = p-l) p-l) — pr-)pr-2) pl) L — pr-1)pmn-2) pl)p

Posons maintenant
U = pr-bpn=2)  ply

Alors,

Posons
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2.9. Dérivées de la méthode de Gauss : Méthodes directes

Puisque tous les (P(i))f1 sont des matrices triangulaires inférieures, alors le produit de ces der-
niéres I’est aussi et, dans le cas ici, posséde des 1 sur la diagonale. Nous obtenons pratiquement

la décomposition LU :

A= LU
Ezxemple : On considére la matrice
5 —4 1
A = —4 40
1 0 2

1) Factoriser la matrice A par la méthode de Gauss en un produit LU
2) Résoudre le systéme suivant :
5 x1 — 4 x9 + T3 = 2,
—4 Ty + 4 T2 = O,
T + 2 Trs = 3.

1) Pour la mise en ceuvre de la méthode de Factorisation LU, nous procédons tout d’abord
a la triangularisation de la matrice A en la décomposant en le produit de deux matrices
triangulaires I'une inférieure L avec des 1 sur la diagonale et 'autre supérieure U telles

que
A= LU
On pose
—4 1
AV = | —4 40
1 0 2

Etape 1 : On choisit aﬁ) = 5 # 0 pivot de la premiére étape. La matrice P(Y) s’acrit :

1 00
(1) 4 10
PY = 5
1 01
5
dont la matrice inverse est :
1 00
4
5 et T —— 10
(P) = 5
1
- 0 1
5

On obtient alors la matrice A® telle que :

I

S

Il

|

=

I

=

Il

o
|
o [oe] L
O Gk =
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Chapitre 2. Résolution des systémes linéaires

. 4
Etape 2 : On choisit ag) =z +£ 0 pivot de la deuxiéme étape. La matrice P s’acrit :

1 00
PP =10 10
0 -1 1
dont la matrice inverse est :
100
(P =1010
01 1

On obtient alors la matrice A® telle que

5 —4 1
(3) (2) 4(2) @) p(1) 4() 4 4
A® — p@A@ — p@OpLHA® — | o I Z
5 5
0 01
Nous obtenons la décomposition de la matrice A en le produit des deux matrices L et U
ol
100
DY p@)y! 1 10
L= () () = |
1
- 11
5
et
5 —4 1
U= A® = p@phig = [ o 4 4
5 5
0 01
2) On résout le systéme A®x = b® par remontée avec
1
(3) ) p() 8
b = P¥YPYbh = —
5
2
T3 = 17
4 N 4 8 !
- — X3 = = <= 19 =
5 2 5 3 5 2 )
51’1—41’2—|— .T3—2 <:>.§L’1:1.
2™¢ méthode : Le systéme
5 rT — 4 To + r3 = 2,
—4 r, + 4 i) = O,
I + 2 xr3 = 3
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2.9. Dérivées de la méthode de Gauss : Méthodes directes

s’écrit sous forme matricielle Ax = b :

5 —4 1 7 2
1 0 2 x3 3

équivalent au systéme LUx = b :

4 T 2
= 4 4

— 1 0 0 - o _ 0
1 T3 3
R 1 1 0 0 1

On résout le systéme Ly = b et ensuite le systéme Ux =y :

1 0 0
4 (7 2 (7 %
-—-— 10 =l o - | 2
5 Y2 = Y2 5
1 Ys 3 Ys 1
- 11
5
et
5 —4 1
4 4 T Y1 Ty 1
0 5 T = Yo = T = 1
T3 Y3 x3 1
0 0 1

On trouve comme solution du systéme linéaire

(1)

2.9.1.1 Coiit et intérét de la méthode de Factorisation LU

La méthode de Factorisation LU requiert environ 2n? opérations. Elle est utile lors de la réso-
lution & plusieurs fois le méme systéme linéaire Ax = b pour différents seconds membre b. Ainsi
on effectue simultanément les méme opérations élémentaires nécessaires sur tous les seconds
membres.

Ceci nous permet donc de conclure que si n est grand, il est plus plus rapide d’utiliser la méthode
de factorisation LU qui est d’ordre 2 (6(n?)), que la méthode de Gauss, qui est d’ordre 3 (6(n?)).

2.9.2 Méthode de Crout

La méthode de Factorisation de Crout, aussi appelée méthode d’élimination de Gauss par
colonnes ou active columm, est une autre variante de la méthode de Gauss qui nécessite le
méme nombre d’opérations et consiste & procéder par substitution en privilégiant ’opération
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Chapitre 2. Résolution des systémes linéaires

de produit scalaire.

Supposons l'existence de la décomposition
A= LU

Développons I'équation précédente. Les termes a,; sont déterminés en fonction des termes [;;
et u;; des matrices L et Ude la maniére suivante :

a; = wy + S lwug, ¥V i<ji<n (1)

a; = Yoo_y Ly, Vi>yg (2)

Résolution par la méthode de Crout FEn appliquant ’équation (2), on détermine les termes
l;; de la matrice L qui nous serviront a déterminer les termes u;; de la matrice U en appliquant
I'équation (1). Les valeurs des [;; et u;; sont déterminés en fonctions des a;; de la maniére
suivante :

Ligne 1 : En appliquant I’équation (1) pour i =1 et 1 < j < n, ’équation (1) donne :

uy; = ay, vV1<j<n

Sachant que L est une matrice triangulaire avec des 1 sur la diagonale et U est une ma-
trice triangulaire supérieure, on vient de déterminer les termes de la premiére ligne de ces
deux matrices : uy;, V1 <j<metl; =1

Ligne 2 : En appliquant I’équation (2) pour i =2 et j=1,o0n a:

a21
ag = lauy = |l = —
U1
En appliquant I'équation (1) pour i = 2 et 2 < j < n et sachant que uy; = a1, on a:
Q5 = Uzj -+ l21.ulj

ceci implique

Ug; = Qg — lagugy, V2<j5<n

On vient de déterminer les termes de la deuxiéme ligne de ces deux matrices : ug;, V2 <
7 < n et li5 sachant que ug = 0 et Iy = 1.

Ligne 3 : En appliquant I’équation (2) pour i =3 et j < i, on a :

;

a3y
as; = l31.un = |l3 = wer
; 11
az; = E lgk.ukj -
k=1 ]
as2 31-U12
asy = lg1.u10 + o2y = 532:7,“
22
\
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2.9. Dérivées de la méthode de Gauss : Méthodes directes

En appliquant ’équation (1) pour i =3 et 3<j <n,on a:

2
a3j = U3j + E lgk.ukj
k=1

ceci implique

Uz; = G35 — Zlgk.ukj = agz; — (lgl.ulj aF l32.U2j), V3 Sj <n

On vient de déterminer les termes de la troisiéme ligne de ces deux matrices : us;, V3 <
J < n, l3 et I35 sachant que ug; = uzy = 0 et I33 = 1.

Ligne i : Sachant qu'on a déterminé a I’étape précédente, les termes de la (i — 1)™° ligne
de ces deux matrices : w;—y;, Vi—1<j<mnetl_1,..,1;_1,_2 sachant que u;_;; = ... =

wi—1i—2 = 0 et l_1;_ = L.

En appliquant ’équation (2) pour j =1,...,i— 1, 0on a:

J a ey
i = Qe bik-Ukj
Qi = E llkukj = lij = J =l J
k=1 Ui

En appliquant 'équation (1) pour i < 7, il vient alors

i—1
CLZ']' = uij —+ E llkukj
k=1

ceci implique

A
Uij = Az — E ligugj, Vi <j<n
k=1

Ainsi, 'algorithme de Crout devient :

i—1

Qij — D pq bik-Ukj o
Ly = ===, V1< <i-]
¥

i—1 g .
U5 = Q4 — Zk:l lik.ukj, A4 S] S n

Ezxemple : On considére la matrice

5 —4 1
A= -4 40
1 0 2

Factoriser la matrice A par la méthode de Crout
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Sachant que L est une matrice triangulaire avec des 1 sur la diagonale et U est une matrice
triangulaire supérieure, cherchons les termes de ces deux matrices. En appliquant les deux
formules suivantes :

A N ,
L, = Zu{c%l UK s (1)
27
Ui; = Q45 — Z_:ll lik.ukj, A Z§j§n (2)

Ligne 1 : Les éléments [;; et uyj, Vj = 1,...,3 deviennent :

(el = 1,
ol = liz =0,
® Uy = a;; = 95,
® Ujg = app = —4,
L ® U3 = a3 = 1

Ligne 2 : Les éléments ly; et uy;, Vj = 1, ..., 3 deviennent :

( I a91 4
[ ] = — = —-——
21 Uy 57
eln =1,
L4 l23 = 07
euy = 0,
4
® Uy = dyp — lyup = 5’
4
® Uy = Qg3 — lypuiz = —.
\ )
Ligne 3 : Les éléments [3; et usj, Vj = 1,...,3 deviennent :
( asy 1
.l31 = — = T
U11 5
— l31.
oly = a32 31-U12 1,
U22
olss = 1,
® U3l = 07
® U3y = 07
( ® U3z = dz3 — (531-1&13 + 532-1023) = L
Nous obtenons la décomposition de la matrice A en le produit des deux matrices L
et U ou
oo 5 —4 1
4
4 4
L = = 10 et U = 0o = =
? 5 5
- 11 0 0 1
)
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2.9.3 Meéthode de Cholesky

Théoréme 2.2. Soit A une matrice symétrique définie positive. Alors il existe une unique
matrice L triangulaire inférieure a diagonale unité, et une unique matrice diagonale D a coef-
ficients strictement positifs, telles que :

A = LD'L

Théoréme 2.3. Théoréme de Cholesky. Soit A une matrice symétrique définie positive
d’ordre n. Alors il existe une unique décomposition de Cholesky de A sous la forme

A= L"'L,
ot L est une matrice triangulaire inférieure a coefficients diagonaux strictement positifs.

Décomposition de la matrice A : Développons I’équation précédente, on a :

n
Qij = E Lik-Lj,
k=1

Sachant que l;; = 0 si k > i et [j;, = 0 si k > j, I’équation précédente s’écrit alors :

min(z,5)

Qij = E Lik L,
k=1

Afin de déterminer les termes de la matrice L qui est une matrice triangulaire supérieure, la
r-ieme ligne de I’équation précédente implique

Ay = bidip = Loy + Y Lpdjp, Wr<j<n
k=1 k=1

Ainsi pour , il vient alors

r—1
— E 2
lrr - Qry — lrk
k=1

et

r—1
1
e = 7 <arj - erk.zjk) Vr+1<j<n
Tr k=1

Exemple : On considére la matrice

5 —4 1
A= -4 40
1 0 2

Db et Ameur 59



Chapitre 2. Résolution des systémes linéaires

1) Montrer que la matrice A est une matrice définie positive
2) Factoriser la matrice A par la méthode de Cholesky

3) Résoudre le systéme suivant :

5 ry — 4 Tro —+ T3 = 2’
—4 r, + 4 i) =0
T + 2 Trs = 3.

1) La matrice A est une matrice définie positive si et seulement si la forme quadratique qui lui
est associée est définie positive, i.e.

3 3
'xAx = ZZ:EZ a;j x; >0, Vx=(x1,29,23) >0

i=1 j=1

Considérons donc un vecteur x = (xq, T2, x3), on a

5 —4 1 Ty = br? + 43 + 2x§ — 8111y + 21173
(71,72, 23) -4 4 0 X2 2 2 2
. 0 2 s = 4(x1 — 22)® + (z1+ax3)* + 23> 0.

2) L’algorithme de Cholesky génére une matrice L triangulaire inférieure a coefficients diago-
naux strictement positifs.

Colonne 1 : Les éléments l;;, Vj =1, ..., 3 deviennent :

( ol = \/ﬁ = \/5,
.lgl — % — —i
I \/S’

oy = i3 _ L

\ I \/5

Colonne 2 : Les éléments 15, Vj =1, ..., 3 deviennent :
(el = 0,

2

olyn = \an —551 = ﬁa
1 V5

olyp = —(a23 - 121-531) = T

\ l22

[\]

Colonne 3 : Les éléments [z, Vj =1, ..., 3 deviennent :

.
o3 =

I

0
ol =0

I

[ ] l33 = \/&33 — <l§1 + l§2) = 1.
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Nous obtenons la décomposition de la matrice A en le produit des deux matrices L et 'L

ou
V5 0 0
42,
L=1| V5 V5
RINEYC
NG

3) Aprés décomposition de la matrice A, la résolution du systéme Ax = b peut se décomposer
en la résolution successive des deux systémes :

{ Ly = b d’inconnue y

tLx =y d’inconnue x
ol
Vi 0 0 5
o4 2 0 N 2 hn %
NGRS Y2 = 0 — Y2 = 44/5
1 2\/5 Ys 3 Ys Ei)
e
NG
et 4 1
J5 o4 b
V5 V5 T Y1 T 1
0 i 2\/_ T = Y2 — T = 1
V5 b T3 Y3 x3 1
0 0 1

On trouve comme solution du systéme linéaire

(1)

Il reste & noter que la matrice L est en quelque sorte une racine carrée de A. Dans le cas ou
il n’est pas nécessaire de déterminer la décomposition de la matrice A, il suffit d’adapter la
stratégie suivante dite Factorisation de Cholesky sans racine carrée.

Soit la matrice D telle que d;; = ;;, Vi. Les factorisations L' D' L' et L'L sont liées :
A=LD'L' = (LD™") D* (D™''L)

ot L est une matrice triangulaire inférieure unitaire telle que |, =1, Vi.

La iéme ligne de la matrice A donne :
= > U dy Uy = Zz p o+ Uid U = Zz p o+ d Uy Vit 1<j<n.
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Chapitre 2. Résolution des systémes linéaires

Ainsi pour j =14, on a:

i—1
- VY T
Qi = E g dig, U + 1y diy Ly
=1

Ainsi, on obtient I'algorithme de Cholesky suivant :

—1
o VY /
= E lig dir, U + dy
=1

I, =1, V1<i<n

r i—1 g A7

di; =ay k=1 lir dr. Uigs

b A sy g

i T ij k=1 Yk
i

kk

Vi<i<n

;k), i+1<j<n.
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Chapitre 3

Résolution des systémes
linéaires-Méthodes 1tératives

3.1 Principe

Soit A € M,(R) qu’on supposera inversible et b € R™. On cherche a calculer x € R" tel que
Ax = b, autrement dit on cherche a résoudre le systéme linéaire

Ax = b.

Dans ce chapitre, on présentera quelques méthodes itératives a un pas qui consistent a générer

une suite de vecteurs (x(i))i telle que x®) = t(:cgi), - xﬁf)) convergente vers le vecteur solution x

en partant d’un vecteur initial x(©) = t(xgo), ey :USLO)). Les méthodes itératives sont avantageuses

par rapport aux méthodes directes lorsque n est assez grand ou que le probléme est mal condi-
tionné, afin de minimiser la propagation des erreurs qui reste le probléme majeur des calculs
flottants.

Les méthodes itératives reposent sur la décomposition suivante de la matrice A qui est supposée
étre réguliére et la matrice M inversible :

|A = M—N|

Alinsi le systéme linéaire Ax = b peut s’écrire :
(M-—N)x =Db

qui est équivalent a
Mx = Nx+b oux = M 'Nx+M'b

On se donne un vecteur initial x(© et on définit une suite de vecteurs (x(i))i telle que elle peut
étre représentée par la relation itérative suivante :

Mx@) — N x® 1 p

qui est équivalente a
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Chapitre 3. Résolution des systémes linéaires-Méthodes itératives

ou

P=M!NetQ=M1'b

sont indépendants de 1.

3.2 Convergence de la méthode itérative

Par contre, la question de la vitesse de convergence reste cruciale. Cette question fondamentale
a fait I'objet d’une grand intérét des mathématiciens au cours des années. Pour répondre a
cette question, on cite les théorémes de convergence du processus itératif suivant :

Théoréme 3.1. Théoréme de convergence. On se donne un vecteur initial €. La suite de
vecteurs (21). telle que ™D = P & + Q converge vers le vecteur solution x = (I — P)™'Q

quel que soit 0 si et seulement si
p(P) < 1

Proposition 3.1. Condition de convergence. Sachant que p(P) < ||P|| et p(P) < 1. La
suite de vecteurs (:c("))i converge vers le vecteur solution x quel que soit 0 si et seulement si
1Pl < 1
La démonstration de ces théoréme et proposition reposent sur le théoréme suivant qu’on énonce :
Théoréme 3.2. Soit A une matrice carrée. Les conditions suivantes sont équivalentes :

[ J hmzﬁoo Az = 0,
e lim, ,., A'v = 0, pour tout vecteur v,
p(A) < 1,

|A|| < 1 pour au moins une norme matricielle subordonnée ||.||.

De plus, on a :

Théoréme 3.3. Soit ||.|| une norme matricielle subordonnée et A une matrice carrée. Alors,
on a

lim | A°[[Y* = p(A)

11— 00

Preuve 3.1. En effet, définissons le vecteur associé a la i-éme itération
La convergence de la méthode itérative est assurée si et seulement si

lim e? = 0
1—00
0w 0 dénote la matrice nulle d’ordre n. Autrement dit, pour tout vecteur initial %, on a
lim P 29 =0
71— 00
Ce qui revient a dire : '
lim P* =0
1— 00

Ainsi en appliquant le théoréeme précédent, on tire le théoréeme de convergence.
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3.3. Décomposition de la matrice A

3.3 Décomposition de la matrice A

Les méthodes itératives sont déduites de la décomposition suivante de la matrice A

A= M-N

de telle facon que la matrice M soit inversible et vérifie la condition de convergence suivante

p(M~'N) < 1 ou d’une maniére équivalente |M~'N|< 1.

On définit les matrices suivantes D, L et U telles que :

e D est une matrice diagonale, i.e.
dii = az, V1<i<n
e [ est une matrice triangulaire inférieure a diagonale nulle, i.e.
lij = —a;;, V1<j<i et l;;=0, Vi<
e U est une matrice triangulaire supérieure a diagonale nulle, i.e.
Uij = —Qij, Vi<j et wu;=0, V1<j7<i

On a alors la relation suivante :

A=D-L-U|

et on présente les types de décomposition suivants :

e Méthode de Jacobi

M=D et N=L+U]

et la matrice P; sera

Py=D" (L+U)

o Méthode de Gauss-Seidel

M=D-L et N=U]

et la matrice Py sera

Pe=(D-L)'U

e Méthode de Relaxation

D 1
M==_L et N=—"D+U
w w

—il
w w

Db et Ameur

et la matrice Pr sera
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Chapitre 3. Résolution des systémes linéaires-Méthodes itératives

3.4 Meéthode de Jacobi

Selon la méthode de Jacobi qui est due au mathématicien allemand Karl Jacobi, on décompose
la matrice A de la facon suivante :

M=D e N=L+U
Le systéme Ax = b s’écrit alors :
(D—(L+U))x=b = Dx=(L+U)x+b
Ainsi, la méthode itérative de Jacobi devient :
Dx™) = (L+U)x" +b

équivalente a

x) = DY L+U)xD +D'b = (I-D'4)x?+D'b (3.1)

En supposant que les pivots a;; # 0, ([B.I) s’écrit sous forme matricielle :

i+1
IL‘&H_ ) bl
Q12 a3 ay; Q1n —
(i4+1) a1 a1 17 11 1 by
as1 Q23 a2; A2n 20 —
- 0 - .. = .. —— %i) 9o
4 a a a a
(i+1) 22 22 22 22 T3 iy
I _ %3 _ 30 =
ass ass ass ass @33
= +
...................... (4)
xX.
J
) a1 Q52 53 Qjn
L+ e 0 e L0 b;
J @jj ajj Ajj jj ai;
(2% An2 an3 an] 0 l}(@z)
(1) Qun Qpn G Gpn bn
ann

équivalent a la forme développée suivante :

(
SUgZH) = (bl — Q12 SU;Z) — a13 SU:(),Z) — ... T Qip Jin )/allu
ffgﬂ) = (52 — G921 x§) — Q23 xé” — ... — Q2 $n )/am,
20— (bn — :cg) — Qo :cgi) — . —App1 T, ® )/ann
\

Les itérations précédentes dont du type x(+1) = F(x®) ot I est une fonction linéaire indé-
pendante de 7.
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3.4. Méthode de Jacobi

3.4.1 Convergence et critére d’arrét de la méthode de Jacobi

Théoréme 3.4. Condition suffisante. La méthode de Jacobi converge quel que soit le vecteur
initial 0 pour les systémes linéaires Az = b dont la matrice A est & diagonale fortement
dominante. Ceci se traduit par la condition suivante :

> ayl < laul ¥i=1,2,..,n

=L

Preuve 3.2. En appliquant le théoremel3 1, la convergence de la méthode Jacobi est assurée si
et seulement si p(Py) < 1 ou la condition équivalente ||P;||1< 1. Ceci se traduit par

Z|pij|< 1
=1

ou encore
n

ZN” +uij|< |d“|, Vi = ]_,2, e n

j=1
Théoréme 3.5. Test d’arrét. Un critere est d’arréter les itérations quand on utilise [’erreur
relative sur le vecteur résidu ™ = b — Az, ce qui donne pour une précision donnée € :

]

bl

< €

Ainsi, I'algorithme de Jacobi devient :

Etant donnés A, b, 9, imax ete, Vi=1,2,...,imaz

rj(.i) = b, — >0 Gk x,(f), Vi=1,2,...,n

. i+1 n i :
x§.+) = (b — Y or_ajk ZL‘](€) Jaj;, Yi=1,2,...,n

oo @
arréter s1 : ———

; < €
\ bl

Exemple : On considére le systéme linéaire suivant :

5 xl — 4 :L’2 —|— Jj‘3 = 27
—4 Ty + 4 ) = O,
T + 2 T3 = 3.

1) Donner la matrice de la méthode de Jacobi et expliciter sous forme matricielle ’algorithme
de cette méthode.

2) Donner la solution du systéme en partant du vecteur initial z° = (0.9,0.9,0.9).
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Chapitre 3. Résolution des systémes linéaires-Méthodes itératives

1) On décompose la matrice A de la fagon suivante :

A=D—(L+U)

5 0 0 000 0
D = 040 L = 4 00 U = 0
0 0 2 -1 0 0 0

-+

La matrice de Jacobi est donnée par :

o 41

5 5

DN L+U) = (I-D'A) = 1 0 0
1

—5 0 0

L’algorithme de Jacobi s’écrit sous la forme matricielle suivante :

i+l i
it 0o &2 _1 zy 2
5 5
xgzﬂ) _ 1 0 0 xg) n 0
1 3
x§z+1) —35 0 0 x:())z) 3

équivalent a la forme développée suivante :

2D :5:4:” 0

O

@y _ 1 o 3
N R T B

2) La solution du systéme linéaire par la méthode de Jacobi est :
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3.4. Méthode de Jacobi

[N 73 73 ER I I |
1 || 0.9400000 | 0.9000000 | 1.050000 2 (| 0.9100000 | 0.9400000 | 1.030000
3 || 0.9460001 | 0.9100000 | 1.045000 4 11 0.9190000 | 0.9460001 | 1.027000
5 || 0.9514002 | 0.9190000 | 1.040500 6 (| 0.9271001 | 0.9514002 | 1.024300
7 || 0.9562602 | 0.9271001 | 1.036450 8 || 0.9343901 | 0.9562602 | 1.021870
9 || 0.9606342 | 0.9343901 | 1.032805 || 10 || 0.9409511 | 0.9606342 | 1.019683

11 1| 0.9645709 | 0.9409511 | 1.029524 || 12 || 0.9468560 | 0.9645709 | 1.017715
13 || 0.9681138 | 0.9468560 | 1.026572 || 14 || 0.9521704 | 0.9681138 | 1.015943
15 || 0.9713024 | 0.9521704 | 1.023915 || 16 || 0.9569534 | 0.9713024 | 1.014349
17 1| 0.9741722 | 0.9569534 | 1.021523 || 18 || 0.9612581 | 0.9741722 | 1.012914
19 || 0.9767551 | 0.9612581 | 1.019371 || 20 || 0.9651323 | 0.9767551 | 1.011622
21 || 0.9790796 | 0.9651323 | 1.017434 || 22 || 0.9686191 | 0.9790796 | 1.010460
23 || 0.9811716 | 0.9686191 | 1.015690 || 24 || 0.9717572 | 0.9811716 | 1.009414
25 || 0.9830545 | 0.9717572 | 1.014121 || 26 || 0.9745814 | 0.9830545 | 1.008473
27 || 0.9847491 | 0.9745814 | 1.012709 || 28 || 0.9771234 | 0.9847491 | 1.007625
29 || 0.9862742 | 0.9771234 | 1.011438 || 30 || 0.9794110 | 0.9862742 | 1.006863
31 || 0.9876469 | 0.9794110 | 1.010294 || 32 || 0.9814699 | 0.9876469 | 1.006177
33 || 0.9888822 | 0.9814699 | 1.009265 || 34 || 0.9833229 | 0.9888822 | 1.005559
35 || 0.9899939 | 0.9833229 | 1.008339 || 36 || 0.9849905 | 0.9899939 | 1.005003
37 1| 0.9909946 | 0.9849905 | 1.007505 || 38 || 0.9864915 | 0.9909946 | 1.004503
39 || 0.9918951 | 0.9864915 | 1.006754 || 40 || 0.9878424 | 0.9918951 | 1.004052
41 || 0.9927056 | 0.9878424 | 1.006079 || 42 || 0.9890581 | 0.9927056 | 1.003647
43 || 0.9934351 | 0.9890581 | 1.005471 || 44 || 0.9901523 | 0.9934351 | 1.003282
45 || 0.9940916 | 0.9901523 | 1.004924 || 46 || 0.9911371 | 0.9940916 | 1.002954
47 1| 0.9946824 | 0.9911371 | 1.004431 || 48 || 0.9920234 | 0.9946824 | 1.002659
49 1| 0.9952142 | 0.9920234 | 1.003988 || 50 || 0.9928211 | 0.9952142 | 1.002393
ol || 0.9956928 | 0.9928211 | 1.003589 || 52 || 0.9935390 | 0.9956928 | 1.002154
93 || 0.9961236 | 0.9935390 | 1.003230 || 54 || 0.9941851 | 0.9961236 | 1.001938
99 || 0.9965112 | 0.9941851 | 1.002907 || 56 || 0.9947667 | 0.9965112 | 1.001744
97 || 0.9968601 | 0.9947667 | 1.002617 || 58 || 0.9952900 | 0.9968601 | 1.001570
99 || 0.9971742 | 0.9952900 | 1.002355 || 60 || 0.9957610 | 0.9971742 | 1.001413
61 || 0.9974568 | 0.9957610 | 1.002120 || 62 || 0.9961849 | 0.9974568 | 1.001272
63 || 0.9977112 | 0.9961849 | 1.001908 || 64 || 0.9965664 | 0.9977112 | 1.001144
65 || 0.9979401 | 0.9965664 | 1.001717 || 66 || 0.9969097 | 0.9979401 | 1.001030
67 || 0.9981461 | 0.9969097 | 1.001545 || 68 (| 0.9972187 | 0.9981461 | 1.000927
69 || 0.9983315 | 0.9972187 | 1.001391 || 70 || 0.9974968 | 0.9983315 | 1.000834
71 || 0.9984984 | 0.9974968 | 1.001252 || 72 || 0.9977471 | 0.9984984 | 1.000751
73 || 0.9986486 | 0.9977471 | 1.001126 || 74 || 0.9979724 | 0.9986486 | 1.000676
79 || 0.9987838 | 0.9979724 | 1.001014 || 76 || 0.9981752 | 0.9987838 | 1.000608
77 || 0.9989054 | 0.9981752 | 1.000912 || 78 || 0.9983577 | 0.9989054 | 1.000547
79 || 0.9990149 | 0.9983577 | 1.000821 || 80 || 0.9985220 | 0.9990149 | 1.000493
81 || 0.9991134 | 0.9985220 | 1.000739 || 82 || 0.9986698 | 0.9991134 | 1.000443
83 || 0.9992021 | 0.9986698 | 1.000665 || 84 || 0.9988028 | 0.9992021 | 1.000399
85 || 0.9992819 | 0.9988028 | 1.000599 || 86 || 0.9989226 | 0.9992819 | 1.000359
87 || 0.9993538 | 0.9989226 | 1.000539 || 88 [ 0.9990303 | 0.9993538 | 1.000323

TABLE 3.1 — Vecteurs solutions obtenus par la méthode de Jacobi
Db et Ameur
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Chapitre 3. Résolution des systémes linéaires-Méthodes itératives

[N R | 23 I [N R I I
89 || 0.9994184 0.9990303 1.000485 90 || 0.9991273 | 0.9994184 | 1.000291
91 || 0.9994766 0.9991273 1.000436 92 || 0.9992146 | 0.9994766 | 1.000262
93 || 0.9995289 0.9992146 1.000393 94 || 0.9992931 | 0.9995289 | 1.000236
95 || 0.9995761 0.9992931 1.000353 96 || 0.9993638 | 0.9995761 | 1.000212
97 || 0.9996185 0.9993638 1.000318 98 || 0.9994276 | 0.9996185 | 1.000191
99 || 0.9996567 0.9994276 1.000286 100 || 0.9994848 | 0.9996567 | 1.000172
101 || 0.9996911 0.9994848 1.000258 102 || 0.9995363 | 0.9996911 | 1.000154
103 || 0.9997220 0.9995363 1.000232 104 || 0.9995827 | 0.9997220 | 1.000139
105 {| 0.9997498 0.9995827 1.000209 106 || 0.9996244 | 0.9997498 | 1.000125
107 || 0.9997749 0.9996244 1.000188 108 || 0.9996620 | 0.9997749 | 1.000113
109 || 0.9997974 0.9996620 1.000169 110 || 0.9996958 | 0.9997974 | 1.000101
111 || 0.9998177 0.9996958 1.000152 112 || 0.9997262 | 0.9998177 | 1.000091
113 || 0.9998359 0.9997262 1.000137 114 || 0.9997536 | 0.9998359 | 1.000082
115 {| 0.9998524 0.9997536 1.000123 116 || 0.9997782 | 0.9998524 | 1.000074
117 || 0.9998671 0.9997782 1.000111 118 || 0.9998004 | 0.9998671 | 1.000066
119 (| 0.9998804 0.9998004 1.000100 120 || 0.9998204 | 0.9998804 | 1.000060
121 || 0.9998924 0.9998204 1.000090 122 || 0.9998383 | 0.9998924 | 1.000054
123 || 0.9999031 0.9998383 1.000081 124 || 0.9998546 | 0.9999031 | 1.000048
125 || 0.9999127 0.9998546 1.000073 126 || 0.9998692 | 0.9999127 | 1.000044
127 || 0.9999214 0.9998692 1.000065 128 || 0.9998823 | 0.9999214 | 1.000039
131 || 0.9999365 0.9998941 1.000053 132 || 0.9999047 | 0.9999365 | 1.000032
133 || 0.9999428 0.9999047 1.000048 134 || 0.9999142 | 0.9999428 | 1.000029
135 || 0.9999486 0.9999142 1.000043 136 || 0.9999228 | 0.9999486 | 1.000026
137 || 0.9999537 0.9999228 1.000039 138 || 0.9999306 | 0.9999537 | 1.000023
139 || 0.9999583 0.9999306 1.000035 140 || 0.9999375 | 0.9999583 | 1.000021
141 || 0.9999625 0.9999375 1.000031 142 || 0.9999439 | 0.9999625 | 1.000019
143 || 0.9999663 0.9999439 1.000028 144 || 0.9999495 | 0.9999663 | 1.000017
145 {| 0.9999696 0.9999495 1.000025 146 || 0.9999546 | 0.9999696 | 1.000015
147 || 0.9999727 0.9999546 1.000023 148 || 0.9999592 | 0.9999727 | 1.000014
149 {| 0.9999755 0.9999592 1.000020 150 || 0.9999633 | 0.9999755 | 1.000012
151 || 0.9999779 0.9999633 1.000018 152 || 0.9999669 | 0.9999779 | 1.000011
153 || 0.9999802 0.9999669 1.000017 154 || 0.9999703 | 0.9999802 | 1.000010
155 || 0.9999822 0.9999703 1.000015 156 || 0.9999732 | 0.9999822 | 1.000009
157 || 0.9999841 0.9999732 1.000013 158 || 0.9999759 | 0.9999841 | 1.000008
159 [| 0.9999857 0.9999759 1.000012 160 || 0.9999783 | 0.9999857 | 1.000007
161 || 0.9999872 0.9999783 1.000011 162 || 0.9999804 | 0.9999872 | 1.000006
163 || 0.9999885 0.9999804 1.000010 164 || 0.9999825 | 0.9999885 | 1.000006
165 || 0.9999897 0.9999825 1.000009 166 || 0.9999842 | 0.9999897 | 1.000005
167 || 0.9999908 0.9999842 1.000008 168 || 0.9999858 | 0.9999908 | 1.000005
169 || 0.9999918 0.9999858 1.000007 170 || 0.9999873 | 0.9999918 | 1.000004
171 || 0.9999927 0.9999873 1.000006 172 || 0.9999887 | 0.9999927 | 1.000004
173 {| 0.9999934 0.9999887 1.000006 174 || 0.9999899 | 0.9999934 | 1.000003
175 || 0.9999942 0.9999899 1.000005 176 || 0.9999909 | 0.9999942 | 1.000003
177 || 0.9999948 | 0.9999909 | 1.000005
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3.9. Méthode de Gauss-Seidel

Par suite, on en conclut que le vecteur solution obtenu avec un critére d’arrét d’ordre

1076 est :
T 0.9999948
Lo = 0.9999909
T3 1.0000050

Sachant qu’a partir de n = 224, l'algorithme de la méthode de Jacobi converge vers le
vecteur solution stable :

1 0.9999996
T = 0.9999996
T3 1.0000000

3.5 Meéthode de Gauss-Seidel
On décompose la matrice A de la facon suivante :
M=D-L e N=U
Le systéme Ax = b s’écrit alors :
(D-L)-U)x=b = (D-L)x=Ux+b
Ainsi, la méthode itérative de Jacobi devient :
(D—-L)x") = Ux¥ +b
équivalente a
x) = (D-L)'UxD +(D-L)'b (3.2)

Puisque 'inverse de la matrice D — L peut avérer étre compliquée a calculer, on écrit le systéme
(3:2) de la maniére suivante :

<@+ = p1f x@+) 4 p=1y x@ L p-1p (3.3)

En supposant que les pivots a;; # 0, ([B.3]) s’écrit sous forme matricielle :

o 0 0 0 .0 o
! _2 g 0 !

xéz‘-f—l) o e xé’“)
) a3 a32 )
(i+1) _ - 220 ... 0 (i+1)

T3 - ass ass T3

it _dm nz 0 A

a/nn a/nn
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12 ai3 A1n

11 an an 1 ap
o o - 0 e b2
22 22 0 %22

asy, g
1o o 0o .. - SE R R
ass ) 33
xg) b_”
0 0 0 0 Ann

équivalente a la forme développée de la récurrence vectorielle suivante :

4
x§Z+1) = (bl — Q12 SUS) — a3 SU:(),Z) — ... T Q1 lUn )/allu
ffgﬂ) = (bQ — Q21 $(1i+1) — Qg3 ffgi) — ... T Qgp xn )/am,
xgzi—‘rl) = (bn — a1 :L‘(lH_l) — Qn2 :L‘(2H_1) — .- T Qppn-1 Ty o )/a'nn
\

3.5.1 Convergence de la méthode de Gauss-Seidel

Théoréme 3.6. Condition suffisante. La méthode de Gauss-Seidel converge quel que soit
le vecteur initial £ pour les systémes linéaires Ax = b dont la matrice A est & diagonale
fortement dominante. Ceci se traduit par la condition suivante :

> eyl < laul ¥i=1,2,..,n

=1,i]

Ainsi, I'algorithme de Gauss-Seidel devient :

( Etant donnés A, b, 2, imaz, e, et ey, Vi=1,2,....imax

1+1 (+1) i+1) .
ZL‘g ) — ( Zk 1 Gk xk - > 41 ik :101,(c )/ajj, Vi=1,2,...n

i+l i
:EE ) _ x§)|
(i+1)|
J

A . 41 ] . .
arréter si : |x§z+ ) —x§1)| < €; ou bien si

< &9
( |

Exemple : On considére le systéme linéaire suivant :

5 rT — 4 To + T3 = 2
—4 ry + 4 i) =0
T + 2 T3 = 3.

72 Db et Ameur



3.9. Méthode de Gauss-Seidel

1) Donner la matrice de la méthode de Jacobi et expliciter sous forme matricielle ’algorithme
de cette méthode.

2) Donner la solution du systéme en partant du vecteur initial z° = (0.9, 0.9, 0.9).

1) La matrice de Gauss-Seidel est donnée par :
000
D—IL — 1 00
1
3 00

L’algorithme de Jacobi s’écrit sous la forme matricielle suivante :

"5 75 5
S I | I B P L R
4 — 00 . 3
xéerl) 9 x:(;ﬂ) 0 O 0 xé@) 5

équivalent a la forme développée suivante :

(G S
i+1 % %
2y :5$§)—5$§)+5
xg¢+1) _ x§i+1)
@y _ 1 e 3
[ 3 > Ty

2) La solution du systéme linéaire par la méthode de Gauss-Seidel est :
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Chapitre 3. Résolution des systémes linéaires-Méthodes itératives

[N R 73 I n | 2 I I
01 0.9 0.9 0.9 33 || 0.9979401 0.9979401 1.001030
1 ]| 0.9400000 | 0.9400000 | 1.030000 || 34 || 0.9981461 0.9981461 1.000927
2 || 0.9460001 | 0.9460001 | 1.027000 || 35 | 0.9983315 0.9983315 1.000834
3 || 0.9514002 | 0.9514002 | 1.024300 | 36 || 0.9984984 0.9984984 1.000751
4 11 0.9562602 | 0.9562602 | 1.021870 || 37 || 0.9986486 0.9986486 1.000676
9 (| 0.9606342 | 0.9606342 | 1.019683 || 38 || 0.9987838 0.9987838 1.000608
6 || 0.9645709 | 0.9645709 | 1.017715 | 39 || 0.9989054 0.9989054 1.000547
7 || 0.9681138 | 0.9681138 | 1.015943 || 40 || 0.9990149 0.9990149 1.000493
8 || 0.9713024 | 0.9713024 | 1.014349 || 41 || 0.9991134 0.9991134 1.000443
9 1| 0.9741722 | 0.9741722 | 1.012914 | 42 || 0.9992021 0.9992021 1.000399
10 || 0.9767551 | 0.9767551 | 1.011622 || 43 || 0.9992819 0.9992819 1.000359
11 || 0.9790796 | 0.9790796 | 1.010460 || 44 | 0.9993538 0.9993538 1.000323
12 || 0.9811716 | 0.9811716 | 1.009414 || 45 || 0.9994184 0.9994184 1.000291
13 || 0.9830545 | 0.9830545 | 1.008473 || 46 || 0.9994766 0.9994766 1.000262
14 || 0.9847491 | 0.9847491 | 1.007625 || 47 || 0.9995289 0.9995289 1.000236
15 || 0.9862742 | 0.9862742 | 1.006863 || 48 || 0.9995761 0.9995761 1.000212
16 || 0.9876469 | 0.9876469 | 1.006177 || 49 || 0.9996185 0.9996185 1.000191
17 || 0.9888822 | 0.9888822 | 1.005559 || 50 || 0.9996567 0.9996567 1.000172
18 || 0.9899939 | 0.9899939 | 1.005003 || 51 || 0.9996911 0.9996911 1.000154
19 1| 0.9909946 | 0.9909946 | 1.004503 || 82 || 0.9997220 0.9997220 1.000139
20 || 0.9918951 | 0.9918951 | 1.004052 || 53 || 0.9997498 0.9997498 1.000125
21 || 0.9927056 | 0.9927056 | 1.003647 || 54 || 0.9997749 0.9997749 1.000113
22 || 0.9934351 | 0.9934351 | 1.003282 || 55 || 0.9997974 0.9997974 1.000101
23 || 0.9940916 | 0.9940916 | 1.002954 || 56 (| 0.9998177 0.9998177 1.000091
24 || 0.9946824 | 0.9946824 | 1.002659 || 57 || 0.9998359 0.9998359 1.000082
25 || 0.9952142 | 0.9952142 | 1.002393 || 58 || 0.9998524 0.9998524 1.000074
26 || 0.9956928 | 0.9956928 | 1.002154 || 59 || 0.9998671 0.9998671 1.000066
27 || 0.9961236 | 0.9961236 | 1.001938 || 60 || 0.9998804 0.9998804 1.000060
28 || 0.9965112 | 0.9965112 | 1.001744 || 61 || 0.9998924 0.9998924 1.000054
29 || 0.9968601 | 0.9968601 | 1.001570 || 62 || 0.9999031 0.9999031 1.000048
30 || 0.9971742 | 0.9971742 | 1.001413 || 63 || 0.9999127 0.9999127 1.000044
31 || 0.9974568 | 0.9974568 | 1.001272 || 64 || 0.9999214 | 0.9999214 | 1.000039
32 || 0.9977112 | 0.9977112 | 1.001144 || 65 || 0.9999294 | 0.9999294 | 1.000035

74

Par suite, on en conclut que le vecteur solution obtenu avec un critére d’arrét d’ordre

TABLE 3.3 — Vecteurs solutions obtenus par la méthode de Gauss-Seidel

1076 est :

0.9999294
0.9999294
1.0000350
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3.9. Méthode de Gauss-Seidel

Sachant qu’a partir de n = 108, ’algorithme de la méthode de Gauss-Seidel converge vers
le vecteur solution stable :

1 0.9999996
T = 0.9999996
T3 1.0000000
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Chapitre 4

Interpolation polynomiale

Dans ce chapitre, on s’intéresse a approcher une fonction f, connue par ses valeurs en
certains points, par une fonction plus simple le plus souvent par un polynéome. Nous verrons
dans ce contexte, I'interpolation polynomiale, par la méthode de Lagrange ou la méthode
de Newton, qui consiste a rechercher un polyndéme qui passe exactement par les points donnés,
et 'approxrimation au sens des moindres carrés ou on cherche a approcher au mieux la
fonction.

Considérons le relevé expérimental de la pression atmosphérique en fonction de I'altitude au-
dessus du sol. On a mesuré altitude (en métres) et la pression atmosphérique (en hPa) de 10
différentes altitudes et on reporte les résultats dans le tableau suivant en prenant ’altitude en

abscisse et la pression en ordonnée, comme ci-dessous

Altitude | Pression atmosphérique || Altitude | Pression atmosphérique
en m en hPa en m en hPa

0 1 013.25 4 000 616.45

500 954.61 5 000 540.25

1 000 898.76 6 000 471.87

1 500 854.58 7 000 410.66

2 000 794.98 8 000 356.06

2 500 746.86 9 000 307.48

3 000 701.12 10 000 264.42

3 500 657.68 11 000 226.37

TABLE 4.1 — Relevé expérimental de la "variation de la pression atmosphérique en fonction de
Ialtitude"

A des altitudes discrétes, notées t;, on mesure les pressions P;. Sachant que P = f(t), il faut
pouvoir comparer les P; a f(¢;). Ainsi ’approximation de f par un polynome, qui reste la fonction
la plus simples que 1’on puisse construire, s’'impose naturellement. Parmi les méthodes les plus
courantes, on cite celle de Lagrange et celle de Newton. Plus tard, on présentera une autre
approche d’approximation, celle de la méthode d’approximation au sens de moindres carrés
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Chapitre 4. Interpolation polynomiale

4.1 Principe de 'interpolation polynomiale

Etant donné un ensemble de (n+1) points expérimentaux (t;; f(;)), U'interpolation polynomiale
consiste a approcher le nuage de points (¢;; f(;)) par un polynéme p,, de degré n. Le polynome
pn a la particularité de passer par tous les points donnés et permet également d’estimer la
valeur de la fonction f en une valeur de ¢t & (¢;)fi=1,...n+1}-

Le polynome p,, est le polynéme d’interpolation de la fonction f en ty,t1,...t,11. Il est
de la forme suivante :

pt)=ag+art+agt?+..+an1t" ! +a,t"

Le polynome p,, est exprimé dans la base canonique {1,¢,t%, ..., t"}.

Dés lors, il est naturel de considérer la question suivante : se donner des critéres d’exis-
tence et d’unicité pour le polynéme p,.

Du fait que le polynome p,, passe par les (n + 1 points (¢;; f(¢;)) donnés, on a :

pn(tl) = f(tz), Vi € {1,,7’L+ 1}

Par suite, les coefficients ag, ay,...,a, vérifient le systéme linéaire suivant a (n + 1) équations et
(n+ 1) inconnues :

ft) =Y a;tl, Vie{l,..n+1}.
7=0

ou sous forme développée :

( Qo +a1 tl +a2 t% + +an t? = f(tl),
Qo + aq tz + a9 t% + e + Ay, tg = f(tg),
ay +arts t+agts + +a, ty = f(t3),
ay +art, +axt: + ... +a,t" = f(tn),

L Qo + ay tn—i—l + a9 ti—i—l + e + Ay, tZ—i—l = f(tn—l—l)

Ce systeme est dit de ’Cramer’. En notation matricielle, on le note :

1t 2 ag f(t)
1L t, B ... ay f(t2)
1ty 2 ...t a2 | f(ts)
1 t, tzl R a1 F(t)
Litnyr G -0 B an f(tns1)
C’est un systéme linéaire de déterminant :

1 ty 2 Lt

1 ty 132 .t

1 t T 7

A = 3.8 o= [T @-w).
1 t, 2 .. fsresEn
1 ot oot
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4.2. Polynome d’interpolation de Lagrange

Le déterminant de la matrice de cette équation est appelée déterminant de Vandermonde.

On a:

Théoréme 4.1. Le systeme de Cramer admet une solution unique si et seulement si les réels
(t)! sont distincts deuz a deuz (A #0).

Théoréme 4.2. I existe un seul polynome p,, de degré n interpolant une série de (n+1) points
donnés tels que t; #t; sii # j.

Preuve 4.1. L’unicité résulte aussi du fait que s’il existe deux polynomes P et R de degré n
et coincidant en (n + 1) points tels que :

P(t;) = f(t:) et Qt;) = f(t:), Vie{l,2,...,n+1},
alors on a :

Le polynome R, dont le degré est au plus n, a donc (n + 1) zéros distincts deuz o deuz. Il
est donc identiquement nul. La matrice est une matrice du type matrice de Vandermonde. Son
déterminant est non nul, ce qui prouve le théoréeme d’unisolvance.

Remarque 4.1. On peut en revanche trouver a [’aide de la méthode des moindres carrés une
infinité de polynomes de degré inférieur a n approchant le nuage des (n + 1) points.

4.2 Polynome d’interpolation de Lagrange

La technique d’interpolation polynomiale de Lagrange, du nom de Joseph-Louts Lagrange,
a été découverte par Edward Waring en 1779 et plus tard par Leonhard Euler en 1783. Le
polynome p est exprimé dans la base de Lagrange.

Définition 4.1. On appelle base de Lagrange relative aux points t; les polynomes L;,
ie{l,2,..,n+1} :

(E=t0) o (= ti) (E = tisa) oo (= tur)

b=t _
Lit) = IItr¢~_(u—hy”@—nqﬂu—m@”(m—%ﬂ)

j=1,j#i J

Le polynome L;(t) est le polynome de Lagrange associé au point (t;, f(t;)) et est de degré n. De
ce fait, on en déduit immédiatement le résultat suivant :

Lz(t]) = 51',]" 1 S ’L,j S n -+ 1, c-a-d Ll(tz) =1 et Lz(t]) = 0, ’L#]

Il vient alors :

Proposition 4.1. Le polynéme qui interpole les (n + 1) valeurs f(t;) auz points t; s’écrit :

n+1

pa(t) = Zf(tz‘) Li(?)
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Chapitre 4. Interpolation polynomiale

Le polynome p,(t) s’appelle le polynome d’interpolation de Lagrange qui s’exprime sous forme
d’une combinaison linéaire des (n + 1) polynomes L;(t). En outre, p,(t) est 'unique polynome
de degré au plus n vérifiant

Ezemple : Construire le polynome d’interpolation de Lagrange associé aux points (0, —2),

(1,-1), (3,3), (4,5). En déduire une approximation de f(0.5), f/(0.5) et f04 f(t) dt .

Dans ce cas, on a 4 points et on cherche par suite un polynéme de degré inférieur ou égal a 3
de la forme :

L) — (t—to) (t—ts) (t—ts)  (t—1)(t—=3)(t—4)  3—82+19t—12
1(t) Tt —ty) (b —t3) (b —ty) (0—1)(0—3)(0—4) —12 ’
I — (t—t) (t—t3) (t—ts)  (t—=0)(t—=3)(t—4) £ —T>+12
2(1) T (ta—ty) (ta—t3) (ta—ts)  (1—-0)(1—3)(1—4) 6 ’
L) — (t—t)(t—t) (t—ts)  (t—=0)(t—1)(t—4)  3—52+4¢

W = ) st (-t  B-0GB-DE-4 — 6

L) — (t—t) (t—t) (t—t35)  (t—0)(t—1)(t—3) 3 —4>+3¢

() T(ta—ty) (a—to) (ta—t3)  (4—0)(4—1)(4—3) 12

Il s’en suit alors :

p3(t) = f(t1) Li(t) + f(t2) La(t) + f(ts) La(t) + f(ts) La(t)

3 _8t2 4+ 19t — 12 3 T2 412 351244
:(—2)><(t 8t* + 19t )+(—1)x<t Tt? + t)+(3)><<t 5t+t)

12 6 —6
1+(5) x (w) P15
12 12
Sachiant que (1)~ pa(t) et £(1) = y(t) =~ 25 qur Vintervalle 0.4], on a
£(05) ~ 3(0.5) _ —(0.5)% + 12 x (0.152)2 +5x(0.5) —24 _ —;(39’
F05)  =pa05) = -3 % (0.5) +1224 x (05)+5 _ %7
f04f(t) " 2f04p3<t> g - f04 —t3+12t122+ 5t — 24 @ = %4.

Ezemple : Construire le polynéme d’interpolation de Lagrange associé aux points (—2, —1),
(—=1,0), (0,1), (1,2) et (2,3).
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4.3. Méthode d’interpolation de Newton

Dans ce cas, on a 5 points et on cherche par suite un polynéme de degré inférieur ou égal a 4

de la forme : .

L) = (t—tg) (t—t3) (t —ts) (t—1t5) (t+1) () (t—=1)(t—2)

BT =) (b —ts) (b —ta) (i —t5) (=2+1)(=2—=10) (—2—1) (-2 —2)
=28 — 2421
B 24 ’

Lo(t) — (t—t) (t—ts) (E—ta) L —t5) t+2) @) (t-1)(t—-2)

T = t) (b —t3) (b —ta) (o —t5)  (—142) (=1 —0) (=1 —1) (=1 -2)
A -4t
— . :

L) = (Aot =ttty t=t) _ ¢+ (+D (=1 (t=2)

T s —t) (s —ta) (bs—ta) (ls—15)  (0-2)(0+1) (0—1) (0—2)
=512 +4
=

Lit) = (t—t) (E—to) (t—ts) (E—15) _ (E+2)(E+1)(f) (t—2)

T =) (ta—t) (ta—t3) (la—t5)  (1+2)(1+1)(1—-0)(1—2)
ot -4 — At
— — :

L) = (t—t) (t—t) (t—t3) (t—ts) _ (t+2)(t+1)(t—-0)(t—1)

(ts — t1) (t5 — t2) (t5 —t3) (t5 — t4) (2+2)(2+1)(2—)(2-1)

28— 2 -2t
B 24 '

Il s’en suit alors :

pa(t) = f(t2) Lo(t) + f(t2) Lo(t) + f(ts) La(t) + f(ta) La(t) + f(ts) Ls(t)

=23 — 2 4 2 — 4 — 4t =512+ 4
:(—1)><< N i )+(O)><( + Z )+(1)x<7i+)

3 — A2 — At ot — 12— 2t
+(2)><< 5 +(3) x o1 = t+1.

4.3 Meéthode d’interpolation de Newton

Définition 4.2. Différences divisées Etant donnés les points (t;, F(t:) f1<icnyrys on définit
les différences divisées de la fonction f aux points (ti){1<i<n+1} par les relations de récurrence
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Chapitre 4. Interpolation polynomiale

suivantes :

o(t1) = f(t),
6(t1) — 6(ta) f(t) = f(t2)

) = T S T
5 t 7t _5 t ,t
Oo(t1,ta,t3) = 1t i) t1(2 3)’
113

So(tr, to, t3) — Oa(te, ts, t
03(t1, ta, t3,ty) = 2(t1, 12 i) t2(2 3 4)’
1= U4

577/— t 7t ,.--,tn_ _577/— t ,t ,...,tn
S (tr, toy s ty) = JURZ tl) : 2t by, n).
1~ in

8 1 (t1stositn) — Oni(ta s, ooty
Oty to, cytnrr) = HGHE t1) ; 11(2 3 +1).
— s

On(ti,to, ..., thy1) est appelée différence divisée d’ordre n de la fonction f aux points
t17t27"'7tn+1-

Vu que le calcul de §,(t1,to, ..., t,+1) implique le calcul de plusieurs différences divisées d’ordre
différents et afin de faciliter le calcul des valeurs, on dressera la table des différences divisées
suivante :

t; f(tz) 51 52 ... (5n,1 5n
t f(t) = [0(t1)
01(t1,t2)
tg f(tg) = 5(t2) 52(t1, tz, t3)
51 <t27 t3)
t3 f(ts) = d(ts) Oa(t2,t3,14)
51 <t37 t4)
ty f(ts) = 6(ta)
5n—1(t1a t2a ceey tn)
5n(t1a t2a 2907 tn+1)
5n—1(t27 t37 sy tn-i—l)
tn f(tn) == 5<tn> 51 (tnflu tnu thrl)
51 (tna tn+1)
tnt1 f(tns1) = 0(tnt1)

82 Db et Ameur




4.3. Méthode d’interpolation de Newton

Seules les valeurs encadrées sur la diagonale interviennent dans I’expression du polynéme d’in-
terpolation

Théoréme 4.3. Formule de Newton (1669) Le polynome d’interpolation de degré n qui
passe par les n+ 1 points (t1, f(t1)), (t2, f(t2)),--.,(tns1, f(tns1)), ou les t; sont distincts deuz &
deuz, est unique et donné par

n

=1

pat) = 8(t) + (t —t1) Sa(tr, ta) + (¢t — tr) (t —t2) Galty,ta,ts) + .o + [ [(t = ta) Oul(ts, ta, ooy tng)

Théoréme 4.4. Soit f une fonction continue sur Uintervalle I = [min(tq, ta, ..., t,p1), max(ty, to, ...

et les t; sont distincts deuzr a deuzr. On a alors :

7tn+1)]

f(t) = 0(t1) + (t —t1) 01(ts,ta) + (t —t1) (t —ta) da(ty, to, ts) + .. + [Tiey(t — ;) Onltr,toy ooy trgr)

+ 1T (6= t;) 0n(t, tr, oy o tng).

Théoréme 4.5. Soit lintervalle I = [min(ty,ts,...,ty11), max(ty, ta, ..., tyy1)], contenant les
points t; distincts deux o deuz, et f une fonction (n+1) fois différentiable sur I. Alors il existe
€ el tel que :

()
%%wamﬂ):fJO

Ezemple : On considére la fonction f(t) définie sur I'intervalle [0,4] par la table des valeurs

ti |0 1
fw 2

3 4
3 5

Ecrire le polynome d’interpolation de Newton de la fonction f associé aux points t; = 0, to = 1,

t3:3,t424.

Le polynome d’interpolation de Newton, de degré inférieur ou égal & 3, est donné par :

pa(t) = 6(t) + (t— 1)) 61(ti,ta) + (£ — 1)) (£ — ta) Salty, oy ts) + (E — t1) (t — t) (£ — t3) S5(tr, to, t, t)

— 5(0) + (t—0) 81(0,1) + (£ —0) (£ — 1) 8o(0,1,3) + (t —0) (£ — 1) (£ — 3) 85(0, 1,3, 4).

les différences divisées sont présentées dans le tableau suivant
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Chapitre 4. Interpolation polynomiale

ti f(tz) 51 52 53
0 -2 =14(0)
51(0,1)
1 -1 =4(1) 52(0,1,3)
51(173) 53(0a173a4)
3 3 =403) 55(1,3,4)
51<374>
4 5 =64
T 5(0) — 6(1) 211
— —2+4
WO = =gy =—7 =1
6(1) —6(3) -1-3
= = = 2
a(1,3) 1-3 1-3 ’
o 0(3) —0(4) _3-5
51(0,1) — 6,(1,3) 1—2 1
1 = = = - Z
52(07 73) 0_3 0_3 37
O 6(1,3) = 6,(3,4) 2-2
52(1,3,4)— =1 = —1_4 = 0,
L 0
o &(-0,1,3)-51,34 3% 1
\ 03(0,1,3,4) = 0_4 = 0_1 - 1o

il vient alors
—t3 4 8t2 + 5t — 24

12

Ezemple : On considére la fonction f(t) définie sur I'intervalle [—2, 2] par la table des valeurs

ps(t) =

ti |2 -1 01 2
ft)|-1 01 2 3
Ecrire le polynome d’interpolation de Newton de la fonction f associé aux points t; = —2,

to =—1,t3 =0, ty, =1 et t; = 2. En déduire une valeur approchée de f(0,5).

Le polynome d’interpolation de Newton, de degré inférieur ou égal a 4, est donné par :

pa(t) = (1) + (t —t1) Ou(ty,to) + (L —t1) (t — t) Salty, by, ts) + (t —t1) (£ — t3) (t —t3) Os(ty, ta, L3, ts)
F(t—ty) (t —ts) (t —t3) (t — tg) O4(ty, to, ts, by, ts)
= 5(=2) + (t+2) 81 (=2, —1) + (t+2) (t+1) 62(=2,—1,0) + (t+2) (t+ 1) (£) d5(=2,—1,0,1)
F(E+2) (t+1) (1) (t—1) 64(=2,—1,0,1,2).

84 Db et Ameur



4.3. Méthode d’interpolation de Newton

les différences divisées sont présentées dans le tableau suivant

ti  f(t) 01 09 03 04
-2 -1 = |§-2)
51(_27_1)
~1 0 =d(-1) 55(—2,—1,0)
51(_170) 53(_27_]-70a1)
0 1 =040 55(—1,0,1)
51(071) 53<_1707172)
12 =61 55(0,1,2) 64(—2,-1,0,1,2)
01(1,2)
2 3 =62
avec
( B 5(—2) — 6(—1) ~1-0
51(~2,-1) = Gy = Sy - b
§(—1) —6(0 0—1
(~1.0)= %—0() e R
0(0) —4(1 1-2
n0,1)= . “o-1 b
5(1) — (2 23
01(1,2) = % 12  —h
—2,—1) — &, (~1 1-1
. == IE= S
—1,0) — 1 1-1
5(~1,0,1) = ol ’_Oi_fl(o’ ) =~ =0
1) —0,(1,2 1—-1
52(0’1’2): 51(07 ()]_(251( ) ) _ 5 _ 0’
—2,-1,0) — 5(—1,0,1 0—0
53(_27_17071): 52( ’ ’_(2_?( — ) - —2-1 =0
— — 1.2 —
d3(—1,0,1,2) = 9l 1’0’_11)_22(0’ ,2) = _01 _02 =0,
—2,-1,0,1) — d5(—1,0,1,2 0—0
5i(—2,-1,0,1,2) = 22 ’0’_;_23< 012 _ —~—>5 =0
\
il vient alors
pa(t) = =1+ (t+2) = t+1.
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Chapitre 4. Interpolation polynomiale

4.4 Etude de Perreur d’interpolation

L’interpolation polynomiale est une opération mathématique permettant de construire un po-
lynome a partir de la donnée d’'un nombre fini de points dits aussi noeuds. La solution du
probléme d’interpolation passe par les points prescrits. On approche ainsi la fonction f par le
polynéme de degré aussi grand que nécessaire afin d’estimer localement f. On parle alors d’une
méthode itérative et éventuellement des erreurs de troncature commises.

Remarque 4.2. Etant donné la valeur connue d’une certaine fonction f en un certain nombre
de points, le polynome d’interpolation construit permet d’évaluer la valeur que peut prendre cette
fonction en un point quelconque situé dans l'intervalle des points donnés. Ainsi, si on désire
déterminer la valeur de cette fonction en un point situé€ hors de l'intervalle des points connus,
on emploiera la méthode d’extrapolation qui est trés similaire a la méthode d’interpolation.

Théoréme 4.6. Etant donné la valeur connue d’une certaine fonction f en un certain nombre
de points (ti, f(ti))1<icnsrs SOit Uintervalle I = [min(ty,ta, ..., toy1)], max(ty, ta, ..., ty1)]. On
suppose que [ est (n+ 1) fois différentiable sur Uintervalle I. Alors pour tout t € I, il existe
¢ el, tel que :

(n+1) ntl
]En + 1()5!) [[e-w

=1

f@) = palt) =

La formule précédente ne permet pas le calcul d'une valeur exacte de I'erreur étant donné que
¢ est inconnu. Cependant, on peut en déduire une majoration, d’ou

Lemme 4.1. Etant donné la valeur connue d’une certaine fonction f en un certain nombre
de points (ti, [(ti))1<;<ns1, 00t Uintervalle I = [min(ty, to, ..., tyq1)], max(ty, to, ..., tyy1)]. On
suppose que f est (n+ 1) fois différentiable sur lintervalle 1. Alors pour tout t € I, on a :

M+ | ntd
_ o T iyl on M) — (n+1)
F0) =Pl < 7y, E(t ti)| on M max | fHD(2)]

Soit I'intervalle I = [a, b], remarquons que ’erreur d’interpolation est le produit de deux expres-
sions : I'une dépendant de f et 'autre de la subdivision choisie. Il est donc naturel de chercher
pour quels points ¢; la quantité H?Ill(t —t;) est minimale. Les polyndémes de Tchebytcheff
permettent de résoudre ce probléme. En fait, Le choix des points d’interpolation est donné par :

a+b b—a ((22’—1)1_[
= + cos | —————

t = ,ie{1,2,..,n+1}.
2 2 2+ 2 ) ied nt 1}

Exemple : Avec quelle précision peut-on calculer /15 & I'aide de la formule d’erreur d’interpola-

tion de la méthode de Lagrange pour la fonction f(t) = v/t associée aux points d’interpolations
suivants : t; = 9, t, = 16 et t3 = 25.

Notons py(t) le polyndéme d’interpolation de Lagrange, de degré inférieur ou égal a 2, interpolant
la fonction f aux points ty, t5 et t3.
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4.4. Etude de I’erreur d’interpolation

[’erreur au point t = 15 est donnée par la formule suivante avec n = 2 :

M® |3
15) — po(15)] = 15—t)] on M® = @)yl
705) = (15 = 5, g( )| ou max |00
D’une part, sachant que
1 -1 3
) = —=, f'(t) = ——=, et fOF) = ——,
PO = 5 P = et FO0) =
le maximum de la fonction f©®)(t) est atteint pour t = 9, d’olt
3 1
M® = = .
8v9> 648
D’autre part, on trouve
3
H(15 —t;) = (15 —1t1)(15 —t2)(15 — t3) = (15 —9)(15—16)(15 —25) = 60.
i=1
Il vient alors
60

15) — po(15)| < — = 0.154320.107 1.
705) - p(15)| < o
Par suite, p2(15) est une valeur approchée de f(15), calculée avec au moins une décimale exacte.

4
Ezxemple : On considére la fonction f(t) = T3
1 Ecrire le polynome d’interpolation de Lagrange, dont on précisera le degré, associé aux abs-
cisses t1 = —1,t5=0,t3 =2 et t, = 3.
2 Evaluer lerreur au point t = V5.
3 Tracer les courbes f(t) et p3(t).

1 Dans ce cas, on a 4 points et on cherche par suite un polynéme de degré inférieur ou égal a
3 de la forme :

p3(t) = Z f(tZ) L,(t)

Ln — (t—to) (t—ts) (t—ts)  (6) (t—2)(t—3)  —t3+5t2—6t

N (A (A N S By Sy ) ) M T
L(t) - (t—t) (t—t3) (t—ts)  (t+1)(t—=2)(t—3)  *—4*+t+6
T —t) (=) (-t (1) (=2) (-3) B 6 ’
L(f) — (t—t) (t—t) (t—ts)  (t+1)(t—2)(t—3) —t*+2243¢
W = - -t~ Oy 6
Lof) — (t—t) (t—ta) (t—ts) (&) (+1)(t—2) t?—t*—2

W =G -t . @O 12
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Chapitre 4. Interpolation polynomiale

Sachant que

ftr) = f(=1) = 2, f(ta) = f(0) = 4, f(t3) = f(2) = —4 et f(ts) = f(3) = =2,

il s’en suit alors :
p3(t) = f(t1) Li(t) + f(t2) La(t) + f(ts) La(t) + f(ts) La(t)

_ @)« (—t3+5t2—6t>+<4)x (t3—4t2+t+6) () x (—t3+2t2+3t

12 6 6
3 —t2 -2t
-9 S
o >x( - )

= 3 —3t2 -2t + 4.

2 L’erreur au point ¢t = v/5 est donnée par la formule suivante avec n = 3 :

@ | 4
f(\/g)—ps(\/g)) - ]}{1)' H(\/g—t@) on MW = fnax | FA @)
D’une part, sachant que
b 4 neo 8 B 24 4 B 96

le maximum de la fonction f®)(¢) est atteint pour ¢ = 0, d’olt
MW = 96.
D’autre part, on trouve

[T (VB —t) = (V5—t)(1+ V5 —t2) (V5 —t3)(v/5 — 1)
= (VB5+1D(V5-0)(v5—-2)(vV5—-3) = 30— 14V/5.

11 vient alors

7(/B) - (VB < LZ1VEL

4
O f(VB) = 1=z et m(V3) = 3V5— 1L don [F(VE) (VB = = <
|30 — 14+/5|
j20 - 14/

L’interpolation polynomiale d’un grand nombre de points peut présenter des oscillations. C’est
le phénoméne de Runge qui s’explique par le fait que le polynéme d’interpolation p, ne
converge pas toujours uniformément vers la fonction f quel que soit le choix des points d’inter-
polation (sauf lorsque les t; sont les racines du polynome de Tchebytcheff).

Pour I’éviter, il est préférable d’employer une approximation ou interpolation par des

fonctions polyndémiales par morceauz qui consiste a subdiviser 'intervalle I = [min(ty, to, ...

max(ty, ta, ..., t,11)] en plusieurs sous-intervalles et d’appliquer les méthodes d’interpolations sur

88 Db et Ameur

)

atn+1)7



4.5. Interpolation d’Hermite

chacun de ces sous-intervalles, ce qui permet de construire un polynome d’interpolation globa-
lement continu dont la restriction a chaque intervalle [¢;, ;1] est polynomiale.

Parmi les approximations les plus courantes, on cite I’approxzimation linéaire par morceaur,
les fonctions splines ou la fonction d’approximation est non seulement & dérivée continue,
mais & dérivée seconde continue ou encore 1’approximation cubique ol les polynomes de base
sont de degré 3, on parle alors de l'interpolation d’Hermite :

4.5 Interpolation d’Hermite

L’interpolation d’Hermite consiste a chercher un polynéme interpolateur et osculateur qui non
seulement prend les valeurs fixées en les abscisses données, mais dont également la dérivée.
L’interpolation de Hermite, nommée d’aprés le mathématicien Charles Hermite, est une ex-
tension de la méthode d’interpolation de Lagrange.

On suppose que la fonction f € €', on se donne (n + 1) points (¢;)"" deux a deux distincts.
Ainsi, le polynome d’interpolation d’Hermite vérifie les conditions suivantes :

Ces (2n + 2) degrés de liberté nous conduisent a construire un polynome de degré inférieur ou
égal a (2n+1). L'unicité du polynéme interpolateur de Hermite se montre de fagon similaire &
celle du polynéme interpolateur de Lagrange

Théoréme 4.7. Etant donné la valeur connue d’une certaine fonction f en un certain nombre
de points (ti, f(t:))1<icpnirs S0it Uintervalle I = [min(ty, s, ..., thy1)], max(ty, to, ..., thy1)]. On
suppose que [ est (n+ 1) fois différentiable sur Uintervalle 1. Alors pour tout t € I, il existe
¢ el, tel que :

(2n+2) n+1 2
10 = pauns) = TS (TT-10)

La formule précédente ne permet pas le calcul d’une valeur exacte de 'erreur étant donné que
¢ est inconnu. Cependant, on en déduit une majoration d’ou

Lemme 4.2. Etant donné la valeur connue d’une certaine fonction f en un certain nombre
de points (ti, [(ti))1<;<ni1, 00t Uintervalle I = [min(ty, to, ..., tpq1)], max(ty, to, ..., tyy1)]. On
suppose que f est (n+ 1) fois différentiable sur lintervalle 1. Alors pour tout t € I, on a :

M (@n+2) n+tl
. o 4 e N (2n+2) _ (2n+2)

4.6 Approximation au sens de moindres carrés

Reprenons I'exemple du relevé expérimental de la pression en fonction de l'altitude, le nuage
de points est présenté dans la figure ci-dessous :
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Chapitre 4. Interpolation polynomiale
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FIGURE 4.1 — Nuage de points (Altitude ; Pression)

Le probléme qui s’impose maintenant est de construire le meilleur modéle mathématique qui
approche au mieux les données a ’aide de certains types de fonctions (non seulement des po-
lynomes) dépendant de plusieurs paramétres selon chaque modéle.

Ainsi la fonction construite py ne passe pas nécessairement par toutes les données (;, f(%;))1<i<n+1}
mais les approche au plus prés d’ou la notion de

la minimisation de [’écart entre chaque donnée f(t;) et chaque point de la fonction associé
p(ti).

On parle alors de la méthode des moindres carrés qui consiste a minimiser la quantité
suivante :

n+1

Qr = Z(f(tz‘)—pf(tz’>)2

=1

ps peut prendre plusieurs formes :

e une droite ps(t) = ag + a1 t avec des paramétres libres ag et ay,

e un polynome de degré n, ps(t) = Z?:o a; t" avec des parameétres libres (a;){1<j<n},
e une fonction exponentielle ps(t) = ape™  avec des paramétres libres ag et ay,...

e des polynomes trigonométriques

pr(t) = ap + Zaj sin(j t) + ij cos(j t)
§=0 J=0
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4.6. Approximation au sens de moindres carrés

ot les coefficients a; et b; sont donnés par

p

1
= — [T f(t)dt
a = 5 JL () dt,
1
a = f f(t) sin(jt)dt
1
by = - J7_f(t) cos(jt)dt.

Ce type d’approximation est surtout utilisé pour les fonctions périodiques.

Afin de déterminer les paramétres libres, il suffit de minimiser la quantité @, i.e :

—< =0, Vj
90, , Vj

4.6.1 Approximation par des polynémes de degré n

Rappelons nous que
n+1 2 n+1 n+1 . 9
Qr = (f (t:) —pf<t@-)) = (f(u-) -3 g tg) .
=1 i=1 =0

Afin de déterminer les (n + 1) paramétres libres, il suffit de calculer

8—Q =0, V1<j<n.

8aj
Il vient alors

n+1 n+l n
_ j i\ .
aa] Z; 2 ° (f“‘)—??f(ti)) = ;—2 t! (f(t»—;aj ti) — 0, V1<j<n.
Ceci implique,
n+1 n+1

2 =28 Zaa

n+1 J n+1 J

Remarque 4.3. Remarquons bien que dans Uexpressiony ;| t] > i=0@j t . la somme Y " t]
] n

correspond a une valeur t; tnvariante par rapport a j ta,ndzs que =0 @j ti correspond a une

valeur t] invariante par rapport a i. Par abus de simplification, on remplacera dans ’expression
> -0 ti, j par k. Ainsi, on écrit :

n+1 n+1 n+l n

. Sk
>t f(t;) EtJEakt’“ZEEaktﬁ
i=1 i=1 i=1 k=0
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Chapitre 4. Interpolation polynomiale

Par suite, les coefficients ag, as,..., a, vérifient les systéme linéaire suivant a (n + 1) inconnues
et équations :

En notation matricielle,

Sl
Z?;Lll t
St
St

S

n+1 n—1
>oich b

0

On pose (M)[A] = [S] tel que

On obtient

Remarque 4.4. La matrice M est une matrice symétrique, par suite il suffit de calculer

+1 +1 ;
Bag 0 = Z?:l f(t) = ?:1 ZZ:O ax ],
0 .
8—6?1 =0 = Zy:ll ti f(t:;) = ?:11 ZZ:O ag t{“,
0 .
8—2 =0 = Ey:ll tz? flt) = ?:11 ZZ:O Qg t§+2,
0 .
8—62 =0 = Z:‘L:Jrll tft) = :‘:11 D ko Ok t§+3,
o . .
8(1@ 1 =0 = Z?;Lll 0t ft) = ?211 D ko Ok T g
.
oQ A
Ja. =0 = XLHIW D DAL A
\ n
on écrit :
1
Z?:—:l ti Z?:—:l tz? Z?:—:l ti Qg ?:1 f<t2)
1
Z?;Lll tzz Z?;Lll t? Z?:f t?“ ay Zzn:Jrl ti f(t,)
+1
St ot S (g SOt f(t)
St e St ag _ | e e )
1
DAL Dav A lNED vt -l I I Xim 67 ()
Sl Sy e S ()
1= 1= 1=
n+1 n+1
) Aj -

i+k
My, = Y tF
i=1

aj et S; = Yt f(t:), Vik=0,1,..n
=1

ZMjk a; = Sj, ‘v’j,k:(),l,...,n.
k=0

n2

2

termes et en déduire les autres par symétrie.

Ezemple : On considére la fonction f(t) définie sur I'intervalle [—2, 2] par la table des valeurs

92

-1

0 2
1 3

o
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4.6. Approximation au sens de moindres carrés

Déterminer le polynéme de meilleure approximation au sens de moindre carré de degré inférieur
ou égal a 2, de la fonction f(¢) sur 'intervalle [—2, 2].

Soit le polynome p, de degré 2 :
pg(t) = Qo + a t+ a9 tz.

En appliquant les formules suivantes, calculons les termes de la matrice M et du vecteur S :

([ Moo = Yot =1,
My, = My =30t = (=2-140+1+2) =0,
My = My = My = Y042 = (=2)2+ (-1 + (02 + (1)* + (2)* = 10,
My = Ma St = GO0 (1P (2 = 0,
Mo = Yot = (=2)'+ (-D)'+ 0+ () +(2)" = 34,
So =30 ft) = -14+0+14+2+3 =5,
51 = Yot f(t) = (=2)(=1) + (=1)(0) + (0)(1) + (1)(2) + (2)(3) =
[ 52 = Y f() = (=2(=1) + (=1)%(0) + (0)2(1) + (1)*(2) + (2)*(3)
Par suite, on obtient le systéme matriciel suivant :
5 0 10 ag 5
0 10 0 ay = 10
10 0 34 as 10
équivalent a
5 0 10 aop 5
0 10 0 ay = 10
0 0 14 as 0
On obtient alors :
a =1, ag = 1 et as = 0,
ce qui donne
pa(t) = 1+t

4.6.2 Droites de régression

Soit X et Y deux variables quantitatives dont I'une dépend de 'autre et on dispose donc d’un
échantillon de N couples d’observations (x;,y;) que ’'on peut représenter dans le plan R?, o
chaque point 4, d’abscisse x; et d’ordonnée y;, correspond a un couple d’observations.

[’objectif ici est de chercher a exprimer la relation entre les deux variables X et Y. La pre-
miére est souvent appelée variable explicative et la seconde est appelée variable expliquée .

Si 'examen du nuage de points décéle une relation de dépendance linéaire de Y en X, il est

naturel de représenter graphiquement cette relation particuliére a I’aide d’'une droite suivant
une forme allongée traversant le nuage de points, appelée droite de régression de Y en
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Chapitre 4. Interpolation polynomiale

X qui ajuste au mieux le nuage et qui consiste a se baser sur les propriétés de la covariance
et de I’espérance. Le critére d’optimalité que nous allons considérer est celui des moindres carrés.

Comme toute droite, la droite de régression de Y en X peut étre définie au moyen d’une
équation du premier degré de la forme :

‘y =ax -I-b‘

Le principe de moindres carrés consiste & minimiser la fonctionnelle :

F(a,b) = > [ — (am + b

i

our; = y; — (axz; + b) estle résidu ou I’erreur d’ajustement entre la valeur réellement
observée y; pour la variable dépendante et la valeur ajustée fournie par la droite de régression
ax; + b

Nous pouvons dés lors considérer que le meilleur ajustement est fourni par la droite qui mi-
nimise globalement ’amplitude des erreurs d’ajustement r;, Vi. Cette méthode d’optimisation

est nommeée "méthode des multiplicateurs de Lagrange".

La détermination de a et b et est un probléme classique de minimisation, dont la solution est, :

Cov(X,Y) — —
a (X et b a

Dans cette expression, Cov(X,Y) est la covariance, ox I’écart-type de la distribution marginale
en X et X et Y les moyennes marginales de X et Y respectivement définis comme suit :

Coo(X,Y) = 5 T (5~ X) (6~ 7)

% = V(X) = © Sim — X

1 — 1
= szxz et ¥ = szyz

Lorsqu’une série statistique a deux variables quantitatives est représentée au moyen d’un gra-
phique de dispersion ou un nuage de point, on s’intéresse toujours a déceler une structure
d’association entre les deux variables. Le coefficient de corrélation permettra de quantifier
I'intensité de la liaison qui pourra exister entre ces deux variables dans le cas ot I’association
est de nature linéaire.

La notion du coefficient de corrélation peut étre attribuée au physicien francais Auguste Bra-

vais par le biais de ses travaux effectués dans I’étude des erreurs dans les tirs d’artillerie mais
aussi a Francis Galton qui grace a lui que la corrélation devient un concept statistique. C’est
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4.6. Approximation au sens de moindres carrés

ensuite karl Pearson qui propose en 1986 la formulation mathématique actuelle.

Le coefficient de corrélation de Bravais-Pearson, désigné par r ou ryy, est défini comme
suit, :

Cov(X,Y)

0x Oy

rxy =

Dans cette expression, Cov(X,Y) est la covariance et ox et oy sont les écarts-types des distri-
butions marginales en X et en Y.

Nous constatons ainsi que la droite de régression de Y en X passe par le barycentre ou centre de
gravité du nuage de points de coordonnées (X,Y) et que l'orientation de la droite de régression
indique la nature de liaison entre les deux variables de telle maniére que :

e si la covariance est positive, par suite le coefficient de corrélation et a le sont, ce qui signifie
que la droite est ascendante,

e si la covariance est négative, par suite le coefficient de corrélation et a le sont, ce qui
signifie que la droite est descendante.

Exemple : Sur une année glissante, on a mesuré pour un échantillon de 10 jeunes agés de 11 a
16 ans, I'age (variable X) et la durée journaliére moyenne durée d’écoute de leur MP3 (variable
Y exprimée en heure). La série statistique observée ainsi que sa représentation graphique au
moyen d’'un nuage de points sont présentées ci-apres :

i [11 11 12 12 13 13 14 15 15 16
yi | 2 21 27 3 4 45 5 65 68 76

TABLE 4.2 — Répartition d’une population de 10 jeunes suivant 1’age et la durée journaliére
moyenne durée d’écoute de leur MP3

Le calcul de la covariance peut s’effectuer au moyen du tableau suivant :
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vl | @-X) | weY) | @D 6| @ X) )
avec X =13.2 | avec Y = 4.42
11 ]2 2.2 -2.42 4.84 5.8564 5.324
11 | 2.1 2.2 -2.32 4.84 5.3824 5.104
12 | 2.7 -1.2 -1.72 1.44 2.9584 2.064
12 3 1.2 -1.42 1.44 2.0164 1.704
13 |4 -0.2 -0.42 0.04 0.1764 0.084
13 [ 4.5 -0.2 0.08 0.04 0.0064 -0.016
14 |5 0.8 0.58 0.64 0.3364 0.464
15 [ 6.5 1.8 2.08 3.24 4.3264 3.744
15 | 6.8 1.8 2.38 3.24 5.6644 4.284
16 | 7.6 2.8 3.18 7.84 10.1124 8.904
| 132 [ 44.2 | 0 0 | 276 | 36.83 | 31.66
Par suite, on obtient :
Cov(X,Y) = L i(m—f) (yi—Y) = SO0 _ 3 166
T 10 & v TR
Sachant que
1 10
ok =V(X) = & ;(x — X)? = 276
et 10
1 —
2 . o 2
oy = V() = N ;(yz V)" = 3.68,
on obtient :
3.166
@ = S = LT et b= 442 = 1147 x 13.2 = —10.7204.

Par suite, la droite de régression de Y en X s’écrit ainsi :
y = 1.147x — 10.7204.

Le coefficient de corrélation est égale a :
Cov(X,Y) 31.66)
T = =
o ox oy V2.76 1/3.68

Le coefficient de corrélation a nécessairement le méme signe que la covariance, puisque les
écarts-types sont des nombres positifs. Ceci s’interpréte de la méme maniére suivante :

= 0.9929.

e s’il existe une association linéaire et positive entre les deux variables, la covariance et le
coefficient de corrélation sont tous deux positifs,

96 Db et Ameur



4.6. Approximation au sens de moindres carrés

e s’il existe une association linéaire et négative entre les deux variables, la covariance et le
coefficient de corrélation sont tous deux négatifs,

e ¢’il n’existe pas d’association entre les deux variables, la covariance et le coefficient de
corrélation ont tous deux des valeurs proches de zéro.

Le coefficient de corrélation est un nombre sans dimension et est compris entre -1 et 1. Le
coefficient de corrélation peut étre positif ou négatif selon la position des points par rapport au
centre de gravité du nuage de points, dont les coordonnées sont (X,Y). Considérons & présent
les trois sortes nuages de points :

e On remarque bien que si dans un nuage A, faisant apparaitre une association linéaire, les
points du nuage ont tendance a se concentrer autour d’une droite (c-a-d une structure positive,
car lorsque la valeur de x; augmente, celle de y; a également tendance & augmenter), ainsi la
plupart des points du nuage se trouvent dans les quadrants I et III et donnent donc lieu & des
produits (xz — Y) (yZ — 7) presque positifs, aussi bien que la covariance et le coefficient de
corrélation.

e Contrairement au nuage A, si un nuage B met en évidence une association linéaire et
négative (puisque lorsque la valeur de x; augmente, celle de y; a au contraire tendance a dimi-
nuer), on remarque alors que presque tous les points du nuage occupent les quadrants 1T et TV,
d’ou tous les produits (:cZ — 7) (yl — ?) sont négatifs et la covariance ainsi que le coefficient
de corrélation sont alors négatifs.

e Si un nuage C ne montre aucune structure particuliére puisqu’il semble que les deux va-
riables ne sont pas liées entre elles, alors les points du nuage se répartissent d’une maniére
équitable dans les quatre quadrants du plan et la somme des produits positifs compense la
somme des produits négatifs, donnant ainsi lieu a une covariance et un coefficient de corréla-
tion pratiquement nuls.

Ce coefficient est une mesure de la dispersion du nuage. On considére que ’approximation d’un

nuage par sa droite des moindres carrés est de bonne qualité lorsque |r| est proche de 1 et de
qualité médiocre lorsque |r| est proche de 0.
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Chapitre 5

Méthodes d’intégration numérique

Le but de ce chapitre consiste a déterminer l'intégrale d’une fonction f sur un domaine fini
délimité par des bornes finies a et b :

I = / F(t) w(t) dt

Les méthodes d’intégration numérique employées dans ce chapitre, consistent a remplacer I'in-
tégrale I par une expression de la forme :

Z w; f(tz)

ou les w; sont des coefficients réel et tg, 11, ...,t, ses points distincts équirépartis entre a et b.
Nous distinguons trois différentes méthodes :

e Les méthodes de Newton-Cotes simples
e Les méthodes de Newton-Cotes composites

e Les méthodes de Gauss-Legendre

Les méthodes de Newton-Cotes Dans ce cas, w = 1 et le nombre

I:/abf(t)dt

désigne l'aire de la région délimitée par I’horizontale y = 0 et les deux verticalest =a et t =b
dans le graphe de la fonction f.
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Chapitre 5. Méthodes d’intégration numérique

f(a)

f(t)

f(b)

Variable t

FIGURE 5.1 — L’aire correspondant a la valeur de I'intégrale

Deux cas se présentent pour le calcul exact de cette intégrale. Soit une telle intégrale peut étre
calculée analytiquement, soit le calcul d’une aire se raméne a un calcul de primitives F', de la
fonction f qu’on suppose continue, ot

b
/ () de = F(b) — F(a),
sauf que F' peut aborder étre une fonction compliquée a calculer.

Les méthodes de Newton-Cotes consistent ainsi & approcher l'intégrale I par

b
I ~ / Pf(t) dt

ou Py est le polynéme qui interpole la fonction f aux points distincts 2o, %, ..., ¢, équirépartis
entre a et b. Py s’exprime en fonction des n + 1 polynomes de Lagrange L;, ¢ = 0,...,n

_ Zf(ti) Li(t) = Zf(tz) II tt,__?:

j=0g#i "

Ainsi 'intégrale I est approchée par

b n b
I ~ / Py(t) dt = Zf(ti)/ Li(t Zf b_i) (b—a) Zwl t:)

Par suite, le calcul de I'intégrale d’'une fonction est approchée par le calcul exact de I'intégrale
d’un polynome interpolant cette fonction en certains points t; pour ¢ = 0, ..., n. Plus précisément
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5.1. Les méthodes de Newton-Cotes simples

on aura recours & des combinaisons linéaires de valeurs de la fonction f & intégrer en des points
t; pour i = 0,...,n de l'intervalle [a,b] : f; = f(t;), pour ¢ = 0,...,n. On obtient la formule
d’intégration numérique dite aussi formule de quadrature.

b n n
I = / f(t) dt ~ Zwi f(t:) = sz‘ fi
a i=0 i=0

Les points ¢; sont appelés les noeuds de la formule et les w; sont les poids.

5.1 Les méthodes de Newton-Cotes simples

Soit I'intervalle [a, b], on notera h=b-a . Nous présentons a présent quelques une des méthodes
d’ordres les plus bas.

5.1.1 Meéthode des rectangles

Cette méthode consiste & interpoler la fonction f par des polynémes constants (correspondant
a n = 1). Py(t) est 'interpolé linéaire de la fonction f au point a, soit b, soit “f2. Ainsi, on
approche l'intégrale I par

[~ (b—a) fla)

On distingue trois choix courants :

e La Méthode des rectangles a gauche consistant & approcher l'intégrale I par I’aire du
rectangle de base [a, b] et de hauteur f(a) :

I ~ (b—a) f(a)
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Chapitre 5. Méthodes d’intégration numérique

fa) Y

f(t)

* fb)

Variable t

FIGURE 5.2 — Méthode des rectangles a gauche appliquée a l'intervalle [a, b]

e La Méthode des rectangles a droite consistant a approcher l'intégrale I par l'aire du
rectangle de base [a, b] et de hauteur f(b) :

I ~ (b—a) f(b)
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5.1. Les méthodes de Newton-Cotes simples

f(a)

f(t)

_ f(b)

Variable t

FIGURE 5.3 — Méthode des rectangles a droite appliquée a l'intervalle [a, 0]

e La méthode des points milieux correspondant & o = “T“’ Cette méthode utilise également le
polynéme constant pour approcher la fonction f. On approche 'intégrale [ par 'aire du
rectangle de base [a,b] et de hauteur f(%t2) :

I~ (b—a)f<“;“b>
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Chapitre 5. Méthodes d’intégration numérique

f(a)
s
f(a+b/2)
"\
\.~~~
~h~n..“ f(b)
a (a+b)/2 b

Variable t

FIGURE 5.4 — Méthode des points milieux appliquée a 'intervalle [a, b]

5.1.2 Meéthode des Trapézes

Cette méthode consiste a interpoler la fonction f par des polynomes de degré 1 (correspondant
an = 2). P(t) est 'interpolé linéaire de la fonction f aux points a et b. Ainsi, on approche
'intégrale I par l'aire du trapéze délimité par les 4 points (a,0), (b,0), (a, f(a)) et (b, f(b). On
écrit :

(b—a)
2

[ ~ (f(a) + f())
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5.1. Les méthodes de Newton-Cotes simples

. (b)

f(t)

f(a) T

Variable t

FIGURE 5.5 — Méthode des Trapézes appliquée a Uintervalle [a, b]

5.1.3 Meéthode de Simpson

Cette méthode consiste a interpoler la fonction f par des polyndémes de degré 2 passant par les
trois points (a, f(a)), (“£2, f(%£2)) et (b, f(b). On remplace le segment joignant (a, f(a)) et (b,
f(b)) de la méthode du trapéze par la portion de parabole passant par ces deux points et le
troisiéme point (%2, f(%2). On obtient :

029 (f(a) +4f(“;b) " f(b)>
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Chapitre 5. Méthodes d’intégration numérique

fla+b/2)
A
T f(b)
) A /’ ~e
- //’ ’//
—~ q /
= ///,—’//
f(a) “::-——!!!
a (a+b)/2 b
Variable t

FIGURE 5.6 — Méthode de Simpson appliquée a Uintervalle [a, b]

5.1.3.1 Meéthodes d’ordre élevé

Pour des ordres supérieurs, on remarque que plus les méthodes de Newton-Cotes simples sont
basées sur des polynomes de degré élevé, plus elles sont lentes mais plus elles sont précises. On
cite parmi lesquelles :

e Méthode de Simpson 3/8 Sa formule relative de degré 3 s’écrit, :

<f(to) 13 (flt) + (t) + f<t3>)

e Méthode de Boole-Villarceau Sa formule relative de degré 4 s’écrit :

(b—a)

[ ~
90

(7 Flts) + 32 f(tr) +12 f(t2) + 32 f(ts) + 7f(t4))

e Meéthode a 8 points Sa formule relative s’écrit :

7(b—a)

I~ 955510

(751 (Fto) + F(t2)) + 3577 (F(t2) + f(te)) + 1323 (f(t) + F(ts))
12089 (f(ts) + f(t4)))
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5.2. Les méthodes de Newton-Cotes composites

e Méthode a 9 points Sa formule relative s’écrit :

_4(b—a)

127575 (989 (f(to) + f(ts)) + 5888 (f(t1) + f(tr)) — 928 (f(t2) + f(ts))

+ 10496 f(t5))

e Meéthode a 10 points Sa formule relative s’écrit :

_9(—aqa)

ST (2857 (f(to) + f(te)) + 15741 (f(t1) + f(ts)) + 1080 (f(t2) + f(t7))

+ 19344 (f(t3) + f(ts)) + 5778 (f(ts) + f(ts)))

e Méthode a 11 points Sa formule relative s’écrit :

_5(—a)

~ 3203136 (160067 (F(to) + F(t0)) + 106300 (f(t:) + f(ts)) — 48525 (f(t2) + f(t5))

+ 272400 (f(t3) + f(t:)) — 260550 (f(ts) + f(ts)) + 427368 f(t5)>

5.2 Les méthodes de Newton-Cotes composites

b—a
On découpe 'intervalle [a, b] en n segments de méme longueur h = ——. On suppose que ty = a
n

et t, = b et que les points ¢; sont espacés réguliérement entre les bornes a et b : {t; =a+1i h}
pour i = 0,...,n avec t;;; —t; = h. On note I; = [t;,t;_1] pour j =0,...,n — 1 tel que

Ainsi, on approche l'intégrale I par une simple somme des approximations des segments /;
obtenue en appliquant sur chacun desquels la méthode de Newton-Cotes simple. Sur chaque
intervalle, une méthode de degré m + 1 évalue la fonction & intégrer en m + 1 points. Ainsi la
précision de toutes les méthodes de Newton-Cote augmente avec le nombre de points utilisés
et constitue par suite une alternative au probléme des polyndémes de grand degré.

5.2.1 Meéthode des rectangles

La méthode des rectangles composite consiste a appliquer la méthode des rectangles simples

sur chacun des n intervalles I; en interpolant la fonction f par les n polynomes constants P;(t)
Litti+n

57—, pour j =0,...,n — 1. Ainsi, on approche I'intégrale I par

au point t;, t;1; ou

On distingue trois choix courants :
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Chapitre 5. Méthodes d’intégration numérique

e La Méthode des rectangles a gauche consistant & approcher chacune des intégrales I;
par 'aire du rectangle de base [t;,t;11] et de hauteur f(¢;) :

n—1
I~ hY ft)
§=0
f(to)
\
\\\
\
\\
N
\
- | 1)
s 0
~\~~~~
\\\\ f(l’2)
~
~n~h~....‘ f(tS)
h h h
t L t t,

2
Variable t

FIGURE 5.7 — Méthode composite des rectangles a gauche correspondant a n = 3

Dans cette figure, la méthode composite des rectangles a gauche est appliquée a I'intervalle
[a,b] = [to, 3], qu’on a subdivisé en 3 sous-intervalles [to, 1], [t1,%2] et [t,t3] sur chacun
desquels on applique la méthode des rectangles a gauche.

e La Méthode des rectangles a droite consistant a approcher chacune des intégrales /; par
'aire du rectangle de base [t;,?;41] et de hauteur f(t;41) :
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5.2. Les méthodes de Newton-Cotes composites

f(to)

fit,)

f(t)

f(t,)

ftt,)

to ty f2 i3
Variable t

FIGURE 5.8 — Méthode composite des rectangles a droite correspondant a n = 3

a+b

5 Cette méthode consiste a approcher

e La méthode des points milieux correspondant a o =

chacune des intégrales I; par I'aire du rectangle de base [t;,%;11] et de hauteur f (%) :

n—1
I ~ h Zf(—tj +2tj+1)
§=0
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f(to)

N ft1)

f(t)

«\\ f(to)

] )

to t1 to t3
Variable t

FIGURE 5.9 — Méthode composite des points milieux correspondant & n =3

5.2.2 Meéthode des Trapézes

On approche U'intégrale I par la somme des n aires des trapézes délimités par les 4 points (¢;,0),
(tiv1,0), t;, f(t;)) et (tiy1, f(tiz1)), pour j = 0,...,n—1. Chacune de ces aires vaut h %
On écrit :
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5.2. Les méthodes de Newton-Cotes composites

f(t3) fity)
/ ™
'f ™
“" iu\.\ f(t5)
/
/
ity A
/
/ﬂ
= fity)
)
s "
t1 to t3 t4 tg
Variable t

FIGURE 5.10 — Méthode composite des Trapézes correspondant a n = 4

5.2.3 Meéthode de Simpson

Cette méthode consiste a interpoler la fonction f sur chacun des n intervalles par des polynémes
de degré 2 reposant sur une interpolation & trois points (¢;, f(¢;)), (thr;j*l,f(thr;j*l)) et
(tj+1, f(tj+1). On obtient :

n/2 n/2—1

P2 4 Y s +2 3 flt) + 1i6)

Remarque 5.1. On ne peut pas appliquer la méthode de Simpson pour des valeurs de n im-
paires car cette derniére n’est appliquée que sur chacun des n intervalles [to;; ta; o), tirées d’une
subdivision en 2n intervalles par les points :

bh—
ti=a+ith pour i =0,....2n —1 et h= a‘

2n
1.1
I :/ In(t) dt
0.1

1. Par la méthode composite des Trapézes généralisée

Ezemple : Déterminer 'intégrale

pour n = 10.

Db et Ameur 111
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Par la méthode composite de Simpson
Par la méthode composite des rectangles a droite et a gauche

Par la méthode composite des points milieux

ovs W

Comparer les méme pour les différents pas d’espace : h = 0.2 et h = 0.5. Déduire une
conclusion.

On définit la fonction f telle que f(¢) = In(t) et on a que

1.1
I = / In(t) dt = (¢ In(t) — t)(l_l) — (¢t In(t) — t) o1 = - 0-664900292.
0

1

1
Sachant que n = 10 correspond a h = 0 0.1, on découpe 'intervalle [0.1;1.1] en 10 segments

dont les bornes équidistants sont telles que

fo=0.1 || /(fo) = f(0.1) = In(0.1) = —2.30259
=02 || f(l) = f(02) =In(0.2) = —1.60944
to=03 || f(f2) = f(0.3) = In(0.3) = —1.20397
fs = 04 || f(ts) = f(0.4) = In(0.4) = —0.91629
fa=05 || f(ta) = F(0.5) = In(0.5) = —0.69315
t5= 0.6 | [(i5) = (0.6) = In(0.6) = —0.51083
ts= 0.7 || f(tc) = F(0.7) = In(0.7) = —0.35667
t: =08 || f(t) = f(0.8) =In(0.8) = —0.22314
ts=0.9 || [(fs) = f(0.9) = In(0.9) = —0.10536
ty=1 f(te) = f(1) =In(1) =0

f10 = L1 | f(tro) = F(1.1) = In(1.1) = 0.09531

1. La formule de la méthode composite des Trapézes appliquée a l'intégrale I pour n = 10 et
h = 0.1 s’écrit :

9

Ir ~ h (M+Zmi>) —h <ln<t° ) + Inft1o) Zln ) ~ - 0.67225.

2 ,
i=1

2. La formule de la méthode composite de Simpson appliquée a 'intégrale I pour n = 10 et
h = 0.1 s’écrit :

Is ~ h (f(to) + fto) +4 Yig fltain) +2 iy f(t2i+2))

3
h
= g <1H<t0) + hl(tlo) +4 Z?:O 1n<t2fi+1) + 2 Z?:O ln(tQHQ)) ~ - 0.66548

3. La formule de la méthode composite des rectangles & droite appliquée a I'intégrale I pour
n =10 et h = 0.1 s’écrit :

10 10
Ing ~ h Y f(t:) = h Y In(t;)~- 0.55235
=1 =1
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5.2. Les méthodes de Newton-Cotes composites

et celles des rectangles a gauche

9
Irg ~ h Zf(ti) = h
i=0

9

> In(t;) ~ - 0.79214.

1=0

4. La formule de la méthode composite du point milieu appliquée a I'intégrale I pour n = 10

et h = 0.1 s’écrit :

9
I ~ by _f
1=0

9

ti + it b+t
——— | = h E In[ ———— ) ~-0.661 .
< 5 ) 2 n< 5 ) 0.661306

On remarque bien d’aprés le tableau ci-dessous, rassemblant les valeurs des intégrales
approchées de l'intégrale I, que la méthode de Simpson approche le mieux la valeur de

cette intégrale.

Méthode Exacte Trapézes Simpson Rectangle Rectangle Point milieu
a droite a gauche
Valeur -0.664900292 -0.67225  -0.66548 -0.55235 -0.79214 -0.661306
5. Nous regroupons les différents résultats dans le tableau ci-dessous
| Méthode [ h=0.1 | h=0.2 | h=0.5
Exacte -0.664900292 | -0.664900292 | -0.664900292
Trapézes -0.67225 -0.692558 -0.807231
Simpson -0.66548 -0.6649686 -0.69637816
Rectangle & gauche || -0.55235 -0.32348 -1.406705
Rectangle a droite || -0.79214 -0.452769 -0.20757
Point milieu -0.89157 -0.651939 -0.606170
Ezxemple : Déterminer 'intégrale
I = / cos(t) dt
0
pour n = 4.
1. Par la méthode composite des Trapézes généralisée
2. Par la méthode composite de Simpson
3. Par la méthode composite des rectangles a droite et a gauche
4. Par la méthode composite des points milieux
On définit la fonction f telle que f(t) = cos(t) et on a que
I = /0 cos(t) dt = (sin(t))em — (sin(t))(o) = 0.
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Sachant que n = 4 correspond & h = %, on découpe l'intervalle [0; 7] en 4 segments dont les

bornes équidistants sont telles que

F(t1) = cos G) = 0.707106

tgzg f(te) = cos <g) =0

3
ts = 2= || f(ts) = cos <Zﬂ) — —0.707106

ly=m f(ty) = cos(m) = —1

1. La formule de la méthode composite des Trapézes appliquée & l'intégrale I pour n = 10 et
h = 0.1 s’écrit :

Ir ~ h (M + 23: f(tl-)) S (COS(tO) eoslty) | icos(t,)) ~ 0.

2 2 ’
=1

2. La formule de la méthode composite de Simpson appliquée a l'intégrale I pour n = 10 et
h = 0.1 s’écrit :

Ig ~ g <f(to) +f(ta) +4 i f(tairn) +2 f(tz))

h
=3 (Cos(to) +cos(ty) +4 S, cos(tgirr) + 2 COS(tQ)) ~ 0.

3. La formule de la méthode composite des rectangles & droite appliquée a l'intégrale I pour
n =10 et h = 0.1 s’écrit :
4 4

Irg >~ h Zf(t’) =h Zcos(ti):%

i=1 i=1

et celles des rectangles a gauche
3 3 -
Ipy ~ h ;f(ti) =h ;cos(ti) ~
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9.3. Analyse de 'erreur dans les méthodes d’intégration

4. La formule de la méthode composite du point milieu appliquée a I'intégrale I pour n = 10
et h = 0.1 s’écrit :

3 3
t; +1; t; +1;
Iy >~ h E f(%) =h E Ccos (%) ~ 0.
=0 i=0

On remarque bien d’apreés le tableau ci-dessous, rassemblant les valeurs des intégrales appro-
chées de I'intégrale I, que la méthode de Simpson approche le mieux la valeur de cette intégrale.

Méthode || Exacte Trapézes Simpson Rectangle Rectangle Point milieu
a droite a gauche
T T
Val 0 0 0 — -— 0
aleur 1 1

5.3 Analyse de erreur dans les méthodes d’intégration

On définit ) ,
Ef = / f(t) dt — Py(t) dt

comme étant l'erreur faite lorsqu’on remplace fabf(t) dt par fab P4(t) dt. On obtient les majo-
ration des erreurs suivantes :

Théoréme 5.1. Sila fonction f est de classe C (c-a-d continu et différentiable sur ’intervalle
la,b]), L’erreur de la méthode des rectangles peut étre estimée en utilisant les développe-
ments en série de Taylor ou le théoréeme des accroissements finis on trouve alors pour

h=b—a:
(b

N2
|B| < Ta)M

o M' = supy, (1f') est un majorant de f' sur Uintervalle [a,b].

On déduit que la méthode des rectangles est une méthode d’ordre 1 car Ky = 0 (%) =0(h).

L’erreur de la méthode des rectangles composée est simplement la somme de toutes les
erreurs :

MM{

|Es| < 77

e Sila fonction f est de classe C* (c-a-d 2 fois continument différentiable sur l'intervalle [a, b)),
la méthode des trapezes donnera une erreur majorée par :

(b—a)®
12

ot M" = supy, (1f"]) est un majorant de f" sur Uintervalle |a,b).

|Ef| < M’

On déduit que la méthode des Trapézes est une méthode d’ordre 2 car E; = 9(%) =
0(h?).
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Ainsi la méthode des trapézes composée donnera une erreur majorée par :

(b — a>3 M’

Brl < T5m

e Sila fonction f est de classe @' (c-a-d 4 fois continument différentiable sur l'intervalle [a,b]),
la méthode de Simpson donnera une erreur majorée par :

|Ef| < b=af
90

ot MY = supy, , (1f@]) est un majorant de f@ sur intervalle [a, b)].
la méthode de Simpson composée donnera une erreur majorée par :

(b —a)® 4)
1l = gy MY

On déduit que la méthode de Simpson est une méthode d’ordre 4 car By = 0(#) = 0(h").

Cette expression du terme d’erreur signifie que la méthode de Simpson est exacte (¢’est-
a-dire que le terme d’erreur s’annule) pour tout polynéme de degré inférieur ou égal a 3
car elles vérifient f® = 0.

5.4 Les méthodes de Gauss

La méthodes de Gauss, dites aussi méthodes de quadratures de Gauss sont des méthodes
exactes pour des polynomes de degré inférieur ou égal & (2n+1) points et permettent également
de calculer des intégrales singuliéres ou la fonction f & intégrer devient infinie en certains points.

Les méthodes de Gauss consiste a approcher numériquement l’'intégrale par la somme pondérée
suivante :

[ e de = 3w s

ou

e w; sont appelés les coefficients de quadrature ou poids,

e les points ¢; ou neeuds sont des réels distincts racines des polynomes de Legendre calculés
sur [—1, 1]

e l'intervalle [a, b] peut prendre les formes suivantes [a, b] ou [a, +00] ou encore R.

Il existe plusieurs types de la quadrature de Gauss qui varient en fonction du domaine d’inté-
gration [a, b] et de la fonction de pondération w, on cite parmi les plus courantes :
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e Méthode de Gauss-Legendre définie pour [a,b] = [—1,1] et w =1

1

f(t) dt ~

n

Z w; f(tz)

ou les t; sont les zéros des polyndmes de Legendre.

e Méthode de Gauss-Tchebychev définie pour [a,b] = [-1,1] et @

1
V1—1t?

L
/1v1—t2

ft)d

A sz‘ f(t:)
=1

ou les t; sont les zéros des polyndmes de Tchebychev.

o Méthode de Gauss-Hermite définie pour [a,b] = R et w = "’

/_ S e S wn [ (1)

1

ol les t; sont les zéros des polyndmes de Hermite.

5.4.1 Meéthode de Gauss-Legendre

La formule de Legendre-Gauss s’écrit sous la forme suivante :

/_ S de = 3w S0

ol les racines (; sont données dans le tableau ci-dessous :

L] L w,

2 || £0.5773502691 1

3 0 (0.8888888888
£0.7745966692 | 0.5555555555

4 || £0.3399810435 | 0.6521451548
£0.8611363115 | 0.3478548451

5 0 0.5688888888
£0.5384693101 | 0.4786286704
£0.9061798459 | 0.2369268850

6 || +0.2386191860 | 0.4679139345
£0.6612093864 | 0.3607615730
+0.9324695142 | 0.1713244923

Dans le cas ou l'intégrale n’est pas calculée sur Uintervalle [—1, 1] , mais sur un domaine [a, b],
on procéde avec un changement de variable afin d’appliquer la méthode de quadrature de
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Chapitre 5. Méthodes d’intégration numérique

Gauss-Legendre. Ainsi l'intégrale I est approchée par

b—a — b—a a+b
5 Zz:;wzf( 5 t; + 2)

b b—a (! b—a a+b
/af(t)dt: 5 /_1f( St )dt.

Exemple : Calculer l'intégrale [ = fol v 1+ 2t dt en employant la formule de Gauss-Legendre
appliquée a n = 3.

I ~

car

On pose f(t) =+/1+ 2t. L’intégrale I est approchée par
3

b—a < b—a a—+b 1 t; 1
2 ;w”{ p ity ) QZwlf(Q +2)

i=1

avec
t; 1 t; 1
t; - + = - + =
2 + 2 f<2 + 2>
0 0.5 1.414213562
-0.7745966692 || 0.1127016654 | 1.106979372
0.7745966692 | 0.8872983346 | 1.665712061
Par suite,
1
I ~ 3 ((0.8888888888) x (1.414213562) + (0.5555555555) x (1.106979372)
+ (0.5555555555) X (1.665712061)).
D’ou

1
I = / V1+2tdt ~ 1.398731424.
0

T

Ezxemple : Calculer 'intégrale I = f04 t? cost dt en employant la formule de Gauss-Legendre

appliquée a n = 4.

On pose f(t) = t? cost. L’intégrale I est approchée par

4 4
b—a b—a a+b m 70
I ~ B izgl’wi f( 9 t; + 9 ) = Z izglwif(z(ti+1))

avec
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T 7T

t; Z(tz +1) f(z(tz + 1))
-0.3399810435 || 0.518377676 | 0.233412695
0.3399810435 || 1.052418651 | 0.548776921
-0.8611363115 || 0.109063285 | 0.011894778
0.8611363115 || 1.461733041 | 0.232569837

Par suite,
I ~ % ((0.6521451548)><(0.233412695+0.548776921)+(0.3478548451)><(0.011894778+0.232569837)).
D’ou

i

I = / 442 costdt ~ 0.467421367.
0

FEzxercice :

1. Déterminer l'intégrale
1
I = / e dt
0

1.1 Par la méthode composite des Trapézes généralisée

pour n =8

1.2 Par la méthode composite de Simpson
1.3 Par la méthode composite des rectangles a droite et a gauche
1.4 Par la méthode composite des points milieux
2. Déterminer le nombre de points n nécessaire afin d’approcher 'intégrale [

2.1 al'aide de la méthode composite des Trapézes généralisée avec un ordre de précision
de 1072

2.2 a l'aide de la méthode composite de Simpson avec un ordre de précision de 10~*
2.3 a 'aide de la méthode composite des rectangles avec un ordre de précision de 1071

3. Evaluer les erreurs faites pour chacune des méthodes précédentes et comparer les avec les
résultats de la question 2

[ =

= 0.125,

e

On définit la fonction f telle que f(t) = e~**. Sachant que n = 8 correspond a h =

= 0o

on découpe l'intervalle [0; 1] en 8 segments dont les bornes équidistants sont telles ¢

Db et Ameur 119



Chapitre 5. Méthodes d’intégration numérique

1.

2.

120

to =0 f(to) = f(0) =1

f, = 0.125 || f(t1) = f(0.125) = 0.984496437
fs = 0.250 || f(f2) = f(0.250) = 0.939413062
fs = 0375 || /(1) = [(0.375) = 0.868815056
fa=05 || f(ta) = [(0.5) = 0.77830783

fs = 0.625 || f(t5) = f(0.625) = 0.676633846
fs = 0.750 || f(t6) = £(0.750) = 0.569782824
t- = 0.875 || f(t-) = f(0.875) — 0.465043188
fs = 1 F(ts) = f(1) = 0.367879441

La valeur exacte de l'intégrale I est égale a 0, 74682.

1.1 La formule de la méthode composite des Trapézes appliquée a I'intégrale I pour n = 8
et h = 0.125 s’écrit :

" A
Ir ~ h <w+z f(ti)) = h <$+26—t?) ~ 0.745865614.

1.2 La formule de la méthode composite de Simpson appliquée a 'intégrale I pour n = 8
et h = 0.125 s’écrit :

h

Is ~ 3 (f(to) + f(ts) +4 Z?:o f(taiz1) + 2 Z?:o f(t2i))

h( e 2 2
=3 <e_t0 fe o443 et 42 30 e‘t%) ~ 0.7/682612.

1.3 La formule de la méthode composite des rectangles a droite appliquée a l'intégrale [
pour n = 8 et h = 0.125 s’écrit :

8 8
Ing ~ h Y f(t:) = h > e ~0.785373149
i=1 =1

et celles des rectangles a gauche

7 7
[Rg ~ h Zf(tz) =h ZeitQ
=0

1=0

12

0.706358079.

1.4 La formule de la méthode composite du point milieu appliquée a l'intégrale I pour
n =38 et h =0.125 s’écrit :

7 (t; + ti+1)2

7
ftt, Ry
~ h Zf(%) 0y e 2 ~0.7147303578.

=0 i=0

Déterminons les valeurs de n selon :
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5.4. Les méthodes de Gauss

2.1 la méthode des trapézes composée donnera une erreur majorée par :

1 "
Byl < g5 s (17(0))

Afin de déterminer la valeur de supy ; (|f”|), construisons tout d’abord le tableau
de variation de la fonction f”. Sachant que f'(t) = —2te ", f"(t) = =2~ 412"’
et fO(t) = 4te (3 — 2t%), on a

3

; VB Y3
2 2

¢ - |+ | +

et + |+ | +

3—2t° + |+ | +

FRIOH| -1 + 1 + |

Sur Dintervalle [0, 1], la fonction f©®)(¢) est croissante et on a f”(0) = —2 et f"(1) =

2
—. Ainsi la fonction | f”(t)| atteint son sup pour |f”(0)|= 2. D’ou
e

1
Byl < 55

Par suite, le nombre de points n nécessaire afin d’approcher 'intégrale I a I’aide de
la méthode composite des Trapézes généralisée avec un ordre de précision de 102
est égal a :

1 10
<1072 = n> - — > 4.0824.
6n% — n_\/é n 24 4

2.2 la méthode de Simpson composée donnera une erreur majorée par :

1
. @
2 T GOl

Afin de déterminer la valeur de supy (|f@(t)]), construisons tout d’abord le ta-
bleau de variation de la fonction f®)(t). Sachant que f®) () = 4e~"(3 — 1262 4 4t%)
et fO(t) = 8te " (t> — 1)(—4t> + 15), sur lintervalle [0,1], la fonction f©®)(t) est

20
croissante et on a f®(0) =12 et f@ (1) = =. Ainsi la fonction |f*)(¢)| atteint son
e

sup pour |f®(0)|=12. D’ou
12
B < ——.
|| < 180 nt
Par suite, le nombre de points n nécessaire afin d’approcher 'intégrale I a I’aide de
la méthode composite des Trapézes généralisée avec un ordre de précision de 102
est égal a :

1
<107 — n> .
15n%t — n—415

3. Déterminons les erreurs relatives & n = 8 selon les méthodes suivantes :
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3.1 la méthode des trapézes composée donnera une erreur majorée par :

1 1
E,| < — — 0.002604166.
|Ex| < 6n2 6 x82

3.2 la méthode de Simpson composée donnera une erreur majorée par :

12 1
E < = = 0. 1627.
|By| < 180 n4 15 x 84 0-00001627

Ces résultats sont tout a fait en accord avec les considérations théoriques précédentes.
Noter comment la méthode des Trapézes donne une approximation a 2.1073 < 1072
et la méthode de Simpson donne une approximation & 2.107° < 10~ avec seulement
8 valeurs de la fonction f.
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Chapitre 6

Résolution des équations différentielles

6.1 Solution générale d’une équation différentielle

Soit O un ouvert de R x R™ et f : O — R™ une application continue. On considére 1’équation
différentielle :

y = flty), (ty) €O. (6.1)

On appelle solution sur I € R de l’équation différentielle :

toute application y : U — R™, dérivable surl telle que
(t,y(t) €O, VteU
y'(t) = f(t,y(t), VvteU

avec y(t) = (y1(t), va(t), -, ym(t)) et [ = (f1(t), fo(t); s Fn(D))-

Ainsi I'équation s’écrit sous forme d’un systéme différentiel du premier ordre a m fonctions
inconnues (y1, Yo, .., Ym) :

\ y;n(t) = fm(tvyl(t)a yQ(t)a'“v ym(t))'

6.2 Probléme de Cauchy

Le probléme de Cauchy consiste a déterminer une solution en partant d’une valeur donnée ¢,
appelée aussi donnée initiale.

Définition 6.1. Probléme de Cauchy. Etant donné un point (ty,y,) € O, le probléeme de
Cauchy consiste a déterminer une solution y : U — R™ de l’équation différentielle [6.1] sur un
intervalle U = [0, T| contenant ty, avec T un réel strictement positif et telle que y(ty) = yo.
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Chapitre 6. Résolution des équations différentielles

Le probléme de Cauchy s’écrit, :

{ y'(t) = f(ty(t)),
y(to) = o

Résoudre le probléme de Cauchy revient a prévoir 1’évolution du probléme suivant le paramétre
t, sachant qu’en ¢ = t¢; le systéme est décrit par les paramétres yo = (Yo1, Yoz, ---» Yom)- (o, Yo)
sont les données initiales du probléme de Cauchy.

Lemme 6.1. Une fonction y : U — R™ est une solution du probléme de Cauchy de données
initiales (to,yo) si et seulement si

(1) La fonction y est continue
(2) (t,y(t)) € O, Vte U
BYVEeU, yt) = yo + [, fz,y(x)) da

Ce lemme montre que la résolution d’une équation différentielle est équivalente a la résolution
d’une équation intégrale et donc la solution a I'instant t dépend uniquement de la solution aux
instants t tels que t5 <t <'t.

Théoréme 6.1. (Théoréme de Cauchy-Lipschitz) Sila fonction f est continue par rapport
aur deuxr variables t et y, et que f est uniformément Lipschitzienne par rapport a y dans le
sens :

L > 07 Vt € [tOvT]v vy17y2 € R, |f<t7y1> - f<t7y2)| < L ‘yl _y2|

alors par tout point (to,yo) passe une solution unique et toute suite de solutions approchées
converge vers la solution ezacte y € €*([0,T1]).

6.3 Reésolution explicite des équations différentielles

Ce paragraphe est consacré a la résolution d’équations de type suivant :
e Equations différentielles linéaires sans second membre : y/(t) = A(t) y(t),

e Equations différentielles linéaires avec second membre : o/ (t) = A(t) y(t) + B(t).

6.3.1 Reésolution des équations différentielles linéaires sans second
membre de la forme y/(t) = A\(¢) y(t)

Théoréme 6.2. Soit o : U — R une primitive de la fonction A sur U. L’ensemble des solutions
sur Uintervalle U de [équation différentielle y'(t) = A(t) y(t) est l’ensemble des fonctions
y:U — R, telles que :

y(t)=C e, VteU

ou C' est une constante réelle quelconque.

Recherche d’une solution des équations différentielles linéaires sans second membre :
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[’équation différentielle s’écrit sous la forme :

ou A est une fonction continue. Si on prend une primitive de chaque membre, les deux primitives
doivent étre égales & une constante prés :

In|y(t)] =alt) + C, CeR
y(t)] = e e

y(t) =mnef e avecn = =l.

Exemple : Résoudre et déterminer une solution sur R de ’équation différentielle :

v == y(t) =0,

2
Observons que dans ce cas la fonction A(t) = — n’est pas définie en £ = 0. On pourra donc

résoudre I'équation différentielle sur les deux intervalles | — oo; 0] et ]0; +oo[ séparément. La

méthode de résolution se détaille comme suit : La fonction ¢t — n est continue sur chacun des

intervalles et on a :

y'(t) 2

y(t)
Si on prend une primitive de chaque membre, les deux primitives doivent étre égales & une
constante pres :

In |y(t)] =In |t*| + InC, C € R.

L’exponentielle des deux membres donne
y(t) = C 2.

La solution de I’équation différentielle est donc

o Cy t* sur | —o00,0],
y(t) =
Cy t* sur |0, +ool.
Un cas particulier correspond & C; = —4 et C'y = 1. La fonction définie par :

—4t* sur | — oo; 0],
y(t) = )
t* sur |0; 00|

2
est solution de I’équation y'(t) — p y(t) = 0 sur | — 0o0; 0[x]0; 400].

On peut aussi chercher une solution vérifiant une condition initiale.

Proposition 6.1. Soit ty un point de ['intervalle U et yo un réel quelconque. Il existe une
fonction y(t) vérifiant y'(t) = A(t) y(t) et telle que y(to) = yo. Sa solution est définie par :

y(t) = yo </tt A(z) dx).
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Remarque 6.1. On applique les mémes techniques de résolution des équations différentielles
linéaires sans second membre pour les équations différentielles du type :

y'(t) = At) f(y(t)).

Théoréme 6.3. Existence et unicité de la solution du probléme de Cauchy Pour
tout couple (to,y0) € U x R, il existe une solution et une seule y de ’équation différentielle
y'(t) = A(t) y(t) sur Uintervalle U telle que y(to) = yo-

Définition 6.2. L’équation différentielle y'(t) = A(t) y(t) admet une infinité de solutions. Elles
sont toutes du type y(t) = C e, avec C € R. L’ensemble de ces fonctions solutions est appelé
famille de fonctions et [’ensemble des courbes représentatives de ces fonctions est appelé
famille de courbes.

Exemple : Résoudre et déterminer une solution sur R de ’équation différentielle :

t3
y'(t) — T y(t) =0, avec y(0) = 1.
t3

La fonction A(t) = T est continue sur R et admet comme primitive la fonction ¢t —
1
7L+t =1 + )1, don

ye) __F

y(t)y 1+t

1
In|y(t)] = 1 In(14+¢*) + InC, C €eR.

La solution générale de I’équation différentielle est donc la fonction définie par
y(t) = C VI — o YT+,

Puisque la donnée d’une condition détermine une solution unique, le calcul de la solution de
I'équation différentielle vérifiant y(0) = 1 est :

y(0) = CV1+0t =1 < C = 1.
t3
14 ¢4

y(t) = V1 -+t

Ezemple : Résoudre et déterminer une solution sur 'intervalle |0; +oo[ de I’équation différen-
tielle :

Par suite, la solution de I"équation y'(t) — y(t) = 0 vérifiant y(0) =1 est :

Vity'(t) — y(t) = 0.
1
La fonction A(t) = 7i est continue sur ]0; +-oo[ et admet comme primitive la fonction ¢ — 2/
A une constante prés. Par suite, la solution de 1'équation v/t y/(t) — y(t) = 0 est :

y(t) = C V1.
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T
Ezxemple : Résoudre et déterminer une solution sur l'intervalle ]0; 5[ de I’équation différen-

tielle :
y'(t) — (1 +tan®t) y(t) = 0.

La fonction A(t) = 1+ tan’t =
a fonction \(t) + tan p—y

la fonction ¢ — tant a une constante prés. Par suite, la solution de I’équation y/'(t) — (1 +
tan®t) y(t) = 0 est :

s
est continue sur ]0; 5[ et admet comme primitive

y(t) — C etant.

Proposition 6.2. Dans le cas particulier ou la fonction X\ est la fonction constante, la solution
de Uéquation différentielle y'(t) = A\y(t) est :

y(t)=C et
Ezxemple : Résoudre et déterminer une solution sur I'intervalle R de ’équation différentielle :
y'(t) +4y(t) =0, avec y(0) = 1.

La fonction A(¢) = 4 est continue sur R et admet comme primitive la fonction t — 4 ¢ & une
constante pres. Par suite, la solution de 'équation y/(¢) + 4 y(t) = 0 est :

y(t) = C et

Puisque la donnée d’une condition détermine une solution unique, le calcul de la solution de
I'équation différentielle vérifiant y(0) = 1 est :

y(0) = Ce™* =1 < C = 1.
Par suite, la solution de I’équation y'(t) + 4 y(t) = 0 vérifiant y(0) = 1 est :

y(t) = e "
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FIGURE 6.1 — Partie de la famille de fonctions solutions de I'équation différentielle 3/ (¢)+4 y(t) =
0 (La fonction solution avec condition initiale est représentée en noir).

6.3.2 Reésolution des équations différentielles linéaires sans second
membre de la forme y/'(¢) + A(¢) y(t) = v(¢)

On cherche a résoudre des équations du type :

y'(t) = A(t) y(t) + B(t)

ou A et 3, le second membre, sont deux fonctions définies et continues sur un intervalle U de
R.

Théoréme 6.4. Soit o : U — R une primitive de la fonction A sur U et y une solution
particuliere de 'équation différentielle y'(t) = A(t) y(t) + B(t) définie sur lintervalle U.
L’ensemble des solutions sur U'intervalle U de [’équation différentielle y'(t) = A(t) y(t) + B(t)
est ’ensemble des fonctions y : U — R, telles que :

y(t) = g(t) + C eV VteU

ou C' est une constante réelle quelconque.
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On retiendra que la solution générale de 1'équation différentielle y'(¢t) = A\(t) y(¢) + 5(¢) est la
somme d’une solution particuliére et de la solution de I’équation homogéne.

+ ¢ e

solution générale de l’équation sans second membre

Yy = y
~— ~—~

solution générale de l’équation avec second membre solution particuliére

Recherche d’une solution des équations différentielles linéaires avec second membre :
Méthode de variation de la constante

Pour résoudre une équation différentielle du premier ordre y'(t) = A\(¢) y(t) + B(t), on procede
en deux étapes.

Ftape 1 : Déterminer les solutions de I’équation différentielle linéaire sans second membre as-

sociée. Ces solutions sont de la forme : C' e*® ot C' est une constante réelle et o une primitive
de la fonction A sur I'intervalle U.

Etape 2 : Trouver une solution particuliére § de 1'équation avec second membre y’ (t) =
At) y(t) + B(t), a 'aide de la méthode de variation de la constante qui n’est valable que
pour les équations différentielles linéaires et qui consiste a chercher la solution particuliére g
sous la forme :

j=C(t) e,

ot C'(t) est une fonction différentiable. En dérivant la fonction g, il vient alors :
g(t) = C'(t) eV + A1) C(t) e = A(t) (t) + C'(t) e
En supposant que g est solution de I’équation différentielle avec second membre, on obtient :
(1) = M) g(t) + B(t) = A1) §(t) + C'(1) 2.

Soit aprés simplification on en déduit C’(t) = B(t) e et on obtient la fonction C par
primitivation et ensuite la solution particuliére :

() = o /t:B(S) e—(s) Jg — exp(/t:)\(s) ds) (/t:ﬁ(s) e;pp< _ /t: Au) du))

Si de plus une condition initiale est imposée, alors on ajuste la constante C' en conséquence.

Ezxemple : Résoudre et déterminer une solution sur R de ’équation différentielle :

t3
y'(t) = T y(t) + V1 +t4 avec y(0) = 1.
3
La solution de 'équation différentielle sans second membre y/(t) = 7 y(t) est la fonction

définie par

y(t) = C V1 +t4
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Remplagons maintenant la constante C' par une fonction C'(¢), dérivable sur R, dans la solution
y(t) et en dérivant la fonction y, il vient alors :

t3

En supposant que C(t)v/1+ t* est solution de I’équation différentielle linéaire avec second
membre, cela donne :

y(t)=C'(V1+tt+C(t)

s 13 . vl 3 s -
yuy_0@37yzgﬁ+wﬂ+¢._C@ZTTI;§+(M0 1+t

Il reste alors aprés simplification C'(¢) =1 d’on C(t) = t.

Une solution particuliére est donc la fonction définie par g(t) = tv/1 + ¢4
La solution générale obtenue par superposition de solutions est ainsi y(t) = tv/1 + t4+C~/1 + 4.
En tenant compte de la condition initiale y(0) = 1, on obtient C' = 1.

t3
1+ﬁy

Ainsi, la solution générale de I’équation différentielle avec second membre y/(t) = (t) +

V1 + t* vérifiant y(0) = 1, est :
y(t) = (t+ 1)V1+th

Exemple : Résoudre et déterminer une solution sur R de ’équation différentielle :

1 1
ty'(t) =2y(t) + t4’ avec y(1) = 3 et y(—1) = —5

2
La solution de I’équation différentielle sans second membre y/(t) = n y(t) est la fonction définie
par

Cy t? sur]— 00,0,
zM)Z{ t | |

Cy t* sur |0, +ool.
Remplacons maintenant les constantes C; et Cy par deux fonctions Cy(t) et Cs(t), dérivables
respectivement sur } — o0; 0[ et ]0; oo[, dans la solution y(¢) et en dérivant la fonction y par
rapport a t, il vient alors :
) — Ci(t)t* +2t Cy(t) sur]—oo,0]
CHt) 2 + 2t Cy(t) sur 0, 4o0l.

En supposant que C(t)t* est solution de 1’équation différentielle linéaire avec second membre,
cela donne :

342t Cy(t) =C1(t) 2 + 2t Cy(t) sur]— oo,0],
342t Cyt) = CL(t) t* + 2t Co(t) sur |0, +oo].

2

Il reste alors aprés simplification C(t) = C4(t) =t d’ou C1(t) = Co(t) = 3
t4

Une solution particuliére est donc la fonction définie par §(t) = 3
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La solution générale obtenue par superposition de solutions est ainsi
t4
Cy t* + — sur|—o0,0],
2
y(t) = 4
Co t? + 5 sur 10, 4-00].

—1
En tenant compte de la condition initiale y(1) = = et y(—1) = —, on obtient respectivement
; 00

2
E

Ainsi, la solution générale de ’équation différentielle avec second membre est :

1
2
C1 =0 et C5y = —1 sur les intervalles ] — 00 0[ et }0,

t4
— sur | — 00, 0],
2
y(t) = 4
3~ t* sur )0, +oo].

Exemple : Résoudre et déterminer une solution sur R de ’équation différentielle :

t(t—1)y'(t) +2y(t) +t*, avec y( — %) = h%Q, y(%) =In2 et y(g) = 9111%.
Observons que dans ce cas la fonction A(f) = ﬁ n’est pas définieent =0etent=1.0n
pourra donc résoudre ’équation différentielle sur les trois intervalles | — 0o; 0[, ]0; 1] et ]1; +00]
séparément. La méthode de résolution se détaille comme suit : La fonction ¢ — t(t_i—l) est
continue sur chacun des intervalles et on a :

y'(t) —2
y(®) t(t-1)

Si on prend une primitive de chaque membre, les deux primitives doivent étre égales & une

constante pres :
(t—1)?

In |y(t)] = —In | " | + InC, C €R.
L’exponentielle des deux membres donne
2
y(t) =C e

La solution de I’équation différentielle est donc

s 2
Cl m sur] —O0,0[,
t2
’y(t) = CQ m sur](),l[,
t2
\ Cg m Sur]l,—i—oo[.
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Remplagons maintenant les constantes Cy, Cy et C3 par deux fonctions C(t), Cy(t) et Cs(t),
dérivables respectivement sur ] — 00; 0[, }O; 1[ et ]1; 00 [, dans la solution y(¢) et en dérivant la
fonction y par rapport a t, il vient alors :

( 2 2t

C1(t) w—1p Ci(1) C—1p
V1) = § ) G = Calt) g s oL

sur | — 00, 0[,

Cs(t) (t_til)z — G(1) (t itl):s

sur |1, +o0/.

\
En reportant dans 1’équation différentielle linéaire avec second membre, cela donne :
b

3 2 t? 2 t2

Ci(t) T Ci(t) -1 + C(t) -1 2 sur] — oo, 0],
I 2 ¢ 2,
C(t) ronci 5 (%) (B + Cy(t) T =t sur]0, 1],
| e @2_72)2 +Cy(t) (tQ_tl)Q — £ sur]l, +oo]

t—1
Il reste alors aprés simplification C'(t) = C4(t) = C4(t) = — d’ou C4(t) = Ca(t) = Cs(t) =

t—Int.

t* (t —Int)
(t— 1)

La solution générale obtenue par superposition de solutions est ainsi

Une solution particuliére est donc la fonction définie par §(t) =

r c ; le)z N ﬂét_—ll)nj) sur | — 00, 0],
y(t) = { G, 0 Z)Q + tQ(Sf__ll;t) sur 10, 1],
Selv f21)2 i tz(gtt—_ll;t) ur 1, +ool
En tenant compte de la condition initiale y(— %) = IHTQ, Y (%) =In2ety (g) =1In %, on ob-
tient respectivement C = %, Cy = —% et O3 = —5 Sur les intervalles} — 00; 0[, }O; 1[et } 1; oo[.
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Ainsi, la solution générale de ’équation différentielle avec second membre est :

YA
¢ (t(t_llt): 2) I

oy = 4 F (t(t—ln1t>2— %) 0.1
| t? (lﬁ(t_lnlt)2 g) e |1, 0],

6.4 Reésolution numérique des équations différentielles

Les techniques de résolution des équations différentielles sont basées sur les formulations d’inté-
gration numérique pour les second membre f(¢,y(t)) (méthode de trapéze, méthode de Simpson,
méthode des rectangles,...) ou les développements de Taylor au voisinage de y,. Introduisons
tout d’abord les schémas explicites et schémas implicites :

Schéma explicite et schéma implicite : Si une approximation y,; de la valeur de la
fonction y(t) cherchée en un point ¢, s’exprime en fonction de y,, t, et le pas d’espace h, on
dit que le schéma est explicite et on écrit :

Yn+1 = Yn + Qp(tna Yn, h)

Si de plus, on fait intervenir y, 1, on dit que le schéma est tmplicite et on écrit :

Yn+1 = Yn + Sp(tna Yns Yn+1, h)

On distingue deux grandes familles de schémas de résolution numérique des problémes aux
conditions initiales pour les équations différentielles :

Les schémas a un pas : Ce type de schéma consiste a calculer une approximation vy,
de la valeur de la fonction y(¢) cherchée en un point ¢,,1, en fonction de y,, ¢, et le pas d’espace
h en utilisant des formules d’intégration numérique approchée. A titre d’exemple, on cite les
schémas d’Fuler explicite, amélioré ou schéma de Laz- Wendroff, implicite, modifié et le schéma
de Cranck Nicolson.

Les schémas a multi-pas ou pas multiples : Dans le but de construire des méthodes
d’ordre de précision élevé, on augmente le nombre de pas. Dans ce cas, la solution au point
t,i1 sera calculée en fonction des solutions aux pas précédents t,, t,_1,..., i.e, on utilise les
solutions calculées aux pas antérieurs 4, Yn_1, Yn_2, -... On cite a titre d’exemple les schémas
d’Adams-Bashforth, les schémas de Gear, les schémas de de Nystrom ou saute-mouton ou aussi
les schémas implicites d’Adams-Moulton.
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6.4.1 Méthodes numériques & un pas

Etant donné une subdivision ¢ty < t; < ... < ty de [to, L] avec ty = to+T', on cherche & calculer
les valeurs approchées y(to), 1, ..., y(tn) des valeurs y(t,) prises par la solution exacte y. Les
pas successifs sont notés
By =tnir —tn, 0<n<N-—1,
et on pose
hmaa} = max(hl, hg, ceey hN—l)-

6.4.1.1 Schéma d’Euler explicite et implicite
Sachant que la solution exacte y(t) d’une équation différentielle vérifie v'(t) = f(¢,y(t)), on
écrit :

Y(tni1) = y(tn) + /ttm f(t,y(t)) dt.

La méthode d’Euler (ou méthode de la tangente) consiste a construire une solution ap-
prochée y affine par morceaux en approchant l'intégrale par une formule utilisant des valeurs
de f(t,y(t)) sur intervalle [t,,t,1] bien que y(t) ne soit pas connue sur cet intervalle.

Ainsi, en appliquant la formule de Taylor appliquée a y(t) en t = t,, (appelée aussi la méthode

des rectangles "a gauche") et en supposant que que le pas h,, = t, 1 — t, est constant, h = %

ou N est un entier, on a au premier ordre ’approximation

Y(tnr) = y(tn +h) =y(t,) + 1 y/<tn) = y(tn) +h f(tn y(tn)).

On propose donc le schéma suivant :

Schéma d’Euler explicite : Partant de la donnée initiale yq, on calcule donc ¥, par

récurrence en posant

{tn+1 = t,+h 0<n<N-1,
Ynt1 = yn+hf(tn>yn>-

La solution approchée y s’obtient graphiquement en tracant pour chaque n les segments joi-
gnant les points (t,,y(t,)) et (tpe1, y(tns1)) puisqu’on confond la courbe intégrale sur [t,, t,1]
avec sa tangente au point (t,,y(t,)).

On peut aussi approcher l'intégrale en utilisant la formule de Taylor appliquée & y(t) en t = t,
(appelée aussi la méthode des rectangles "a droite") :
2

Y(tn) = y(tnr1) — h f(tnr1, y(tna)) + B) y"'(C), CE [tn, tns]-

On propose donc le schéma suivant :

Schéma d’Euler implicite ou rétrograde : Partant de la donnée initiale yg, on calcule

donc y,, 1 par récurrence en posant

{tn+1 = t,+h, 0<n<N-1,
Yntl = Yn T h’f(tn-l-l; yn+1).
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On dit que ce schéma est implicite car ¥, est défini implicitement comme solution de I’équation
non-linéaire
T = Yn + h f(tn+17x)'

Pour la résoudre, on fait alors appel aux méthodes de point fixe ou de Newton.

6.4.1.2 Schéma du point milieu ou schéma de Lax-Wendroff

Le schéma du point milieu, appelé aussi schéma d’FEuler amélioré consiste a remplacer la
pente de la tangente (¢,,y(t,)) dans le schéma d'Euler par la valeur corrigée au milieu de 1'in-
tervalle [t,,,t,11].

En appliquant la formule d’intégration par la méthode du point milieu, on a au premier ordre
I’approximation

Y(tpi1) = ytn +h) 2 y(t,) +hy (tn + g) =y(t,) +h f(tn + g,y<tn + g))

Par ailleurs, on approche la solution au point ¢, + % en utilisant le schéma d’Euler explicite :

ot 5) =)+ 5 Fltnpten)

D’ou en définitive

ltwer) = o(t) + 105 (14 3oa0) + 5 St

L’algorithme du point milieu donne lieu au schéma numérique suivant dit aussi Schéma de

Lax-Wendroff :

Schéma du point milieu ou Lax- Wendroff : Partant de la donnée initiale y,, on cal-

cule donc y,,;1 par récurrence en posant

thir = to+h, 0<n<N—I,
Ln = h.f(tna yn)a

h L,
Yn+1 :yn‘l'hf tn+§7yn+7>-

Remarque 6.2. On admet souvent la notation suivante :

h - h
Ynry = Yn+ 5 f(tayn) 00 Yuir = yo +hf (t" " §’yn+%>'
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6.4.1.3 Schéma d’Euler modifié

Le schéma d’Euler modifié appelé aussi schéma prédicteur-correcteur d’Euler-Cauchy est
inspiré du schéma implicite de Cranck-Nicolson o :

h
Yn+1 = Yn + §<f(tn>yn) + f(tn-‘rl)En-i-l))
avec

En+1 = Yn T+ hf(tnayn)

Le schéma d’Euler modifié consiste a remplacer dans le schéma d’Euler la pente de la tangente
(tn,y(t,)) par la moyenne de cette pente avec la On propose donc le procédé itératif d’ordre 2
suivant :

Schéma d’Euler modifié : Partant de la donnée initiale yy, on calcule donc y, 1 par

récurrence en posant

tn+1 = tn"‘ha
En+1 = Yn + hf(tnayn)a

h
Ynt1 = Yn+ 5 (f(tna yn) + f(tn-i-la En-H))'

6.4.1.4 Schéma de Cranck-Nicolson

En appliquant la formule d’intégration par la méthode du trapézes, on a :

y(tn-i—l) = y(tn) + g(f(tmy(tn» + f(tn-‘rlay(tn-l—l)))'

On propose donc le procédé itératif d’ordre 2 suivant :

Schéma de Cranck-Nicolson : Partant de la donnée initiale gy, on calcule donc y,,11
par récurrence en posant

tn+1 :tn+h, OSRSN—l,
h
yn-f—l) = Yn + 5 (.f (tna yn) + .f(tn-i-la yn+1)) .

6.4.2 Etude des méthodes & un pas : Ordre, convergence, stabilité et
consistance

Lors de la résolution des équations différentielles, il convient d’introduire plusieurs propriétés
mathématiques telles que la convergence, la stabilité et la consistance, on ajoute a ceci I'ordre
de précision d’une méthode.
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Dans les méthode a un pas, le calcul de y,, fait intervenir ¢,,, y,, et h. Ainsi les schémas & un
pas explicites peuvent se mettre sous la forme générique suivante :

1o donné,
yn+1 = yn+gp(tn7yn7h’>7 OSTLSN—l

et les schémas implicites sous la forme générique suivante :

1o donné,
Ynt1 = Yn + (P(tnaymyn-i-la h), 0<n<N-L1
Etant donnés f , ¢y et y(ty), soit y(t) la solution exacte de

{ y(to) = Yo,
y(t) = fty)).

6.4.2.1 Ordre de précision d’un schéma

Définition 6.3. L’erreur locale de consistance est la suite (e,) :

SCh'éma explicite €n = y(tn-‘rl) —Yn+1 = y(tn—i—l) - (yn + So(tnayna h))7 0 S n S N — 1a

Schéma implicite e, = y(tnr1) — Yns1 = Y(tns1) — (Yn + ©(tn, Yn, Yns1, h), 0 <n < N —1.
Définition 6.4. L’erreur de troncature est la suite (&,) :
En = |Y(tns1) — Ynga| = O(RPT), 0<n < N —1.
Définition 6.5. Un schéma numérique est d’ordre p si et seulement si

en = O(RP™') quand h tend vers 0.

6.4.2.2 Convergence d’un schéma

Un schéma numérique est dite convergent si la solution y construite selon le schéma numérique
considéré tend vers la solution y exacte de ’équation continue lorsque le pas de discrétisation
h tend vers 0.

Définition 6.6. Le schéma numérique
Ynt1 = Yn + ©(tn, Yn, h), 0<n < N—1, yo donné
est dit convergent par rapport a l’équation différentielle
y'(t) = flt.y(®), ylto) = wo

si pour toute solution exacte y(t) définie sur un intervalle [to,to + T| et toute suite (yn)n,
construite a partir de yo et d’une subdivision de [tq,to + T|, on a la relation suivante :

fim max |y(tn) —ya| = max les| = 0. (6.2)

(62) s’appelle relation de convergence uniforme.
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6.4.2.3 Stabilité et consistance d’un schéma

Définition 6.7. Un schéma numérique est dit stable s’il existe un ¢ indépendant de h, telle
que pour tout yo et Yo, les suites (Yn)n €t (Jn)n construites par récurrence selon les formules

Ynt1 = Yn+ @(tn:Yn,h), 0<n <N —1,

gn—l—l: gn+§0(tnagnah) + €n, OSHSN_L

N-1
—_ 0l < — .
[ Jnax Yn — Un| <0 <|y0 Jol + Z ‘5n|>

n=0

on a

Théoréme 6.5. (Condition suffisante de stabilité)
o Si @ est lipschitzienne par rapport a la deuxieme variable y, le schéma est stable.

o De plus, si L est la constante de Lipschitz pour o, alors la constante de stabilité est
§=elt.

Théoréme 6.6. Un schéma a un pas est consistant si et seulement si

V(t,y) €0, o(t,y,0) = f(t,y).

6.4.3 Meéthodes numériques multi-pas
6.4.3.1 Schémas d’Adams-Bashforth

Les schémas d’Adams-Bashforths sont basés sur une approximation de I'intégrale fti”“ f(t,y(t)) dt
par la quantité

tn41 T
J RTINS ST IR
tn i=0
avec les b; donnés sont d’ordre r.

Soit donc le schéma suivant, appelé schéma d’Adams-Bashforth a (r 4+ 1) pas

Yntl = Yn + D sz‘ f(tn—i,Yn—i), n>r.
i=0

Ce schéma fait intervenir (r+1) points (¢,_;, y,—;) pouri = 0,1, ..., et n’est valable qu’a partir
de n = r. Dans cet ordre, on approche les r premiéres valeurs y;, o, ..., 4. par un schéma a un
pas.

Schéma explicite d’Adams-Bashforth a 2 pas et d’ordre 2 :

Etant donné yq et y, calculés avec une méthode a un pas, on a

tn+1 :tn+h, 1§n§N—1,

i =+ (30w = ftas ).
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Schéma explicite d’Adams-Bashforth a 3 pas et d’ordre 3 :

Etant donné vy, y; et yo calculés avec une méthode & un pas, on a

tn+1 :tn+h, QSnSN—17

h
Ynt1 = Yn + E (23 f(tna yn) — 16 f(tnfla ynfl) +5 f(tnf27 ynf2)> .

Schéma explicite d’Adams-Bashforth a 4 pas et d’ordre j :

Etant donné vy, y1, y» et ys calculés avec une méthode a un pas, on a

tos1 = tn+h, 3<n<N-—1,

h
Yn+1 = Yn + ﬂ (55 f(tna yn) —99 f(tn—la yn—l) + 37 f(tn—Za yn—2) =0 f(tn—?n yn—S)) .

6.4.3.2 Schémas d’Adams-Moulton

Les schémas d’Adams-Bashforths sont basés sur une approximation de I'intégrale ftt”“ flt,y(t)) dt
tn+1

par la quantité [,"*" p(t) dt on p(t) est I'unique polynome de degré r 4 1 vérifiant

p(t:) = f(ti,y(t:)), i=n+1,n,n—1..,n—r

n

Soit donc la famille des schémas multi-pas implicites appelés schémas d’Adams-Moulton a r+1
pas

Yntl = Yn + h sz f(tn,i,yn,i), n>r.

i=—1

Ce schéma fait intervenir (r + 1) points (t,_;, Yyn—;) pour i = —1,0, ..., 7.

Schéma tmplicite d’Adams-Moulton a 1 pas et d’ordre 2 :

Etant donné gy, calculé avec une méthode a un pas, on a

tay1 = th+h, 0<n<N-1,

h
Yn+l = Yn + 5 (f(tn-i-la yn—l—l) + f(tnv yn))

Schéma tmplicite d’Adams-Moulton a 2 pas et d’ordre 3 :

Etant donné gy, et y; calculés avec une méthode & un pas, on a

tn+1 :tn+h, ]_STZSN—:[,

h
Yn+l = Yn + E <5 f(tn+17 yn+1) + 8 f(tna yn) - f(tnflvynfﬁ)'
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Schéma tmplicite d’Adams-Moulton a 3 pas et d’ordre 4 :

Etant donné vy, y; et yo calculés avec une méthode & un pas, on a

tn+1 :tn+h, 2§TLSN—1,

h

Yn+1 = y(tn) + ﬁ (9 f(tn—l—lvyn-i-l) + 19 .f(tna yn) -9 f(tn—layn—l) + .f(tn—2a yn—Z))-

Schéma tmplicite d’Adams-Moulton a 4 pas et d’ordre 5 :

Etant donné vy, y1, y» et ys calculés avec une méthode a un pas, on a

tap1 = ta+h, 3<n<N-1,

h
Yor1 = Yo+ mo (251 f(bust,Ynsa) + 646 F(tn y) — 264 £ (baor, Yn)

+1O6 .f(tn—2a yn—Z) - ]-9 .f(tn—Ba yn—3)> .

6.4.3.3 Schémas prédicteur-correcteur

Pour la résolution des schémas implicites d’Adams-Moulton, il suffit d’utiliser conjointement
un schéma d’Adams-Bashforth et un schéma d’Adams-Moulton de méme ordre en remplacant
la valeur de y, 1 par une estimation prédite par le schéma d’Adams-Bashforth. Les schémas
ainsi construits sont appelés prédicteur-correcteur.

Schéma prédicteur-correcteur d’ordre 2 :

En se servant du schéma explicite d’Adams-Bashforth a 2 pas et d’ordre 2, le schéma implicite
d’Adams-Moulton a un pas et d’ordre 2 s’écrit, :

Etant donné gy et y; calculés avec une méthode a un pas, on a

tn+1 :tn+h, 1§n§N—1,
h .
Y1 = Yo+ 5 (3 f(tn,Yn) — f(tn—layn—1)> + Prédicteur

h
Yntl = Yn+ 5 (f(tn+1,y::+1> + f(tn,yn)> + Correcteur

Schéma prédicteur-correcteur d’ordre 4 :

En se servant du schéma explicite d’Adams-Bashforth a 4 pas et d’ordre 4, le schéma implicite
d’Adams-Moulton a 3 pas et d’ordre 4 s’écrit :
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Etant donné vy, y1, y2 et ys calculés avec une méthode a un pas, on a

(tye1 = th+h, 3<n<N-1,
h
Vi = () + 57 (55 F(tns ) = 59 fltn1, 40 1)

+37 f(tn—2,Yn—2) — 9 f(tn,g,yn,g)) + Prédicteur

h
Yn+1 = Yn + ﬁ (9 f(tn+17y:;+1> + 19 f(tnvyn)

=5 f(tn—1,Yn-1) + f(tn,2,yn,2)) + Correcteur

6.5 Application 1 & un systéme d’équations différentielles
Soit a résoudre sur 'intervalle [0, 1], ’équation différentielle

y'(t) =y(t)+1 -1
vérifiant la condition initiale y(0) = 1.

1) Déterminer la solution exacte.

2) Déterminer une solution approchée de y(1) en prenant comme pas d’espace h = 0.2 et en
utilisant les différents schémas ci-dessous :

2.1) Schéma d’Euler explicite,

2.2) Schéma de Lax-Wendroff ou point milieu,
2.3) Schéma d’Euler modifié,

2.4) Schéma d’Euler implicite,

2.5) Schéma de Cranck Nicolson.

1) Détermination de la solution exacte de l’équation différentielle :

Détermaination d’une solution de l’équation différentielle sans second membre :
La fonction A(t) = 1 est continue sur R et admet comme primitive la fonction ¢, ainsi
la solution générale de I’équation différentielle sans second membre est donc la fonction
définie par

y(t) = C €.

Détermanation d’une solution de l’équation différentielle avec second membre :
Remplagons maintenant la constante C' par une fonction C(t), dérivable sur R, dans la
solution y(t) et en dérivant la fonction y, il vient alors :

y(t)=C'(t) e +C(t) €.

En supposant que C(t)e! est solution de I'équation différentielle linéaire avec second
membre, cela donne :

y(t)=Ct) e +t—1=C(t) e+ C'(t) €.
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—1
?.

t—1
Il reste alors aprés simplification C'(t) = ——, d’ou C(t) =

et
Une solution particuliére est donc la fonction définie par g(t) = —t.
La solution générale obtenue par superposition de solutions est ainsi y(¢t) = C e’ — ¢.
En tenant compte de la condition initiale y(0) = 1, on obtient C' = 1.
Ainsi, la solution générale de ’équation différentielle avec second membre y/(t) = y(t) +
t — 1 vérifiant y(0) = 1, est :
y(t) =e" —t.

2) Détermination d’une solution approchée :

2.1) Schéma d’Euler explicite : Ialgorithme d’Euler explicite s’écrit :

Yo = 17
thrl = t,+ ha
Yntl = Yn T+ hf<tn7 yﬂ) = Yn+0.2 (yn +t, — 1)-

Les valeurs de y, pour t € [0, 1] avec h = 0.2, sont données dans le tableau suivant :

n | t, Yn

1 |
1

[0[t=0 [ y(0) = o
1| ti=to+h=02|9(0.2)=vy1=vo+h (yo+to—1

( )

2 | ty=t,+h=04 y(0.4):y2=y1+h(y1+t1—1> —1.04
( )
)

3 |ts=ta+h=06| y(0.6)=ys=y2+h (y2+ta—1) =1.128

4 | ty=ts+h=08 y(0.8):y4:y3+h(y3+t3—1 — 1.2736

5 ts=tsth=1 y(1):y5:y4+h<y4+t4—1> — 1./8832

Ainsi, la solution de I'équation différentielle en utilisant le schéma d’Euler explicite est
y(1) = 1.488.
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1,48832
—&— Schéma d’'Euler explicite
—— Solution exacte
E 1,27360
N
=
o
©
5
S 1,12800 |
1,04000 -
1,00000 -

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
variable t

FIGURE 6.2 — Comparaison entre solution exacte et solution approchée obtenue en utilisant le
schéma d’Euler explicite

Remarque 6.3. Afin de vérifier la convergence de la solution approchée en appliquant
le schéma d’Fuler explicite vers la solution exacte, nous appliquons le schéma pour dif-
férentes valeurs de h, pour h = 0.2, 0.1, 0.05 et h = 0.025. Nous remarquons que plus
le pas d’espace h est fin, plus la convergence est meilleure comme le montre ce tableau
récapitulatif des valeurs.

Ci-dessous le tableau des valeurs de vy, correspondant aux valeurs de h en appliquant
le schéma d’Euler explicite. Sachant que la valeur de la solution exacte en t = 1 vaut
el — 1 = 1,718281828, nous remarquons que la solution la mieux approchée est celle
correspondante au pas d’espace le plus fin h = 0.025.
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| | h=0.1 | h=0.05 | h=0.025 |
1 1 1 1 1154581852
1 1.01 1 1 1171571398
1.04 1.031 1.0025 1.000625 1.189610683
1.128 1.0641 1.007625 1.0018900625 1.208725595
1.2736 1.11051 1.01550625 1.003812891  1.228943735
1.171561 1.026281563 1.006408213  1.250292328
1.2487171 1.040095641 1.009693418  1.272799636
1.34358881 || 1.057100423 1.013685753  1.296494627
1.457947691 || 1.077455444 1.018402897  1.321406993
1.59374246 || 1.103828216 1.023862969  1.347567168

1.131519627
1.163095608
1.198750388
1.238687907
1.283122302
1.332278417
1.386392338
1.445711955
1.510497553
1.581022431
1.657573553

1.030084543
1.037086657
1.044888823
1.053511044
1.06297382

1.073298166
1.08450562

1.096618261
1.109658718
1.123650186
1.138616441

1.375006347
1.403756506
1.433850419
1.465321679
1.498204721
1.532534839
1.56834821
1.605681915
1.644573963
1.685063312
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h=0.1

h=0.05

h=0.025
Solution exacte

Fonction y(t)

Variable t

FIGURE 6.3 — Comparaison entre solution exacte et solution approchée correspondant aux
valeurs de h = 0.2, 0.1, 0.05, 0.025 en utilisant le schéma d’Euler explicite

2.2) Schéma de Lax-Wendroff ou point milieu : I’algorithme de Lax-Wendroff ou point

milieu s’écrit :

(

\

Yo = ]-7
tn-‘,—l = ln+ ha
Ly, =hf(tn,yn) = 02 (yo +t, — 1),

h L, L, h
Ynt1 = Ynthf tn+§ayn+?> :yn+h<<yn+?>+(tn+§>_1>-

Les valeurs de y, pour t € [0, 1] avec h = 0.2, sont données dans le tableau suivant :
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n| ty Yn

[0 t=0 | 9(0)=uw =1
L] t1=02[ Lo=h(yo+to—1)=0

Lo
Y(0.2) =y1=yo + h y0+—+t0+——1 =1.02

2

2 | =04 || Li=h (y1 +t, — 1) =0.044

— 1.0884

L4
y(0.4)=y2:y1+h<y1+7+t1+——1

31 t3=006 | Ly="h (y2+1t2 — 1) = 0.09768

2
4 1 ty=08 Ly="h (ys+t3—1) = 0.163169

Lo

y(0.6) = ys = ys + h | yo + 2 +t2+——1> — 1.215848
Ls

y(0.8) =ys=ys+h y3+—+t3+——1>

5 =1.415334
5| ts=1 | La=h (ya+ts—1)=0.243066
L h
y(1)=y5=y4+h<y4+74+t4+§—1> = 1.702708

Ainsi, la solution de I’équation différentielle en utilisant le schéma de Lax-Wendroff ou
point milieu est y(1) = 1.702708.
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1,702708

Fonction y(t)

1,088400 -

1:866688

1,415335 -

1,215848 -

—&— Schéma de Lax-Wendroff (ou Point milieu)
Solution exacte

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
variable t

FIGURE 6.4 — Comparaison entre solution exacte et solution approchée obtenue en utilisant le
schéma de Lax-Wendroff ou point milieu

2.3) Schéma d’Euler modifié : L’algorithme d’Euler modifié s’écrit :

p

\

Yo = 17
tn+1 =ty + h'7

h
Yn1 = Yn T 5 (f(tna yn) + f(tn+17 En—l—l))

h
= tu+ 5 (W0 +ta— 1)+ (Bt +tars — 1)),

Les valeurs de y, pour t € [0, 1] avec h = 0.2, sont données dans le tableau suivant :

Db et Ameur 147



Chapitre 6. Résolution des équations différentielles

n | t, Yn
[0 t=0 T y(0) =y —
1L ||t:=02| Ei=yo+h(yot+to—1)=
y(02)_y1_y0+;’<(y Tt —1)+ (E1+t1—1)> = 1.02
3 [ 1, =04 Ba=y1+ h(y1+t— 1) = 1.064
v(O0.4)=w=u+2 (0 +h -0+ (Ett-1) =108
31t =06 || B3 =ys+ hh (ya + ts — 1) = LI3GOS
y(0. 6)—93—y2+g<(y 1)+ (E3+t3—1)> — 1.215848
2 ta=08 ] Eazuys + h(ys L ts— 1) = 1379017
y(08)—y4—?/3+;l<(?/3+t3—1 (E4+t4—1)> =1.415334
5 (| ts=1 Es=ys+h (ys +t4 — 1) = 1.658401
y(1):y5:y4+g<(y4+t4—1)+(E5+t5—1)> — 1.702708

Ainsi, la solution de I’équation différentielle en utilisant le schéma d’Euler modifié est
y(1) = 1.702708.

1,702708 4
—&— Schéma d'Euler modifié
Solution exacte
= 1,415335 -
N
c
ie)
©
5
0 1,215848 -
1,088400 -
T T T T T T
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
variable t

FIGURE 6.5 — Comparaison entre solution exacte et solution approchée obtenue en utilisant le
schéma d’Euler modifié
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2.4) Schéma d’Euler implicite : I’algorithme d’Euler implicite s’écrit, :

(

Yo = 17
tn+1 = tn + ha
Ynt1 = Ynthf (tn-i—la yn+1)
= Yn+h Ynt1 +tapr — 1)

1
\ 1= (yn + h (tns1 — 1)).

Les valeurs de y, pour t € [0, 1] avec h = 0.2, sont données dans le tableau suivant :

n| t, Y
[07 =0 [y(0)=uy =1 |
[T[t=02]y(02) =yi=(1/1—h) (yo+h({t—1)) =1.05 |
(2] t6,=04]y(04)=y=01/1—h) (n+h(t2—1)) =1.1625 |
[31ts=06] 9(0.6)=ys=(1/1—h) (yo+h (ts—1)) =1.353125 |
[4]ta=08[y(0.8)=ys=(1/1—h) (ys+h (ta—1)) = 1.641406 |
16 ts=1 [y)=ys=01/1=h) (ya+h(t-1) = 2.051757 |

Ainsi, la solution de I’équation différentielle en utilisant le schéma d’Euler implicite est
y(1) = 1.727412.
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Fonction y(t)

2,051758

1,641406 -

1,353125

1,162500 -

1,050000 -
1,000000 -

—&— Schéma d’Euler implicite
Solution exacte

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
variable t

FIGURE 6.6 — Comparaison entre solution exacte et solution approchée obtenue en utilisant le
schéma d’Euler implicite

2.5) _Schéma de Cranck-Nicolson : 1.’algorithme de Cranck-Nicolson s’écrit :

150

p

\

Yo = ]-7
tn+1 — tn + h,

h
Ynt1 = Yn + B (f(tnvyn) + f(tn+17 yn+1))

h
= Yn + 5 ((yn +tn - 1) + (yn+1 +tn+1 - 1))

2y (od )b (o),

Les valeurs de y, pour t € [0, 1] avec h = 0.2, sont données dans le tableau suivant :
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n | t, Yn
(0] t=0 [y =uy —
i h h
1|t =02 y(0.2) ~ (ot g (1) +2 (h-1 =1.022
1— =
(1-3)
1 h h
2 | t, =04 | y(0.4) ~ (g (mth—1)+5 (-1 =1.093827
(1-3)
i h h
3| t;=06 | y(0.6) g (1) g (a1 =1.225788
(-3)
1 h h
4| t, =038 | y(0.8) (g (it —1)+5 (a1 =1.4/13519
1— —
(1-3)
1 h h
5 | ts=1 y(1):< vty (et —1) 45 (51 =1.727412
E)

Ainsi, la solution de I’équation différentielle en utilisant le schéma de Cranck-Nicholson

est y(1) = 1.727412.

1,727413

1,413520 -

Fonction y(t)

1,225789 -

1,093827 -

1,868868

—&— Schéma de Cranck Nicolson
Solution exacte

0,0

0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
variable t

FIGURE 6.7 — Comparaison entre solution exacte et solution approchée obtenue en utilisant le
schéma de Cranck Nicolson
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Récapitulons dans cette figure les différents graphes des schémas numériques par rapport
au graphe de la solution exacte de ’équation différentielle :

—&— Schéma d'Euler explicite

2,0 -

—— Schéma d'Euler modifié
1,84 —*— Schéma d'Euler implicite
—e— Schéma de Cranck-Nicholson

= —— Solution exacte
> 1,6
C
je]
8 1,4
o
L
1,2
1,0 -
0,8 T T T T T T
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
variable t

FIGURE 6.8 — Comparaison entre solution exacte et différentes solutions approchées

6.6 Application 2 & un systéme d’équations différentielles
Soit & résoudre sur 'intervalle [0, 7], ’équation différentielle

y'(t) = t*cos (y(t) + 1)
vérifiant la condition initiale y(0) = 1.

1) Déterminer une solution approchée de y(7) en prenant comme pas d’espace h = - et en
utilisant les différents schémas ci-dessous :
1.1) Schéma d’Euler explicite,
1.2) Schéma de Lax-Wendroff ou point milieu,
1.3) Schéma d’Euler modifié,
1.4) Schéma d’Euler implicite,
1.5) Schéma de Cranck Nicolson.

1) Détermination d’une solution approchée :
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1.1) Schéma d’Euler explicite : 1’algorithme d’Euler explicite s’écrit, :

y(0) =1,
tn-i—l = ln+ h7

v
Ynt1 = Yn+hf(tn,yn) = yn+1—0tflcos (yn +1).

T
Les valeurs de y, pour t € [0, 7] avec h = 0’ sont données dans le tableau suivant :

T T
1 ||t =— y(—):y1:y0+htgcos(y0+l) =1

— =y +hticos (1 +1) = 0.987 096 836

— gy =ys+hilcos (ys+1) = 0.837 035 58

3 3
3 [t = % y(l—ﬂ) =ys=yo+hticos (y2+1) = 0.936 943 599
( ) =ys=ys+hticos (ys+1) = 0.723 788 47/
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6 6

6 t6:£ y(l—ﬂ) =ys=ys +hticos (ys +1) = 0.605 657 654
T T )

7 1&7:E vl 1o =yr=ys+hticos (ys+1) = 0.566 752 417
8T 8T 5

8 tgzﬁ v 7o =ys=yr+hticos (ys+1) = 0. 572 896 343
9 9 9

9 || ts=15 | w35 ) = v =vs+htkcos (s +1) = 0.568 729 070

10| tw=7 | y(7)=ywo=yo+h tg cos (yo + 1) = 0.573 920 999

Ainsi, la solution de I'équation différentielle en utilisant le schéma d’Euler explicite est
y(m) = 0.573920999.

1.2) Schéma de Laz-Wendroff ou point milieu : 1’algorithme de Lax-Wendroff ou point
milieu s’écrit :

y(0) =1,

tn+1 — tn —|— h,

L, =hf(te,yn) = ht:cos (y,+1),

h L, h L,
Yn+1 = yn+hf<tn+—,yn+—> = Yo t+h <ti+§)cos <yn+—+1).

(

2 2 2

\

™ .
—, sont données dans le tableau suivant :

Les valeurs de y, pour t € [0, 7] avec h = 10
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tn Yn
[ to=0 | y(0)=yo =1 |
tlzllo Lo=hticos (yo+1)=0
™ 9 h LO
ylq5) =wm=voth(t5+3)cos (w+ 3 +1) =0.996 774 209
2
@:% Ly =ht3cos (y + 1) = —0.012 812 149
2 h L
y<£)=y2=y1+h(t+ ) <y1+71+1) — 0.968 354 437
3T
ts =75 || Lo =N t3cos (y2+ 1) = ~0.048 018 559
h
y(?—ﬁ):ygzyfrh(t + ) <y2+?2+1) = 0.896 636 518
4
ts= 75 || Ls = h t3cos (ys + 1) = ~0.089 591 672
4T h L
vy 10 =y=ys+h t+ y3+?+1 = 0.791 923 170
o
ts = 3 || La = ticos (sa + 1) = ~0.108 800 203
5 h
y(li):y5:y4+h(t+ ) <y4+?4+1) = 0.687 726 403
om
t6:ﬁ Ls = h tcos (ys + 1) = —0.090 432 752
6 h
y(li):yﬁz 5+h(t+ ) (y5+75+1) = 0.620 520 903
7T
tr =1 || Lo = 3 cos (ys + 1) = ~0.055 430 993
7 h
y(li):y7:y6+h(t+) (y6+76+1) = 0.591 723 743
8 5
ts = 75 || Lr=ht3cos (yr + 1) = ~0.031 792 860
8
y(l—ﬁ):ygzyﬂrh(t ) ( 77+1) — 0.582 949 221
97
tgzﬁ Lg = h ticos (ys + 1) = —0.024 115 630
L
y(?—“): = ( ) <yg+78+1> = 0.582 736 22/
tw=m || Ly =h t2cos (yo + 1) = —0.029 936 439
h Lo
yB)=vio=yo+h t9+§ cos yg+?+1 = 0.591 280 371

Ainsi, la solution de I’équation différentielle en utilisant le schéma de Lax-Wendroff ou
point milieu est y(7) = 0.591280371.
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1.3) Schéma d’Euler modifié : L’algorithme d’Euler modifié s’écrit :

( y(0)

tn+1

Yn+1

\

=1,
= tn%’ha

Enit = Yn + hf(tn,yn) = Yn + ht? cos(y, + 1),

= Yn + g(f(tmyn) + f(tn+17En+1)>

h
=y + = (2 cos (y, +1) + 2,4 cos (Enyr +1)).

2

T
Les valeurs de y, pour t € [0, 7] avec h = 10’ sont données dans le tableau suivant :

n | iy Yn
[0tu=0 [ y(0) =1
1 tlzl% Ei=yo + hticos (yo+1)=1
h
y(l%) =v0 + 5 (5 cos(wot+1) + 17 cos (Br+1)) = 0.996 774 209
2
2 |ty = % By =1y + ht2cos (y + 1) = 0.980 827 416
27 h
y<1—) =+ 5 (t3 cos (y1 +1) + t} cos (B, +1)) = 0.962 467 366
3
3 t;= % Es =1 + ht2cos (yo + 1) = 0.915 122 835
3 h
y<1—7r) =Yy + 5 (t3 cos (yo+ 1) + 83 cos (E5+1)) = 0.891 695 557
1
4|ty = % Ey=1ys + ht2cos (ys + 1) = 0.803 675 554
4 h
y(l—w) =ys + 3 (t3 cos (ys+1) + 5 cos (Ey+1)) = 0.790 440 533
5
5 | ts = % Bs=ys + htdcos (ys+ 1) = 0.790 440 533
5 h
y(l—ﬂ) =y + 3 (¢ cos (ya+1) + ¢ cos (B5+1)) = 0.693 248 968
6
6 | te = % Es=ys + htZcos (ys +1) = 0.598 565 993
6 h
y(l—w) =y + 3 (t2 cos (ys + 1) + & cos (Eg+1)) = 0.630 410 862
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7 || t; = 0 E; =1ys + hticos (ys+ 1) = 0.563 906 977
7 h
y(l—g) =ys + B (t& cos (ys +1) + t% cos (B +1)) = 0.602 392 399
8
8 ||ty = % Es=yr + ht2cos (yr + 1) = 0.554 396 234
8 h
y(l—g) =y + 5 (¢2 cos (yr +1) + t§ cos (Es+1)) = 0.594 665 773
9
9 | to= % By =1ys + ht2cos (ys + 1) = .547 303 700
h
y(%) =y 5 (t2 cos (ys+ 1) + 2 cos (Eg+1)) = 0.600 482 988
10 tip=1m EIO =Yy + h tg COS (yg S 1) = 0.525 935 639
h
yB) =yo + B (t3 cos (yo+ 1) + 3, cos (Eyp +1)) =0.632 734 133
Ainsi, la solution de I’équation différentielle en utilisant le schéma d’Euler modifié est
y(1) = 0.632734133.
1.4) Schéma d’Euler tmplicite : L’algorithme d’Euler implicite s’écrit :

y(0) =1,

the1 = tn +Ah,

Yn+1 = Yn + hf(tn-l-layn-i-l)
Yt B2 008 (g £ 1),

Si on pose z = y,41 et Y = y(t,), on écrit :
z =Y +htl  cos(z+1).
Soit la fonction f(z) définie comme suit :

f(z) = =2+ Y +ht: cos(z+1).

En appliquant la méthode de Newton-Raphson a ’équation f(z) = 0, il vient alors :

f(zn) = 2(t) — —zn +Y + ht2 4 cos (2, + 1)
f'(zn) " —1—nt2, sin(z, +1)

L’algorithme d’Euler implicite s’écrit :

Z(thrl) = Zn —

20 = ]_,
tn—f—l - tn + h,
f(zn) —zn + Yo + B2, cos (2, + 1)
fnt+l = Zn T = Zn 5 - )
f'(zn) 1+ htr, sin(z, + 1)

T
Les valeurs de z, pour t € [0, 7] avec h = 10’ sont données dans le tableau suivant :
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n t, Zen
[0 [t%=0 [ 20)==x =1

1| =5 | 2 (%) = 2(to) + —2 ffoht;;fj (Zsff>+ Y~ 0.987 450 652

2 |ty = % p (%) = 2(ty) + —~ fflhtg;f ((ZS+(Z11)+ V' _ 0942 370 077
3 |t = ?1’—7(; P (?i—”) = 2(ty) + —2 fﬁﬂ;ﬁ ((Zsffﬁ D~ 0.861 957 841

4\ ¢, — % p G—W) S ff?’ht;sfi ((Zsff)* D — 0.765 420 999

5 | t; = ?—g P (?—”) = 2(to) + — Hﬁg}:j (Zsff;r Y~ 0.680 267 836

6 ||t = % P (?—W) S — fﬁ‘”’htg;f éiii"’ﬁ D — 0.622 {58 656

7 || t; = % p (i—ﬂ) — 2+ 0 fﬁ%g};fj ((Zsffﬁ D — 0.591 291 667

8 || tg = % P (?—W) " iﬁ%tghsf ((Zsff)* D — 0. 577 662 865
9 ||t = % p (?—”) =y = g+ 2 Irfhtghﬁ (Zﬁ?ﬁ V' _ o.572 751 122

10 | tio =7 | z(r) = 29+ —2 1+ fght{: ;E ((Zsff)+ D) — 0.572 692 917
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Ainsi, la solution de I’équation différentielle en utilisant le schéma d’Euler implicite est
y(1) = 0.572692917.
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