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Notation

Symbole Signification

mV Millieme de volt

L Micro mettre

wF Micro farad.

Ohm L’unité de résistance électrique du Systeme international (SI).

mOhms~! Millitme de Ohm siemens par centimeétre carré



Chapitre 1

Introduction générale

1.1 Le systeme neuronal

Le systeme nerveux, ou systeme neuronal, est un systeme biologique
animal qui est responsable de la coordination des actions avec I’environnement
extérieur et de la communication rapide entre les différentes parties du corps.

Les créatures dotées d'un systeme nerveux sont appelées emétazoaires.

Le role du systeme nerveux central, composé du cerveau et de la moelle
épiniere, est d’organiser, de controler et de réguler les fonctions corporelles de
base. Parmi ces fonctions, on a : la motricité, I’équilibre, la perception (sensi-
bilité, vision, ouie, odorat...). On a aussi les fonctions intellectuelles, émotions,

comportement et de certains organes (comme l'intestin ou la vessie)...

Au niveau cellulaire, le systeme nerveux est défini par la présence de cellules
hautement spécialisées appelées neurones. Ces derniers ont la capacité unique de
transporter des signaux électrochimiques ”influx nerveux ”. De plus, le systeme
nerveux contient des cellules de soutien appelées cellules gliales, qui fournissent

un soutien structurel et fonctionnel aux neurones.

Le systeme nerveux est composé de deux parties :

Le systéeme nerveux central ou névraxe est une partie du systéme nerveux,
formé d’une part de I’encéphale, regroupant le cerveau, le tronc cérébral et le
cervelet et d’autre part, de la moelle épiniere. 11 a pour fonction de recevoir, de
traiter, d’intégrer et de transmettre des informations neuronales.

Le systeme nerveux périphérique est principalement formé par les nerfs
sensitifs et les nerfs moteurs, provient principalement de la moelle épiniere et
du tronc cérébral, et se termine au niveau d’un ou plusieurs organes

(peau, muscles, organes internes, etc.).
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Il comprend également des chaines ganglionnaires doubles bordant la colonne
vertébrale et le plexus nerveux entérique.

(On peut voir le positionnement de ces parties dans la figure

Le Systéme Nerveux

Cerveau _ - ¢"

Moelle épiniére .-~

Systéme Nerveux Nerfs _--J
Périphérique (S.N.P.)

. Systeme Nerveux
Central (S5.N.C.)

FIGURE 1.1 — Le schéma du systéme nerveux [51]

1.2 Le cerveau

Le cerveau est le centre de commande du systeme nerveux. Il est composé de

cellules cérébrales, qui sont des neurones qui recoivent et transmettent des in-
formations. Il se compose de six lobes divisés en deux hémispheres symétriques.
L’extérieur du cerveau est entouré d’une substance grise appelée cortex. Chaque
hémisphere contient des fonctions qui controlent la perception et la motricité
des parties du corps relatives (voir figure[1.2) ).
La fonction principale du cerveau est de controler les actions de I'organisme en
fonction des informations sensorielles qui lui parviennent. Les signaux senso-
riels peuvent stimuler des réponses immeédiates, ajuster les schémas d’activité
en cours ou les stocker pour une utilisation future. Par conséquent, a travers
son role central dans la capture des signaux externes, le cerveau occupe un role
central dans la génération de réponses a l’environnement.

Afin d’accomplir ses taches complexes, le cerveau est organisé en sous-systemes

fonctionnels, ¢’est-a-dire en certaines zones du cerveau qui traitent plus spécifiquement
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FIGURE 1.2 — La structure du cerveau [52]

certains aspects de I'information.

Le cerveau peut avoir une classification basée sur les neurotransmetteurs
chimiques utilisés par les neurones pour communiquer. Une autre classification
est basée sur la facon dont chaque zone du cerveau contribue au traitement de
I'information, c¢’est-a-dire, les zones sensorielles apportent des informations au
cerveau, les signaux moteurs envoient des informations du cerveau aux muscles
et aux glandes.

Le cerveau utilise principalement le glucose comme substrat énergétique, s’il
en manque, il perdra connaissance. La dépense énergétique du cerveau n’est
pas particulierement variable, mais les zones actives du cortex consomment

plus d’énergie que les zones inactives.

1.3 Les maladies neuronales

De nos jours on dénombre de nombreux troubles neurologiques avec des
répercussions graves sur le comportement du neurone pouvant méme avoir des
conséquences fatales sur le corps humain constituant ainsi de graves problemes
de santé publique.

Certaines maladies sont plus connues, car malheureusement plus fréquentes.
On peut en citer :

La crise d’épilepsie, également connue sous le nom de mal comitial, est une
maladie neurologique qui touche plus de 50 millions de personnes dans le monde.

Elle se définit comme un dysfonctionnement transitoire dans les populations
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neuronales : soit il est limité & une certaine zone du cerveau (la crise dite
"partielle 7), soit les deux hémispheres sont impliqués en méme temps (crise
dite ” généralisée 7).

La maladie de Parkinson a été décrite par James Parkinson en 1817.
Il s’agit d’une maladie neurologique dégénérative chronique (perte progressive
des neurones). Elle affecte le systéme nerveux central entrainant des troubles
progressifs comme : ralentissement, tremblements et raideur. C’est la deuxieme
maladie neurodégénérative.

L’accident vasculaire cérébral (A.V.C), anciennement connu sous le
nom accident cérébrovasculaire (ACV) est un déficit neurologique vasculaire
soudain causé par une hémorragie au niveau du cerveau.

La sclérose en plaques (SEP) est une maladie auto-immune qui affecte
les personnes ayant des prédispositions génétiques. La gaine de myéline du
systeme nerveux central (la gaine isolante des cellules nerveuses du cerveau
et de la moelle épiniere) est endommagée en raison d’une maladie altérant la
capacité des différentes parties du systeme nerveux a communiquer entre elles,
entrainant de nombreux problemes physiques et mentaux.

On peut aussi voir d’autres maladies psychiatriques causées par des troubles
neurologiques a caractere électrique, par exemple :

La schizophrénie, est un trouble mental chronique grave, appartenant
a la catégorie des psychoses. Cette maladie apparait généralement au début de
I'age adulte (environ 15 a 30 ans). Depuis plusieurs années, des recherches ont
montré un lien entre la schizophrénie et la désynchronisation neuronale.

Sans oublier les migraines, les tumeurs nerveuses et les traumatismes du

cerveau.

1.4 Modélisation

La compréhension de toutes ces maladies a intéressé principalement les bio-
logistes et les médecins. Cependant d’autres disciplines scientifiques se sont
penchées sur le comportement global du systeme nerveux afin de comprendre
comment il est constitué et organisé.

Les mathématiques ont permis 'essor des neurosciences et ont fortement

contribué a I'étude du systeme nerveux. On peut dire que le fonctionnement
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d’un neurone peut étre représenté par des équations décrivant 1’évolution de ses
principales caractéristiques dans le temps.
Les neurones sont des représentations mathématiques et informatiques, avec

plusieurs entrées. Cette représentation est appelée modéle .
Le modele scientifique :

En langage scientifique, un modele est un outil qui permet de donner une
représentation simplifiée d’un phénomene. La formulation d’un modele théorique
efficace commence toujours par 1’observation et I’expérience d’un scientifique qui
permet de faire des lois avec certaines caractéristiques du phénomene étudié.

Un bon modele n’est pas un modele aussi proche que possible de la réalité,
mais un modele utile qui répond aux questions qui ont inspiré sa conception.
Le point fort du modele est de démontrer certaines fonctionnalités pour mieux
comprendre le systeme a 1’étude.

Le modele peut étre physique, biologique ou méme mathématique. Les modeles
de différentes disciplines peuvent avoir différentes formes. Les Lois de la
physique tentent de décrire et de prédire I’état futur d’un phénomene ou d’'un
systeme.

Dans le modele mathématique, la réalité se transforme en quantité de référence
(telle que la pression, la température, le courant, etc.). Par conséquent, I’évolution
de nombreux systemes physiques, économiques ou biologiques peut étre décrite
relativement bien par des modeles mathématiques composés d'un ensemble
d’équations différentielles ordinaires, ou d’équations aux dérivées partielles.

Ainsi, depuis les années 1950, on s’intéresse a la modélisation de la fonction
électrique des neurones. En effet, on a pu représenter ce dernier par un systeme
dynamique ce qui a permis de mieux comprendre comment les potentiels
d’action sont créés puis propagés par les cellules nerveuses.

De plus, on s’est rendu compte plus tard que ces modeles de neurones peuvent
étre utilisés dans d’autres disciplines :

La cryptographie, en effet le réseau de neurones peut servir a protéger la
confidentialité des données d’un utilisateur contre d’autres réseaux. Cela per-

met la découverte de nouvelles formes de cryptage et de décryptage.
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L’intelligence artificielle (IA), le cerveau joue un role vital dans la construc-
tion des machines dites < intelligentes ». L’interaction entre les domaines
de l'intelligence artificielle et des neurosciences a conduit a d’énormes progres,

car l'intelligence artificielle s’inspire de la recherche sur I'information neuronale.

Notre travail est divisé en deux parties. La premiere est un cadre biophy-
sique ou on étudie les propriétés physiologiques et électriques du neurone et du
systeme nerveux en général. La deuxieme partie est le cadre de modélisation.
Dans un premier chapitre, on introduit le modele fondateur de la discipline des
"neurosciences mathématiques” qui est le modele de Hodgkin-Huxley [22], 23].
On introduit dans un second chapitre une réduction du modele de Hodgkin-
Huxley qui est le modele bidimensionnel, ”le modele de FitzHugh-Nagumo
[13, B7]. On poursuit dans un troisieme chapitre par analyser le modele de
Hindmarsh-Rose a deux équations [20), 19]. Ce dernier représente une autre
simplification du modele de Hodgkin-Huxley. Enfin, on finit par ’analyse d’'une
simplification récente du modele de Hodgkin-Huxley qui est le modele SMHH
[24].
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Physiologie des Neurones

1.1 Le neurone

Le neurone ou cellule nerveuse est I'unité fondamentale du systeme nerveux
constitué d'un corps cellulaire , dont la taille varie de 4pum a 130um, prolongée
d’un coté par des dendrites et de I'autre coté par un axone, lui méme prolongé
par des terminaisons axonales ; Illustré par la figure [32, [6].

Terminaisons
Axone axonales

Dendrites—

Corps cellulaire

FIGURE 1.3 — Schéma d’un neurone [6].

Comme toutes les cellules, un neurone forme un compartiment microscopique
dont le corps cellulaire contient un cytoplasme, un noyau et une membrane plas-

mique.

Le cytoplasme est la matrice cellulaire qui contient tous les organites,
limité par la membrane cellulaire [12] [6].

Le noyau se trouve au centre de la cellule, enveloppé dans une membrane
nucléaire, perforée de trous : les pores nucléaires. Ces derniers permettent les
échanges avec le cytoplasme. Le noyau contient I'information génétique [12, [6].

La membrane cellulaire, ou membrane plasmique, délimite le contour
des cellules et donc le contour du neurone. Elle est composée d'une double
couche de molécules lipidiques possédant une téte hydrophile (la portion glycérol
phosphate) et une queue hydrophobe (les acides gras). (Voir figure [6], 12].

13
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Milieu extra-cellulaire
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FIGURE 1.4 — Schéma d’une membrane de neurone, composée d’une bicouche lipi-
dique [6].

Les dendrites constituent des prolongements du corps cellulaire possédant
des jonctions ou les informations sont recues. Ils permettent I’augmentation de
la surface membranaire.

L’axone est le prolongement du corps cellulaire, donnant naissance a des
branches collatérales, se terminant par de petits renflements vers une autre
cellule (nerveuse ou musculaire).

L’espace synaptique est ’espace situé entre les membranes de deux cellules
nerveuses.

La synapse est constituée de ’ensemble des membranes et ’espace synap-
tique. C’est dans ce dernier que se fait le transfert de I'influx nerveux d’un
neurone a lautre [35, 12 2], 111, [6].

1.2 Propriétés électriques du neurone

De par sa fonction, le neurone est une cellule de "messagerie”. Les messages
donnés ou recgus sont transportés par l'intermédiaire d’un influx nerveux.

Des la fin du XVIleme siecle, Luigi Galvani montrait que 'information nerveuse
était de nature électrique [16].

Au début du XXeme siecle, les scientifiques ont prouvé que la nature du mes-
sage nerveux spontané est le fait qu'une contraction musculaire s’accompagne
d’une activité électrique. Donc les nerfs et les muscles en activité donnent nais-
sance a des signaux électriques. L’excitabilité est la propriété a la base de leur
fonctionnement [2].

Par conséquent, la compréhension de l'influx nerveux et de son mode de
propagation nécessite de comprendre les phénomenes électriques et chimiques
qui la provoquent. Les neurones (cellules excitables) produisent des impulsions

nerveuses en réponse a une excitation appelée stimulus.
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Cet influx prend un chemin qui peut étre constitué d’un ou de plusieurs neurones|[6].

1.2.1 Le potentiel de repos

Dans l'organisme, les ions sodium Na™ et les ions potassium k™ sont chargés
positivement. L’ion chlore C'I~ est chargé négativement. Cette caractérisation
de positivité et de négativité est appelée "polarité 7 [34].

La répartition des charges entre les deux milieux (intracellulaire et extracellu-
laire) de la membrane est différente et joue un réle fondamental dans la fonction
cellulaire.

Dans toute cellule, la concentration des ions differe de part et d’autre
de la membrane plasmique. Cette différence explique I’existence d'un potentiel
membranaire ou potentiel de membrane. Les ions potassium k% sont les ions
préférentiels du milieu intracellulaire, les ions sodium Na™ sont ceux du milieu
extracellulaire [34].

La différence de potentiel entre les deux milieux s’appelle le potentiel
de repos, differe d’une cellule a 'autre. L’'intérieur de la cellule est négatif par
rapport a l'extérieur, le potentiel de repos ou potentiel membranaire est
égal a —70mV [12, 6].

Au repos, la membrane neuronale peut étre considérée comme une pile
électrique, génératrice de courant, avec un pole négatif situé a l'intérieur de

la cellule et un pole positif & Pextérieur (comme indiqué sur figure [1.5)).

Milieu extra-cellulaire +¥+ + + + +V+

Membrane cellulaire

Milieu intra-cellulaire

= - - - - -

FIGURE 1.5 — Prise de mesure du potentiel de repos [6].

1.2.2 Le stimulus

L’activité d’un neurone est provoquée par un stimulus, ce sont les impulsions
nerveuses en réponse a une excitation produite par le neurone de nature tres
variable. Il doit étre suffisamment intense pour déclencher le passage de I'influx

nerveux.
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Un stimulus dépassant un certain seuil donne naissance a un influx nerveux.
Il correspond au changement instantané du potentiel de membrane a 1’état
de repos, qui constitue un signal électrique et provoque des impulsions

nerveuses [2, [12].

1.2.3 Les canaux ioniques

Les mouvements des ions a travers la membrane ne se font qu’au niveau
de protéines transmembranaires spécialisées, appelées les canaux ioniques.

La membrane assure continuellement, grace a ces derniers, une régulation stricte
du passage des ions et des molécules entre les deux milieux de la membrane grace
a la bicouche lipidique [6].

Certains canaux sélectionnent les ions, par exemple les canaux au sodium,
au calcium, au potassium ou au chlore, alors que d’autres sont moins sélectifs.
Cette sélection permet I'ouverture des canaux correspondant a un ion spécifique.

Certains canaux ioniques restent toujours ouverts durant le potentiel de re-
pos, et 'ouverture d’autres canaux est déterminée par le potentiel transmem-
branaire, d’ou leur nom de canaux voltage dépendants.

Parmi les canaux ioniques toujours ouverts, les canaux a chlorure qui permettent
un passage permanent des ions C'l~. Les canaux sodiques et potassiques sont
quant a eux voltage dépendants (voir figure [35].

milieu extracellulaire

CVD de Na cvD de K*
fermés ouverts

r 3Ma*

Membrane
de l'axone

LTS

ATF' ADP
% ' + Pi
_ _
Canaux de fuite I

Canaux

FoE
Pompe Na / K
4 voltage-dépendants

milieu intracellulaire

FIGURE 1.6 — Schéma des canaux ioniques au cceur de la membrane d’un neurone[54].

1.2.4 Le potentiel d’action

Le potentiel d’action est une vague d’inversion de polarité électrique de part
en part de la membrane cellulaire passant d’environ —70mV a environ+30mV.

Il est di & une certaine intensité du stimulus [I1], [35].
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Le potentiel d’action est composé de trois phases [35, 12] :

e La dépolarisation : Ouverture rapide des canaux de sodium Na™ voltage

dépendants, ce qui permet une entrée massive de Na™.

e Repolarisation : Fermeture des canaux de sodium Na™ voltage dépendants
et en méme temps ouverture des canaux de potassium k™ voltage-dépendants
qui permet la sortie du K, le potentiel de la membrane peut revenir
a —70mV.

e Hyperpolarisation : La conductance du K™ reste élevée plusieurs milli-
secondes ce qui permet une fuite accrue d’ions K. L’amplitude
de la baisse du potentiel est supérieure a I’état basal, —80mV’, puis revient
a —70mV, (comme résumé dans la figure [1.7)).

A
Différence de )
potentiel (mV) Inversion
' 30 de polarité
+ 20
0 A S
— 20 Dépolarisation Repolarisation
404 Stimulation
- i l Hyperpolarisation
Potentiel de repns_/
: 1' : ! R
Temps (ms)

FIGURE 1.7 — Les différentes phases du potentiel d’action [55].

Le potentiel d’action posseéde trois propriétés essentielles [11],

e Le seuil de déclenchement :
Le déclenchement du potentiel d’action nécessite, ’application d’une forte
intensité de stimulation.

e La loi du tout ou rien :

Le potentiel d’action ne se déclenche pas pour des intensités inférieures au
seuil, mais au-dessus de la valeur seuil, il ne change pas d’amplitude. C’est

< la loi du tout ou riens.
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e La période réfractaire :

— La période réfractaire absolue :

Si deux stimulus sont tres rapprochés, le deuxieme choc ne provoque
pas de réponse de ’axone. Ceci est di a 1’état inactif des canaux so-

diques.

— La période réfractaire relative :

Si deux stimulus sont espacés, chacun des deux stimulus déclenche un

potentiel d’action. Ceci est du a I’état fermé actif des canaux sodiques.
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Chapitre 1

Le modele de Hodgkin-Huxley

1.1 Naissance du modele

Travaillant ensemble en 1939, puis de 1946 a 1952, Alan Hodgkin et An-
drew Huxley ont formé I'une des collaborations les plus productives et les plus
influentes de I'histoire de la physiologie. Leurs travaux, tant au Physiological
Laboratory de Cambridge qu’au Laboratory of the Marine Biological Associa-
tion de Plymouth, ont fourni des informations fondamentales sur 1’excitabilité

des cellules nerveuses. Leurs travaux leur ont valu le prix Nobel de physiologie
et de médecine en 1963 [40].

Le modele Hodgkin-Huxley ou modele basé sur la conductance est un modele
mathématique qui décrit l'activation et la propagation des potentiels d’ac-
tion dans les neurones. Il s’agit d’'un ensemble d’équations différentielles non
linéaires, qui décrit les caractéristiques électriques des cellules excitatrices telles
que les cellules nerveuses et les cardiotomies, c’est un systeme dynamique en
temps continu [22, 21].

Alan Hodgkin et Andrew Huxley ont décrit le modele en 1952 pour expliquer
le mécanisme ionique sous-jacent a l’'initiation et a la propagation des potentiels
d’action dans les axones géants du calamar [25]. Les axones se distinguent par
leur diametre extra-large (environ 1 mm), ce qui leur permet d’effectuer des
manipulations techniquement irréalisables sur des neurones traditionnels trop
petits. La contraction des tentacules est causée par les neurones du calmar
produisant des courants électriques, par exemple, lorsque le calamar trouve un
prédateur.

Hodgkin et Huxley ont utilisé la migration des ions sodium Na™ et potas-

sium K a travers les membranes neuronales (schematisé sur la figure (1.6)))
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pour expliquer ces potentiels d’action sur la base des mesures d’électrodes [12].

1.2 Composants de base du modele

Le modele Hodgkin-Huxley traite chaque composant du neurone comme un

composant électrique (résumé sur la figure (1.1))) [22, 12].
— La bicouche lipidique : est exprimée en capacité (C,).

— Les canaux ioniques : sont représentés par la conductivité électrique g,

ou n est un canal ionique spécifique.
— Le chemin de fuite : est exprimé par la conductance de fuite (gy).

— Le gradient électrochimique entrainant le courant ionique : est
représenté par une source de tension (V},), dont la tension est déterminée
par le rapport des concentrations intracellulaires et extracellulaires des

especes ioniques cibles.

— La pompe ionique : est une protéine transmembranaire servant a transférer
les ions a travers la membrane cellulaire, elle est représentée par une source

de courant 1.

— Le potentiel de membrane : est représenté par V;,

Milieu extracellulaire

membrane celullaire

K* S
. . . . { c| @tw o
o o

N - _ . T VT

\
canaux ioniques J,

Milieu intracellulaire

FIGURE 1.1 — Un circuit électrique modélisant la membrane cellulaire [54, 22].




1.2. COMPOSANTS DE BASE DU MODELE 23

Hodgkin et Huxley considerent que le courant sodique Iy, et le courant
potassique [ sont les deux principaux courants circulant le long de 1’axone
[22, 23], 138, 12].

Soit I}, le courant qui passe a travers le canal ionique de potassium, selon la loi
d’électricité dite Ohm [39], I}, est donné par :

I = g1 (Vi — Vi),

Tel que,
Vi o le potentiel de la membrane.
Vi © le potentiel d’inversion de potassium.

gi : la conductance de potassium par unité de surface.
De méme pour le flux sodique :

INa — gNa(Vm - VNa)-

Tel que,
Vo : le potentiel d’inversion de sodium.

gne : la conductance de sodium par unité de surface.
Hodgkin et Huxley [22] supposent que les conductances gy, et gx varient en

fonction de 'ouverture ou de la fermeture des canaux. Ils considerent que chaque
canal devait étre composé de quatre composants indépendants, chacun peut étre

soit ouvert, soit fermé.

Pour les canaux a potassium, si la probabilité d’ouverture d’un composant est
n alors la probabilité que les quatre composants soient ouverts est n* car les
composants sont identiques (déja cité dans [22), 211 [12] {]).

Ainsi, g, = gyn*, ce qui nous ramene & écrire :

I, = n4gk(Vm — Vk)
O,
gi. - est la valeur maximale de la conductance de potassium.

De meéme, on peut décrire le courant sodique Iy,. Dans ce cas, il existe un
autre état, actif ou inactif, c’est-a-dire que le canal de sodium peut étre dans

un état ouvert et actif, ou un état ouvert et inactif, ou un état fermé.
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Hodgkin et Huxley [22] considerent que le canal de sodium se compose de
quatre parties, trois parties controlent I'ouverture et la fermeture et la quatrieme
parie controle 'activation ou l'inactivation. Soit m la probabilité d’ouverture
de chacun des trois premiers composants, et soit h la probabilité que le der-
nier composant soit actif. Finalement la probabilité qu'un canal de sodium soit
ouvert et actif est de m3h [22, 211, 12, §].

]Na — m3h§Na(Vm - VNa)-
Ou,
Jgna - est la valeur maximale de la conductance de sodium.
Selon la loi de Kirchhoff [41], le solde des charges est :

Vi,
]:me%—[k%—]Na‘i‘[L

Ou,
I}, : le courant de potassium.
Iy, : le courant de sodium.

I;, : le courant de fuite désignant tous les ions circulant a travers les

canaux ioniques qui sont toujours ouverts.

En remplacant I, Iy, et I, le courant total traversant la membrane est donné

par :

v, - _
I = OmW + gt (Vi — Vi) + gvam>h(Viy — Viva) + G0(Vin — V1 ).

Maintenant, I'ouverture des canaux de potassium et de sodium et I'inactiva-
tion des canaux de sodium, varient eux-mémes selon une équation différentielle.
D’abord, Pour les canaux a potassium, chaque composant passe de 1’état fermé
(avec la probabilité 1 —n) a I’état ouvert (avec la probabilité n) suivant un taux
o, et de I’état ouvert a celui fermé suivant le taux 5,,. Ce sont des coefficients
qui dépendent aussi du potentiel de membrane.

On peut le comprendre facilement par :
an
1—na=n.
Bn

L’équation décrivant la variation d’ouverture de canaux de potassium n par

rapport au temps est donnée de la maniere suivante :

on
5 = (Vi) (1 —n) — Bu(Vin)n.
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De méme pour les canaux a potassium, et I'inactivation des canaux de sodium,
le passage de I'état ouvert (de probabilité m, h respectivement) a celui fermé
(de probabilité 1 — m, 1 — h respectivement) de chaque composant est donné

par les coefficients v, et 5,,, ap et Gy :

O
1l—m=Zm.
B
Qap,
1—hZ2h.
B

Donc les équations de variations d’ouverture des canaux de sodium m et 1'in-

activation des canaux de sodium A sont données par :

%—T = an(Vi)(1 —m) = Bn(Vi)m
o = V(L= ) = SVl

Ainsi, le modele de Hodgkin-Huxley est le suivant : (voir aussi [22, 38, 21, 12,
38, 14, §])

( _Cmaa% - gkn4(vm - Vk) + gNamgh(Vm - VNa) + gL(Vm — VL) — I
M (V)1 v,
o o (Vin)(1 —n) — B, (Vi)n.
<
om
E = @m(vm)(l - m) - ﬁm(vm)m
Oh
\ E = ah<vm)(1 - h) - Bh(vm)h

(1.1)

Avec: 1: le courant par unité de surface.
«;, B; - des constantes de taux pour le canal ionique spécifique ¢
qui dépend de la tension.
Jn - la valeur maximale de la conductance.
n : 'ouverture des canaux de potassium.
m : I'ouverture des canaux de sodium.

h : D'inactivation des canaux de sodium.
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et n,m, h sont des quantités sans dimension qui varient entre 0 et 1 [§].

Si on pose :
Qi
Noo = :
an + P
et
1
Tn = :
! a, + By
Ou,

Neo . la valeur d’équilibre de n.

T, - la constante de temps d’approche de cet équilibre.
Et on fait pareille pour m et h tel que :

Moo = _Gm et T, = —
oo T m .
hoo = — ¢t = —%.
an + P i

Alors le systeme (|1.1]) peut s’écrire comme suit :

( oV,  _ _ _
_Omw - gkn4(Vm — Vk) + gNamgh(Vm o VNC‘) + gl(vm o ‘/2) — I

on _ ne—n
o T,

ot T
Oh  heo —h
\815_ Th

1.3 Etude du modéle de Hodgkin-Huxley

Simulation numérique

Dans le modele (1.1)), les valeurs des parametres sont déterminées par des

expériences électros physiques comme indiqué sur le tableau ((1.1]) [25].
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Cpn = 1uF/cm?
Vg = 120mV’ Vi = —12mV Vi = 10.6mV
gna = 120mOhms ™" /em? | g = 36mOhms ™' /em? | g; = 0.3mOhms ™ /em?

TABLE 1.1 — Valeurs numériques du modeéle de Hodgkin-Huxley [25]

Hodgkin et Huxley utilisent dans [22] la forme fonctionnelle suivante (qu’on
retrouve dans [44), [38]) :

(V) = 202 (13)
exp(—5—) ~ 1
Bn(V) =0.125 exp(—%). (1.4)

De méme pour les canaux a sodium et l'inactivation des canaux de sodium,

Hodgkin-Huxley utilisent les coefficients suivants :

(V) = 0'12(525_}/‘/) (1.5)
exp(—75—) — 1
Bm(V) = 4exp(—1—vé) (1.6)
an(V) = 0.07exp(—%) (1.7)
1
exp( . )+ 1

En utilisant la méthode de Runge-Kutta classique d’ordre quatre sur Matlab,
on obtient la figure (1.2)) des solutions du systeme ([1.1)
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le potentiel
canaux de potassium
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FIGURE 1.2 — La solution du systéme avec I = 0 et les autres parameétres comme
ceux au-dessus. Ou la figure (a) c’est la variation du potentiel, la figure (b) la variation
d’activation des canaux de potassium, la figure (c)la variation d’activation des canaux de
sodium et la figure (d) est la variation d’inactivation des canaux de sodium.

o
o

Modalité de réduction du modéle

Il est difficile voire impossible d’étudier les solutions du modele théoriquement.
En effet, le modele de Hodgkin-Huxley est un systeme a quatre équations
différentielles non linéaires plutot complexes.

La variation d’ouverture des canaux de potassium dans le systeme (1.1)) a la

forme suivante ([§]) : ,
X 1

(C’est une équation différentielle ordinaire linéaire avec second membre. Pour sa

résolution, on utilise la méthode du facteur intégrant, ce qui donne :
t
X(t) = Xs(V) + (X0 — Xy) exp(—;).

Ce qui implique que la solution de la variation d’ouverture des canaux de po-

tassium dans le systeme ([1.1]) satisfaisant ces conditions aux limites est de la
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forme exponentielle, comme suit :

n(t) = neo(V) + (np — o) exp(—Tn(V)). (1.9)
En faisant le méme travail pour les quantités m et h on trouve :
m(t) = moo(V)+ (mg —me) eXp(—TmEV)).
t
h(t) = hs(V ho — hso — :
(1) = holV) + (1~ ) exp(~ )

D’apres les expériences biologiques, il est facile de constater que 'activation
des canaux de sodium m(t) est beaucoup plus rapide que les autres (comme on
peut le constater dans la figure[1.4). Ce qui nous rameéne a faire Papproximation
suivante [12] 8 144] :

m = meo (V).

Cela permet d’éliminer 1’équation de %—?, car elle s’annule (m atteint 'état

stationnaire plus rapidement ) ( on peut voir dans la figure .

On peut voir que d’apres (b) de la figure (L.4)), 'activation des canaux de sodium
se stabilise plus rapidement par rapport a la période de naissance du potentiel
d’action V' dans la figure (a).

De meme pour l'activation et l'inactivation des canaux de potassium et de
sodium (n et h respectivement), leurs somme devient & peu prés une constante

au cours du potentiel d’action.
hoo (V) + 1o (V) = 0.
On voit bien qu’il existe deux constantes a et b (voir figure (1.3[(c))) telles que,
h(V) +an(V) =b.
On définit une nouvelle variable w telle que
w(t) =b— h(t) = an(t).

Ce qui implique que :
0w  Weo — W

ot Tew
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canaux de K+
canaux de Na+
| inactivation des canaux de Na+

le potentiel

Temps t Temps t
(a) (b)
1 T T T T 1 T T T T T T T
—h=0.902-1.117*n m

+ 091 B 09 — minf
©
Z o8l 1 08}
Q
©
x 0.7 1 07F
>
®©
c 06 1 06
o
(&}
n 051 1 05
(0]
©
c 04 1 04 F
ke
=
®© 031 1 031
=2
=
g o02r 1 02}
£
Z o1t 4 0.1 f

o . . . . . 0 : . . . g . f

0.2 03 04 05 06 0.7 0.8 09 0 10 20 30 40 5 60 70 8 90 100

caneaux de K+ temps t

(c) (d)

FIGURE 1.3 — La solution du systéme avec I = 8 et les autres parameétres comme ceux
précédents. La figure (a) est I’évolution du potentiel V, la figure (b) est les évolutions de
n,m, h, la figure (c) montre la relation en bleu entre n et h dans 1’espace (n,h) on trouve
que cette relation est peut-étre faite approcher par la droite en rouge h = 0.902 — 1.117n,
la figure (d) est ’approximation m ~ mq..

canaux de K+
canaux de Na+
| inactivation des canaux de Na+
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4 05F 4
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FIGURE 1.4 — La solution du systéme avec I = 0 et les autres parameétres comme ceux
au-dessus. Ou la figure (a) c’est la variation du potentiel V, la figure (b) est I’évolution
d’ouverture des canaux de potassium en bleu, I’évolution d’ouverture des canaux de
sodium en rouge, I’inactivation des canaux de sodium en vert.
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Ainsi, le systeme ([1.1]) & quatre équations différentielles non linéaires se réduit

a un systeme de deux équations, qui s’écrit comme suit : (voir aussi [44), §])

(0V 1
T C—[—gkw4(V — Vi) = gnami (b — w)(V = Vivg) — i(V = Vi) + 1.
{
Ow  wa(V) —w
Lot (V)
(1.10)
On obtient ainsi un modele de la forme :( voir aussi [§, 22, [44] )
(
%—‘;ZV(v—a)u—V)—UH
. (1.11)
ou
=y —
L 2 V —yU

O,
V . le potentiel de membrane.
U : le flux lent d’ions a travers la membrane.

I : le courant externe appliqué.

Les parametres a , b et v sont des constantes.
Le systeme (|1.11)) est connu dans la littérature sous le nom de :

”modele de FitzHugh-Nagumo ”.

Bien que le modele de Hodgkin-Huxley soit plus réaliste biophysiquement,
seule 'analyse numérique en quatre dimensions peut etre observée. Le modele
de FitzHugh-Nagumo est plus simple, permet donc d’avoir une vue des solutions
completes et de faire une analyse géométrique des phénomenes importants liés

a l'excitabilité et aux mécanismes de génération du potentiel d’action.
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Chapitre 2

Le modele de FitzHugh-Nagumo

2.1 Naissance du modele

Peu apres la publication des équations de Hodgkin et Huxley [22], Richard
FitzHugh travaillait au laboratoire de biophysique du ”National Institut
of Health” a Bethesda, dans le Maryland, ou il a entrepris une analyse des pro-
priétés mathématiques de leurs équations. John Moore et FitzHugh ont com-
mencé par planifier la programmation d’un ordinateur analogique qui pourrait
étre utilisé pour résoudre les équations de Hodgkin-Huxley. Avec cet ordinateur,

il a tracé les solutions des équations de Hodgkin-Huxley [25].

Dans cet ordinateur analogique, les variables des équations de Hodgkin-

Huxley, V', m, h et n, sont représentées par des tensions.

Afin de distinguer la base physique des équations de Hodgkin-Huxley,
en termes de flux d’ions de sodium et de potassium a travers la membrane
de ’axone et les phénomenes d’excitation au-dela d’une valeur seuil de stimulus
avec la propagation le long de I’axone d’une part. D’autre part, il semblait utile
de simplifier leurs équations afin d’isoler ces propriétés les unes des autres.
A la suggestion de son chef de laboratoire, le Dr Kenneth S. Cole, FitzHugh a
modifié les équations de Van der Pol [13].
Ces équations étaient similaires a celles décrivant le circuit électronique
appelé multivibrateur monostable. A la méme époque, l'ingénieur japonais Jin-
Ichi Nagumo a construit un circuit électronique utilisant des diodes tunnel
(Esaki), ( voir la figure [2.1)). Ces diodes ont une courbe courant-tension
similaire a la forme cubique utilisée dans les équations de FitzHugh.
Ces équations sont depuis connues sous le nom d’équations de FitzHugh-Nagumo,

bien qu’elles aient été initialement appelées <modele Bonhoeffer-Van der Pols [13]

33
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par FitzHugh.
Le modele de Fitzhugh-Nagumo est resté ’exemple prototypique d'un systeme

excitable et de nouvelles découvertes sont encore faites avec ce systeme [37, 26].

I'L—J.

wunnel L
diode

o

FIGURE 2.1 — Schéma du circuit du modele de nerf a tunnel diode de Nagumo
(1962)[12].

Ainsi, son modele consiste a considérer uniquement deux des quatre variables
du modele de Hodgkin et Huxley dans le plan.

Le modele s’écrit comme suit [44) [§, 12, 6] :

( 0V V3

vl U+I= .
5 V 3 U+ f(V,U)

< (2.1)
ou 1

V . le potentiel de la membrane.
U : le flux lent d’ions a travers la membrane.

I : le courant externe appliqué.
et a, b et 7 (7 > 0) sont des constantes.

2.2 Etude du modele
2.2.1 Les points d’équilibre

On calcule les points d’équilibre du systeme (2.1)) :

fv.oy=0. _ V-2 _U+I=0.
g(V,U) = 0. LV 4a—0bU)=0.
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. {V%SU+I:O.

_ V+a
U= Y

En injectant U dans 1’équation de V', on obtient une équation de la forme :

b—1
V3—3( ; )V+%a—31:0. (2.2)
O, b # 0 (voir remarque [2.1).
—1 — 1
Soitpz—g(bb )etqzw.

Ce qui implique que ’équation (2.2)) peut s’écrire comme suit [6l, 44] :
V34 pV +q=0

En appliquant alors les formules de Cardan [47] :
A =4p° +27¢°

Théoréme 2.1 ([/7])
Soit A = 4p* + 27¢° alors,

e Sile A >0, alors I’équation admet une seule solution dans R :

o Sile A <0, alors I’équation admet trois solutions dans R :

1 3 3
Vit=2,/ cos(§ arccos(%, /_—p))

1 3 3 2
Vy =2,/ cos(§ arccos(%, / —_p) + ?W)

1 3 3 4
Vy =2,/ cos(§ arccos(ﬁ, / —_p) + %)
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On définit le corollaire suivant :

Corollaire 2.1 soit (V*,U*) un point d’équilibre de , ou V* est obtenu

grace au théoreme alors :

o SiA >0, alors (2.1) admet un seul point d’équilibre dans R? : (V*,

L, Vita
b

).

e 5i A =0, alors le systéeme admet deuz points d’équilibre dans R? :

3 —
0 —3¢ 3

3
+a +a
(3(]1? ) t(2p7 pb )

e 51 A <0, alors le systeme admet trois points d’éq
%% + a Vs + a %4 + a
V=), (V&' ,—=—), (V5",——).

wilibre dans R? :

On peut le voir aussi dans la figure (2.2)) ou 'intersection des deux isoclines

est un point d’équilibre.

isocline de V ——isocline de V
isocline de U

isocline de U

-1.5 -1.5
25 -2 15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 25 -2 15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
temps temps

——isocline de V
isocline de U

-1.5
25 -2 15 -1 05 0 05 1 156 2

temps

(c)

FIGURE 2.2 — Simulations numerlques obtenues pour les deux isoclines du systeme
avec a = 0.7, 7 =13 et I =0, V = 0 en bleu et U = 0 en rouge. La figure (a)

represente un seul point d’équilibre du systeme (| - pour b = 0.8, la figure (b)
représente ses deux points d’équilibre pour b =~ 2.3 et la figure (c) montre ses trois

points d’équilibre pour b = 3.5.

2.2.2 Stabilité

Calculons d’abord la matrice jacobienne du systeme ([2.1)) :

of of

oV oUu
J =

99 9g

ov ou
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Ce qui implique que :

S| =
\]

Soit (V*, U*) un point d’équilibre de (2.1)), on a :

Det(J — My) = N2 — Tr(J)X + Det(J).

On, Tr(J)— 1-v2-"

T

1 1—
Bt Det(J)= (1—v3(=2y4i=ly2 170

T T T T

Pour avoir la stabilité des points d’équilibre, il faut que :
Det(J) > 0 et Tr(J) < 0.

L’équation de la trace Tr de J admet deux racines réelles si 7 > b, alors les

solutions sont données par :
_ b _ b
VTrl_ 1—; et VTI«Q—— 1-;

Pour I'équation du déterminant Det de J :

b—1
Det(J) =0 = V? = —
Ce qui implique que si ; >0 (i.eb<0oub>1),alors Det(J) admet deux
racines réelles :
VDetl — 1— % et VDet2 = —4/1— l-

b

Supposons qu’il n’y a qu’un seul point d’équilibre, c’est-a-dire A > 0 ce qui

implique que p > 0, ainsi on choisi la valeur de b de telle sorte que b € ] 0,1 [.

On peut résumer la nature des points d’équilibre grace aux tableaux sui-

vants :

e Dansle casou b > 7 et 0 <b <1 (illustré dans la figure [2.3)).
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Vv —00 +00
Tr(J) —
Det(J) +
Nature foyer stable

TABLE 2.1 — stabilité des points d’équilibre [44]

1.5

le potentiel de la membrane V
1 le flux d ion U

0.5

-2.5

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Temps t

FIGURE 2.3 — Simulation numérique de la solution du systéme (2.1) avec I = 0.4 et
a= 0.7, lorsque b =0.2 et 7 = 0.2, le point est stable.

e S1 b<TetO<bx1

Tr(J) - 0 + 0 -

Det(J) + + +

foyer stable foyer instable = foyer stable
noeud stable : noeud instable : noeud stable

Nature

TABLE 2.2 — Stabilité des points d’équilibre [44]

On peut voir des exemples de stabilité des points grace a la figure (2.3)).
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25 T T T 2
le potentiel de la membrane le potentiel de la membrane V
2 le flux d ion U 151 le flux d ion U
1.5 ]
1
0.5
0.5
0
0
05
0.5 i by
1 -1
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(a) (b)

FIGURE 2.4 — Simulations numériques de la solution du systéme (2.1) avec [ = 0.4
et a = 0.7, la figure (a) lorsque b = 0.2 et 7 = 0.45 le point est instable, la figure (b)
lorsque b = 0.2 et 7 = 0.28 le point est stable
e Remarque 2.1 Si b = 0, alors on a (V*,U*) = (—a,—a +a*+I). En
appliguant b = 0 sur le tableau au-dessus , 0N G !
— si |a] > 1, le point est stable (voir[2.5d).
— st |a] = 1, le point devient un centre (voir [2.50]) .

— si |a| < 1, le point est instable (voir|2.5d).

25 r T T - 2.5 T T T - 2.5
’ le potentiel de la membrane V ‘ le potentiel de la membrane V

le flux d ion U 2 le flux d ion U le flux d ion U

le potentiel de la membrane V

Temps t Temps t Temps t
(a) (b) ()

FIGURE 2.5 — Simulations numériques de la solution du systéme (2.1) avec I = 0.4,
7 =13 et b =0, la figure (a) lorsque a = 1.2 le point est stable, la figure (b) lorsque
a =1 le point est un centre, la figure (c) lorsque a = 0.8 le point est instable.

Choix des parametres ﬂ@] :

Avec 0 < b < 1 et 7 >> 0, cherchons une condition suffisante sur le pa-

rametre a pour que le point d’équilibre soit stable.

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180  20C "o 20 40 60 80 100 120 140 160 180  20C 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

200



40 CHAPITRE 2. LE MODELE DE FITZHUGH-NAGUMO

D’apres le tableau (2.2)) il suffit de voir dans le cas ou V* < —1 .

D’apres 1’équation ([2.2)), on a :
b 3
a:bV—gV —V + Ib.
Apres dérivation par rapport a V' on trouve :

a =b—bV?—1<0,Ybe (0,1).

Ce qui implique que :

—2p 4 Ib

TABLE 2.3 — Tableau de variation de a sur I'intervalle (—oco,—1)

2
Ainsi, on choisit a telle que a > 1 — §b + Ib.
Pour respecter les conditions d’excitabilité du neurone, on pose

—2 < V* < —1, ce qui implique que :
2 2
1—§b+lb< a < §b+2+lb.
En particulier pour I =0
2 2
l—=-b<a<-b+2.
30 =030

Cette condition permet d’avoir un point d’équilibre non loin du minimum local
de la droite isocline V. Car, si la valeur de a est suffisamment grande, tel que
a > %b + 2, le point d’équilibre est situé loin du minimum local de la fonction
de V = 0. Par conséquent, la période réfractaire du potentiel d’action disparait

(voir figure

Ce qui implique qu’on a le modele de FitzHugh-Nagumo :

OV &

R— - _ I
BT %4 3 U+

< (2.4)
ou 1
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FIGURE 2.6 — La figure (a) est la variation du potentiel avec I = 0,b=0.8 et a = 3.5, la
figure (b) c’est I’isocline de V' en bleu et I’isocline de U avec les mémes parameétres.

Avec, 0 <b<1,b<<Tet 1—§b+lb<a< §b+lb+2.
D’apres [26], 44], on fixe les parametres comme suit :
a=0.7,b=0.8et 7 =13 on obtient :

( aV V3
— = v-2_U+4r
BT V—-5-U+

4 (2.5)
oU 1

5 = 3V H0T-080).

2.3 Bifurcation
2.3.1 Existence de la Bifurcation de Hopf

Une bifurcation de Hopf ou de Poincaré-Andronov-Hopf, est une bifurcation
locale dans laquelle un point fixe dans un systeme dynamique perd sa stabilité
lorsqu’une paire de valeurs complexes conjuguées par linéarisation autour
du point fixe traverse I'imaginaire du plan complexe.

Rappelons le théoreme de Hopf [44], (6, 9], 10, 14, 27].

Théoreme 2.2 Soit le systeme d’équations différentielles ordinaires suivant :

{V:ﬂua@.

U=g(V,U,a). (2:6)
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Soit (V*, U*) un équilibre du systéme (2.6), pour Va, si la matrice jacobienne
du systeme calculée en (V*,U*) admet deux valeurs propres imaginaires
conjuguées, Ao = aa) £ifB(a) et s’il existe un certain a = a. tel que :
da(a,)

da

O‘(ac) =0, B(CLC) #0 et # 0.

Et sia > a,.
Alors il existe une bifurcation de Hopf et le point (V*,U*,a.) est le point de
bifurcation de Hopf .

D’autre part soit c; tel que :

. 1 O*°F 0°G  0°G 9*F  9°G 0°G
=

65(a)" ~ aviauz T aviavaU ~ aviavau

DG G OPF O*F | 0°F0°G .
+ + ) (2.7)
oUu20vVoU — oU?9VoU — oU?9V?

OF n OPF N G 83G)
ov3  ovoU? = oV2oU ov3”
Ou F et G sont données par la méthode de Hassard, Kazarinoff et Wan [15].

On peut distinguer différents cas :

+

c1 <0 c1 >0
Oa équilibre stable équilibre instable
%(Gc) <0 ja<d et pas d’orbite périodique et une orbite périodique instable
0> a équilibre instable équilibre instable
“ || et une orbite périodique stable et pas d’orbite périodique
Oa équilibre stable équilibre instable
—(ac)>0 a < a , . e 1. . e 1
da et pas d’orbite périodique et pas orbite périodique
0> a équilibre instable équilibre instable
“ || et une orbite périodique stable et pas d’orbite périodique

TABLE 2.4 — Stabilité des points d’équilibre selon une bifurcation de Hopf.

On applique ce théoréme au systeme de FitzHugh-Nagumo ([2.8)), ou I représente

le parametre de bifurcation.

( OV Ve
— =V -—- I.
Y V 3 U+

4 (2.8)
U X
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Soit (V*,U*) un point d’équilibre de (2.8)), posons V =V, +V* et U = U; + U,

on obtient :

: Vi+ V)3
: 1
Uy =gVi,Uh,I) = (Vi + V*) + 0.7 = 0.8(U; + U*)).

13
En faisant le développement des fonctions f et g, en séries de MacLaurin [33],

au voisinage de (0,0,7), on obtient :

(. of of .

Vi = Vigir(0.0.1) + Urgie(0,0.1) + F(Vi, Ui, )
<

0 = 220,01+ 01-290,0, 1) + GV, U, 1)
\ 1 — la‘/l 18U1 y Uy 1, V1, .

Own, F(V4,Uy, I) et G(V4, Uy, I) sont les termes non linéaires,

On a alors,
Vi = (1=VVi = Ui+ F(Vi, Uy, 1),

. 1 4 R
U, = =Vi—=U1+G(V,Uy,I).
1 131651+(1’1’)
R V3 V*3
Avec, F(V,Uy, 1) = —?1 — (V2 -1)V*— U
A 7 4
Et GVUI——V* — - =U"
V.U 1) = 33 130 65
Calculons la matrice jacobienne associée :
(1—V*?) -1
/= 1 4
13 65
Et le polynome caractéristique associé s’écrit comme suit :
61 1 4
Det(J = Mg) = N+ (V2= —)A+ — 4+ —V*
et(J A d) A +( 65) + 65 + —= 65

Pour chercher les valeurs propres, on calcule Det(J — Al;) = 0. Ou ce dernier

s’écrit comme :
A2 — Tr(J)A + Det(J) = 0.
Posons P(I) = —Tr(J) et Q(I) = Det(J), ce qui implique que :

M4+ PN +Q(I) =
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Ainsi, la matrice jacobienne admet deux valeurs propres complexes conjuguées
si:

Det(J) > iTr(J)Q.

Et on a:
A = a(l) £ib(I).
1 61 1 4
A = —V*24_—— et ) =4/—+ =V*2—qa(l)2
vee, a(l) 2V -+ 130 et B(I) 65+65V a(l)

On rappel que V* solution de 1'équation ([2.2)), peut s’écrire sous la forme :

V34 pV +q=0.

3 21
! _— — t - — — [
Ou p 7 et a A 3

D’apres la formule de Cardan [47], cette équation admet qu'une seule racine

qui s’écrit comme :

V*(I) =m(I) + n(I).

O,

(D) - (/_% VRN S

n(l) = i”/—%%]— 5\/%+ (2 —31)".

De plus, la valeur I. de I pour laquelle la partie réelle de ces valeurs propres

s’annule est donnée par les équations P(I.) = 0 et Q(I.) > 0. Alors,

61 61
V*(IC)Q—%:0:>V*(IC):1 -

/8,
D’apres 'équation (2.2), on obtient,

Premier cas si: V*([.) = \/le

7 439 /61

8 780V 65
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D’autre part on a :

da o [dm(D) dn()
a7 Ue) ==V (L) T(L;)+ o (Ic)]
1. L |3 (639 !
=3V ) m (1)** | 2 <16 20> Lo Y
_ ﬁ*(@‘ )

/ i
1 |3 /63 9 1
+W 2" <E . §Ic> 1 (21 ?
\ ¢_ (2-u) |
~0.8788 # 0.
Ainsi, o (L) = 0,8 (L) £ 0. et 225 1y 2.

Donc 1. est une valeur de bifurcation de Hopf du parametre I.

2.3.2 Stabilité, direction et la période de la bifurcation de Hopf

Déterminons d’abord le vecteur Wy, le vecteur propre associé a la valeur

propre Aq,
(1-V24+if)V-U = 0.
(J—)\lld) v =0=
v v (2 +im)U = 0
13 65 ' 0)Y T

Avec By = B(1.).

Ce qui implique que

1
Wl_(l—v*2+wo)

La matrice de changement de base est donc donnée par,

P =(Re(W) Im(Wy) ) = ( 1_1‘/*2 500 > :

Ainsi, on a,
1 BO 0
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Soit maintenant le changement de variable,

Vi Vo Vo Vi
=P = = p!
Uy U, U, Uy
Alors, on a.
Vs i Vs F (Va, Uy, I)
=p! =P 'JP + P!
U, U, Us G (Va, Us, I)
Soit
a(l) —p()
J(I)=P1JP =
BI)  a(l)
Ainsi, pour I = 1., on a,
0 —B(L) Vo= —=B(I) Uz + F (Va, U, I)
J'(I) = = .
B(1) 0 Uy= (1) Va+ G (Va,Us, I)
Avec X
F(‘/27U27[C) F(‘/Q7U27IC)
— p1
G (Vo, Uy, I.) G (Vo, U, 1)
On a donc,
1 1
[ F(Vo,Us, I,) = —SV = (B =)V = VO U 4 L= M,
X
V2 -1 1 /vy 7 4
Uy, 1) = M — =+ —=——-—Ur).
| ¢ (Ve U L) ( By >+ﬁ0<13+130 65 )

Soit ¢; donné par I’équation ((2.7)), les fonctions F' et G ne dépendent que V5,
le coefficient ¢; est donné par,

1 0°F 0*G O’F

- c) ay 9 s Uy Le av 73 3 7‘[6'
165(10)31/22(0’0’1)8\/22(0OIH@VQS(OO )

C1 =

Au point (V5,Us) = (0,0) et pour I = I, on a,

1 4 61
Ic = - —V*Q, t V*=—/—
B L) 6 65 ¢ 65
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Alors,
_V*Q (V*Q . 1) 557

—2=—__ <0
4532 309

C1 =

0
Onaa—?(lc)>06tcl<0.

Alors D’apres le théoreme (2.2)), le point (V*, U*, I..) est un point de bifurcation
de Hopf surcritique.
De plus, pour I > I., le point d’équilibre est instable avec une orbite périodique

stable, tandis que pour I < I., le point d’équilibre est stable et il n’y a pas
d’orbite périodique. (Voir figure

2.5 T T T T T T T T T -0.32
2 1
= -0.33F
150 [0))
C
1 © 034}
Ko}
9 o5 5
= £ 0351
2 9 ©
8 ()
a S 036
© 05 et
- c
At o
< 0.37
=
15F =
L o3t
2F
25 . . . . . . . . . 0.39 . . . " " . . . .
0 20 40 60 80 100 120 140 160 18 1.1 -1.08 -1.06 -1.04 -1.02 -1 -098 -0.96 -0.94 -092 -09
Temps t le potentiel V
(a) (b)

le potentiel
le flux lent de la membrane U

25 . . . . . . . . . 04 . . . . . . .
0 20 40 60 80 100 120 140 160 18 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Temps t le potentiel V
(c) (d)

FIGURE 2.7 — La figure (a) montre la variation du potentiel du systéme avec I = 0.3,
la figure (b) est le portrait de phase dans le plan (V,U) montrant un foyer stable pour la
méme valeur [ = 0.3 < I, la figure (c) est la variation du potentiel du systéme avec
I = 0.4, la figure (d) est le portrait de phase dans le plan (V,U) montrant un cycle stable
pour la méme valeur I = 0.4 > ..
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1
Deuxiéme cas si: V¥ (1)) = 2—5
On refait la procédure précédente. On peut aussi trouver la valeur de I associée,
780V 65 8
Et
O om(1 on(I)
i ]/ - V*/ [/ ]/ I/
o7 = v [+ 25 )

16 20> 2
1 /21
— + (=3I
\/16+<8 )

~ — 0.8788 £ 0.

Oa(T)
ol

Ainsi, on a o (I)) = 0,5 (1)) # 0 et (1]) # 0.

Donc I] est une valeur de bifurcation de Hopf du parametre I.

557

— < 0.
309

Et on a aussi alors, ¢; = —

0
On est donc dans le cas ou 8—(; (1)) <0et ¢ <O.

Ainsi, d’apres le théoreme (2.2)), (V*,U*, I.) est un point de bifurcation de

Hopf sur-critique.
De plus, pour I < I/, le point d’équilibre est instable avec une orbite périodique

stable, tandis que pour I > I/, le point d’équilibre est stable et il n’y a pas

d’orbite périodique.
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FIGURE 2.8 — La figure (a) montre la variation du potentiel du systéme avec I = 1.4,
la figure (b) est le portrait de phase dans le plan (V,U) montrant un cycle stable pour la
méme valeur 7 =14 < [/, la figure (c) est la variation du potentiel du systéme avec
I = 1.5, la figure (d) est le portrait de phase dans le plan (V,U) montrant un foyer stable
pour la méme valeur 7 = 1.5 > I/.

De nombreux progres ont été réalisés dans I'étude de la génération d’épis
depuis les travaux de Hodgkin et Huxley. On a vu précédemment que le modele
de Hodgkin-Huxley peut étre réduit a un modele bidimensionnel et produire les
memes potentiels d’action. Plus encore le modele peut étre réduit a un systeme

unidimensionnel, comme le modele ”sodium persistant”.

2.4 Le modele sodium persistant

Les courants sodiques sont essentiels a l'initiation et a la propagation du tir
neuronal. Les altérations des courants sodiques peuvent entrainer une activité

neuronale anormale, comme c’est le cas dans 1’épilepsie.
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Le courant sodique transitoire dépendant du voltage est le médiateur de la
montée du potentiel d’action. Une petite fraction du courant sodique, appelée
courant sodique persistant (In,p), ne s’inactive pas de maniere significative,
meéme en cas de dépolarisation prolongée. L’Iy,p est activé dans la plage de
tension inférieure au seuil et est capable d’amplifier la réponse d’un neurone a
I’entrée synaptique et d’améliorer sa capacité de tir répétitif.

Une littérature en plein essor documente les mutations des canaux sodiques
qui sous-tendent les maladies humaines, y compris 1’épilepsie. Certaines de ces
mutations entrainent une modification de ’excitabilité neuronale en augmen-
tant ' y,p. Cette revue se concentre sur les effets physiopathologiques de ' y,p
dans 1’épilepsie.

Le systeme de sodium persistant s’écrit comme suit

CoV=1—g.(V—=V5) = gnamoo (V) (V = Vi) (2.9)

1
Vi~V

1 + exp( Ek‘ )

Cette formule pour my (V') est beaucoup plus facile a trouver des parametres

Avec my (V) =

que la facon dont Hodgkin et Huxley l'ont fait a partir des formules pour les
., et les (3,,. L’état de ce modele est décrit par le potentiel de membrane V.
En utilisant les valeurs des parametres expérimentaux suivants, on peut tracer
les relations I — V, les relations courant-tension en régime permanent et les
relations tension-temps pour mieux comprendre ce systeme.

Les parametres utilisés sont indiqués dans le tableau (2.5)), et la solution est
tracée dans la figure ((2.9)),

C=10uF |I=0pA gr, = 19ms |V = —6TmV
na = T4ms | Vi = 1.5mV | k = 16mV | Vy, = 60mV

TABLE 2.5 — Parameétres du modele de sodium persistant.
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FIGURE 2.9 — La solution du systéme (2.9) avec I = 0 et les autres paramétres
indiqués dans le tableau
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Chapitre 3

Le modele de Hindmarsh-Rose

3.1 Naissance du modele

Le modele phénoménologique de neurone proposé par Hindmarsh et Rose,
peut étre considéré soit comme une généralisation des équations de FitzHugh-
Nagumo, soit comme une simplification du modele physiologiquement réaliste
proposé par Hodgkin et Huxley [20, [6].

Rappelons que le systeme de FitzHugh-Nagumo peut s’écrire comme suit :

V=a(U —h(V)+ I(t)).

. (3.1)

U=0bk(V)-U).
Ou V désigne le potentiel de membrane, U est le flux d’ions a travers la mem-
brane et a,b sont des constantes. La fonction h(.) est cubique, la fonction k(.)
est linéaire et I(t) est le courant externe appliqué.

Le principal probleme avec ces équations c’est qu’elles n’offrent pas une des-
cription réaliste des pointes, c¢’est-a-dire que le modele montre un tir rapide mais
n’a pas d’intervalle relativement long entre deux pointes successives [20, 4].
Plusieurs tentatives sont faites pour améliorer le comportement du modele en
faisant dépendre les constantes a et b de la tension, mais aucun résultat satis-
faisant n’est obtenu.

En prenant en compte 'inversion du courant de ”queue”, Hindmarsh et Rose
ont trouvé que la fonction k(.) devrait étre une fonction quadratique au lieu
d’une fonction linéaire.

Cette petite modification des équations de FitzHugh-Nagumo a conduit au

premier modele de Hindmarsh-Rose en 1982, qui est capable de produire un

93
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comportement de dopage réaliste.

Inspiré par la découverte d’une cellule chez I’escargot, qui est initialement
silencieuse, mais qui apres un court stimulus dépolarisant, se met a fonction-
ner.

Hindmarsh et Rose adaptent le modele de maniere a pouvoir imiter ce com-
portement particulier. Ils proposent un modele légerement modifié, qui s’écrit

comme suit (déja cité dans [20, [7]),

(
%—‘;:U—av3+bv2+l
¢ (3.2)
— =c—dV?-U
. Ot

Ou,
I : est le courant appliqué.
V' : représente le potentiel de membrane.

U : les flux d’ions a travers la membrane.
a, b, ¢ et d sont des constantes.

3.2 Description du modele

Afin de comprendre le processus de Hindmarsh et Rose , on doit d’abord com-
prendre le concept courant ”queue”. Le courant ”queue” est une augmentation
du courant au moment de la phase de repolarisation du potentiel d’action.
L’équation de Hodgkin-Huxley décrit cet effet comme suit : supposons que
I’équation de Hodgkin-Huxley soit affectée par un courant appliqué initialement
a —40mV (on rappelle que, le potentiel de repos est de —70mV’), cela signifie
qu’'un courant externe est appliqué pour maintenir le potentiel a —40mV. Si
le potentiel appliqué devient —50mV’, alors, le courant appliqué évoluera avant
d’atteindre 1’équilibre.

Il y a tout d’abord une réponse initiale suivie d’un courant “queue”. La réponse
initiale augmente fortement, tandis que le courant “queue” diminue lentement.
C’est-a-dire que si un courant imposé passe de —40mV a —50mV’, un neurone

passe de —40mV a —80mV (comme on peut le voir dans [0 [7), 4] [42]).
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Dans le cas du systeme de FitzHugh-Nagumo, Hindmarsh et Rose ont fixé
le potentiel initial V;.
Pour cette valeur de potentiel, V;, I’équilibre de la seconde équation du systeme

(3.1]) est donné par,

U=0=bk(Vi—U)=0=Ut) =k (V).

Ils supposent alors qu’au temps t = 0, le potentiel passe instantanément a
une nouvelle valeur constante imposée V. < V;. Alors pour ¢t > 0, Le courant

appliqué est donné par V =0 et on a,

V=0=U-hV)+1I(t)=0=I(t) = h(V,) = U(t).

Et U satisfait,

U=b(k(Ve)=U) et U(0) = k(Vi).
La résolution de ce probleme en utilisant le facteur intégrant est,

U +bU = bk(V,) = (U(t)exp(bt)) = bk(V,) exp(bt)

= U(t) exp(bt) — U(0) = k(Ve) exp(bt) — k(Ve)

Les équations
et

donnent :

I(t) = h (Vo) = k(Ve) + (k (Vo) = k (V;)) exp(—bt). (3.4)
Ainsi, le courant “queue” [I(t) augmente si k(V,) — k(V;) < 0, et diminue si
k(Ve) =k (Vi) > 0.
En effet, si on dérive ’équation (3.4)) par rapport a t, on trouve,

I'(t) = b (k (Vi) — k (Vi) exp(=bt).

Et donc, si,
k(V)—k(V)) <0 = I'>0.
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Et si
k(V)—k(V)) >0 = I'<0.

Si le modele veut décrire les inversions de courant ”queue”, alors k (V,)—k (V)
doit changer de signe lorsque V, diminue, sachant que V. < V;. Cela ne peut pas
arriver si k est une fonction linéaire de V' comme c’est le cas dans le modele de
FitzHugh-Nagumo.

L’isocline de U est donnée par,
k(V)="U.

Et doit donc étre modifiée. Alors ils ont choisi une fonction k quadratique [20), 6].
Tout d’abord, ils doivent trouver le courant a appliquer, pour que le neu-
rone soit dans un état d’équilibre, en dessous du seuil ou le potentiel d’action
soit généré. Ensuite, le changement d’échelle leur permet de rendre le courant
appliqué nul (I = 0) en équilibre.
Ainsi, ils ont supposé que le comportement du neurone peut étre décrit par
I'équation (3.1)) et il a atteint un équilibre entre V' = 0 et U = 0. Cela signifie
que l'isocline de U, U = k(V), passe par (0,0), c’est-a-dire que k(0) = 0 et
donc le potentiel de départ V; est nul. Enfin, ils ont fixé le potentiel imposé a
V. afin d’enregistrer le courant appliqué I(t) et en particulier I’état initial, 7(0)
et I'état d’équilibre I(oc0) [6, 20].

On a,
I(t) = h (Vo) = k (V) 4+ (k (Ve) — k (Vi) exp(—bt)
=h(Ve) =k (Vo) (1 — exp(—0bt))
1(0) = h (Ve) et I(o0) = h (Vo) — k (Ve)
Ainsi,

k(Ve) = 1(0) — I(o0).

En mesurant 1(0) et I(oo) pour plusieurs valeurs de V., ils obtiennent des
informations sur h et k. Ainsi, (h — k) serait une fonction exponentielle et h
une fonction cubique. La constante a dans le modele (3.1]) peut étre déterminée

en appliquant un courant constant a la cellule dans un état équilibré. En effet,
’équilibre est (0,0), doncsi V=0, U =0, h(0) =0 et t = 0, alors,

V(0) =al.
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En mesurant V(0) et I, ils obtiennent la valeur de a. La constante b est obtenue
en mesurant I(¢) dans I’équation ({3.4)).

Ainsi, le modele de Hindmarsh-Rose est donné par le systeme formellement
décrit par (3.1), mais dans lequel h est une fonction cubique du potentiel de

membrane et k est une fonction quadratique. On a donc,

1T _ /3 2
{V_U Vo rabmad a=3etd=5 (3.5)

U=1-dV?-U
O,
I : est le courant appliqué.
V' : représente le potentiel de membrane.

U : le flux d’ions a travers la membrane.
Les équations ainsi trouvées permettent de modéliser la transition entre 1’équilibre

stable et les potentiels d’action répétés. De plus, on peut observer de longues
périodes lentes et de courtes périodes rapides d’émission de potentiels, c’est-a-

dire, de longs intervalles entre les potentiels d’actions [20, (6], [42].

3.3 Etude du modéele

3.3.1 Les points d’équilibre

Considérons le systeme de Hindmarsh-Rose a deux équations, donné sous la

forme générale par [4, 42] 20],

(

%—‘;:U—av3+bv2+1:f(v,U).

9 (3.6)
a—U:c—cﬂ/2—U:g(V,U).

. Ot

Cherchons les points d’équilibre du systeme (3.6)),

{V:o {U—aV3+bV2+I:O
=

U=0 U=c—dV?

En injectant U dans la premiere équation du systeme ({3.7)) on trouve,

aV3+(d—b)V:—c—1=0. (3.8)
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d—0b c+1 . , .
et =— . L’équation (3.8) peut donc s’écrire comme
a

On pose, a =

suit :

VitaV?+ B8=0.

En suivant la méme méthode du chapitre , on applique les formules
de Cardan [47].
On pose,

d—b (d —b)? 2d—b)® c+1

VeSS PR e T T T

Ce qui implique qu’on peut déduire les solutions de I’équation (3.8]), grace a

I’équation suivante :
E+pE+q=0

Posons maintenant,

A = 4p® + 27¢°

D’apres le théoreme (2.1)) et le corollaire (2.1),

Si A > 0, alors le systeme (3.6) admet un unique point d’équilibre dans R2.
Si A =0, le systeme admet deux points d’équilibre dans R2.

Si A <0, le systéme (3.6) admet trois points d’équilibre dans R? .

(on peut le voir aussi dans la figure

isocline de V
isocline de U

isocline de V
isocline de U

isocline de V

isocline de U 151

temps temps temps

FIGURE 3.1 — Simulations numériques obtenues pour les deux isoclines du systéme
avec [ = 0, V =0 en bleu et U = 0 en rouge. La figure (a) représente un seul point
d’équilibre du systéme pour a =1,b=3,c=0 et d =3, la figure (b) représente ses
deux points d’équilibre pour a =3, b=3,c=1 et d =5 et la figure (c) montre ses trois
points d’équilibre pour a =5, b=3,c=1 et d =5.
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3.3.2 Stabilité

Calculons d’abord la matrice jacobienne du systeme (3.6)) :

of  9of
oV oU
J p—
99 9y
oV oU
—3aV?4+20V 1
f— J:
—2dV —1

Soit (V*,U*) un point d’équilibre du systeme (3.6]), le polynome caractéristique
de la matrice jacobienne calculé a ce point est :
det (J (V*) = ALy) = N + (3aV*? = 2bV* + 1) A+ 3aV** + 2(d — b)V*
= A2 — Tr(J(V*)A + Det(J(VF)).
On suit la méme méthode du chapitre .
Calculons le discriminant de la trace Tr,
A = 4b* — 4(3a)(1).
Ce qui implique que le discriminant réduit est :
AL =b —3a

Ainsi, si b* > 3a, la trace Tr(J(V)) admet deux racines réelles. Ils sont données

par :
b—Vb2—3a b—D b++vVb?—3a b+ D
VTr1 = = . et VTYQ = =
2a 2a 2a 2a

avec D = /b? — 3a.

Meéme chose pour le déterminant Det(.J) ses racines sont :

- —3a 3a

et
VDet, = 0.

On en déduit alors la nature des points d’équilibre grace au tableau (3.1)).
Et on peut faire des simulations de différents cas de points d’équilibre, illustrées
dans la figure (3.2)).
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N d—b b—D b+D
1% —00 —2&=2 — == +00
Tr(J) — — — 0 + 0 -
Det(J) + 0 — + + +
foyer stable foyer stable  foyer instable foyez stable
Nature col .
noeud stable noeud stable : noeud instable | noeud stable

TABLE 3.1 — Stabilité des points d’équilibre

0.8

0.6

le flux d ion U

le potentiel de la membrane V

0.4

02Ff

0
-0.2
-0.4 W
-0.6

-0.8

L
50

o

100 150 200 250
Temps t

(a)

le potentiel de la membrane V
le flux d ion U

L
50

100 150
Temps t

(b)

200 250 300

FIGURE 3.2 — Simulations numériques obtenues du systéme (3.6) avec I = 0, ¢ = 1
et d = 5, la variation du potentiel V' en bleu et la variation du flux d’ion a travers
la membrane U en rouge. La figure (a) représente un point d’équilibre stable du
systéme (3.6) pour a = 3, b = 3; la figure (b) représente un point d’équilibre instable
pour a=1,b=3.

3.4 Bifurcation

On suit la méme méthode du chapitre 6], 441, [10], 14, 27].

3.4.1 Existence de la Bifurcation de Hopf

On applique maintenant le théoreme ([2.2)) au systeme de Hindmarsh-Rose

(3.6), dans lequel on désigne le parametre a comme parametre de bifurcation,
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et les autres parametres b =3, c=1et d = 5.

T —1 — a3 2 _
{V—U aV>+3Ve+1=f(V,U,a) (3.9)

U=1-5V2-U=g(V,U,a)

Soit (V*, U*) un point d’équilibre du systeme (3.9). On ramene le point d’équilibre
a 'origine en posant V =V, 4+ V* et U = Uy + U* et on obtient le systeme,

{x‘(lzf(vl,Ul,a):(U1+U*)—a(vl+v*)3+3(v1+v*)2+1
Uy =g(W,Up,a) =1—5Vi +V*)? — (U + Ux)

En faisant le développement des fonctions f et g, en série de MacLaurin [33],

au voisinage du point (0,0,a) on trouve :

( of of
Vi=Vi=L (Ooa)+U18U1

T (0,0,a) + F (Vi,U1, a)

U1 ‘/18 (OOCL)+U18

v 8U1(0 0,a) + G (Vi, Uy, a)

Ot F (Vi,Uy,a) et G (V4,Uy, a) sont les termes non-linéaires.

On a alors,

Vi = Vi (=3aV*2 + 6V*) + Uy + F (Wi, U1, a)

Uy = —10V* = U, + G (i, Uy, a)

Avec F (V1,Uy,a) = —aVP + (=3aV* + 3) V2

et G (Vi,Ui,a) = —5V2.

Le point (0,0, a) est bien un point d’équilibre du systeme.

Calculons la matrice jacobienne associée au systeme ([3.9) au point (V*,U*),
—3aV*? +6V* 1

J =
—10V* ~1

Le polynome caractéristique associé s’écrit comme suit,
Det(J — Mg) = X + (3aV™? — 6V + 1) A+ 3aV** +4V* = 0.

On pose, P(a) = —Tr(J) et Q(a) = Det(J).
Ce qui implique que,
AN+ P(a)A + Q(a) = 0. (3.10)
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Ainsi, la matrice jacobienne admet deux valeurs propres complexes conjuguées
si Det(J) > 1 Tr(J)? et on a,

A2 = a(a) £ib(a).

Avec

*2 * 1
afa) = _3aV 26V + et B(a) = \/3aV*2 +4V* — afa)?

De plus, la valeur a. de a pour laquelle la partie réelle de ces valeurs propres

s’annule est donnée par les équations P (a.) = 0 et @ (a.) > 0. On a donc,

6V — 1 —4 .1
e = 5779 etac>m =V >E.
Par ailleurs, on a,
Oa 3V *2
% (ac) - = 2
Ainsi, a(a.) =0, B (a.) # 0 et g—j (a.) # 0, donc a, est une valeur de bifurcation

de Hopf du parametre a.

3.4.2 Stabilité, direction et la période de bifurcation de Hopf

Déterminons maintenant un vecteur propre W; associé a la valeur propre A,

obtenue en posant (a = a.) dans a(a) et B(a) et en résolvant le systeme,

VY (I+i/10V =)V +U =0
(J—Mld)(U) —0:{_10V*V+(—1+z'\/10le)U:0

Une solution de ce systeme W; s’écrit comme :

—_— 1
7\ o1 =10V — 1

La matrice de changement de base est donc donnée par,

P = (Re(Wy),—1Im (Wy)) = < _11 \/10‘9*7—1>

Pl _ 1 ( VIOV* =1 0 )

Ainsi, on a,

N 1 1

V10V* —1

Soit maintenant le changement de variable,

(o) =7 ()= () =7 ()
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Alors on a,
VQ -1 Vl -1 Vs -1 F(V27U2aa)
s =P . =P " Ja)P P A
(U2> <U1> (@) <U2>+ G (Va,Us, a)

Soit,

Ainsi, pour a = a., on a ,

/ o O _ﬁ(ac) VYQ — _ﬁ(ac)UZ + F(‘/Qa U27 ac)
lac) = (mac) 0 ) =~ { Uy = Blau)Vs + G(Va, Us, ac)

Avec,

F(‘/QJU%CLC) — P—l F?(‘/Q)UQ)GC)
G(‘/27 U27 a/C) G(‘/Q, UQ, CI/C)

On a donc les fonctions F' et G données par,

F(Vy,Us, a) = —aV3 + (=3aV* + 3) V3

1
G(Va,Us, a) = W(—a‘/f’ — (3aV* + 2)Vy)

Soit ¢; donné par I’équation (2.7)). Les fonctions F' et G ne dépendent que de
Vs, le coefficient ¢; est donné par,
1 9*F G N OBF
166(a.) OVZOVE — OVy'

C1 —

Au point (Va,Us) = (0,0) et pour a = a,, on a,

Blac) = vV10V* — 1

et,

1 4
+
16v/10V* — 14/10V* — 1

(=3a2V*2 + aV* +2).

(—3a.V* +3)(3a.V* + 2)

c; = —b6a,

= ~bact raove -

Q
Comme présenté dans le théoreme (12.2)), les signes de 3—(%) et de c; per-
a

mettent de connaitre la direction et la stabilité de la bifurcation de Hopf.
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Application numérique :

Soit le systeme ((3.6)), on pose I = 0, alors on a,

V=U-aV3+3V?
U=1-5V2-T.

Les points d’équilibre du systeme sont donnés en résolvant 1’équation suivante,

E+pE+q=0

2 4 16 1

O, €= V42 pe —— ot g= —> — =
u, & +3a’p 3@26 1 27a3 a

Le nombre de racines est donné par le signe de

16 1 256
A =27 — ) — :
(27a3 a) 27ab
On choisit arbitrairement une condition sur a, afin de n’avoir qu’un unique
équilibre,
42 42
A>0=a€]—o00, — \/_[U] \/_, +00]
3v3 3V3
Vi) = (9av/27a2 — 32 + 27v/3a® — 161/3)}

32335a(9av/27a% — 32 + 27v/3a2 — 161/3)3

22335 (9a+/27a% — 32 + 27+/3a® — 16y/3)5 — 42333
3.2:35a(9aV/27a% — 32 + 27v/3a2 — 16V/3)s

On a vu précédemment qu’alors, la valeur de bifurcation de Hopf a. du

parametre a est donnée par,

. 6V*(a) — 1
" 3V*(a)?

Ainsi, a. est solution de I’équation,
6V*(a) —1
3V*(a)?

La résolution de ’équation ({3.11)) nous donne deux solutions sur [—10, 10].

—a=0. (3.11)

On s’intéresse au cas a > 0 et on a donc la solution correspondante,
a. € [2.55165,2.55170].

Pour cette valeur de a., on a,
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i 1
V=~ 0.54 > 10
Et
3a.V*2 4+ 4V* & 4.392187794 > i(—?)acv*? +6V* —1)% ~ 1.526 x 10",
Par ailleurs, on a,

3
(10V* —1)

e = —Gac+ (=3a*V*? + a V* +2) = —15.632152 < 0
Par conséquent, on est dans le cas ou ¢; < 0 et g—&(ac) < 0. Ainsi, d’apres le
théoreme (2.2)), (V*, U*, a.) = (0.54, —0.46, a, s 2.551655) est un point de
bifurcation de Hopf. De plus, pour a < a., le point d’équilibre est instable avec
une orbite périodique stable, et pour a > a., le point d’équilibre est stable et il
n’y a pas d’orbite périodique.

On peut faire des simulations numériques des deux cas, illustrées dans la
figure (3.3)).

0.45

le potentiel
°
le flux lent de la membrane U

04 07 - .
500 510 520 530 540 550 560 570 580 590 600 0.44 . . . 054 056 058 06 062 064
Temps t le potentiel V

(a) (b)

02

le flux lent de la membrane U

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 0.1 0.2 03 04 0.5 06 0.7 0.8 0.9
Temps t le potentiel V

() (d)

FIGURE 3.3 — Simulations numériques du systéme avec I =0, b=3,c=1,d =5,
la figure (a) montre la variation du potentiel du systéme pour a = 2.54, la figure (b) est
le portrait de phase dans le plan (V,U) montrant un cycle stable pour la méme valeur
a = 2.54 < ac, la figure (c) est la variation du potentiel du systéme avec a = 2.57, la
figure (d) est le portrait de phase dans le plan (V,U) montrant un foyer stable pour la
méme valeur a = 2.57 > a,.
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Chapitre 4

Modele simplifié de neurones de
Hodgkin-Huxley a mémoire S.M.H.H

4.1 Description du modele

Les activités électriques des neurones ou les comportements collectifs des
réseaux de neurones peuvent étre affectés par plusieurs facteurs, par exemple,
le courant de forgage externe (un courant électrique externe appliqué ) [46, [43],
le bruit [28, 45], les délais [29], les perturbations électromagnétiques [49], le
rayonnement [30], B31] etc.

Parmi ces facteurs le courant de forcage externe est un facteur important qui a
une forte influence sur les schémas d’allumage, c’est-a-dire qu’il a une influence
sur les chemins du courant électrique. C’est aussi celui qui fait ’objet d’une
étude approfondie.

Par exemple, un stimulus a courant continu peut faire en sorte que le modele
de Hodgkin-Huxley se déclenche avec la transition de quiescence a dopage. Il
peut aussi faire en sorte que le modele présente des activités en rafale en plus
des activités quiescentes et de dopage pour un courant périodique. Pour un
stimulus sinusoidal, I’amplitude et la fréquence affectent les activités électriques.
Le modele de Hodgkin-Huxley peut étre excité pour déclencher une activité en
rafale avec une amplitude et une fréquence appropriée.

Cependant, le canal ionique de potassium et le canal ionique de sodium dans
les neurones simplifiés de Hodgkin-Huxley sont des memristors, c’est-a-dire des
canaux ioniques avec une mémoire.

En raison des caractéristiques memristors des canaux ioniques, la réponse des
neurones a des signaux d’excitation périodiques présente une propriété unique

dépendante de la fréquence, c’est-a-dire, que la fréquence d’excitation peut

67
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modifier la dynamique du seuil des activités en rafale. Ainsi, on se concentre sur
I'effet de la fréquence du stimulus sur les valeurs du courant d’initiation d’acti-
vités en rafale dans le modele de neurone SMHH. Ce dernier décrit les propriétés
mémorielles du canal ionique sodium et du canal ionique de potassium sous un

courant sinusoidal périodique (comme on peut le voir dans [24]).

4.2 Composants de base du modele SMHH

Le modele s’écrit comme présenté dans le chapitre (1)) c¢’est-a-dire le systeme
(1.1)) ( voir aussi [17, 24] ) :

(—C D = G (Vi — Vi) + Gxnam®h(Vi — Viva) + 2V — Vi) — 1
&= (Vi) (1 —n) = Bu(Viu)n

aa_T = (Vin)(1 = m) — B (Vin)m

|5 = ap (Vi) (1 = h) = Br(Vin)h

(4.1)
Avec: 1:le courant par unité de surface.

«;, B; - des constantes de taux pour le canal ionique spécifique ¢
qui dépend de la tension.

gn - la valeur maximale de la conductance.

n : 'ouverture des canaux de potassium.

m : I'ouverture des canaux de sodium.

h : T'inactivation des canaux de sodium.
et n, m, h sont des quantités sans dimension qui varient entre 0 et 1 [§].

Par rapport au modele original de neurones Hodgkin-Huxley ([22]) du cha-
pitre , le modele de neurone SMHH présente une réduction de «,, a;,, ay, et

Bns Bm, B, qui affectent profondément le taux de transfert d’ions [24] :

an (V) = 0.0573 exp(0.0338V},,) Bn(Vin) = 0.1203 exp(—0.0258V,,)
(Vi) = 0.369 exp(0.0328V,,) B (Vi) = 6 exp(—0.0769V;,,)
an (V) = 0.0775 exp(—0.0452V,,) Br(Vin) = 0.075exp(0.0357V,,)

En reprenant les constantes comme celles du chapitre , faisons une simu-
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lation numérique par la méthode de Runge-Kutta d’ordre quatre et remarquons

la différence entre les deux modeles dans la figure (4.1)) :

Cpn = 1uF/cm?
Gne = 120mOhms " /em? | g — 36mOhms ' /em? | §; = 0.3mOhms | /em?

TABLE 4.1 — Valeurs numériques du modele de (SMHH) (]25])
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FIGURE 4.1 — La solution du systéme original Hodgkin-Huxley et du systéme
S.M.H.H avec I = 8 et les autres parametres comme ceux au dessus, ou la fi-
gure (a) c’est la variation du potentiel, la figure (b) la variation d’ouverture des canaux
de potassium, la figure (c) la variation d’ouverture des canaux de sodium, la figure (d)
la variation d’inactivation des canaux de sodium.

Bien que les fonctions simplifiées «,,, oy, ap et B, , B, Bn ne soient pas
identiques a celles du modele original de neurone de Hodgkin-Huxley [22], la
réponse dynamique du modele SMHH au cours d’un forcage externe I = 8uA
ressemble a la réponse du neurone de Hodgkin-Huxley original [22] 24].

Dans la figure (4.1), on remarque que les activités électriques de deux neurones
sont presque identiques lorsqu’un courant continu constant est imposé aux neu-

rones, ce qui indique que le modele de neurones SMHH et le modele de neurones



70CHAPITRE 4. MODELE SIMPLIFIE DE NEURONES DE HODGKIN-HUXLEY A MEMOIRE S.M.H

de Hodgkin-Huxley original ont les mémes performances pour décrire ou prédire

les activités électriques du potentiel.

4.2.1 Propriétés memristives des canaux ioniques

Dans le chapitre (1)), on a modélisé les canaux ioniques par un circuit électrique
dans la figure . Maintenant, on peut voir le circuit électrique modélisant
les canaux ioniques a base de memristors dans la figure (4.2)).

Les études de [5] montrent que les résistances qui varient dans le temps sont
en fait des memristors invariants dans le temps, qui présentent toutes les ca-
ractéristiques d’'un memristor. Par conséquent, le modele simplifié de Hodgkin-

Huxley SMHH est constitué de deux memristors, comme le montre la figure (b)

de (2.

Milieu extracellulaire

(a) l ) i

Milieu intracellulaire

(b)

FIGURE 4.2 — Circuit électrique modélisant la membrane cellulaire. la figure (a)
est un circuit du modele HH ([22]), la figure (b) un circuit modélisant les canaux
ioniques a base de memristor [5]

Afin de déterminer si le canal ionique de sodium dans le modele simplifié
de Hodgkin-Huxley est un memristor, reprenons d’abord la tension a travers
le canal d’ion de sodium comme Vy, et le courant passant a travers le canal
ionique de sodium comme Iy,. Ainsi, la tension terminale vy, de la résistance

du canal ionique sodique peut-étre écrite comme suit (voir chapitre (1)) :

UNg = Vm - VNa
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Selon la loi d’'Ohm ([39]) le courant qui passe a travers le canal ionique du

sodium est décrit comme :
]Na - GNa(m7 h)UNa-

O, Gyu(m, h) = gnem3h : la conductance du canal de sodium.

Les variables d’état m et h sont régies par les équations :

%—T = an(l—m)— G,m
= 0.369 exp(0.0328V},,)(1 — m) — 6 exp(—0.0769V,,)
= 0.369exp(0.0328(vng + Vva))(1 —m) — 6 exp(—0.0769(vn, + Va))
- f(m7 UNG)
(4.2)
oh
E = ah(l — h) — ﬁhh

= 0.0775exp(—0.0452V;,)(1 — h) — 0.075 exp(0.0357V},,)
= 0.0775 exp(—0.0452(vya + Viva)) (1 = B) — 0.075 exp(0.0357(vna + Viva))

= f(h7 UNG)
(4.3)

D’apres la relation constitutive du memristor [50], le dispositif déterminé par
les équations et est un memristor du second ordre, commandé par la
tension.

De la méme maniere, définissons la tension a travers le canal ionique potassium
comme Vi et le courant passant a travers le canal ionique de potassium
comme [x.

Alors, la tension terminale vg de la résistance du canal ionique de potassium

s’écrit comme :

vy = Vi, — Vi

Selon la loi d’Ohm ([39]) le courant qui passe a travers le canal ionique du

potassium est décrit comme :
Ik = Gk(n)vk

Ou : Gi(n) = gxn* : la conductance du canal de potassium .

La variable d’état n est donnée par I’équation suivante :
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on

E = an(l_n) _Bnn

= 0.0573exp(0.0338V)(1 —n) — 0.1203 exp(—0.0258V,,,)n
= 0.0573exp(0.0338(vk + Vi))(1 —n) — 0.1203 exp(—0.0258(vk + Vi))n

- f(n7 Uk)
(4.4)

D’apres la relation constitutive du memristor [50], le dispositif déterminé par
I’équation (4.4) est un memristor du premier ordre commandé en tension.

Une tension périodique sinusoidale U = Asin(27 ft) est imposée au memristor
de canal ionique de sodium et au memristor de canal ionique de potassium afin
de détecter leurs propriétés.

Les études faites dans [24] montrent que les résistances non linéaires du
canal ionique sodium et du canal ionique de potassium présentent toutes les
empreintes digitales du memristor, c’est-a-dire la propriété de passage a zéro,
boucle d’hystérésis pincée est en fonction de la fréquence (on peut voir les études
dans [I]), ce qui indique que les deux résistances non linéaires a canal ionique

sont en fait des memristors.

4.2.2 Analyse dynamique des propriétés

Les activités électriques du neurone (SMHH) excité par quatre valeurs différentes
de courant de forcage externe sont représentées dans la figure (4.3)).

La figure (a) de (4.3) montre que le neurone ne se déclenche qu'une seule
fois lorsque le stimulus est inférieur au seuil de déclenchement I = 6,5uA .

Une fois que le courant de forcage externe dépasse le seuil, le neurone tire
d’abord avec une petite fréquence, puis la fréquence augmente progressivement
avec I'augmentation du courant de forcage externe.

La fréquence croissante signifie que la fréquence d’échange d’ions a l'intérieur
et a 'extérieur de la membrane cellulaire devient plus rapide, et la différence
de concentration ionique maximale devient plus faible, par conséquent, le maxi-
mum du potentiel de la membrane diminue, comme le montre la figure (b)et
(d) de (4.3).



4.2. COMPOSANTS DE BASE DU MODELE SMHH
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FIGURE 4.3 — Activités électriques du modeéle de neurone (SMHH) lorsque le courant de

forcage externe est choisi comme différentes valeurs. la figure (a) I = 5uA, la figure (b)
I =10pA, la figure (c) I =50pA, la figure (d) I = 100uA

Le seuil de I'activité de pointe du modele de neurone SMHH est déterminé

avec une valeur de 6, 5uA [24].



7ACHAPITRE 4. MODELE SIMPLIFIE DE NEURONES DE HODGKIN-HUXLEY A MEMOIRE S.M.H



Conclusion générale

Notre travail a consisté a modéliser mathématiquement 'activité électrique
du systeme neuronal. En premier lieu, on a décrit le fonctionnement biologique
du systeme neuronal avec l'activité des cellules cérébrales et le mécanisme de

transmission entre différentes populations de neurones a travers I'influx nerveux.

En second lieu, on a exposé et comparé quatre modeles neuronaux. Le pre-
mier modele est celui attribué a Hodgkin et Huxley. Ce modele a quatre dimen-
sions permet de bien expliquer I'activité biologique. On a procédé a son analyse
numérique en se basant sur les parametres estimés par les auteurs depuis leurs

expériences biologiques.

Le deuxieme modele présenté dans ce travail est celui de FitzHugh-Nagumo.
Un modele plus réduit (deux dimensions) et donc plus simple pour I'analyse
mathématique. On a pu accéder a ses points d’équilibre et ses bifurcations. Ceci
nous a permis de mieux expliquer les différents comportements biologiques des

cellules nerveuses.

Le troisieme modele abordé est le modele de Hindmarsh-Rose. Ce dernier
semble étre le bon compromis entre les deux précédents modeles. C’est un
modele a deux dimensions aussi accessible pour ’analyse mathématique. On
a étudié ses équilibres et leurs bifurcations, ce qui permet de mieux comparer
la fiabilité biologique de ce modele par rapport a celle du modele de FitzHugh-

Nagumo.

Pour étre plus complet dans cet inventaire illustratif, on a aussi présenté un
modele a une dimension : le plus simple et le plus réduit! Il s’agit du modele

“sodium persistant”.
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Enfin, et pour clore ce travail, on a présenté le modele SMHH. Ce modele
neuronal est une illustration de 'application de la modélisation neuronale a
d’autres disciplines (notamment 1’électronique et les télécommunications).

En faisant des comparaisons avec le modele original de Hodgkin-Huxley et des
simulations numériques associées, on arrive a déduire un seuil d’excitabilité en

rafale.
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Résumé

Notre travail, dans ce manuscrit, consiste a analyser et étudier quatre principaux modeles
de la masse neuronale, a savoir : le modele de Hodgkin-Huxley, le modele de FitzHugh-Nagumo,
le modele de Hindmarsh-Rose, le modele simplifié de Hodgkin-Huxley SMHH. Ces modeles sont
représentés par des systemes d’équations différentielles ordinaires de dimensions différentes.
Notre objectif consiste a reproduire le fonctionnement du systeme nerveux avec un potentiel
de repos et un potentiel d’action, dans le but de connaitre 'activité électrique et la physiopa-
thologie de différentes maladies neurologiques qui représentent jusqu’a ce jour un probleme de

santé publique.

Abstract

Our work, in this manuscript, consists in analyzing and studying four main models of
the neuronal mass, namely : the Hodgkin-Huxley model, the FitzHugh-Nagumo model, the
Hindmarsh-Rose model, the simplified Hodgkin-Huxley model SMHH. These models are repre-
sented by systems of ordinary differential equations of different dimensions. Our objective is to
reproduce the functioning of the nervous system with a resting potential and an action poten-
tial, in order to know the electrical activity and the physiopathology of different neurological

diseases which represent a public health problem until now.
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