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Introduction

Une équation aux dérivées partielles (EDP) est une équation dont l'inconnue est une
fonction et qui fait intervenir non seulement cette fonction mais aussi ses dérivées par-
tielles.

L’ordre maximal de dérivation intervenant dans I’équation est appelé ordre de 1’EDP. 11
existe des centaines d’EDP dont 1’étude nécessite des théories différentes, souvent spéci-
fiques.

On tente néanmoins de classifier les EDP en catégories, selon les outils généraux qui
permettent de les analyser, ou encore selon leurs propriétés qualitatives et les problemes
qu’elles modélisent.

En effet, les EDP sont les objets mathématiques qui permettent de modéliser les
phénomeénes naturels par exemple le transport,la vibrations,l’équilibre...
Les EDP que nous rencontrerons seront toujours placées au préalable dans un contexte :
physique, mécanique, chimie, biologie, économie, sociologie.

Plusieurs méthodes analytiques et d’autres numériques ont été proposées pour 1’étude
de D'existence et les propriétés qualitatives des solutions des EDP :
- les méthodes topologiques (degré topologique, point fixe, transversalité topologique),
- Les méthodes numériques
- Les méthodes variationnelles
- La méthode des sous et sur solutions
- Les arguments de compacité

Les méthodes variationnelles ont une longue histoire qui remonte a Pierre Fermat
(1657) et Christian Huygens (1690) pour I'Etude de la propagation de la lumiére (prin-
cipe de Fermat et principe de Huygens-Fresnel). Néanmoins, le calcul des variations est
né publiquement en 1696, avec le probleme de la courbe brachistochrone, posé par Jean
Bernoulli (a la suite de Galilée dans son dialogue sur les deux grands systémes du monde
paru en 1632), et résolu par Newton, Leibniz, Jakob et Johann Bernoulli .

Le développement extraordinaire de 1’analyse fonctionnelle, théorie de la mesure et de
I'intégration qui a explosé au cours du XXe siecle (avec I'Etude précise des propriétés
topologiques et métriques des espaces vectoriels de dimensions infinies, la théorie de I'in-
tégration de Lebesgue et beaucoup d’autres techniques) a permis de développer la théorie
du calcul variationnel depuis les travaux d’Elsgolc dans les années 60, il existe un calcul
des variations pour les systémes a retard, et par ailleurs une théorie du contréle optimal
de systemes gouvernés par des équations différentielles a retard.

Les solutions faibles des Equations & retard sont les points critiques de fonctionnelles
d’Euler-Lagrange associées.

Les espaces ou ces fonctionnelles sont étudiées dépendent des conditions aux bords asso-
ciées aux Equations différentielles.



Dans de nombreux cas, la résolution des équations se ramene a la recherche de géodé-
siques dans un espace approprié (en général I'espace des états du systéme physique étudié),
sachant que ces géodésiques sont les extrémales d’une certaine intégrale représentant la
longueur de 'arc joignant les points fixes dans cet espace abstrait

Le mot géodésie vient du mot grec geodaisia qui veut dire partage de la Terre. Ce
sens remonte a l'antiquité, en ancienne Egypte en particulier, et s’applique aux travaux
d’arpentage correspondant a la délimitation de parcelles cadastrales
La géodésie s’intéresse a la forme et aux dimensions de la Terre, a I’étude du champ de
pesanteur terrestre et aux déformations de la crofite terrestre (tectonique des plaques,
géodynamique).

L’objectif de la géodésie est 1’étude géométrique de la terre qui établit des systemes de
références dans lesquels on positionne des points matérialisés de la surface en attribuant
des coordonnées et éventuellement des vitesses.

Les utilisateurs ont acces au référentiel en rattachant leurs travaux aux points géodé-
siques qui sont a présent diffusés sous forme télématique et pour lesquels on obtient les
renseignements pour les situer géographiquement et les retrouver sur le terrain, ainsi que
les coordonnées dans les systemes légaux

Un autre objectif de la géodésie est de fournir des techniques ou systémes de position-
nement comme par exemple la mise en place de satellites de telle sorte qu'un utilisateur
puisse se positionner a tout instant et quelque soit le lieu.[22]

Mon mémoire est consacrée a I’étude des systemes d’équations aux dérivées partielles
non-linéaires elliptiques dans le cas d'un exposant critique,pour cela nous allons montrer
I'existence de solutions faibles dans des espaces dits de Sobolev,en particulier,le célebre
probléme introduit par Brézis et Nirenberg
Le point de départ de ce probleme est celui de Yamabe en géométrie différentielle. Le
probleme est de trouver une solution sur une variété riemannienne de dimension N.

En outre Brézis et Nirenberg ont considéré le méme type de probleme pour un domaine
borné régulier de RY.

Le probleme est donné sous la forme :

—Au=uP+ A u dans ()
u>0 dans Q (Py)
u=20 sur 0f)

ou p est 'exposant critique de Sobolev et A est un parametre réel. Par ailleurs, la pré-
sence de l'exposant critique de Sobolev nous donne que la fonctionnelle d’énergie ac-
corder au probleme ne satisfait pas la condition de Palais-Smale globale car 'injection
H}(Q) < L*(Q) n’est pas compacte.

Par conséquent, les techniques variationnelles standards ne sont pas applicables.

En se basant sur les travaux de Aubin, Brezis et Nirenberg ont montré que la condition
de Palais-Smale peut étre satisfaite pour un certain niveau d’énergie en faisant intervenir
la meilleure constante de Sobolev d’oui la notion de Palais-Smale.



Ce mémoire est composé de trois chapitres :
Le chapitre 1 est consacré aux préliminaires.Dans un premier temps nous commencons
par introduire quelques espaces fonctionnels dans lesquels nous allons travailler ainsi que
les EDP de type elliptique semi linéaire de plus leurs théorémes, propriétés, et leurs in-
égalités utilisés.
Chapitre 2 traite la résolution du probleme de Brézis et Nirenberg en utilisant le théoréme
du col dans le cas sous critique et multiplicateurs de Lagrange dans le cas critique.
Nous allons montrer que pour l'exposant critique inférieure a 2*-1 le probleme possede
une solution sans perdre compacité,par contre pour l’exposant critique égal a 2*-1 notre
probleme ne dispose pas de solution avec perd de compacité.
Pour le dernier chapitre on va chercher les solutions faibles du probleme posé précédem-
ment en dimension 3 celui qui pose probleme.



Notations

e D(Q) : L’ensemble de fonctions indéfiniment dérivable sur €2 et & support compact.
e D'(Q) : Dual topologique de D(1Q2)

e [>(Q): L’ensemble de fonctions bornées p.p sur 2

o [P(Q) :={f:Q —=R;f mesurable sur Q et tel que || f|rr@) < oo}

e — : Injection continue.

e L’injection Wh(I) < L9(I) est compacte pour 1 < ¢ < oo,

o CO(Q) = {u e CQ)/u: Q= RN, Ju(z) —u(y)| < Clo —y|*,z,y € O}

o C*2(Q) est I'ensemble des fonctions k-fois continument différentiables et leures dé-
rivées partielles sont continues holderienne d’exposant «

. CO,Q(Q):{MC@; Supwy—;;gw},oao@a.

z,ye)
e (,)(g e : Produit dans la dualité V, V’

e V' : Dual topologique de V'

e p.p : Presque partout.

o 2= (z1,...,zy) : Elément de RY

o x| = /22 + -+ 2% : Module de x

e |-|[,+1 pour p+1 € [1, 00 [ désigne la norme usuelle sur I'espace de Lebesgue LPT((2)
e () : Un ouvert de RY

e 00 : Le bord de Q

e C°(9Q) : L’ensemble de fonctions continues sur

e s.c.i: Semi continuité inférieure pour la topologie forte.

e f.s.c.i: Semi continuité inférieure pour la topologie faible.

e Une fonction f est dite grand O d’une fonction g au voisinage de 0 i.e f = O(g) ssi
§ est bornée.

e Une fonction f est dite petit o d’une fonction g au voisinage de 0 i.e f = o.(g) ssi

lim, o g g)) = 0.

e Une suite (uy,),, oy est dite petit o d'une suite (v,,),,oy au voisinage de 0 i.e u,, = 0,,(vy)
ssi limy, 400 22 = 0.
n

e ' : le conjugué harmonique de p tel que : % + z% =1lpour 1 <p<oo
o Vu= (88—“, o 8‘9—”) : Gradient de u.
1 TN
_Pu 4 Pu. '
o Au= 027 + - 92, Laplacien de u
o Diu=0;u=u, = g; : La dérivée partielle de u par rapport a x;
o Dijju = 0jju = Uy, = a(zj;j : La dérivée seconde de u par rapport a x;x;



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Introduction

Dans ce chapitre on va énoncer quelques définitions ainsi que les théorémes nécessaires
utilisés pour résoudre le probléme de Brezis Nirenberg [0]

1.2 Les espaces fonctionnels et distributions

1.2.1 Distribution

Définition 1 On dit que u est une distribution sur §2 si u est une forme linéaire continue
sur D(Q), au sens ot pour tout K compact, il eziste ki et une constante C telle que
pour tout ¢ € D(§2) avec supp(p) C K, on a

fu,)] < Coc ma 0]~

o|<ki

On note D'(Q) ’espace vectoriel des distributions sur €

Fonction de Dirac

Définition 2 le fonction de Dirac est définie par

oo stx=0
0(z) = { 0 six#0
1. [oo(x)dx=1 si0eQ
2. Il existe aucune fonction avec ces propriétés. Cependant, la fonction de Dirac est

bien défini comme distribution, dans ce cas elle associe a chaque fonction d’essai ¢
sa valeur a l'origine. Supposant que 0 € €2,

3. la fonction de Dirac est défini comme distribution § qui satisfait
| $@)e(@)dx = (0) Vi € D)

4. La fonctionnelel linéaire ¢ défini sur D(Q2) par (d, ¢) = ¢(0)



Distribution de Dirac
Définition 3 Soit a € Q. La forme linéaire 6, : C3°(Q2) — C définie par
Vip € C5°(Q), < ba, ¢ >= (a)

est une distribution sur €2, d’ordre 0

1.2.2 Espaces de Sobolev
Espace W!?(Q)
Définition 4 On définit l'espace de Sobolev W1(Q) par

9¢
alL‘i

{u € LP(Q)/ g1, ..., gn tels que /Qu = —/Qgigb Vo e CP(Q) Vi =1, ..,N} :

On pose H'(Q) := W12(Q).
Pour uw € W'?(Q), on note

Ou =g, et Vu:<

or; Oxy Oxs’ 7 Oxn

ou Ou ou >

On considere  un ouvert de RV,

Théoréme 1.2.1 [5] W'P(Q), muni de la norme

ou
85Ei

1
N P D
Mmm:me+z ),
=1 Lr

est un espace de Banach séparable et réflexif pour 1 < p < oo.

Définition 5 On définit Wy (Q) comme la fermeture de CS(Q) dans W'P(Q).
On pose HY(Q) :== W, (9).

Remarque 1.2.1 On a WHP(RY) = Wy *(RN).

Théoréme 1.2.2 [5] Soit u € W'(Q), alors u € Wy*(Q) si et seulement si w = 0 sur

o0N.

Espace W™?(Q)

Définition 6 Soit p € [1,+00]| et m € N. Lespace de Sobolev WP (Q)) est défini par :
WnP(Q) = {u € LP(Q); D € LP(Q),Va € N, |a] < m}

Proposition 1 [/
L’espace W™P(Q) est muni de la norme suivante :

1
lullwy = 4 (Staim 1Dl Ggy) ¥ 56 1 < p < +oo
MaX((a|<m || DUl i p = 400

L’espace W™P(Q) est un espace de Banach. De plus, si 1 < p < +o00, alors [’espace
WP (Q) est réflexif.



Espace H}(Q)

Définition 7 Soit Cg°(R2) espace des fonction de classe C*(2) a support compact dans
Q. L’espace de Sobolev Hy () est défini comme 'adhérence de C§°(Q?) dans H'(£2)

Définition 8 si 2 est un ouvert de R"™, on n’a pas en général la densité de D(2) dans
HY(2). On pose donc HL(Q) = D(Q) au sens de la norme H!

Lemme 1.2.1 [/
H' (]0, 1) s’injecte dans C°([0,1])

Théoréme 1.2.3 (Immersion de Sobolev) [71]
Soit Q un domaine borné de RN et p > 1.
i) Sip <N, alors
pour tout q € [1,p*), l'injection de Wy *(Q) dans LI(Q) est compacte.
Uinjection de Wy () dans LP" () est continue ol z% = % - %
it) Sip= N, alors pour tout ¢ < oo, l'injection de Wol’N(Q) dans L1(QY) est compacte.

iii) Sip > N et0 < o < 1—%, alors l'injection de W(}’N(Q) dans C% (Q) est compacte,

Définition 9 Pour tout u € C§*(Q2), p > 1, soit

p

N
ey =3
=1

par le théoréme d’immersion de Sobolev, Wy () < LP"(Q), il existe une constante opti-
male S, qui ne dépend que de N et p telle que

Spl[ul]? .« < ||u]|§vol,p, pour tout u € W, P(9Q).

avec »
0,

= inf .
P wewir) [ullf -

Proposition 2 [71] Soit S := Sy la meilleure constante de Sobolev pour l'injection HJ(§2)
dans L* (). Alors Uinfimum S n’est jamais atteint quand Q est un domaine borné.

Définition 10 On dit que §2 est étoilé par rapport a un point a st pour tout x € €,
{1—=t)a+tr:te0,1} Q.

Lemme 1.2.2 (Inégalité de Hardy)/ 5] Soitt € R tel que t+ N > 0 et supposons que
0 € Q, alors pour tout u € H}(Q), on a

2 2
/Q|x|t|u|2dx§ (M> /Q|x.Vu|2|:v|tdx.
2

2
La constante (m est optimale et n’est jamais atteinte.
Pour t = —2 on obtient

Jul” ( 2 )2 2
——dr < [ —— / dz.
/Q|ZE|2 =N 2 Q|Vu| ’

10



Théoréme 1.2.4 (Inégalité de Harnack)[’)]
Soit ¢ € D (R™) une fonction positive telle que (—A) 2" p(x) = 0, pour tout |z| < R,
avec —1 < a <1 et R > 0. Alors il existe une constante C' > 0 qui ne dépend que de n

telle que
sup ¢(z) < C inf p(z)

IBEBR xEBE
5 2

Théoréme 1.2.5 (Inégalité de Héolder)/[)]
Etant donné un exposant p quelconque satisfaisant :

l<p<o
pour toute paire de fonctions appartenant a des espaces conjugués :
fer”(RY) et gelL” (RY)
le produit f g appartient a L' (Rd) et l'on a ['inégalité :
||ngL1(]Rd) < ||f||LP(]Rd) ) ||9HLP’(]Rd)

a savoir on a :

[lswtiie < ([ e ([ lotorar)”

En particulier, pour p = p’ = 2, on retrouve l'inégalité de Cauchy-Schwarz :
Hf§||L1(Rd) < Hf”LZ(Rd)' | ||9HL2<Rd)

que l'on a déja démontrée par d’autres voies. De plus, pour p = oo,d ‘ot p’ = 1, nous
affirmons que l’inégalité est encore valable :

1791 1 (ray < NFll o (ma) - 191l 1 (ma)

ce qui est essentiellement évident, puisqu’il suffit de majorer dans l'intégrale la fonction
f par son supremum essentiel :

/Rd |f(z)g(x)|dz < supess |f] /Rd lg(z)|dzx
= HfHLOO<Rd) |l g’Ll(Rd>

Théoréme 1.2.6 (Inégalité de Poincaré)[1/] Soit Q un ouvert borné. Il existe une
constante C' telle que

ul|e < C||Vullr  Yu € WiP(Q).

Lemme 1.2.3 [5] Soit u, € H}(Q). Si u, — u dans H(Q), alors
V (uy — 2:/Vn2—/v2 1
L1 = w)l? = [ 1Vuaf* = [ [9uf* +o(1)

Lemme 1.2.4 (Brézis-Lieb)[7] Soient Q un ouvert de RY et (u,), C LP(Q), 1 <p <
00. Si (uy), est bornée dans LP(QQ) et u, — u p.p dans €2, alors

T (= llun = ulf}y) = Ilull.

11



Théoréme 1.2.7 (Eberlein - Shmulyan)/[5]
Un espace de Banach B est réflexif si et seulement si toute suite bornée (u,) de B contient
une sous-suite (uy,), convergeant faiblement dans B

Théoréme 1.2.8 Valeurs propres du laplacien [)]
Soit le probleme auz valeurs propres :

() —Au = \u dans )
%
U = 0 sur 0f2

Les valeurs propres du laplacien sur ) (c’est a dire les X € R pour lesquels le probléme
(%) posséde une solution non triviale dans H}(Q) ) forment un suite croissante A\, > 0
qui tend vers l’infini. Les vecteurs propres correspondants sont des fonctions continues et
forment une suite orthonormée compléte dans L*(Y). De plus, la premiére valeur propre
A1 est simple et le premier vecteur propre ¢1 peut étre pris > 0 dans €2, tandis que tous
les autres changent de signe.

Variétés riemanniennes

Définition 11 soit l'application © — g, de classe C* (au sens ot la matrice de g, dans
un repére local donné par une carte, a des coefficients de classe C* ).

On appelle une métrigue riemannienne sur une variété M est la donnée en chaque point
x € M, d’un produit scalaire g, sur [’espace tangent T, M

Exemple 1.2.1 [e cas ot g est induite sur la sous-varieté M par la structure euclidienne
naturelle de Uespace RN : le produit scalaire g, n’est autre que la restriction a T,M du
produit scalaire usuel dans RN

Définition 12 Dans le cadre des variétés riemanniennes, ¢’est a dire des variétés munies
d’une métrique riemannienne, les applications naturelles sont les isométries, c’est a dire
les difféomorphismes ¢ : (M, g) — (N, h) qui préservent les produits scalaires, i.e. Ty :
(T, M, g,) — (T¢(x)N, h¢(x)> est une isométrie. Quand on se limite a des ouverts, on parle
d’isométrie locale.

Théoréme 1.2.9 (Théoréme de la Sphére) [10] si M est une variété riemannienne
fermé. Sl y a un p € M de sorte que distance n’a qu’un seul point critique(autre que p
), donc M est homéomorphe a S™.

1.3 Approche variationnelle

L’approche variationnelle a pour but de résoudre des équations aux dérivées partielles
tout en remplagant I’équation par une formulation équivalente appeler variationnelle, pour
I’obtenir il faut multiplier I’équation par une fonction v et on l'integre par parties.Pour
cela nous commencons par donner quelques résultats essentiels a ce sujet %

1.3.1 Problémes elliptiques semi linéaires

Définition 13 On appelle EDP elliptiques semi-linéaires toute EDP elliptique non li-
néaires dont la partie principale est linéaire par rapport a w. Par exemple ’EDP sous
forme divergence suivante :

—div(AVu) = f(xz,u) dans )
u=20 sur 0S)

12



N

Le terme principal de cette équation »7;'_4

rapport a u

ai;(x)05u(z) est effectivement linéaire par

Définition 14 L’équations de type elliptique qui interviennent trés souvent dans la mo-
délisation des phénomeénes stationnaires (c¢’est a dire n’évoluant pas au cours du temps).
Le prototype d’équation elliptique est [’équation de Laplace

—Au=f

d’inconnue u(x),z € Q C R" et de donnée f

1.3.2 Solution faible pour le probleme de Dirichlet

On s’intéresse a 1’équation de Laplace suivante :

—Au=f dans )
(E) { u=0 sur 09

Définition 15 Une fonction u est dite solution faible de (E) siu € Hy(Q) et si—Au = f
au sens de distribution.c’est a dire siu € HL(Q), Vv € H} ()

—/QvAud:L‘:/vadx

Remarque 1.3.1 Une formulation variationnelle de (E) consiste d trouver
-une forme bilinéaire continue a(.,.) sur Hy x Hg.

-une forme linéaire continue ((.) sur Hy.

ensuite rechercher une solution faible du probléme sous la forme :

ue H}
Yo € Hy on a a(u,v) = £(v)

1.3.3 Fonction de Green

Théoréeme 1.3.1 (Formule de Green)[l] B
Soit £ un ouvert de R"™ régulier de classe C' ; Soit w une fonction de C*(Q) a support
borné dans le fermé €1, alors elle vérifie la formule de Green

/Qdiv(w)(x)dac = /asz w(z) - n(x)ds

ot ds désigne la mesure surfacique sur 02 (mesure de lebesque en dimension n — 1, et
le produit scalaire usuel sur R™ et div(w) := Oy, wy + ... + Oy, wy est la divergence de
w = (Wi, ..., w,)

Corollaire 1.3.1 (Formule d’intégration par parties)[l’] B
Soit Q un owvert de R" régulier de classe C'; Soient u € C*(Q) et v € C'(Q) d support
borné dans €2, alors, on a :

/Vv.u da:z—/vdiv(u)dm—i— vu-nds
Q Q o0
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C?(Q) et v une fonction de C*(QY), toutes deuz d support borné dans le fermé Q. Alors
elles vérifient la formule d’intégration par parties

Corollaire 1.3.2 [17] Soit Q un ouvert régulier de classe C'. Soit u une fonction de

/QAu(x)v(x)dx =— /Q Vu(z) - Vo(z)dz + - g;ﬁ(:ﬁ)v(w}ds
ou Vu = (g;i)lgz‘SN est le vecteur gradient de u, et % =Vu-n

— Quelques fonctions de Green dans des espaces libres
La fonction de Green d’espace libre pour I’équation de Laplace au sens des distri-
butions

A,G(z,y) = 6,(y) dans D’ (]RN)

et satisfait la condition de rayonnement de Sommerfeld

n-1 [ OG
li ol (il —i =
Jim [yl <8ly|($,y) @kG(w,y)> 0

donc la fonction de Green est donnée par

ly—z|

2 pour N =1
27 [y — 7| pour N = 2
G(z,y) =
o _m pour N = 3
(%)
_(271')%<N*22)|yfz\1\772 pour N >4

ou I' est la fonction gamma définie par

T(e) = /Ooo t“le7tdt  (Rez > 0)

— Représentation de la fonction de Green
Soit © C RY un ouvert borné de classe C!, et x € Q on désigne par ¢ la fonction
correctrice c-a-d, la solution du probléeme

Ap* =0 dans €2
' =@y —x) sur o

est donnée par G la fonction de Green de Q2 ou G(z,y) = ¢(y — z) — ¢"(y) pour
(x,y) € A x Q,z#y. On a

G(z,y) = G(y, )

Proposition 3 [20] Soit @ C RY un ouvert borné de classe C* et u € C*(QQ) est
solution du probleme

—Au=f dans )

u=yg sur 0f)

avec f € L2(Q) et g € Hz(8Q) C L2(0RQ) sont des fonctions données. Alors

u(@) = [ 1)G o)y — [ _gfe)2E07)

——=d
Q on 7
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— Représentation des solutions
Soit z € §2. On définit une certaine fonction G(z,-) sur €2 de la forme

G(r,y) =¥ —y) +w(y),y € Qy#x

ou w est une fonction harmonique sur €. L’objectif est de faire de G une "solution
fondamentale du laplacien dans €2”. Pour ¢ suffisamment petit, appliquons la formule
de Green a €. := Q\B(z,¢) : si u est une solution du probléme de Dirichlet, alors

| (w)A,Gley) = Gl duy)} du (y) = | {u()99,Glw.y) — Gla.)00,u(u)} dS(y)

* Jypoy [0 020,Gla,y) = Gl y)00,u(y)} dS(y)

Travaillons un peu plus sur le deuxieme terme :
Lo, 1)29,Ge.y) = Gl )i,u(w)} dS )
donc, on trouve la solution fondamentale du laplacien.

/5(:!:76) u(y)09,G(z, y)dS(y) ejo u(z)

Joo,, Gl )0u()s () — 0

e—0

Par ailleurs, la singularité de G en x est intégrable et A,G(x,y) = 0. On obtient
donc la représentation suivante :

VoeQ ule) = | Gle,y)(-du)du” ()= [ {u)9,Gle,y) - Gla.y)09,u(y)} dS()

Si u est une solution du probleme de Dirichlet, alors la seule donnée qui reste
inconnue est la quantité dv,u sur 9€2, mais ce terme dépend de Au et de u|qq. Pour
lever cette difficulté, on va s’arranger pour trouver w harmonique dans €2 telle que
G(z,y) = 0,y € 09. En d’autres termes, on veut résoudre le probleme de Dirichlet
suivant :

—Aw = 0 dans Q
{ w(y) = —(z — y) sur o0

En supposant que 'on ait réussi a trouver un tel w, les conditions voulues sont
satisfaites. La fonction G qui en résulte est appelée fonction de Green pour —A
dans €. On a alors la représentation suivante :

(7)

= (n) /
vreQ ule)= [ Gl f@a )+ [ K@ yew)asy) )
La fonction K(z,y) := —09,G(x,y) est appelée noyau de Poisson sur €2

— Propriétés de la fonction de Green

Propriété 1 [20] si Q est connexe

i) Pour tout x #y € Q,G(x,y) > 0: En effet, A,G(x,y) =0 sur Q.,G(z,y) =0
sur O et G(z,y) > 0 sur S(z,e) pour e suffisamment petit, puisque G(z,y)
tend vers +00 quand y — x et que w est de classe C*°
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it) K(x,y) > 0 pour tout y € 092 : Cela demande un raffinement du principe du
maxTimum.

i) G(z,y) = G(y,x) pour tout x # y : En effet, si l'on applique la formule de
Green a Q. := Q\(B(z,e)U B(y,¢€)) aux fonctions v(z)=G(z, z)
et w(z) == G(y, z), on obtient :

0= / (V09w — wdyv) dS + / (vOyw — woyv) dS
S(x,e) S(y,e)

Le premier terme tend vers —w(x), le second vers v(y), toujours par la méme
méthode de calcul. On trouver ainsi G(z,y) = v(y) = w(z) = G(y, x)

— Fonction de Green dans la boule
On connait trés peu de fonctions de Green de maniere explicite ; néanmoins, dans le
cas de la boule et du demi-espace, on a acces aux formules. Dans le cas de la boule,
on travaille par la méthode des images électriques. Soit 2 := B(0, R) la boule de
rayon R dans R”. On associe & 2 € Q\{0} le vecteur & défini par

R2
T

Lemme 1.3.1 Soit ¢(z,y) := Iarl-\%yl pour x,y € Q, || - |y| # 0. Alors

Y(z,y) =Yy, x)

et
Y(z,y) > |~y

avec égalité si et seulement si |v| = R ou |y| = R

Preuve 1 On calcule :

S T
e
i 2
= (1P + 1yl - 2(2.w)
|22 - Jy|®
R? + 7 2(zx,y)
On déduit que
1
bey)® = o =yl = o5 (B = o) (B = JuP?)

d’ou les résultats annoncés.

R
y. Alors G est la fonction de Green de la boule. Le fait que G soit bien la fonction

de Green est laissé a titre d’exercice. On a par ailleurs une expression du noyau de
Poisson dans la boule :

Définition 16 Soit G(z,y) := ®(z—y) - (@ —y)) .y # =, 2], [y| € [0; R], = #

_RP e 1
RIS(O, )] |z -yl

K(z,y)
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Corollaire 1.3.3 [27]
Si u est harmonique dans B(0, R), alors

r? — |z|? 1

vr €l RV € B0 ) = 1560, )] son fr— g

u(y)dS(y)

C’est un analogue de la formule de Cauchy en analyse complexe. Les dernieres pro-
priétés miraculeuses que nous aborderons dans cette sections sont les fameuses in-
égalités de Harnack, qui rigidifient encore les fonctions harmoniques ; le contenu de
ce théoréme est que si u est une fonction harmonique positive sur B(0, R), sir < R,

s max(u)

alors la quantité min(a) est bornée par une constante qui dépend uniquement de r et

de R :

Corollaire 1.3.4 [27]
. Siu >0 est harmonique dans B(0, R) alors
R — |z]
(R + [z])»

R+ |z

Ve € B(0,R), R" WU(O)

u(0) < u(xr) < R"?

Fonctions coercives

Définition 17 Soit 2 C R™ un ensemble non borné et f : 1 — R. On dit que f est
coercive sur ) si on a
lim xr) =400
wEQ,H:cH—H—oof( ) *
(ceci peut aussi s’écrire : f (1”“) — 400 pour toute suite {xk}keN C ) telle que HZBkH —
+00

Remarque 1.3.2 Supposons qu’on a 2y C 2 C R™ avec Qy non borné et f: Q2 — R.Sif
est coercive sur §2 alors f est coercive sur g, la réciproque n’étant pas vraie en général.

Proposition 4 [25] Soit Q@ C H™ un ouvert et U C  un ensemble convexe et non borné.
Soit f: Q — R une fonction de classe C* sur Q et fortement convexe sur U. Alors f est
coercive sur U

1.3.4 Quelques théoremes de point fixe

Définition 18 Le théoréeme de Brouwer est le théoreme de point fixe fondamental en
dimension finie.

Soit B™ = {x € R™, ||z|| < 1} la boule unité fermée de R™ muni de la norme euclidienne
usuelle, et S™' = OB™ la sphére qui en est la frontiére.

Théoreme 1.3.2 (Point fize de Brouwer)[’] Le théoreme de point fire de Brouwer
affirme que : Toute application continue de B™ dans B™ admet au moins un point fize

Remarque 1.3.3 Le théoréeme de Brouwer est un résultat non trivial, sauf dans le cas
m = 1 ou il se montre tres simplement par un argument de connexité. Il en existe plusieurs
démonstrations dans le cas général, faisant toutes appel a des notions plus ou moins
élémentaires. Nous allons en donner une preuve aussi élémentaire que possible (notion
subjective, malgré tout, ce qui est élémentaire pour l'un ne l’est pas forcément pour 'autre).

Commencgons par le théoréeme de non-rétraction de la boule sur la sphére une rétraction
d’un espace topologique sur un sous-ensemble de cet espace est une application continue
de cet espace a valeurs dans le sous-ensemble et égale a l’identité sur le sous-ensemble -
dans le cas d’une application de classe C*. On verra un peu plus loin qu’il est équivalent
au théoreme de Brouwer.
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Théoréme 1.3.3 [2] Soit K un compact homéomorphe d la boule unité fermée de R™.
Toute application continue de K dans K admet au moins un point fixe.

Théoréme 1.3.4 [2] Soit C un conveze compact non vide de R™. Toute application conti-
nue de C dans C' admet au moins un point fixe.

Définition 19 (Fonction de Carathéodory) Soit Q un ouvert borné de RN . Une fonc-
tion f de Q2 X R dans R est dite de Carathéodory, si elle vérifie :

1. L’application : t — f(x,t) est continue p.p. x € €

2. L’application : t — f(x,t) est mesurable pour tout t € R.

Remarque 1.3.4 Nous rappelons que f : 2 x R — R est une fonction LP Carathéodory
St

a) .f(x,u) est dans LP(2) pour chaque u € R

b). f(x,u) est continue presque par tous x € )

¢). Pour chaque p > 0 il existe une fonction l, € LP(Q) telle que x € Q p.p

sup |f(z,u)| < ,(z)

lu|<p

Lemme 1.3.2 [/
Soit f : Q x R™ — R une fonction de Carathéodory et w : £ — R™ une fonction
mesurable. Alors la fonction x — f(z,w(x)) est mesurable.

Théoréme 1.3.5 (Brézis-Kato)/[)] Soit g : Q@ x R — R une fonction de Carathéodory
telle que
l9(, s)| < Kls]” + c(x)

ou p = N2 K est une constante et c(x) est une fonction dans L%(Q)ﬂ L*(Q). Si

u € HY () est une solution positive du probléme (T)
—Au = g(z,u) dans )
u=20 sur 02

alors u € L4(Q) pour un ¢ > 2%

Théoréme 1.3.6 ( Gidas Nirenberg,) [2/] Soit Q la boule unité dans RY. Supposons

que f € C' et u e C*(Q) satisfont

—Au= f(u) dansQ
u > 0 dans
U = 0 surdfd

Alors u est une fonction radiale et u'(r) est négative.

1.3.5 Probléme de minimisation

Dans plusieurs situations,on peut associee la resolution d’une EDP elliptique a la re-
cherche d’un equilibre en terme d’energie. Par exemple, lorsque ’'EDP regit un probleme
d’elasticite, on peut trouver la solution qui minimise les efforts subits par une membrane
élastique.
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Définition 20 (dérivée au sens de Fréchet) Une fonctionnelle J définie sur un es-
pace de Banach E est Fréchet différentiable en un point u € E, s’il existe une application
linéaire bornée J'(u) € E' appelée la différentielle de J en u, telle que

[/ (u+v) = J(w) = (J'(u),v)]

[v]l 2

— 0  quand ||v||g — 0

ot bien , pour tout v, prés de u, on a
J(v1) — J(u) = (J'(u),v; —u) + O(vy — u)
J est dite de classe C', si lapplication u — J'(u) est continue.

Définition 21 (dérivée au sens de Gdteaux)

On dit que la fonction f est Gateau-differentiable en xy si toutes les dérivées direc-
tionnelles de f en xq existent, et si l'application v — 0 f (xg,v) est linéaire et continue.

Toute fonction différentiable au sens de Fréchet est différentiable au sens de Gateau,
avec O f (xg,v) = df (o) - v.
L’exemple montre que la différentiabilité au sens de Gateau n’implique pas la différentiabi-
lité au sens de Fréchet, méme en dimension finie. Elle nimplique méme pas la continuité
de f.

Pour mieux détailler la différence entre différentiabilité au sens de Gateau et de Fré-
chet, on peut considérer la fonction

f(x +tv) = fz) = tL(v)

Ault) = ol

L’application linéaire L € L(E, F) est la différentielle au sens de Gateau de f en x si et
seulement si chacune des fonctions A, tend vers 0 en 0. L’application linéaire L € L(E, F)
est la differentielle au sens de Frechet de f en x si et seulement les fonctions A,,v € Sg
tendent uniformément vers 0 en 0 (ot Sg est la sphére unité de E ).

Propriété 2 [/]

La courbe y(t) : R — F' est dérivable en to si et seulement si elle est Frechet diffe-
rentiable en ty, ce qui est aussi équivalent a la differentiabilité au sens de Gateau en tg.
On a alors la relation dvy (ty) -s = s (to) Toute application linéaire continue L € L(E, F)
est differentiable au sens de Fréchet en chaque point, avec dL (xq) = L

Théoréme 1.3.7 [//]

Soit Q un domaine borné de RN, N > 3. Supposons qu’il existe une fonction F :
QxR x RY — R mesurable en = € , continument différentiable en uw € R et p € RV,
avec I, = % et I, == %—i et les conditions suivantes sont vérifiées :

L |F(z,u,p)] < C(1+ [uf" +[p), ot s < 55

2. | Fu(w,u,p)l < C (L [ul*? + [pl™?), ot sy < 25 ety < 532

8. |Fy(w,u,p)| < C (L [ul* + |pl), ot 53 < 5%

Alors, la fonctionnelle J définie par :

est de classe C' et J'(u) est donnée par :
(J'(u),v) = /Q (Fu(z,u, Vu)v + Fy(x,u, Vu) - Vv) dzx
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On se propose de minimiser la fonctionnelle J associee au probléeme (P) cité ci dessous

N —Au= f(u) dansQ
(E){ u=20 sur OS2

on cherche une fonction u € H (), étant donnés Q un ouvert borné de RY
f une fonction de C°(R) N L=(R), telle que F est la primitive de f sur R qui s’annule
en 0. Alors on a |F(t)| < || f||Lem)|t|. et on associe a ce probléme la fonctionnelle

J(u) = ;/Q|Vu\2da:—/QF(u)da: (1.1)

1.3.6 Méthodes de Minimax

Condition de Palais-Smale

Définition 22 Soient E un espace de Banach, J € CY(E,R), J'(u): E — £’

(E' est le dual topologique de E), les dérivées au sens de Fréchet.

On dit que u € X est un point critique de I si I'(u) =0, sinon u est un point régulier.
On dit que ¢ € R est une valeur critique de I s’il existe un point critique u de I tel que
I(u) = ¢, sinon c est dite valeur réguliére.

Définition 23 Soient X un espace de Banach et J : X — R une fonction de classe C*.
Sic e R, on dit que J vérifie la condition de Palais-Smale (au niveau c) (P.S)., si toute
suite (uy,), de X telle que

J (u,) — ¢ dans R,
J (u,) = 0 dans X',

contient une sous-suite (uy, ), convergente.

Définition 24 Soit X un ensemble, la fonction J : X — R est dite bornée inférieure-
ment dans X, s’il existe une constante réelle m telle que : Vx € X, J(z) > m

Définition 25 Soit V un espace de Banach et J € C'(X)

— On dit que u € V' est un point critique de J si J'(u) = 0; sinon il est régulier.

— On dit que ¢ € R est une valeur critique de J, s’il existe un point critique de J avec
J(u)=c

— On dit que la suite (u,), CV est de Palais-Smale de niveau c, (P — S) si

J (uy) = ¢

et J (up) — 0 dans V', le dual de V
— Condition de Palais-Smale (P—S) toute suite de Palais-Smale a une sous-suite conver-
gente.

Principe variationnelle d’Ekeland

Définition 26 Soit X un espace topologique. On dit qu’une fonction J : X — R est
semi continue inférieurement (en abrégé s.c.i) si pour tout A € R l'ensemble |J < A| =
{z € X :J(x) <A} est fermé.

On peut énoncer le lemme suivant :
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Lemme 1.3.3 [21] Soient (X,d) un espace métrique complet et J une fonction s.c.i de
X dans R. On suppose que J est bornée inférieurement et on pose ¢ = 12)f(J(x) Alors

pour tout € > 0, il existe u. tel que

c<J(u)<c+e,
Vee X, v #u., J(x)—J(u:)+ed(x,u:) > 0.

Corollaire 1.3.5 [21] Soient X un espace de Banach et J € C*(X,R). On suppose que
la fonction J est bornée inférieurement, alors il existe une suite {u,} C X telle que :

1. J(up) =c+O(1).

2. J (u,) — 0 dans H'.

Si de plus {u,} vérifie la condition de Palais-Smale au niveau c. Alors J atteint son
minimum c.

Principe du maximum

L’une des proprietes de la solution des EDP de type elliptique est le principe du mazi-
mum.Ce principe assure que la solution d’une équation sur un domaine atteint son maxi-
mum sur sa frontiere

Théoréme 1.3.8 (Principe du maximum fort)[7”]
Soit Q un ouvert borné de RYN. On se donne une matrice N x N symétrique A dont les

composantes a;; appartiennent a C°(Q) et telle qu’il existe X > 0 avec a;;(x)&E > NI
pour tout x € Q et tout £ € RN, un vecteur b € C° (Q, RN> de composantes b;,1 =1,...,n
et une fonction ¢ € C°(Q) telle que c(x) > 0 dans Q, et un opérateur £ = —a;;0;; +b;0; +c

Toute fonction u € C°(2) NC*(Q) qui satisfait

Lu(x) >0 dans Q
u(z) >0  suroQ

est positive ou nulle dans SQ.

Théoréme 1.3.9 (Principe du mazimum faible)[3”] Soit Q un ouvert borné de RY.
On se donne une matrice N x N symétrique A dont les composantes a;; appartiennent d

L>(Q)
et telle qu il existe X > 0 avec a;;(x)&E; > NEP? pour tout x € Q et tout &€ € RN et une

fonction ¢ € L®(Q) telle que ¢ > 0 p.p. Toute fonction v € H* () qui satisfait

—div(AVu) +cu >0
u_ € Hy(Q)

est positive ou nulle p.p dans §2

Théoreme du col

Théoréme 1.3.10 [72] Soit V un espace de Banach et J :V — R de classe C* vérifiant
la condition de Palais-Smale et telle que

1. J(0)=0
2. AR >0 et a > 0 tels que si |ully = R alors J(u) > a
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3. v e V,||vllv > R, tel que J(v) < a

Alors J admet une valeur critique ¢ > a d’ou existence de solution non triviale.

Remarque 1.3.5 1. On comprend mieux pourquoi ce théoréme s’appelle théoréme du
col quand on interprete géométriquement ou plutot géographiquement les conditions
1 a 3 dans le cas ou V =R? et J(u) représente l'altitude dans R® d’un point u.

2. Les conditions 1 et 2 signifient que [’origine est placée dans une cuvette entourée de
montagnes d’altitude au moins a

3. La condition 3 signifie qu’au dela de ces montagnes existe un point v situé moins
haut que les dites montagnes

4. par conséquent,on peut joindre continiment 0 a v en passant par un col de mon-
tagne et la construction du min-mazx nous déclare qu’il suffit de regarder ['altitude
maximale atteinte sur chaque chemin et de choisir un chemin qui minimise cette
altitude maximale.

5. le théoreme du col est vrai méme si J ne satisfait pas la condition de Palais-Smale
quand V' = R (par le théoréme des valeurs intermédiaires et celui de Rolle), par
contre il est faux quand V = R?, c’est-a-dire qu’il peut ne pas exister de col car la
borne inférieure de l'altitude maximale sur les chemins n’est pas atteinte

Théoréeme 1.3.11 [11]

Supposons V' un espace de Banach réflexif avec la norme ||||,et soit M C V' un sous
ensemble faiblement fermé de V' Supposons J : M — R U oo est coercive et faiblement
semi continue sur M par rapport a V., i.e, on suppose que les conditions suivantes sont
satisfaites :

(1) J(u) — oo quand ||ul] — oco,u € M
(2) Pour tout u € M, toute suite (u,) dans M telle que u,, — u faiblement dans V, on a
J(u) < liminf J (u,)

n—oo
Alors u est borné inférieurement sur M et atteint son minimum dans M

Multiplicateurs de Lagrange

Définition 27 Soient X un espace de Banach, F € C'(X,R) et un ensemble de contraintes
de la forme
S:={veX:F(v)=0}.

On suppose que pour tout v € S, on a F'(v) # 0.

Si J e CYX,R), on dit que c € R est une valeur critique de J sur S s’il existe v € S,
et A € R tels que J(v) = c et J'(v) = A\F'(v).

Le point v est un point critique de J sur S et le réel \ est appelé multiplicateur de
Lagrange pour la valeur critique c.

Lorsque X est un espace fonctionnel et l’équation J'(u) = AF'(u) correspond a une
équation aux dérivées partielles, on dit que J'(u) = AF'(u) est I’équation d’Euler-Lagrange
satisfaite par le point critique u sur la contrainte S
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Chapitre 2

Existence de solutions pour un
probleme elliptique semi linéaire en
dimension supérieure ou égale a 4

2.1 Introduction

L objectif de ce chapitre est [’étude de quelques méthodes variationnelles utilisées en
analyse non-linéaire et leurs applications pour résoudre des équations auzr dérivées par-
tielles elliptiques .

On considére le probléme de Brézis-Nirenberg [0] suivant :

—Au=uP+ I u dans )

u>0 dans (Pyr)
u=>0 sur OS2
Ou p= % est l’exposant critique de Sobolev et A est un paramétre réel.
Les conditions auzx limites de ce probleme u = 0 sur 02 s’appelle les condition de Dirichlet
(homogeéne).

La présence de ['exposant critique de Sobolev implique que la fonctionnelle d’énergie as-
sociée au probléeme ne satisfait pas la condition de Palais-Smale globale car [’injection
HE(Q)) = L*(Q) n'est pas compacte. Par conséquent, les techniques variationnelles stan-
dards ne sont pas applicables. En se basant sur les travaux de Aubin, ils ont montré que la
condition de Palais-Smale peut étre satisfaite pour un certain niveau d’énergie en faisant
intervenir la meilleure constante de Sobolev d’ou la notion de Palais-Smale locale.

On va s’intéresser aur solutions faibles mon triviales. u € Hg(Q) afin de résoudre ce
probléme on va utiliser le theoréeme du col dans le cas sous critique et un processus de
minimisation et le theoréme des multiplicateurs de Lagrange dans le cas critique

Remarque 2.1.1 :

1. Une fonction u est dite solution faible de (Py) dans Hy(Q) si les deuz propriétés
sont vérifiés

(a) uw e H(Q).
(b) —Au = uP + \u est au sens des distributions.

2. Toute solution classique est une solution faible.
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2.2 Cas sous critique

Maintenant on va appliquer le théoreme du col afin de résoudre le probléme de Brézis-

Nirenberg pour A =0 et A # 0

Pour bien cerner les difficultés que represente le manque de compacité dans le cas d’un
exposant critique,commencons par étudier le probleme sous critique. On prend N > 3,€) C
RY est un domaine borné de classe C? et p est un exposant sous-critique,ie : 0 < p < 2*—1

2.2.1 Probléeme 1

Pour A =0
le probléme (Py) devient :

—Au=u" dans
u >0 dans )
u=0 sur 02

on considere la fonctionnelle d’énergie suivante

1 1 1
J(u) = §||VU||§ - ﬁ”“”gil

Le comportement de J est différent selon la valeur de p.

1 Pour le premier point du théoréme du col il suffit de monter que J(0) = 0, pour cela

on prend u = 0 dans la fonctionnelle d’énergie.

Et pour le 2 et le 8 du théoreme on applique les 2 lemmes suivants :

Lemme 2.2.1 Supposons que 0 < p < 2*—1, alors pour tout A € (0, A1), la fonctionnelle

J vérifie les conditions géométriques suivantes :
i) il existe a > 0 et R > 0 tels que J(u) > a pour ||u|| = R
ii) il existe v € HY(Q) tel que ||v|| > R et J(v) < a

preuve
i) Soit uw € H}(Q)/{0}, par linégalité de Sobolev on a

/ |ulPdz < C </ |Vu|2dx>2
Q Q

pour certaine C' > 0.
Donc pour p > 0 on obtient

1 C
J(u) > Sflul]* = ——|ful"*!
p+1
Maintenant, nous considérons la fonction
1, C +1
9(/)) = 5/) ﬁpp
1l est facile de monter que
p+1

p—1 1\r1
max g(p) = g (R) = Cm (C)
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avec
1

Donce, pour ||u|| = R, on obtient

avec )

p—1 (1),91
o2~ (=
2p+1) \C

it) Soit u € H}(Q)/{0}, pour a € R on a

a =

p+1

lall i3

2
(0]
o) = T full?

Quand o« — +00, on a J(au) — —oo. Donc il existe ay > ﬁ tel que J (apu) < 0 En
prenant v = agu, le point i) est établi.
Maintenant, on va montrer que J sataisfait la condition de Palais Smale.

Lemme 2.2.2 Soit (u,) C H}(Q2) une suite de Palais Smale de niveau c, alors
U, — uy dans Hy(S2)
pour certaine u; € H}(Q) avec J' (uy) =0

preuve
Soit (u,) C HY(Q) une suite de Palais Smale de niveau ¢, donc

¢+ O0(1) = J (un) et O (1) = (J (un) , un)

Alors .
c+0.(1) = J(u,) — m (J (un) , up)

Z(p+)

p—1
2 1
D’ot (u, ) est bornée dans H}(Q), ce qui permet d’en déduire que :

2
[

U, — uy dans H}(Q)
Uy — Uy p.p dans €2
U, — uy dans LP(Q2)

On obtient alors
(J' (u,) ,u) =0 pour tout u € Hy(Q)

Par conséquent on a
(J'(u1),u) = 0 pour tout u € Hy ()

c’est a dire J'(u1) =0
Finalement ; on va montrer que (u,) converge fortement dans H}(S)) vers uy qui est non
nulle.

Lemme 2.2.3 Soit (u,) une suite de Palais Smale de niveau ¢ € R telle que u, — uy
dans Hy (). Alors (u,) converge fortement dans H} () vers la fonction non nulle uy
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preuve On a
c+ O (1) = J (uy)

et

Oc(1) = (J' (un) , un)
Par Lemme 2.2.2 on a

U, — uy dans HY(Q)

Uy, — Uy p.p dans €2

u, — uy dans LP(2)

Posons
Wy, = Up — Uy
Alors
w, — 0 dans Hy(Q)
w, — 0 p.p dans <)
wy, — 0 dans LP(£2)
On a

/wgd:v:/ (Un — up)* dz

Q Q
:/u2dx—|—/u2dx—2/un-u1dx
—/udm—l—/ 2dx + O(

Ensuite, par le lemme de Brezis-Lieb on a

/ |Un|pd$:/ ]wn|pdx+/ lup [P dx + O(1)
Q Q Q

D’autre part, comme u,, — u; dans H}(Q), alors

el = [ 1V, do
—/ IV (t — )| dae
:/QW“”' dac+/Q\Vu1|2da:+2/QVunVu1dx
= JJun® + [Jua|* + O(1)

Donc

— (T () ) + Hwn||2+/ﬂwidx—l—/ﬂlwn|pd:v

On a par Lemme 2.2.2 (J' (uy) ,u1) =0, et comme 0 < p < 2* — 1 alors

/ w2dr — 0
Q
et
/ |w,, " dz — 0
Q
Par conséquent
2
[wn]]” = Oc(1)

ce qui donne
U, — uy dans Hy(S2)
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Conclusion Par les lemmes 2.2.2 et 2.2.3 J satisfait les hypothéses du théoréme du
col et les solutions de (P) sont les points critiques de la fonctionnelle d’énergie donc
On obtient un point critique u; dans H}(Q) tel que

J (u1) =0
J(uy) =c

= {¢ e C([0,1),Hj),6(0) =0,6(1) = v}

Et on définit la valeur min-maz

=1 >
c gg nax J(p(a)) >a>0

Remarque 2.2.1 Pour Montrer que

¢ > max{J(0),J(v)} (2.1)

En utilisant
1 C
J(u) > =||ul]* -
(w) 2 Sl = 27 el

pour ||ul| suffisamment petit on a J(u) > 3||ull*.
En particulier, il existe un w > 0 tel que w < ||| et J(u) > jw? si |lul| = w. Comme
chaque chemin de T doit traverser la sphére || - || = w, cela prouve (2.1)

Comme J et J' sont continues, alors u; est un point critique de J au niveau du col c.
Puisque ¢ > 0 = J(0),et uy est non trivial.

2.2.2 Probléme 2
Pour A # 0

Soit le probleme de Brézis Nirenberg suivant :

—Au=uP+Iu dans Q2
u>0 dans 2 (Py)
u=0 sur 02

En multipliant -Au = uP + Au par ¢ et en intégrant par partie on trouve sa solution
faible qui s’écrit sous la forme

/Vqup dx:/upg0+/)\u ¢ dr,Vo € Hy(Q)
Q Q Q

Ensuite on applique le théoréme du col pour résoudre le probléme (Py)
pour 0 <p<2*—1
On considere dans cet exemple la fonctionnelle d’énergie suivante :

1 1 A
I(w) = 5Vl = =l - Sl
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Ainsi que sa différentielle qui devient :
J (vo) w = 2/ Vg - Vw — i||u|\pﬂ - 2)\/ Vow
Q p+1" "7 Q

Et d’une maniere similaire on vérifie les conditions précédentes

On suppose a présent qu’on a une solution p du probléme (Py). Soit &1 > 0 la fonc-
tion propre associée d la premiére valeur propre Ay (voir théoréme des valeurs propres du
laplacien

On a \y®, = —Ad, c’est a dire
/\1/ qm;:/ Vo, Vo Yoe HY(Q)
Q Q
En choisissant v = u la solution de (Py)
A1/¢1u:/¢>1up+)\/©1u
Q Q Q
>/\/<P1u caru>0 et P >0
Q

Et donc X < A1 et pour p > 0 on aura

C

1
J(U)Z*HUH2 || ||2 v U

|| ||p+1

Remarque 2.2.2 :

1. pour la caractérisation de A1 on a

1
/qu:c < —/ ]Vu|2dq:
Q A Ja

2. Pour (u,) C H}(Q) une suite de Palais Smale au niveau ¢, on aura

c+ 0n(1) = J (uy) et On(1) = (J (up) , un)

Alors 1
c+ On(1) = J (un) — ﬁ <J/ (Un) , Un)
1
:2<p+1>””” <p+1>/“dx
A p—1
> sl = s
p—
> 50 (A5
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2.3 Cas critique

1 N+2
=55

pour cela On définit Q, un domaine de RY de classe C%. On distingue deux cas : N = 3
et N > 4 qui sont différents et ne meénent pas aux mémes résultats

Pour cela on va utiliser la définition du multiplicateus de lagrange pour résoudre notre
probleme

Pour p=2* on perd la compacité donc on n’a pas la suite de Palais Smale

soit le probleme de Brezis Nirenberg suivant :

—Au=uP+ A u dans Q2
u>0 dans 2 (Py)
u=0 sur OS2

Théoreme 2.3.1 Quand N > 4 et que ) est borné on a ,
si A € (0,\(Q)), le probléme ( Py ) posséde une solution u € Hy(Q)

Preuve 2 Soit Q un domaine de classe C*. La prewve de lexistence de solutions au
probléme (Py) s’articule en deux étapes que nous formulerons sous forme de lemmes :

Proposition 5 [71] sous les hypothéses et notations du multiplicateurs de lagrange , on
suppose que ug € S est tel que J (ug) = inf,es J(v). Alors il existe X € S tel que

J (ug) = AF (ug)

Lemme 2.3.1 On a
Sy<S VA>0

Remarque 2.3.1 Pour Q un domaine quelconque de RY, on pose
_ 2 _ 2
SA—%}%IC(Q){HVUHLZ(Q) )‘HuHLQ(Q)}
[ullzrer@) =1
Ainsi,
_ o _ 2
So=5= inf {IVulfe}
[ullzrsr () = 1

correspond a la meilleure constante pour limmersion de Sobolev Hy(Q) — LPTH(Q)

Remarque 2.3.2 La situation est fort différente lorsque ) n’est pas étoilé. Par exemple,
lorsque € est un anneau,

Preuve 3 lemme 2.5.1 Supposons sans perte de généralité que 0 € Q. Soit ¢ € C°(Q)
une fonction positive telle que ¢(x) = 1 dans un voisinage de 0. Nous allons estimer le
quotient

HVUH%Q(Q) - AH”H%%Q)

R e
avec
u(e) = u(e) = — 20
(e+ o)
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ot € > 0 tend vers 0, pour obtenir

S + O, e —)\%e siN>5
Q/\ (u6> - w 2 ; —
S+ Oc(€) — Agrzelln(e)| si N =4

ou w, Ty et Ty sont des constantes positives indépendantes de €
1. On calcule

V() = — Y0 | (N=2)ola)e

N—2 N
(e+|x]?) 72 (et+lz[?)Z

fQ|vu€| - f +|IE|2 (N 2) f (+‘m|2)

—2(N 2) I |V¢H$|2() )\Z|d1‘

Pres de 0,0 =1 et donc Vo = 0. On aura alors

Vo@)Pde

hme—>0 fQ +|x\2)

(2.2)

Vo@lolaldr - Py

limeo o = apy™

pour des constantes positives D et D' indépendantes de €. On obtient

19l = 22 [ GO 6 )

(e + =)
—(N — 2)? /Q m
v [ (bR
avec /Q <(¢(2)i‘_x’12))’§‘2dx +0.(1) = O.(1) car¢® — 1 =0 prés de 0
~9) / . E';jx +0.(1)
|z[2dz

=(N —2)? /RN (c+ ’x‘z)N

~(N =22 famiq A28+ 0.(1) avee fanig ALY = O(1) car 0 ¢ RV\Q

(e+]z]?) (e+|z]?)
= (N -2)? fRN N + Oc(1)
_ dyl?e® dy_ 4 0, —
(N —2)? [pw Ny T (1) en posanty = 7

= 5+ 0.(1)(2.3)

\ d
0t Ty = fon Gt = VU2,
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2. 0na
/|Ue!p+1 /Q())Hdz Caf(N_Z)(erl):N

€+!x\) 2
p+1_1 d
S RCC Gt IR
e+|g;| Q (e+ |zf?)

O(1) carzz)i”""l 1=0 prés de 0

= + O(1
/ (e + |a:\ M)
d d d
= 7:1;]\[ —/ 737]\, + O(1) avec/ 7$N = 0.(1)
RV (€ + |z]?) EN\Q (€ + [z[?) EN\Q (€ + [z[?)
car0 ¢ RV\Q
dz
fd —_—F + OE ].
RY (e + |2 .
e%dy x
= ——~— 4+ 0.(1) en posant y = —
o (L O =
on obtient
T/
[l =% o) (2.1
Q €2
o1l 4
! Y p+1
= _ U p+1
* e 1 M
on a ausst

()™ = 2 o0 (25)

en posant Ty = (TQ’)ﬁ et en calculant (par la formule des accroissements finis)
T/ ﬁ T2/ ﬁ 2 __q
(Zrom)” = (B)" vomyt
€2

o

Donc on a bien (2.5)
3. On a

s [ (@)~ D da
A A o B e e

2-1)d
avec /Q ((z(?iﬂg)zv)_zx =O,(1)car¢* — 1 =0 prés de 0
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dx
= /Q DL + O(1) (2.6)

On doit ici traiter différemment les cas N =4 et N > 5. En effet,
on remarque que l’intégrale [ % existe ssi 2(N —2) — (N — 1) > 1 c’est a dire ssi
N > 4.
Quand N > 5, (2.6) devient

9 dz / dz
Ue|” = + ———— + O(1
/Q’ | /RN (e+ [z2)V 2 " Jrva (e 4 |22)V 2 @
avec

dz
———=0.(1 0 ¢ RVM\Q.
/RN\Q (€+ |x|2)N—2 ( ) car ¢ \

En posant y = %, on obtient

Ll = [ et 0.0)
0 & N (14 [yf2)

T:
= 1\34 + Oe(1> (27)
€ 2

ol

dy
L= [ s
LR (L )
Quand N =4, (2.6) se réécrit

fyd? = [ 00

Puisque 0 € Q et que Q est un ouvert borné, il existe deux constantes 0 < R; < Ry
telles que B (0, Ry) C Q C B (0, Ry) . Il vient que

dx dx dx
Lo ot [ i
B(0,R1) (€ + |z]?) Q (e+|z|?) B(0,Rs) (€ + |z|?)

avec
dx R pidr
/ e W/ a2
B(O.R) (€ + |x|?) 0 (e+1r2)
/R 43 + 4re dr—/R e _dr
0o rt42r2e+ €2 0 (e+12)

1
4
i [ln (7"4 122+ 62)}0}% + Be —:ﬁ}:)
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ot w est laire de la sphére S3.
Et par conséquent
dz w
———— = —|In(¢e)| + O(1
fyer o = 3@+ 00
Pour cela , nous avons montré qu’il existe des constantes Ty, Ty, Ty et w(qui ne dépendent que deN')

telles que
T

2
[Vuellz2i) = =1 + Oc(1)
1
el 10y = —x=z + Ocle)
€ 2
Fir+ O(1) si N>5
€ 2

2
HUer(Q) -
SlIn(e)| +O(1) si N =4

Maintenant on peut écrire

2 2
B ||vu6||L2(Q) —A ||Ue||L2(Q)

Qx (ue) 2
||u5||LP+1(Q)
e 2 e 2 . >
2000 si N >5
= 2
Z40(1)-A(4]In(9)|+0 (1)) —
T o0 si N =4
T1—AT3e+0, (e#)
S siN>5
| e ()
Ty =A% | In(e€)|e+Oc(¢) . .
%2+Oe(62) si N =4
S—I—Oe(e¥)—)\%e siN>5
S+ O0c(€) — Agzzelln(e)|  si N =4
puisque 2L = S et en utilisant —— = A + x(...) Il est bien clair que Qy (u) < S
T To+x T

si € est suffisamment petit, ce qui montre bien que Sy < S.
Maintenant on va montrer que L’infimum de Sy est atteint en suivant le lemme suivant

Lemme 2.3.2 Si S\ < S et A < A\ (), Uinfimum Sy est atteint.

Preuve 4 Soit u; € Hy(Q) une suite minimisante pour Sy, c’est a dire

||U’j||LP+1(Q) =1 (2.9)
. 2 . 2
i V1522 gy — A i [ = S (2.10)
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On remarque grace au théoréme de Poincaré que la suite u; est bornée dans Hy ().
Par conséquent, en vertu du théoréme (Eberlein - Shmulyan) il existe une sous suite
(renommée u; ) et un u € Hy(Q) tel que

uj —u dans Hy(€) (2.11)
uj —u dans L*(Q) (2.12)
u; — u presque partout dans €2 (2.13)

On pose v; = u; — u, de telle sorte que
v; =0 dans Hy(9)

v; — 0 presque partout dans )

L’équation (2.9) et la définition de l'infimum S implique
S < HVUJ'HiQ(Q) (2.14)
On fait une soustraction de (2.10) a la limite de (2.14) :

. 2
S =Sy < M [l 120) = MlullZ2)

par(2.12). Par hypothése, S — S\ > 0, et nous pouvons donc conclure que u # 0 Ensuite,
d’une part on a v; — 0 dans Hy(Q), donc par le lemme 1.2.3

. 2 , 2
jlggo ||VUj||L2(Q) = jlig}o Hvuj||L2(Q) - HVUH%Q(Q)
On pose l'équation ci dessus dans (2.10) :

||Vu||L2 + hm ||ij||L2 )\||u||%2(9) =S, (2.15)

D’autre part, v; est borné dans LPT1(Q) (caru; Uest ) et v; — 0 presque partout dans €;
on peut donc appliquer le lemme de Brézis-Lieb

p+1

. 1 1
]llglo Ju+ Uj“il;;rl( ||u||12_1|;+1 + llm ||U9”Lp+1
Oru+vj =u; et ||ty q) =1, donc
1
L= [lulf3t ) + i [losll7en o)
—_———
€[0,1] €[0,1]

D’ou, puisque 2 < p+1

1
[l < lullfen g

. 1 . 2
Lt lim; o ||Uj||113;+1(9) < lim;_,o ||Uj||Lp+1(Q)

Ainsi
: 2
1< HUH%PH(Q) +j1i>r£o ijHLP+1(Q)
On utilise alors l'inégalité de Sobolev ij||ip+1(ﬂ) <3 ||ij||2LQ(Q) et on obtient

1 . 9
U<l + g Jim V01220 (2.16)
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On veut montrer que
IVul|Z2i@) — MlulZa@) < Sllullzm q) (2.17)

ce qui conclura la preuve du lemme puisque u # 0 Pour cela, on distingue deux cas : soit
Sy > 0. On déduit alors de (2.16)S\ < S,\HuH%pH(Q) + 5 1m0 \]ij|\ig(9)0r Sy < S,
donc
. 2
51 < Sallullreney + i (905020,

En combinant ceci avec (2.15), on a

. 2 : 2
HVUH%Q(Q) ‘|'jlggo HV%‘HLz(Q) - )‘HUH%Z(Q) < S/\HUH%PH(Q) ‘|‘jlggo HV%‘HL%Q)
qui donne bien (2.17) soit Sy < 0. On a alors
Sx < Sillulliri

puisque [[ul|3,1q) < 1 par (2.16). On injecte ceci dans (2.15)
: 2
IVl — Allullzz@) < IVulliz @) + lim [[Vo;ll7aq) = MullZzq) < Shllulli g
00 )

Et on obtient (2.17)

Donc on a trouvé un u € Hy () qui atteint Uinfimum de Sy.Pour cela on peut supposer
un u > 0 au risque de remplacer w par |ul.

en appliquant le théoréme des multiplicateurs de Lagrange il trouve qu’il existe un € R

tel que
—Au — Mu = pu?

En fait on a B = Sy > 0 puisque A < A{(Q2). alors on a une solution de —Au = Au+uP.
Celle-ci est C*°(2) par le théoréme de Brézis Kato et en particulier C*(Q2). Le principe
du maximum fort garantit alors que u > 0 sur )
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Chapitre 3

Existence de solutions pour un
probleme elliptique semi linéaire en
dimension 3

3.1 Introduction

La situation est plus délicate en dimension 3 et elle est restée ouverte depuis de nom-
breuses années.Alors Brezis et Nirenberg ont consacré leurs études pour résoudre le pro-
bleme elliptique posé précédemment en cette dimension

On fixe Q un domaine lisse et borné de R? ,on prend A négatif, et on considére I’équa-
tion :

—Au+ =1’ dans Q
u>0 dans (&)
u=0 sur dN

On suppose également que l'opérateur —A + X dans Hj(£2), espace des fonctions de
L2(Q) dont le gradient est également dans L?(Q2) , dont la trace sur le bord est nulle et
coercif.

Cette hypothese est nécessaire a I'existence de solutions au probléme (£)). Une technique
naturelle pour trouver des solutions de (€,) est de chercher des solutions minimisantes,
c’est-a-dire des solutions du probléme de minimisation suivant

f Jo (IVul? + Mu?) dz
Sp=__jn IN/(N—2) 32N
we}(@.u0 (i, [uf2V/N-2dg)

En effet, si S\ est atteint par u,, alors, quitte & changer uy, en |uy| et aprés une
normalisation adéquate, uy est une solution de (&). Il est désormais bien connu qu’on a
toujours

S <S;1

Ou S, est la meilleure constante dans I'inégalité de Sobolev euclidienne dans tout 1’espace
R"™.

(N=2)/N
</ ‘u|2N/(N2)dx> < Sn/ |Vu]2dx
R7™ R7™
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La valeur exacte de S,, est également bien connue. et qui vaut

4
Sn _ —2/n
n(n — 2)w"
— 4

ol w, = 377'.7‘3 désigne le volume de la sphere unité

La question de trouver des solutions minimisantes a (£)) a été géré par Brezis et Nirenberg
Ils montrent notamment que la situation est plutot de dimensions différentes N > 4

et en dimension 3.

En dimensions N > 4, Brezis et Nirenberg ont prouvé que les propriétés suivantes sont

équivalentes :

(1) il existe = € Q tel que A(z) <0

(2) Sy < St

(3) il existe une solution minimisante au probléme (&y).

Remarque 3.1.1 1. L’équivalence des propositions (1) et (2) est une conséquence de
linégalité euclidienne optimale sur la espace entier et calcul des fonctions test

2. Le fait que la deuxiéme proposition implique la troisieme peut désormais considérée
comme une conséquence du principe concentration-compacité des Lions

3. L’inverse est du au fait que toutes les fonctions extrémes pour l'inégalité euclidienne
de Sobolev optimale dans tout [’espace sont connus et ne sont pas pris en charge de
maniére compacte.

4. 1l est bon de mentionner que Brézis et Nirenberg ont aussi prouvé dans leurs papier
qu’étant donné un domaine borné quelconque Q C R3, il existe un réel X\,(Q) €
(0, A\1(R2)) tel que le probléme (E,) posséde une solution si et seulement si A\ €
A(Q), M (Q)) . On retrouve évidemment M. (Q) = 10 (Q) dans le cas ot Q est une

4
boule

Définition 28 Modelisation asymptotique/:5]

on parle de modelisation asymptoti- que; ce qui veut dire que l'on recherchera les
équations modeles qui permettent de calculer les divers termes Uy, de U = Uy+aldy +0 (a?)
FEnsuite, il faudra construire la solution approchée (Uy + ody + - - +) qui, d un certain ordre
en «, sera uniformément proche de la solution exacte U.

Définition 29 Invariance d’échelle dans la théorie classique des champs/[7()]
La théorie classique des champs est décrite de maniére générique par un champ, ou un

ensemble de champs, v, qui dépendent des coordonnées, x. Les configurations de champ

valides sont ensuite déterminées en résolvant des équations différentielles pour @, et ces

équations sont appelées équations de champ.

Pour qu’une théorie soit invariante a [’échelle, ses équations de champ doivent étre in-

variantes sous une remise a l’échelle des coordonnées, combinée a une remise a l’échelle

spécifice des champs, x — A\ el p — X2

Le parameétre A est appelé dimension d’échelle du champ et sa valeur dépend de la théorie

considérée.

Définition 30 L’invariance d’échelle sera généralement maintenue a condition qu’au-
cune échelle de longueur fize n'apparaisse dans la théorie. A Uinverse, la présence d’une
échelle de longueur fixe indique qu’une théorie n’est pas invariante a l’échelle. Une consé-
quence de ['invariance d’échelle donne une solution d’une équation de champ invariant
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d’échelle, nous pouvons trouver automatiquement d’autres solutions en remettant a l’échelle
les coordonnées et les champs de maniere appropriée. En termes techniques, étant donné
une solution, p(x), on a toujours d’autres solutions de la forme

N op(Ax)

Définition 31 Invariance d’échelle des configurations de champ

Pour qu’une configuration de champ particuliere, p(x), soit invariante a [’échelle, nous
avons besoin que

p(r) = A 2p(Az)

ou A est, a nouveau, la dimension de mise a I’ échelle du champ. Nous motons que
cette condition est assez restrictive. En général, méme les solutions d’équations de champ
invariantes d’échelle ne seront pas invariantes d’échelle, et dans de tels cas, on dit que la
symétrie est spontanément brisée.

Théoreme 3.1.1 [25] Soit 'opérateur L satisfait les conditions
a’(2)&& = NP, Ve e Q,EeR” (8.5)

et

b ()

’2

+

Z az‘j(m)r < A2, )\22(

On suppose que f' € L1(Q), i=1,...,n,g € LY*(Q) pour certain q > n.
puis si u € WY2(Q) satisfait I’équation Lu = g + D;f* dans
Nous avons pour tout Q) CC §) H“”Ca(()') <C (”UHLQ(Q) + k:) ouC =C(n,A/\v,q,d),d =

dist (,09),a = a(n,A/\vd') >0 et k= " (Hqu + Hqu/z)

&@)f) FAd@) <o (86)

Théoréme 3.1.2 [2)] soit lopérateur L qui satisfait les conditions (8.5), (8.6),

soit f' € L(Q)i=1,...,n,g € LY*(Q) pour ¢ > n, et on suppose que §) satisfait la
condition de cone extérieur uniforme sur une partie limite T. puis siu € W'2(Q) satisfait
Iéquation Lu = g + D, f* dans S et il existe une constante K, ag > 0 telle que

0SCONNBR (w0) U < KR*™ VzroeT,R>0

il s’ensuit que u € C*(QUT) pour x > 0 et, pour tout O CC QUT
”U’HCO‘(Q’) g C(Sup ‘u|+K+k) Qoua=a (77,, A/Aa Ud/? V7 q, Oéo) 70 =C (n7A/)\7U7 ‘/7 q, O, d/)

d = dist (2,60 = T) and k= 37" (|[£]l, + [lgllos2)

st QU = Q. d doit étre remplacé par €

3.2 Existence de solution pour dans une boule

Pour € une boule et A\ une constante le résultat d’existence de solution minimisante
pour le probleme est donné par le théoreme suivant :

Théoréme 3.2.1 Quand N = 3, on se restreint au cas ou ) est une boule. Dans ce cas,

le probléeme (£)) posséde une solution  si et seulement si A € (/\liﬂ),)\l(QD

Preuve 5 Les arguments sont sensiblement les mémes que ceuz de la preuve du théoreme
2.3.1. Pour simplifier, on pose ici

Q={zeR® | |z|<1}
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3.2.1 Démonstration de la condition nécessaire

la démonstration de la condition nécessaire comme dans le cas des grandes dimensions,
nous allons estimer le quotient

||VU||%2(Q) - )‘HUH%?(Q)

Qx(u) =
||U||%6(Q)
avec
u(w) = u(r) = —2
(e+712)
ou € > 0,r =|z| et p € C([0,1]) est une fonction positive telle que
p0)=1, ¢0)=0 et H(1)=0 (3.1)
Nous allons ainsi obtenir
1
O (u) = S+ ( - A) Keb +0,(e) (3.42) (3.2)
L Ona ¢'(r) é(r)
/ _ r) __ro(r
ue(r) - (e+r2)% (e+r2)%
||Vue||L2 () =wlo (+ )% (jr(;)g rdr
_ (¢'(r)) r2(@(r))? _ 2rg(r)e'(r) \ .2
= LUfO <(€+T2) + (€+7‘2)3 - (€+7"2)2 r d?‘

En intégrant par parties, on voit

2/1 f+ r2)? /01(¢(7a))2 ((6 _3:;2)2 (e jrr2)3> .

[

=0car ¢(1

Donc

IVl = [ s [0 (o~ )

Premiéerement

/Ow(ﬂ +>> art [@)par [ @ovar= [ @o)a [ @ ( :rz)‘l)dr

— [wrar—e [ 0, (3.4

0o (e+12)
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Appliquons a ¢’ la formule des accroissements finis :

Jdz € (0,7) tel que  ¢'(r) — ¢’ (0) = ¢"(2)r

o0

donc puisque ¢ € C°, il existe un A > 0 tel que
¢'(r) < Ar

D’ou le second terme de (3.4) :

L) S
6/0 (€+T2)dr < Ae/o 119 dr = O(e)
0c(1)

Par conséquent, (3.4) devient
L) e
/ et dr= [ (¢/)*dr+0.(9) (3.5)

Deuxiemement
2

1
iy S G
0 (e+1?) e—H"Q e—i—r

En utilisant la formule de Taylor pour ¢* 3z € (0,r)  tel que

(6(r))2 = (8(0))2 + r26(0)¢'(0) + 2 ((¢/(2))* + 6(2)9"(2))

C’est a dire qu’il existe une constante B > 0 telle que

(¢(r))* =1 < Br?
Puisque ¢(0) =1 et ¢’(0) = 0. On observe alors que le deuziéme terme de (3.6) est

[ Ly A,
0 (e—i—r2)3 - Jo (e—l—r2)3

_ €2
= Be? / —————=ds en posant s =
o (1+s?)

o Sl

-1 [ 54 -1 [ 84
:BET/ ————ds —Be? s S
0 (14 s?) (1+ s2)°
0c(1)
4
=1 =1 [ S5
SOE<€2)—B€2 6%8—6ds
1 1 [17°
206(62)+B62[8]61

Et (3.6) se réécrit

On a aussi

en posant s =

S—
>
—~
)
+ 4
3
)
N—
w
(oW
S
I
vl
o\m
m“
—~
—_
+ |
V)
)
S~—
w
oL
VA
<
)



o0 2 _ 00
A 59
0 (14 s?) ez (14 %)
Or ) )
6%3/ i 3d5§633 /_1 S—ds
(1 + s ) €2 s6
-5 14l
3 Ls3lew
= Oc(1)
(3.9) devient
/1 e [T 450 (3.10)
————dr=e€2 ————ds+ O, :
0 (e+r2)° o (1+ s2)°
En rassemblant (3.3), (3.5), (3.8), (3.9) et (3.10) on obtient
2 T, oy 2 L
Vel faoy = 5 +w/0 (¢/(r)*dr + O. (e2) (3.11)
Ou
oo 52 q
h=sw [ — g
L=3w | 11 ) s

1

Notons que Ty = / |VU|*dz avec U(z) = —1—
R3 (1+|z|*)2

En utilisant la décomposition en éléments simples on obtient

Falae=l et

= ds — 3ds

0 (1+s2)° 1—1—32 0 (1+s2)°
3 [> 1

1 S >
:/ 5ds — 5 —= ——3ds
0 (1+52)’ l4<1+s2>10 4h (1+)
=0
1 S 1 e 1
_4([2(1+52)L +§/o ey

| —
=0

1 o T
= g[arctan(s)]o =1 (3.12)

D’autre part en utilisant la décomposition en éléments stimples

4

R Y L S
0 (14 s?) o 14 s2 0o (1+s2)
00 1
AR
o (1482

T T 37 3T
— = — 1
2 4 + 16 16 (3.13)

2. Calculons

1
||ue||6L6(Q) = W/O (f(r)




On applique a nouveau la formule de Taylor, a ¢° cette fois : il existe une constante D > 0
telle que

(6(r)°—1<Dr?

Et ainsi

/01 ((qb((:)fr_g)? ar < D/O1 ' __dr=0,(e7)

par le méme calcul qu’en (3.7).
par (3.10) Le second terme nous donne

2 2

Ly 3 [ 5
—d */ —d O.(1
w/o <€+T2)3 r==¢€ ; (1+32)3 S+ ( )

Il
N

Ainst
2

6 =3 o0 S 1
HUGHLG(Q) =€ 2 Cd/o mds + Oe (6 2 )

et, en posant

ol

2

ol )

on obtient T
2 2 1
[tellzo () = T + O (62) (3.14)
En effet, en utilisant la formule des accroissements finis on obtient :
T: 1 2
2 2 -1 =2
HueHLG(Q) = g + Og <€ 2 ) (be) 3
ol

On a donc bien (3.14) Notons aussi que
Ty = |[U] 750

en utilisant les calculs faits précédemment en (3.12) et (3.13)
3. On a

2 L(p(r)*r®
[tel[72 () = W/O Tero I

—w /01(¢(r))2dr — w/ol (f(i))jed'r

r

Puisque ¢ est bornée (continue sur le compact [0,1] ), le deuxiéme terme est le suivant :

1 2 1
[0y,
0o €+1r? 0 €+1r2
3

—1
€ 2 €
Y
o e(1+12)
= De%[arctan tlg

= De% arctan (6%1) =0, (e%)

dr

~

]
-

42



Donc
2 ! 2 i
ey = [ (@(r))dr + O, () (3.15)
En rassemblant (3.11), (3.14) et (3.15), on obtient

It w fg (¢/(r))? dr + Oc (€2) = hw J3 (6(r))2dr + O (e3)
Qx (Ue) = < T 1
gz + O, (62)
T+ ew fi (¢(r)° dr — Aedw [ (8(r)dr + O (e)
Ty + Oc(e)
—S+62;2U( dr—/\/ zdr]—i—O() (3.16)
=5 et Tﬂ —T—2+x(...)

0s (27rr> , on calcule

en utilisant

On choisit ¢(r)

Ty
Ty

[ @oar=" [ @) (317)

ce qu’on injecte dans (3.16)

Qx (u) =S+ <le7r2 — )\) Ke? + O (e) (3.18)

On peut calculer qu’en dimension 3, la premiére valeur propre de —A sur Q@ = B(0,1)
sin(7|z|)

2] ) . Notre résultat suit

est M\ (Q) = 7% ( de fonction propre correspondante @ (z) =
alors directement si € est assez petit.

En utilisant le lemme 2.3.2 on obtient existence d’une solution.

3.2.2 Démonstration de la condition suffisante

Démonstration de la condition suffisante. On veut donc prouver que si A < iAl(Q),
le probléme (P) n'a pas de solution. Par l'absurde, supposons qu’il en existe une : u. Par
le théoréeme de (Gidas Nirenberg) , on sait que u est une fonction radiale, c’est a dire
u(z) = u(r), our = |z|. Le probléme P se réécrit alors

2
—u" = =v’ A+ osur [0,1] et W/(0)=wu(l)=0 (3.19)
r

Soit ¢ € CX(Q) telle que (0) =
1. Multiplions (3.19) par r*u? et intégrons :

/01 (-U" - iu') (T2¢u2) dr = /01 <u5 + )xu) <r2¢u2) dr (3.20)

I Iz

On calcule

1 1
I, = —/ (W')* 2ripdr —/ "Wrthdr
0 0

—_— fol (u’)2 2ripdr — {(“;)27“21#] + fO 2 (27°w +r2))

par parties

[ ( Y w) ar - L )P u() (3.21)

43



1 1
I, = / uPripu’dr + )\/ r2pun/dr
0 0

par parties on obtient

1

-6 -
u
= |57 B vt

L 1o
=0 car u(1)=0
[ u2_ ! 2

R =M Jo % (2r + ) dr
! 1o

:_Aug@wwWWQW—Aéug@mww%jw
On rassemble (3.21) et (3.21) (3.22) dans (3.20)
Jo )P (5 = rp) dr = 3 (' (1) (1)

= — /01 u66 (27’@/} + rzw )\/ 2r¢ + 7“27,DI) dr

2. Multiplions (3.19) par (%r%// — rw) u et intégrons :

[ 20) (e ) (v )

I3 Iy

On voit

I3 = /01 (—u”u (;731#' - 7“1/1) — 2u'u (;m// - 1/1)) dr

par parties on trouve

= — /1 2u'u <1rw' - w> dr

(3.22)

(3.23)

(3.24)

+ / <r¢ u - 7“ 20" — pu — r’'u + ;TQgZ)'u’ - rwu’) dr

o)L

=0 caru(1)=0

= fol (u’)2 (%TQW — m/)) dr + fol u'u (%TQ@/)” +Y — T¢) dr

_ 01 (u/>2 (%TQw/ _ 7"1/}) dr — 01 %2 (Tw// + %T2¢III o — e — w/)
2 1 1
+ [u <r2¢” + 1 — m/z)] par parties
2 \2 0
=0 car u(1)=0=1(0)
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1 1 1 1
I, = / ub (rzw’ - 7’@/}) dr + )\/ u? <r2¢’ - r@b) dr (3.26)
0 2 0 2
On injecte (3.25) et (3.26) dans (3.24) pour obtenir

/01 (U,)Q (;ﬂw’ — 7”1/1) dr — i/ol w22 dr

1 1 1 1
= / u® <2r2@// — mb) dr + )\/ u? (2r2¢’ — m/)) dr (3.27)
0 0
Soustrayons da présent (3.27) a (3.23) il vient

/01 2 (W + izp”’) ridr = 2/01 u® (1 — 2} dr + ; (' (1)) (1) (3.28)

On sait déja qu’il n’y a pas de solutions pour A < 0
on peut donc supposer que 0 < A < %7?2 Dans (3.28)
on choisit finalement ¥ (r) = sin(vV4Ar), de telle sorte que

w(l) > O, )\w/ + iw/// -0
et
rp — 2 = rsin(Varr) — r2V4axcos(VANT) > 0 sur|0, 1]

car
sinf —fOcosf >0 6¢€[0,n]

ce qui aboutit a une contradiction.
Il en résulte qu’il n’y a pas de solutions si X < FA(2)

3.3 Existence de solution dans un domaine borné

soit Gy : Q@ x Q\{(z,z),z € Q} — R la fonction de Green de —A + X sur {2 aux sens
des distributions avec la condition aux limites de Dirichlet.

—A, Gi(z,y) + A\Gx(z,y) =0, dans Q,
Gx(z,y) =0 siye€ o

avec Gy (x,y) est une fonction symétrique en x et y et positif
Pour tout x € ). On peut décomposer GG en deux partie :
Une partie singuliére et une partie réguliere,

C’est a dire )
Gi(z,y) = —— + g2,y
(@) = S + ()
avec g\(x,y) = —m sur la frontiere de Q et gy € C%(Q x Q) qui est vérifié On a le

systeme suivant :

—Agx(z,y) + AGx(z,y) = 0 dans Q

1
A (,y) = ————— sur 990
w2|:13 - y|
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Lemme 3.3.1 [/1] il existe un o € Q tel que gx(x,x) >0 alors Sy < S5 (i)

Preuve 6 L’idée général de la preuve est de prendre le quotient suivant :

B ||VU||%2(Q) - )‘HUH%Z(Q)

Qx(u)

||U||%p+1(9)

_ _n—2
avec A = n—l)R

Et a Daide des calculs des fonctions tests

— On va montrer que Qx < S3* pour aboutir a Sy < S3*

Pour €2 quelconque et A une fonction le résultat d’existence de solution minimisante pour
le probléme est donné par le théoreme suivant :

Théoréme 3.3.1 Soit Q un domaine lisse de R3, A € C>®°(Q) NL>(Q) tel que —A + )
soit un opérateur coercif. Les trois propositions suivantes sont équivalentes :

1. il existe x € Q tel que g\(z,x) >0
2. S,\ < 53_1

3. il eziste une solution minimisante au probléme (E)).
Ou Sy est atteint par une fonction positive lisse uy

Preuve 7 Pour la premiere implication c’est a dire il existe x € ) tel que
gr(z,7) > 0=8\ < S5 est montré par le lemme 3.3.1

Maintenant on va montrer la deuxieme implication

Preuve 8 Dans ce qui précédent on a montré que 2 = 3 ie : Sy < S3' = il existe une
solution minimisante au probléme (£, ).

ot Sy est atteint par une fonction positive lisse uy dans le cas ou §2 est une boule et A
constante.

Pour Q) quelconque et \ une fonction on a la proposition suivante :

Proposition 6 pour tout \,\ € C®(Q), nous avons

A>MA# A= ga(z,2) > gs(z,2),  pour toute z € Q (17)

Cela découle de la formule de Green : en effet, pour tout x € )

gz, x) — g5 (z, ) :/Q()\ — N (y)Ga(z,y)G5(z,y)dy > 0
on définie B(A\) € R par :

Sxis < S5, pour B < B(\)
Sxis = S3t, pour B > B())

B(\)est bien définie
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Exemple 3.3.1 on prend B > —min(\)on aura Sy, p > S5 '

Exemple 3.3.2 pour B assez petit B inférieure a la premiére valeur propre de —A +
A sur Q et Syyp < S3'.

Maintenant le théoreme se réduit a la preuve suivante :

(1) il existe xo € Q tel que grip(n) (o, To) =0

(2) comme Sx;p(n) n'est pas atteint. Sy, pn’est pas atteint aussi pour B > B(\), par suite
,NOUS AUTIONS

Jo (IVuses* + A+ BO))u3 ) da
1/3
(fQ lurs 5/’ dx)
. 2
< Ship + Jo(B(A) B;)uMlJE/igm
(o lury ° dz)

SxiB() <

<S8!
ce qui est contradictoire avec la définition de B(X).Donc on a bien montré que 2 = 3
c’est a dire
Sy < 83t = il existe une solution minimisante au probleme (Ey).
ou Sy est atteint par une fonction positive lisse uy

Dans cette partie on va montré que 3 = 2 c’est a dire : s’il existe une solution mini-
misante au probléme (€, ).
ot Sy est atteint par une fonction positive lisse uy= Sy < S

Preuve 9 Nous allons prouver que Sy n’est pas atteint .
Supposons par absurde qu’il existe uy € C*(2),uy > 0 dans ), qui réalise S).
Soit uy vérifie :

—Auy + Auy = S;'ul  dans Q
(L) (3.29)
uy =0 sur 0S)
et

A@mz1 (3.30)

si Sy = S3' on a Pour toute ¢ € C™ (R?), pour tout e >0 on a

(Afﬁ(l+e¢fdx)ugs583L@|V(uAUs+€¢»Fdx4—A;M&(L+g¢fdx] (3.31)

de (3.30) on obtient que
1/3
(/Q S(1+eyp) dx) =1+ QE/Quigpd;E + 552/u?\g02dx

— 4¢? (/Q ui@dx>2 +o0 (82)
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En revanche, en utilisant (3.29) et (3.30)
Ss [Jo IV (ua(1 + £0)) P dz + fo, i3 (1 + £¢p)2dla]
= S5 [Joux (Auy + Auy) (1 + ep)?da + €2 [ ui|Vp|?dz]
= Joul(1 + ep)?dz + Sze? [o ui|Vpl’da

=1+ 2¢ [puSpdr + &% [ p*uldx + Sze? [, ui|V|?dz
Revenant d (3.31) avec ces deux derniéres relations et quand e tend vers 0, on obtient
que

2
4/ ©*uSdr < / ui |[Vl*dr + 4 (/ uigpdx) ,  pour toute ¢ € C™ (RS) (3.32)
Q Q

Nous prétendons maintenant qu’il existe (y,t) € R x RT tel que :

F(y,t) = Jq ui%dx =0, pour toute i =1,2,3,

G(y,t) == Jq ub L=t1z=ul 4 —

A1+2|a—y[?

Ce résultat est l’équivalent d’un résultat sur la sphére standard prouvé par Chang et
Yang , la preuve de ce théoréme peut se présenter comme suit :
so1t

H :R3x R — R* définie par :

H(y,s) = (F(y,@) —I—y,G(g/,@)%—s)

On prouve, grace a une modélisation asymptotique de F' et G que
|H(y, s)|? < |y|> + s* dés que |y|* + s* est assez grand.
Cela prouve notamment qu’il existe R > 0 tel que H(B(0,R)) C B(0,R). H est une

fonction continue,

on peut appliquer le théoreme du point fire de Brouwer : H a au moins un point fixe
dans B(0, R). Mais un point fize de H est juste un zéro des deux fonction F' et G. Cela

prouve la fonction H.
Nous appliquons maintenant (3.32) a chacun p;,i =1,2,3,4 ot
2t(xi—yi)

wi(z) = i gz pour touti=1,2,3

 1tPe—yl?
@4(1’) T 12 |a—y2

Quand F =0 et G = 0 pour un bon choix de variable (y,t),on obtient alors :

4
4Z/U)\Q0de 53 /|V§02‘
i=1

mais



Et

4 122

S Vel =

i=1 (1+ 2|z —y|?)

2
Nous avons donc

t2
4/ wSdr < 128 / uldx
o T 3 Q(1+t2|x—y|2)2 A

Par les inégalités de Holder et l’équation (3.30), on obtient

3 2/3
1<38 / dr
3<Qu+ﬁu—ym3 )

t3 2/3
1 =38, (/ 3dx>
e (1+ 2z —y[?)

On multiplie I'égalité précédente par 3S3" on trouve

t3 2/3
(/ 3dx> — (355)"
e (L 2o — o)

Quand N = 3,nous obtenons la contradiction que Sy ne peut pas étre atteint . donc on a
bien 3 = 2 c’est a dire : s’il existe une solution minimisante au probléme (€, ).
ou Sy est atteint par une fonction positive lisse uy= Sy < 83_1

pour

Pour conclure il nous reste la derniére implication qui est celle de 2 = 1 ie :Sy < S3* =
il existe x € Q tel que g\(z,x) >0

Preuve 10 La preuve de cette implication se fait en 4 étapes nécessaires sont les sui-
vantes :

Etape 1

Par la définition de B(\), pour toute ¢ > 0,
nous avons ¢a

Sy_e < S5t (3.33)

Tout d’abord nous commengons par Iz € Q) tel que gy (xg,z9) =0

Nous avons choisi B(A) = 0 pour toute la preuve du théoréme. Cette inégalité est
désormais standard, d’ou [’existence d’une solution minimisante pour Sx_..
Nous avons donc pour tout € > 0 il existe une fonction positive lisse u. dans ) qui vérifie :

—Au, + (A e)u. = Mu®  dans Q
u. =0 sur 0S) (3.34)

/ uldr =1
Q
o )\5 = S)\,E

L’objectif est maintenant d’étudier (u.) quand € tend vers 0.
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Tout d’abord, (u.) est borné par H}(Q) donc u. converge faiblement vers certains ug
dans H} (). Nous pouvons également supposer que lim. .o \. = Ao, avec \g < Szt par
(3.33)

En passant a la limite dans (3.34) on trouve que uy vérifie

—Aug + Aug = )\oug dans €2
ug = 0 sur 02

De plus, par les propriétés de convergence faibles on a,
/ ubdr < 1
Q

Donc Sy = S5, nous avons
61\ 2 2 _ 6
ugdx < S3 |Vuo|"de + [ XA ug dz) = XSs [ ug dx
Q Q Q Q

D’ou nous avons utilisé l'équation vérifiée par ug. Si ug # 0, on obtient \g = S3* et
que /ugdx =1 ce qui signifie exactement que Sy est atteint par ug. Puisque nous avons
Q
prouvé dans ce qui précédent que Sy n’a pas €été atteint,
u. — 0 dans H)(Q)

Par immersion de Sobolev on déduit que H}(Q) s’injecte dans L*(),nous avons :

lim [ v’dr =0 (3.35)
e—=0.JQ

On garde x. un point de £ ot u. atteint son maximum et nous définissons

ue () = poY? = sup u. (3.36)
Q
donc
2
[ e =1 < T2
Q 2

Par (3.35) on a p. — 0 quand £ — 0.
La combinaison des résultats standard de la théorie elliptique on obtient

—2/3 —1/2
. 1/2 _ W3 2 0 3 6 3
lim 41 ue (pex + ) = (1 + = || ) dans Cy,. (R ) NLy. (R ) (3.37)

En particulier , nous avons

d (2. 00
lim 20290 (3.38)
e—0 e
et
lim lim uldr =1 (3.39)

R—+00e—0 JB(z.,Ruc)

Par des techniques de bootstrap et quand u. vérifie (3.34)
on obtient aussi

li_r}ré u. =0 dans CY (Q\ {a:o}) (3.40)

loc

Ou xg = lim._g .,
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Etape 2(par les estimations ponctuelles faibles)

Il existe C' > 0 tel que pour tout € >0 on a :
|z — 2| u.(z) <C,  pour tout z € Q)

On Note, pour x € <)
we(z) = |z — $8|1/2 Ue ()

Et on garde y. un point de ) ou w.atteint son maximum.
Nous supposons par absurde que

we (Ye) = supw. — +o00  comme € — 0
Q

par (3.37) on a

e—0 e
et , par (3.42)
lim 2 yf’ =400

donc § est borné, nous avons aussi lim._u. (y:) = 400 et grice d (3.40)
on a lim._o|z. — y.| = 0.

considérons maintenant, pour r € QE = {uy(;y)ig NIRS Q}

() = ue (?Ja)il Ue (Ua (%)72 T+ ya)

On obtient comme équation
—Al, — ()\ (us (yz_:)_2 T — ye) + 5) Ue (ys)_4 e = \0°  dans Q.
e =0 sur 9.

Pour tout = € B(0,1) N Q., nous avons

e () = U, (?Ja)il Uge (Ua (95)72 T+ ya)

We (us (ys)_2 T+ 3/6) |z — ya|1/2
we (ye)

= 1/2

Ue (ye)_2 T+ Ye — Te

ﬂ ($)2< ’xa_y5’
€ ~
ue (ye) 2 x + Yo — 2

par la définition de y.. et , par (3.44) nous obtenons que , pour & assez pelit,

i.(z)> <2, pour tout x € B(0,1) N Q.

on fire maintenant n € C*(B(0,1)) et k > 1.

par une intégration par parties, en utilisant Eq. (3.46) et le fait que . est borné

dans B(0,1) N Q., qui nous meéne a ce qui suit :

Lo [V ) o < C (19012 + 1 Anlle £ 8) [ it

B(0,1)NQ.
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En utilisant 'inégalité de Sobolev, nous obtenons

1/3
~/2\6 2 ~
U dz <C(|IV +|Anllee + k& / u dx
([ ouye, () a2) <O+ At 8) [
ot C est une constante indépendante de €,k et n. pour tout i, on fize k; = 6 x 3° et on
prend n; tel que n; = 1 sur B (O, s+ 2") ,n; =0 sur B (O, :+ 2_i_1)

2 —i—
IVnlls, + 1Anl,, < C47
En appliquant ['inéqgalité ci-dessus on obtient

1/6
sup U, < C (/ ) ﬂgdx>
B(O,%)ﬁfls B(0,1)NQ,

ot C' > 0 est indépendant de €. quand u.(0) = 1, nous avons obtenu l’existence de certain
C > 0 indépendant de ¢ tel que

/ _aldz > C
B(0,1)NS2e

Ensuite, nous écrivons pour € assez petit

1= / ulde > / u6dx—|—/ uda
Q N - QﬂB(yE,us(yE)fz) N B(ze,Rpe) e

quand B (yg,u6 (ye)fz) N B (x., Ru:) = 0 pour € assez petit : c’est le résultat que nous

avons obtenu de (3.43) et (3.44). En passant d limp_, 4 et lim._.
Et on obtient avec (3.39) et l'estimation ci-dessus, une contradiction.

donce

lim lim sup Te— X 1/2 us(x) =0 3.47
R—=+00620 1e0\ B(xe,Rpic) | | (@) ( )

Etape 3 (exclure 'accumulation de limites)

Dans cette étape, nous prouvons que le point xy ne peut pas étre a la limite de 2
Supposons par absurde que

Ve :=d(2:,00) -0 quande — 0 (3.48)
on prend x € ), = {%,y € QE}

ve () = v, (o + )

de sorte que v, vérifie ce qui suit :

£

—Av, + (b, — &) Vv, = \v®  dans Q. (3.49)
v =0 sur 0,

Ou nous avons mis \.(x) = X (vex + x.) . de plus
/ Widz = 1 (3.50)
Qe

On vérifie également que (3.37),(3.39) (3.41), et(3.47) sont invariants d’échelle et conti-
nuent donc on remplace v, . /v-, Qe et 0 au lieu de ug, pie, Q2 et z. quand e — 0 ). quand
Q est lisse et avec (3.48) nous avons cela,

lim Q. = Qp = R*x | — o0, 1]
e—0
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pour toute R >0, on a

ne(R) = sup Ve (3.51)
z€Q:NB(0,R)\B(0,R/2)

Nous fizons l'opérateur L. avec
Lou = —Au+ (b, — &) v2u — \vtu

et nous calculons L. (|z|™') pour certain 0 < v < 1 on B(0, R)NQ\B (0, R%) ou R

est fize et R sera fixé plus tard. Des calculs simples conduisent d
Le (Jo71) = |2 =% (v(1 = v) + (b — ) 2|2 = AcJo?0?)
Grace a (3.47) nous pouvons choisir R de telle sorte que € est assez petit

1 -
Aol < Su(l—v)  on BO,R) N QB (o, R’LVLE)

S

avec (3.37) on peut trouver C(R,v) tel que pour toute € > 0 et n’importe quel x a la limite
de B(0, R) N Q\B (0, Rt:)

A K ((5)/ +nS<R>) o

€

pour G.(x) devient le coté droit de I’équation ci-dessus, nous avons obtenir
Le(G.—v:) 20 dans B(0, R) N Q\B (0, Rt<)
Ge—v.20 sur 0 (B(O, R)NQA\B (0, R’;—Z))
puisque L.v. = 0. alors on a
L.(G:—v.)” x(G:—v:)” <0

ou (Ge — v:)” indique la partie négative de (G. — v.) . par une intégration par parties,
nous obtenons

[ ’V (G. — vg)flf doe +v2 [ (b —€) {(GE — vg)*}2 dz
<A fod [(GE - UE)_rdx

<\ (f [(GE — UE)_r)dSL’) e

nous avons utilisé (3.50) et les intégrales toujours dans B(0, R) N Q. \B (O, R’;—j) Cela

nous emmene a la définition de \. alors si (G —v.)” = 0. Nous avons donc
fe 1/2—v .
v@ <C@E ((2)7 + )l (3.52)

pour toute x € B(0, R) N S)..
En effet, par (3.37) cette inégalité tient évidemment B (O,R’;—z) Prouvons maintenant
que

n(R) < <“5)1/2V (3.53)

Ve
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Supposons par absurde qu’il existe C>0 tel que

1 1/2—v
n(R) > C (£) (3.54)
afin que nous puissions réécrire (3.52) comme

ve(x) < C(r,w)ne(R) |~ (3.55)

Ensuite, pour tout sous-ensemble compact K de B(0, R) N Q. \{0}, il existe C(K) tel que

<;J:<(]x%))> < C(K), pourtoutx € K

grice a l'inégalité de Harnack nous obtenons ['existence de certain D(K) > 0 (pour
tout sous-ensemble compact K of Q. \{0} ) tel que

V() >

< D(K), pour tout x € K
(775(1/ 2)

Par la théorie elliptique standard,du théoreme 3.1.1 et 3.1.2

on obtient (v./n-(1/2)) est limité par CY(Q\{0}). Ainsi, selon le théoréme d’Ascoli,
on a

i () = G dans €O (3.56)

ou nous avons étendu v. par 0 a Uextérieur de Q.. de plus, Gy # 0 et Gy vérifie :

Go=0 on 08

puisque Gy # 0, par le principe du mazimum, Gy doit étre singulier. De plus, en (3.55) la
seule singularité possible est 0. donc

pour une constante positive X et une fonction harmonique b dans Qy avec b = \/|z| on
0. en Intégrant (3.49) sur B(0,0) pour § > 0 assez petit, on obtient

- dpv.do + v? /

(be — &) vdx = /\5/ v2dz
8B(0,6) B(0,6) B(

0,6)

ou v désigne la normale extérieure a B(0,9). par (3.55) et (3.56) en utilisant le théoréme
de la convergence dominé de Lebesque, on aura

1 -1
: A/ Sda — — 8,God
G <2> * Jpos) =T B 0

pour § assez petit , — [5p(05) OvGodo est positive . donc

1 5 ,LLE 1/2 5
Ne () < C'/ vde < C () +C / v2dx
2 B(0,5) Ve B(0,0)\B(0,RLe )
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pour tout R > 0d condition que ¢ est assez petit : nous avons utilisé (3.37).
Ensuite, par (3.55) on a
1

5
vide < Cn. <) /
€ L 2/ JB0.o)\B(0,RL)

/ |z|" " vlde
B(0,6)\B(0,R4 )

1 2/3 1/3
< O <> / vida / |z 3da

2 Q:\B(0,R4<) B(0,)

) 2/3

2 QE\B(O,R‘:—E)

Revenant a [’estimation précédente n.(1/2) et on choisit R assez grand de sorte que
fQE\B(O R vedx est petit (cela est possible en 3.39,d’ou Uexistence de C > 0 tel que

nmy <o (k)

Ve

ce qui contredit (3.54) since p. /v, tend vers 0 comme € tend vers 0. donc nous avons
prouvé (3.53) Nous voulons maintenant prouver que (3.52) est toujours valable pour v = 0.
, avec le méme argument que ci-dessus, nous aurons

B 1 L 1/2 1
! a < = g a<>
cne(3) < (%) <on(3

pour certain C' > 1 indépendant de c. soit (2.) une suite de points de B(0, R)NQ. L objectif
est maintenant de prouver qu’il existe C(R) > 0 tel que

e (%) i) <oy (357

£

Nous distinguons trois cas.
cas 1 :|z.|v./pe — 0 comme e — 0. par (3.37) nous avons clairement (3.57) dans ce cas.
cas 2: |z.| > R ase — 0 avec R/2 < R’ < R. Par la définition de n.(R),nous avons

2| ve (z) me(R) ™ < R
de sorte que (3.57) est valable dans ce cas.
cas 3 : |z.| > R quand ¢ — 0 avec R' < R/2 et |z|ve/pe — +00 quand € — 0. soit H.

la fonction de Green de —A — gq avec condition auz limites de Dirichlet sur Q. N B(0, R)
pour certain €9 > 0 assez petit .a l'aide de La formule de Green, nous pouvons écrire

e \fe) — HE €5 A € - € d _/ avHs €5 € d
velze) = [ Heey) (Bunly) — o) dy = O H (2, ) v(9)do

ou v désigne la normale extérieure de 0B(0, R). Par la théorie elliptique standard, puisque
Q. — Qo comme € — 0 et puisque |z.| < 2R/3, alors on obtient que

- O H. (2, y) v.(y)do, < C(R)n.(R
oo 2ot o) 00}, < C(Rn(R)

Par contre, en utilisant (3.49) on peut écrire que

fQEHB(O,R) H. (z,y) (Av:(y) — eove(y)) dy
= ernB(O,R) H. (2,y) P‘:—:U? - (bevg - 5”52 + €0) ve] dy
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par le principe du mazimum , H. (z.,y) < 1/ (w2 |z — y|), on a , pour € assez petit

v (2) < C 2. — y| " vidy + C(R)n(R)

Q.NB(0,R)

Mais, par (3.52) et (3.53),

fo eyl < [ eyl el 2l [ oldy
Q:NB(0,R) Bl(ze,|z|/2) Q:NB(0,R)

5/2—5v 1/2
<R ()7 a4 ol (2)

3 )

ot nous avons également utilisé (3.37 Cela méne a

o ((2) i)

€

-1

e \2 77 su2
<cm+o ()

puisque |z:| ve/pe — +00 quand € — 0, on prend v < 2/5, nous avons obtenu (3.57) dans
ce troisieme cas
done, (3.57) est prouvé. ce qui est équivalent da

we(e) < O(R) (2) " jap (358)

Ve

Pour tout x € Q. N B(0, R)\{0}. Par les théorémes 3.1.1 et 3.1.2 de nous obtenons alors
que

(“5)—1/2 v. — Hy  dans CY,_(Q\{0}) (3.59)

UE
ou Hy est une fonction harmonique non nulle dans Q\{0} qui disparait a la frontiére
de Q. Cela impose que Hy est singulier a 'origine. alors

A

|z
soit A est une constante positive et b est une fonction harmonique sur Qo qui satisfait
b= —M\/|z| on 0. par le principe du maximum , b est partout négatif et, en particulier

b(0) < 0 (3.60)

Nous appliquons maintenant ['identité de Pohozaev d v. on B(0,1/2). Cela donne :
US fB(0,1/2) (be —€) v?dx + %US fB(0,1/2) (IkakbE) Ugdm

1 A
=92 (be — &) vido — = v8do
4 0B(0,1/2)

12 JoB(0,1/2)

1 ) 2) 1
a V el av 3 d A sav Ed
(2 Vel (Oe) “ 2 JoB(0,1/2) VetuleCa

1
2 JoB(0,1/2)

Multipliant les deux cotés par (p./v.)”" et passant d la limite ¢ — 0 en utilisant (3.58)
et (3.59) on a

1
/ ( IV H |2 — (6UH0)2> ao— | Hody Hydor = 0
9B(0,1/2) \ 2 9B(0,1/2)

puisque -Ab = 0, il vient que le cité gauche de cette relation est —\ wy b(0) donc b(0) =0 :
d ou la contradiction avec (3.60). donc xo ¢ OS2
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Etape 4

On prend maintenant g > 0 tel que lopérateur—A + (A — €g) est coercive sur Q et
on note Gx_g,sa fonction de Green avec la condition de Dirichlet sur £ on prend aussi
Popérateur L. définie par Lou = —Au + Au — )\Eu?u.
nous calculons L.Gy_, (z,2)' ™" dans Q\ {x.} pour certains 0 < v < 1.

On obtient

LGy (e,2) " IVG_ey (22, 2)
G>\—50 (.ZUE, x)l_v G)\—So (x€7 x)z

Puisque xo & 090, il est facile de voir qu’il existe C > 0,p > 0 tel que

=¢go—¢e—Aul +v(l —v)

2
N VG_c (72, 7)]

> Clr — x|
GA—EO (xaw/r)Q - :

[z — x| <p

Ensuite nous avons

L.Gy oy (we,2)' " S Cv(l —v)|ze — x| > = Aut  dans B (z., p)
Girey (T2, )" (g0 —€) — Acu? dans Q\B (x., p)

En utilisant (3.40) et (3.47) nous obtenons [’existence de certain R(v) > 0 tel que pour
e assez petit , L.Gr_c, (zo, ) ™" > 0 sur Q\B (zo, R(v)pe) -

Par les propriétés de la fonction Green , puisque xo ¢ 0N, il existe C > 1 tel que
C7l < ae — 2| x Gy_q, (x2,7) < C, pour tout x € €.

ainsi , par (3.37) on déduit qu’il eziste C(v) > 0 tel que u.(z) < C(v) "G, (zo,2)' ™",
pour tout x € OB (0, R(v)pe) .

On déduit des trois derniéres relations, comme on a fait précédemment que :

us(x) < C’(v),u;/Q_” |z — :1c|v71 . forany x € Q\ {x.}

Maintenant, par la formule de Green , pour toute (z:) point de §2, on peut l’écrire

e (22) = [ Grosy (200 ) [=u:(y) = () = 20) ()] dy

On calculs d’une maniere similaires comme ce qui précéde on obtient [’estimation fonda-
mentale suivante :
|z — 2| pu(x) < C (3.61)

On déduit alors par la théorie elliptique standard que
1= 2ue = MGy (z0,.)  dans C2_(Q\ {z0}) (3.62)

ou \ est un nombre réel positif.
En Appliquant lidentité de Pohozaev d u. dans B (x.,0) § > 0 petit, on obtient

fB(xs,d) [()\ —e)+ % (z — xg)k (‘3ka] u?dz
0

) OB (z2,0) 6 JoB(z.s) ©

1 1
+0 ( V. |* — (8vu€)2) do — f/ U0y uedo
dB(z-,6) \2 2 JoB(z.,0)
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Multipliant les deuz cotés par p' et passant a la limite quand € — 0 et en utilisant (3.61)

et (3.62) on obtient pour tout § > 0

/ </\ + s (z — x0)" 8k)\> G (o, z)* dz
B(z0,8) 2

= %faB(mO’é) aG, (xo,x)2 do — %faB(IM) Gy (xg,2) 0,Gy (20, z) do

+6 fonos) (3 IVGA (20, 2) > = (0,G (w0, 2))?) do

on fait tendre 6 vers 0 des deux cotés de cette relation, on obtient finalement que
g (10, 29) = 0 donc on a 2 = 1 c’est a dire que Sy < S3* = il eviste x € Q tel que

g)\(x>$) >0
d’ou la preuve du théoréme donc on a bien les équivalences entre les 3 propriétés du

théoreme
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