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Notations

LY(RT) : espace des fonctions intégrables sur R* & valeurs dans R, c’est a dire :
LY(R*) = {f mesurable telle que : [;° | f| < oo}
L% (R™) : espace des fonctions intégrables sur R a valeurs dans R, c’est a dire :
LY (R*) = { fmesurable positive telle que : [;° | f| < oo}

C(R) : espace des fonctions continues définies sur R.
C*(R™) : espace des fonctions continues dérivables et dont la k™€ dérivée est continue sur RY.

L>®(R™) : espace des fonctions bornées presque partout sur R™, c’est a dire
L>®°(R*) = {f mesurable et 3 une constante M telle que |f| < M p.p. sur RT}.

CY([0,T); X) : espace des fonctions continument dérivables de [0, 7] dans X



Chapitre 1

Introduction

Les maladies virales sont toutes les maladies causées par un virus. Il existe de trés nombreuse
maladies virales a titre d’exemple la grippe, ’hépatite..., elles peuvent se transmettre de multiples

fagons par inhalation, piqure, par du sang contaminé ...et prendre ’aspect d’une épidémie.

Les virus sont des structures biologiques appartenant au monde du vivant, ce sont des micro-
organismes invisibles a ’ceil nu, 10 fois plus petits qu'une bactérie.
Le virus est un parasite intracellulaire incapable de se reproduire de facon autonome du coup il a

besoin d’une cellule dite cellule hote pour se multiplier.

Des modeles épidémiologiques ont été introduits en tant qu’outils utiles pour analyser la propagation
des maladies infectieuses.

Le taux d’incidence est le nombre d’individus qui sont infectés par unité de temps, ce dernier
joue un roéle tres important dans I'analyse de la transmission des maladies et on peut le définir de
plusieurs maniéres, en 1927 on a la fonction d’incidence bilinéaire de Kermack et Mckendrick (de
la forme BSI ou B est le taux d’infection , S, I représentent les individus susceptibles et infectés
respectivement). Dans ces derniéres années plusieurs mathématiciens se sont intéressés a ’étude de
la dynamique des infections virales [6], plus précisément a des maladies infectieuses causées par un
virus (voir figure [L.1)).

Le modele correspond a la dynamique de ’épidémie causée par un virus est généralement divisé
en 3 compartiments : les cellules saines (T), les cellules infectées (I) et les particules virale (V).
Dans la dynamique de cette épidémie on peut considérer l'intéraction entre le virus et les cellules
saines comme une relation ressource-consommateur. Le modele suivant montre 'intéraction entre

un virus et des cellules saines :

T'(t) = A— uT(t) — BT()V (1)
I'(t) = BTV (t) — 61 (L), (1.1)
VI(t) =~7I(t) — pV(t),

7
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avec les conditions initiales :
T(0) =Ty € RT

(
V(0) =V, e RT
1(0) = Iy € Rt

La définition des parameétres de ce systéeme sont cités dans le tableau suivant :

Parametres Définition
T population des cellules saines
charge virale & 'instant t
1 population des cellules infectées
A taux de production
I5} taux d’infection
n taux de mortalité naturelle
é taux de mortalité des cellules infectées
¥ taux de production des virus
Le taux d’extinction de virus

Récemment, plusieurs auteurs ont étudié de nombreux modeles épidémiologiques ayant des fonctions
d’incidence différentes. (Voir [7], [14]).

En 1975 DeAngelis a proposé une fonction qui représente l'intéraction entre les cellules infectées et
le virus.

Plus récemment, un nombre important d’auteurs ont pris en considération ’age d’infection dans

ces modeles, ce dernier représente le temps écoulé depuis 'infection de la cellule saine.

Nelson (voir [10]) a proposé un modele structuré en dge dans lequel il décrit I’évolution de la maladie

VIH avec une fonction d’incidence bilinéaire.

Wang et Yang ont introduit une fonction d’intéraction non linéaire entre le virus et les cellules saines
TV TV

1+ KV 14+ KT+ KV~
Huang et al ont considéré un modele de dynamique virale avec la fonction d’infection de Beddington-

dans leurs modele, ils ont considéré les fonctions d’infection suivantes

DeAngelis [20], le modele est donné par

T'(t) = A - uT(t) = F(T(0). V (1), t>0
it(t,a) +iq(t,a) = —d6(a)i(t, a), t>0,a>0
Vit = [ pla)itta)da— eV ()

avec les condition initiales suivantes :

T(O) =Ty € R+,V(O) =We RT
i(0,.) =io(.) € LL(RT).



Figure 1.1 — Une représentation schématique de la dynamique du virus.

ou i(t,a) représente la population des cellules infectées structurées en temps ¢ et en age d’infection
a et p(a) représente le taux de production des virus en age d’infection a.

La fonction p est donnée par

0 si0<a<a

pla) =
) Prmaz (1 — efw(“*“l)) siar <a

ou ¥ contrdle la rapidité avec laquelle le niveau de saturation p.,.. est atteint. Nous avons égale-
ment inclus un terme a; pour représenter un retard dans la production virale, c’est a dire qu’il faut

un temps a1 apres l'infection initiale pour que les premieres particules virales soient produites.
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Chapitre 2

Outils mathématiques

Dans ce premier chapitre, on rappelle quelques notions de base qui seront utilisées tout au long de

ce mémoire.

2.1 Généralités

Soient I un intervalle ouvert de R, D un ouvert d’'un espace de Banach F muni de la norme
|- || et f:Ix D — E une application continue. On considére I’équation différentielle du premier

ordre
dx(t)

dt

= f(t,z(t)), (2.1)

ou z est une fonction inconnue de la variable réelle ¢t dans E. Dans le cas ou f ne dépend pas de t,
I’équation différentielle est dite autonome.

Théoréme 2.1. Théoréme de Cauchy-Lipschitz

Soient f € C(I x D;E) et (to,up) € I x D. On suppose qu’il existe un voisinage de (to,up) dans
I xU et L >0 tel que pour tous (t,x) et (t,y) dans ce voisinage || f(t,z) — f(t,y)|| < L|lz — y||

alors il existe T > 0 tel que le probléeme de Cauchy suivant

{ () = F(t,u),

u(to) = uo,

admet une solution unique u € C*([to — T, to + T); D).

Définition 2.1. On dit que x* est un point d’équilibre de ’équation différentielle v’ = F(x(t)),
toute solution constante par rapport au temps qui vérifie F(z*) = 0.

Définition 2.2. (attractivité)

- On dit que x* est un point d’équilibre attractif, s’il existe un voisinage de 'origine U(x*) tel que

Vag € U(x™), lim z(t) ="

t—+00

11
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-On dit que x* est un point d’équilibre est globalement attractif si

*

Vg E]Rn,

tlggloo x(t) -t

Définition 2.3. (stabilité d’un point d’équilibre)

— x* est stable si Ve > 0,30 > 0, |xg —2*| < ¢ alors |x(t) —z*| <eVt >0.
— a* est localement asymptotiquement stable siVe > 0,35 > 0, |zg—z*| < 0 alors |z(t)—x*| < €
et lim lim z(t) =z* .
t——+o00
— x* est dit globalement asymptotiquement stable s’il est localement asymptotiquement stable
et globalement attractif.

Théoréme 2.1. (Critére de Routh-Hurwitz) Soit le systéme linéaire de dimension n suivant
n
Xz/ = Z ainj,
j=1

avec © € [1,n], ou A = [a;j]est une matrice carrée de dimension n a coefficients constants. Nous
faisons Uhypotheése que det A # 0, ce qui implique notamment que l'origine est l'unique équilibre. La
matrice A admet n valeurs propres (comptées avec leur multiplicité) qui sont solutions de l’équation
caractéristique det(A — AXI) = 0, qui est un polynome de degré n que nous écrivons sous la forme
sutvante :

Ki=a;

aip as

1 a9

ap asz as

Ks=1|1 a9 aa

0 a; as
aip az as
as Qg4
ay as
K =
0 1 as
0O o0 . . . a

avec k € [1,n]. Dans le cas de la dimension n tous les a; avec j > n sont pris égaux d zéro. Nous

avons le résultat suivant :
léquilibre est asymptotiquement stable< Vk € [1,n], K > 0

1l faut donc vérifier que les n déterminants Ky sont strictement positifs. Il s’agit de conditions

nécessaires et suffisantes de stabilité asymptotique locale. C’est-a-dire que les valeurs propres de la
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matrice Jacobienne calculée au point d’équilibre ont toutes une partie réelle négative. Dans le cas

de la dimension deux, [’équation caractéristique est la suivante
A2 —trAX+detA=0
On a donc a1 = —trA, as = det A, ag = 0. D’aprés Le critére de Routh-Hurwitz
Ki=a1=—-trA>0&trA<0

Ko =ajas —az3 = —trAdet A >0< det A >0

En dimension 3, l'équation caractéristique s’écrit sous la forme suivante
A+ ai A 4+ agA + a3 =0
et les conditions de stabilité obtenues en appliquant le critére de Routh-Hurwitz sont
ar >0

aijags —az >0
a3 >0
En dimension 4, I’équation caractéristique s’écrit sous la forme suivante
M+ a4+ a+as)h+as=0
et les conditions de stabilité sont
a; >0
aias —az >0
ayagaz — (a1)*as — (a3)* >0
ag >0

Définition 2.4. On dit que A est une matrice stable si ses valeurs propres ont des parties réelles
strictement négatives.

Définition 2.5. On dit que A est une matrice positive si ses éléments sont positifs.

Définition 2.6. (Rayon spectrale )

On note M,(R) lespace vectoriel (sur R) des matrices carrées d’ordre n. Soit A € M,(R) une

matrice inversible. On appelle rayon spectral de A la quantité

p(A) = max{|A|, A € C, X valeur propre de A}
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Définition 2.7. Une fonction V : Q@ C R™ — R est définie positive (respectivement définie négative)
si V(0) =0 et V(z) > 0 pour tout x # 0(respectivement V(0) =0 et V(z) < 0 pour tout x # 0).
Définition 2.8. Une fonction de Lyapunov V : Q C R™ — R est une fonction différentiable définie

positive telle que V' est définie négative.

Définition 2.9. Principe d’invariance de LaSalle [16] :

Soit I’équation différentielle
dx(t)
dt

= f(x(t)). (2.2)

Soit Q) un ensemble fermé borné invariant et V : Q C R™ — R™ une fonction de Lyapunov continue
différentiable telle que V'(z(t)) < 0 sur Q.

Soit E = {xz € Q,V'(x) = 0} et M le plus grand ensemble invariant de E, alors toute solution
commengant dans £ converge vers M quand t — oo.

Soit ¥ un point d’équilibre du systéme . Si x* est le seul sous-ensemble invariant pour

de E, 0 est uniformément asymptotiquement stable.

2.2 Quelques outils mathématiques

Théoréme 2.2. (Théoréme du point fize de Banach Picard)
Si D est un fermé non vide d’un espace de Banach E et si f 1D+ D est contractante, c’est-a-dire

qu’il existe k €]0,1] tel que
1f(@1) = f(z2)l|E < Kllzr — 22llp,  Vai,22 €D

alors il existe un unique point five x € D, c’est a dire f(z) = x.
Définition 2.10. (Semi-flot)
On appelle semi-flot de I’équation différentielle ' (t) = f(xz(t)) a linstant t, Uapplication (to,xo) —

R™ : ®(t, (to, o)), avec P¢(xg) vérifie l’équation suivante :

d

aq’t(%) = f(®t(20)),

(I)to ((E()) = X0.-

Définition 2.11. (Ensemble Oméga et Alpha limite ) : Si x est un élément de M, w(x) dé-

signe ’ensemble Oméga limite de x tel que :

w(z) :={y € M,3(tn)nenT, tn — +00, ®(t,) = y}

et a(x) désigne 'ensemble Alpha limite de x tel que

a(z) :={y € M,3(tn)nenT, t,, = —00, ®(t,) — y}
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Définition 2.12. (Ensemble positivement invariant ) Soit K un ouvert de R, un sous en-
semble D de K est dit positivement invariant si ®;(K) C Kpour tout t > 0.

Définition 2.13. (Attracteur compact)

Soit (X, d) un espace métrique et ® : R™ x X — X le semi flot associé au systéeme '(t) = f(x(t)).
L’ensemble K C X est appelé attracteur de M C X, si K est invariant et attire M. De plus si K
est compact, alors K est appelé un attracteur compact de M.

Définition 2.14. (Trajectoire totale) La fonction ¢ : R — X est appelé une trajectoire totale si
ot +1)=®(t,¢(r)) pour tout t e R, r e R

Théoréme 2.2. le critére de Fréchet-Kolmogorov[17]

Soit K est un sous ensemble de LP(R1), 1 < p < oco. Alors K est fermeture compacte si et seule-

ment st les conditions suivantes sont vérifiées

° SllpteKojojoOO |f(a)Pda < oo,

o ILm |f(a)[Pda — O uniformément par rapport a f € K.
T—00 r
[e.e]
. }llin% |f(a+ h)— f(a)|Pda — O uniformément par rapport a f € K.
—0.Jo

h
o }llirrb/ |f(a)[Pda — O uniformément par rapport a f € K.
—-0.Jo

Définition 2.15. Compacité

Soit : ® : RY x X — X wune application, M C X. L’application ® est dite asymptotiquement
compacte sur M, si pour toutes les suites (t;) dans R™, (t;) — oo quand i — oo et (x;) dans M,
(®(t;,x;)) admet une sous suite convergente.

Définition 2.16. Soit ® : U x M — M

o O est asymptotiquement régulier si ® est asymptotiquement compact sur tout ensemble fermé
borné invariant.

o O est dit éventuellement borné sur un ensemble M C X si ®(U, x M), U, = U N[r,00) est borné
pour un certain r € U.

Théoréme 2.3. [17])

Soit @ un semi flot continu, ® admet un attracteur compact si seulement si

1. @ est un point dissipatif, si il existe un sous ensemble D de X4 qui attire tous les points de
X .(On note que X, :=RT x L}(R*) x Rt)

2. O est éventuellement borné.

3. ® est asymptotiquement régulier.
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Chapitre 3

Etude mathématique d’un modeéle
EDO décrivant la dynamique d’un

virus

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a 1’étude mathématique d’un modele épidémiologique qui
représente la dynamique des virus. L’une des approches proposées en 2000 par Nowak et Nelson
fut d’utiliser un systeme d’équations différentielles ordinaires pour représenter 1’évolution des po-

pulations T', I, V au cours du temps t. Soit le modeéle suivant :

T'(t) = A= pT'(t) — BTV (1),
I'(t) = BT($)V (t) — 61(t), (3.1)
VI(t) =vI({t) — eV (2),

avec les conditions initiales :

T(0) = Tp € R+,
I(O) =1y € RJr, (3.2)
V(0) = Vp € R+,

3.2 Existence et unicité de la solution

On peut réecrire le systéme (3.1)) sous la forme suivante :
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T(t) f1(X(t)) A—puT — BTV
avec X(t) = | I(t) | et F(X(t)=| fux@) |= BTV — 41
V(1) f3(X (1)) I — pcV

la fonction F' est continue et Lipschitzienne d’apres le théoréme de Cauchy Lipschitz alors
le systeme (3.1) admet une solution unique. De plus, en intégrant les équations du systeme (3.1
nous avons les estimations suivantes : T'(t) + I(t) < max{Ty + Io, %} = ¢o pour tout t > 0 ou

po = min{p, 6}, et V() < max{Vp, c}f—:} pour tout ¢ > 0. Donc on peut aussi montrer que

A
M={T,IV):T>01>0etV>0T+I< " etV<y

Ho He
est un ensemble positivement invariant pour (3.1)).
3.3 Les équilibres du systeme
Les équilibres du systéeme (3.1)) vérifient :
0=A— uT* — BT*V*
0=pT*V*—4I* (3.4)

0=~I" — pV*

e On remarque que si V* = 0 alors I* = 0 et par suite T* =

=l

A
donc le systeme l) admet un équilibre sans maladie E° = (=, 0,0).
1

e Si V* #£ 0 alors I* # 0 et en sommant les deux premieéres équations du systeme (3.4)), on
trouve

A—puT*=46I" =0. (3.5)
D’apres la 3°™¢ équation de ((3.4)
V=0 = 1= ey
Y

par (3.5)), on a
1
T = ~(A - sty
p v

. En remplacant dans la lére équation du systeme ([3.4]), on obtient :
A— (A= glev™) = B(V*A—§4(V*)?) = 0.

Par un calcul direct

_
Ofhe

I
% =.
B
Et par suite

« 1 P, Y 1%
T = Z(A— 65 (—A—-5)).
u( v(fmc B))
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Donc,
e = e,
By
Finalement, I’équilibre positif
(A1 pep, BAy o, BAy
= (G BB ) ROy,
wRo B prepd B pch
A
existe quand bAy > 1.
He b0

3.4 Calcul du taux de reproduction de base

Le nombre de reproduction de base, noté Ry, représente le nombre d’infections secondaires produites
par virus au cours de sa vie.
Pour calculer ce dernier Diekmann et Heesterbeek ont élaboré une technique pour les systémes en
dimension finie (voir [2]). Notons par

— F(x) est la vitesse d’apparition de nouveaux cas infectés.

— M (x) représente tout ce qui entre et sort du compartiment des infectés.

Dans notre cas on a :

BTV
F(T,1,V) = ,
0
et
—oI
M(T,I,V) =
v — pV

Les matrices Jacobiennes de F' et M au point E° sont données par DF et DM respectivement

0 B4 —5 0
DF(E®) = DM (E) = ,
0 O Y T He
par suite,
' 0
a1 pe =Y o e
Othe Opte ’
0 —0 -y =0
alors,
0 P4 e 0 BAy BAs pAy fBA
Drpa—1— L 0 ‘ 1 pooope || pend  p
_5,uc _6Nc B
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Donc, le taux de reproduction de base [2] est donné par
A 1
Ro = p(~DFDM- 1) = Zp) =
T

oll p est le rayon spectrale de la matrice —DFDM~! (voir .

3.5 Stabilité locale des équilibres

Pour étudier la stabilité locale des équilibres du systéme (3.1]) on utilise le critére de Routh-Hurwitz.
En calculant la matrice Jacobienne du systeme (3.1)) :

drdT - dT
T TV
dr dI - dI
Jrivy= S5 5|
v dv. dv
T TV

d’oty,

—u—pvV 0 =BT
J(T,1,V) = sV -0 pT

0 Y THe

3.5.1 Stabilité locale de I’équilibre sans maladie

Supposons que Ry < 1, la matrice jacobienne au point EY est donnée par

Ly 64

7

JEY=| o 5 4
n

0 Y —Hc

Soit A € C valeur propre de J(E°), pour trouver les valeurs propre associé a la matrice J(E°)

revient a calculer

A
7
det(J(EO) — A =| o _s_ P4 |
7
0 Y _,uc_)\
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%ﬂﬂE%—AD—%—M—AW—A—MFWu—M—Viﬁ-

Apres calcul on trouve,
23 2 1BA
det(Jgo — M) = X° + (1t + pre + A" + (pepe + 0p + Spie — T)A + Optept — yYPBA.
Puisque,

_ 1A
et ajag — a3 > 0 avec ag = pept + 0pp + Sppe — ——
as = Ot — YBA >0 car Ry < 1.

Alors d’apres le critére de Routh-Hurwitz 1’équilibre E° est localement asymptotiquement stable si

Ry < 1. D’autre part, on note par H(X) := det(Jgo — AI), ainsi

H@%=—M+uxv+o%+®x+&%—%?»

On remarque que

lim H(\) = —o0,

A—00

{H@:MMWWJ%

quand Ry > 1 alors il existe au moins une valeur propre positive, donc I’équilibre EY est in-
stable.

3.5.2 Stabilité locale de I’équilibre endémique
Supposons que Rg > 1, la matrice jacobienne au point E* est donnée par

ST R L /L

ope P gl
J(E*) = Yoy s Ome |
B(éuc 6) gl
0 Y —HMe
apres un calcul de det(Jg- — AI) on trouve :
A A A
det(Jg — N) = X3 + /\2(% + 0+ pe) + /\(’Bﬂ Ty %7) + pped(Ro — 1),
donc
A A A
a1:5+uc+67 ’a:ﬁ’v +ﬁ7'

Sue 0T e d
as = ppco(Ry —1).



22 CHAPITRE 3. MODELE EDO
On remarque que az > 0 car Ry > 1, on calcule ajas — a3, on obtient,
aias — ag > 0.

Alors d’apres le critere de Routh-Hurwitz on a la stabilité locale de 1’équilibre positif £*.

3.6 Stabilité globale des équilibres

Théoréme 3.1. Si Ry < 1 alors ’équilibre sans maladie est globalement asymptotiquement stable.

Démonstration. Soit la fonction H définit par :H(y) = y — Iny — 1, on considére la fonction de

Lyapunov suivante :

U(T7Ia V) = Ul(Tv Ia V) + U2(T>I7 V) + U3(Ta Ia V)’

ou
U(T,I,V) = TOH(%),
avec TO = é
: Us(T,1,V) = I(#),
et

Us(T,1,V) = jV(t).

La dérivée de U par rapport a ¢t est donnée par :

/ 0 1 TO / / 6 /
urnLv)y=1-T (ﬁm))T (t)+I'(t) + ;V (t)
0
= (1= i) (A = WT(O) = SOV () + (BTOV () = 5116) + = (1) = eV (1)
T° 7° 5 5 :
— 1 - TT(S))(TO = T(0) = STOV(O(1 = 77 + 6T(;)V(t) =810+ 2910 = SV (0)
= pu(1l— m)(T0 —T(t)) + BTV (t) — §I(t) + 61(t) — ;MCV(t).
Or :
BA ~
flo = Woped
donc
U LV) = nl— @~ 7(0) + L peRo — V(1)
b 0 el Ho 8
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Finalement, on a

U'(T,I,V) < 0.

On observe que U'(T,1,V) =0siV =0ou Ry = 1 et T = T°. Dons le plus grand ensemble invariant
D est réduit a I'équilibre E°. D’apres le principe de Lasalle E° est globalement asymptotiquement
stable. O

Théoréme 3.2. Si Ry > 1, Uéquilibre sans maladie E° est instable et il existe un unique point
d’équilibre positif E* qui est globalement asymptotiquement stable sur M \ My ot My = {(T,1,V) :
I=0etV=00<T<4}

1o

Démonstration. Si Ry > 1 alors I'équilibre E° est instable. Soit I’ensemble positivement invariant

My ={(T,I,V):T > >0t V0T 1< et v <y
1% +LC HO He
On considere la fonction de Lyapunov sur M, définie par
W<T7 Iv V) - Wl(T7 I7 V) + W2<T7 Iv V) + W3(T7 I') V)7
avec
. T
Wi (T,1,V)=T H(F)’
avec
H(y)=y-lny—1,
I
Wo(T,1,V) = I*H(F)’
et
% \%
T 1 = H(—).
W3( y )V) ’}/I* (V*)
Calculons la dérivée de W par rapport a t
Wi LV) = (1 -~ )T() = (1 - (A~ uT(t) ~ BTV ()
1 P - T(t) - T(t) M )
or A= pIT™* + T*V*. Donc
WL LV) = (L (T~ T(0) + (- )BTV — BTV (1)
1 s Ly = [ T(t) T(t) )
I I I(t
wi,r,v) = rm OO~ O eryve) i)
1% V(t), V'(t) 1 V(t)
T, T = H = H' I(t) — uV(t)) ,
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ce qui nous donne,

W(T1,V) = p(1 — TT(;><T* ~T(1) + (1 - TT(Z))(BT*V* BTV (2))
LTIV V() V()
IR i R O RS R T

vu que H est convexe on a

H(b) — H(a) + H'(b)(a — b) <0,

I6) o VO

avec a = e e v D’abord calculons
V(t) 1), _ V() V() I(t) I(t)
H(V*)_H(I*)_V* —In e —1—(1_* —ln?—l)
_ V) Vi) 1) I(t)
- V* —In V* - T* +1n I*
donc
e BL@OV(E)  pT*V* BTV I .
. )V (t) )V (¢) )V (¢) (t)
Br)V(e),  pTrHVE)  prEe)ve) . pTrHV:
Hpv ) = v ™ e v !
_ cireg BTV () BTV (t) BTV BT*V* gV )
= ATVt S v M wrove T areve TV HE):
finalement,

= —grve D) - "I gy (1),

D’un autre coté on a,

Ve L V() V! 1 V(t)
,ﬂ*(t)H( )y = ,ﬂ*(t)(l— 7o) O L(8) = eV (1))

YI(t) + pV (1)),
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alors,
prv- V() I(t) V), ) V(T IE— BT(t)Vi(t)
- H H — TV (H(—) - H(——=*—=
1), BT@)V(t) I(t) pr*v*
H — —BT*"V*H(——-—)) <0.
Donc par la convexité de H,
W'(T,I1,V) <.
Alors I'équilibre endémique E* est globalement asymptotiquement stable quand Ry > 1. O

3.7 Simulation numérique

Dans cette section on va illustrer les résultats précédents numériquement, pour cela on utilise une
commande prédéfinie edoys pour résoudre les EDOs.

Nous proposons les valeurs des parametres suivants pour les simulations numériques :
A=03,p=0.15,=0.050=0.41,7 = 0.6, u. = 0.2
avec les conditions initiales suivantes :
To=10,Ip =1,V = 2.

Le schéma suivant représente la dynamique du virus dans le cas ou Ry = 0.7317.

Le schéma suivant représente le cas ou 8 = 0.1 et Ry = 1.4634
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T(t)
I(t)
V(t)

0 | | t + —
[} 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Temps t

Figure 3.1 — Une représentation schématique de la dynamique du virus quand Ry < 1.

T(t)
I(t)
vty

Figure 3.2 — Une représentation schématique de la dynamique du virus quand Ry > 1.



Chapitre 4

Etude mathématique d’un modele
EDP décrivant la dynamique de

virus

4.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons étudier le comportement asymptotique global des modeles de dy-
namique virale avec une fonction d’infection de type Beddigton-DeAngelis [19]. Soit le systéme

structuré en age suivant :

ey BTV (1)
TO=4=1TO - wrn + kv~ °
in(t, a) + ia(t,a) = —6(a)i(t,a),t > 0,a > 0

Vit = [~ pla) 01—V ) .
BTV
)

0 = T R0 + KV ()

avec les conditions initiales suivantes :

T(0)=Ty € R*,V(0) =V, € RF
i(0,.) =io(.) € LL(RT).

4.2 L’existence de la solution

Lemme 4.1. Soit la fonction f : RT x R™ — R™ définie par

BTV
14+ KT+ KV

(T, V) =

27
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ot B, K1 et Ko sont des parameétres positifs, alors il existe L > 0 tel que

|f(T1, V1) = f(T2, Vo) < L(|Th — Ta| + [Vi — Val),

1 1
avec L = QBmax{E, E}
, ) . BIxV1 BT Vq
Démonstration. En ajoutant et en retranchant les terme et ,
) 14+ KqiTh + K2V, 1+ KTy + Ko Vs
on trouve
| BT1V1 _ BT V1 BTV _ BIxVq
1+ KiTh+ KV 1+ KiTh+ KoV 1+ K11+ K)Vi 1+ KTy + KoV,
PI2Vy B PT2Vs |
1+ KiTo + KoVo 1+ K11y + KaVo
K>V 1 1
< b N7y - 1) + 18| - |
Ky 14+ Kq1Th + KoV4 14+ KiTh + KoV 1+ KTy + KoVs
KiT:
B S BTV
Ky 14+ KTy + KoV
Or
| 1 B 1 = Ki(T —Th) + K (Vo — V1) |
14+ KiTh + KV 1+ KTy + KoVs (1+ K1Th + KoVa)(1+ KqTh + KoVa)
Ainsi,

Ki(To —Th) + Ko (Vo — V1)
(1+ K Ty + KoVo)(1 + K1 Ts + Ko

pT1V1 BTV 3 3
- < DTy [+ Vi~ V3l + 8TV
14+ KiTh+ KoV 1+ K1) + KoV, _K2| 1 2’ K1’ 1 2‘ ‘B 2Vi

puisque,

| BE T2V,

(1+ K1Th + KoVi) (1 + Kn Ty + Ko Va)

BKToV;
(1+ K1Th + KoWi) (1 + Kn Ty + Ko Va)

(Ty—T1)+ (Va—W1)|

B B
< —\|T7 =T _— — .
< K2| 1 2|+K1|V1 Val

Alors,
BT V1 BT Vs
- < LUT) — Ty + Vi — Vi
TR v 1kt Ky = MM - Bl Vi - 1),
1
avec L = 2Bma:p{E,E}, -

A Taide du théoréeme de Banach Picard[I5] dans un espace de Banach approprié, on va montrer
Iexistence des solutions non négatives du systéme (4.1)).
Soit I'espace de Banach E = C([0, T],L'(R*)) avec T > 0 et E, I'ensemble des fonctions continues
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non négatives sur [0, 7] a valeurs dans L!(R"), la norme associée & E est donnée par

Il = sup {[n(t, )l @+)
t€[0,T]

Dans cette section on va prouver que le systéme (4.1)) admet une unique solution positive.

Considérons le probleme suivant

it(t,a) +ig(t,a) = —0(a)i(t,a),t > 0,a >0
i(t,0) = h(t), (4.2)
i(0,a) =ip(a) € LL(RT).

avec h une fonction continue et positive donnée.
Lemme 4.2 ([15]). Pour tout T > 0 il existe une unique solution positive i € C([0,T];L*(R")) du
probléme .
Théoréme 4.1. Supposons que (Tp,io(-), Vo) € RT x LL(RT) x RT, alors il existe une unique
solution positive (T,i,V) € CHR*')) x C(RT;LY(R*) x CH(RY)) et nous avons les estimations
suivantes([3)])

oo A

(1) +/ i(t, a)da < mazx{ >, lliolly + To} = o
0

max

V(t) < max{V,

o},

C

pour tout t > 0, avec v := min{u,do}

o0 A
lim sup (T(t) + / i(t, a)da) < 2,
t—r00 0 M
et A
Pmam
lim sup V(t) < )
t—o00 HeV
enfin
A

o N
hmtglgo T(t) > A

ou L est la constante de Lipschitz.

Démonstration. Pour montrer 'existence de la solution. On définit 'opérateur I'; comme suit :

F1E+'—>E+
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donc on obtient le systeme d’équations suivant

o BT (t)Vin(t)
Tn() = A= 1Tnll) = e T N T KoV @)

V) = [ pl@ym(t,a)da— ncViu)
it(t,a) +iq(t,a) = —d(a)i(t,a),t > 0,a >0

BT (t)Vin (1)
0 = TR T (D) + KV ()

avec les condition initiales
Tm(0) =Ty, i(0,a) =1ip(a), et Vi, (0)=1.

D’apres le lemme lopérateur I' est bien définit. Pour montrer 'existence de la solution du
probléme il suffit de montrer que I' est une contraction.

Soit i1(t,a) et ia(t,a) deux solutions de associées a mi(t,a) et ma(t,a) respectivement alors
i(t,a) = i1(t,a) —ia(t, a) satisfait :

di(t,a) 0Oi(t,a)

8;5 + 8; = —d(a)i(t,a)
i(t,0) = BLm1 () Vi (t) B BTz (t) Vi ()
14+ K1 Tpi () + KoVt (1) 14 K1 Ta(t) + KoVina(t)'
Z(O’ (1) - 07

avec T(t) := Tin1(t) — Tina(t) et V(t) := Vip1(t) — Vipa(t).
Donc d’apres la proposition 6.3 de [15], |i(¢, a)| satisfait :
0. 3}
gl gl = 8@,
ml

|i(¢,0)] = | BTm2(t)Vima(t)

d(a
1(t)
+ K5V, ( ) 1 —I—Kleg(t) —|—K2Vm2(t)

| =—
() Vim |
1+K1Tm1() ’

donc

d BTm1 () Vina () _ BLna(t)Vina(t)

— (T da = |i(t. 0)|— (T da < .
dt/o it a)lda = i(2, 0)] /0 it a)lda < 1 T KoV @) 1% KT (1) + KoV (D)

En appliquant le lemme on trouve

(¢, 0)] < L(|Tm1 () = T2 ()] + [Vina (£) = Vina (£)]),

et
_ BTy (Vi (1) BT (1) Vi (1)
T = =T O~ T 0% KV~ T FaToa® & KaVoa®
VO =1=pV O+ [ p@m(t.a)

T(0) =0,V (0) =
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D’aprés le lemme on obtient

{ T < LIT@]+ V()]
VO < =pelV] + [[plloolIml| 2,

par la méthode du facteur intégrant

[Iplll|m]|
(’V(t)’@“ct)’ < HpHHmHe/‘ct _ |V( )| Bet T( ehet _ 1)

v < el

1 — e Het),
C

or e #et <1Vt € [0,T]. Donc

o) < ellimil

He
Et par suite,

c
_— ‘T(t)|6_Lt < HpHHmH(l
e

_ e—Lt)

)
alors,

|[pl|
IT(t)] < . (e —1)[|m]|g,
C

or,

a = lpllz
= [0l < LT+ VD) < LIT)+ 2 |5
0 I

C

d [ pll e ||l
= — i(t,0)| < L e —1)|lml||lg + m
G 01 < L Dlfmilp + i )

p
< L1ty
1

C

— [Tt lda < Pt -y,

C

— it a)lls < ”j’" (7 1)||mls.
C

Donc il suffit de choisir T" assez petit tel que

||pl] (eLT
He

—1) <1

Popérateur I' est contractant dans E, ce qui implique que le systéme (4.1)) admet une unique

solution positive, donc en utilisant les mémes étapes par itération sur [T, 277, [2T, 3T]
la solution du probléme (4.1)).

, ... on obtient

d

31



32 CHAPITRE 4. MODELE STRUCTURE EN AGE
4.3 Les points d’équilibre

Equilibre sans maladie

Le systéme 1} admet un équilibre sans maladie £* = (%, 0,0).

Equilibres positifs
L’ équilibre E* = (T*,i*(a), V*) satisfait les équations suivantes :

— AT —
0 H 1+ K\ T" + KoV*
i (a) = —5(a)i*(a) (4.4)

a

0= /OOO p(a)i*(a)da — p V™.

En résolvant la 2°¢ équation du systéme 1’ :
z*(a) _ i*(O)e_ foa §(s)ds’

donc

a) =17 K T* + KoV o(a),

avec o(a) = e~ Jo 8()ds. D’apres la 3°™¢ équation de 1) on a :

S
0 P 14+ KT+ KU+

N = pu V™,

d’ou,

T — pe(l 4+ KoV*)
N/B - IU’CKI '

On substitue ce résultat dans la 17¢ équation de 1) on trouve

v o NANS — pe(p + K1 A))
preptNko + pe(NB — pe K1)

4.4 Attracteur global compact et semi-flots

En integrant I’équation structurée en age des cellules infectées le long des caractéristiques, on obtient

' i(t —a,0)II(a) t>a
it:a) = io(a — t)Hgl a_)t) t<a

BT(t —a)V(t — a)
1+ K\ T(t—a)+ KV (t—a) (a) t>a=>0

a (4.5)
io(a—t)H(l_i(_t) a>t>0

i(t,a) =
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avec I(a) = e~ Jo 3(e)do
On définit le semi-flot ® par ® : R x X, — X, tel que

(I)(tv (TO; 7;0(')7 VO) - (T(t)v i(tv -), V(t))

Ce dernier est généré par I'unique solution du probleme (4.1)), de plus ® est continue.
Théoréme 4.1. [3] Le semi-flot ® admet un attracteur compact D des ensembles bornés dans X 4.
Démonstration. La démonstration est basée sur le théoreme On remarque que les deux pre-

miéres propriétés sont vérifiées grace au théoréme [£.I] A présent il reste & démontrer que @ est

asymptotiquement régulier, pour cela on utilisera les mémes étapes du théoreme 2.46([17]).

On pose
Ul(t’ (T07 iO(')a VO)) = (07 ll(t7 ')’ 0, )
02(t7 (T07 iO(')a Vb)) - (T(t)v l2(t7 ')7 V(t))7
o 0 sit>a
[ ,a) = a
1) io(a_t)ﬂ(ri(—)t) sit<a
et
BT(t—a)V(t—a) ,
lo(t,a) = M R Tt —a) T KoV —a) sit>a
0 sta >t,

on peut réécrire ® sous la forme
‘I)(ta (TO7 2‘O(a)7 ‘/0)) = Ul(ta (T07 Z.O(a)a VYO)) + 02(t7 (T(]a iO(af)a Vb))

Soit F un sous ensemble fermé borné de données initiales dans X.

par le théoréme [A.1 on a
o0
T(t) +/ i(t,a)da + V(t) < M*, pour tout t > 0,
0

avec

max

p

A A ,
M* = max{; + |lioll1 + To} + max{Vp, ma:v{; + |liol|1 + To}}-

C

Donc o) vérifie,

lloall < e fio] |1

S M*effsot



34 CHAPITRE 4. MODELE STRUCTURE EN AGE

Alors tlim o1 = 0 uniformément pour toute condition initiale dans F.
—00
Pour montrer que o3 (F) est relativement compact dans X, nous allons utiliser le critéere de Fréchet-
Kolmogorov. Les conditions 1,2 et 4 du théoreme sont trivialement vérifiées (voir [15]), pour
conclure le résultat il nous reste & prouver la 3°™¢ condition .
Soit
[e.9]
To= [ laftea+ h) = ba(t,a)lda
0

[tk BT(t—a—h)V(t—a—h)
/ et T —ah +K2Vt—a7h)_n(a)
BT(t—a)V(t—a) BT(t—a)V(t—a)
1+ KiT(t—a)+ K2V (t — \da—i—/ [Mi(a) 1+ K T(t— )+K2V(t—a)|da’

il suffit de montrer que J;, — 0 quand A — 0 uniformément pour toute condition initiale dans
F.

On voit que :

t _ _
/ I1 BT(t = a)V(t —a) |da — 0 quand h — 0.
t—h

a)l—i—KlT(t—a)—i—KgV(t—a)

En appliquant le lemme on a

Jp <L Ot_hﬂ(a+h)|T(tah)T(ta)JrV(tah) V(t— a)|da+[3TV/ II(a+h)—P(a)|da.

D’apres les conditions initiales de T" et ¢ on a

IT'(t)] < A+ puM* + BTV
V(@) < (p™* + pe) M*

Pour tout ¢ > 0.
Par conséquent Jj, tend vers 0 uniformément quand h tend vers 0 pour toute condition initiale dans
F. O

4.5 'Trajectoire totale

Soit ¢ la trajectoire totale du systeme (4.1)) définie comme ¢(t) = (T'(t),i(t,-), V(t)). D’apres [1],

on obtient le systéme suivant pour tout ¢ € R,

o BT (t)V (t)

T = A=1TO - T/ T+ KV @)

P BT(t —a)V(t—a) (4.6)
) 1+ K\ T(t—a)+ KV(t —a)’

V/(t) = fooo p(a)i(t, a) - ch(t)a
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Lemme 4.3. Pour tout (1y,1i9,Vp) € D, nous avons

p

max

), tel que y = min{y, o}

A
— To+ [y io(a) + VO < 5(1 +
— ig(a) < Bll(a) B >0

— Ty > avec () = ———
0> Q Q T L

C

, L est la constante de Lipschitz.

Démonstration. On pose

N [ BTt —a)V(t —a)
1) = /0 it a)da = /0 Ma)7 Ki\T(t —a) + KV (t — a)da'

Par un changement de variable ¢ — a = o, on obtient

BT (0)V (o)

1) = /,OO Mt — o) 37 K\T(o) + KgV(U)dU'

Par une dérivation on a,

BT )V (t) BT (o)V (o)

ey ) !
IO =T rmrw s kv - /,oo Mt =)0 =) T R o) + KoV ()

or pour tout a > 0 on a §(a) > dp. Donc

e < BTV FT(0)V ()

1+ KT+ K V() % [m M =o) KiT(0) + K2V (o) i

Sommons T” avec I’, on obtient

pT(o)V (o)

d
1+ K. T(0) + KoV (o)™

T'(t)+ I'(t) < A— uT(t) — & /_t 1(t - o)

BT(t—o)V(t—o)
1+ K\T(t—o0)+ KJV(t—o0)

< A—uT(t)—do /OOO (o) do

< A—uT(t) —dol(2),
alors
T'(t)+1'(t) < A—y(T(t)+ I(t)) avec y = min{u, oo}

Par la méthode du facteur intégrant sur [r,t], on trouve :

Cﬂw+ﬂm&“%T@+I®k”§§@W—J%

donc
(T(t)+ I(t))evt < (T(t) + I(t))e™ + j(eyt — e,

quand r tend vers oo, on trouve
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A

(T + 1) < - (4.7)

or on a
/ o .
Vi) = | plailta) - eV (1),
alors
V() < p™TI(t) — peV (t)
max A
S D - IU’CV(t)a
Y
par intégration on trouve A
V(t)e‘uct < pma:pieygt’
ey
finalement
A
V(t) < pmaxi. 4.8
(t) o (4.8)
Sommons .7kt
A pmaw
T(t)+I(t)+V(t)§5(1+ . ) vVt e R

BTV

14+ KT+ KV
compact donc il existe un constante positive B tel que

Par ailleurs la fonction

est continue et 1" et V appartiennent a un sous ensemble

i(t,a) < BIl(a) Vt eRetVa €R;.

BTV
14+ KT+ K3V

Vu que T est borné inferieurement et est lipschitzienne, alors

T'(t) > A — uT(t) — LT(t) > A — (u+ L)T(%).

par la méthode du facteur intégrant, on a

T()el+t > A oy

T p+L

on inteégre sur (—oo,t), on obtient

T(t) VteR

v

p+L
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4.6 Stabilité globale de I’équilibre sans maladie

Nous allons étudier la stabilité globale de 1’équilibre sans maladie quand Ry < 1 pour ceci on va
construire une fonction de Lyapunov avec intervention d’un attracteur compact et des trajectoires

totales.

Théoréme 4.2. ([1]) Supposons que Ry < 1, alors I’équilibre E° est globalement asymptotiquement
stable.

Démonstration. On définit la fonction K

solution du probleme :

=
2|3
S—

K'(a) = 6(a)K(a) —
K0)=1

a>0

Pour z := (Tp,i0(a), Vy) € D, D est un compact. On consideére la fonction de Lyapunov suivante

-
Ux) = Ur(a) + Us(w) +
avec
A
o 1+K A
Ui@) =Ty~ [, —+ Wy - =,
v 1+ Ki— " H
7
— TO - [4 dT] B
bon(l+ K =) "
et
+oo
Us(z) = K(a)ig(a)da.
0

Soit B : R — D une trajectoire totale dans D tel que B(t) = (T'(¢t),i(t,.),V(t))et T(0) = Ty,
i(0,a) =ip(a), V(0) = Vp avec (T'(t),i(t,a),V(t)) est une solution du probleme

On dérive U; par rapport a t, on trouve :

A
dUy o o L+ EKT@R),, BTV
1%
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A
_ w1+ KT(t) BT(t)V
=(1- . +K1é T(t) JA—uT(t) = 5 + K\T(t) —i—KgV(t))
i
A A
—(1+ KiT(t)) —(1+ K:iT)
(G T0) - e )
T+ K=) * ! 2 T(1+ K —)
7 [
+oo
Ua(B(t) = [ i@t~ a)da
avec ®1(a) = K(a)ll(a), et ¥(t) = T K?;EE;Z(QQV(TS) d’apres la preuve du lemme [9.18 dans
[17]] on a
du:
ol

+oo
B(0) = B1(0() + [ (@)t —a)da
K

B BTV oo, BT (t —a)V(t —a)
= K0 1+ KT+ KV * /o ({a) = 6(a) K (a))il(a) 1+ K\ T(t—a)+ KV (t—a)

_ BT (t)V (t) B /+°° P(a)I(a) BT(t —a)V(t —a) da
14+ K\T(t) + K2V () Jo N 1+KT{t-—a)+KV(t—a)

Rappelons que U(z) = Uy (x) + Us(z) + %, donc
! ! !/ ‘/b/
Uz) =Ui(z) + Uy(z) + N
implique que,

A A
SA+HET®) prv 0+ ED)

Vi) =l = T(1+K1;:1) )G T+ L+ KT+ KoV o,

)

A
1+ K;—
( 1M)

da + —.
N 11K T(-a+kVi-a "N

B /+oo P(a)H(a) 5T(t _ G)V(t - a) v/
0

En utilisant les trajectoires totales on trouve

A A
—(1+ K1T(t)) A —(14+ K\T)
U'(e) = w1~ ) = TO) + e )~ Heyy
T+ K=) * ! T+ K )
7 [
Vﬁé(l—i-Klé)

=

1 , 'équation ci-dessus devient

En ajoutant et en retranchant le terme )
(14 K;1—)?
I
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A A
o) = BN Ay TVl v
T(1+K1”/j) T 1+K1T+K2VT(1+K1;1) N
A A A A
VB=(1+Ki=) VB=(1+K—)
p 2 2 p
1+ K é)2 ! (1+ K é)2
" "
D’apres 'expression de Ry, on a
A A
6 ( + 1M) _ HcRO
(1+K;—)? N
donc
A A A A
dU ;(1+K1T(t)) A ﬁTV E(1+K1T) V/Bﬁ(l'i_Klﬁ)
< (B(t) = u(1 - TO + e - +
TA+ K =) M ! 2V T+ K 5) (14K =)2
I I I
\%
+MCN(RO_1)
D’autre part,
A A A A A
—(1+KT) V—(1+ K1— —(14+ K1—
1+K1T+K2VT(1+K1§) (1+K1§)2 14+ K\ T+ KV (1+K1§)2 BT(1+ K\T)
I I I
A A
B—(1+Ki—)
B O R
A 2
1+ Ki—
( lu)
A A
) aeme sty pras )
N (HKlé)Q BT(1+ K1\T) 1+ KiT + KoV 1+ KT "
I
8TV

La fonction est concave par rapport a V, alors

14+ KT+ KV

BTV B
14+ KT+ KV

BT(1 + K\T)

( (1+ KT)?

BT(1+ K1\T)

De plus - 212
P T TR T

) <0

) est une fonction continue positive et Ry < 1 donc on conclut que
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du

C(B() <0

dU
. Soit D le plus grand ensemble invariant tel que — (B(t)) = 0,

Si —(B(t)) = 0, alors T'(t) = dt

dt
A
alors cet ensemble vérifier T'(t) = =Vt € R

dU A
"

A
Quand on remplage T'(t) = — dans l' on trouve V(t) = 0 et par 'utilisation de 1 équation
1

d
de ¢ dans || on trouve i(t,.) = 0 alors le plus grand ensemble invariant tel que d—g(%(t)) =0

A
est D= {(—,0,0)}, (par le principe de LaSalle ), puisque A est compact alors w(x) et a(z) sont
,u
respectivement non vide, invariants, en plus B(¢) est attiré par w(x) et a(x) quand ¢ — $o0.
Par définition U est constante sur w(z) et a(z),donc w(x) = a(z) = {(—,0,0)}.
i

donc

lim B(t) = (‘3,0,0)

t—+oo
et A
Jim U(B(t) = lim U(B(t)) = U((;,O,O))
donc la fonction U est décroissante par rapport au temps ¢, alors on U(B(t)) = U ((ﬁ’ 0,0)), or

A A
B(t) = (—,0,0),Vt € R. Alors lattracteur A = {(;,0,0)}(Voir [T7] théoréeme 2.39), finalement

I’équilibre est globalement asymptotiquement stable. O

4.7 La persistance uniforme

On définit la fonction de persistance par

p: X >Ry
o(To,io(.), Vo) = Vo +/0 io(a)da

alors
p(®(t,z)) =V (t) —i—/ i(t,a)da pour tout t € Rt
0
avec z = (Tp, i0(.), Vo)

o0

Lemme 4.4. ([3]) Supposons que Vj +/ io(a)da > 0, alors la fonction po ¢ est positive sur R,
0
telle que ¢ est une trajectoire totale définie dans (4.6))

Démonstration. On va montrer que V(t) >0Vt € R
Supposons qu'il existe un d € R tel que : V(t) =0V t < d, alors pour tout ¢ > d on a

pT(0)V(0)

TF KaT(0) T Kavi(o) o ~HV®)

V(o) = [ bl - o)t - o)
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Supposons qu’il existe t1 > 0 tel que V(t1) = 0,V’(t1) > 0 et V(¢) = 0 pour tout ¢t < t;

donc
BT (o)V (o)
1+ KlT(O') + KQV(U)

0< V(1)) = /dtl p(t — )I(t) — o)

ce qui implique V(t) = 0 Vt € R, de plus on a

BT(t—a)V(t—a)
1+ KTt —a)+ KV (t—a)

i(t,0) = I(a)

on trouve donc

V(t) + /Ooo i(t,a)da =0

o0
or on a supposé que Vp + / i(a)da > 0 donc c’est une contradiction, il existe une suite (¢,),tn —

—oo telle que V (t,) > 0

Vi) = [ bl - oI - o) nggggﬁggw) do — uoV (1)

par la méthode du facteur intégrant on obtient

e e e

on inteégre sur (t,,t), on trouve

[V (t)ebel — V(t)eleln] = /t t /_ ; re*pls — o) TI(s = o) ng((g))z(%v oo

BT (0)V (o)

dod
1+ K1T(0) + K2V (0) ™%

t s
V(t)etet = V(t,)ettn + / / e'*p(s — o)Il(s — o)
tn J—00

Finalement on conclut que

V) >0

Pour obtenir la persistance uniforme des solutions on utilise le théoréme 5.2 [17].

o
Théoréme 4.3. [3] Supposons que Vj +/ io(a)da >0 et Ry > 1 alors
0

tlggo inf p(®(t,z)) > €
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pour toutes solutions positives de

Démonstration. La solution du systéme(|4.1]) est uniformément persistante, si elle est faiblement

persistante [17]. On suppose que la solution n’est pas faiblement persistante, alors 3(e) > 0 tel que

lim sup(p(®(t,x))) < €

— 00

alors
tlggo Vi) =0,
lim i(t,a)da =0
t—oo Jo

Ensuite on suppose que liminf; ,o T'(t) = T, a 'aide de la méthode de fluctuation(voir [18]), il

existe une sous suite (tx) telle que :limy_o0 T (tr) = 0 et limy—yoo T(tx) = Troo-

BTV

Puisque T KT 1 KoV est continue, alors

BT )V ()

li = 0.
=00 1+ K1T(8) + KoV (1) 0

Ainsi on remplace dans I’équation de T dans pour un ¢ assez grand on trouve
0>A—uTy —¢

alors,

Too 2

=
=ln

puisque Ry > 1, alors il existe €; > 0 et A := A, > 0 tel que

G
p_ — (a)p(a)e da > 1

A €
e1(1+ K1 (5 = 2) 4 Koeq) He /0
pooop

On pose
A €
(= - —a ~
Yer = MA Iél H(a)p(a)ei/\ada —pe>0
61(1+K1(E—E)+K261) 0
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considérons le probleme suivant

¢'(a) = (9(a) + A)é(a) — p(a)
= /0 I1 a)e da

La solution de ce probléeme est donnée par

[e.o] o
ot0) = [ plore Ko g
0
La fonction ¢ est uniformément bornée, c’est a dire

1Pl
gb(a) = o+ A

soit

/ (a)i(t, a)da + V(¢)

la dérivée de I est donnée par

1) = i(£06(0) + A [ ¢/@it.) ~ )it )d(a)da + [ pla)itt,a)da — V(0

1+ ngég‘i(fgv 0)+A / 6a)—p(@)]i(t, a)~6(a)i(t, a)b(a)da+ [ pla)i(t, a)da

- McV(t>
BTV (?) >

I (t) =
1( ) 1+ KlT(t) + KzV(t) 0
8TV
14+ KT+ KV

est croissante par rapport a 1" donc on peut écrire

La fonction

A ¢
—— —)V(t
srv G
= A
1+K1T+K2V 1+ K (2= )+K2V(t)
T
BTV: BTV; A A
De pl V(t) <eret > tout T' € [——e, —
eplusona V(t) <e e V1(1+K1T+K2V1)_V2(1+K1T+K2V2)pour ou G[H 6’,u+6]
alors 4
€1
—— )Vt
v GV

= A
V(1 + KiT + K,V) var g - %) V)

A
(5= e
> .
14+ K2 =Dy 4 Koe
e1( 1(M M) 2€1)
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Donc
B2~ L) N
I't) > ( o 3(0) — p)V () + A | ¢(a)i(t,a)da
61(1+K1(;—;)+K261) 0

2 mel-[l(t)7

avec me, = min{ve,, A},alors

L= ([ d@iofa)da+10)e.

A
B =)o
Avec z = A o

e1(1+ K1(; - ;) + Kae1)
Vu que ¢ est bornée donc

Il (t) — 400,

(0.9)

c’est une contradiction avec la bornétude de V et I(t) := / i(t,a)da. O
0

Soit X est un ensemble définit par

Xo = {(Tov (Vo) € X s o + [ it a)da = 0}

Alors d’apres le theoréme 5.7 ([I7]) on a :
Théoreme 4.2. il existe un attracteur compact B1 de toutes les solutions qui ont une condition
initiale appartenant a X4 \ Xo. De plus By est uniformément positif, c’est-a-dire il existe s > 0 tel
que
[e.9]
Vo > s, / io(a)da > s
0

pour tout (Tp,i0(.), Vo) € By.

4.8 Stabilité globale de I’équilibre endémique

Théoréme 4.3. Si Ry > 1 alors le probleme[{.0] un équilibre positif globalement asymptotiquement
stable.

Démonstration. Soit ¢ : R — B est une trajectoire totale,p(t) = (T'(t),i(t,.),V(t)), avec T(0) =
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T5,i(0,a) = ig(a),V(0) = Vg et (T(t),i(t,a), V(t))solution du probleme [4.6]

Soit H une fonction convexe
H(y)=y—Iny—1

et

BT*V*

fla) = N1+ EKT" + KaV¥)

/OOO p(o)Il(o)do

h N = /Ooop(a)ﬂ(a)da

pour :z := (Tp,i0(.), Vo) € B.
On définit la fonction de Lyapunov W : Ry x LY (RT) — R* telle que :

W(.ﬁlf) = Wl(ZL') + WQ(.%') + W3($)

avec

To T*V* 1+ K KoV*
Wl(as):To—T*—/ TV RS U1 dn

7 1+ KiT* + KoV* ﬁ?]V*

H(%).

M T+ KT + KoV

Pour étudier la stabilité globale de 1’équilibre on va calculer la dérivée de W le long des solutions

(T,i,V) du systeme
Calculons d’abord la dérivée de Wi

dWi ﬁT*V* 1+ KT+ Ky)V*

o YO =0 - g BTV~ JT'(®)

BT*V* 14+ K\ T + KoV* BTV
—(1— A—uT(t) —
R Ky BTV AT — T+ v
1 BT*V* LTV A BT*V* L+ KT 4 KV
TR+ KV BTV 1 1+ K T* + KoV BTV*
BT*V* BTV

( )7

1+ KT+ KoVF 14+ K T+ KoV

la dérivée de Ws
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B BTV 1+ KT + KoV o i(t,a).
G ) = M ooy WO+ [ HEEE)f w)da

BTV 1+ K\T* + KoV BT*V* BT*V*

=H

/OO H( BT(t—a)V(t—a) 1+ K T* + KoV*
o TIAKT(t—a) + K V(t—a) BTV

)p(a)ll(a)da,

en utilisant la convexité de H on obtient

BTV 1+ K\ T + sz*) B BTV 1+ K\ T + KV*
1+ KT + KV LT*V* 1+ KT+ KV BT*V*

H(

BTV 1+ KT + KoV

—1
"TRT T RV BTV

)—1

B BTV L+ KT + KoV
1+ KT+ KoV BT*V*

BTV 1 +K1T+K2V*)
1+ KT + KoV BTV

In(

BIV* 1—|—K1T*—|—K2V*))_1
1+ KG\T+ KV ,BT*V* ’

— In(

donc,
W ) BTV - BT*V* STV LR KT KV
dt - 1—|—K1T—|—K2V 1—|—K1T*—|—K2V* 1+K1T+K2V BTV*
- BT*V* w( BTV Lk KT 4 RV BT*V*
(1 —|—K1T* +K2V*) 1—|—K1T—|—K2V* BT*V* 1 —|—K1T* +K2V*

/OO ( BTt —a)V(t—a) 1+ K T* + KoV*
0

TR —a)+KaV(i—a)  prve r@made

- 00 V= - (a)i(t,a)da — pV
BT*V . / p
aaﬁwnzmwu+mp+&wﬁép@mm—www— e )

 pVE(L 4 KT + Ko V) V(t
(1 4+ KT + Ko V)

)XAMPWM@aMa—MJWQ

00 BT(t—a)V(t—a)
VD) )(/0 ) e = T KoV (i — )

da — :ucV(t))

Or

N BTV
e 1+ KqGT* + KoV*

_ NBT*V*
Tl KT+ KV

=V = pV*

Par conséquent,
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dWs (6(t)) = BT*V* (1- V* ) /OO( BT(t —a)V(t —a) 1+ KT+ KoV
dt 14+ KT+ Ko V* V() Jo "1+ K T{t—a)+ KV(t—a) BT*V*
V(t), p(a)l(a)
Implique que,
dW BIT*Vv* 1+ KW\T+K)V* A
—(o(t)) = u(l — — =T(t
G 00) = p(L — e R (- 1)
BTV * (= In( BTV* 14+ K \T* + ng*)
1+ K \T* + KoV* 1+ KhT + Ko V* BT*V*
_ BT*V* 14+ KT+ K V* +1)
1+K1T* +K2V* ﬂTV*
BT*V* (H( BIT*V* 1 —|—K1T—|—K2V*)
1+K1T* +K2V* 1 +K1T+K2V ﬁTV*
B /°° H( BT (t —a)V(t —a) 1+ K T+ Ko V™ )p(a)H(a) dal
0 1+ KTt —a)+ KV (t—a) BI*V* N
BT*V* (1- v )/"0( BT (t —a)V(t —a) 1+ KT+ KoV*
14+ KiT* + KoV* V(t) o 1+ KlT(t — a) + KQV(t — CL) BT*V*
V' p(a)Il(a)
TR

on remarque que

BTV* 14+ K\T* + KoV BT*V* 14+ KT+ KV

1 _
T v BTV VIR T V BTV

+1)<0

1
car pour tout y > 0 nous avons (—In(y) — — + 1) < 0, il suffit maintenant de prouver que les deux
Y

derniers termes sont aussi négatifs, pour cela on pose

BTV 1+ KT + KoV

L(t)=H
®) (1+K1T—|—K2V BITV* )
B /°° BT(t —a)V(t—a) 1+ KT+ KV )p(a)H(a) da
0 1+ KTt —a)+ KV (t—a) BI*V* N
. v )/00( BT (t—a)V(t —a) 1+ KT+ KoV _K)p(a)ﬂ(a)da
V() Jo "1+ K T{t—a)+ KV (t—a) BT*V* Vo N '
%
Commencons par le cas de e < 1, alors on a
%4 BTV 1+ KhT + KV

- < < 17
Vv 14+ KT+ KV BTV*

de plus, la fonction H est décroissante sur (0,1) et H(1) = 0, donc
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\% BTV 1+ KiT + KoV
H(— H
ainsi
o0 14 5T(t—a)V(t—a) 1+ KT+ KoV
L(t) < H—)—H
Q _/0 )~ T —a s KV —a) BTV* )
n H/(K)( BT(t —a)V(t—a) 1+ KT + KV K)]p(a)ﬂ(a) da
V- I+ KiT(t—a) + KoV(t—a) BTV~ VTN ’

puisque H est convexe donc
H(b) — H(a) + H'(b)(a — b) < 0 pour tout a,b > 0.
Alors
L(t) <0.

% . .
Ensuite on va analyser pour — > 1, on a la fonction H est croissante sur (1, 00), alors

V*
\% TV 1+ KiT + KoV
() < it ERE L)
V* 1+ KT+ KV BTV*
on trouve
L(t) <0,
finalement on a
aw
ﬁ(éf)(t)) <0.
On remarque que si E(qﬁ(t)) = 0 alors T'(t) = T™, on pose X le plus grand ensemble invariant tel
aw A
que — - = 0, quand on remplace T'(t) = — dans 1' on trouve V(t) = 0,i(t,a) = 0.
Alors I’équilibre endémique est globalement asymptotiquement stable. ]

4.9 Simulation numérique

Dans ce chapitre, nous illustrons nos résultats mathématiques obtenus dans le chapitre précédant.

rappelons que
ANp

~ pe(p + K1 A)

Les valeurs des parametres utilisées dans les simulations sont choisis de telles sortes que nous

0

obtenons les deux états d’équilibre.

La méthode numérique pour résoudre ce systéme d’équation est basée sur la méthode upwind pour
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résoudre ’équation différentielle partielle hyperbolique, appelée aussi la méthode FTBS (Forward-
Time-Backward-Space), & une précision du premier ordre dans les deux variables d’espace et de
temps. La condition CFL est nécéssaire a la stabilité des solutions numériques, les EDOs sont
résolues par la méthode d’Euler explicite.

Nous utilisons une grille avec des points(xj,t,) définie par
a; = jAa,j = 0..N,t, = nAt,n =0..M

avec ’étape d’age Aa et 1'étape du temps At. En désignant, respectivement, par iy et V"
I'approximation numérique de T'(t,),i(tn, a;) et V(t,)

En outre,

oi, a9 —dT

G = a0 Gd" T T Al

on obtient ainsi le schéma aux différences des EDPs hyperboliques

I = (1= N)ilf + Aif_y + Atd(ay)i

At
avec ,n=0.M—1etj=0..Net A= A, nous fixons les valeurs suivantes des parametres :
a
A=25pu=0.0258=0.04,u. =038 et 6 = 0.4

ap = 0,a5 = 60, K; = 0.1, Ky = 0.2, t; = 200

avec les condition intiales

Ty = 40,Vy = 0.3, ip(a) = 2¢0-3¢

La fonction p est donnée par

0 sta <0.3
p(a) = .
0.25 sinon

Dans ce cas on trouve Ry = 0.5627, le schéma suivant montre ces résultats :
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—T()
—— )=/ i(t.a)da
—V(t)

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Time.

Figure 4.1 — Représentation schématique de la dynamique de virus si Ry < 1

Figure 4.2

The evolution of solution i(t,a)

Représentation schématique de la dynamique de virus en 3d si Ry < 1
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—T()
s —I(t)=/i(t.a)da |
—V(t)

0 B

5 B

20 —

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Time.

Figure 4.3 — Représentation schématique de la dynamique de virus si Ry > 1

The evolution of solution i(t,a)

Figure 4.4 — Représentation schématique de la dynamique de virus en 3d si Ry > 1

Si on pose 8 = 0.105, on trouve Ry = 1.47, la représentation schématique ci dessus montre ce cas :
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