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Notation

Symbole

r = (21,22, ..., TN)

r=|z| =22+ 23 +.. +a%

|£2]
Dju = Oju = g—; = Uy,

Uy — (D4 ou ou
Du=Vu= (5" 501 50c

LE(82, |77 di)
L>(2)

LY (82, |z| 777 dx)
WEe(£2)
W)

WP (02)

H

s

)

Signification

Elément de RN

Module de z

Mesure de 2

Dérivée partielle de u par rapport a x;

Gradient de u

Laplacien de u

Exposant conjugué de p, i + z% =1

Frontiere de (2

Fonctions infiniment dérivables dans 2

Fonctions infiniment dérivables a support compact dans {2
Fonctions de D({2) non négatives

Espace dual de C§°(£2), c.a.d espace des distributions
Ensemble des fonctions mesurables de 2 dans R.

{u: 02— R umesurable, [,|ulP|z|™ dz < co}

{u: 2 — R umesurable,et 3 ¢ > 0, |u(zx) < ¢ p.p dans 2}
Espace dual de LP(2|x| P dx)

Espace de Sobolev avec dérivées d’ordre k dans LP({2)
Espace de Sobolev avec trace nulle

Espace dual de Wg*(£2)

Injection continue

Injection compacte



Introduction

De nos jours, les équations aux dérivées partielles (en abrégé EDP) jouent un role
extremement important dans la compréhension d’énormément de phénomenes issus
du monde réel (phénomenes physiques, chimiques, biologiques ou économiques). En
effet grace a la modélisation mathématique de ces phénomenes a travers des EDP que
I’on a pu comprendre le role des différents parametres, surtout obtenir des prévisions
parfois prodigieusement précises sur le comportement du modele étudié.

Une des choses a prendre en compte dans la résolution mathématique des EDP
est qu’il ne s’agit pas d’obtenir leurs solutions de maniere explicite! En revanche, ce
que les mathématiques permettent de faire, c’est de dire si une ou plusieurs solutions
existent, et d’écrire parfois trés finement certaines propriétés des solutions.

Les équations aux dérivées partielles se divisent en trois types : les équations pa-
raboliques, les équations hyperboliques et les équations elliptiques. Dans le cadre
de ce mémoire, nous nous intéressons principalement a une classe du troisieme type
d’équations.

Les équations de ce type interviennent tres souvent dans la modélisation de phénomenes

stationnaire (c’est a dire n’évoluant pas dans le temps). Par exemple :
e en électrostatique : calcul de potentiel électrique.
e en mécanique des fluides : calcul d’écoulement ”potentiels”

e en mécanique quantique : 'existence des solutions stationnaires de I’équation

de Schrodinger dont c’est le sujet de ce mémoire.

Dans notre travail, nous nous intéressons a 1’étude de l'existence et de la non-
existence d'une solution positive d'un probleme elliptique semi-linéaire a potentiel
carré inversé et a poids en se basant sur I'analyse du travail de [§](pour le cas v = 0).
Notre mémoire est composé de trois chapitres, le premier chapitre constitue une par-
tie préliminaire ou nous rappelons quelques notions d’analyse fonctionnelle telles
que : Les espaces de Sobolev, les injections continues et compactes, puis nous
présentons quelques inégalités importantes, notamment l'inégalité de Hardy, ainsi
que quelques théoremes et définitions qui nous seront utiles par la suite.

Dans le deuxieme chapitre, nous étudions 'existence de solutions pour un probleme
ayant une structure variationnelle de type Schrodinger en présence d’'un potentiel

singulier,
—div ( |$|*2'YVU ) = )\W + Uﬁ dans Q,
u = sur 0f), (1)
u = 0 dans 2,



Ou Q est un ouvert borné dans RV et 1 < p <27 —1, v < ¥2 et 0 < X < Ay,

2
N —2(y+1)\2 _ , _
— ) est la constante de Hardy qui est optimale, puis on

avec Ay, =
étudiera le cas limite A = Ay .
La principale idée de la présente étude est d’utiliser le théoreme de Passe-Montagne,

I'inégalité de Hardy et I'inégalité améliorée de Hardy.

Le troisieme chapitre, est réservé a I’étude de 'existence de solutions radiales dans
lecasou2l —1<p< pT dans un domaine bien particulier qui est la boule, en effet

quand p > p™ on démontre la non-existence de solution non triviale.



Chapitre 1

Préliminaires et outils de base

Ce premier chapitre a pour objet la présentation des notions et des résultats
utilisés dans les chapitres suivants (théoremes d’injection et les inégalités de Sobolev,
ainsi que leurs propriétés les plus importantes). On note que les références de bases
pour ce chapitre sont les livres [5], [14] et [17].

1.1 Espaces fonctionnels

Définition 1.1 (Espace réflexif)
Soit E un espace de Banach, E*; E**, le dual et le bi-dual de E respectivement.
On définit application

J:E— E™ par (J(2),y") g pr = Y @) pe p

E est dit réflexif si et seulement si lapplication J est bijective. Dans ce cas on fera
["identification B = E**.

1.1.1 Espace de Lebesgue L”

Définition 1.2 Soit p € R avecp > 1, et s0it Q C RN, N >3, v < % On définit

Lr(Q) = LP(Q, |z| ™7 dx) = {v : 2 = R; u measurable et / |v(z)P|x| 7P dx < oo}
Q

muni de la norme
1
_ P
lollzzior = ([ lo@llal ™ ds)”
Sip =400

L*®(Q) ={v: 2 — R; v mesurable,et 3 ¢ >0 telle que |v(x)| < ¢, p.p dans Q}.



munt de la norme :
|v]| oo (@) = inf {c > 0 telle que |v(z)| < ¢ p.p dans 2}

Proposition 1.1 (Inégalité de Hélder)
Soit 1 < p < 400, on note p' l’exposant conjugué de p i.e :

1 1
p P
. ' 1
Sive LP() et w € LT (Q) alors vw € L (), et
[ oulds < ollzllolly o
Comme conséquence de 'inégalité de Holder dans un domaine borné, on a :
Proposition 1.2 Soit 1 < p < g < 400, Q un ouwvert borné de RV :
Li(Q) — LA ().

En particulier :
LP(Q) — LF=(82), Vp €1, 0]

pour € > 0 assez petit.

Théoréme 1.1 (Inégalité d’interpolation)
Soit 1 <p < q<+oo, si f € LE(Q)NLLYQ) alors f € LL() avecr € [p,q], et

o a 1 a 1-«a
[fllrr @) < HfHLg(Q)HleLg(Q) = - — bowr tout o € [0, 1].

Théoréme 1.2 L’espace LF(Q) est :

e Un espace de Banach pour tout 1 < p < +00.
e Un espace séparable pour tout 1 < p < +00.
o Un espace réflexif pour tout 1 < p < 4o00.

PREUVE. voir [5] m

1.1.2 Quelques résultats d’intégration
Soit  un ouvert de RY (Q C RY)

Définition 1.3 (Fonctions équi-integrable)
On dit qu’une suite (f,)nen de fonctions de L' est équi-integrable si, pour tout & > 0,
il existe § > 0 tel que |E| < § entraine pour tout n,

/ fu(@)ldz < e
E

4



Lemme 1.1 (lemme de Vitali)

Soit X un ensemble de mesure finie pour la mesure de Lebesque de RYN. Soit {f,},
une suite de fonctions de L*(X) qui converge presque partout vers f, et qui est équi-
intégrable. Alors f € L' (X) et {f,}, converge fortement vers f dans L*(X).

Lemme 1.2 (Lemme de Fatou)
Soit (fn)n une suite de fonctions de L' () telle que :

1.VneN, f,(x) =0 p.p sur.
2. sup fp, < 0.

Pour p.p x € Q, on pose f(z) = limJirnf fulz).
n—-+0oo
Alors f € LY(Q) et

/Qf(ﬂf) <lgrg+igof/gfn(iv)-

Théoréme 1.3 (Théoréme de convergence monotone)

Soit (fn)n une suite croissante de fonctions positives de L'(Q) telle que sup/ fn <
n Ja

0o. Alors (f,)n converge p.p dans Q2 vers f. De plus f € L*(Q) et

Jm | = fllze = 0.

En particulier :

nl_i}rg@/gh(a:)da:z/ﬁf(x)dx.

Théoréme 1.4 (Théoréme de convergence dominée)
Soit (fn)n une suite de fonctions de L*(2) telle que :

o f, — f p.psurfl.

n—-4o0o

o dge LY(Q) telle que : Yn > 1,|fu(x)| < g(z) p.p dans Q.
Alors
feLl(Q)et nl—i>1:I|—100 1o = Fllzi@) =0.

Ce qui implique que

ngrfoo/ﬂfn(a:)da::/Qngriloofn(a:)dx:/ﬂf(x)dm

Lemme 1.3 (Brézis-Lieb) [17]
Soit 1 < p < oo et s0it (fn)n C LE(S2) bornée telle que f, — f p.p dans Q, alors
feLr(R2) et

tim (1l gy = 1 = Faey) = 1712 oy

n—-+00
Comme application directe du Lemme de Bézis-Lieb, on déduit que si (f,), C LP(Q)
est une suite bornée dans LP(X2) telle que f,, — f p.p, et || fulliz) = I fllcz)-
Alors f,, — f fortement dans L2(€2).



1.2 Espaces de Sobolev pondérés W?(Q, |z| 77 dx)

Soit © un ouvert de RY et p > 1, 'espace de Sobolev WP(Q, |z| ™77 dx) est défini

par

u € L2(Q);3g1, .., 9n € LE(Q)]

1,p —pY —
T /u&’p jz[dx = _/giso 2| Vdx, Yo € CF°(Q),Vi=1,...

0
On note —— — Ji
85L‘i

L’espace WHP(Q, |x| P dz) est muni de la norme

" Ou
||u||W1vP(Q,\z|*P7da:) = ||U||L§(Q) + Z| Oz,
i=1 v

ou de la norme équivalente

ou
||u||W1,pm,|x|m>=(nun +Z|| ||m))

3=

Si p = oo, on munit WH*(Q) de la norme
[ullwree@) = llull @) + [[Vull L=

e L’espace W1P(Q, x| dx) est un espace de Banach pour 1 < p < oo, réflexif

sil < p< 400, séparable si 1 < p < 400.
e Pour p =2, on pose H'(Q, |x|727 dz) = W'2(Q, |x|7? dz).

e L’espace H'(Q,|x|727 dx) est muni du produit scalaire

ou 0O
(u, V) g (|27 da) = (U, ¥ LQ(Q) + Z a;i 3; (©)-

La norme associée

1
2

"L Ou
||u||H1(Q,|:Jc\—2’de) = <||U||%3(Q) + Z Hg“%g@)
. 1 1

est équivalente & la norme de Wh2(Q, |z|~27 dx).

e L’espace H'(Q,|z|™?" dx) est un espace de Hilbert séparable.

e Soit 1 < p < oo, WyP(Q, ||~ dz) est la fermeture de C°(Q) dans WP (Q, |z|~27 dx).

e Pour p =2, on note H}(Q, |z|72 dz) = W, *(Q, ||~ dz).



e L’espace Wy (Q, || dz) muni de la norme induite par W (€, ||~ dz) est
un espace de Banach séparable pour 1 < p < 400, il est réflexif si 1 < p < +o0.
o H}(Q,|z|* dz) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire de H'(Q, |x| 27 dx).

Théoréme 1.5 (Rellich-Kondrachov)[5] Soit Q un ouvert borné de classe C*.
On a

1 1 1
L) pour tout q € [1,p*) —=—-—— p< N

1, p* p n
WHr(Q) = — L9() pour tout q € [l,00) p= N
C(Q) p> N

avec injections compactes.

Remarque 1.1 Les injections précéedentes ne sont vraies pour Wol’p(Q) que si )
est borné.

1.2.1 Quelques inégalités

Proposition 1.3 (Inégalité de Poincaré)
Soit € un domaine borné dans une direction, 1 < p < +oo. Alors, il existe une
constante C' = C(Q, p) telle que :

||UHLp(Q) < CHVuHLp(Q) Vu € Wol’p(Q).

En particulier la quantité ||Vul|i») représente une norme sur l’espace Wol’p(Q)
équivalente & la norme induite par WP (Q).

Théoréme 1.6 (Inégalité de Sobolev)
Soit 1 < p < N, il existe une constante ¢ qui dépend uniquement de N et p telle
que :
[l| Lo mey < cllullyrr gy
Pour tout u € Wy (R™) avec p* := NN—z).
Comme conséquence, l'espace WP(RY) s’injecte d’une maniére continue dans LI(€2)

pour tout q € [p,p*].

Théoreme 1.7 (voir [3]) (Inégalité de Hardy-Sobolev )
Soit 1 <p < N, siu€ W'YP(RN, |z|™" dzx) alors,
u
— € LP(RY
" € BED

o L’inégalité de Hardy

|uf? Pl|—PY
AN/Y /RN Wdl‘ < . |VU| |CC| dl‘,

ou Ay = (W)p, est la constante optimale, qui n’est pas atteinte, et qui

ne dépend pas du domaine.



N -2

2
1 < p < N, ot N désigne la dimension de RY, I'espace euclidien. On considere

On présente une version améliorée de cette inégalité pour —oco < v < et

I'espace de Sobolev pondéré H, que l'on définit comme la complétude de C>(€),

par rapport a la norme

I6lls = ( / ('ﬁ" ; \WP) \x!Q'de)

et on note par H la complétude de C§°(£2) par rapport a la norme ||| g.

Pl

On remarque qu’avec 'inégalité de Poincaré, I’'espace H peut étre défini comme la
complétude de C§° en respectant la norme LP du gradient avec un poids.
L’inégalité de Sobolev améliorée qui sera ’outil principal est donnée par le théoreme

suivant :

Théoreme 1.8 Soit v et N tels que N > 2 et —00 < v < . Alors pour tout

1 < q < 2, il eziste une constante positive C = C(N,q,~,Q) telle que pour tout

o€ H ona
_ N — 'y+ 1)
/S; |V¢|2|l‘| 2'de - ( ) / |Jf|2 'Y+]-

>0 [ o |x|“dx)

avec 1 <q<2,1<r<oosiy<0,1<r<2+p(N,q7y) sivy>0, o0up(N,q,-7y)
est une certaine constante positive.

PREUVE. Voir [1] m

Théoréme 1.9 (Inégalité de Picone)
Soit Q C RY un domaine.
Siu € Wy (x| =2V dx),u > 0, —div ( |2|7>'Vu ) > 0,v]sq =0,v = 0 alors :

/|Vu| 2|~ do > /( )(—div (|z|7*'Vu)) dx

PREUVE. Voir [3] m



1.3 Points critiques

L’essentiel de ce qui suit est tiré de la référence [17].

1.3.1 Suite de Palais-Smale

Définition 1.4 (Suite de Palais-Smale) Une suite (uy,), C X telle que :
J(u,) = ¢ dans R et J'(u,) =0 dans X', le dual de X

est appelée une suite de Palais-Smale au niveau c, en abrégé (PS)..

Définition 1.5 (Condition de Palais-Smale) Soient X un espace de Banach, et
J : X — R une fonctionnelle de classe C*. Si ¢ € R, on dit que J vérific les

conditions de Palais-Smale au niveau ¢ si toute suite (uy), C X telle que :
J(up) = ¢ dans R et J'(u,) — 0 dans X',

contient une sous-suite (uy,, ) convergente.

1.3.2 Théoréeme du Col

Pour la fonctionnelle J qui n’est pas bornée (ni majorée, ni minorée), chercher
ses points critiques revient a chercher des points selles. Ces points sont déterminés
par un argument de type min-max, ce qui nous ramene a l'utilisation du théoreme

du col de la montagne, [ en Anglais : mountain pass theorem |.

Théoréme 1.10 (Théoréme d’Ambrosetti-Rabionowitz) [20)] Soient X un espace de
Banach, et J € C(X,R) vérifiant les conditions de Palais-Smale.
On suppose que J(0) =0 et que :

e JR>0 et a>0 tels que ||ul| =R alors J(u) > «
e Jug € X, ||ug|| >R et J(u) < a.

Alors J possede une valeur critique c telle que ¢ > «. De facon plus précise, si on

pose

P:={p e C([0,1],X); ¢(0)=0 et ¢(1) = uo}

alors

= inf J(p(t
¢ = Inf max (p(t))

est une valeur critique de J , et ¢ > a.



1.4 Principe du maximum
Proposition 1.4 Soit I’équation —Au = g. Si
u>=0 sur O et g=0 sur Q

alors
u>=0 sur €.

1.4.1 Inégalité de Harnack

Soient Bs, une boule ouverte dans R et u une fonction harmonique non négative

dans cette boule, alors il existe une constante C'(N) telle que

sup u < C(N) inf w.
B:(0) B:(0)

De plus il y a une inégalité plus faible que I'inégalité précédente qui s’énonce comme
suit :
Soit u telle que

div ([#[7*Vu) >0 dans Qet ulpo >0,

alors
supu = C(N) (/ uq>q avec q < N _
B B N -1
Et si
div ( |z|*'Vu, ) <0 dans Qet ulpo <0,
alors

a N
igfu}C’(N)(/Bluq) avec ¢ <

avec B C B; C Q.

10



Chapitre 2

Existence de solutions pour un
probleme variationnel particulier

2.1 Introduction

L’objectif principal de ce chapitre est de traiter le probleme suivant :

—div ( |$|*2'YVU ) = /\W + Uﬁ dans Q,
u = 0 sur 02, (2.1)
u = 0 dans 2,

otl Q est un ouvert borné régulier dans RV et 0 € Q, 1 < p < 2,-1, -0 <y < %

(N— 2274— 1))2

et 0 <A< Ay, avec Ay, = la constante de Hardy.

2.2 Casl:0<)\<AN77et1<p<2i;—1

On note que le probleme ([2.1) admet une structure variationnelle dans ce cas et

la fonctionnelle d’énergie associée est :

J(u) :1/ yvu|2|x|-2vczx—3/“—2dx—#/(u e (2.2)
2 Jo 2 Jo fa@ p+1lo " ' ‘

Définition 2.1 On dit queu € H} (Q, |x|727 dz) est une solution faible de I’équation

—2y u D _
/QVqu|x| dx )\/Q |x|2(1+7)vdx /Q(qu) vdr = 0.

pour tout v € H} (Q, |z|7* dz).

Remarque 2.1

*

Hy (Q, ]z dz) — LI (Q) avec injection continue pour tout q < 2,

11



H, (Q, 2|~ da:) —< L1(Q) avec injection compacte pour tout q < 27.

Notons que

2N v >0
N3 siy > 0.
2 —
2(N —29) S
—— St
N—2(v+1) 7

Théoréme 2.1 Soit 2 un ouvert borné dans RY, et1 < p < 22—1, et 0 <A< Ay,
alors le probléme ([2.1) posséde une solution positive u € Hy(Q, |z|~%" dx).

PREUVE. Notons que le probleme admet une structure variationnelle et la fonc-
tionnelle d’energie définie en (2.2)) est convexe. Vérifions les conditions géométriques
du théoreme de Passe-Montagne (voir Théoreme [1.10)) :

i) J(0)=0
it) 3 R > 0,a > 0 tels que |ju|| = R alors J(u) > a
i11) Jug € Hy(Q |z|72), |Juo|| > R et J(up) < a.
- Vérification des conditions géométriques du théoreme de Passe-Montagne :

i) est évident.
i7) On a

1 A u2 1
J(u) /|Vu| |I| 2v dx——/ W dx_m/9<u+)p+1 de.

Or par les inégalités de Holder et Sobolev on a

2tl 2% 1-5E
/(u )p+1’x| p+1’y|$|p+1'y dr < ( u ”|-’B|_2§7dx) 25 (/ |$|(P+1)2§77¥371 dx) 5
Q 9)
< sc! 3 (/|Vu|2|x\27dx)
Q
< || Vu |f“+1 SC,
)
< CIS“uH?{t Q,|z| =27 dx)
1
[t de <l oy 23)

En utilisant I'inégalité de Hardy-Sobolev Théoreme et I'inégalité (2.3), en rem-
plagant [|u||g1(q,z/-2) par R dans la fonctionnelle d’énergie on trouve

A
J(u) > =R T R? — C'RF
7’y
> l 1 — >\ R2 C/Rp+1
2 Ax

12



1 A 1 A -1
Or 5 ( AN,’Y) C"RP~* sera positif si R <20/ ( AN,'y)) «

Ce qui implique que

1 A
a=R*|-(1- —~C'RF'| avec R€]0,a .
2 AN

Donc
J(u)>a pour we Hj(Qz|7* dx).

iii) Soit t € RY et [[vl 1o po-2v aw) = 1

A (tv)? Pt
/ Vtv|? |2|7* dz — | T dx — | /Q(UJF)”Jrl dx.

Par I'inégalité de Hardy on a

T < Lol At? a g
( ?}) S E”UHH(}(QJ"E‘_Q’Y dx) 2A ||U||H1 (Q,]z| =2 dz) p+ 1 Q(U-‘r) X

< L 1 A 2 2 Pl g
Silg\ T Ano ||U||H3(Q,|x|—2w doy| b _p+1 Q(U+) Z.

Or, il existe p > 0 tel que [, (v )P dx > p, et comme [|v]| g1 jo)-2v az) = 1 alors

J(tv) < Cyf?> — 1 7+ =

De plus J(tv) — —oo quand t — 400 avec p > 1
et il existe ¢y assez grand tel que ug = tyv ce qui implique que

woll 3 el 27 dzy > B et J(uo) < a

Ce qui entraine que les conditions géométriques du théoreme de Passe-Montagne
sont satisfaites.

Reste a montrer que la fonctionnelle d’énergie vérifie les conditions de Palais-Smale.
- Les conditions de Palais-Smale :

Soit (up)nen une suite dans Hg(Q, |z| 727 dx) et ¢ € R, J vérifie les conditions de

Palais-Smale au niveau c si J vérifie
J(up) — ¢ dans HY(Q,|z|"> dx) et J'(u,) — 0 dans (H(Q, |z|"> dz)) = H-Y(Q, |z|™ dz)

-On démontre que (uy,)nen est bornée dans HY(Q, |x|727 dz) :

Puisque
J(uy) = c+o(l) et (J'(un),un) = o(1).
Donc
|
_ 2 -2 _ +\p+1 _
Tn) = 5 [ 19wt faf o [ e [y e = e o).
() ) = / Vi ol o= [ s e - / (Wb do = of1).

13



On a

T() — —— (J(u)yun) = c+ o(1)

p+1 ,
1 1 1 1 U
(2 p+1> IVinliz o (2 p+1> /Q EEGE

Avec les inégalités de Hardy et Sobolev

e (11 , A /11 ,
cto(l) >3- | [n [z (2ol 27 aw) — o \2 T pr lunll 5 (a2 da)

(11 ,
“\2 p+1 et V3 1012 a0y

> O”“n”?{g(ﬂ,m—zv dz)

11
puisque - — P > 0 alors [[un | g1 je/-2v ar) < C-

Comme H}(Q,|x|™27dx) est un espace réflexif donc la suite (u,),en posséde une

sous-suite qui converge faiblement dans H{ (€, |z|~%7 dx)), plus précisement

Up — U dans H(Q, |z|~* dz)
Uy — dans LI(Q2) avec g <2
Uy, — U presque partout dans (2.

- Montrons la convergence forte de la suite (u,)nen dans HJ(Q,|z|™%7 dx) :

On a

—div (|| 'V, ) - Améﬁ—’;ﬂ) — (P =0
et

—div (|2['Vu) — AWLM) — (uyp)? =0,
alors

—div (|2]V(u, —u) ) — /\<|z|"2(—:+g)) — ((u)? = (uy)?) = 0. (2.4)

En utilisant (u, — u) comme fonction test dans (2.4) alors,

(J' (up) — J'(w),up, —u) = 0.

(un — u)2

) = S0 =) = [ 1900 = ol e — [ et g

= [ (= @) (=) dz =

Et par les inégalités de Holder et Sobolev on trouve que

A
02 |lup — u”%ié(ﬂ,\xk?v dz) — m“un - UH?{&(Q,@\*% dz) /Q ((“;{)p - (“+)p) (un —u) dx
A
oMt = g = [ (6 = (P) (=)
Ny Q

> (1-

14



Donc

A
Ay

(1= ol = o gy = [ () = () (0 =) do <0,

Y

Notons que A < Ay, et d’apres le Théoreme (Rellich-Kondrachov),
Uy —u  dans L7 (Q,]z|7* dx) avec ¢q <27,

Pour p+1 <2}

/Q(uﬁ—up) (Up —u) do = /Q(u,f)p“d:v—/Q(qu)pJrl dx—A(uZ)pd$+/(u+)p+1 dx

Ce qui entraine que
[wn — U“?{é(g,mr% do) S o(1).
Donc

Uy —> U dans H}(Q, || " dx).

Donc J satisfait la condition de Palais-Smale et les conditions géométriques de Passe-
Montagne. Considérons I’ensemble

B:={¢ € C(0,1], Hy( |z|™>dz)); $(0) =0 et ¢(1) =uo},

avec ug = tov et

i gy O

et le théoreme de Passe-Montagne assure qu'il existe une solution u € H} (€, |z|~*" dz)
avec J(u) = ¢ = a ( ¢ est une valeur critique et alors u est un point critique pour la

fonctionnelle d’énergie et les points critiques sont des solutions de notre probleme

d’ou l'existence de la solution de ([2.1]) )

- La positivité de la solution :

On a \
- —2
—div ( |ZL‘| ’YVU)—WU,:U{L
Sachant que u = uy — u_, avec u, = max{u,0}.
On trouve que
—div (|2]V (uy —u_) ) — A (s —u) =,

|x‘2(1+w)

Multiplions par u_ et intégrons, on obtient

_ . 9y _ B (uy —u_)u_ _ »
/lev (|z|™V (uy —u-) Y u_ dz )\/Q—|$|2(1+7) dx—/ﬂu+u_ dx.

15



Ce qui entrailne que

_ _9 _ (m _ Uu_ . P
/Q V(uy —u_) Vu_ |z|7%7 dx )\/Q (‘33’2(1+7) ]x\2(1+7))u_ dx—/Qquu_d:v,

Comme uy.u_ =0on a

2
2 =27 U _
/Q |Vu_|* |x| dx+/\/§l—|x]2(1+7) dr = 0.

Ce qui implique que

=0 pp donc wu=uy >0,

et on a donc prouvé que la solution u est positive. m

23 Cas2: A=Ay et l<p<2i—1

Ce cas est un peu plus délicat. On aura besoin de l'inégalité de Hardy améliorée.

On considere 'espace de Hilbert noté H muni du produit scalaire

_ uv
(u,v> = /QVU Vv |(,C| 2y dz _AN’,Y/QIQ;P(—L*’W) dl’,

H étant la complétude de C'2°(Q2) par rapport a la norme

2
_ u
||u||125,:/Q|Vu|2 || 2y d:v—)\/QW—lmdx. (2.5)

On rapelle I'inégalité de Hardy améliorée suivante (Théoreme

Juf?

/Q|Vu|2 |x|—27 dx — AN,'V o |ZL’|2(—1+'Y) dx > C||uHW01’q(Q,\x\—2”/)'

La fonctionnelle d’énergie de notre probleme est donnée par :

1
J(u) = Vul? 2|72 d / —/p“d.
(U) /| U| |ZL” T — |x|21+7) P+ 1 QU+ T
W d

= glul-—+ [

On procede de la méme fagon que dans le cas précédent. On commence par vérifier
les conditions géométriques du col :

Théoréme 2.2 Soit Q un ouvert borné de RY, 1 < p < 2 —1 et A= An,, alors
le probléme ([2.1)) posséde une solution positive u € H.

16



PREUVE.
- Vérification des conditions géométriques du théoréeme de Passe-Montagne :
i)J(0) = 0.
it) il exixte R > 0 et a > 0 tel ||ul|g = R alors J(u) > a :
Puisque
LP(Q, || ™77 dx) C LI(Q, x| dx) vV g <p,
alors
Wy (Q, |z dz) € W '(Q, |z| ™ dz) V¥ ¢ <2

D’apres l'inégalité de Hardy-Sobolev améliorée Théoreme [1.8 on a
H C Wy (Q, |z dx) Vog<2,
d’ou
||u||W01’q(Q,|z|72'y dr) S Cillullz- (2.6)

Et alors
H c Wy(Q, || dx) € LY, ||~ dz) VYo < ¢*

avec injection compacte. Et puisque ¢ < 2, donc ¢* < 27 et de a < ¢*, on en déduit
que o < 27.

Comme p +1 < 27, d’ou on a I'injection compacte

H c LPHY(Q, |x|—(p+1)v dz),

alors
/Q luPHlde < Collull5 . (2.7)
De ([2.6) et (2.7)), on obtient
1 Cy 1
J(u) 2 5”““%{ - m”“”?
1 Cs _
> (5= 5ol ) Tl

En remplagant ||u||y par R dans I'inégalité précédente, on trouve

J(u) > (1 _ G Rp‘1> R?,

2 p+l
1
! ¢ IN\Np_1
01"5—10_|_21]-2p_1 sera positive siRg(%)p 1=a.

Ce qui implique que

1

17



Donc
J(u) > a.

i1i) Soit t € R et |[v||lg =1

J(t0) = StolE — —
2 D

p+1
1 /Q (tvy )" dx

Loy o 71 p+1
J(tv):§t ]|UHH—p+1 Qv+ dx

alors

or, il existe p > 0 tel que / v" T dx > p, et comme ||v|g = 1 alors
Q

1 I
J(tv) < =t* — P! A=—
(v)\2 [ avec [ P

de plus J(tv) — —oo quand ¢ — 400 avec p > 1
et Jty assez grand tel que ug = tyv ce qui implique que

|lwollg > R et J(up) < a.

Les conditions géométriques du théoreme de Passe-Montagne sont satisfaites.
Reste a monter que la fonctionnelle d’énergie vérifie les conditions de Palais-Smale,
- Montrons que (u,),cy est borné dans H :

(tn)nen est une suite dans H et ¢ € R, J vérifie les conditions de Palais-Smale au

niveau c si elle vérifie
J(up) — ¢ dans H et J'(u,)— 0 dans H

cette suite converge fortement vers u € H.

Puisque
J(up) — ¢ dans H et J'(u,) — 0 dans H
alors,
1
J(uy,) = 5““71”%{ — /(u:{)p“dx — ¢ quand n — +o0,
Q
et

(I (un), un) = |Junllf — /(u;:)p“dx — 0 quand n — +oo.
Q
Ce qui implique que

1 11
J(up) — —— (J'(up), up) = | = — —— unll4 — ¢ uand n — o0,
(1) = 7 e = (5= 1 ) Il e

et comme (J'(u,),u,) — 0 quand n — +oo alors

1 1
J(u,) = (5 — m) |unl? — ¢ quand n — +oo.

18



Dot la suite (uy)nen est bornée dans H.

- Montrons que J vérifie les conditions de Palais-Smale si p <27 —1:

H est un espace réftexif et la suite (u,)nen est bornée donc elle admet une sous-suite
qui converge faiblement dans H.

Alors, il existe u € H et une sous-suite de (u,),en notée aussi (u,)nen qui converge
faiblement vers u dans H.

De l'injection compacte H C LP*! (Q, |z|=®*D7 dx), on a u, — u dans L2+1(Q).

On montre que la limite faible vérifie I’équation.

On a
. —_— un
/| (‘dw< 27" Vu) —Amm) oo~ [ ()6 da

qui équivaut a

(L, ¢) — /Q (w))’¢ de=0 Vo € H.

Comme u,, — u dans H alors
(ttn, L&) — (u, L&) = (Lu, 0) quand n — oo,

car L est auto adjoint, reste a vérifier que u,, — u dans H alors

/ ()¢ do— /(u+)p¢ dx. (2.8)
Q Q
Soit ¢ € L*(8, |77 dz) pour un certain o < 27 et

u? — uP dans ((LY(Q, ]z da:))/ = La1(Q, |z| 717 da),

donc
o

u, — u dans (LP°(Q,|z|™ dz) Vb < 27 avec b=p T
a p—

Alors il suffit de vérifier que b = pi1 <27,
o —

b=—p—— <2 — a(2 —p) =2 >0,

a—1
alors o
@> o T
-
et comme « < 27, donc
Y *
<a<?2
* v
2 —p
ce qui implique que
2, o
<
* v?
2 —p
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dott 27 —p>1 = p <2 —1, et alors (2.8) est vérifiée.
- Montrons la convergence forte de la suite (u,),cy dans H :

Par la condition de compacité on a

. - Un
J'(un) = —div ( |ZE| QWVun ) - AN77|$|2(—1+7) - (u:)p —0 quand n — oo,

/ . —_ u
J'(u) = —div ( |z|>Vu ) — ANWW

p
— U, = U.
1+7) +=0

Alors J'(u,) — J'(u) = o(1), donc

: _ Up — U
—div (|2]7 (u, —u)) — ANW|3;|2(—1+7) = (u, )" —uf +0(1) = 0.

En multipliant par (u, — u) et en intégrant on obtient
20 =2y (U — u)? +\p P
g |V (w—u)|*|z|™*" de—An 5 g Wdz = g (wh)? —ull) (u, —u) dz+o(1) =0

quand n — oo, d’ou

(J'(up) — J'(w), up — u) = {(J (up), uy —u) — (J'(u), u, —u)
<J,(un)a Up — Uy,

Q
—~
=
|

car (J'(u),up, —u) = 0.
Ce qui est équivalent a

(—C / ()P = ) (ty — ) + o(1)

:/(uf{)pJrl dx + / Wi da — /(u:)pu dx — / uf u dz + o(1)
Q Q Q Q

tend vers 0 quand n — oc.

Et comme
/Q(u;[)pqﬁ dr — /Qu‘&b de Vo e LYQ,|z[™ dz), o <2}

alors u,, — v dans H.
De plus de I'injection compacte

H c WyiQ,|z|™ dx) pour ¢ < 2,

alors

tn = u”?’VOI’q(Q,\ﬂ—QW do

) < |t — ul|3 — 0, quand n — oo
Donc J satisfait les conditions de Palais-Smale et les conditions géométriques de
Passe-Montagne. Soit
c:= inf max J(v(t
Inf max (v(2))

20



alors le théoreme de Passe-Montagne assure qu’il existe une solution u € H avec
J(u) = ¢ = a ( c est une valeur critique et alors u est un point critique pour la
fonctionnelle d’énergie et les points critiques sont des solutions de notre probleme
d’ott 'on a assuré l'existence de la solution de notre probléeme).

- Montrons que la solution u est positive :

L’utilisation du Principe du Maximum, notre probleme est
—di —2v — u — P
div (|z|7" Vu) — Ay, FECoR ull.

En multipliant par u_ puis en intégrant, on trouve :

. —2 u —
—/lev (Vu |z]7) u dz_AN”/Q]wP(—lﬂ)u_ da:—/gu’iu_dx,

ce qui entraine que

—2 _ u — P
/QVU Vu_ |z|™*7 dz AN’V/Q ]$\2(1+7)u_ da:—/Qquu_d:z:.
Alors
2 | 1-2v u?
/Q\VU—! |z dﬂf—AN,v/QW—lﬂ) dz =0,

due a I'orthogonalité entre u_ et u.
Donc

2
2 || =2y _ _ U= —
/Q\Vu| lz| ™ dx AN’W/Q|:U|2(1+7)d$ 0,
ce qui implique que
lu—lI7; = 0.

Alors u_ = 0, par conséquent u = uy = 0.

De plus on a
u

ot ‘x|2(1+w)

—div (|:v|_27 Vu) = Ay +uf >0

et par I'inégalité de Harnack on trouve que

. N
i%fUZC(/]Bluq) ‘v’q<N_1 avec B C By C (.

D’apres I'inégalité de Harnack v = 0 sur tout €2, ce qui est une contradiction avec
les conditions d’existence d’un point critique.
Alors la solution u est positive u > 0, donc notre probleme non linéaire admet un

point critique strictement positif. m
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Chapitre 3

Solution radiale d’une équation
semi-linéaire

3.1 Introduction

Dans ce chapitre , on va étudier 'existence et la non-existence de solution u > 0
de I’équation :
A
—div (|z2]Vu) - ——— u=u" (3.1)

|[L'|2(1+“/)

dans la boule B(0,7) de RN, N >3, et p>1,0< XA < An,.

3.2 Formulation radiale de Au

0%u
Au = Eom (3.2)
Ju  Or () or _m ,Ou_ﬂ,()
oz, o, u'(r) ou e ainsi Pl r
et 92 1 2 2
U Ly ! Li n
927 = (;—ﬁ)““”r—z“ )
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Ce qui entraine que

= () — () () (3.5)
_N - L)+ (r) (3.6)

3.3 Existence d’une solution radiale

N —2(y+ 1)\’
Le coefficient A satisfait I'inégalité 0 < A < Ay, avec Ay, = #)
la meilleure constante de Hardy qui n’est pas atteinte. On définit ’équation :
CAu— A =0
[

On pose u(r) = c¢; 777 avec ¢; > 0 et 3 > 0 a préciser, on a
u(z)=—Ber P letu (2)=6(B+1) ¢ r Pl (3.7)
On combine avec on trouve :

[—52 +(N-2)8 - )\} ar P =0
et comme ¢; 7772 #£ 0, alors, on obtient

PB)=—p>+(N—-2)—-A=0. (3.8)

Pour la résolution de , on calcule le discriminant que I'on note D
D = (N —2)* — 4\ (3.9)

N —2\?
alorssi D > 0= A< (T) = Ay, et les racines sont :

N —2 N —2\? N —2 N —2\?
N T N (o

Alors P sera positif si § € [, fa].
De méme pour I'équation

A

EEGEE

—div(|z| " Vu) — 0 dans B, (3.10)
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Comme
N—-1 ,

Au=1u(r)+ u (r) (3.11)

,
avec |z| =r et u(|z|) = u(r). Et

— div(|z|72'Vu) = v (1) + (N = (2y + 1) (r)r= 277! (3.12)
On remplace ce que précede dans (3.1)), on trouve :
0 (r) + (N = (2y 4+ 1)r 27/ (r) — X u(r)r?0Y = 0. (3.13)

On pose u(r) = ¢; =% avec ¢; > 0 et 8 > 0 & préciser, on combine avec (3.13)) on

trouve :
(=32 + (N =2(1+7)) B = Al e v 7720%0 =0
et comme ¢; 720+ =£ (0 alors, on obtient
— B+ (N=2(v+1)B—-A=0. (3.14)
Pour la résolution de (3.14), on calcule le distriminant que 1'on note D; alors si

N —2(1
Di>0= )< <%) = Ay, et les racines sont :
N —2(y+1) N —2(y+1)\? N —2(y+1) N —2(y+1)\?
/81 = - - >‘7 62 = + -\
2 2 2 2
Alors P sera positive entre (57 et [s.
On note par a_ = 1 et ay = Ss.
Donc les solutions sont u(x) = ¢1|x|* ou u(x) = ¢p|z|**, avec
N —2 1 N -2 1
L’ezistence d’une solution radiale de (3.1)) avec existence d’un p*.
2 1
Posons p~ =1+ M, observons que
ot
_  N+2(v+1)
1< < — 1 L <pt
PPsNTa+n ~F
pour tout 0 < A < Ay, et
o2y + D] . 4(v+1) N
1 =1 1+ —=| =1 1
o? Alg(lJ_ + ap AIL%[ +N 2(v+ 1) +2y/An, — N_2(7+1)
2 1)] 4 1 N+2 1
lim p~ = lim 1+M = lim |1+ O+ 1) = +20+ 1)
A= An 50 | ay | ASAw, N—-20y+1)+2/Ay, —A| N-—-2(y+1)
2 1)] 4 1
lim p™ = lim 1+M =lim |1+ o+ ) = 400
A0 A0 | a_ | A0 N—=2(v+1)—2\/An,— A
2 1 4 1 N+2 1
lim p*t lim {1—}-&}: lim |1+ r+1) = +20y + )
A—AN A—mm o A—AN - N —2(y+1)—2y/An, — A N —=2(v+1)

24



45 T T T T T T T

EC 1

5 i

20 1

15 1

10 | 1

0 2 4 & B 10 12 14 16
lambda

FIGURE 3.1 — p™ et le p~ en fonction de A

Remarque 3.1 Dans le graphe, le point en rouge est le point de rencontre entre les

courbes des fonctions p™ et p~ avec les cordonnées (An -, 2r —1).

Théoréme 3.1 Soit 0 < A\ < Ay.,. Pour tout p € (1,p"), il existe une solution non
. 1y . U VTl

triviale w de l'équation (3.1)) avec uP et ) appartenant o L'(B,(0)).

Supposons qu'il existe une solution radiale u(|z|) = ¢;|z|? et a_ < B < ay

alors elle vérifie
—B2H (N =2(y+ 1) B—=A) g P20 = & p=Fp,
( B ( (7 )) 1

2(y+1)

Donc nécessairement §+ 2+ 2v = p = 3 = :

, et I’équation devient

(B +(N=200+D)) - Na=d= -F+(N-207+1)5-r=c""

et comme ¢; > 0 alors P(8) = =%+ (N —2(y+1))8 — X > 0 si et seulement
sian < fB<ay.

Puisque P(f) est décroissante par rapport a (3, en remplacant 3 par donc

2(v+1)
p—1
la condition a_ < # < a est équivalente a
2(y+1)

2 1
o o

pr=1+

2(vy+1)

donc sip < 1+ = p* il existe une solution radiale du probleme (3.1]) et

c’est notre résultat przncipal.
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Lemme 3.1 Considérons [’équation

— Aw — )\W =g dans €. (3.16)

avec g € L, (), g = 0 et A < Ay. Si (3.16) posséde une sur-solution faible alors
|z|~0+e-g € L] (Q), ot a_ est défini dcms (3.15)

PREUVE. Voir [2] m
Lemme 3.2 Supposons que w > 0 dans Q, w # 0, w € L,.(Q) et wE € L (). Si

w vérifie —Aw — )‘W > 0 au sens des distributions, alors il existe une constante
positive C' et une boule B,(0) C Q suffisamment petite telle que

w(z) = Clz|™* p.p. dans B.(0).

PREUVE. Voir [19] m

3.4 Résultat de non-existence

Concernant la non-existence de solution on a le théoreme suivant :

Théoréme 3.2 Soit 0 < A\ < Ay,. Sip > p™ alors le probléme (3.1) ne posséde
pas de sur-solution faible.

PREUVE. On argumente par I’absurde. Supposons qu’il existe une sur-solution po-
sitive u € L'(2) de (3.1]). En particulier, ¢a sera une sur-solution également si on
considere le probleme dans une boule B,(0) C €. En effectuant le méme raisonne-

ment par itération, on peut construire une suite (uy)gen

—di ~2y _ o e
div ( |z|7*"Vuy ) )\|x\2(7+1) 1 +up_, dans B,(0),
u, > 0 dans B,.(0), (3.17)
u, = 0 sur 0B,.(0).

telle que 0 < uy, < upy1 < @,z € B,(0), k € N. De plus u;, € C(Q). Soit ¢ € CP(Q).
2
Ainsi, en testant ®_ dans (3.17) et en appliquant I'inégalité de Picone :
U

u? 2
[ttt s [ (adiv (ol PV ) S de< [ [Pl
(0) Uk B,(0) Uy, .(0)

Par conséquent, en faisant tendre & — oo et en utilisant 'estimation radiale du
Lemme nous obtenons

2 p—1 2 2y 902 C @
> - - > > ——dx.
HQOHWS’Q(Q?IQCI’”) - /Br(o) Wl de > O o) |@|P=Dea-+2r 7 plp—Ta——2 /BT(O) |2[2(0+7) dx

Puisque (p — 1)a_ > 2+ 2y carp > 1+ (VH) p+. En choisissant r suffisamment

petit, nous obtenons une contradiction avec Bt inégalité de Hardy. m
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons traité ’existence et la non-existence de solution
non triviale d’un probleme de Schrodinger avec présence d’un potentiel :

u
P
PR

—div (|z]Vu ) — A dans Q.

Ou €2 peut étre un domaine borné ou un domaine bien particulier comme la boule.

On a étudié l'existence et la non-existence de solution suivant la valeur de A\ ou
N —=2(v+1)

A<, = (V20D

2
5 ) est la meilleure constante de 'inégalité de Hardy-
Sobolev.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons traité ’existence et la non-existence de solution non triviale

d’un probléeme de Schrodinguer avec présence d’un potentiel :

—div ( 2| Vu ) — ufl dans Q.

u
AP =

Ou  peut étre un domaine borné ou un domaine bien particulier comme la boule.

On a étudié I'existence et la non-existence de solution suivant la valeur de A o A < Ay, =
<N —2(y + 1))2

5 est la meilleure constante de 'inégalité de Hardy-Sobolev.

Mots Clés : Inégalité de Hardy-Sobolev, Solution Radiale, Equation de Schrédinguer.

Abstract

In this work, we treated the existence and non-existence of a non-trivial solution of a Schrodinger

problem involving a potential term :

u

— P ;
PECE uly in Q.

—div ( \x|_2“’Vu) —A

where 2 can be a bounded domain or a particular domain like a ball.

We studied the existence and the non-existence of solution according to the value of A, where

N -2 1
0 < XA < Any; with Ay, = (W

2
5 ) is the best constant of the Hardy-Sobolev

inequality.

Keywords : Schrodinger equation, Hardy-Sobolev’s inequality, Radial solution.
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