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Introduction

Ce mémoire de Master a pour but, d’étudier une équation elliptique quasi-linéaire avec
exposant critique de Hardy-Sobolev.
Soit le probleme :

wlP ()2
y Nr—— ‘|$|5 u= f(z,u) zeQ\{0} (1)
u=20 x € 00

On montre que si f satisfait certaines conditions alors le probléme (1) admet au moins une
solution positive.

Dans le cas s = 0 et u = 1, I’équation (1) se réduit & un probléme quasi-linéaire elliptique
[7]

{—Apu — pluf”"?u = f(z,u) 2 €\ {0} @)
u=>0 x € 00

Les travaux sur le probleme (2) avec p = 2, ont été étudiés par Brézis et Nirenberg (voir [1],
[8] et [10] ).

Ghoussoub et Yuan avaient étudié dans [5] le probleme (1) avec f(z,u) = A |u|"" > u, oi
p < r < p*. Les auteurs ont obtenu une solution positive dans le cas ot A >0, > 0 et
N > [p(p— D)r+p*]/[p+ (p — 1)(r — p)] (en particulier si N > p?).

IIs ont montré aussi que (1) admet une solution qui change de signe, Si A >0, > 0 et
N > [p(p—1)r+p]/[1+ (p—1)(r — p)] (en particulier si N > p* — p? +p) .

Dans ce travail, nous nous intéressons, a un résultat plus général dit a Guanwi Chen. En
utilisant la méthode variationnelle, on obtient des résultats généralisent ceux obtenus dans [5].

Ce manuscrit est composé de deux chapitres, Dans le premier chapitre nous rappelons la
définitions des espaces de Sobolev, on se base dans cette partie principalement sur le livre de
H-Brézis, puis nous citons quelques outils de base essentiels .

Le deuxieme chapitre est consacré a I’étude du probleme traité par C.Guanwei dans [7].



Chapitre 1

Préliminaires et outils de base

Dans ce chapitre, on rappelle les principaux résultats utilisés dans ce mémoire. Les
références de base de ce chapitre sont [2], [9].

1.1 Espace de Sobolev

Les espaces de Sobolev , en analyse fonctionnelle, sont des espaces vectoriels normés qui sont
bien adaptés a la résolution de nombreux problemes d’équations aux dérivées partielles.

Un espace de Sobolev, noté W*P | est constitué des fonctions de L? dont les dérivées partielles
jusqu’a un certain ordre k € N, au sens des distributions (dérivées faibles), s’identifient a des
fonctions de LP.

On considere Q un ouvert de RY et on désigne par C5°(€2), espace vectoriel des fonctions de
classe C*° définies sur €2 et a support compact inclus dans €.

Définition 1.1. Soit 1 # p < co. On appelle espace de Sobolev d’ordre 1 sur 2 ’espace

Whr(Q) = {u e 1(Q) Jvy,...,uy € LP(Q) tels que }

Jou2t = — [yuip, Vo € CF(Q), Vi=1,..,N
Pour p = 2, on pose H' := W2,

Proposition 1.2. H' muni du produit scalaire
N
ou Ov
u, V) = (u,v —
( ) )Hl ( ) )L2+;<a$i’a$i>L2

est un espace de Hilbert séparable.

Définition 1.3. On dit qu’un espace de Banach E est réflexif si J(FE) = E", avec E" est le
bidual de E et J est l'injection canonique de E dans E". Lorsque E est réflexif on identifie E
et B".



1.1. ESPACE DE SOBOLEV

Théoréme 1.4. W'P(Q) muni de la norme

ou
(9:v,~

1
P>p
Lp

est un espace de Banach séparable et réflexif pour 1 < p < oo.

N
ullyn — <||u||ip S
=1

Définition 1.5. Soit 1 < p < co, Wy désigne la fermeture de C3°(Q) dans W'P(€).

L’espace W, P(€2) muni de la norme induite par WP(£2) est un espace de Banach séparable, il
est de plus réflexif pour tout réel p vérifiant 1 < p < oo.

Remarque 1. On a W'?(RY) = W, ?(RY).
Théoréme 1.6. Soit u € WHP(Q), alors u € WP () si et seulement siu =0 sur 0.

Théoréme 1.7. ( Inégalité de Poincaré )
Soit p un réel avec 1 < p < 0o, et Q un ouvert borné de RY alors

3C>0,Vue W()LP(Q) ||u||LP(Q) <cC ||Vu||LP(Q)

1.1.1 Théoremes d’injection de Sobolev

Enoncons les théorémes d’injection continue, ou compacte établis pour les espaces de
Sobolev définis sur un ouvert Q) de RY.

Définition 1.8. On dit qu’un espace de Banach X s’injecte de facon continue dans un espace
de Banach Y et on note X —Y si:

1. X est un sous espace de Y .
2.3 C >0 tel que pour tout u € X : |Jully < Cllull-

Définition 1.9. On dit qu’un espace de Banach X s’injecte de fagon compacte dans un
espace de Banach'Y et on note X —— Y si :

1. X s’injecte de fagon continue dans 'Y .

2. Toute suite faiblement convergente dans X converge fortement dans Y .

Théoréme 1.10. Soit Q un ouvert borné de classe C', soit 1 < p < 00, on a
1 1 1

1.8 1<p< N alors, WhP(Q) = LP () ou N

i)

2.8 p=N alors, W'?(Q) — L%(Q) Vq € [p, +o0].
3.8 p>N alors, WH(Q) — L>*(Q).



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES ET OUTILS DE BASE

Théoréeme 1.11. Soit Q un ouvert borné de classe C*. On a

1. Sip < N alors WHP(Q) < LI(Q) Vq €

2. Sip= N alors W'P(Q) —— L1(Q) Vq € [1,+o0|
3. Sip> N alors W'?(Q) —— C(Q)
En particulier W'?(Q) << LP(Q) pour tout p.

Théoréme 1.12. Soit Q un ouvert borné de RY ; avec N >2 et 1 < p < N. Alors

Wy (Q) —— LIQ) Vqe

Le nombre p* = est appelé exposant critique de Sobolev.

N —
Théoréme 1.13. (Inégalité de Sobolev)
Soit 1 < p < N alors

1

WEP(RY) ¢ LP"(RY) ou p* est donné par — = —
®) I @Y =

et il existe une constante C' = C(p, N) telle que
[l o gy < ClIIVuUll oy s Yu € WHP(RY)

Lemme 1.14. ( Inégalité de Hardy)[6]
Supposons que 1 <p < N , siu € WHP(RY) | Alors

(1) f‘| € [P(RY)

(2) (L’inégalité de Hardy) :

Jul” P\
e (2 ) [
/]RN |z [P r= N—p) Jrv Vul de

Lemme 1.15. ( Inégalité de Hardy-Sobolev)

On suppose que 1 <p < N et p < q < p*(s):= p%:;’), Alors :

il existe une constante C > 0 telle que pour tout u € Wy ()

[ () ar< e [ (1var) '

Cette inégalité reste valable pour un domaine borné.




1.2. THEORIE DES POINTS CRITIQUES

Démonstration.

1. Pour s =0 ou s = p, c’est I'inégalité de Sobolev (resp. I'inégalité de Hardy).

2. Puisque p* > p, alors 0 < s < p. On peut considérer, donc, le cas ou 0 < s < p.
En utilisant les inégalités de Hardy, Sobolev et Holder, on aura

/RN |“||;() da = /RN mi'|u|p*(s)‘$dx
< ([ () o) (L, (1 >Tm>
= (Lo () ) (L () ")

oo (1
<ol [ (war) ) (/. N(w) ")

El

- f, (o) e

Lemme 1.16. ( Brézis-Lieb )
Soient Q0 un ouvert de RY et (f,), C LP(Q), 1 < p < 00. Si (fn)n est bornée dans LP(Q) et
fn— [ p.p dans €2, alors

T (1alls = 1o = £ 50 = 11
Comme application directe du Lemme de Bézis-Lieb, on déduit que si (f,,), C LP(€) est une
suite bornée dans LP(Q2) telle que f, — f p.p, et || full o — || fll;» Alors (f,, — f) fortement
dans LP(S2).

1.2 Théorie des points critiques

1.2.1 Définition des points critiques

Définition 1.17. Soient X un espace de Banach, E C X un ouvert et J € C'(E,R) .

E’ désigne le dual topologique de E, J'(u): E — E'.

On dit que u € E est un point critique de J si J'(u) = 0; Sinon u est un point régulier de J.
On dit que ¢ est une valeur critique de J, s’il existe uw € E tel que J(u) =c et J'(u) =0;
sinon ¢ est une valeur régquliere de J.



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES ET OUTILS DE BASE

1.2.2 Théoréme du col

Le théoreme du Col est un théoréme d’existence des calculs variationnels (minimisation d’une
fonctionnelle). Ce théoreme établit 'existence d'un point de col (point selle) pour une
fonctionnelle qui vérifie certaines conditions.

Soient X un espace de Banach et J une fonctionnelle de classe C*! sur X.

Définition 1.18. (Suite de Palais-Smale)
Une suite (U,), C X telle que :

J(U,) — ¢ dans R
J'(Up) — 0 dans X'

est appelée une suite de Palais-Smale au niveau c.

Définition 1.19. (Condition de Palais-Smale)
Soient X un espace de Banach et J : X — R une fonctionnelle de classe C*. Sic € R, on dit
que J vérifie la condition de Palais-Smale au niveau c si toute suite (U,), de X telle que :

J(U,) = ¢ dans R
J'(Up) = 0 dans X'

contient une sous-suite (U, )i convergente.

Remarque 2. La condition de Palais-Smale est une hypothése de compacité qui permet de
démonter l'existence des points critiques. Elle garantit, en particulier, que les ensembles des
points critiques de niveau c, notés K., sont des ensembles compactes.

Définition 1.20. Soit X un ensemble, la fonction J : X — R est dite bornée inférieurement
dans X, s’il existe une constante réelle m telle que :

Vee X ; J(x)>m

Définition 1.21. Soit X un espace topologique. On dit qu’une fonction J : X — R est semi
continue inférieurement (s.c.i) si pour tout A € R ’ensemble

{r e X :Jx) <A}
est fermé.

Théoréeme 1.22. (Principe d’Ekeland)
Soient (X, d) un espace métrique complet et J une fonction s.c.i de X dans R. On suppose
que J est bornée inférieurement, et on pose ¢ := ;Iel)f( J(u). Alors pour tout € > 0, il existe u,
telle que
c<J(u) <c+e
{‘v’u € X, J(u) — J(u.) + ed(u,u.) >0

10



1.2. THEORIE DES POINTS CRITIQUES

Théoréme 1.23. (Théoréme du col)
Soient X un espace de Banach et J € C'(X,R) vérifiant la condition de Palais-Smale. On
suppose que J(0) =0 telle que
(i) Il existe R > 0 et a > 0 tels que si ||ul| = R, alors J(u) > a;
(11) Il existe ug € X tel que |ugl| > R et J(ug) < a. Alors J posséde une valeur critique c
telle que ¢ > a.
De facon plus précise, si on pose

A={h:[0,1] = X continue, h(0) =0 et h(1) = up}

et

ci= }llggtrélﬁ}ﬁ J(h(t))

alors ¢ est une valeur critique de J et ¢ > a.

1.2.3 Quelques criteres de convergence

Théoréme 1.24. (convergence dominée de Lebesgue)

Soit Q un ouvert de RN, (f,), une suite de fonction de L*(§)) convergeant presque partout
vers une fonction mesurable f .

On suppose qu’il existe une fonction g € L'(Q) telle que pour tout n > 1, |fu(z)] < g(x) pp
sur Q2. Alors f € L'(Q) et

i £ fl =0,
Jo f(z)dx = nl_lgloo Jo fu(x)dz

Théoréme 1.25. (théoréme de Vitali)
Soit (fn)nen une suite de fonctions de L*(2) convergeant presque partout vers une fonction
mesurable f. Alors :

(fn — f dans Ll(Q)) < ((fu)nen est une suite équi-intégrable)

Remarque 3. Une suite (f,), est dite équi-intégrable si : Ye > 0, A C Q0 de mesure finie et
telle que :

1. VneN, [ fu(z)dr <e.

2. (VE C Q tel que mes(E) < 0) = ([ fu(z)dr <€)

11



Chapitre 2

Equations elliptiques quasi-linéaires
avec exposants critiques de
Hardy-Sobolev

Ce chapitre a pour but de montrer 'existence des solutions du probleme (1).
La référence de base pour ce chapitre est l'article de C.Guanwei [7].

2.1 Introduction

Considérons le probleme suivant :

wlP ()2
~Apu = p—u = fla,u) @€\ {0} (2.1)

O Ayu = div(|Vul?~* Vu) désigne I'opérateur différentiel p-Laplacien, Q est un domaine
borné dans RY (N > 3) de frontiere réguliere 9Q avec 0 € Q et u un parameétre positif.

On suppose que 0 < s < p < n, p*(s) = p(N — s)/(N — p) désigne I'exposant critique de
Hardy-Sobolev.

En particulier pour s =0 : p* = p*(0) = Np/(IN — p) est 'exposant critique de Sobolev.

On définit la norme

Jull = ( [ 15l dz)? (2.2)

Par I'inégalité de Poincaré, cette derniére est équivalente & la norme standard de W, ?(Q).
On définit la meilleure constante de Hardy-Sobolev par :

p
wew P @\(0} (o (Jul” ™ /|2|*)da)p/r* (<)

12



2.1. INTRODUCTION

Dans le cas ot s = 0 et u =1 alors (2.1) se réduit & un probléme elliptique quasi-linéaire :

(2.4)

—Apu— [uf” Pu=f(z,u) ze
u=20 x € 0€yg

Pour f(z,u) := h(z)u? Gongalves et Alves [4] ont montré que le probleme (2.4) admet des
solutions positives lorsque 2 <p< N ,0<g<p—1loup—1<g<p"—1.Dans ce qui suit,
nous supposons toujours que f vérifie : f(x,0) = 0, et on pose

t
F(x,t) ::/ f(z,s)ds, x €.
0
Avant d’énoncer nos principaux résultats, nous avons besoin des hypothéses suivantes :

(A1)

lim (f(z,t)/t""1) =0

o t—0+ _
feC(Q xRN R), et uniformément en x € Q
lim (f(z,0)/t7 ) =0

t—+o00

(As) I existe une constante p > p telle que
0< pF(z,t) < flx,t)t, Vo eQ, VteR"\{0}. (2.5)
Nos principaux résultats sont les suivants :

Théoréme 2.1.
Supposons que

1. N >3,

2. 0 < pu< o0,

3. 0<s<petl<p<N,
Si (Ay) et (A2) sont satisfaites et

1
p > max {p,p* (1 - > D - p} (2.6)
p p—1

Alors (2.1) admet au moins une solution positive.
Remarque 4. Si p > p et p> < N, alors (2.6) est vraie.
Nous avons le corollaire suivant :

Corollaire 2.2.
Supposons que 0 < p<oo ,0<s<p,p* <N ,etl<p<N. deplus, si (A;), (As) sont
vérifiées, alors (2.1) a au moins une solution positive

13



CHAPITRE 2. EQUATIONS ELLIPTIQUES QUASI-LINEAIRES AVEC EXPOSANTS
CRITIQUES DE HARDY-SOBOLEV

Remarque 5.
Le théoréme (2.1) généralise le théoréme (1.3) dans [5] dont les auteurs ont étudié le cas
flru)=XNu|u, p<r<p*.
Il eziste des fonctions f vérifiant les hypothéses du théoréme (2.1) mais pas celles dans [5].
Soit

fz,t) = g(x)|[t|" 2t +alt| 72, (2,t) € Ax R

ou g(x) >0,g€ L>®(Q),a>0etp<k<l<p’.
Dans ce cas, f vérifie les conditions du Théoreme (2.1) mais elle ne satisfait pas les hypothéses
du théoréme (1.3) dans [5].

2.2 Résultats auxiliaires

Dans ce qui suit, on note |[|.||,; la norme de LP(£2)).
On remarque que dans le théoréme (2.1), les valeurs de f(z,t) pour ¢ < 0 ne sont pas
retenues. A cet effet on définit

f(x,t) =0 pourz e, t<0

Nous considérons tout d’abord I'existence des solutions non triviales du probleme :

ut)P(s)—1
—Apu = pt I — 4 f(z,u) @€ 0\ {0} @7
u=20 x € 0N

La fonctionnelle d’énergie correspondante & (2.7) est donnée par :

1 P M (u+)p* (S) 1.p

I(u) = f/ Vul? dz — — / — de— / F(z,w)dz,u € Wi(Q) (2.8)
ple p*(s) Ja x| 2

Par les inégalités de Hardy-Sobolev ( voir [5]) et (A1), I est bien définie.

Maintenant, il est bien connu qu’il existe une correspondance injective entre les solutions

faibles de (2.7) et les points critiques de I sur W, ”(Q).

Plus précisément, on dit que u € Wy () est une solution faible de (2.7), si pour tout
v e W,?(Q) On a:

+)p*(8)*1

<I/(u),v> = /Q \Vul"~? (Vu, Vo)dz — /L/Q (u|x|svdx —/Qf(x,u)vdx =0 (2.9)

14



2.2. RESULTATS AUXILIAIRES

2.2.1 Lemmes fondamentaux

Pour démontrer le théoreme (2.1) on a besoin des lemmes suivants :

Lemme 2.3. Pour touta >0,0<b<1,etA>1, ona
(a+0)* <a*+ Aa+ 1) b (2.10)
Démonstration.

Soit
h(z) = (a+2)* —a* = XNa+ 1)z, A>1

La dérivée de h est donnée par :
W) =X ((a+2)" = (a+ 1))

il est clair que h'(x) < 0 pour tout z € [0, 1]. Ce-ci implique que h est décroissante sur [0, 1],
cest-a~-dire VO < b<1ona: h(b) <h(0)=0.
Il en déduit

(a+b)* <a*+Aa+1)21

Lemme 2.4. ([5]) Supposons que 1 <p <n,0<s<p etq=p*(s), alors on a :
1. A4(Q) ne dépend pas du domaine 2, on le note donc par As.

2. A, est atteint, lorsque Q = RN, par les fonctions

N — pyp—1\ NV —P)/p(p—s) /1) PN/ (=)
ye(x) = <€(N— 5)(pj) > <5+ | P D) (2.11)

pour certain € > 0. De plus, les fonctions y.(x) sont les seules solutions radiales
positives de
up*(s)il

dans RY. Par conséquent

q r
AE(/ (A dx)q :/ V.| do
RN x| RN
q
:/ |y6|s dl‘
RV |z|

— AW -9/ =9)

Lemme 2.5. (/5])
Soit (1), une suite bornée dans Wy (Q) et soit (¢n)n une suite telle que :
P < qn <P (8),q, — p*(s) quand n — oo. Alors il existe une sous suite ( notée aussi (un), )
telle que :
1. up, — u dans WyP(Q).
np
n—p

2. up, —> udans L"(Q) sil<r <p*=

3.8 Y dans LP(92).
x x

15



CHAPITRE 2. EQUATIONS ELLIPTIQUES QUASI-LINEAIRES AVEC EXPOSANTS
CRITIQUES DE HARDY-SOBOLEV

4. pour tout f € W, P(Q).

qn -2

‘un‘p*_Q

|z[*

|,

Uy, fdx —>/Q ufdx

o |zf°

5. Sip>2, alors :

[ etz < [ Juntrdz + [, - uftde -+ o(1)
Q Q Q

Lemme 2.6. Supposons que les hypothéses (Ay), (Az) sont satisfaites. S’il existe une
constante c telle que

(p—s) ) N— - _ _
0<c< |27 ) AWN=8)/(p=s) ,(p=N)/(p=s)
¢ <p(N —s)/) ° a

Alors I satisfait la condition de Palais-Smale (PS)..
Démonstration.

Soit (uy), une suite dans Wy (Q) satisfait (PS)., i.e pour ¢ € R on a;

{ I(u,) — ¢ dansR (2.12)

I'(u,) — 0 dans W5 (Q) (p' le conjugué de p)
Ou W~1#(Q) est I'espace dual de W'P(Q). On calcule I(u,) — 5 < I'(u,),u, >;

1 1 1 (u+)p*(s)
I(uy) — = < I'(uy), up >= ~||u,||P — / L dx
(1) = < ) == Sl = s [ L8

1
— _ p
[ Pl @))dz = |
1 (u )P ) 1

5, PE ot | F i) nde

11 1 1 (ut)P ()
S (e P - n d
(5= g )l (g = g )

_/S)F($7un(x))dx+é/ﬁf(x,un).undx

Ou 0 = min(p,p*(s)), ce qui donne

LI
p*

|~

et par 'hypothese (A1) on obtient :

_ (/Q (F(:v,un(x)) — ;f(:v,un)un)dm) > — (/Q (F(m,un(x)) - ;f(x,un)un)dx>

= 0

16



2.2. RESULTATS AUXILIAIRES

ce qui implique :
1

1 1

D’autre par; pour n assez grand, (2.12) donne;

{ [(un)] < e+1 (2.14)

| < I(un),un > [ < () [l-10 (@ [un]] = o(1)][un]|

Par la suite, en utilisant (2.13) et (2.14) on obtient :

1 1 1

(5= g)hll” < 1) = 5 < I, >
1

< T + 1 < T(un), > |

1
< et 1 go(D)lfunl] < e+ 1+ o(1)]u|

Alors (uy,) est une suite bornée dans Wy"(€Q) qui est réflexif, donc il existe une sous suite de
(u,) (notée aussi (u,)) telle que :

U, — u dans Wy (Q) (2.15)
Par injection compacte de W, ?(Q) dans L7(Q) pour 1 < v < p* on obtient ;
up, — u dans L7(€2) quand n — +00 (2.16)
Par le théoreme de convergence dominée inverse ;
u, — u p.p dans Q quand n — 400 (2.17)

Par 'injection continue de W,7?(Q) dans LP" () on obtient :

ualBe < C) < 400 (2.18)
Maintenant par le lemme 2.5 on a :
u u
L LP(Q) 2.19
” — dans (Q) (2.19)
De plus, pour v € W, (Q) :
p*(s)—2 p*(s)—2
/ M—%vdx — / |u|7uval9[: (2.20)
o  |zf a  |zf
En effet : (2.17) donne;
p*(s)—2 p*(s)—2
[un Yy [ - Yo p.p dans Q
|z[* |z
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CHAPITRE 2. EQUATIONS ELLIPTIQUES QUASI-LINEAIRES AVEC EXPOSANTS
CRITIQUES DE HARDY-SOBOLEV

En utilisant I'inégalité de Holder pour I'exposant pp(*s()) et son conjugué p*(s) on obtient :

p*(s)—2 p*(s)—1
/ —|u"‘ [t lv|dx = 7|un] |v|dx
Q | o |zl

/ <|un|p*(8))%(‘U’P*(s)>p*l(s)dx
o\ |z° | z]?
1

* *(s)— *
( |un |p (S) dx) pp*s(s) ! ( |fU|p (S) dm) p*(s)
Q |af o |ef

Par I'inégalité de Hardy-Sobolev, il existe C' > 0 tel que

|un|p*(8)_2|un’ %:;'p;g‘s()sgl N:;‘p*I(S)
/—\vldm < C’(/ |Vun|pdx> </ |Vv|pd1:)
Q |z|* Q Q

Or ||Vuy,||, est fini donc ||Vu,||,, est aussi fini alors on peut la majorer

=

Puisque (Vuy,), est une suite bornée.
Il en résulte, en vertu du théoreme de la convergence dominée que

p(s)—2 P
/|un| U da —>/ |u|7valx (2.21)

Maintenant, en utilisant la condition (A;) on a pour tout € > 0, il existe a(e) > 0 tel que :
pour tout (z,t) € 2 x (0,400);

1
— |t (2.22)

£(a, 4] < ale) + 55

Soit 1= > (0. Pour un sous ensemble F de () tel que mes(E) < ¢ on obtient :

< / dx+—5/|un
E

£
2a(¢) * 2701601

= ¢ — 0 quand mes(E) — 0

2a(¢)

‘ /E [z u,)uyde

< af(e).

D’apres le théoreme de Vitali, on conclut que :

/Qf(:p,un)undx — /Qf(x,u)udx quand n — +00 (2.23)
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2.2. RESULTATS AUXILIAIRES

En utilisant ’hypothese (Az) on obtient aussi :
/ F(z,u,)dr — / F(z,u)dr quand n — 400 (2.24)
Q 0
Or par (2.12) on a :
(u)P" )
< I'(up), t >= ||un] [P — M/ Wnl 7 g / (@, ) tndz = o(1) (2.25)
o |z Q
Pour v,, = u,, — u et en appliquant le lemme de Brézis-Lieb, on obtient :
+)p" () +)p* ()
o ||P + ||ul|P — ,u/ de —,u/ &dx —/ f(z,u).udx = o(1) (2.26)
o |z o |x|* Q

I1 en résulte de I'équations (2.21) que;
1- Il p (u+>p*(8) d
Jim < (un),u >=||u]| —,u/ﬂ‘x’s—/gf(as,u).u r=0 (2.27)

Comme I(u,) — ¢ quand n — +00 et en utilisant le lemme de Brézis-Lieb, on obtient :

1 1 o)) ut)P )
I(un) = ~loallP + =|lul? — == /(")s de — ¢ /( )s e
» P p(s) Jo 2] p*(s) Jo 7|

— /Q F(z,u)dz + o(1)

1 +)p*(s)
- ](u)+§||vn||p— H /Q(U") dx + o(1)

p*(s) |z[*
= c+o(l)
alors : () .
1 7 v )P
I(u) + —||lv,||P — / n dr =c+ o(1 2.28
)+l = S [ (1) (228)

D’autre part, les équations (2.26) et (2.27) donnent,
(v )P ()

1P — n/_ de = ol 2.29

loall? = g 255 = o) (2.20)

Alors;

l|on||P — 0 quand n — 400

Ou bien, il existe une sous suite de (v,), (notée aussi (v,) ) tel que :

lim ||v,||P =k

n—-+00
lim pfq dr =k

n—-+o0o ||

k>0

(Ujl-)p*(s)
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CHAPITRE 2. EQUATIONS ELLIPTIQUES QUASI-LINEAIRES AVEC EXPOSANTS
CRITIQUES DE HARDY-SOBOLEV

Comme :

P
As = ill}nf o p/p*(s)
weW, P (Q2)\0 (fQ u|p*(s>dm>

|z

Alors, pour tout n € N :

|U+|p*(8) p/p*(s)
el = A, ([ 5 )
o |zf°

Ce-ci implique :

p/p*(s)
—_
14

AN/ (N=5) | =(N=p)/(N=s)
AgN—S)/(p—S)#(p—N)/(p—S)

(A\VARYS

En passant a la limite dans(2.28), on aura

k k
I(u)+— — =c
(u) P p(s)
C-a-d p—5
I(u) + k=c
(u) p(N =)
Comme ( )
p—>s (N=s)/(p—s) ,,(p—N)/(p—s)
c< A H
p(N — )
Alors,
p—s
I(u < ——= As —k
(u) oV = S)( p—k)
Ce-ci implique que
I(u) <0

D’autre part, le fait que 0 est un minimum local de I, alors
I(u) >0
On aura, donc, une contradiction. Par la suite;

llon]|P = 0 quand n — +o00

Ce qui implique que (u,), est une suite convergente dans W ().

Par conséquent, la fonctionnelle [ satisfait la condition de Palais-Smale .

20

(2.30)

(2.31)



2.2. RESULTATS AUXILIAIRES

2.2.2 Quelques estimations sur les fonctions extrémales de Hardy-
Sobolev

Supposons, sans perte de généralité, que 0 € €2, et soit U. une fonction dans W1P(RY) définie

par
p—n

U.(x) = (5+ |x|>

telle que la meilleure constante de Hardy-Sobolev est atteint en U..
Soit 0 < ¢(x) < 1 une fonction dans C§° définie par

|1 sifz| <R
¢(x)_{0 si x| > 2R

ou Byr(0) C Q.

Posons u.(x) = ¢(2)U.(z). Quand € — 0, le comportement de u. sera le méme que celui de Uy
mais on aura besoin des estimations précises de ces termes.

Supposons que 0 < s < p et p > 2. On définit

Ue
Ve = 1

|u€‘p*(s) p*(s)
(fﬂ s dx

de telle sorte que

Alors, en utilisant les arguments du lemme (11.1) dans ([5]), on obtient les estimations
suivantes :

1.
Ay + Coe WP/ =) o ||P < A,y + Cye NP/ (=9 (2.32)

1
2. S8ir< p*(l — ), alors
p
(N—p)r . (N—p)r
Cyerr—s) < / |U€’ dr < Cyerle=)
Q

1
3. Sir=p* (1 — ), alors
p

(N-p)r W-p)r
Cre 5 [1n(e)] < [ Juolda < Cae o
Q

In(e)|
4. Sip* (1 — ;) <r < p*, alors

)

0D/ =N =r(T2)) / [T < Ce @D/ =) (V=r(%5
Q

(2.33)
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CHAPITRE 2. EQUATIONS ELLIPTIQUES QUASI-LINEAIRES AVEC EXPOSANTS
CRITIQUES DE HARDY-SOBOLEV

De plus, en utilisant l'injection de Sobolev et I'estimation (2.32), on déduit :

N

/Q 0P de < C4AY™ pour & — 0F

Lemme 2.7. Supposons que 0 < 0 < p. Sous les hypothéses (Ay) et (As), et pour

v (5) -5t
p>maxp,p (1——),p7 ———

p p—1
Alors, il existe ug € Wy(Q) \ {0} tel que

p—s N-— - —N)/(p—
sup I(tun) < —2—— 2 AN=s)/(p=5) ,(p=N)/(p—5)
tzg (tuo) p(N —s) ° a

Démonstration.
On consideére les fonctions :

P (s)

p*(s)

tP
g(t) = I{tve) = lvell” — n

— [ F(z,tv.)d
/Q(J:,v)x

" (s)
p*(s)

. £
g(t) = EIIUEH” — 1

Puisque :
Jim g(t) = —oo, g(0) =0
et pour t suffisamment petit, g(t) > 0, alors il existe t. > 0 tel que :

stggg(t) = g(t.)

On aura , par la suite;

g/(ts> = 0

_ . 1
= 7 (el — a7

174

Ce qui donne :
1

—1
174

el = O 4 [5G v eeda

Or f(z,t.v.)v. > 0, donc :
ve||? > put?” )P

p *S%
te < (H%H )p() ! ::tg

Ju

Ce qui implique :
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2.2. RESULTATS AUXILIAIRES

En utilisant 'hypothese (A;) on obtient ; pour tout € > 0 il existe d(¢) > 0 tel que :

|f(2, )] <et?” Tt +d(e)tP!

Par (2.38) et (2.41), on trouve :

. 1 .
el <t O g [ (el o
3

= Mt};*(s)fp + g/ﬂ (|t5|p*7p|'U€

PVdz + d(e) /Q 0. |Pd

De (2.39) et (2.42) il résulte que;

) (N e CY R
Q Q

En utilisant les estimations (2.32)-(2.34) et pour e suffisamment petit,
on conclut :

As

2

ti’*(s)ﬂn Z

Par 'estimation (2.32) on a :

z

—S

JoellP3 < (A4, + Ce¥io=) ™

N—s
p—s

on applique lemme (2.3) pour a = A,, b= C3eN"P)P5) ot \ =

N-—s

N=s N —5
ol < AF 4

p—S
N-—s

< AP+ OV

(Ay + 1) 7 10y -P0=9)

ot C7 = N=2(A, + 1)5571C5 , or 5 < p done e¥-PE-9) < o(N-5)(ps)

Ce qui implique :

—s N—s
||U5||P% < AP _|_C7€(N—5)(p_s)

P Ot o oda

on obtient :

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

D’un autre coté la fonction g(t) atteint son maximum pour ¢ = ¢ et on peut vérifier qu’ elle

est croissante sur l'intervalle [0, t2].
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CHAPITRE 2. EQUATIONS ELLIPTIQUES QUASI-LINEAIRES AVEC EXPOSANTS
CRITIQUES DE HARDY-SOBOLEV

p H
N—p
((vsnp> P ) .
= N S S (e
p ) p(N —s)\ p
[o:|[P7= » N —p » »
= MP — UE P slu/p S
’ (N )II |
p—S p=N Nos
_ i e
p(N —s)

L’hypothese (Ay) implique qu’il existe Cg > 0 tel que :

F(ZL‘,t) > C18|t|p

donc :
g(t.) = /Q x,t.ve)d
< / z,t va
Q
p—-
< PE WP - Galul [ ol
= p(N—s)

Et par (2.43) et (2.45) on obtient :

p—s ]::; =l 2N (N—s)(p—s) (As> HOET /
d p—s Cop == p — Cy| = ’d

g(te) <
N p—s
Ou Cy = ——C4.
TN =) T
Puisque s < p donc
(N =s)(p—s5)> (N —p)p—s)
de plus ¢ est au voisinage de 0, Alors :

g(N=8)(p=s)  (N=p)(p—s)

(2.46) devient;
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2.3. PREUVE DU THEOREME

Par la formule (2.6) et en appliquant I’estimation (2.33) pour r = p,

on obtient :

/ v,z > Cye @D/ =D N=p(352)) (2.48)

Q
D’apres (2.6), on a
>pt— ——
p=>p 1
Ce qui implique;
N-p_ p—1<N_ p(N—p))
p—s p—5 p
Comme ¢ est au voisinage 0, alors;;
/Q . |Pdz > Cue v (2.49)
Par suite :
— Nos o p— FHOET
g(ts) < (1])\78)14;_3 MF]‘Z + {CQNP—J: — CsCy (128) r p}?(Np)(pS)
p(N — s
Finalement, en choisissant ¢ suffisamment petit, on obtient :
p—S Nt p-N
supl(tv,) = g(t.) < ———AL  ur—s
up (tve) = g(te) (V=) 0

En prenant uy = v., on aura le résultat souhaité. O]

2.3 Preuve du théoreme

Soit X = Wol (). D’apres les inégalités de Sobolev et de Hardy-Sobolev, on peut montrer
que : Yu € X, on a

P < P " P*(s)
[ullye < Clull™,
I1 découle de (A;) que
36, >0, Vt>4, ona : |f(t)] <t~
Ve > 0, 30 < 69 < 01, tel que |f(t)] <etP™' pourt €]0,0], (2.51)
IM >0 tel que |f(t)| <M Vt € [6s,61]
uniformément en = € Q. En déduit que, pour tout t € Rt et 2 € Q
< pr-l =l M
@, ) s 7+ et + M (2.52)
<etPh 4 (14 Moy ™ )t
ce qui donne
1 *
|F($,t)‘ < —¢ |t’p + Cl(] |t‘p (253)
p

pour tout t € R et z € Q.
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Par (2.50) et (2.53) on a

wt)P (s)
1) =3l = 5 fo  pr=do = Jo F(r u)de. (2.54)
> 5 lull” = 5 a7 = Se ull” = € ful”
P p*(s) 2
pour ¢ assez petit.
Il existe, donc, 8 > 0 tel que
I(u) > 8, YuedB, ={ueWs(@Q),ul =r} (2.55)
pour r > ( assez petit.
D’apreés le lemme 2.7, il existe ug € Wy (Q) avec ug # 0 tel que
pb—s N— - —N)/(p—
sup I (tun) < —=—2 AN=8)/(p=s) ,(p—N)/(p—s) 2.56
tzg ( 0) p(N—S) s H ( )
Puisque F(z,t) est non négative, alors
* ’LL+ p*(s)
I(tug) = %tp ol — St ©) [, ( oli‘s dx — [ F(z,tug)dz (2.57)
* u+ p*(s) .
< 14 flug||? — St [, MLy
Par conséquent,
n1_1>ri100 I(tug) - —o0
on peut, donc choisir ¢y > 0 tel que
HtoUoH >, [(to’do) <0 (258)
A Taide du théoréme de col, il existe une suite (u,), C X satisfaisant
I(up) = c>p, I'(u,) =0 (2.59)
Ou
¢=Inf max I(h(t)),
De plus
<c=1i <
0<f<c=inf max I(h(t)) < max I(ttoug))
< sup I (tuo)
>0
(2.61)

< p(z]’\;js) AWN=8)/(p=s) ,(p=N)/(p=s)
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2.3. PREUVE DU THEOREME

Par le lemme (2.6), nous pouvons supposer que u, — u dans Wy™?(€).
Comme I  est continue, u est, donc, une solution faible de probléme (2.7). Alors

<I’(u),u_> =0
ou v~ = min{u,0}. c’est-a- dire : u > 0.

Par conséquent, u est une solution non-négative de (2.1).
Par suite , u est une solution positive du probleme (2.1).
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Conclusion

Nous nous sommes intéressés dans ce travail a l'existence et la multiplicité des solutions
positives d’une classe d’équations elliptiques quasi-linéaires avec un exposant critique de

Hardy-Sobolev .
Nous avons montré ce résultat en appliquant une méthode variationnelle représentée,

précisément, par le théoréme de col, Ainsi des techniques introduites dans [5].
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Résumé

L’objectif de ce mémoire est I'étude de I'existence des solutions
positives pour certaines equations elliptiques quasi-linéaires avec
exposants critiques de Hardy-Sobolev en appliquant une méthode
variationnelle, il s'agit du probléme suivant :

lu|P" ()2
Tu=f(x,u) x € Q\ {0}
u=20 X € 0Q

—Apu —p

Abstract

The object of this thesis is to study the existence of positive solutions for
a class of quasilinear elliptic equations with Hardy-Sobolev critical
exponents by using variational method; it is about the following problem:

|u p*(s)—Z
Tu=f(x,u) x € O\ {0}
u=20 X € 01}

—Apu—p
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