REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
Ministeredel’Enseignement Supérieur et dela
Recherche Scientifique

UNIVERSITE ABOU BEKR BELKAID TLEMCEN

Faculté des Sciences
Département de Physique

Mémoire

en vue del’ obtention du Diplome de M agistere
Option : Physique des Plasmas

Pr ésenté par

KEBBAB Meriem

Theme

Contribution a |’ analyse des solutions analytique
et numérique del’ équation de Vlasov

Soutenu le  Octobre 2012, devant lejury :

LEMERINI Mostefa pr of esseur Président
LIANI Bachir Professeur Encadreur
BOUHAFS Benamar M aitre de conférences Examinateur
BENTALHA ZineEl Abidine Maitre de conférences Examinateur

Année universitaire: 2012 - 2013




Remerciements

Avec I’aide de Dieu tout puissant, j’ai pu accomplir ce travail qui a été réaisé au
sein de Laboratoire de Physique Théorique (LPT) du département de Physique de la
Faculté des Sciences de I’Université de Tlemcen sous la direction de Monsieur LIANI
Bachir Professeur a la faculté des sciences de I’ université de Tlemcen, gque je remercie
chaleureusement, pour m'avoir accordé sa confiance pour diriger cette these. Ses grandes
qualités scientifiques et humaines ont permis que ce travail puisse avancer rigoureusement.

Merci Monsieur LIANI pour la gentillesse, et de m’ ouvrir la porte de recherche.

Je tiens a remercier profondément Mr LEMERINI Mostefa, Professeur a I’UABT

pour m’avoir fait I’ honneur de présider le jury de mathese.

Jexprime également ma profonde gratitude a tous les membres du jury qui ont
accepté de juger ce mémoire. A Messieurs, BOUHAFS Benamar, Maitre de Conférences a
I’Université de Tlemcen e¢ BENTALHA Zine El Abidine, Maitre de conférences a
I’Université de Tlemcen, pour leur disponibilité et pour avoir bien voulu examiner ce

travail.

Mes sinceres remerciements a Mr SARI Abdelhamid, Maitre de Conférences a
I"UABT pour ses conseils précieux et sa disponibilité généreuse durant |I’année 2011 et

auss ses grandes qualités scientifiques.

Je tiens ains a adresser mes sentiments de reconnaissance a tous ceux qui m'ont aidé
durant la préparation de ce Mémoire, en particulier M®'¢ SENOUDI Assia Rachida, Matre
de Conférences & I'UABT. Merci M®'® pour votre disponibilité, gentillesse, et toutes les

remargues preécises.

Un grand merci a tous mes collégues du Laboratoire de Physique Théorique et a

tous mes amis.

Enfin, je remercie du fond du cceur toute ma famille pour son appui durant toutes
CEeS années.

Un grand merci atous ceux qui me sont chers.



Dédicace
Jedédiecetravall a:

A matres chére méere
A lamémoire de mon pére qu'il se repose en paix
A mon cher frere et mes chéres sceurs

A mes amies: Hafida, Amina, Nouara, Latifa, .......



Table des matiéres

INtroduction SENEral....................oeee e e 1
CHAPITRE | : Phénomeénes dans les plasmas..............ccccccooeiiieiceseseseessnenevennes 6
L2 INErOTUCTION .ttt e st e et e st e s et e e s b neaeeae s ean e ene s 6
1.2 LeS dECharZeS ElECIIIQUES.....ccuiceieieteetteieeeere ettt sresbree b eebbes e sbesbeereaesrnesesresrsenes 6
1.3 LES ProCeSSUS A8 COIIISIONS.......ooieiieieie ettt ettt s s e s 8
1.3.1 COllISION ElaStiQUE.....ccuicuiieirieiireeertetecte et ettt sre s ebeebe s s sesbease sbesbesnnesssessensennns 8
1.3.2 COlliSION INEIASTIQUE.....ciiiee ettt se e s saesaesae e enes 10

@ EXCITATION ..ottt e e e s 10

e |onisation — RECOMDBINAISON.....ccoueeireiiiciirecc e 11

®  ATTACNEMENT ..t e e e e e e 12

®  Transfert de Charge. .. e e aereaans 12

1.4 Section efficace de diffuSiON ..o e s 13
1.5 LiDre parCOUISs MOYEN.. ..ottt et b et et ss e e e e e e aseeaesnesbe s see s 15
.6 Description statistique des gaz classiques dilUés..........cueceeveveeicceineenrieeene e e 15
1.6.1 GAZ ClasSIQUE QIlUB.......cueurieieiieiieiiriire ettt st st e e e e e e e s es b e 16
1.6.2 la fonction de distribution @ Une PartiCule..........cuveveveveeneeneiiecie e 16

Q) ECNEIIE D@ TEMIPS..ccuieecteete ettt b et et bbb sbesne s senbenns 17

b) EChelle d€ lONGUEBUF......cceeeeieeee ettt st e v e s es e sae e e an s 18
CHAPITRE Il : EQUAtions CINELIQUES................c.covvevveeveeeeeeeceeceeeeeee et 19
L INErOQUCTION ...ttt e e st e s st e ee e ebe s 19
[1.2 Equation de LioUVille d'UN 8Z PUF.......eiiiieiirieiiieee ettt sre v v ees s e n e sre v 20
[1.2.1 Densité dans I'espace des Phases........oveeereeieieieininee e e 20

[1.2.2 Equation de Liouville pour des variables CONJUBUEES..........cccceeveeeerrerreervecnnrrereneennn 21



[1.3 Systeme d'équations de BBGKY.........couverireiniiiiiieiie e et see st e e e esaenaee 23

I1.3.1 Fonction de distribution et densité Simples.........c.covvevveerecrriiiieiee e ceeeeeens 23
I1.3.2 Fonction de distribution et densité doubles..........c.ccooerieecinie e, 24
I1.3.3 Fonctions de distribution et densités Multiples.......cccccvvvevvevenecicce e 26
[1.3.4 Systeme d'équations de BBGKY.......cccceviiieiiienesesierie e e v se e 26

a) Equation d'éVOIUtioN de fi ..ot st st st 26

b) Equation d'évolution de fi ... e 28

c) Systeme d'équations de BBGKY. Méthodes de fermeture........cccccoveververerrenenne. 28

[1.4 EQuations CINELIQUES d'UN ZAZ PUN...ciiriiriieieeeteeerieire st et eeeereesbe e sre st sneessesbesne e st enes 29
[1.4.1 Equation de Liouville @ une partiCule........ueeceeeeie e 29
[1.4.2 EQUATION 0@ VIGSOV...cviiiiieiiiieeeete ettt ee st et s essebbes e saestesnesnsaesenseesnestesneesnssnnns 30
[1.4.2 EQUAtioN de BOIZMaANN....c.uiiiiieeec ettt st e e 31
RS oY ol U1 o o OO PR 32
CHAPITRE Ill : Résolution analytique de I’équation de Vlasow........................ 34
5 T o Yo [ Tt o o RS 34
[11.2 Rappels Math@matiQUES........ooeveirieieie ettt st e e e e e e b s 34
[11.2.1 Le thEOreme des rESIAUS......cccceieeeceeceieriet ettt st s et s s naese e e ens 34
[11.2.2 La transformeée de Laplace.......ouiieiririiniirire ettt st st st st s s e e 35

Q) INEFOAUCTION ...ttt et et st et ettt b b et es s e s easeaeenesanenes 35

D) DFINITION..cti ittt e et e e sae b eaesr b e b e n e e ene 36

c) Inversion de la transformée de Laplace.......ccouveveeiineeiecenencisece e 36

[11.2.3 La transformeée de FOUNIEI.......ovii ittt v sae st e 37

Q) INEFOTAUCTION ...ttt ettt e e r et es et s serseaseaeeaeetesaeeaee et nn 37

b) Transformée de Fourier d’'une fonction d’une variable.........cccccevveenececevceenrvennnnne. 37

c) Inversion de la transformation de FOUTEr.........coovieci e cieceeeeee e 38
1.3 Etude de I'’équation de VIasov-Poisson [INEAriSEe.........ccveveeveeeeiriceinrenrieeeenee e ceseeeee e, 38

1.4 AN OTTISSEMENT LANT@U...eeieiiieeeiee ettt et e et e s e tae e s et s etae s et ssesnnesessseaenss 48



CHAPITRE IV : Méthodes numeériques pour la résolution de I'équation de

VIasov et celle de BOItZMANN............oooeeeeeeee et eee e ee et eeeee e eeeees 51

A) La résolution numérique de I’équation de Vlasov

LY R [N o o o [W T u o ST U USRS 51
IV.2 Les équations de Vlasov-Maxwell et VIasov-PoisSON........ccccevevrecreceenreeviciieieeire e eeeeeens 51
IV.2.1 Les équations de IMaXWeEll........cceiveriniieieieieieriite e st s st st s s saaeeee 51
IV.2.2 Les équations de MaxwWell €N 3D.....cccocieieieeineeniieiieeereeiee et eesersssesbe e sreenes 52
IV.2.3 Les équations de Maxwell €N 2D.......ccocovvieieieieiiierirneresr s e 54
IV.2.4 Du systeme de Vlasov-Maxwell au systeme de Vlasov-Poisson...........cceevevennee. 55
[V.2.5 Conservation de 1a Charge........u i e 57
V1.3 La méthode numérique PIC (Particle-IN-Cell).......cccccvievviverrerriirine ettt eve e 58
LY 0 00 Tt o Yo [W ot o o VTR SRSPUTRONS 58
IV.3.2 Couplage avec les équations de MaxXxWell..........ceuueriiveneiieeeiieieiereeeenee e 58
IV.3.3 approximation particulaire de I'équation de VIasov...........eeeeveeviccieccenre e e 58
IV.4 La méthode numérique Semi-Lagrangienne..........couveverereireineeneeieeie e e sae e e s 59

A) La résolution numérique de I’équation de Boltzmann par Monte Carlo

IV.5 La méthode numérique Monte-Carlo (MC).....cccveeneireceiceinreeeieereeee et ereerveeaees 61
IV.5.2 INErOAUCTION ...ttt sttt b st e et b st es e ebe se e 61
IV.5.2 PrinCipe de 1a METNOE......c.ccue ittt ettt st v e e s 62
IV.5.3 Génération de NOMbres aléatoires .........ccovureeereeeneinece e e s e 63
IV.5.4 Calcul du temps de VOl lIDre... ..o 64
IV.5.5 Equations du mouvement de I"électron entre deux collisions successives............ 66

a) Champ magnétique transversal (B L E) ... ieecirecereiesreece e e 66
b) Cas d’un champ [oNItUINGl (B // E)ueueeevveeieeeeeiieeeeie ettt sassveeeens 68
IV.5.6 Calcul des probabilités de colliSioN........veverireiiiiiiiie e 69
IV.5.7 Traitement des COllISIONS........ccoeeireiiirecee et s e e 70

a) COlliSION laStiQUE.....cceiieviece ettt s s et st er e e se e e 70



b) Collision inélastique conservatives (excitation)..........ccceeeeeevececicieieeeeeceeeeee e 72

c) Collision inélastiqgue non-conservatives (ionisation)........cveeveeveecccsvnvreeereesenn. 73

d) Collision entrainant I'attachement électronique.........ccceveeeivrececesesceeineere e 73

IV.5.8 Calcul des parametres de tranSPOrt.. ... ceieeeereeiecceeenre e e eer e e 73

Q) ViItESSE U@ UBIIVE ...ttt ettt et st 74

b) Coefficient de diffusion tranSVersal..........cccccceeeeriecerrieiee e 74

c) Coefficient de diffusion longitudinal..........coeeevueeiieeiieieice s 75

d) Coefficient d ioNISAtION... ..ot e e 75

€) Coefficient d’attachement........ccooe oo e 75

F)  ENEIZIC MOYENNE .. oottt st sttt et st sbe et et s bt s e be e s e se saeaneas 76
CHAPITRE V : Résultats et diSCUSSIONS................cccooevevevrrvcrreceee e, 77

AV B (oY o Yo [V T PSS OTO OO 77
V.2 Sections efficaces ULIlISEES......ccuvivieeeeeeeee ettt sre e e e e e aeneaas 77
V.3 RESUIAtS OBLENUS......oiieie ettt et et eeste s s e ebeetesaseesaessennes 78
V.3.1 Vit@SSE U@ UBIIVE.....cceeeeeeeee ettt ste e ste st st st stesteseesee e naanaas 81
V.3.2 Coefficient de diffusion transversal........c.ouceecene e e e 84

V.3.3 Coefficient de diffusion longitudingl..........cueeveeveieiieceineicicecece e 87

V.3.4 Coefficient d ioniSatioN. ...t e e eer e 89

V.3.5 Coefficient d’attaChement............oooieieece e st s 92
V.3.6 Fonction de distribution..........c.cieirieineicce e 94
Conclusion et PersPECIVES...............oceceeeeeeeeeeeet ettt 98

RETFEI@INCES ..o e ee e eeeee e e e et eeesteeesesseneeseassensessassesessessennessasseneeneasensesens 100



Introduction général

Un plasma est un gaz constitué de particules chargées, ionisées, et dont la densité
satisfait simultanément deux critéres. Elle doit étre suffisamment élevée pour que les
particules obéissent aux lois statistiques, mais assez faible pour que les interactions
binaires soient négligeables comparées aux forces coulombiennes de longue portée. En
fait, la caractéristique d’un plasma est la prépondérance des effets collectifs sur les

interactions entre les particules.

Au-dessus d’une température de 100 000 K, la matiére est dans un état ionisé. Pour cette
raison, le plasma est parfois appelé le quatrieme état de la matiére. En effet,
I"augmentation de la température provoque le passage de I'état solide a I’état liquide. De
méme, si la température d’un liquide est assez élevée, il se transforme en gaz. Enfin, si un
gaz est porté a tres haute température, les particules sont ionisées, et 'on obtient un

plasma.

Bien que les plasmas soient trés peu présents sur la Terre dans leur état naturel, leurs
applications sont de plus en plus diversifiées. Dans la vie de tous les jours, on trouve les
plasmas dans les tubes a décharge électrique (tubes a néons), les arcs électriques... Les
premiers travaux d’expériences concernant la physique des plasmas remontent aux
années vingt par Langmuir, Tonks... Par exemple, les décharges électriques sont utilisées
dans le traitement de matériaux et de surfaces. Les plasmas se retrouvent également
dans les écrans plats. Cependant, I'application majeure de la physique des plasmas est la
recherche sur la fusion thermonucléaire controlée qui a pour but d’obtenir une énergie
propre et renouvelable utilisant la fusion a I'image de ce qui se produit dans une bombe a

hydrogene ou dans le soleil [1].

De fait, la recherche en physique des plasmas est importante. La production de plasma
colitant cher, il est important de développer la simulation numérique des plasmas. On

dispose actuellement trois types de modeles :



e Le modele microscopique: on considere le mouvement individuel de chaque
particule, régi par la loi de Newton. Mais le nombre de particules dans un plasma

est trop grand (de I'ordre de 10%°) pour pouvoir appliquer ce modéle [2].

e Le modele mésoscopique ou cinétique: Dans ce modele, chaque espéece de
particules est caractérisée par la moyenne statistique de sa répartition dans
I’espace des phases (i.e. des positions et des vitesses). La fonction de distribution
est définie comme la fonction qui donne la probabilité de présence des particules
pour un instant t et une position (x,v) de lI'espace des phases. On peut
maintenant faire une des deux approximations suivantes :

— en considérant uniquement des collisions binaires avec des particules

voisines, la fonction de distribution satisfait I'équation de Boltzmann.

— en supposant que les particules interagissent uniquement par le champ
moyen (solution des équations de Maxwell) gu’elles génerent, la fonction

de distribution est solution du systeme Vlasov—Maxwell.

Le choix entre ces deux approximations se fait en fonction du temps de parcours
moyen, défini comme le temps moyen avant qu’une particule du plasma n’entre
en collision avec une autre particule. Dans le cas ou le temps de simulation est
inférieur au temps de parcours moyen, il s’agit d’un plasma sans collision et on

peut utiliser le modele Vlasov-Maxwell.

e Le modele macroscopique ou fluide: lorsque le plasma est proche de I'équilibre
thermodynamique, donc ce modeéle est valable quand la fonction de distribution
est proche de la distribution de Maxwell-Boltzmann, on dit alors qu’on a une
fonction Maxwellienne. Ce modele se base sur un ensemble de lois de
conservation de grandeurs macroscopiques, incluant la densité n, la vitesse
moyenne v, et la pression scalaire p [3].

La modélisation des plasmas et des faisceaux de particules chargées peut se faire par une
fonction statistique dite fonction de distribution qui représente la probabilité de présence

de particules en un point de I'espace des phases. Cette fonction est alors solution de



I’équation de Vlasov qui fait intervenir un champ électromagnétique créé par les
particules chargées, lui-méme solution des équations de Maxwell. Sous certaines
hypotheses, le modele peut étre réduit au probleme de I’'équation de Vlasov couplée a

une équation de Poisson.

Dans I'étude de méthodes numériques pour résoudre ces problemes de type Vlasov-
Poisson ou Vlasov-Maxwell, deux axes de recherche peuvent étre dégagés. D’abord la
résolution de I'équation de Vlasov en elle-méme est un défi, car elle possede la
particularité d’étre posée dans I'espace des phases, et donc en 3D posée dans R®. Ensuite
son couplage avec les équations de Maxwell oblige alors a privilégier certaines méthodes
de résolution pour ces derniéres [4]. Premierement, pour résoudre |'équation de Vlasov,
on peut dégager deux grandes méthodes: la méthode particulaire dite PIC (Particle In
Cell) et la méthode numérique semi-Lgrangienne. La premiére méthode est la méthode
PIC qui consiste a suivre la trajectoire de grands ensembles de particules -des macro
particules- qui décrivent le plasma dans |'espace des phases. Pour cela on se donne une
distribution initiale i.e. une collection de N macro-particules de position et vitesse
aléatoires que I'on fait évoluer de facon déterministe suivant I'équation de Vlasov. La
deuxieme méthode est la méthode semi-Lagrangienne qui permet d'avancer la fonction
de distribution connue aux points d'un maillage de I'espace des phases en deux étapes. La
premiere consiste a calculer l'origine des trajectoires des particules aboutissant aux
nceuds du maillage de I'espace des phases et la deuxieme en une interpolation par splines

cubiques par exemple sur un maillage uniforme.

On s’est aussi intéresser dans ce travail a la résolution numérique de I'équation de
Boltzmann et le calcul des parametres de transport des électrons (vitesse de dérive, les
coefficients de diffusion et les coefficients d’ionisation et d’attachement) soumis a
I'action simultanée de champ électrique et magnétique uniformes dans le cas d’une
décharge dans un gaz faiblement ionisé par la méthode numérique Monte Carlo.
L'équation de Boltzmann est une équation d’évolution d'un gaz peu dense dont les

particules interagissent uniqguement par des collisions binaires.



Dans la littérature, il existe de nombreux travaux théoriques et expérimentaux consacrés
a I'étude de l'influence du champ électrique sur les décharges électriques dans les gaz
faiblement ionisé, les domaines d’application de ce type de décharge sont connus et
couvrent notamment les problemes d’isolation gazeuse, de laser a gaz, de traitement de

surface par plasma, etc....

Par contre, les travaux consacrés a |'étude de l'influence du champ magnétique dans les
décharges dans des gaz faiblement ionisés sont beaucoup moins nombreux. Les situations
particuliéres induites dans la décharge (en raison de la présence d’un champ magnétique
en plus du champ électrique habituel) peuvent mettre en évidence certains phénomenes
aidant a mieux comprendre les processus d’évolution et de formation de la décharge.
Parmi les applications le plus directement liées a la présence simultanée d’un champ
électrique et magnétique, on peut citer I'étude des propriétés de claquage des gaz, les
mesures de certains parameétres de transport simplifiés grace a la déflexion magnétique
des électrons et I'étude de la région cathodique des décharges luminescentes ou le

champ magnétique sert a réduire les instabilités de la décharge, etc....

Dans cette étude, on va utiliser la méthode de Monte-Carlo pour étudier le transport
électronique dans une décharge et pour calculer la fonction de distribution solution de
I’équation de Boltzmann en raison de sa plus grande facilité a mettre en oeuvre surtout
dans les situations complexes rencontrées en présence de champ électrique et
magnétique. Cette méthode permet de suivre les électrons I'un apres l'autre le long de
leur déplacement dans le gaz depuis leurs émissions jusqu’a leurs disparitions. A tout
instant et en tout point de la décharge. Grace a la méthode de Monte Carlo on peut

déterminer la trajectoire et la vitesse de chaque électron.

Le contenu de cette thése est réparti en quatre chapitres sont organisés de la maniére
suivante :

Dans le premier chapitre qui suit cette introduction générale, on fait quelques
rappels sur les plasmas, notamment les décharges électriques et les processus de
collision.

Le deuxiéme chapitre est consacré a I'étude de quelques équations cinétiques

telle que I'équation de Liouville, Vlasov et Boltzmann.



Dans le troisieme chapitre on fait une résolution analytique de I’équation
différentielle non linéaire de Vlasov par une technique mathématique « transformé de
Fourier-Laplace ».

Dans le quatrieme chapitre, on présentera les deux méthodes numériques PIC et
la méthode semi Lagrangienne pour le systeme Vlasov-Maxwell et Vlasov-Poisson et on
exposera aussi quelques rappels sur la méthode Monte Carlo qui est basée sur le tirage
des nombres aléatoires. On expliquera ensuite comment ces nombres peuvent étre
utilisés pour calculer le temps de vol d’une particule entre deux collisions, choisir le type
de collision que cette particule doit subir ainsi que la perte d’énergie.

Dans le cinquieme chapitre on décrit et interprete les résultats obtenus en
présence de champ électrique et magnétique d’abord perpendiculaires puis parallele
dans le cas particulier d’une décharge dans I’hydrogéne (H;) et dans I'azote (N,).

Enfin, nous terminons ce mémoire par une conclusion général.



CHAPITRE |

Phénomeénes dans les plasmas

I.1 Introduction

Le terme "plasma", introduit en physique en 1928 par le physicien Langmuir,
désigne un gaz ionisé électriquement neutre. Un plasma est donc un milieu constitué d'un
ensemble de particules neutres (atomes, molécules, radicaux), des ions, des électrons,
des photons émis et absorbés, et finalement un champ électromagnétique propre au
systeme et/ou appliqué. En réalité, plus de 99% de I'univers est sous forme de plasma. Ce
quatrieme état de la matiere, se trouve dans les nébuleuses, dans le nuage d'hydrogene
composant le milieu interstellaire, dans les étoiles (cceur de I'étoile siege de réactions de
fusion nucléaires), et dans l'environnement terrestre (ionosphére, magnétosphere,
foudre). Les plasmas sont aussi créés de facon artificielle, en laboratoire (décharges
électrique, tokamaks). Les décharges électriques dans les tubes fluorescents et les

plasmas de fusion dans les tokamaks en constituent deux exemples.

Par ailleurs, le développement de la physique des plasmas, a permis la découverte de
nombreuses applications technologiques telles que les lampes a néon, les télévisions a
écran plasma, les écrans plasmas, ainsi que tous les composants électroniques
nécessitant un traitement de surface par un plasma (dép6t, gravure, implantation ...).

Pour créer un plasma a partir d'un gaz neutre, il faut fournir de I'énergie pour arracher un
ou plusieurs électrons a chaque atome. Il faut donc qu'une énergie suffisante soit fournie
aux atomes pour qu'ils soient partiellement, ou méme totalement ionisés. Cette énergie

peut étre fournie de plusieurs facons : décharge électrique, le chauffage ....
1.2 Les décharges électriques dans les gaz

Pour ioniser un gaz, on l'injecte dans une enceinte confinée sous vide partiel ou a
pression atmosphérique. Le plasma est ensuite généré par l'action d'une décharge
électrique dans le gaz, qui a pour role de transférer de I'énergie a ce gaz pour l'exciter et

I'ioniser. En effet, du fait de leur faible masse, les électrons libres récupérent la quasi-



totalité de cette énergie et provoquent, par collisions avec les particules lourdes du gaz,

leur excitation et ionisation et donc I'entretien du plasma.

On distingue plusieurs types de décharges électriques :

1. Les décharges électriques en courant continu (DC) qui consistent a appliquer un
champ électrique intense entre deux électrodes placées dans uneenceinte (Figure(l-

1)).
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Figure (I-1) : Décharge électrique DC

2. Les décharges sans électrodes produites par un champ électromagnétique variable

de type basses fréquences, radiofréquences ou microondes (Figure (I-2)).
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Figure (I-2) : Décharge électrique par onde électromagnétique

Remarque 1 :'étoile associée a I'ion dans les figures signifie un ion excité



Si la décharge alimentée en continu ou en radiofréquences est accompagnée d’un champ
magnétique, on a une décharge de type magnétron. La présence d’'un champ magnétique
intense dans un champ électromagnétique micro-ondes conduit a un processus
d’excitation du plasma a la résonance cyclotronique électronique (ECR).

Le type de décharge est choisi en fonction du type d'application ou d'étude qu'on veut

réaliser.
1.3 Les processus de collisions

L'étude des collisions est une application tres intéressante, et particulierement
instructive, des lois de la mécanique concernant la quantité de mouvement et I'énergie
cinétique. Dans I'étude d’une collision, on ne s’intéresse pas au détail de l'interaction,
mais seulement aux caractéristiques de chacune des particules avant et apres
I'interaction. Le terme collision est a prendre au sens large, il n’y a pas forcément un
contact "physique" pour les objets (cométe autour du soleil ou déviation des charges

électriques par exemple).

Deux types de collisions doivent étre considérés :
e |es collisions élastiques ol la vitesse des particules est changée mais pas leurs
énergies internes.
e |es collisions inélastiques ol la nature, ou I'état interne, des particules sont

modifiés lors de la collision.
1.3.1 Collision élastique

Par définition lors d’une collision élastique, I'énergie interne des particules entrant en
collision ne subit aucune modification. Il y a simplement un changement de direction des
particules, avec une redistribution des énergies de translation entre les deux (Figure(I-3)).
Ceci se traduit par particules la conservation de la quantité de mouvement et de I'énergie

cinétique.
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Figure (I-3) : Représentation simplifiée d’une collision élastique électron-atome.

On considere une collision entre deux molécules. On désigne par p et p; les quantités de
mouvement des deux molécules avant la collision, et par p’ et p’, leurs quantités de
mouvement apres celle-ci. Les énergies cinétiques correspondantes sont désignées
respectivement, par &, & et &, ¢’;. La collision étant considérée comme locale et
instantanée, la quantité de mouvement totale est conservée lors du choc :

p+pi=p +p (1.1)
De plus, la collision étant, supposée élastique, I’énergie cinétique totale est conservée :

e+ =¢+¢, (1.2)
En introduisant la quantité de mouvement totale avant la collision M =p +p; et la

quantité de mouvement relative avant la collision T = 5 (p1 — p), ainsi que les quantités

correspondantes Net ' apres la collision, on peut réécrire les équations de conservation
(1.1) et (1.2) sous la forme équivalente :

n=n’ (1.3)

| = || (1.4)

La collision étant élastique donc elle produit une rotation de m qui 'améne sur 1 'sans

changer son module. La collision est complétement déterminée par la donnée de N et 7,

ainsi que des angles (6, ¢)dits angles de diffusion, de ’ par rapport a .

Le probleme est équivalent a celui de la diffusion d’'une molécule par un centre de forces
fictif fixe, représenté par le point O sur la figure (I-4). La molécule s’approche de O avec
une quantité de mouvement 7 et un parameétre d’impact b. Comme |rt| = |r’| I'état final

est précisé par les deux angles de diffusion fet ¢, désignés collectivement par Q.



Figure (I-4) : Diffusion d’une molécule par un centre de forces fixe O.

La seule donnée des quantités de mouvement initiales p et p; ne suffit pas a déterminer
complétement la collision, parce que le paramétre d’'impact n’estpas précisé. La donnée
de p et p, définit en fait une classe de collisions avec différents parametres d’impact, et

donc différents angles de diffusion.

On décrit généralement cette classe de collisions en imaginant un faisceau de particules
de quantité de mouvement initiale ir, uniformément réparti dans I'espace, incident sur le
centre de forces O. Le flux incident est défini comme le nombre de molécules traversant
par seconde l'unité de surface perpendiculaire au faisceau incident. Par définition de la
section efficace différentielle de collision a(Q), le nombre de molécules défléchies par
seconde dans une direction contenue dans I'élément d’angle solide dQ est égal au
produit du flux incident par o(Q)dQ. Dans cette description classique de la collision, on
écrit :
a(Q) = bdbd®

La section efficace différentielle o(Q) est une quantité directement mesurable, qui peut

aussi étre calculée si le potentiel d’interaction de paire est connu.
1.3.2 Collision inélastique

Les collisions inélastiques qui sont au contraire celles dans lesquelles il y a changement
d'état interne d'au moins une des particules (excitation, désexcitation) et méme
éventuellement création ou destruction de particules (ionisation, dissociation,
recombinaison, ...). Dans les collisions inélastiques qui se produisent au cours des

réactions chimiques, il y a non seulement échange de quantité de mouvement et
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d'énergie cinétique, mais aussi transformation d'énergie cinétique en énergie chimique et
vice versa.

Ces collisions sont susceptibles de créer ou de faire disparaitre des particules dans le gaz.
Elles sont donc trés importantes pour I'étude de la production et de la destruction des
plasmas. Elles jouent un réle important dans la dynamique des gaz ionisés.

L'interaction d’une particule massive avec un photon peut étre considérée comme une

collision inélastique.
e Excitation

La collision inélastique est dite conservative lorsqu’il y a le nombre de particule avant et
apres collision méme si I'énergie cinétique n’est pas conservée. C'est le cas par exemple
des collisions entrainant I'excitation des niveaux optiques, vibrationnelles ou
rotationnelles des molécules cibles.

Les processus d’excitation deviennent significatifs lorsque le champ réduit augmente, cela
entraine une augmentation de I'énergie des particules projectiles au-dela du seuil
d’excitation. Dans la figure suivante on représente le schéma simplifiée de I'excitation par
impact électronique, ou I’électron effectue une collision avec I'électron de I'orbitale de la
particule cible. Si I'énergie transmise a cet électron est supérieure ou égale au seuil
d’excitation &,,., la particule cible passe de I'état fondamental a un état excité qui peut
étre de type radiatif. Dans ce cas, la désexcitation est accompagnée par une émission de
photons. Ceci n’est pas le cas des états excités de type métastables qui se désexcitent en

général suite a une collision.

®
/e
A
N

A

*

A

Al

Figure (I-5) : Représentation simplifiée d’'une collision d’excitation.

¢ |onisation - Recombinaison
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L'ionisation est un processus majeur pour le maintien de la décharge électrique.
L’ionisation par impact électronique de la particule cible donne naissance a un électron et
un ion positif. Les électrons éjectés et diffusés sont ensuite accélérés par le champ

électrique.

Figure (I-6) : Représentation simplifiée de I'ionisation par impact électronique

Dans le cas d’ionisation par impact électronique, il y a aussi la création d’un ion positif. Ce
dernier, prend les paramétres de la particule cible (vitesse, direction, énergie). Un autre

processus peut intervenir ou |’électron peut effectuer une ionisation dissociative.

La recombinaison c’est la réaction inverse de l'ionisation, elle peut se faire entre un ion
positif et un ion négatif. Au cours de la collision, il y a un transfert d’'un électron de l'ion
négatif vers I'ion positif produisant la neutralisation de ces deux ions. Ce processus joue
un role important pour la diminution des ions négatifs et par suite la balance de cette
espéce dans les décharges basse pression. Il peut y avoir aussi une recombinaison quand
un électron rencontre un ion positif. Dans ce cas, il y a une probabilité que I'électron soit
capturé par l'ion, surtout si I’énergie de I'électron est relativement faible, ainsi produisant
une particule neutre. Il y a plusieurs types de réactions qui peuvent donner lieu a cette

“disparition de charges” par recombinaison.
e Attachement

Dans les gaz électronégatifs (O,, Ny, Cl, F...,), les atomes ou les molécules en raison de leur
affinité électroniques peuvent devenir des ions négatifs lors d’un impact électronique. Ce
processus peut jouer un role tres important parce qu’il modifie le transport et le champ

électrique de charge d’espace dans le plasma.
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Le schéma simplifié du processus d’attachement est donnée sur la figure (1.10). Apres une
collision d’attachement, I'électron va s’accrocher sur une orbitale de la particule cible A

pour donner un ion négatif A".

l._ I::} % ::} %‘%_
e
A

Figure (I-7) : Représentation simplifiée de I'attachement direct.

Le processus inverse de ce phénomeéne c’est le détachement : lors d’'une collision entre
un ion négatif et une particule neutre, un électron se détache et conduit a la
neutralisation de l'ion négatif. On peut aussi avoir un détachement par impact
électronique mais qui est généralement négligeable dans le cas des gaz faiblement
ionisés. Il faut noter que ce détachement par impact électronique est similaire a
I'ionisation par impact électronique, dans le sens ou I’électron entre en collision avec un

ion négatif libérant un électron et neutralisant I'ion.
e Transfert de charge

Ce type de réaction a lieu entre un ion et un atome (ou une molécule). Si I'on se déplace
sous l'action d’un champ électrique dans un gaz parent (par exemple I'ion AB* dans un gaz
AB), le transfert de charge est dite résonant ou symétrique. Par contre, le transfert de
charge est dit non-résonant ou asymétrique lorsque l'ion se déplace dans un gaz non-
parent (par exemple I'ion A" dans le gaz AB). Au cours d’un transfert de charge résonant
Iion énergétique A" devient un neutre rapide et le neutre B devient un ion ou se

commence sa vie par I'énergie thermique du gaz.

Dans les plasmas froids non-thermiques, le transfert de charge joue un réle important sur
la redistribution de |’énergie moyenne des ions dans le plasma car il permet de
transformer un ion rapide en un ion lent.

La figure (I-8) montre un schéma simplifiée de transfert de charge non-résonant entre

Iion A" et le gaz atomique B.
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Figure (I-8) : Représentation schématique d’une collision de transfert de charge non-

résonant.

1.4 Section efficace de diffusion

Par exemple, considérons le cas d’une réaction élastique donnant lieu a un échange
d’impulsion, la vitesse du projectile A, apres réaction sur la cible B, est paramétrée par
deux angles 6 et ¢ décrivant la direction de sortie du projectile ; dans un repere
sphérique centré sur la cible 8 et ¢ prenant leurs valeurs dans I'intervalle [0, ir] X [0, 2m]
: A+ B > A (0, ¢)+B. Pour ce type de réaction avec une infinité de voies de sortie la
généralisation de la section efficace de réaction nécessite la prise en compte d’un angle
solide élémentaire de diffusion dQ = sinf dfd¢ et du nombre de particules d?n, (8, ¢)
se trouvant aprés la réaction dans cet angle solide élémentaire dQ. La définition de la
section efficace différentielle de diffusion angulaire do /dQ est ainsi donnée par :

d?n,(0, o
atdQ  la+B—A(0,)+B aq

La définition précédente peut s’interpréter comme le rapport du flux angulaire sortant

sur le flux surfacique entrant.

[ Nombre de particule A dif fusés dans dQ(6,¢)
E par unité d’anglesolide dQetunité de temps dt

do — [ Nombre de particule A incidente ] (1.6)
par unité de surface dS et unité de temps dt
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Figure (1-9): Section efficace de diffusion.

Le calcul ou la mesure des sections efficaces est une discipline a part entiére qui releve de
la physique des collisions atomiques, moléculaires et nucléaires; le physicien des plasmas
est un utilisateur de ce type de données, soit dans le cadre de codes numériques d’étude
de la réactivité, soit dans le contexte de modeles analytiques cinétiques. Les quantités
dérivées de la section efficace que sont le libre parcours moyen, la fréquence de collision
et le taux de réactivité sont souvent plus pertinentes en physique des plasmas; Leurs

relations avec les sections efficaces sont établies dans le paragraphe suivant.
I.5 Libre parcours moyen

Le libre parcours d’'une particule test, interagissant avec une population de particules
cibles, est défini comme la distance parcourue par cette particule test entre deux
collisions ou réactions successives. Le libre parcours moyen est la valeur moyenne de
cette quantité. La fréquence de collision est I'inverse du temps entre deux collisions ou
réactions successives, par extension, sa valeur moyenne est aussi dénommée fréquence
de collision.

Le libre parcours moyen de la réaction, [, et la fréquence de collision, v, sont reliés a la

section efficace, o, et a la densité de particules cibles a travers les relations:
l=— (1.7)
vV = gvng (1.8)
1.6 Description statistique des gaz classiques dilués

L’évolution statistique d’un systéme classique de N particules avec des interactions de

paire peut en principe étre étudiée au moyen de la hiérarchie BBGKY pour les fonctions
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de distribution réduites. Si I'on n’effectue aucune approximation, I’équation d’évolution
de la fonction de distribution a une particule fait intervenir la fonction de distribution a
deux particules, et ainsi de suite. L'étude de I'évolution de la fonction de distribution a
une particule est donc délicate. Dans certains cas, il est toutefois possible, moyennant des
approximations convenables, d’obtenir une équation d’évolution fermée pour la fonction
de distribution a une particule (chapitre Il). Si I'effet des collisions conduisant a
I'irréversibilité de I'évolution est pris en compte par ces approximations, I'équation
d’évolution obtenue appartient a la classe des équations cinétiques. Il existe divers types
d’équations cinétiques, chacune d’entre elles étant relative a un systeme physique

particulier placé dans des conditions données.

Historiguement, les premiers systemes a avoir été étudiés au moyen d’une équation
cinétique sont les gaz classiques dilués de molécules effectuant des collisions binaires.
L’approche cinétique repose dans ce cas sur « |I"hypothése du chaos moléculaire », selon
laquelle, dans la description d’une collision, les corrélations éventuelles entre les vitesses
des deux molécules avant le choc peuvent étre négligées. L'évolution de la fonction de
distribution a une particule est alors régie par I'équation de Boltzmann (L. Boltzmann,
1872).

De facon générale, la validité des approches cinétiques repose sur I'existence au sein d’un
systeme de deux échelles de temps bien séparées. Dans le cas des gaz classiques dilués
auxquels s’applique I'équation de Boltzmann, I’échelle de temps courte est la durée d’une
collision, tandis que I"échelle de temps longue est I'intervalle de temps moyen séparant

deux collisions successives d’'une méme molécule.
1.6.1 Gaz classique dilué

Dans la théorie cinétique classique, on s’intéresse a un gaz dilué de N molécules
identiques de masse m confinées a l'intérieur d’'une boite de volume V. Le gaz est
considéré comme parfait, ce qui signifie que I'énergie potentielle d’interaction entre les
molécules est négligeable par rapport a leur énergie cinétique. A température fixée, cette
approximation est d’autant meilleure que le gaz est plus dilué. La dilution se traduit par
I'inégalité :

To < d (1.9)

-16 -



Ou 1, désigne la portée des forces intermoléculaires et d~n"1/3 |a distance moyenne
entre les molécules (n = N/V est la densité du gaz). Ainsi, les molécules d’un gaz dilué
sont la plupart du temps libres et indépendantes. Cependant les collisions, qui
redistribuent I'énergie entre les molécules, jouent un role essentiel dans I’évolution du
gaz vers I'équilibre. Nous étudierons cet effet, en ne prenant en compte que les collisions

binaires.

Par ailleurs, la température est supposée suffisamment élevée et la densité du gaz
suffisamment faible pour que les molécules puissent étre représentées par des paquets
d’onde localisés, dont les dimensions, mesurées par la longueur d’onde thermique
A= h(ankT)‘l/Z, sont petites par rapport a la distance intermoléculaire moyenne :
A1KLd (1.10)
Chaque molécule du gaz peut alors étre considérée comme une particule classique
possédant une position et une impulsion bien définies. Les molécules sont traitées

comme des particules indiscernables.
1.6.2 la fonction de distribution a une particule

Le gaz modélisé par un systeme de N particules ponctuelles classiques indiscernables
est décrit par un hamiltonien dépendant des coordonnées et des impulsions de toutes les
particules. L'espace des phases ayant 6Ndimensions, la fonction de distribution du

systeme dépend, outre le temps, de 6N variables coordonnées et impulsions.

Dans le cas d’un gaz dilué, il n’est cependant pas nécessaire de connaitre la fonction
de distribution complete pour rendre compte de la plupart des propriétés
macroscopiques. En effet, une molécule donnée n’interagit jamais avec plus d’une autre a
la fois et se meut librement, entre deux collisions successives. La durée 7, de chaque
collision est beaucoup plus courte que le temps de collision 7, défini comme l'intervalle
de temps moyen séparant deux collisions successives d’'une méme molécule : dans un gaz
dilué, une molécule, pour l'essentiel du temps, n’interagit pas avec d’autres. Les
propriétés macroscopiques d’un gaz dilué peuvent donc étre obtenues a partir de la
fonction de distribution a une particule, qui dépend, outre letemps, de six variables

coordonnées et impulsions.
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c) Echelle de temps

Etablir une équation d’évolution pour la fonction de distribution a une particule f
dans un gaz dilué consiste a obtenir une expression de df /dt appropriée a la physique du
probleme. Dans la quantité écrite sous la forme mathématique de la dérivée df/dt, le
symbole dt ne représente pas un intervalle de temps infinitésimal mais un intervalle de
temps fini At pendant lequel se produit une variation Af (représentée par df) de la
fonction de distribution. Cette variation est due notamment aux collisions se produisant
pendant l'intervalle de temps At. Celui-ci doit étre comparé aux diverses échelles de

temps caractéristiques de |’évolution du gaz.

La plus petite de celle-ci est la durée 7, d’une collision, temps beaucoup plus petite
que le temps de collision 7: 7y < 7. Le temps de collision est lui-méme en principe tres
petit devant le temps de relaxation 7, vers un équilibre local, puisqu’un tel équilibre est le
résultat de nombreuses collisions : T < t,. Il existe enfin une derniére échelle de temps
notée 74,, beaucoup plus longue que 7, caractérisant, I'évolution macroscopique du gaz

vers I'équilibre thermodynamique global : 7, < 74,.

L’équation de Boltzmann est une équation fermée pour la fonction de distribution a
une particule dans un gaz classique dilué. Elle décrit, I'évolution de f sur un intervalle de
temps At intermédiaire entre 7, et 7, Cela signifie que pour un tel intervalle de temps,
elle permet de calculer f(t + At) a partir de f (t) . Cette étape de I'évolution d’un gaz
initialement hors d’équilibre, caractérisée par les inégalités :

Ty K At K T, (1.11)

est appelée I'étape cinétique.
d) Echelles de longueur

Il existe corrélativement au sein du gaz diverses échelles de longueur caractéristiques,
notamment la portée 1, des forces intermoléculaires et le libre parcours moyen . Le libre

parcours moyen est défini comme I'échelle de longueur associée au temps de collision 7.

On peut prendre aussi comme estimation de [:

I~—~= (.12)
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Le gaz étant dilué, on ary < d, et, par suite, d < . On a donc également ry < [. On doit
enfin prendre en compte une derniére échelle de longueur, macroscopique et notée L,
caractérisant les dimensions linéaires de la boite contenant le gaz.

L’équation de Boltzmann met en jeu des distances Al intermédiaires entre ryet [ :

1o K Al K 1 (1.13)
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CHAPITRE Il

Equations cinétiques

I1.1 Introduction

Pour décrire I'état d'un gaz on peut adopter les méthodes de I'hydrodynamique, c'est-a-
dire introduire un certain nombre de grandeurs macroscopiques telles que la densité, la
vitesse du fluide, la pression, etc. On peut aussi, pour des études plus fines, tenir compte
de la nature moléculaire du fluide, en introduisant des grandeurs telles que les fonctions
de distribution des vitesses qui donnent une description microscopique classique du

fluide [5].

Pour pouvoir déterminer la fonction de distribution d’un systeme classique tel qu’un gaz
ou un liquide, il est nécessaire de connaitre son Hamiltonien. La structure de celui-ci
dépend de la nature des interactions entre les particules, ainsi que de la présence
éventuelle des champs extérieurs. Nous nous intéressons ici a un systeme de particules
dont les interactions sont limitées aux interactions de paire. Méme dans ce cas, la
résolution de I’équation de Liouville constitue un probleme extrémement compliqué,
principalement parce que la fonction de distribution concerne I'ensemble des particules
en interaction.

Cependant, les variables dynamiques intéressantes dans la pratique, par exemple
I’énergie cinétique ou I'énergie potentielle du systeme, sont des sommes de quantités
dont chacune fait intervenir les coordonnées et les impulsions d’un trés petit nombre de
particules. C'est pourquoi I'on introduit des fonctions de distribution réduites (concernant
un nombre limité de particules), dont la connaissance suffit a déterminer les valeurs
moyenne des variables dynamiques pertinentes. Parmi les fonctions de distribution
réduites, celle qui, joue le role le plus important est la fonction de distribution a une
particule. Son évolution se déduit d’'une hiérarchie d’équations couplées faisant intervenir

successivement les fonctions de distribution réduites a une, deux ...particules.
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Ace stade, on est donc amené a proposer des schémas d’approximation permettant
d’obtenir, a partir de la hiérarchie d’équations couplées pour les fonctions de distribution
réduites, une équation d’évolution fermée pour la fonction de distribution a une
particule. Diverses équations d’évolution approchées ont ainsi été introduites, chacune
étant adaptée a un contexte physique spécifique. Atitre d’exemple, on présente dans ce
chapitre I'équation de Vlasov décrivant le début de I'évolution d’'un gaz ionisé a partir
d’un état initial hors d’équilibre [6] ainsi que I'équation de Boltzmann qui décrit

I’évolution de la fonction de distribution en présence de collision.
1.2 Equation de Liouville d'un gaz pur
11.2.1 Densité dans I'espace des phases

Soit N le nombre des particules du systeme, si le gaz est un corps pur, ce sont N
molécules identiques que nous numérotons de 1 a N.Nous les considérons comme des
particules ponctuelles : I'état de chacune d'entre elles est défini par un vecteur position
7et un vecteur vitesse .

L'état (ou phase) du systéme a un instant t est donc défini par la donnée de I'ensemble

des vecteurs :

ORI o~ (I1.1)
TR TAIE T (11.2)

Cet ensemble définit un point dans un espace a 6N dimensions appelé espace de phase.
La connaissance exacte de ces 6N parametres est impossible pour des raisons pratiques
(grande valeur de N) et fondamentales (indéterminations quantiques). Nous nous

contenterons donc au mieux de définir une densité de probabilité :

D(T1,72, e e s iy TNy U1y Ugy eer wee e e, Uy, ) (11.3)

En appelant par définition :
D drydr, ...drydvidv, ... dvy (1.4)
la probabilité que la phase du systeme soit a I'instant considéré a l'intérieur d'un élément

de volume a 6 Ndimensions :

dridr, ...drydvidv, ...dvy (1.5)
situé au voisinage du point 77,75, ... cee.., Ty, U1, Ugy cer wee -, Uy,
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En langage plus physique, la probabilité (I.4) est celle des états du systéme pour lesquels
la particule 1 se trouve a l'intérieur d'un petit élément de volume de I'espace ordinaire :

dr; = dx;dy,dz, (1.6)
et possede un vecteur vitesse dont |'extrémité se trouve a l'intérieur du petit élément de
volume de I'espace des vitesses :

dv; = dvy,dvy,dvy, (1.7)
en méme temps que la particule 2 se trouve a l'intérieur de I'élément de volume dr,avec
un vecteur vitesse dont I'extrémité est dans dv,, et ainsi de suite, jusqu'a la particule N.
La probabilité totale de trouver le systeme dans un état quelconque étant égale a I'unité,
ona:

[ D drydr, ...drydvidv, ...dvy =1 (11.8)
Dans cette formule, les intégrations sur les variables 7 sont étendues au volume Voccupé

par le gaz et celles sur les variables ¥ a la totalité de I'espace des vitesses.

On dit qu'il n'y a pas de corrélations entre les particules quand la fonction D est un
produit de N fonctions relatives chacune a I'une des particules, c'est-a-dire quand on a :

D = Dy(71,v4,t).Dy(75,05,t) ... ... Dy(Ty, vN, t) (1.9)
Toutes les fonctions individuelles ont été prises formellement identiques et notées D, ;
cette identité est imposée par l'indiscernabilité des particules.
On dit au contraire qu'il y a des corrélations entre les particules quand la fonction D

n'obéit pas a I'équation (11.9).
11.2.2 Equation de Liouville pour des variables conjuguées

Comme toutes les grandeurs cinétiques et hydrodynamiques dérivent de la densité en
phase D, nous commencons par rappeler I'équation dite de Liouville, qui régit I'évolution
de cette fonction.

En fait, celle-ci ne s'écrit simplement que si les variables décrivant I'état du systéeme sont
des variables canoniques conjuguées au sens de Hamilton. C'est pourquoi nous
changeons d'abord légerement la définition de la densité en phase de la facon suivante :
désignons par q4,qs3, ----,q3n ; P1,P2, - P3n Une suite de variables scalaires conjuguées
que nous écrivons en abrégé(q;, p;), décrivant I'état du systéme, et par :

D(q;,pi, t)dT (11.10)

-22-



avec:

dF S dqldqz e -dQ3N dpldpz . dp3N

la probabilité que le point représentatif du systéeme soit dans I'élément de volume dI'de
ce nouvel espace des phases(q;, p;)- Soit H(q;, p;) I'hnamiltonien du systeme exprimé en

fonction de ces variables canoniques. Les équations du mouvement de Hamilton-Jacobi

s'écrivent :
aq; OH
—_— = .11
dt ap; ( )
dp; OH
S (1.12)
dt aq;

Supposons qu'a l'instant t, le systeme ait son point représentatif a l'intérieur d'un
élément de volume dI' de l'espace des phases. Si on considere un point représentatif
quelconque de dT, il lui correspond une trajectoire parfaitement définie. A l'instant t'on
peut considérer la nouvelle position qu'a pris chaque point représentatif en suivant sa
trajectoire: I'ensemble de ces positions remplit un élément de volume dI'de I'espace des
phases. Par différentiation des équations de Hamilton-Jacobi (I1.11), (1l.12) on établit
facilement le théoréme de Liouville qui exprime la conservation du volume de I'espace
des phases lors de I'évolution du systéme, soit:

dl = dr’ (1.13)
On peut alors remarquer que, puisque les points représentatifs de dI" se retrouvent dans
dI’, la probabilité de trouver le systeme dans dI"a l'instant t’est égale a celle que I'on

avait a l'instant t de la trouver dans dT’, soit:

D(q;,p;, )dl" = D(q;, p;, t)dT (1.14)
d'ol, compte tenu de (11.13) :
D(q;,pi,t) = D(qu,piy 1) (11.15)
On dit que D se conserve en suivant le mouvement, ce qu'on écrit:
dD
=0 (11.16)
dt

ou plus explicitement en utilisant les dérivées partielles de D a l'instant t :

Z3N dql__D 3N dpi 0D _ 0

S .17
=1 dt 0dq; =1 dt 0Jp; ( )

On peut maintenant revenir aux variables 7;et ¥; et écrire I'équation de Liouville relative a

la fonction D usuelle. Pour commencer, on suppose que les vitesses des particules sont
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faibles devant la vitesse de la lumiére, et que toutes les forces agissant sur elles sont
indépendantes de la vitesse et dérivent de potentiels. On peut alors écrire I'hamiltonien

du systéme sous la forme :

H :Zi%+2i(pi+22j¢iq)lj (1.18)
avec :
B; = mb; (11.19)
@; est I'énergie potentielle de la particule i du fait d'un champ de forces extérieures, et
@;; I'énergie potentielle d'interaction des particules i et j.

par dérivation on obtient par exemple :

0H _dx;

i =V = ar (”20)
0H _ 0¢; 9¢ij _ _ _ 9Dix
ax;  0x; +2 ox; Xix = Dji Xijx = at (1.21)
En désignant par )?i + Zl-ij )?l-j la force totale agissant sur la particule i.
Donc on peut écrire I'équation de Liouville (1.17) sous la forme suivante :
oD - Xi+YiziX;i 0D
_t + Z?’:l + Zl =y 617 =0 (”22)
i

.
Ou : X; est la force due aux potentiels scalaire et vecteur.

)?ij est la force due au potentiel d’interaction de paire.
I1.3 Systeme d'équations de BBGKY
11.3.1 Fonction de distribution et densité simples

La fonction D contient le maximum d'information que I'on puisse avoir sur le fluide; en
fait, on ne peut jamais atteindre ce maximum et I'on doit se contenter de fonctions
décrivant moins finement I'état du fluide.

Cherchons donc, la probabilité des états du systeme dans lesquels la particule 1 est a
l'intérieur de I'élément de volume dr; et possede un vecteur vitesse dont I'extrémité est a
I'intérieur de I'élément de volume dv;, les états des particules 2,3, ...,N étant par contre

absolument quelconques. On obtient évidemment cette probabilité en intégrant la

probabilité élémentaire sur tous les espaces des positions 77,75, ... ....., Ty (limités au
volume V) et sur tous les espaces des vitesses Uy, Uy, ... ....., Uy Ce qui s'écrit :
drydv, [ Ddr,dv, .....drydvy (1.23)
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Il faut d'ailleurs noter que la numérotation des particules introduite pour définir D est
artificielle et arbitraire, puisque les particules sont indiscernables. La probabilité pour
qu'une autre particule 2,3,..., N se trouve dans le méme domaine dr;, dv,est égale a celle
calculée ci-dessus.
Il est donc souhaitable d'éliminer la numérotation choisie en définissant le nombre
probable < dN >; de particules se trouvant a l'intérieur de I'élément de volume dr;avec
un vecteur vitesse dont I'extrémité est a l'intérieur de I'élément de volume dv,. Ce
nombre est égal a la probabilité (I.23), valable pour I'une quelconque des particules,
multipliée par le nombre de particules, ce qu'on peut écrire :
< dN >,= fidridv; (1.24)
en posant :
fi = N [ Ddr,dv, .....drydvy (1.25)
La fonction f; est appelée fonction de distribution simple des vitesses. C'est la grandeur la
plus généralement utilisée en théorie cinétique des fluides. On confond d'ailleurs souvent
dans la formule (11.24) la valeur probable< dN >;avec la valeur réelle d N;du nombre de
particules situées dans dr;dv;. Cette identification est raisonnable si le volume dr;dv;,,
quoique physiquement petit, est encore assez grand pour que < dN >; soit grand. Si I'on
néglige les fluctuations statistiques, on peut alors poser :
dN; =< dN >, (1.26)
A priori, f;est une fonction de 7, 7, et t. Si elle ne dépend pas effectivement de 7;0n dira
que le gaz est homogéne. D'autre part, la fonction de distribution simple peut étre
isotrope dans l'espace des vitesses, ou anisotrope. On dira qu'elle est anisotrope si elle
dépend de I'orientation du vecteur . On dira qu'elle est isotrope si elle n'est fonction que

de la valeur absolue de ce vecteur.

La fonction obtenue par intégration de fisur tout I'espace des vitesses: n,(7,t) =
J fidv,

est la densité simple; elle permet de calculer le nombre probable < dN’ >,de particules
situées dans I'élément de volume drjavec une vitesse quelconque, au moyen de la
formule :

< dN, >1: Tlldrl (”.27)
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11.3.2 Fonction de distribution et densité doubles

Considérons maintenant deux éléments de volume dr;et dr, dans I'espace ordinaire, et
deux éléments de volume dv, et dv, dans I'espace des vitesses, et cherchons le nombre
probable de couples de particules tels que la premiére particule du couple soit située
dans le volume dr;avec l'extrémité de son vecteur vitesse dansdv,;, cependant que la
deuxiéme est dansdr,avec I'extrémité de son vecteur vitesse dans dv,. Ce nombre
probable < dN >;,est égal a la probabilité que le systéeme soit dans un état tel que deux
particules déterminées, par exemple les particules 1 et 2 satisfassent aux conditions

imposées, multipliée par le nombre de couples possibles, soit N(N-1) ; on peut donc écrire

< dN >1,= fi,dridv,dr,dv, (11.28)
en posant :
fiz =N(N —1) [ D drsdvs ....drydvy (1.29)
La fonction f;,est appelée fonction de distribution double. Par intégration sur les vitesses
on définit la densité double :

niz = [ fizdvidv, (1.30)

S'il n'y a pas de corrélations et N étant supposé tres élevé on a donc approximativement :
fiz = fif2 (1.31)
de méme :

Ny, = NNy (1.32)

Si les égalités ci-dessus ne sont pas satisfaites, on dit qu'il y a des corrélations binaires; on
s'intéresse généralement surtout aux corrélations de position représentées par la non-
identité de n,, et nyn,. La figure (l-1) représente I'allure des variations du rapport
ny,/nyn,en fonction de la distance r;, pour les molécules d'un liquide; les oscillations de
cette courbe représentent une tendance vers un certain ordre a courte distance; la valeur
zéro pour 11, = 0 correspond aux violentes forces de répulsion entre molécules a tres
courte distance. Au contraire, a tres grande distance, les corrélations sont négligeables.
On peut appeler longueur de corrélation une longueur L telleque pour 7, > L. on ait

Ny = NqN,.
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Figure (ll-1) : Corrélations binaires de position dans un liquide.

11.3.3 Fonctions de distribution et densités multiples

Les définitions données ci-dessous se généralisent facilement. A partir de D on peut

définir la fonction de distribution et la densité triples :

fizzs = N(N = 1)(N — 2) [ D dr,dv, ....drydvy (1.33)
Niz3 = [ fiz3dvidv,dv; (1.34)

les fonctions quadruples, etc. La derniére est :
fiz.n=NI!D (11.35)

11.3.4 Systeme d'équations de BBGKY
a) Equation d'évolution de f,

En multipliant I'équation de Liouville (I1.22) par N et en l'intégrant sur les variables

75,75, ..., Ty, Uy On obtient |'équation d'évolution de f; :

af1 +—?.%+_1. Of 4 fxlz : aflz 2 drydv, =0 (11.36)

m 0vy

On peut pour discuter la signification des divers termes de cette équation la récrire sous

la forme :
0fi _ _— 0n_Xi 0f
o - Vlor T m aﬁ"'ﬂ(fu) (1.37)
avec:
_ (%2 02
B(fi2) = fm aﬁdrzdvz (11.38)
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Sous cette forme elle exprime que la variation, en un point donné du gaz, de la fonction

de distribution est donnée en fonction du temps par la somme de trois termes :

Le premier terme,—v; -0f;/07], exprime l'influence des phénomeénes de
diffusion; v; est la vitesse des molécules et df; /07, est le gradient de la fonction
de distribution dans I'espace des positions. Considérons la figure (11.2) ou nous
avons représenté un état de fluide dans lequel il existe des molécules dans la
région qui a été hachurée, et aucune molécule dans le reste de I'enceinte. Du fait
des vitesses des molécules représentées par des fleches sur cette méme figure,
cet état va évoluer, les molécules vont diffuser vers les régions vides, et au bout
d'un certain temps le gaz tendra vers un état homogéne. Le terme de diffusion
écrit dans I'équation (11.37) est I'expression mathématique de ce phénomeéne ; il
s'annule si la vitesse des molécules est nulle, ou si le gradient dans I'espace des

positions est nul.

Le deuxiéme terme, —()Tl/m) - df,/0v,, exprime l'action des forces appliquées.
)Tl)/m est I'accélération qui est imposée aux molécules par des forces d'origine
extérieure au gaz, c'est-a-dire le rapport de la force extérieure agissant sur une
molécule a la masse de celle-ci ; par exemple, si la seule force appliquée est la
pesanteur, X_{/m est un vecteur dirigé verticalement vers le bas et égal a
I'accélération de la pesanteur. Si les molécules sont électriguement chargées
(charge q) et placées dans un champ électrique E, ona:

X,/m=qE/m (11.38)
0f,/0v; est le gradient de la fonction f;dans I'espace des vitesses; sous |'action
des forces imposées, les vitesses des molécules varient; ces forces tendent donc a
faire varier la fonction de distribution des vitesses. Le terme correspondant
s'annule donc si )Tl)est égal a zéro; il s'annulerait si df;/0v; était nul, ce qui
voudrait dire que dans l'espace des vitesses, les molécules seraient reparties
uniformément; l'action des forces extérieures aurait alors pour conséquence
d'effectuer une translation des axes de cet espace; ceci ne donnerait aucun
changement a I'expression de f;si f; était indépendant du vecteur v.

Enfin, le troisieme terme 8 représente, de fagon non explicite ici, I'influence des

interactions entre particules.
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Figure (II-2) : Evolution de f; par diffusion.

b) Equation d'évolution de f,

En effectuant le méme calcul, mais avec une intégration de moins, on peut obtenir

I’équation d'évolution suivante pour f;, :

0fiz , — 0fiz , — Ofiz , Xi+X12 0f12 |, X2+Xz1 0f12 X13 0f123
— 4V, =4V, + . . 4+ | —=-—==dr,dv, +
at 1 om 2 o7, m v, m v, J m  avy S 3
X13 Of123 d X123 0f123
= . ==dr.dv, + —==dr.dv, =0 11.39
J m omy 2134Vs J m ow, 2134V3 (1.39)

ou les deux derniers termes représentent I'effet des interactions triples.
c) Systéme d'équations de BBGKY. Méthodes de fermeture

Les équations (11.36) et (11.39) forment un systéme indéterminé; la premiére ne permet de
déterminer f; que si on connait f;, et la deuxieme de déterminer f;, que si on connait

fi23- On pourrait écrire une équation d'évolution pour f;,3, mais elle ferait apparaitre

f1234, etc.

A partir de I'’équation de Liouville, on obtient donc, par la méthode ci-dessus, dite
méthode "régressive", un systéme de N équations plus simples, mais couplées de proche
en proche; ce systeme est appelé systeme de Born-Bogolioubov-Green-Kirkwood-Yvon,
ou plus simplement systeme BBGKY. Pour pouvoir l'utiliser pratiquement, il faut I'arréter
a un stade quelconque, en faisant une hypothese simplificatrice sur I'une des fonctionsde

distribution, d'ordre plus ou moins élevé. On arrive ainsi a obtenir un systeme déterminé.
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Les méthodes de fermeture les plus simples du systeme BBGKY. Proposées par divers
auteurs conduisent a donner des expressions approchées de B(f;2) dans lesquelles ne
figure plus que la fonction de distribution f;; les diverses équations d’évolution ainsi
obtenues correspondent a des approximations différentes et s'appellent :

e équation de Boltzmann sans second membre

e équation de Liouville a une particule

e équation de Vlasov

e équation de Boltzmann

e équation de Fokker-Planck

e équation de Landau, Rosenbluth, Mac Donald et Judd

e équation de Balescu

Les plus importantes de ces équations sont I'équation de Boltzmann et I'équation de
Vlasov: I'équation de Boltzmann s'applique aux gaz neutres ou faiblement ionisés
(collisions binaires dominantes) et |'équation de Vlasov aux plasmas (interactions
collectives dominantes). Les quatre suivantes sont des variantes plus sophistiquées de
I'équation cinétique des plasmas qui tiennent compte des collisions coulombiennes en

plus des interactions collectives décrites par I'approximation de Vlasov.
1.4 Equations cinétiques d'un gaz pur
I1.4.1 Equation de Liouville a une particule

L'approximation la plus simple et la plus brutale que I'on peut faire dans (11.36) consiste a
négliger purement et simplement les interactions entre particules. En faisant donc
B (fi2) = 0 on peut I'écrire sous la forme :

0fi , — 0fi , X1 0f1
— 4+ =4+——==0
at L oo " m oy

(11.40)
L'équation ainsi écrite est I'équation de Boltzmann sans second membre; elle est
d'ailleurs formellement identique a une équation de Liouville a une seule particule. Elle
est utile pour décrire |'évolution d'un gaz de particules chargées dans un champ
électromagnétique d'origine extérieure; elle suppose évidemment que les particules sont
en densité assez faible pour ne pas modifier ce champ extérieur; elle ne fournit pas plus

d'informations que I'étude générale des trajectoires des particules, mais elle permet de

traiter statistiquement un grand nombre de trajectoires correspondant a des conditions

-30-



initiales différentes. La distribution de ces conditions initiales est représentée par les
valeurs de f; (77, 7;) a l'instant initial.

L'équation de Boltzmann sans second membre est utilisée notamment dans les domaines
suivants :

- trajectoires des particules dans la magnétosphere;

- accélérateurs de particules, sources d'ions;

- machines a plasma pour la fusion controlée (régimes a basse densité, problemes

d'injection).
11.4.2- Equation de Vlasov

Quand la densité des particules est telle que I'on ne peut plus négliger les interactions,
I'hypothese la plus simple que I'on puisse faire consiste a négliger les corrélations entre
particules. Dans B(f;,)on peut alors poser :

fiz = fif2 (1.41)
Nous avons vu que cette approximation est toujours valable si les points 1 et 2 sont assez
éloignés I'un de Il'autre. L'introduction de la condition ci-dessus dans B(f;;)revient a ne

tenir compte, dans la dynamique du plasma, que des interactions lointaines collectives.
En supposant de plus que le plasma est non relativiste on peut ne retenir dans X;,que les

interactions électrostatiques; XTZ ne dépendant donc pas des vitesses on obtient en

combinant (I1.37) et (11.38) :

_ _oh Kz, _ 477 9
Blfir) = =55 e~ bdry = — By o (11.42)

F{)étant le champ de charge d'espace défini par la formule:

E] = [n, Xy dr, (1.43)
En reportant (11.42) dans (11.36), on obtient finalement :

0 y = 0N L A L Lo AR =

5 T U1 = m[E1+E1+v1ABl] pe=h 0(11.44)

L'équation ainsi décrite est I'équation de Vlasov. Elle est formellement identique a
I'équation de Boltzmann sans second membre, a condition d'inclure, dans les forces
appliquées aux particules, les champs macroscopiques produits par le plasma; elle permet
donc d'étudier, de facon self-consistente, les mouvements collectifs d'un gaz de particules

chargées relativement dense.
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L'équation de Vlasov est I'équation cinétique fondamentale de la théorie des plasmas.
Physiquement elle consiste a ne tenir compte, dans les interactions qui déterminent les
trajectoires des particules, que des interactions collectives, c'est-a-dire de I'action sur
chaque particule chargée du champ "moyen" de charge d'espace crée par les autres. Il
faut bien souligner qu'une telle équation "self-consistente" est en fait non linéaire: bien
gue son écriture paraisse semblable a celle de I'équation de Boltzmann sans second

P 1. . 1 =7 — e 0 . .
membre, elle en differe par le terme d'interaction ;[E{ + v; A Bq] 'a%i qui est en fait
1

guadratique par rapport a la fonction de distribution des vitesses, comme on le voit en

tenant compte de I'expression qui définit ET
1.4.2 Equation de Boltzmann

Pour obtenir I'équation de Vlasov, nous avons réduit les phénomeénes d'interaction entre
particules a des champs collectifs produits par les charges d'espace et les courants. On
peut au contraire faire I'hypothése extréme inverse, que les phénomeénes d'interaction
sont des collisions binaires et brutales, et qu'entre deux collisions les particules ne sont
soumises a aucune force et suivent une trajectoire rectiligne. Ce modele est celui de la
théorie cinétique classique des gaz neutres, et il a permis bien avant I'établissement du

systeme BBGKY d'obtenir pour f; I'équation d’évolution dite de Boltzmann.

L’équation de Boltzmann sans collision ou sans seconde membre exprime la conservation
du nombre de particules dans un élément de volume de I'espace de phase qui se déplace
au cours du temps (drdv — dr'dv’lorsque t — t' =t + dt). A cause des collisions,
certaines particules vont sortir de cet élément de volume et d’autres y entrer. En effet,
une particule dans drdv peut, apres une collision avec une autre particule qui
n’appartient pas a cet élément de volume, en sortir (dr dv — dr'dv’). De méme, la
collision de particule extérieure a dr dv peut conduire a une particule dans cet élément
de volume (dr'dv’ — drdv). L’équation cinétique tenant compte des collisions a deux

corps est dénommée équation de Boltzmann. Elle s’écrit sous la forme suivante :

Lpy Ly th (G0 (11.45)
ot coll

Lo " m ony at
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ou (0f1/0t)con est le terme dit de collision (ou d’interaction) de I’équation de Boltzmann
. il traduit la variation, du fait des collisions élastiques et inélastiques, du nombre de
particules dans I'’élément de volume de |'espace des phases centré sur ret v.

I’équation de Boltzmann (I1.45) décrit I’évolution de la fonctionde distribution des
particules dans I'espace des phases sous l'influence, d’une part, des gradients affectant
cette distribution et, d’autre part, des forces en présence etdes collisions.

On spécifie maintenant le terme de collision pour un gaz dilué avec des collisions binaires.

Il est commode d’introduire la notation :

(3_];)00[1 - (%):oll B (Z_];);oll (I1-46)

ou(df /at)/,, est appelé terme entrant, et (0f /dt),;; terme sortant.

La quantité (0f /dt),,, drdp représente le nombre moyen de molécules effectuant une
collision entre les instants t et t + dt, I'une des deux molécules se trouvant, avant la
collision, dans I'élément de volume drdp autour du point (r,p) ; de méme, la quantité
(0f /at),,,, drdp représente le nombre moyen de molécules effectuant une collision
entre les instants t et t + dt, 'une des deux molécules se trouvant, aprés la collision,

dans I’élément de volume drdp autour du point (7, p).

Dans le cas des collisions élastiques, I'opérateur de collisions peut s’exprimer sous la
forme d’une intégrale (avec les hypothéses de collisions binaires ainsi que de corrélations

faibles) [8]:

(50). = Zpval,, Jo (ifs = faulp) |ve = velo(@) d dvg (11.47)
ou f, et fp sont les fonctions de distribution apres collisions, fy, fz, avant collision;vgest
la vitesse de la molécule cible avant le choc, v,, celle de la molécule incidente;o (1) est la
section efficace différentielle microscopique de collisions élastiques et d() I'angle solide
élémentaire.

Pour une discussion détaillée de terme de collision on pourra consulter les ouvrages [6],

[7], [9] et [10].
11.5 Conclusion

D’une maniere tout a fait générale, le but d’une théorie cinétique est de trouver

I’équation d’évolution ou équation cinétique pour la fonction de distribution a une
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particule. Il existe ainsi diverses équations cinétiques, chacune étant relative a un systeme
physique particulier. La forme spécifique des équations cinétiques est déterminée par la
nature du systéme (gaz, solide, liquide, plasma, . . .), la nature des interactions entre les
particules (forme du potentiel, intensité et portée des interactions, . . .) et la valeur des
parametres fixant I’état macroscopique du systeme (densité, température).

Dans le cas des gaz classiques dilués, I'équation cinétique pertinente, qu’il est possible

d’établir sous certaines hypotheéses, est I'’équation de Boltzmann.
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CHAPITRE 1l

Résolution analytique de I’équation de Vlasov

11l.1 Introduction

Il est possible pour un systeme a interaction longue portée que les particules qui le
composent interagissent avec les ondes qui s’y propagent : on parle d’interaction ondes-
particules. L'amortissement Landau est un exemple classique de ce type de phénomene. Il
s’agit d’ailleurs d’un concept de base en physique des plasmas. L'amortissement Landau
est un phénomeéne de relaxation étudié pour la premiére fois par Lev Davidovich Landau
qui explique pourquoi, dans un plasma, les oscillations longitudinales du champ électrique
s’amortissent. Pour cela, il a besoin de faire plusieurs hypothéses comme un domaine
borné, des perturbations analytiques, . . . il linéarise les équations de Vlasov-Poisson au
voisinage d’un état stationnaire stable et homogéne, et montre que de petites
perturbations sont alors exponentiellement amorties. De maniere générale, on peut voir
I'amortissement comme un échange d’énergie entre une onde qui parcourt le systéeme et
les particules qui le composent.

Nous intéresserons dans ce chapitre a I'’étude de cas particuliers ou I'on peut obtenir une

solution analytique de I'’équation de Vlasov tel le probléeme de I'amortissement Landau.
111.2 Rappels mathématiques

Nous rappelons ici les éléments essentiels nécessaires au calcul de la solution analytique

de I’équation de Vlasov-Poisson linéarisée.
111.2.1 Le théoréme des résidus

Soit f(z) une fonction a variable complexe, analytique (dérivable) sur un ouvert E, et a
valeurs dans C. Soient z; les pbles de f.
Le développement de Laurent d’'une fonction analytique dans I'espace complexe est
donné par:

f(z) = Ynezan(z — zo)" (I1.1)
On définit le résidu de f en z; comme le coefficient a_; dans le développement de Laurent

de favecz; a la place de z,.
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Lorsque z; est un pole simple, cela revient a calculer :
Res(f,z) = a_; = lim,,, (z — 7))f(2) (111.2)

Pour un péle d’ordre m, on a la formule :

1 dm—l

= [(Z - Zi)mf(z)]zzzj (1.3)

a_ =
1™ (m-1)! dzm-1

On considere ensuite un contour fermé y de classe c! contenu dans E et qui englobe les

poles z;. On définit I'indice de y en z; par :

Ind,(z) = —J = (111.4)

T 2im Y z-z;
Ce qui correspond en pratique au nombre de passage du contoury autour du point Z]-.

Alors, finalement, le théoréme des résidus nous donne :
fy f(z)dz = 2in ¥}, Res(f, z;)Ind, (z)) (111.5)

Intuitivement, cela veut dire que I'on peut connaitre I'intégrale de f sur un contour fermé

si 'on connait le comportement de f en ses points singuliers que sont ses pole.

Remarquel :
En pratique, on va construire des contours qui tournent soit une fois, soit aucune autour
d’un péle donné, de sorte que Ind,(z) = 1 si z; est a l'intérieure de y et O sinon. La

formule des résidus peut alors s’écrire de maniere plus simple
fy f(z)dz = ZinZ]P:lRes(f, z;) (111.6)

La somme est faite uniquement sur les j tels que z; est a I'intérieur de la courbe .
111.2.2 La transformée de Laplace
a) Introduction

La transformée de Laplace permet de convertir une équation différentielle en une
équation linéaire ou disparaissent les formes dérivées. On se rappellera qu’en posant la
solution sous la forme d’une exponentielle, on avait transmuté le probleme vers une
équation ordinaire dite équation caractéristique. Eh bien! la transformée de Laplace est la
généralisation de cette idée.

Une telle pratigue permet de transposer le probleme de I'espace des temps (notre

monde temporel), vers un espace dit des phases (un monde parallele), de le résoudre
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dans cet espace, puis de transposer de nouveau la solution vers le monde réel (I'espace

temporel de nouveau). Voici un diagramme de cette transposition :

Espace des temps Espace d

nntra manda rédall fla man
TIWVLI W 11V IS lcﬁl’ ‘Iﬁ s Ia ﬁ

- e P P T
i B ﬁ"erenneﬂh Transformation de Laplace / i

| :
Qr;rpomﬂe) / «\ /
résolution directe résolution linéaire \

—
!l

\

—

o - —
<¢nlf Hion rmmn'mlig,,\, ,‘/ Solution des z lmm

— —

T—

La transformé de Laplace fait elle-méme partie d’'une catégorie de transformations de la

forme :
= t
f(s) = ft: K(s, t)f(t)dt (1.7)
Ou K (s, t) est appelé noyau de transformation.
b) Définition
Soit f € L'(R, )telle qu’il existe des constantes réelles a et b telles que |f(t)| < ae’t
Alors
400, _ +00 —
Jy Tlestf@ldt < a [ |e® 9 dt < 4o (111.8)
Pour R(s) > b. On définit dans ce cas pour s € C tel que R(s) > b, la transformée de
Laplace f(s) de f par
f(s) = f0+°°f(t)e‘5tdt (111.9)
c) Inversion de la transformée de Laplace

Le théoreme suivante donne un cadre pratique dans lequel la transformée de Laplace

peut étre inversée.

Théoréme: on suppose qu’il existe deux constantes réelles M et R telles que

-37 -



i.  f estanalytique dans le demi-plan R(s) > R,
ii. |sf(s)| < M pour tout s tel que |s| > R.

Alors si on définit

1 u+ico
2im Yu—io

f() = f(s)estds vt>0,u>R (11.10)

f(s) est la transformée de Laplace.
111.2.3 La transformée de Fourier
a) Introduction

Physiquement, dans le cas d’une onde sonore, on peut se représenter les termes d’une
série de Fourier comme un ensemble d’harmoniques dont les fréquences forment un
ensemble infini mais discret {nv},n=1,23,..(v=w/2n est la fréquence du
fondamental). En électricité, une tension périodique peut étre représentée par une série
de Fourier. Celle-ci est une superposition d’un ensemble infini discret de tensions
alternatives de fréquences nv. De méme, en optique, une lumiére constituée d’'un
ensemble discret de longueurs d’onde {A/n},n = 1,2,3,...., c'est-a-dire un ensemble
discret de couleurs, peut étre représentée par une série de Fourier.

Deux questions se posent alors: premieérement, est-il possible de représenter une
fonction non périodique par quelque chose d’analogue a une série de Fourier? Ensuite,
peut-on étendre ou modifier le concept de série de Fourier de maniere a inclure le cas
d’un spectre continu?

De méme qu’a la limite continue, une somme est remplacée par une intégrale, la série de
Fourier sera remplacée par une intégrale de Fourier. Celle-ci peut étre utilisée pour
représenter des fonctions non périodiques, par exemple un son qui n’est pas répété, une
impulsion unique de tension, ou un flash de lumiere.

L'intégrale de Fourier fait intervenir un spectre continu de fréquences, par exemple un

ensemble de sons musicaux ou de couleurs de lumiere ou dans un milieu plasma.
b) Transformée de Fourier d’une fonction d’une variable

Soit g(x) une fonction a valeurs réelles ou complexes de la variable réelle x. On appelle

transformée de Fourier de g(x) la fonction complexe de la variable réelle k définie par :

gk = [77 gx)e ™ dx (I11.12)
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En physique, dans la plupart des exemples, la variable concernée est, soit une longueur,
soit un temps. Usuellement, la notation x représente une longueur. Dans ce cas, la
variable k a les dimensions de l'inverse d’une longueur. Elle est appelée le vecteur d’onde.
Lorsque I'on considere une fonction g(t) du temps, on utilise pour la transformée de

Fourier de g(t) la notation :

g(w) = [ g(t)et dt (I1.12)

Ou la variable w, qui a les dimensions de I'inverse d’un temps, est la fréquence angulaire.

Revenons aux notations de I’équation (l1.11). Nous donnerons seulement une condition
suffisante (mais non nécessaire) d’existence de la transformée de Fourier. Rappelons tout
d’abord que, par définition, une fonction g appartient a I'espace Lldes fonctions
sommables (c’est-a-dire intégrables) si son intégrale, au sens de la théorie des intégrales
impropres de Riemann, est absolument convergente, c’est-a-dire sil'on a :

I*219(x)ldx < +oo (111.13)
On a le théoréme : Toute fonction g(x) de £ (c’est-a-dire intégrable) a une transformée
de Fourier. On démontre que celle-ci est continue et bornée, et tend vers 0 lorsque
|k| — co.

On peut cependant définir la transformée de Fourier dans d’autre cas.
c) Inversion de la transformation de Fourier

Inversement, on peut en général obtenir g(x) a partir de §(k) par la transformation dite

de Fourier inverse :

g(x) = i " gUoe dk (111.14)

Remarque 2 :

Les conventions utilisées pour définir la transformation de Fourier (et donc aussi son
inverse), c’est-a-dire les conventions utilisées dans les équations (l11.11) et (I11.14), ne sont
pas universelles. En feuilletant différents livres, vous trouverez plusieurs autres
conventions. Chacune de ces conventions présente des avantages qui peuvent conduire a

la préférer.

111.3 Etude de I’équation de Vlasov-Poisson linéarisée
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Dans un certain nombre de situations physiques, on s’intéresse a de petites
perturbations d'un plasma a I'équilibre. Considérons notamment les équations de Vlasov-
Poisson 1D au voisinage d'un état d’équilibre donné par une fonction de distribution
fo(x,v) pour les électrons et un fond d'ions neutralisant tels que le champ électrique
associé soit nul. On se place sur un domaine périodique de période L = 21 /k, en x et sur
R tout entier en v.

En notant -e la charge d'un électron et m sa masse, la fonction de distribution a

I’équilibre vérifie les équations de Vlasov-Poisson [31] :

of° , 0f° e por A0 _

ot tv 0x mE (x) dv 0 (”LIS)
dE° +o0
—= i(no — [ f°(x,v)av) (1.1e)

- Lo N 1 L p+oo
avec la condition initial f°(x,v,t) = fy(x,v) et ou ny = Zfo I f°(x,v)dxdv est la

o ’ . . : : . of°
densité constante du fond d’ions neutralisant. Si f° est une solution stationnaire % =0

. . ) 2 . afo .
et si de plus E® = 0, il reste dans I'équation de Vlasov v% = 0 pour tout v, ce qui

entraine que f%(x,v,t) = fo(x,v) = f°(v). Toute fonction f° dépendant uniquement
de v peut donc étre une solution d’équilibre. Une solution stable qui correspond a

I’équilibre thermodynamique du plasma est le cas ol f° est une Maxwellienne :

2

fow) = e (111.17)

. T . . . .
ou l'on note vy, = - la vitesse thermique électronique.

On peut maintenant linéariser les équations de Vlasov-Poisson autour de cet état
d'équilibre en développant la fonction de distribution et le champ électrique sous la
forme de la solution a I'équilibre plus une petite perturbation :

flx,v,t) = fOx,v) + ef1(x,v,t),E(x,t) = E°(x) + cE'(x,t) (avec E°(x) = 0).

La fonction de distribution f vérifie les équations de Vlasov-Poisson

af of e of _

E-I—Ua—;E(x)%—O (|||.18)
dE +00
— = g%(no - [ fx,v,t)dv) (111.19)

avec une condition initiale que I'on suppose de la forme fo(x,v) = f°(v) + £fy (x, v).
En reportant le développement de f et de E dans les équations (Il.18) et (II1.19)

respectivement on trouve :
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1 1 0 1
g(ai+vi)—%(E°+£E1)(%+eaL)= (111.20)

at 0x v
‘9%1 =< (no— [0 (F°w) + &f1(x, v, £))dv) (11.21)

En négligeant les termes en €2, on obtient, sachant que E® = 0

ort L Ot e pae 90

o +v ™ mE (%) = 0 (11.22)
dEl _ _i + oo 1

il . v, tdv (11.23)

avec la condition initiale f1(x, v, 0) = f5 (x, v). Comme f, est une fonction connue de v,
cette équation, dont les inconnues sont flet E, est linéaire et fait apparaitre des
dérivées partielles en x et en t. On peut donc essayer d'en calculer une solution
analytique en utilisant, comme flest périodique en x, une série de Fourier en x et une
transformée de Laplace en t. Pour simplifier les notations nous omettrons les indices 1
dans la suite de cette section.

En multipliant (11.22) et (111.23) par e~* et en intégrant entre 0 et L, on obtient les

relations suivantes de la transformée de Fourier du systeme de Vlasov-Poisson:
af o p e n ar’ _
E(k,v, t) +lk17f(k,17, t) —;E(k, t)g— 0 (|||24)
ikEk,t) = == "7 f ke, v,)dv (111.25)
0

On a de plus pour la condition initiale f(k,v,0) = f,(k,v). On procéde maintenant a la
transformée de Laplace en t de ces équations. Pour pouvoir comparer nos résultats a
ceux des ouvrages classiques de physique des plasmas, nous adoptons la convention des
physiciens de prendre s = —iw (avec w € C) par rapport a nos formules données dans la

section précédente. La transformée de Laplace d'une fonction f(t) s’écrit alors :

flw) = [77 f(©)e dtpourR(s) = I(w) > R (111.26)
Et la transformée de Laplace inverse :
f@© = [T fw) e @tdw (111.27)

t

L of ; L .
En multipliant a—’:(k, v, t) par e'“! et en intégrant par rapport a t entre 0 et 400, on

obtient :

teqf . . . e, .
f E(k' v, t)e'tdt = [f(k,v,t)e'®t]® — La)f f(k,v,t)e'*tdt
0 0

= —f(k,v,0) —iwf(k,v,w)
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Ou I'on note f(k, v, w) la transformée de Laplace de f(k,v,t). On obtient alors & partir

de (111.24) :
(—iw + k) f v, 0) = S E(k,0) L = fy (k,v) (111.28)
et la transformée de Laplace de I'’équation de Poisson donne :
E(k,w) = —f+°°f(k v, w)dv (111.29)

En reportant (I11.28) dans (I11.29) on obtient :

d 0
) v fy(k,v) + S B G
E = j dv
ke —iw + Lkv
df0 -
_ * folk,v)
keom —lw + —iw + ikv keo —iw + ikv
Posons
2 asr
Dk, w) =1———["7 v gy (111.30)
! k2ggm J—© v—% ’
N(k,w) = kfg f*o‘:’f‘jf"”)d (111.31)
On obtient alors I’expression suivante pour E:
~ __ N(k,w)
Ek, w) = e (11.32)

Les conditions d'application du théoréme d'inversion de la transformée de Laplace sont
réalisées si la fonction E(k, w) est analytique dans une bande R(s) = I(w) > R. On
pourra alors utiliser cette expression pour calculer le champ électrique par transformée
de Laplace inverse. Remarquons que D (k, w) et N(k, ) sont bien définis pour J(w) > 0
et sont analytiques dans ce cas a condition que f° et f, le soient, car I'intégration se fait
sur l'axe réel et donc le dénominateur ne s'annule jamais. La transformée de Laplace
inverse est donc bien définie. Néanmoins, pour la calculer, il est pratique d'utiliser le
théoréme des résidus qui nécessite que la fonction intégrer soit analytique en dehors de
points isolés. Ce qui est le cas avec l'expression initiale de la transformée de Laplace
uniguement dans le demi-plan

JS(w) > 0.

Pour pouvoir traiter également le cas de J(w) < 0 qui existe physiquement et qui

correspond a I|'amortissement de la perturbation initiale, nous allons définir un
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prolongement analytique de ces fonctions pour J(w) < 0. Considérons donc une

fonction de la forme :

G(w) = f_*j% dv (111.33)
k

Supposons que g est analytique et que les intégrales de contour sont bien définies. Alors,
comme v et k sont réels, la fonction G(w) est analytique pour I(w) > 0. Notre objectif
maintenant est de définir un prolongement analytique de Gpour J(w) < 0. Pour cela,
nous allons modifier la définition de G en modifiant le contour d'intégration qui dans la
définition originale est I'axe réel, de sorte que G soit analytique dans le demi-plan
J(w) > a, avec a < 0 et reste identique a sa valeur originale dans le demi-plan
J(w) > 0.

Soit yl'axe réel paramétré par v € [—o0, +00]. Alors on a

G(w) = J, % dz (111.34)

Pour 3(w) > 0 l'intégrale ne présente pas de singularité et donc G (w) est analytique.
Comme g tend vers 0 a l'infini, I'intégrale sur deux contours différents allant vers I'infini
de chaque c6té est identique s'il n'y a pas de pole entre les deux contours. Les poéles sont

%. Pour J(w) > 0, ils sont au-dessus de I'axe réel si k > 0 et en-dessous si k < 0. Il faut

donc distinguer ces deux cas.

Ainsi pour J(w) >0 et k > 0, il n'y a pas de péle en-dessous de I'axe réel. Donc, en
Utilisant a la place de I'axe réel n'importe quel droite en dessous de I'axe réel comme
contour d'intégration, on peut redéfinir G (w) sans changer sa valeur pour J(w) > 0.

Et G définie ainsi va étre analytique pour w strictement au-dessus de la droite choisie,ce
qui inclut des w de partie imaginaire négative. Il en résulte que pour définir un
prolongement analytique de G(w) pour J(w) < 0 dans le cas k > 0, il suffit de définir
G(w)comme une intégrale sur une droite paralléle a I'axe réel qui passe en dessous du
pole ou sur n'importe quelle déformation de cette droite, passant en-dessous du pole,
choisie pour faciliter le calcul de l'intégrale. Les contours choisis en pratique sont
représentés sur la figure (Ill.1). Ainsi, en prenant le contour y adapté, i.e. la droite réelle
pour I(w) > 0, le contour sur la gauche de la figure (Ill.1) pour J(w) = 0 et le contour

sur la droite de la figure (11.1) pour JI(w) < 0, la fonction :
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G(w)=f g(z()u dz
vk

est analytique dans le plan complexe.

Figure (l11.1) : Contour pour pole sur I'axe réel a gauche et pour pdle en

dessous de I'axe réel a droite.

Dans le cas ou k < 0, on définit de la méme maniere un prolongement analytique de G
pour J(w) <0 a partir de sa valeur pour JI(w) >0 en prenant pour contour
d'intégration a la place de la droite réelle, n'importe quelle droite, ou contour adapté, qui
passe au-dessus de poles.

On peut donc de la sorte définir un prolongement analytique de D(k, w) et de N(k, w)
sur tout le plan complexe si nécessaire et exprimer leurs valeurs. En général les fonctions
f° et f, sont des combinaisons linéaires de Maxwelliennes en v. Les fonctions g
Maxwelliennes en v jouent donc un rble essentiel dans le calcul des relations de
dispersion. Fried et Conte [20] ont par conséquent introduit la fonction de dispersion d'un
plasma, notée Z et définie par :

_,2
eZ

Z,(0) = \/iﬁfy dz (I11.35)

ou y, pour Z_, est n‘importe quel contour ouvert paralléle a I'axe réel a I'infini et passant

z-¢

en dessous du pole z = {ou bien semblable a celui illustré sur la droite de la figure (11.1)
et pour Z,, est un contour passant au-dessus du pdle.
Proposition : Les fonctions de dispersion du plasma Z_ (resp. Z+), définies par (I1.35) sont

indépendantes du contour y de la forme t+— t + iu pour [t|suffisamment grand et
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passant en dessous (resp. au-dessus) du pole z={. On a de plus les expressions
suivantes pour Z:

oo e—W+D?

Z: () = \/% Prf”_ —duF ime=¢" (11.36)
= Ve S’ [Fi — erfi(D)] (111.37)

Ouerfi(Q) = %fg et” dt est la fonction d’erreur complexe.

Notons que pour b € R

+00 b-6 +o0
Prj 9w du = (lsim U 9w du +] 9w dul
-0 b

u—>b u—>b su—>b

— 00 — 00

désigne la valeur principale de Cauchy.

Remarque 3:

La fonction d’erreur complexe erfi est une fonction spéciale classique disponible dans les

logiciels de calcul formel ou numérique.
Preuve:

Pour démontrer que l'intégrale est indépendante du contour, de la forme donnée, choisi,
il suffit de prendre deux contours différents de cette forme. Ces contours sont paralleles a
I’axe réel en dehors de [— A, A] pour A assez grand. On peut donc les relier en —A et A par
des segments de droite paralléles a I'axe imaginaire de sorte a obtenir un contour fermé.
Comme les deux contours choisis sont soit tous les deux en dessous du pole, soit tous les
deux au-dessus, le contour fermé construit ne contient pas de poOle de sorte que
I'intégrale sur ce contour est nulle. De plus, vu la forme de la fonction intégrée, il est clair
que les intégrales sur les segments de droite paralléles a I'axe imaginaire tendent vers 0
guand A — oo, Il en résulte que l'intégrale sur les deux contours initiaux est la méme.
Pour obtenir I'expression (11.36), on choisit un contour passant par le pdle (et le
contournant par le bas pour Z_comme représenté sur le schéma de gauche de la figure
(11.1), et par le haut pour Z,. Ce contour peut étre paramétré par y;:t — t + i3({) pour

|t —R(Q)| = & quiest le méme pour Z_ et Z, ety,: 0 — { — §eT® Etona:

2

oz RQ-6 o—(t+i3(D)” ro  p=(t+HS@)
J;/ z—{( —[_oo t+i3(0) —¢ m(q)+5t+l~5(()_{

1
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RQ-8 o—(t+iSD)” to o=(t+HS@)?
= ————dt + j —dt
,[_oo t—RQ) R@)+s L~ R
en faisant le changement de variables u =t — R({) on trouve :

—& e—+()? +oo e—(u+d)?

= du+f6

Et donc en faisant tendre  vers 0, on a :

e~ 7’ +00 5= (ut()?
f — Prf —du
Y1 zZ= { u

du (11.38)

u

—00
D’autre part

e~? ne_((_‘seie : — _ 5
fyz e = fo _5etib (ii6e+9)d9 — Fime™S quand § — 0.

En sommant les limites des intégrales sur les deux contours, on obtient I'expression
(111.36).
On a:

+00
—du — e_{z.]- e_|u|Ze_2€ud_u
—oo u

+00
= e—fz f e_|u|2(e_2{u — ezzu) d_u
—o u
+oo sh(2Cu
— _28_€2f e_uZ ( { )du
0 u
Notons que comme sh(2{u)~2{u au voisinage de u = 0, il n’y a pas de singularité et

I'intégrale est donc égale a sa valeur principale de Cauchy. Posons maintenant

to sh(2
y($) =f e U S(u—@)du
0

Alors

+ oo

y'(Q) = 2f e ch(2¢u) du
0

et en dérivant puis en intégrant par parties

+ oo

@ =4

0

e u sh(2qu)du = 4(1- Ooe_uzch(zzu)du =20y ({)
0

Il en résulte que y'(Q) =y'(0)ef”. Or y'(0) = 2fo+ooe‘“2 du =+/m. D’ ouy'({) =
Vel

Ensuite, comme y(0) = 0, 0on a
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4
y@Q) =T f e *dx = 2 erfi(Q)

en utilisant la définition erfi({) = j—ﬁfogexzdx. On en déduit alors I'expression (I11.37) a

partir (111.38).

On peut maintenant poursuivre le calcul de D(k, w). On a

v2

T 202,
v) = th
fPw) = vath
et donc
0 _v
—df W) = —— ~e 2Vin
V21V, Vin

En reportant cette expression dans I'expression de D(k,w) (I11.30) et en introduisant la

2

, Ny .

fréquence plasma w2 = ——, on obtient
p

Eom

v2

D) =14—22_ 1 fm”e_@d
,w) =1+ v
k2vi N2 ) v — %
1_72
w1 [mespe 905 o e
dv + —
kvth\/ vth{ v—— v—— ‘

Or

2

1 +0o0 _17_2
e Yindy =1
V Zﬂvth .f_

Ensuite en faisant le changement de variable u = L, il vient

V2ven

Do) =1+-22_ 1+w . fm iy
w) = — v
k2v} k\2rveg J-co u — —2
kV2v4,
En utilisant I'expression de la fonction de dispersion du plasma Z cette relation s’écrit
w w
D(k,w) =1+ o [1 t s (mthk)] (111.39)

ce qui devient avec I'expression de Z donnée par (l11.37)

(02

— Vrw 75,22 _
D(k,w)=1+ k2 2 1+ Took € th <+l erfi (\/_v k))] (111.40)
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Nous pouvons maintenant passer de la méme maniére au calcul de N(k, w) en supposant

que:

v2

n ———e
fol(x: ) = g—oe 2v3,
V21TV,
oug est une fonction donnée en général de la forme g(x) = cos(kx). On a alors

172

fol(x,v) = G(k) ———e 2%
° V2 Vth
Puis
e +00 fOl
Nk, w) = _kZSOJ-—oo v_%dv

v2

o2
nOe 1 j+00 e thh

=—-3g(k dv
g( )kZSO VZT[Uth -0 VU — %
On fait alors le changement de variable u = ﬁl; pour obtenir
th
N(k ) (k) nge 1 J-+oo e—uz .
, W - u
g kZSO \/27'[17”1 —o U __w
V2vek
On reconnait la fonction de dispersion des plasmas ZJ_, et on a donc
nge w
Nk, @) = =G (k) 12 v‘vth Zs ( mthk) (111.41)

Finalement a partir des expressions (111.39) et (lll.41), on obtient une formule
explicite pour la transformée de Laplace du champ électrique E. On en déduit ensuite le
champ électrique a I'aide des formules de transformée de Fourier et de Laplace inverse.

En commencant par la transformée de Laplace inverse (I11.10), on a

R +00+iu~ )
Ek,t) = — E(k,w)e *tdw

—oo+iu

On peut calculer cette intégrale a I'aide du théoreme des résidus en fermant le contour
par un demi-cercle vers le bas du plan complexe de rayon tendant vers l'infini. En
supposant que E(k,w) est analytique en dehors d'un nombre fini de pdles et que
I'intégrale sur le demi-cercle tend vers 0 quand le rayon tend vers l'infini, on aura

simplement :

E(k,t) = Z ReSw=aw, (E(k, w))e it
J
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Ou la somme est effectué sur les pdles, avec :

_ N(k, w)
Bk @) = 5wy

et les w; sont les racines de D(k,w) = 0 pour k fixé. Il y a en général plusieurs racines de
D(k, w). On peut calculer ces racines a I'aide de la fonction fsolve de Maple, mais la
racine trouvée dépend de l'initialisation choisie, il est donc difficile de toutes les trouver.
En pratique seule la racine dominante (i.e. celle de partie imaginaire la plus grande) va
persister au cours du temps. Les autres vont devenir trés rapidement négligeables. Il suffit
donc en pratique de calculer la racine dominante qu'on trouve assez rapidement.

Pour calculer les résidus on peut écrire le développement de Taylor de D (k, w) au

voisinage de w; :

D(k,w) = D(k,w;) + (w — w]) (k w;)+0 ((w w;) )

et donc, si w; est racine simple, on a D(k a)]) = Oet (k w;) # 0.1l en résulte que

N(k, a)) it _ N(k, a)) _ Nk, w) R
Resomw (g ") = d, <(‘“ VDo) ) D

111.4 Amortissement Landau

L’amortissement Landau est un cas-test pour le systeme de Vlasov-Poisson 1D. Lorsqu’un
plasma se trouvant dans une position d’équilibre et il est perturbé, il revient a sa position
d’équilibre suivant une loi exponentielle connue qui est fonction de la perturbation initiale.
Si la perturbation est trop importante, le plasma ne revient plus a son état d’équilibre et
entre dans une phase ol son comportement est non linéaire.

La condition initiale de 'amortissement Landau correspond a :

folx,v) = (1 + scos(kx))\/%e_ 2 =4
Nous prenons € = 0.001. Il s'agit physiguement d'une petite perturbation d'un équilibre
Maxwellien. Cet équilibre est stable et la fonction de distribution revient a I'équilibre
apres la perturbation.

On utilise comme perturbation initial [31] :
172

fo(x,v) = £ cos(kx) 1 e 2

V2r
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I en résulte que la perturbation associée de la densité de charge vaut

ps = [ fo(x,v)dv = € cos(kx), de sorte que seul les modes de Fourier -1 et 1 associées
ak= izTﬂ sont non nuls et valent % Ainsi g(k) apparaissant dans (I11.41) vaut% pour ces
valeurs de k et est nul sinon.

Puis, comme le champ électrique vérifie Z—i (x,0) = p(x),ona E(x,0) = %sin (kx) quia
les mémes modes de Fourier non nuls valant% pourk’ =1et —% pour k' = —1.

Nous avions vu (11.39) :
2

D(k )—1 1 d Z’( >
,w _— — —
Zkzvtzh Vzvthk

et que (111.41) :

Nk w) = g(k nge 1 7 w
, W _g( )szox/ivth \/E'Uthk

Il en résulte que :

w
2 ‘ (ﬁvthk>

N(k, w) m
a5 = —290) — kv, ( — )
30 (k@) S\ Vv
m \/fv k
= —g(k)— kv, -

) w? )
2 — (1 — )Z
\/Evthk vtzhkz <\/Evthk>
N(k,(uj)

Donnons un tableau des racines dominantes de D(k,w) = 0 et la valeur de LI
P e

associée pour plusieurs valeurs de k :

k wj N(k, w;)

g—aD) (k, wj)
0.5 +1.4156 — 0.1533i 0.3677 g*10-536245
0.4 +1.2850 — 0.0661 0.449784 ¢1i0-3357725
0.3 +1.1598 — 0.0126i 0.63678 eti0-114267
0.2 | £1.0640 —5.510 x 107> 1.129664 *i0-00127377
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N(kw;
Notons w, = R(w;), w; = S(wj), r 'amplitude de aD((ka)
EP

et ¢ sa phase. On note qu’on

a toujours pour une racine de la forme w, + iw; associée a re'?, une racine de la forme
—w, + iw; associée a re~'?. Donc en ne considérant que les deux racines pour lesquelles
w; est le plus grand, on a
E(k, t) ~ rei(pe—i((urﬂwi)t + re—i(pe—i(—(ur+i(ui)t
= rewit(e—i(wrt—q)) + ei(wrt—(p))
= 2re®it cos(w,t — @)
Ensuite, on trouve :
E(x,t) = 4ere®i sin(kx) cos(w,t — @)
On peut mettre cette formule en application en considérant par exemple la premiere
ligne du tableau, le champ électrique pour k = 0.5 est de la forme :

E(x,t) = 4e X 0.3677 e~ %1533t gin(0.5x) cos(1.4156t — 0.536245)

Afin de montrer I'amortissement Landau (décroissance exponentielle des oscillations du
champ électrique en fonction du temps), nous avons représenté a partir d’un calcul en
Maple sur la figure (lll.1) la solution analytigue du mode dominant du champ électrique

pour k = 0.4 tel que E(k,t) = 0.8995 (70:06611) ¢05(1.2850 t — 0.335772) :
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Figure (lll-1) : amortissement Landau pour k = 0.4 .
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CHAPITRE IV

Méthodes numériques pour la résolution de I’équation de

Vlasov et celle de Boltzmann

B) Résolution numérique de I’équation de Vlasov

IV.1 Introduction

A ce jour, deux familles de méthodes numériques sont en compétition dans le cadre de la
simulation numérique de modeles cinétiques de type Vlasov : les méthodes Particle-In-
Cell (PIC) ou méthodes particulaires, basées sur le calcul des trajectoires d’'un nombre fini
de particules le long des caractéristiques du systeme et les méthodes eulériennes, basées
sur la discrétisation de la distribution des particules sur un maillage de |'espace des
phases. Bien que les méthodes PIC soient peu couteuses en temps de calcul et en
complexité d’implémentation, elles présentent l'inconvénient de générer du bruit
numeérique lors du couplage de I'équation de Vlasov avec un systeme d’équations

permettant de calculer les champs électromagnétiques auto-consistants sur un maillage

de I'espace physique. De plus, ce bruit numérigque diminue en N_% lorsque le nombre de
macro-particules Naugmente, ce qui implique donc d’augmenter de facon conséquente le
nombre de macro-particules afin de conserver une certaine qualité de résultats. A
I'inverse, les méthodes eulériennes et en particulier des méthodes semi-lagrangiennes,
génerent beaucoup moins de bruit numérique lorsque la fonction de distribution est
calculée sur un maillage de l'espace des phases; Cependant, elles présentent
I'inconvénient majeur d’étre trés couteuse en temps de calcul et par conséquent

nécessitent parfois d’étre parallélisées [7].
IV.2 Les équations de Vlasov-Maxwell et Vlasov-Poisson
IV.2.1 Les équations de Maxwell

Pour caractériser la force gravitationnelle s’exergant sur un corps, on associe a ce corps
une masse; de maniere similaire, pour traduire I'état d’électrisation d’un corps on lui

associe une charge électrique. L’électromagnétisme est |'étude des phénomenes
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électriques et magnétiques provoqués par le mouvement de corps chargés
électriquement. Les équations de |'électromagnétisme sont appelées équations de
Maxwell.

La charge élémentaire est notée e et vaut 1,602.107° A-s (Ampére.seconde ou
Coulomb=C). L’électron posséde une charge électrique q égale a —e et le proton possede

une charge+e. Les atomes non ionisés sont neutres (g = 0).

Tout corps chargé électriquement modifie les caractéristiques physiques de |'espace
I’environnant (on dit « toute charge électrique crée un champ électrique ») d’ou la
création de forces d’attraction ou de répulsion s’exercant sur deux charges électriques
voisines. Ces charges sont alors mises en mouvement par ces forces. Or tout mouvement

de charge électrique (qu’on appelle courant) produit un champ magnétique.

Remarquel : De la méme fagcon qu’aucune force gravitationnelle ne s’exerce sur un corps

de masse nulle, aucune force électrique ne s’exerce sur un corps de charge neutre.

Dans la suite, nous allons donc considérer quatre champs (donc 4 vecteurs) :

E: champ électrique; D: champ de déplacement ou induction électrique.

asf]

: champ magnétique; B: champ d’induction magnétique
IV.2.2 Les équations de Maxwell en 3D

En trois dimensions les équations de Maxwell sont données par :

E,D,H B:(t,x) € Rx R3 — R3

D ——p ?

~; —TotH = —] (Iv.1)

0B —p R

Fri rotE =0 (IV.2)
divD =p (IV.3)
div B = (IV.4)

L""équation (IV.1) est appelée équation d’Ampeére ou parfois équation d’Ampere-Maxwell,
elle signifie qu’une variation du champ électrique crée un champ magnétique. L’équation
(IV.2) est appelée équation de Faraday et traduit le fait qu’une variation du champ
magnétique crée un champ électrique. L'équation (IV.3) est la loi de Gauss et signifie

gu’une charge électrique crée un champ électrique, c’est-a-dire qu’il existe des
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monopoles électriques (dits charges électriques). Enfin, I’équation (IV.4), appelée loi de
Gauss magnétique traduit le fait qu’il n’existe pas de charge magnétique monopolaire.
f: (t,x) € R x R? — R%est appelé densité de courant, il est non nul dés qu’il y a
déplacement de charges électriques (autrement dit des qu’il y a courant électrique).
La densité de charge électrostatique notée p:(t,x) € R X R% — R résulte de la
présence de charges électriques.
Pour fermer ce systéeme, il faut ajouter des lois de comportement qui décrivent la nature
du milieu dans lequel les phénomenes ont lieu. Ces lois de comportement nécessitent des
hypothéses sur ce milieu :

1. Milieu parfait : la loi reliant E et D et H et Best locale en espace et en temps i.e.

B(t, x) ne dépend que de E(t, X) et E(t, X) ne dépend que de Ff(t, X).
2. Milieu isotrope : la loi reliant EetDetHetB est indépendante de la direction.
3. En premieére approximation, ces lois sont linéaires.
Sous ces trois hypotheéses, les lois de comportement du milieu s’écrivent alors :
D(t,x) = e(X)E(t, x) (IV.5)
B(t,x) = u(x)H(t, x) (IV.6)
La fonction e(x) est appelée permittivité électrique ou diélectrique, p(x) la perméabilité
magnétique.
Si I'on suppose que le milieu est de plus homogene, la permittivité électrique et la
perméabilité magnétique sont constantes. Par exemple, le vide est un milieu homogéne :
e(x) = g =~ 8,85.10712 C/V.m, u(x) = pog = 4m.1077V.s/A.m

. N . . 1
Tel que la vitesse de la lumiere dans le vide est donnée par: ¢y = o et vaut 3.108m/s.
0 Mo

Remarque?2 : Un milieu quelconque est souvent caractérisé relativement au vide :

£(x) = go&r (1), (X)) = poptr (%)

On définit alors I'indice du milieu :

n(x) = g(")# = V& O ()

Eolo

d’ot en posant (x)u(x)c?(x) = 1, la vitesse de la lumiére dans le milieu est donnée par :

c(x) = %
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D’ou I'on déduit que plus I'indice du milieu est élevé, plus les ondes électromagnétiques s’y
propagent lentement.

Les équations de Maxwell qui nous intéressent ici, s’écrivent alors dans le vide :

fa_f 2 B _ _i
5 €0 rotB = o
a§ - —
{ ST TOtE=0 (IV.7)
divE =2
€o
\ divB =0

Les équations de Maxwell étant des équations d’évolution, il est évident qu’elles doivent
étre complétées par des conditions initiales par exemple du type :

E(0,x) = Eg(x), B(0,x) = By(x)
De plus, si les équations de Maxwell sont posées dans un domaine borné, il faudra y
adjoindre des conditions limites ou conditions de bord.

Les équations de Maxwell avec lesquelles on peut travailler dans le vide:

9B, z(aBz_aﬁ>=_f_x

ot \ay oz &
dE, 2<an aBZ)_ Jy
o  \az “ax) T %,
0E, (0B, 0B\ ],
ot O\ ox ay ] &
8B, , ,0E, 0Ey
T GE-5D =0 (IV.8)
@B, 0E, OE
y x Zy
e Vo T =0
0B, OE, OE,
o Vo ay)_o
0B, 0By OE, _p

dx dy 0z ¢

0B, N 0B, 0B,
dx dy 0z

IV.2.3 Les équations de Maxwell en 2D

Le « systeme des ondes transverses électriques » correspond a la situation ou le champ
électromagnétique est invariant par translation dans une direction (par exemple z). On

peut penser au cas ou le champ est créé par des particules chargées qui ne se déplacent
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que dans des plans paralléles a (x, y). Comme chaque particule (¥;(t), q;) est soumise a
une force de Lorentz

Fi(t) = q;(E(t,X;) + B(t,X;) A ;)
On voit que EetB x ¥; doivent appartenir au plan (x, y). Donc :

N N Ex(t;x;)’)
E(t,x,y,t) =E(t,x,y) =| Ey(t,x,y)
0

0%; . Ly = C e
Et comme v; = a—tlest aussi dans ce plan, on en déduit que Best dirigé suivant I'axe z,

donc:

0
E(t,x,y,t):ﬁ(t,x,y)=< 0 )
B,(t,x,y)

On en déduit la forme suivante pour les équations de Maxwell (1V.8) (toujours dans le

vide pour simplifier), appelées alors « Equations de Maxwell 2D » (ou «mode Transverse

S
Electrique », car le champ E est alors transverse a la direction d’invariance z) :

OE,  ,0B, i

FE dy o

9B, _ _Jy (IV.9)

+
at (ax ay)

dE, OE, p

—_— + —_—

dx 0dy g
en rappelant que les fonctions ne dépendent a présent plus que de (t,x,y), (d’ou la
disparition de la derniére équation % =0)
On peut aussi trouver le mode Transverse Magnétique ou les roles de E et B sont

inverseés :

J0E, 5 0B, 0B, B I,
ot €0 0x dy B &
2By | 0E;
at ay

aﬂ B 0E, _
ot 0x

=0 (IV.10)

IV.2.4 Du systeme de Vlasov-Maxwell au systeme de Vlasov-Poisson
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Considérons une particule chargée de charge g et de masse m. Posons t +— X(t) et
t — U(t) la trajectoire et la vitesse de cette particule. Alors, I'expression de la densité de
charge et de courant est respectivement donnée par :
p(x,t) = q6(x — x(t))
f(x, t) = q v(t) 6(x — x(t))
Cette particule crée un champ électromagnétique qui lui-méme agit sur la particule en la
mettant en mouvement suivant la force de Lorentz suivante :
F(t) = q(E(x,t) + B(t) A B(x, 1))
Considérons maintenant N particules chargées de charge q;, trajectoire x;(t) et vitesse v;

alors I'expression de la charge et de la densité de courant est respectivement donnée par

N
P8 = ) qib(x - %)

N
Joo ) =) aiwi(®) 6(x = ()

Mais ne pouvant décrire le mouvement et les interactions de chacune de ces N particules,
on considére maintenant le cas d'un ensemble de particules chargées de charge g,
trajectoirex(t), vitesse ¥(t) décrit par une fonction de distribution i.e. par une
probabilité de présence f(x,v,t) (f(x,v,t) représente la probabilité de trouver des
particules dans un élément de volume dxdv au temps t et au point (x, v) de I'espace des
phases). Alors cette fonction f, si I'on néglige les collisions entre particules, est solution

de I’équation de Vlasov suivante :

of
ot

Avec E et B solutions des équations de Maxwell dans le vide :

+ﬁ-vxf+%(ﬁ+ﬁ/\§)-v,,f=0

(F_ 2 .p__J _ _1 >
oL c{rotB = pt i ]Rdf(x,v, t)vdv
a§ - -
) E+r0tE =0 (IV.11)
SR =P -1
divE = s Jpa f (6, v, )dv
\ divB =0

Ce systeme non linéaire est appelé systeme de Vlasov-Maxwell non relativiste.

Quant au cas relativiste, il est donné par I’équation de Vlasov suivante :
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of | q - . =
E+U-fo+E(E+vAB)-fo=O

Ou p € R3 est I'impulsion, qui est reliée a la vitesse par :

p =myvavecy = L= 1+(—)2

A partir de ce modele relativement compliqué, on peut construire une hiérarchie de
modeles simplifiés. D’abord, si on suppose que le probléeme de Maxwell est quasi-
stationnaire, c’est-a-dire si I'échelle de variation des champs E et B est trés petite devant
les temps considérés, le probleme se réduit au systeme Vlasov-Poisson (il suffit d’annuler
les dérivées en temps dans les équations de Maxwell).

Si de plus, on est en présence de particules dont la vitesse est petite devant celle de Ia
lumiére alors la densité de courant est petite, donc le champ magnétique B est petit et le
terme B A B dans la force de Lorentz est négligeable devant le champ électrique E. En
supposant d; = 0 dans (IV.2) et (IV.3), il reste :

rotE = 0
div(eE) = p

Comme le champ électrique est a rotationnel nul, dans un domaine suffisamment
régulier, il dérive d’un potentiel. Soit donc ¢, potentiel électrostatique tel que E= —Vo.

Alors ¢ est solution de :

—div(eVep) =p
Dans le cas d’un milieu homogéne, le probleme devient un probléme de Poisson :
p
—Ap =L
¢ €

IV.2.5 Conservation de la charge

On appelle équation de conservation de la charge, la relation liant la densité de charge au

courant :

L +div]=0 (IV.12)
Notons alors que la loi de Gauss (IV.3) est conséquence de I'’équation de conservation de
la charge et de I'équation d’Ampeére (IV.1). En effet, en prenant formellement la
divergence de I'équation (IV.1), on obtient :

ddivD
ot

— divrotH = —div]
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En utilisant I'équation (1V.12), cette derniere équation devient :

dadiv(D —p) _

ot 0

V1.3 La méthode numérique PIC (Particle-In-Cell)
VI.3.1 Introduction

L'équation de Vlasov décrit la dynamique de particules chargées, placées dans un
champ électromagnétique, en négligeant I'effet des collisions binaires sur leurs
trajectoires. On considere une seule espece de particules, de masse m et de charge
élémentaire g ; ainsi, I'équation de Vlasov, non collisionnelle, non relativiste, s'écrit :

LtV Vf+LE+VXB)-Vyf =0 (IV.13)
ou, B, E sont les champs magnétique et électrique; t est la variable temporelle;
X =(x;y;z) est la position; V = (V,,1,,V,) est la vitesse et f = f(X,V,t) est la
fonctionde distribution des particules, et c'est l'inconnue de I'équation. Cette fonction
représente la densité de particules, qui a l'instant t et au point X, ont une vitesse /; en
d'autre termes, le nombre de particules qui se trouvent, a l'instant t, dans le volume
[X,X+dX]x[V,V+dV]est:

dN = f(X,V,t)dXdV (Iv.14)
Ainsi, a partir de cette fonction, on définit les densités de charge et de courant par les

relations suivantes :

,O(X, t) = qf]R3f(Xi V, t)dV
](Xr t) = QIR3 Vf(X’ V, t)dV

(IV.15)

IV.3.2 Couplage avec les équations de Maxwell

Pour résoudre I'équation de Vlasov, il est nécessaire de fournir les champs magnétique et
électrique, qui sont calculés grace au systéme de Maxwell (1V.12). Et pour résoudre ce
systéme, il est nécessaire de connaitre la densité de courant, qui est calculée a partir de la

fonction de distribution, solution de I'équation de Vlasov.

IV.3.3 approximation particulaire de I'équation de Vlasov
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Pour résoudre numériquement |'équation de Vlasov, on peut choisir la méthode PIC
(Particle In Cell). Cette méthode consiste a approcher la densité de particules a I'aide d'un
nombre fini N de macro-particules de poids numériques wy, de positions X, (t) et de
vitesses V, (t), ou k € {1...N}. Pour cela, on remplace, a chaque instant t, la fonction de
distribution par une combinaison linéaire de fonctions de Dirac dans I'espace des phases.
On obtient, alors, I'approximation de la fonction de distribution, que I'on note fy :
XV, 6) = SRoq 0k (X = Xpe(8)) 8V = Vie(£)) (IV.16)

Les densités de charge et de courant sont alors approchées par

pn (X, ) = q [os Iv(X,V,0)dV = q Ti_; 05 (X = X (D))
]N(XJ t) =q f]R3 VfN(XJ V, t)dV = CIZ11¥=1 kak(t) S(V - Vk(t))

(IV.17)

Ou, X et V. sont les caractéristiques de I'équation de Vlasov, dont I'évolution est régie
par:

i®) _ L(EX(6),£) + Vie(t) X B(X, (8), 1))

dt
adXg(t) _
- Vie(£)

(IV.18)

La résolution numérique de I'équation de Vlasov-Maxwell par la méthode PIC se fait selon
les étapes suivantes ([13], [2], [14], [15], [26]) :
On commence par l'initialisation des particules.
Ensuite a chaque pas de temps on fait les opérations suivantes :
(1) Interpolation des champs aux positions des particules.
(2) Calcul des nouvelles vitesses et positions des particules.
(3) Calcul de la densité de courant générée.

(4) Calcul des champs électromagnétiques.
IV.4 La méthode numérique semi-Lagrangienne

Depuis quelques années avec I'augmentation de la puissance de calcul des ordinateurs, il
devient envisageable de résoudre I'équation de Vlasov sur un maillage de I'espace des
phases pour d égal a 2. La dimension d = 3 est un objectif encore difficile a atteindre non
seulement en termes de temps de calcul mais aussi en termes de mémoire et de capacité

de stockage.
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La méthode semi-lagrangienne consiste a calculer une approximation de la solution de
I’équation de Vlasov f sur un maillage de I'espace des phases en utilisant la propriété que
la fonction f est conservée le long des caractéristiques. En effet, pour tous temps s et ¢,
ona:

f(t,x,v) = f(s,X(s;t,x,v),V(s; t,x,v)) (Iv.19)
ou (X(s;t,x,v),V(s;t,x,v)) sont les caractéristiques de I"’equation de Vlasov et sont

solutions du systéme d’équations différentielles ordinaires :

(&=
ds
{% = F(s,X(s),V(s)) (IvV.20)
| X(t)=x
L v =v

Ou F est le terme de force dans I'équation (1V.13).
La méthode numérique consiste alors a calculer f™*1 (i.e. 'approximation de f au temps
tn+1) sur les points d’une grille (x;,vj),1 < i< Ny, 1 < j < N, de I'espace des phases,

en connaissant f;, sur ces mémes points.

Pour commencer, on se donne un maillage uniforme de I'espace des phases (x;,v;),1 <

i< Ng, 1 <j < N,. Uapproximation de f au temps t,étant connue, I'objectif est de

calculer

f™*! aux points de la grille (x;, v;).

La méthode comporte deux étapes.

1- Une étape d’advection : la remontée de la caractéristique.

Pour tout (i, j), calculer le pied de la caractéristique finissant en (xi,v]-)c'est—é—dire
une approximation de (X(tn; Xi, Vj, tn+1), V(tn; Xi, Vj, tn+1)), en résolvant en
arriére le systeme (1V.20).

2- Une étape d’interpolation : Comme
Fr 1 (xy,vp) = f1 (X(tn;xi,vj, tnﬂ),v(tn;xi,vj-,tnﬂ)) (IV.21)
f™1peut étre calculée en interpolant f™ qui est connue aux points de la
griIIe(X(tn; X, vj,tn+1),V(tn; X, vj,tn+1)).
Pour plus de détails et résultats on peut consulter les documents suivants : [15], [4] et

[12].
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C) La résolution numérique de I’équation de Boltzmann par Monte Carlo

IV.5 La méthode numérique Monte Carlo (MC)

IV.5.1 Introduction

La méthode numérique dite de Monte-Carlo peut étre décrite globalement comme une
méthode de simulation statistique qui utilise une séquence de nombres aléatoires pour la
réaliser. Elle est tres utilisée dans de nombreux domaines, en particulier en physique
nucléaire, physique statistique et en statistique. Par ailleurs, elle connaisse des variantes
en traitement du signal sous l'appellation d'algorithmes d'approximation stochastique

[16].

On fait remonter la naissance de la méthode de Monte-Carlo au comte de Buffon qui, en
1777, a décrit une méthode restée célebre de calcul de m basée sur la réalisation
d'expériences répétées. Mais la vraie naissance de cette méthode est liée a I'apparition
des premiers ordinateurs et a leur utilisation dans le cadre des projets secrets du
département de la défense des Etats-Unis dans les années 40-45 en vue de la conception
des premieres bombes atomiques. Le nom « Monte-Carlo », qui fait allusion aux jeux de
hasard pratiqués a Monte-Carlo, a été inventé en 1947 par Nicholas Metropolis, et publié

pour la premiere fois en 1949 dans un article écrit avec Stanislas Ulam.

La méthode de Monte Carlo doit étre opposée aux méthodes conventionnelles de
simulation par éléments finis qui utilisent le systeme d’équations différentielles décrivant
le systeme physique ou mathématique sous-jacent. Dans biens des applications, le
processus physique est simulé directement par la méthode de Monte Carlo et il n’y a pas
besoin d’écrire le systeme d’équations différentielles qui décrivent le comportement du
systéme. La seule hypothése nécessaire est que le systeme physique ou mathématique
peut étre décrit par des fonctions de densité de probabilité p(x) ou x est un ensemble de

variables aléatoires.

Les p(x) connus, la méthode de Monte Carlo procéde par échantillonnage en appliquant
une série de réalisations x * des variables aléatoires x. De multiples échantillons sont

ainsi calculés et le résultat est obtenu en calculant la moyenne de ces réalisations. Dans
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bien des cas, la variance des x * donne une indication de I'erreur statistique et permet de

calculer le nombre de réalisations nécessaires pour obtenir une précision donnée.

L'utilisation de cette méthode en physique des plasmas a permis le développement de
modeles particulaires, simulant le comportement du plasma a I’échelle microscopique des
collisions, par opposition aux modeles « fluides» qui supposent que le plasma est un
milieu continu caractérisable a I'’échelle macroscopique par des grandeurs moyennes. La
simulation Monte Carlo d’un ensemble d’ions ou d’électrons présents dans un gaz dans
lequel ils font des collisions et subissant une force due au champ électrique et
magnétique, permet de suivre I’évolution temporelle de ce groupe de particules dans
I'espace des phases. Cette méthode est basée sur la génération de nombres aléatoires
permettant de recréer un enchainement d’évenements réels, comme par exemple le
mouvement d’une particule accélérée dans un champ électrique et magnétique et faisant

des collisions [22]. Plus des détailles dans [17], [18], [19], [20], [24], [25] et [26].

Nous allons tout d’abord exposer le principe de la génération de nombres aléatoires.
Nous expliquerons ensuite comment ces nombres peuvent étre utilisés pour calculer le
temps de vol d’une particule entre deux collisions, choisir le type de collision que cette

particule doit subir ainsi que la perte d’énergie consécutive.
IV.5.2 Principe de la méthode

La mise en ceuvre de la méthode de Monte Carlo pour étudier le transport électronique
dans une décharge nécessite la connaissance de la trajectoire et de la vitesse de chaque
électron a tout instant t et en tout point r (de coordonnées x, y, z) de I'espace des

positions.

Donc a un instant t, et pour une position 7, un faisceau initial de n, électrons primaires
de distribution dans I'espace des phases (r, V) connue, est libéré dans le gaz étudié. Ce
dernier est défini par les sections efficaces de collision électron-molécule. Les électrons
évoluent dans le gaz sous I'action de forces extérieures électrique et magnétique. Durant
leur évolution spatio-temporelle, les électrons effectuent des collisions (élastiques et
inélastiques) avec les molécules du gaz. La méthode de M-C utilisée est une méthode qui

consiste a suivre individuellement les électrons tout au long de leur déplacement dans le
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gaz, ensuite une moyenne statistique est effectuée pour obtenir un certain nombre de
grandeurs décrivant le comportement moyen des électrons comme par exemple la

fonction de distribution ou les parametres de transport.

Un électron donné est donc suivi a partir de son émission de I'origine (ty, 7y, V) ou de sa
création (par un processus d’ionisation) jusqu’a sa disparition (par attachement ou bien
par dépassement des limites t,qx Tmax Vmax accordées a la simulation). Cet électron
pendant un court instant correspond a son temps de vol libre, suit une trajectoire
déterministe dans un champ de force. Le temps de vol libre est calculé a partir d’un tirage
d’un nombre aléatoire.

La trajectoire de I'électron obéit dans ce cas aux lois de la mécanique classique. Au bout
de son temps de vol libre, I'électron effectue une collision qui modifie sa vitesse v et sa
direction. Les paramétres de collision (sa nature, les angles de déviation, ....) sont ensuite
déterminés par des méthodes stochastiques tenant compte des sections efficaces de
collision.

Pour chaque électron on stocke lors des collisions successives un certain nombre
d’informations (composantes du vecteur vitesse, coordonnées de Iélectron,....) qui
permettent de déterminer la fonction de distribution et les parametres de transport
électroniques.

La simulation est arrétée lorsque tous les électrons primaires et secondaires sont traités.
IV.5.3 Génération de nombres aléatoires

La génération de nombres aléatoires se fait grace a des algorithmes simples qui
permettent de créer une séquence de nombres rationnels compris entre 0 et 1. Cette
séquence est assimilée a une suite {R;} de nombres pseudo-aléatoires qui sont
uniformément distribués dans l'intervalle [0,1] ([21], [22]).

L'utilisation de cette suite permet de sélectionner un évenement a partir d’une loi de
probabilité p(x), continue ou discréte, reliée au phénomeéne physique que I'on cherche a
simuler. Il faut ainsi, dans le cas oU cette loi de probabilité est continue, effectuer une
transformation de la distribution uniforme sur l'intervalle [0,1] en une distribution
quelconque sur un intervalle [a, b].

Si p(x) est normalisée sur I'intervalle [a, b], c’est a dire si :
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7 p(o)dx =1 (111.22)

il est alors possible de déterminer le nombre réel X; tel que :
fjip(x)dx = fORiu(x)dx = R; (111.23)

ou u(x) est la distribution uniforme et égale a 1 (dans le cas ou l'intervalle est [0, 1]) sur
laquelle sont tirés les nombres R;. Parce que la densité de probabilité p(x) est positive, a
chaque nombre R;correspond un nombre X; unique. L'inconnue X; du probleme physique
sera déterminée grace a la relation (IV.23).
Dans le cas ou la loi de probabilité du phénoméne physique est une loi discréte, définie
par une probabilité p(e;) d’occurrence de I'événement e;, et normalisée suivant la
relation :

Xisip(e) =1 (Iv.24)

Ou n est le nombre d’événements possibles, I'événement e; aura lieu si:
- .
Yio1p(er) <R < Xj_yplex) (IV.25)
1IV.5.4 Calcul du temps de vol libre

Nous venons de voir qu’a un instant initial ¢y, ny électrons sont libérés dans un gaz ; puis
évoluent en effectuant des collisions avec les molécules du gaz sous I'action de forces
extérieures. Chaque électron suit une trajectoire déterministe entre deux collisions.
L'instant t; de la collision (ou le temps de vol libre t,,; = t; — ty) qui est obtenu par
tirage d’un nombre aléatoire est déterminé de la maniéere suivante :
Soit vy la fréquence totale de collision d’une particule, définie par :
vy = Nopv, (Iv.26)

Ou N la densité constante du gaz

ot la section efficace totale de collision

v, la vitesse relative entre les particule de gaz (égale a |vp — vc|, v, et v, étant

respectivement les vitesses de projectile et de la cible).

Si dt est un intervalle de temps infiniment petit, la probabilité que la particule fasse une
collision pendant dt est donnée par vydt. A l'inverse, la probabilité de ne pas faire de
collision pendant dtest égale a 1 — vydt. De plus, définissons p(t) comme étant la

probabilité que la particule ne fasse sa premiere collision qu’apres t, sachant que la
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condition initiale est p(t, = 0) = 1. La probabilité pour que la particule fait sa premiére
collision aprest + dt est donnée par [22] :

p(t+dt) = p(t)(1 —vpdt) (IV.27)
On en déduit que:

dp(t) _ p(t+dt)-p(t) _
dt dt -

p(t) = exp (- ftf) vp(t)dt") (IV.29)

—vrp(t) (IV.28)

La densité de probabilité p'(t) pour qu’une particule fasse sa premiere collision entre les
instants t et t + dt est donnée par :
p'(t)dt =p(t) — p(t + dt) = —dp(t) (IV.30)
Pour connaitre l'instant t; de la prochaine collision, nous devons tirer un nombre
aléatoire R,,;, et suivre le principe précédemment exposé dans le cas d’une loi de
probabilité continue p(t), en écrivant :
Ryo1 = fttolp(t’)dt’ (IV.31)
Ou t; est I'inconnue. On obtient finalement :
Ryor = [ =dp(t") = p(to) = p(t1) (v.32)
Parce que p(ty) = 1, I'expression finale est de la forme :

—1In(1 = R,y) = fttol vr(t)dt (IV.33)
vr(t) n'est généralement pas constante dans le temps car elle dépend de la vitesse
relative (directement, mais aussi indirectement a travers la section efficace) qui peut
varier dans le temps. Sauf dans le cas ou les particules simulées ne sont pas accélérées
entre deux collisions et que la densité de gaz est constante, il nest généralement pas
possible d’écrire une forme analytique simple de la variation temporelle de v(t) entre
deux collisions. Lors d’'une simulation Monte Carlo, le temps de vol entre deux collisions
doit étre déterminé un tres grand nombre de fois. Il n’est donc pas raisonnable de vouloir
résoudre |"équation (IV.33) par le calcul de l'intégrale serait lourdement pénalisant en

temps de calcul.

Pour contourner ce probléme, nous avons utilisé la technique des collisions nulles ou
fictives [23]. En introduisant une collision fictive dans le groupe des événements
collisionnels possibles de facon a ce que la fréquence totale de collision soit constante

guelgue soit I'énergie de la particule, on peut résoudre analytiquement I'équation (IV.33).
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Une collision fictive ne change ni la direction, ni le module de la vitesse de la particule. La
nouvelle fréquence totale de collision est alors définie par [23]:
V,T = Vrgelles(€) + Vfictive (e) = {Z Vrgelles (5)}max (IvV.34)

L’équation (IV.33) peut maintenant s’écrire [23]:

1 1
oot =t — to = o In [ ——] (IV.35)

T 1=Ryo;
En résumé, pour déterminer le temps de vol électronique, il suffit de tirer un nombre

aléatoire R,,,; compris entre 0 et 1 et d’utiliser la relation (IV.35).

IV.5.5 Equations du mouvement de I’électron entre deux collisions successives

Entre deux collisions successives, la trajectoire de I'électron est conditionnée par les
champs de force électrique et magnétique régnant dans la décharge. Deux situations
distinctes de champs électrique et magnétique uniformes vont étre traitées dans ce qui
suit [27]:

e Cas d’un champ magnétique perpendiculaire au champ électrique

e Cas d’un champ magnétique paralléle au champ électrique

a) Champ magnétique transversal (B L E)

Dans le cas d’un électron, de charge - e et masse m, en mouvement dans un champ
électrique E et magnétique B, la force de Lorentz s’écrit :

F=—e(E+DAB) (IV.36)

Comme le champ électrique est supposé anti paralléle a I'axe Oz (-E // Oz) et le champ

magnétique paralléle a I'axe Oy (B // Oy), les composantes de la force F dans le triedre

direct (x,y,z) s’écrivent :

E, = mdditx = eB v, (IV.37)
F,=m%¥ - (IV.38)
y=m—== )
av,
F, =m—== eE —eB v, (IV.39)
Ou bien :
Ay
[ T =0
dvy
== (IV.40)
dt
dvy
Ld—vt = %E WUy
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e , , ,
Avec w, = ;B étant la fréquence de Larmor ou fréquence cyclotron.

La variation de la vitesse au cours du mouvement libre de I'électron et sa trajectoire se
détermine a partir de la résolution des équations du mouvement (IV.40). A partir de
I’équation (IV.38), il est facile de voir que la composante v,, de la vitesse reste constante
au cours du mouvement libre.

Ceci n’est pas le cas des composantes v, et v, (voir équations (IV.37) et (IV.39)). Pour
résoudre ces deux équations on effectue le changement de variable suivant :

V(t) = v, (t) + iv,(t) aveci? = -1

Les équations (1V.37) et (IV.39) deviennent :

av (o)

=+ iw V() = i%E (IV.41)

La solution de cette équation différentielle du premier ordre entre I'instant initial ¢, (celui
de la derniére collision) et un instant t (avant la collision suivante) s’écrit :

V(t) = cexp(—iw.t) + % = cexp(—iw,t) +§ (IV.42)

Avecc = (VO — g) exp(iw.ty)
Cette solution s’écrit a I'instant t; de la collision :
V(t,) = (VO - %) exp(—w,At) +§ (Iv.43)
Avec At =t —tyetVy =V (ty) = vy + iV,
Si on identifie V(t;) (=v,q + iv,1) a I'équation (IV.43), on obtient les composantes v, et

v,1 a l'instant de la collision :

Vy1 = Uy COS W AL + v, Sin w At + g (1 — cos w At) (Iv.44)
Uyl = Uyo (|V45)
V1 = Uy Sin w At + v, cOs w At + gsin w At (IvV.46)

Ensuite par intégration des composantes de v; entre tyet t;, on obtient les coordonnées
X1, Y1 et z; de I'électron a l'instant de la collision t; (xq, yoet z, étant les coordonnées a

I'instant initial t;) :

x; = 22 5in w At + 222 (1 - cos weAL) + = At — ——sin w At + X, (IV.47)
Vi = UyoAt + Yo (|V48)
Z; = % (cos w At — 1) + %sin w At — BZ (cos w At — 1) + z, (IV.49)

On peut vérifier que si le champ électrique E est nul, ona:
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Vi + vl + V5 = viy + Vi + 12 = cste donc la force magnétique ne travaille pas.

En ce qui concerne la trajectoire de I'électron entre deux collisions successives, on peut
remarquer que lorsque E = 0, la trajectoire naturellement circulaire dans le plan xOz est
animée d’'un mouvement uniforme le long de la direction de B c'est-a-dire le long de I'axe
Oy. Le mouvement est un donc bien hélicoidal. Lorsque le champ E n’est plus nul, le
mouvement reste toujours hélicoidal mais avec une direction de propagation différente
de celle de I'axe Oy et un rayon dépendant du champ électrique et magnétique et du

vecteur initial.
a) Cas d’un champ longitudinal (B // E)

Dans ce cas, le champ électrique est supposé antiparalléle a I'axe Oz (—E // 0z) et le
champ magnétique est parallele a I'axe Oz (B // 0z), les composantes de la force F de

Lorentz dans le triédre direct (x,y,z) s’écrivent :

dvy
F, = m—== —eB v, (IvV.50)
o AV
E, = m—== eBv, (IvV.51)
dv,
F, = m—== eE (Iv.52)
Ou bien:
dvy
E —wcvy
dv
d—ty = W Vy (11.53)
avz _ fE=
dt m

a représente, I'accélération du champ électrique E.

Pour déterminer les composantes du vecteur vitesse a l'instant t; de la collision et les
coordonnées de |'électron a cet instant, les équations (IV.53) sont résolues d’une facon

analogue aux équations (IV.40) du paragraphe précédente. On obtient pour les

composantes de v; :

Vx1 = Vxo COS W AL — V0 Sin w At (Iv.54)
Vy1 = Uy Sin W AL + vy, cOs w At (IV.55)
Vy1 = Vyo + alt (Iv.56)

Et pour les composantes de r; :
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X1 = Xxo + wi [vyo (cos w At — 1) + v, sin a)cAt] (IvV.57)
Vi =Y+ wi [—vxo (cos w At — 1) + vy sin a)cAt] (Iv.58)

21 = 2 + VoAt + 5 alt? (IV.59)
On remarqgue, contrairement au cas d’un champ magnétique transverse, que le module
de la vitesse v, a l'instant t; de la collision n’est pas affecté par la présence d’'un champ
magnétique et que la composante longitudinalev,,; de v; n’est également pas influencée
par la présence du champ magnétique longitudinal. Par contre les coordonnées de
I’électron a linstant t; sont influencées par la présence d’'un champ magnétique
longitudinal, ce qui aura pour conséquence comme on va le voir, une influence sur les
coefficients de diffusion électroniques.
D’autre part, si E = 0 le module de la vitesse reste constant car la force magnétique ne

travaille pas.
IV.5.6 Calcul des probabilités de collision

On connait les composantes du vecteur vitesse et ses coordonnées juste avant la collision
et on connait également I'instant de la collision. Le probleme maintenant est de connaitre
la nature de la collision et la vitesse de I’électron juste apres la collision.
Pour cela on écrit, la fréquence totale de collision v, incluant les collisions fictives en
fonction des fréquences de collision des différents processus considérés [23] :

Viot = Ver(V) + Vex (V) + Vign(v) + v (v) + Vfic(v) (IV.60)
tels que :
Ve (V) : fréquence de collision élastique. v,, (V) : fréquence d’excitation.
Vion (V) : fréquence d’ionisation. v, (V) : fréquence d’attachement.

Vric(V) : fréquence des collisions nulles.

Si on suppose que les collisions électron-molécule possible sont les collisions élastiques,
I’excitation des molécules a partir du niveau fondamental, I'ionisation et I'attachement,
les probabilités de collision correspondantes s’écrivent [23]:

Vel(v) pex(v) — Vex(v) pion(v) — Vi:/n(v) Par = Vat(v)

tot Viot tot Viot

Et pfic(v) =1- Z preel(v)

pel(v) =

-71-



Pour déterminer la nature de la collision, il suffit de tirer un nombre aléatoire R_,; et de le
comparer aux différentes probabilités de collision.
R.oest un nombre aléatoire uniformément distribué entre O et 1. Donc la fraction de

probabilité de chaque type de collision est donnée par :

Vi

pi= (IV.61)
( 0<R.p <— collzszondetype 1
t
Vl ..
Avec : { Voo < Rcol <X " colllSlondetype 2 (IV.62)
k Mcollisionnulle
Vtot

IV.5.7 Traitement des collisions

Une fois que les équations du mouvement ont été résolues jusqu’au temps t;, nous
devons décider de la nature de la collision pour la particule simulée. Cette collision peut

étre réelle ou fictive.
e) Collision élastique

Avant le choc, la vitesse de la particule projectile (électrons) est obtenue a partir de
I’équation de la dynamique de mécanique classique tenant compte de I'accélération de la

particule chargée par le champ électrique et magnétique.

Juste apres le choc, dans le cas de collision nulle, la vitesse de la particule sera
inchangée, la particule continue son mouvement dans la méme trajectoire. En revanche,
dans le cas d’une collision réelle, la vitesse de la particule aprés la collision dépend du
type de collision effectuée. Pour déterminer cette vitesse, on commence par écrire
I’équation de la quantité du mouvement dans le repére de laboratoire.

m,v, + mev, = myv', + mev', (IV.63)
my, , vyet mg , v, sont respectivement la masse et la vitesse de la particule projectile, la
masse et la vitesse de la particule cible juste avant la collision. v’pet v, : sont
respectivement la vitesse de la particule projectile et la vitesse de la particule cible juste
apres la collision.

La vitesse de chaque particule aprés la collision, dans le cas ol il y a conservation de
I’énergie au cours de la collision (c'est-a-dire en présence d’un choc élastique) peuvent

s’écrire comme suit :
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— my - me - me —3

! !
= v v, + v V.64
P mptme P mptme ¢ mptme T ( )
- m - m, - m -
v,=—2 £ ——L—9 (IV.65)

Up U,
my+me my+me my+me
—’) ’ . . Y . . . . 7 . - - -
v',est I'énergie relative apres la collision, avant la collision s’écrit v, = v, — v,
La figure (IV-1) montre une représentation schématique de la vitesse relative d’une
particule chargée (électron) avant et aprés la collision dans le référentiel du laboratoire
(x,y,z) et du centre de masse (x',y’,Z’).
0,et @, sont respectivement les angles polaire et azimutal du vecteur vitesse relative dans
le repere de laboratoire. Les angles y et Y sont les angles polaire et azimutal dans le
repere du centre de masse. La détermination de ces derniers angles se fait par simple
tirage de deux nombre aléatoire (R et Ry,) distribués uniformément entre O et 1. Ces
angles repérent le vecteur vitesse relative v',.dans le référentiel du centre de masse. lls

sont déduits des relations [22]:

_ JEsin()dxr 1

Ry = Tmomenrae — 21~ 08 ()] (IV.66)
_ f;’bdlpl _ l
Ry = [P ayr 2m (IvV.67)

Ces expressions découlent du fait que nous avons assimilé la partie isotrope de la section
efficace différentielle de collision a la collision élastique. On obtient finalement :

X = arcos(l - ZRX) (Iv.6e8)

Y = 2mRy, (IvV.69)

De plus, définissons 8,.et ¢,comme étant les angles polaire et azimutal repérant le

vecteur vitesse relative v, dans le référentiel du laboratoire :

0, = arcos (1;—2:) (IvV.70)
@, = arcos (v;’i;g) (IV.71)
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Figure(IV-1) : Représentation schématique de la vitesse relative avant et apres la collision

dans les référentiels du laboratoire et du centre de masse.

Sachant que, pour une collision élastique, le module de la vitesse relative se conserve, ses

composantes cartésiennes apres la collision s’écrivent [22]:

vy = Uy (sin y cos Y sin @, + sin y cos 1y cos 0,.cos @, + cos y sin 6, cos @,.)

v'yr = v.(—sin y cos 1 cos @, + sin y siny cos B,sin @, + cos x sin 6, sin @)
(IV.72)

vV, = V.(—sin y siny sin 8, + cosycosH,)

Dans le cas ou le neutre cible est supposé étre au repos avant la collision, il est possible
de relier la fraction d’énergie conservée par la particule incidente lors de la collision, a

I'angle de déviation y [21]:

!

fp-14
€p

2mpme
(mp +mc)2

Si le projectile et la cible ont la méme masse, ce rapport s’écrit :

(cosy—1) (IvV.73)

&l

2o = 2(1+cosy) (Iv.74)
&p 2

f) Collision inélastique conservatives (excitation)

Sous lI'impact électronique la molécule est excitée. L'électron céde donc une partie de
son énergie a la molécule. Cette énergie perdue correspond au seuil d’excitation &¢,¢.
L’énergie de I'électron juste apres le choc se calcule a partir de la différence [21]:

gy =&, — Epert (IV.75)
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N 2¢&
d'ouv’, = f—z
m

g) Collision inélastique non-conservatives (ionisation)

L’électron incident d’énergie &, ionise la molécule et lui cede une énergie égale au
seuil d'ionisation €;,,. L'énergie résiduelle &, — &;,, est supposée équirépartie entre
I'électron diffusé (vitesse v', par exemple) et I'électron éjecté (vitesse v'’)). Ces deux
électrons sont indiscernables.

Pour déterminer v', ou &', et v"/,,ou €'}, on suppose que la section efficace différentielle
d’ionisation est constante (isotrope). Dans ce cas, les énergies €', et €', sont calculées a

partir d’un tirage d’'un nombre aléatoire R;,,, a partir de [21]:

Ep—E€ion
£, = Rion L2 (IV.76)

Et ey =€y — Eion — &2 (IV.77)

Les angles de déviation et I'azimut sont supposés isotropes. L’électron diffusé repart dans
la direction (y, @). Tandis que I’électron éjecté repart dans le meme azimut que I’électron

diffusé et un angle de déviation égale a y + %

h) Collision entrainant I’attachement électronique
Dans ce cas, |'électron s’attache a la molécule et on passe a I’électron suivant.
IV.5.8 Calcul des paramétres de transport

Connaissant tous les parametres de la collision, il ne reste plus qu’a échantillonner un
certain nombre de grandeurs permettant de calculer les fonctions de distribution et les
parametres de transport.

Dans le cas de la simulation de Monte Carlo on utilise seulement les formules physiques
des parametres de transport (c'est-a-dire on utilise les lois de la mécanique classique). Les
champs électrique et magnétique influencent particulierement sur les composantes du
vecteur vitesse (c'est-a-dire influence aussi sur I'énergie cinétique) et les composantes du
vecteur position puisque la plupart des parametres de transport sont calculés a I'aide de
ces composantes. Pour la fonction de distribution on utilise la fonction de distribution

d’énergie d’électron fenemais dans ce cas elle dépend du temps et de I'énergie, donné

par [33]: f(¢, 8)81/2 de.
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Les différents parametres de transport qui nous intéressent sont la vitesse de dérive, les
coefficients de diffusion, les coefficients et les fréquences d’ionisation et d’attachement
ainsi que |’énergie moyenne des électrons, lls sont calculés a partir des relations

suivantes :
a) Vitesse de dérive

La vitesse de dérive est donnée par [28]:

w =42 (IV.76)
dt
On peut écrire d{(z) comme suit :
1
d(z) = n—ez?gl Z; (IV.77)

Ou n, est le nombre d’électrons parcouru les distances z;.

La vitesse de dérive s’écrit alors :

1 (1 @ne
W= (2 2) (IV.78)
On peut aussi écrire la vitesse de dérive dans une autre forme :
W = (v,) (Iv.79)
Donc:
1 e
W = n—ez?zl Vi (IV.80)

Ou v,; sont les vitesses des électrons suivant I'axe Oz.
b) Coefficient de diffusion transversal :

Le coefficient de diffusion transversal s’écrit sous la forme [28]:

_d{x®) _ d{y?)
Dy = dr = 2ar (Iv.81)

Pour un résultat plus rigoureux, on va prendre le coefficient de diffusion transversal

comme suit :

_d{x®)+d(y?)

D
T 4dt

(IV.82)

La moyen de x? et y? est donnée par :

1<
d(x?) = n_z x?
€i=1

1
d(y?) = n—z yi
€i=1
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Donc, on peut écrire le coefficient de diffusion transversal comme suit :

1 1
Dr =1 (n_ez?il(x? + yl-z)) (IV.83)

c) Coefficient de diffusion longitudinal :

Le coefficient de diffusion longitudinal est définit par [28]:

2
__d{z")
Dy =—— (IV.84)
Avec z* = z — (2)
Donc:
_d(z®—(2)?)
Dy ==~ (IV.85)
Avec:
1 Ne 2
(2)? = (-2, 21) (IV.86)
Donc, on trouve le coefficient de diffusion longitudinal sous la forme :
11
D, = — _Z 2 _ (7)2
=1
d) Coefficient d’ionisation :
On a le coefficient d’ionisation qui est donné par [30]:
o = Yion) (IV.87)

w

OU (v;yn) est la fréquence moyenne d’ionisation et W est la vitesse de dérive donnée par

I’équation (IV.68) ou (IV.70).

Pour le calcul de la fréquence d’ionisation moyenne on va utiliser la fonction de

distribution des électrons donnée ci-dessus :

(Vion) = fvion f(, 5)51/2d5 (Iv.88)
Donc:
, /2
a = fVLonf(;';)gl de (|V89)

e) Coefficient d’attachement :

Le coefficient d’attachement est donné par [30] :

_ {vare)
n==, (IvV.90)
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Ou (v, ) est la fréquence moyenne d’attachement.
De la méme maniére que la détermination du coefficient d’ionisation, on obtient le

coefficient d’attachement:

1/2
y = Lo Coclhae (Iv.91)

f) Energie moyenne :
1
(e) = FN]'ZL'Z]' &ij (IV.92)

Njreprésente le nombre total d’électrons et N; le nombre total de collisions.
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CHAPITRE V

Résultats et discussions

V.1 Introduction

Dans ce qui suit on va présenter les différents résultats obtenus par simulation de Monte
Carlo. Nous avons calculé dans notre programme en Fortran, le temps de vol libre par
tirage d’'un nombre aléatoire (c’est le principe de la méthodes M-C) et apreés la position et
la vitesse de chaque électron par les équations de mouvement que nous avons décrit
précédemment dans les deux cas de champ magnétique, perpendiculaire et parallele au
champ électrique (transversal et longitudinal). On a traité aussi dans ce programme tous
les processus de collision de type électron-molécule (élastique, inélastique, excitation,
ionisation et attachement) par le calcul des fréquences et probabilités de collision et
apres la vitesse et I'énergie des électrons aprés chaque type de collision. Et en fin pour
chaque électron et chaque type de collision on a stocké a un instant donné les
composantes du vecteur vitesse et les cordonnées de I'électron qui nous a permit de
déterminer les fonction de distribution et les parametres de transport qui sont : la vitesse
de dérive v,moy (W), le coefficient de diffusion transversal D, le coefficient de diffusion
longitudinal D;, le coefficient d’ionisation «, le coefficient d’attachement 7 et la fonction
de distribution fene. Nous avons utilisé dans tous ces calculs les sections efficaces

calculés par Yousfi [29].
V.2 Sections efficaces utilisées

Le calcul des paramétres de transport des électrons par la méthode de Monte Carlo
nécessite la connaissance préalable des sections efficaces de collisions électron-molécule
dans les différents gaz étudiés.

Les gaz étudiés sont la vapeur d’eau et I'azote en raison des données expérimentales déja
disponibles dans la littérature (paramétres de transport) concernant ces gaz en présence

de champ électrique et magnétique.
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Dans ce travail, on a utilisé les sections efficaces calculées par Yousfi [29] pour les deux
gaz, elles sont présentées sur la figure (V-1) pour la vapeur d’eau et sur la figure (V-2)
pour I'azote :

a(i0 5cm?)

ABRLERALIL) T T TTTI

= L iernnd MERETIT| Liilln L1 13icn 1 1 n‘ i
4

— —a —= —1 o
10 10 19 10 10 10 a0

Figure (V-1) : Les sections efficaces de collision électron-molécule du vapeur d’eau.
1. Section efficace de transfert de quantité de mouvement
2. Section efficace total de rotation et de vibration
3. Section efficace total d’excitation
4. Section efficace total d’ionisation
5. Section efficace total d’attachement

D SR | R
w I\ 77+

i i\ /) i
ot L /AL

i V2
- 'aams 1\ ]

: . [\
o 2/ Sl
=°-4 !E.“m"i PRI | ,/.”""] L1 venedd .“]i,.i eyl E( V)

Figure (V-2) : Les sections efficaces de collision électron-molécule de I'azote
1. Section efficace de transfert de quantité de mouvement
2. Section efficace total de rotation et de vibration
3. Section efficace total d’excitation
4. Section efficace total d’ionisation



V.3 Résultats obtenus
Les parametres d’entrée qui doivent étre choisis avant de commencer la simulation de
Monte Carlo sont le temps maximum t,,,., I'énergie maximum &,,,, et le nombre

d’électron primaire n,.

Le temps maximum a été choisi toujours plus grand que le temps de relaxation des
parameétres de transport (voir figures (V-3) et (IV-4)). Les deux figures (relatifs a la vapeur
d’eau et I’Azote) représentent la variation de I'énergie Emoy en fonction du temps, et ceci
pour deux valeurs du champ électrique (donné en Towsend Td) et du champ magnétique
(donné en Gauss/cm?). Les figures montrent que le temps de relaxation dépend des
valeurs de champ électrique, il décroit lorsque le champ électrique augmente. Pour les

intervalles de champ qui sont explorés dans ce qui suit t,;,,, est supérieur a 5ns.

Le choix de I'énergie maximum dépend lui aussi des ordres de grandeur des champs
électrique. L'énergie &,,4, augmente lorsque le champ électrique croit et dépend aussi du
gaz étudié. La précision de ce choix n’est pas du tout une nécessité absolue, en réalité il
suffit de considérer une énergie assez grande pour traiter tous les situations qui vont

suivre. On a choisi dans notre calcul &,,,,=100 eV.

Afin de réduire les fluctuations statistiques et les écarts par rapport a la solution
cherchée, le nombre d’électrons primaires n, a été choisi de telle maniere que les
parametres de transport soient indépendants de ce nombre. On peut considérer que

10 000 électrons sont suffisants pour obtenir des parameétres de transport assez précis.

Il est important de rappeler qu’en présence uniqguement d’'un champ électrique, les
électrons sont animés entre deux collisions d’'un mouvement uniformément accéléré
suivant la direction de champ. En général, I'ensemble des parametres de transport
(vitesse de dérive, énergie moyenne,....) croit avec le champ électrique comme on va le

voir par la suite.
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Figure(V.3) : Variation de I’énergie moyenne en fonction du temps dans la vapeur
d’eau.
(1): E/N=190Td (2): E/N=608 Td
B/N=0 G/cm’ B/N=211910" G/cm®
——(1)B=0
—— (2) B parallele a E
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Figure (V.4) : Variation de I’énergie moyenne en fonction du temps dans I'azote.
(1): E/N=190Td (2): E/N=608 Td
B/N=0 G/cm B/N=211910" G/cm’
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Si en plus on applique un champ magnétique le mouvement des électrons change. Le
champ magnétique imprime un mouvement circulaire a I'électron autour d’une direction
qui dépend de celle du champ magnétique. L’électron subit également I'action du champ

électrique qui en définitive lui impose une trajectoire hélicoidale.
V.3.1 Vitesse de dérive

Nous avons calculer a partir du programme en Fortran, la vitesse de dérive v,moy en
fonction du champ électrique réduit et les différentes variations sont reportés sur les
figures (V-5), (V-6), (V-7) et (V-8). Ces courbes représentent la variation de la vitesse de
dérive v,moy pour la vapeur d’eau et 'azote en fonction du champ électrique réduit
E /N pour différentes valeurs du champ magnétique réduit (transversal et longitudinal)
B/N.

On constate dans le cas de champ magnétique transversal que la vitesse de dérive croit
avec E/N et décroit lorsque B/N augmente ceci est du a la force magnétique suivant Ox.
La force magnétique admet deux composantes l'une suivant la direction de E qui
s’oppose au mouvement des électrons le long de la direction du champ électrique. C'est
cette composante qui a réduit la vitesse de dérive. L'autre composante de la force
magnétique est normale a la direction du champ E, elle va écarter les électrons de leurs

directions.

Lorsque le champ magnétique B est parallele au champ électrique E, la force magnétique

admet deux composantes qui sont perpendiculaires a la direction de E.

Dans le cas de champ électrique longitudinal, la vitesse de dérive croit avec le champ
électrique qui accélére les électrons mais reste constante avec le champ magnétique donc
il n"a aucun influence dans ce cas sur les électrons. Dans ce cas la vitesse de dérive des
électrons suivant la direction de champ n’est pas influencée par la présence d’un champ
magnétique longitudinal. Le module de la vitesse et par conséquent I'énergie moyenne
des électrons ou la fréquence d’ionisation,...ne sont pas influencés par le champ

magnétique longitudinal.
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Figure (V-5) : Variation de la vitesse de dérive en fonction de E /N pour différentes
valeur de B/N transversal dans la vapeur d’eau.

(1): B/N=0 (3): B/N=1520 10" G/cm?
(2): B/N=760 10" G/cm? (4): B/N=3040 10" G/cm’®
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Figure (V-6) : Variation de la vitesse de dérive en fonction de E /N pour différentes
valeur de B/N longitudinal dans la vapeur d’eau.
(1): B/N=0 (3): B/N=1520 10" G/cm’
(2): B/N=760 10" G/cm? (4): B/N=3040 10" G/cm?
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Figure (V-7) : Variation de la vitesse de dérive en fonction de E /N pour différentes
valeur de B/N transversal dans I'azote.

(1): B/N=0 (3): B/N=1520 10" G/cm?
(2): B/N=760 10" G/cm? (4): B/N=3040 10" G/cm?
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Figure (IV-8) : Variation de la vitesse de dérive en fonction de E /N pour
différentes valeur de B/N longitudinal dans I'azote.
(1): B/N=0 (3): B/N=1520 10" G/cm’
(2): B/N=760 10" G/cm? (4): B/N=3040 10" G/cm?
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En conclusion, on peut dire que I'effet du champ magnétique transversal est de
diminuer la vitesse et I'énergie moyenne des électrons (a cause de la force de Lorentz qui
a une composante anti-paralléle a I'axe Oz) contrairement au champ électrique qui

accélere les électrons.
V.3.2 Coefficient de diffusion transversal

Afin de montrer 'effet du champ magnétique transversal et longitudinal sur le coefficient
de diffusion transversal, nous avons calculé ce dernier pour différents valeurs du champ
électrique et magnétique (perpendiculaire et parallele au champ électrique) dans le cas
de la vapeur d’eau et d’azote. Et nous avons représenté ce calcul sur les figures (V-9), (V-
10), (V-11) et (V-12).

Contrairement a la vitesse de dérive et le coefficient d’ionisation et d’attachement
comme on va les voire dans la suite, le champ magnétique transversal et longitudinal ont
un effet sur le coefficient de diffusion transversal. La diminution du ce coefficient dans les

deux cas du champ magnétique signifie que les électrons sont confinés autour de I'axe Oz.

On constate que la présence d’un champ magnétique transverse suivant Oy réduit
sensiblement la diffusion dans le sens des axes Ox et Oz. Ces directions correspondent au
sens des forces magnétiques qui d’une certaine maniere réduit I’étalement des électrons

suivant les axes des forces magnétiques.

Par contre le champ magnétique longitudinal a une influence sur les coefficients de
diffusion le long des directions des forces magnétiques (axes Ox et Oy) c'est-a-dire le

coefficient de diffusion transversal.

Donc un champ magnétique transversal réduit I'étalement transversal des électrons par
rapport a la direction de E et les confinent autour de I’axe Oz, direction de déplacement

des électrons.
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Figure (V-9) : Variation de D; en fonction de E /N pour différentes valeur de B/N
transversal dans la vapeur d’eau.

(1): B/N=0 (3): B/N=1520 10" G/cm?
(2): B/N=760 10" G/cm? (4): B/N=3040 10" G/cm?
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Figure (V-10) : Variation de D en fonction de E /N pour différentes valeur de
B/N longitudinal dans la vapeur d’eau.
(1): B/N=0 (3): B/N=1520 10" G/cm?
(2): B/N=760 10" G/cm? (4): B/N=3040 10" G/cm?
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Figure (V-11) : Variation de D en fonction de E /N pour différentes valeur de
B/N transversal dans I'azote.
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Figure (V-12) : Variation de D en fonction de E /N pour différentes valeur de
B/ N longitudinal dans I'azote.
(1): B/N=0 (3): B/N=1520 10" G/cm?
(2): B/N=760 10" G/cm? (4): B/N=3040 10" G/cm®
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V.3.3 Coefficient de diffusion longitudinal

Nous avons aussi calculé avec le méme programme en Fortran, le coefficient de diffusion
longitudinal en fonction du champ électrique réduit et pour différents valeur de champ
magnétique transversal et longitudinal. Les différentes variations sont reportées sur les

figures (V-13), (V-14), (V-15) et (V-16).

On remarque que ce coefficient varie comme la vitesse de dérive donc il croit avec le
champ électrique et décroit avec le champ magnétique transversal, on peut dire donc
dans ce cas que les électrons sont confinés longitudinalement mais le champ magnétique

longitudinal n’a pas d’influence sur ce coefficient.
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Figure (V-13) : Variation de D;, en fonction de E /N pour différentes valeur de B/N
transversal dans la vapeur d’eau.
(1): B/N=0 (3): B/N=1520 10" G/cm’
(2): B/N=760 10" G/cm? (4): B/N=3040 10" G/cm?
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Figure (V-14) : Variation de D;, en fonction de E /N pour différentes valeur de B/N
longitudinal dans la vapeur d’eau.
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(2): B/N=760 10" G/cm? (4): B/N=3040 10" G/cm?
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Figure (V-15) : Variation de D; en fonction de E /N pour différentes valeur de B/N
transversal dans I'azote.
(1): B/N=0 (3): B/N=1520 10" G/cm?
(2): B/N=760 10" G/cm? (4): B/N=3040 10" G/cm?

-90-



1,00E+025

9,00E+024

8,00E+024 —

=

+
=
LS

7,00E+024 —

6,00E+024 - +

DL(m'ls'l)

5,00E+024 . L
4,00E+024

3,00E+024

T T T T T T T T T T T T T
200 300 400 500 600 700 800
E/N(Td)

Figure (V-16) : Variation de D, en fonction de E /N pour différentes valeur de B/N
longitudinal dans I'azote.
(1): B/N=0 (3): B/N=1520 10" G/cm?
(2): B/N=760 10" G/cm? (4): B/N=3040 10" G/cm?

V.3.4 Coefficient d’ionisation

Les figures (V-17), (V-18), (V-19) et (V-20) montrent comment varient les coefficients
d’ionisation pour la vapeur d’eau et l'azote sous l'effet des champs électrique et
magnétique (transversal et longitudinal).

On remarque dans le cas du champ magnétique transversal que le coefficient d’ionisation
croit avec le champ électrique et décroit pour les champs magnétiques de faible intensité
et apres il se stabilise mais pour les champs magnétiques 3000 10" et 3100 10" G/cm? le
coefficient d’ionisation diminue et aprés il deviendra constant (surtout dans le cas
d’azote). Egalement, on remarque que le champ magnétique longitudinal n’a aucune

influence sur le coefficient d’ionisation.

La vitesse de dérive et le coefficient d’ionisation diminuent dans le champ magnétique
transversal. Ceci est du a la déviation des électrons par la force magnétique suivant Ox, ce
qui va réduire l'efficacité du champ électrique qui se comporte comme un champ

électrique diminué qui vaut Ecosf. Ce qui rejoint le principe au champ électrique
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équivalent autrement dit : les électrons dans un champ électrique et un champ
magnétique transverse se comportent comme s’ils sont soumis a la seule action d’un

champ électrique équivalent (Ecosf).

Le principe de champ électrique équivalent permet donc d’éviter le calcul ou la mesure
des parametres de transport en présence d’un champ transverse en se basant sur les
résultats obtenus dans le cas d’'un champ magnétique nul. L'application de ce principe
nécessite la connaissance de l'angle de déflection © qui est donné par la relation

approché suivante :
wC
tgh = —
g v

Cette relation n’est pas valable lorsque tg 8 dépasse l'unité i.e.: lorsque B est fort. Dans

notre cas lorsque B/N=3000 10" G/cm® et 3100 10" G/cm’.
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Figure (V-17) : Variation de a en fonction de E /N pour différentes valeur de B/N
transversal dans la vapeur d’eau.
(1): B/N=0 (3): B/N=1520 10" G/cm?
(2): B/N=760 10" G/cm? (4): B/N=3000 10" G/cm?
(5): B/N=3100 10" G/cm?
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Figure (V-18) : Variation de a en fonction de E /N pour différentes valeur de B/N
longitudinal dans la vapeur d’eau.
(1): B/N=0 (3): B/N=1520 10" G/cm?
(2): B/N=760 10" G/cm? (4): B/N=3040 10" G/cm?
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Figure (V-19) : Variation de a en fonction de E /N pour différentes valeur de B/N

transversal dans |'azote.
(1): B/N=0 (3): B/N=1520 10" G/cm?

(2): B/N=760 10" G/cm? (4): B/N=3000 10" G/cm?
(3): B/N=3100 10" G/cm?
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Figure (V-20) : Variation de a en fonction de E /N pour différentes valeur de B/N
longitudinal dans 'azote.
(1): B/N=0 (3): B/N=1520 10" G/cm?
(2): B/N=760 10" G/cm? (4): B/N=3040 10" G/cm?

V.3.5 Coefficient d’attachement

Nous avons calculé dans le programme le coefficient d’attachement 1 apres le calcul de la
fréquence d’attachement. On a tracé la variation de ce coefficient dans les figures (V-21)
et (V-22) en fonction du champ électrique dans le cas d’'un champ magnétique transversal
et longitudinal dans la vapeur d’eau.
On remarqgue que le champ magnétique longitudinal n’a aussi aucun influence sur ce
coefficient mais dans le cas du champ magnétique transversal le coefficient
d’attachement diminue lorsque E /N et B/N augmente.
La diminution de l'attachement est due a l'augmentation de la vitesse des
électrons qui deviennent difficile a attacher par les molécules (ou les atomes des gaz).
Nous remarquons aussi dans la figure (V-21) qu’il y a un fort attachement pour un

champ magnétique transversal fort et un champ électrique faible.
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Figure (V-21) : Variation de n en fonction de E /N pour différentes valeur de B/N
transversal dans la vapeur d’eau.

(1): B/N=0 (3): B/N=1520 10" G/cm?
(2): B/N=760 10" G/cm? (4): B/N=3040 10" G/cm?
(5): B/N=3100 10" G/cm?
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Figure (V-22) : Variation de 1 en fonction de E /N pour différentes valeur de B/N
longitudinal dans la vapeur d’eau.
(1): B/N=0 (3): B/N=1520 10" G/cm’
(2): B/N=760 10" G/cm? (4): B/N=3040 10" G/cm?
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V.3.6 Fonction de distribution

Le calcul de la fonction de distribution solution de I’équation de Boltzmann par simulation
Monte Carlo c’est notre but dans ce travail. On a calculé la fonction de distribution pour
chaque électron se trouve au point r(x,y,z) avec une vitesse v et a un instant t, les
résultats que nous avons trouvés, sont reporté dans les figures (V-23), (V-24), (V-25), (V-
26), (V-27) et (V-28).

On a tracé dans les deux figures (V-23) et (V-26) la variation de la fonction de distribution
fene en fonction du temps pour différents valeurs de champ électrique avec B/N = 0
dans le cas de la vapeur d’eau et d’azote.

Et on tracé dans les figures (V-24), (V-25), (V-27) et (V-28) la variation de la fonction de
distribution en fonction du temps pour différents valeurs de champ magnétique
(transversal et longitudinal) avec E/N=650 Td dans le cas aussi de la vapeur d’eau et

I'azote.

Comme tous les parameétres de transport la fonction de distribution n’est pas influencée
par le champ magnétique longitudinal, elle est Maxwellienne soit pour la vapeur d’eau ou

I’azote.

On remarque que lorsqu’on augmente le champ électrique la distribution des électrons
diminue avec un écart d’elle jusqu’a une limite constante, c’est I"équilibre. L'allure de
cette fonction n’est plus Maxwellienne dans le cas d’azote (figure (V-26)) pour les
champs électrique E/N=250, 350 Td mais pour les deux valeurs de champ E /N=550, 650
Td elle n"est pas Maxwellienne dans le début mais apres un certain temps elle deviendra
Maxwellienne. Ce comportement corrobore avec celui de la fonction de distribution a
I’équilibre.

Et pour le champ magnétique transversal la fonction de distribution augmente et atteint
I’équilibre dans un temps court pour les valeurs de champ fort. On remarque aussi qu’il y
a un écart de la fonction de distribution pour les faibles valeurs de champs magnétique

parce que les électrons sont piégés dans le champ magnétique.

En conclusion la fonction de distribution des électrons est influencée par : la nature du

gaz, le champ électrique et le champ magnétique.
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Figure (V-23) : Variation de la fonction de distribution fene en fonction de temps pour
différentes valeur de E/N et pour B = 0 dans la vapeur d’eau.
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Figure (V-24) : Variation de la fonction de distribution fene en fonction de temps pour
différentes valeur de B/N transversal et pour E/N = 650 dans la vapeur d’eau.
(1): B/N=250 10" G/cm? (3): B/N=1520 10" G/cm?
(2): B/N=750 10" G/cm? (4): B/N=3020 10" G/cm?
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Figure (V-25) : Variation de la fonction de distribution fene en fonction de temps pour
différentes valeur de B/N transversal et pour E/N = 650 dans la vapeur d’eau.

(1): B/N=250 10" G/cm?® (3): B/N=1520 10" G/cm?
(2): B/N=750 10" G/cm?® (4): B/N=3020 10" G/cm?®
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Figure (V-26) : Variation de la fonction de distribution fene en fonction de temps pour
différentes valeur de E/N et pour B/N = 0 dans 'azote.

(1): E/N=250Td
(2): E/N=350Td

(3): E/N=550 Td
(4): E/N=650 Td
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Figure (V-27) : Variation de la fonction de distribution fene en fonction de temps pour
différentes valeur de B/N transversal et pour E/N = 650 dans l'azote.
(1): B/N=250 10" G/cm? (3): B/N=1520 10" G/cm?
(2): B/N=750 10" G/cm? (4): B/N=3020 10" G/cm?
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Figure (V-28) : Variation de la fonction de distribution fene en fonction de temps pour
différentes valeur de B/N transversal et pour E/N = 650 dans l'azote.
(1): B/N=250 10" G/cm?® (3): B/N=1520 10" G/cm?®
(2): B/N=750 10" G/cm?® (4): B/N=3020 10" G/cm?®
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Conclusion et perspectives

L’équation de Vlasov est I'équation cinétique que lI'on obtient en partant du
Hamiltonien d’un systeme de particules interagissant a travers des forces de longue
portée et en faisant tendre leur nombre vers l'infini. Ceci justifie la nécessité de
comprendre les propriétés de I’équation de Vlasov qui est fondamentale dans I'étude de
systémes a interaction a longue portée. D’autant plus que les systémes a longue portée
sont trés courants dans la nature et dans de nombreux domaines de la physique, tels que
la physique des plasmas, les systemes astrophysiques et les interactions onde-particule

dans les lasers...

Parmi toutes les questions qui peuvent exister ou étre posées, nous avons focalisé au
cours de cette these, la question de la relaxation d’une perturbation autour d’'un état
stationnaire homogéene de I’équation de Vlasov en utilisant une approche a I'amortissent

Landau.

Nous avons aussi traité dans cette these le couplage des équations de Maxwell non
stationnaires avec I'équation de Vlasov, modélisant ainsi I'interaction non-collisionnelle
de particules chargées dans un champ électromagnétique et obtenant un systéme
simplifié dit de Vlasov-Poisson. Ce type d’interaction est présent dans de nombreux
dispositifs pour lesquels la simulation numérique est un outil indispensable pour leur
conception et optimisation. Deux méthodes numérique PIC et semi Lagrangienne ont été
proposées pour résoudre de facon approchée le systéme de Vlasov-Poisson. Nous nous
contentés dans ce travail a la description des différentes étapes de la méthode PIC et
semi Lagrangienne pour faire la simulation. Dans ce travail, nous avons utilisé la Méthode

MC, mais comme perspective, On intéressera a |'exploitation de la PIC.

Mon travail a consisté plus particulierement a la résolution par la méthode numérique de

Monte-Carlo, de I'équation de Boltzmann pour un gaz dilué dans lequel sont considérées

uniquement les interactions décrivant les collisions entre les particules. Ont été calculés
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aussi, les parametres de transport des électrons soumis a I'action simultanée d’un champ

électrique et d’un champ magnétique.

Dans un premier temps, nous avons décrit les principes de la méthode de Monte-Carlo
ensuite nous avons posé les équations de mouvement des électrons dans le cas d’'un
champ magnétique transversal et longitudinal. Ensuite nous avons montré |'influence du
champ électrique et magnétique sur les parametres de transport et la fonction de
distribution.

Dans le cas d’'un champ magnétique transverse, nous avons constaté que la vitesse
de dérive, les coefficients d’ionisation, d’attachement et de diffusion diminuent lorsque le

champ magnétique augmente et le contraire pour la fonction de distribution.

Dans le cas d’un champ magnétique longitudinal, nous avons montré que
pratiquement tous les parametres de transport ne sont pas affectés par la variation du
champ magnétique. Seul le coefficient de diffusion transverse diminue lorsque le champ
magnétique augmente. Cela veut dire que les électrons sont confinés autour de I'axe Oz

(direction du champ électrique) lors de leur déplacement dans le gaz.

Dans le futur, il me parait souhaitable d’étendre un travail pour les ions pour des

champs électrique et magnétique non uniformes.

Le probleme qu’il faut voir aussi, dans I’équation de Boltzmann la présence de la
force F provient d'un champ extérieur éventuel. On peut néanmoins, utiliser I'équation de
Boltzmann dans des situations plus complexes ol l'interaction entre les particules
contient a la fois une partie a longue portée et une partie a courte portée. Il faut pour
cela que les portées soient trés différentes. Dans ce cas, la partie a longue portée
contribue au premier membre de |'équation de Boltzmann (dans F) par l'intermédiaire du
champ moyen créé par I'ensemble des particules. La partie a courte portée se retrouve

dans le terme de collisions.
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Résumé

Cette these est consacrée a I’étude des solutions analytique et numérique de I'’équation de Vlasov,
ainsi que, la solution numérique de I'équation de Boltzmann.
La méthode analytique utilisée est basée sur la transformée de Fourier-Laplace. C'est une méthode
mathématique classique pour résoudre les équations différentielles apres les avoir rendu algébriques, alors
une approche de la fonction de distribution est donnée en utilisant le modéle de Vlasov-Poisson linéarisé.
Nous avons aussi présenté les principales méthodes utilisées pour la résolution numériques de I'équation
de Vlasov, de type Particle In Cell (PIC) et semi-Lagrangiens.
Dans ce présent travail, nous avons aussi étudié les différentes étapes de la méthode de Monte Carlo
permettant le calcul des parametres de transport des électrons et des fonctions de distribution qui sont
solutions de I'équation de Boltzmann, et ceci en présence de champ électrique et magnétique uniformes
(nul, parallele et perpendiculaire) dans un gaz faiblement ionisé.
La méthode de Monte Carlo, est bien adaptée lorsque le systeme est décrit par des comportements
aléatoires. Les calculs ont été réalisés pour deux gaz différents : la vapeur d’eau et I'azote (a cause de leurs
utilisations dans plusieurs applications technologiques). Les paramétres calculés sont: la vitesse de dérive,
les coefficients d’ionisation et d’attachement, les coefficients de diffusion et |la fonction de distribution.

Mots clés: plasma, équation de Vlasov, la méthode PIC, la méthode semi Lagrangienne équation de
Boltzmann, fonction de distribution, décharge électrique, gaz faiblement ionisé et la méthode Monte Carlo.

Abstract

This thesis is devoted to the study of the analytical and numerical solutions of Vlasov equation, and
to the numerical solution of Boltzmann equation.

The analytical method used is “the transform of Fourier-Laplace” it is a traditional mathematical method to
solve differential equations after makes them algebraic so, an approach of the distribution function is given
by using the linearized model Vlasov-Poisson. After we presented the principal methods used for the
numerical resolution of Vlasov equation, Particle In cell (PIC) and semi-Lagrangian.

In this work, we also studied the different stages of the Monte Carlo method for calculating the transport
parameters of electrons and distribution functions solution of the Boltzmann equation in the presence of
the uniform electric and magnetic field (null, parallel and normal) in a weakly ionized gas.

The Monte Carlo method takes into account several random phenomena. This calculation was performed
for two different gases: water vapor and nitrogen (because of their uses in several technological
applications). The calculated parameters are: the drift velocity, the coefficients of ionization and
attachment; coefficients of diffusion and distribution function.

Keywords: plasma, Vlasov equation, PIC method, semi-Lagrangian method, Boltzmann equation,
distribution function, electric discharge, weakly ionized gas and Monte Carlo method.
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