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 Résumé 

Résumé 

L’étude présentée dans ce mémoire concerne l’étude de l’interaction 

fluide- structure dans une conduite cylindrique de section circulaire avec écoulement 

d’un fluide laminaire et incompressible. Le fluide circulant dans la conduite crée 

une interaction « fluide-structure » qui se traduit par une diminution de la 

rigidité. 

Les lois de comportement ont été établies par la relation déplacements-

contraintes pour la conduite, l’équation de Navier-Stockes pour le fluide et le 

principe du couplage par pénalité pour l’interaction fluide structure. Le 

principe des travaux virtuels a été utilisé pour la détermination de l’équation 

du mouvement de la conduite avec fluide sous forme matricielle. 

La modélisation de la conduite et du fluide est faite par la méthode des 

éléments finis standards, avec l’utilisation d’un élément fini de type triangulaire 

à trois nœuds (T3) et trois degrés de liberté par nœud. 

Les fréquences propres du système sont calculées à l’aide d’un 

programme élaboré. Après avoir étudié la convergence et validé le programme 

avec plusieurs articles, plusieurs exemples ont été étudiés. L’étude de ces 

exemples nous ont permis de déterminer l’influence des paramètres physiques 

et géométriques de la structure couplée. Parmi ces paramètres nous citons la 

variation du diamètre de la conduite, son épaisseur, le rapport de l'épaisseur 

par rapport au diamètre de la conduite, le coefficient de poisson, la masse 

volumique du fluide, les conditions aux limites, etc… 

Mots-Clés : interaction fluide structure, Canal  horizontal,  conduite 

cylindrique, élément finie, méthode de pénalité, mécanique des milieux continue, 

hydrodynamique, mécanique des fluides, transporteur du fluide. 
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 Abstract 

Abstract 

The study presented in this thesis concerns the study of fluid-structure 

interaction in a cylindrical pipe of circular section with laminar flow of an 

incompressible fluid. The fluid flowing in the pipe creates interaction “fluid-

structure” which results in a decrease in rigidity. 

The constitutive equations were determined by the displacement-stress 

relationship for the conduct, the Navier-Stokes for the fluid and the principle of 

coupling the penalty for fluid structure interaction.  

The virtual works was used to determine the equation of motion of the driving 

fluid in matrix from. 

Modeling of the pipe and the fluid is made by the standard finite element 

method with the use of a finite element type three-node triangular (T3) and three 

degrees of freedom per node.  

The frequencies of the system are calculated using a program developed. After 

studying the convergence and validated the program with several items, several 

examples have been studied. The study of these examples has allowed us to 

determine the influence of physical and geometrical parameters of the coupled 

structure. 

 Among these parameters we cite the change in pipe diameter, thickness, ratio of 

thickness to the diameter of the pipe, Poisson’s ratio, the fluid density, boundary 

conditions, etc. …  

Key word: fluid interaction structure, horizontal Channel, cylindrical control, finite 

element, method of penalty, and mechanics of the mediums continues hydrodynamic, 

mechanics of the fluids, conveyor of the fluid. 
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 ملخص

ة تتعلق بالتفاعل السائل مع هيكل فيي نبوي ا اسين ابي لع نيع عر يي      الدراسة التي قدمت في هده الرسال

يخليق التفياع " لالسيائل هيكيلل       السائل العتدفق داخل الأبابيب  غير مضغ ط.دائري مع تدفق سائل رقائق 

 يؤدي إلى ابخفاض في ص بة. الذي

سيت س  لسي ائل ميع    -معيدت" بفيير   الأبوي ا  لأجيل  التي تر -النز حب اسنة ع قة السل ك  تم تحديد ق ابين

.   قد استخدمنا مودن الععل الظاهري لتحديد معادلة الحرسية لنبوي ا   هيكل -السائلل التفاع لأجل اتقترانمودن 

   سائل على شكل مصف فا".

 دقياسية مع اسيتخدا  العنصير العحيد     دتم   ع بع ذج لنبو ا   سائل من خ ل طري ة العناصر العحد     

 .(   لكل ع د تحعل ث ث درجا" من الحريةT3من ب ع مثلث ث ث الع د )

بربامج مت د    دلك بعد دراسية الت ريويية  التح يق مين صيحة        باستخداتم حساا الترددا" النظامية  قد

الدراسة لنيا لديده نمثلية بتحدييد تيتثيرا" الع اميل الفيزيائيية  الدندسيية         الوربامج مع عديد من الأمثلة.   سعحت 

ع قية بيين السيعك         سيعك،   اقنير الأبوي    ديا في تم التغيير يالععايير التمن بين هده  بذسر للديكل الع ر ن.

        ....الحد د الخبسوة ي اس ن  ستل الحجعية للسائل   شر ط   ال نر لنبو ا

ركلاا   ماا  ،  ط يقاا محااد   عنصاا  ،سيساايا  أسااانا   ،الأفقياا  القناال  ،هيكاا  التفلعاا  الساال  : الكلمةةالالماحةة  ل

       .م  السل   النلق  ،السنا    ميكل يكل، المستم   سل   الهيد   ينلميكي  اليلت  ،جزاء
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Nomenclature 

F Force................................................................... [ ]  

k Raideur.................................................................... [  ⁄ ]  

d Déplacement........................................................... [ ]  

M Masse globale......................................................... [  ]  

C Amortissement globale...........................................  [    ⁄ ] 

K Rigidité globale....................................................... [  ⁄ ]  

    Masse volumique de la particule............................ [    ⁄ ]   

     Masse de la particule............................................... [  ]  

    Déplacement esclave............................................... [ ]  

    Déplacement maître................................................ [ ]  

     Masse équivalente................................................... [  ]  

    Masse du solide....................................................... [  ]  

    Masse du fluide....................................................... [  ]  

Kfs Raideur fluide et structure....................................... [  ⁄ ]  

       Fréquence................................................................ [  ]  

   Déplacement globale............................................... [ ]  

    Déplacement suivant l’axe r.................................. [ ]  

    Déplacement suivant l’axe  .................................. [ ]  

    Déplacement suivant l’axe z................................... [ ]  

                     Composantes cylindriques de contraintes............... [   ⁄ ]  

                 Composantes cylindriques de contraintes............... [ ]  

       Coordonnées cylindriques....................................... [ ]  

 ( )  Tenseur des contraintes........................................... [   ⁄ ]  

 ( )  Tenseur des déformations linéaires......................... [ ]  

[ ]  Matrice des composantes d’élasticité linéaire ........ [ ]  

𝜇  Viscosité dynamique............................................... [    ⁄ ]  

𝜆  Coefficients de Lamé.............................................. [ ]  

𝛿𝑖   Symbole de Kronecker........................................... [ ]  

   Coefficient de poisson............................................ [ ]  
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   module d'Young...................................................... [    ]    

{ }   Tenseur des contraintes........................................... [   ⁄ ]       

[ ]  Matrice de comportement élastique........................ [ ]  

{ }  Tenseur des déformations linéaires......................... [ ]  

    Nombre de Reynolds.............................................. [ ]  

   Masse...................................................................... [  ]  

  𝑖  Tenseur des contraintes du fluide........................... [   ⁄ ]  

    Vecteur unitaire normale à une surface ou à un 

contour.................................................................... [ ]  

   Pression................................................................... [   ⁄ ]  

 𝑖  Force de pesanteur.................................................. [   ⁄ ]  

 ̇   ̇   ̇   Vitesses en coordonnées cylindriques.................... [ ]  

   Masse volumique.................................................... [    ⁄ ]  

   Volume.................................................................... [  ]  

   Temps...................................................................... [ ]  

    Paramètre de pénalité.............................................. [ ]  

   Raideur du couplage............................................... [  ⁄ ]  

      Raideur du système................................................. [  ⁄ ]  

     Raideur fluide structure.......................................... [  ⁄ ]  

    Fonction de forme à un  élément............................ [ ]  

    Surface de l’élément de triangle............................. [  ]  

𝜆      Coordonnées paramétrique..................................... [ ]  

   Travaille.................................................................. [   ]  

      Travail Navier-Stokes.......................................... [   ]   

       Travailcontinuité................................................. [   ]  

    Raideur du fluide.................................................... [  ⁄ ]  

   Fonction de forme................................................... [ ]  

   Matrice reliant les déformations aux variables 

nodales..................................................................... [ ]  

   Matrice de comportement élastique........................ [ ]  

    Le pas...................................................................... [ ]  

[ ]  
   Masse du solide élémentaire................................... [  ]  
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[ ]  
   Masse du fluide élémentaire................................... [  ]         

[ ]  
   Raideur du solide élémentaire................................. [  ⁄ ]  

[ ]  
   Raideur du fluide élémentaire................................. [  ⁄ ]  

{ }  
   Force du solide élémentaire.................................... [ ]  

{ }  
   Force  du fluide élémentaire................................... [ ]  

[ ]  
   Masse globale......................................................... [  ]  

[ ]  
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{ }  
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{ }  
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〈   〉  Matrice ligne........................................................... [ ]  

[ ]  Matrice.................................................................... [ ]  

{ }  Vecteur.................................................................... [ ]  
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 Introduction Générale  

 

 

Introduction  

Les canalisations qui dans le passé ne servaient qu’à transporter l'eau de la rivière vers 

les villageois se sont largement développées, et depuis la révolution du développement 

industriel on trouve différentes formes de canalisations pour les différentes fluides. 

Cette révolution a été provoquée par les besoins de l'être humain dans le génie civil, 

génie nucléaire, génie maritime, génie biomédical…etc., l’écoulement dans ces 

canalisations crée les phénomènes d'interaction fluide-structure.  

Un des premiers grands secteurs ou les simulations numériques et expérimentales 

d'interaction fluide-structure sont apparues est le génie civil. Le développement de ce 

domaine d'application est lie à l'effondrement du pont de Tacoma Narrows (1940) et Tay 

Bridge (28 décembre 1879). 

L’interaction fluide-structure s’intéresse au comportement d’un système constitué de 

deux entités mécaniques: une structure mobile ou fixe (rigide ou déformable) et un fluide 

(en écoulement ou au repos) autour ou à l’intérieur de la structure. L’évolution de 

chacune des deux entités dépendant de celle de l’autre, un phénomène de couplage 

apparaît. 
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 Plus précisément, la structure influe sur l’écoulement du fluide et l’écoulement du 

fluide sur la structure par les déplacements et entre eux en trouve l'interface. Dans la 

nature il y a plusieurs situations de ce type des problèmes. Comme les hautes cheminées, 

les gratte-ciels, les barrages dont la structure subit l'écoulement du fluide sous l'effet de la 

pression, les câbles téléphonique sous l'effet du vent, les ailes d'avion, les réservoirs, sous 

l'effet du ballotement de la surface libre du fluide,… etc. 

On trouve aussi le phénomène de l'interaction fluide-structure dans les industries 

pétrolières surtout les transporteurs du pétrole comme les conduites cylindriques qui joue 

un rôle très importent de la liaison  entre les dispositions d'unité, qui provoque la 

vibration sur les conduites.  

Ces différents effets sont nommés sous le nom des forces du fluide qui s’exercent sur 

la structure (modifie la géométrie) et se composent en trois types:  

 La force aléatoire qui ne dépend pas du mouvement par exemple le fluide sur la 

structure fixe. 

 la force fluide-structure pour une structure vibrante dans fluide au propre 

l’écoulement. 

 la force fluide-élastique qui dépend du mouvement de la structure dans un 

écoulement de fluide. Le couplage fluide-structure apparaît systématiquement 

dès qu'on a une structure déformable dans un fluide en mouvement ou une 

structure en mouvement dans un fluide initialement au repos.  

 

Le couplage fluide-structure 

La principale problématique de ce mémoire est: comment transmettre correctement les 

efforts d’interaction entre le modèle Eulérien pour le fluide et le modèle Lagrangien pour 

la structure? Les méthodes de couplage mises en œuvre pour répondre à cette question 

sont appelées couplages Euler/Lagrange. Le premier réflexe est d’imposer, à la frontière 

du fluide et de la structure, une même cinématique. Par exemple, les vitesses des nœuds 

Lagrangiens composant la frontière de la structure peuvent être déterminées en 

interpolant les vitesses Eulériennes des nœuds voisins. 

Les rôles du "maître" (celui qui impose la vitesse) et de "l’esclave" (celui qui subit) 

peuvent être inversés en cours de calcul.  

A la place de cette première approche et pour assurer la conservation de la quantité de 

mouvement, le champ des forces d’interaction est évalué et appliqué en respectant le 
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principe de l’action et de la réaction. La force d’interaction est estimée par une méthode 

de pénalisation consistant à permettre une légère pénétration entre les deux maillages. 

Une force de rappel proportionnelle à cette distance est alors évaluée par équation suivant 

elle est appliquée par symétrie sur le fluide et la structure. 

       

Où F, d et k sont respectivement la force, la pénétration et la raideur.  

Cette dernière est l’objet du problème car il est difficile d’estimer sa valeur 

précisément pour un problème quelconque. Si la raideur est trop faible, les 

interpénétrations deviendront inacceptables et le fluide traversera la structure. En théorie, 

la raideur devrait être très grande afin de limiter les pénétrations. Cependant, si la raideur 

est trop importante, la force de rappel trop grande devant les forces physiques 

déstabilisera le calcul. Le choix de la raideur est un problème non-linéaire délicat qui 

repose sur l’expérience de l’utilisateur qui doit avoir une idée de la solution physique 

recherchée. 

Avec le développement des codes de calcul en mécanique des fluides et 

l’augmentation des ressources informatiques, la simulation numérique devient un outil 

intéressant et complémentaire pour l’étude des couplages fluide-structure. 

La difficulté est de trouver une formulation adaptée pour la résolution des équations 

fluide-structure. 

La structure de mémoire se commence par une introduction générale sur l'interaction 

fluide-structure et Le couplage fluide-structure par la suite on trouve le chapitre1 qui 

donne quelque travaux en simulation et modélisation sur (F.S.I) interaction fluide-

structure avec différentes couplages par pénalité. 

Chapitre2 c'est la théorie mathématique en modélisation pour fluide en écoulement 

laminaire incompressible dans la conduite cylindrique suivent la loi de comportement du 

structure avec l'équation de Navier-Stokes, couplage entre fluide-structure et cette théorie 

elle est discrétisé par la méthode des éléments finis dans chapitre3 en modélisation 

numérique. 

Chapitre4 c'est la programmation en MATLAB avec les résultats graphiques, des 

fréquences propres pour différents paramètres géométriques et physiques du fluide et 

structure. 

Ce travail se termine par une conclusion générale dans laquelle en trouve des 

remarques sur ces résultats suivie par une perspective du F.S.I.           
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 Introduction 

Les domaines où l’interaction fluide structure est présente sont de nature très variés, 

et les travaux réalisés sont nombreux. Dans ce chapitre nous allons donner un historique 

général sur les travaux proches de notre sujet qui ont été faits. 

I.1 Simulation numérique du comportement écoulement transitoire dans les 

faisceaux de tubes utilisant une méthode de pénalisation volume: 

Kai Schneider [01] a travaillé sur la simulation numérique de l’écoulement plan 

des fluides incompressibles dans les tubes des échangeurs de chaleur et du réacteur 

chimique par l’utilisation de la méthode de pénalisation volumique. Dans son article, il 

présente la méthode de pénalisation avec un schéma numérique. 

La méthode de pénalisation volumique a été proposée par Arquis et Caltagirone 

(1984) et généralisée par Angot et al. (1999).Elle est basée sur l’idée physique qui 

consiste à modéliser les murs solides (parois) et les obstacles par des corps poreux où la 

porosité tend vers zéro. Après avoir déterminé les équations pénalisées (différentielles), il 

utilise la méthode pseudo-spectrale de Fourier et la méthode d’adaptation des ondelettes. 
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I.2  Une méthode d'interaction en trois dimensions fluide-structure pour les valves 

cardiaques de modélisation : 

Raoul van Loon et autre [02] utilise la modélisation numérique du couplage fluide 

solide lorsque le solide est un corps mince. L’écoulement est décrit par les équations de 

Navier Stokes instationnaires, la déformation du solide l’étant par un modèle du type 

Néo-Hookien, et le couplage entre le fluide et la structure se fait par les multiplicateurs de 

Lagrange. Avec l’utilisation de l’approche lagrangienne et eulérienne  pour les problèmes 

tridimensionnel, il a utilisé la loi de Hooke généralisée et l’application  la méthode  des 

éléments finis en maillage. 

 

Bien que les maillages fluide et solide ne soient pas en conformité, l’un par rapport 

à l’autre on peut coupler les régions respectives via un multiplicateur de Lagrange. Par 

rapport à d’autres approches de ce type, on améliore la précision par l’utilisation d’une 

méthode de maillage adaptative, peu coûteuse, appliquée au maillage fluide au voisinage 

de l’interface avec le solide. Pour évaluer les possibilités de la méthode, on l’applique à la 

résolution de problèmes modèles, bi et tridimensionnels, tous étroitement liés à la 

simulation numérique du mouvement des valves cardiaques en régime dynamique. 

 

Le domaine fluide   avec le domaine solide  son intégrés dans un seul domaine 

est considéré comme solide. Afin de saisir l'interaction fluide-structure, ces deux 

domaines doivent être associés, par le couplage qui est obtenu en appliquant la condition 

qu’il n’y a pas de glissement au niveau de l’interface solide fluide.  

Afin de distinguer les deux domaines, les multiplicateurs de Lagrange   et    sont 

mis en place pour désigner le domaine correspondant à l'interaction fluide-structure et la 

surface de contact solide. 

I.3 L’interaction fluide-structure dans les tuyaux à paroi épaisse 

A.S. Tijsseling  [03] détermine la variation de la vitesse acoustique en fonction du  

rapport entre l’épaisseur et le rayon dans les tubes ou le phénomène du coup de bélier, 

c.à.d. l’augmentation de la pression à l’intérieur de tuyaux par la fermeture de valve qui 

provoque la  propagation des vagues sur le long du canal. 
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 Pour cela il a étudié le phénomène en modèle mathématique classique basé sur les 

équations de continuité en 2D en utilisant des coordonnées cylindriques  

I.4 Une procédure adaptabilité du maillage pour CFD et les interactions fluide-

structure 

Klaus-Jürgen Bathe Hou Zhang [04] utilisent la réparation et l'adaptation des 

maillages pour obtenir efficaces CFD (dynamique des fluides) et des solutions FSI 

(interaction fluide structure). 

Ces techniques fonctionnent sur des gradients de solution et d'impliquer 

l'adaptation de raffinage et de grossissement du maillage  et cette technique elle est 

adapter par l’itération qui suive la région de fluide. Par suite vienne la résolution du 

système pour l’écoulement laminaire incompressible ou compressible par les équations de 

Navier-Stokes, qui a été adapté  automatiquement avec la comparaissent entre le maillage 

initial et final c.à.d. voire le plus raisonnable. 

I.5 Méthodes numériques pour analyse modale de un faisceau de tubes avec 

 interaction fluide-structure 

Jean-François SIGRIST et Daniel BROC [05] ont appliqué l’analyse sismique 

sur les faisceaux de tubes dans l'évaluation de la sécurité des installations nucléaires. Ces 

analyses nécessitent en particulier le calcul de la fréquence, la forme de mode et de la 

masse effective des modes propres du système. Comme les effets d'interaction peuvent 

influer considérablement sur le comportement dynamique de structures immergées, la 

modélisation numérique du faisceau de tubes doit prendre en compte l’interaction fluide 

structure.  

Cette analyse basée sur le comportement  massique du fluide dans des tubes où il y 

a la densité ou cumulation de la masse dans la structure, pour cela ils ont travaillé sur la 

méthode de la masse ajoutée. Les différentes méthodes numériques ont été exposées et 

comparés dans leur document, consacré à l'analyse dynamique d'un générateur de vapeur 

pour le système de propulsion sous-marin nucléaire, pour l'analyse modale du faisceau de 

tubes avec modélisation de l'interaction fluide structure. 

L'objectif principal de l'étude est de démontrer l'efficacité numérique d'une méthode 

d’homogénéisation (élément fini), qui a été développée et appliquée à la modélisation 
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d'un réacteur nucléaire par [J.F. SIGRIST, D. BROC.2006], pour résoudre le problème de 

la densité de masse et de trouver les modes et les fréquences propres. 

I.6 Analyse théorique, analyse numérique et contrôle de systèmes d’interaction 

fluide-structure et de systèmes de type ondes. 

Le travail de Takéo Takahashi [06] est décomposé en trois partie, la première sur 

les interactions fluide structure du point de vue analytique mathématique par les équations 

classiques de Navier-stokes et leur utilisation au domaine  numérique avec la méthode 

A.L.E (Arbitrary Lagrangian eulerian) et lagrangienne pour la déformation structurel et 

pour utiliser l’interaction fluide-structure à l’écoulement incompressible non visqueux et 

par suite à l’écoulement compressible et visqueux, la deuxième partie cherche à contrôler 

le mouvement du fluide et la structure en vitesse et dans la troisième, il détermine la 

rigidité par l’approche  fréquentielle dans différents systèmes ; fluide externe ou interne à 

la structure ou solide. 

I.7 Simulation par éléments finis 3D de l’écoulement incompressible à l’interaction 

fluide-structure: 

S. Mittal et T. E. Teaduyar [07] ont résolu des problèmes en 3D impliquant des 

interactions fluide-structure par l’étude de la dynamique d'une conduite flexible en porte à 

faux (figure. I.1.).  

Par suite, ils calculent l'écoulement qui passe par l’aile fixe rectangulaire avec le 

nombre de Reynolds 1000, 2500 et lo
7
ils révèlent des modèles d'écoulement intéressants. 

Pour des valeurs de Reynolds1000, 2500, c’est un calcul en éléments finis en 3D à 

écoulement incompressible instationnaires, impliquant des interactions fluide-structure, 

basé sur l'espace-temps ; déformation dans le domaine spatial/stabilisé espace-temps 

(DSD / SST) formulation des éléments finis. 

La résolution de Les équations Navier-Stokes, c’est le principe des travaux 

virtuels pour assurer la stabilité numérique des calculs, qui donne une série d’intégration 

et impliquant la formulation variationelle de Galerkin dans l’équation. Ces intégrales sont 

obtenues en appelant les Galerkin/moindres carrés (Galerkin/least squares GLS). 
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Fig I.1: (a). Écoulement dans un tuyau flexible en porte à faux: 

Présentation schématique 

 

Fig I.2: (b).Écoulement dans un tuyau flexible en porte à faux: 

Élément de conduite 

La résolution se fait par l’intégrale de l'équation qui correspond à la formulation de 

Galerkin par éléments finis pour trouver un système sous forme matricielle du problème:  

  ̈      ̇           

 Où M, C et K sont les matrices de masse, d'amortissement et de rigidité, respectivement, 

et F est le vecteur de force. Les vecteurs de  ̇, et u correspondent à l'ensemble des 

inconnues pour l'accélération, la vitesse et le déplacement. 

I.8 Caractéristique dynamique d’une coque cylindrique par considération de 

l’interaction fluide-structure. 

Myung Jo Jhung,Wal Tae kimet Yong Ho Ryu [08] cherche la fiabilité de 

cylindres ou de réservoirs avec anneau rempli de liquide, sur les caractéristiques 

modales considérant l’effet d'interaction fluide-structure. Ils utilisent la méthode des 

’élément finis pour la structure et la méthode de masse ajoutée à la masse de la structure 

pour simplifier la résolution du problème et obtenir sous forme de donnée le déplacement 

et la fréquence naturelle de remplissage du cylindre, la masse ajoutée représentant des 

donne des fréquences plus élevées. 
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I.9 Analyse modale d’une structure industrielle avec prise en compte du couplage  

fluide/structure. 

Jean-François Sigrist, Christian Lainéet Bernard Peseux [09] utilise une 

analyse modale d’une structure industrielle couplée avec un fluide, avec les techniques 

numériques de calculs couples fluide/structure. La nature de la structure et axisymétrique 

en géométrie et, la modélisation du problème est réalisée par les éléments finis 

axisymétriques développes en série de Fourier par La discrétisation en élément fini.  

 

La modélisation est effectuée par un code de calcul implanté dans MALAB pour 

permettre l’analyse modale de la structure (voire figure .I.2.), la comparaison se fait par 

ANSYS à des résultats de calcul MATLAB avec les résultats de calculs obtenus avec le 

code généraliste  Ansys, pour l’étude de problèmes couples en pression/déplacement avec 

développement en série de Fourier, a partir de ca trouver les valeurs propre par MATLAB 

et le code de calcule Ansys ,en suite Comparaison des résultats de calcul MATLAB et 

Ansys fréquences propres du système couple dans des tableaux 1et2 . 

 

 

Fig I.3: Géométrie industrielle  étudiée.  Représentation axisymétrique de l’ensemble 

panier et cuve d’un réacteur de propulsion navale. 
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I.10 Étude de l'interaction fluide/structure d'un élastique Membrane dans un micro-

canal. 

 S. Moondra and A. Upadhyay and Sushanta K. Mitra [10] utilisent la   

Simulation numérique de l'écoulement à travers un micro-canal bidimensionnel avec une 

structure intégrée élastique. Une étude  pour des géométries différentes  de l'élasticité de 

la structure et la viscosité de fluide sur le moment de flexion maximal, la contrainte de 

cisaillement maximale dans la structure et le déplacement maximum de la structure. 

Divers microsystèmes à base de silicium tels que les puits de micro-thermique, micro-

puces à ADN, microréacteurs et les micro-buses ont été développés ces dernières années.  

 Leur étude c’est de simuler numériquement l'écoulement à travers un micro-canal 

avec une membrane élastique et d'étudier les effets de divers paramètres - telles que 

l'élasticité de la membrane, la viscosité du liquide, et la géométrie de la membrane 

élastique sur le déplacement de la pointe de la membrane, sa contrainte de cisaillement 

maximale et le moment de flexion. 

 

II. Couplage entre fluide et la structure [11]: 

Le couplage entre un fluide et une structure est la base de beaucoup de 

phénomènes. Parmi c'est phénomènes, la déformation de la structure, ou on peut trouver 

par tout, même dans le corps humain qui est une structure élastique complexe. On trouve 

plusieurs définitions sur le couplage fluide-structure, soit mathématique ou physique, 

c'est-à-dire la formulation algébrique ou physique sur les bases des données du problème 

à résoudre.  

Le couplage c'est de créer une interface entre deux propriétés physiques différentes 

ou de même propriété physique, comme solide-solide, fluide-structure, fluide-fluide aussi 

on peut dire c'est l'interaction fluide-structure.  

Ces figures montrent les différents problèmes qu'on peut trouver, sur le couplage fluide 

structure ou l'interface. 
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Fig I. 4: couplage structure-fluide et couplage structure-(fluide – fluide). 

 

 

 
 

 

Figure I.4 : Solide élastique immergé dans un fluide. 

 

 

II.1  La méthode par pénalisation : 

II.1.1. Méthode SPH:  

La méthode SPH (Smoothed Particle Hydrodynamics) se caractérise par la masse 

des particules et par deux grandeurs de discrétisation, la distance entre les particules, 

diamètre de la particule.  

 

Le principe est d’approximer un champ  ⃗̇  sur un domaine ω par un ensemble de 

points de discrétisation appelés particules. En chacune de ces particules, on peut écrire 

une formulation intégrale du champ. 
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Fig. I.5: Couplage SPH/FEM. 

 

 ⃗̇ (  )  ∫  ⃗̇ ( ⃗ )𝛿(    ⃗ )                                              (   )
 

 

Si   et    représentent respectivement la masse volumique et la masse d’une particule 

j, l’intégrale dans Eq. (I.1) peut être approximée par une quadrature de type Monte Carlo: 

 

 ⃗̇ (  𝑖)  ∑
  

  
𝑖

 ⃗̇ (   ) (‖  𝑖     ‖  )                                 (   ) 

 

Le couplage SPH/FEM repose sur une méthode de contact par pénalisation. Les 

particules fluides sont les "nœuds" esclaves. La particule pénètre dans un élément 

structure d’une distance d (voir Figure I.5), la force appliquée est proportionnelle à cette 

distance:       dans laquelle k est la raideur par pénalisation. 

 

II.1.2. Méthode SPH avec FEM: 

Ce couplage est utilisé pour gérer l’interaction fluide/structure entre un maillage 

Lagrangien, pour la structure, et un maillage Eulérien pour le fluide. Le maillage 

Lagrangien étant immergé dans la grille Eulérienne. 

 

 

Fig. I.6: Couplage SPH/FEM/FEM. 
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La distance relative entre les positions Lagrangiennes des nœuds mais la distance 

relative entre une particule fluide et un point interne de l’élément de la structure. Les 

quantités aux points internes telles que les forces d’interaction, les masses ou les vitesses 

sont reliées aux quantités nodales par les fonctions de forme NI. 

Un déplacement relatif construit à partir des variables Eulériennes est donné par le 

produit du pas de temps de calcul par la vitesse relative normale à l’élément structure  : 

   ( ̇         
    ⁄⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

  ̇   𝑖  
    ⁄⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

) La pénétration à chaque cycle est mise à jour par: 

 

           ( ̇         
    ⁄⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

  ̇   𝑖  
    ⁄⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

)                                   (   ) 

 

III.1.3. Méthode FEM avec FEM [12]: 

La méthode de FEM/FEM par pénalisation se caractérise par élément fini de la 

structure et du fluide par une raideur qui et entre deux nœud sous forme interface de 

contact ni frottement ni glissement (voir Figure .I.7). 

Afin de présenter cette méthode, on considère un cas bidimensionnel. Soit un 

élément Maître  à  deux  nœuds m1 et m2, et un nœud esclave s. L’idée principale, pour 

éviter la pénétration du nœud esclave au travers de l’élément maître, est d’appliquer une 

force de Répulsion suivant la normale à l’élément maître. L’enjeu est alors de calculer la 

valeur de Cette force. Considérons le repère local de l’élément maître. En considérant 

uniquement les forces normales, et en appliquant le principe de l’action et de la réaction, 

on a : 

                                                             (   ) 

Faisons maintenant intervenir une pondération de l’effort de réaction du nœud esclave 

sur les nœuds de l’élément maître, au travers de la définition de la variable ξ, définie 

comme: 

  
      

       
                                                            (   ) 

On peut alors écrire les équations: 

 

      (   )                                                 (   ) 
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Fig I.7: Couplage FEM/FEM. 

Dans notre cas le couplage avec raideur et sans amortissement. L’appellation  

"maître" et "esclave" sont, en général, attribuées au fluide et à la structure respectivement. 

K représente la raideur du ressort, us distance esclave et um distance maître. Cette méthode 

consiste, en fait, à disposer, à l’interface, des ressorts fictifs en tension entre tous les 

nœuds pénétrant et la surface de contact, la position d’équilibre de ces ressorts 

correspondant à un nœud esclave positionné sur le segment maître. 

 

        (     )                                             (   ) 

II.1.4. Méthode des multiplicateurs de Lagrange [13]: 

La méthode des multiplicateurs de Lagrange est plus naturelle que la méthode des 

pénalités, au détriment d’un temps de calcul plus élevé.  

L’idée générale est de trouver, en respectant la contrainte spatiale issue des 

positions des nœuds esclaves et maîtres, la force de contact vérifiant au mieux  l‘équation 

de conservation de quantité de mouvement. Introduisons la fonction localisatrice φ du 

nœud esclave par rapport à l’élément maître: 

     (   )                                                (   ) 

Les forces d’interactions  𝑖      {       }appliquées au nœud i s’écrivent alors, 

en faisant intervenir un multiplicateur de Lagrange λ, ayant la dimension d’une force: 

 𝑖  𝜆
  

  𝑖
                                                                      (   ) 

On peut alors retrouver l’expression des forces d’interaction introduites dans la 

méthode de pénalisation, leur valeur étant cette fois calculée mécaniquement: 
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{
           (   )𝜆

            𝜆
        𝜆

                                               (    ) 

 

La détermination des multiplicateurs de Lagrange s’effectue généralement avec des 

méthodes de type itératives, type Gauss*Seidel [CARPENTER, 1991], méthode coûteuse 

en termes de temps de calcul. 

 

II.2 Fréquence propre du couplage [14]: 

A présent, on recherche la fréquence propre du système [Mf- Kfs- Ms] représenté sur 

figure. I.8.  

 

 Le schéma 1 de cette figure représente le principe du couplage: dès qu’il y a une 

interpénétration entre les masses Ms et Mf, une force de rappel représentée par un ressort 

de raideur Kfs est appliquée sur les deux masses. 

 

 Le schéma 2 de figure. I.8 est équivalent au schéma 1 pour une masse équivalente 

                ⁄ et un ressort de raideur Kfs.  

La fréquence propre du couplage      est alors donnée par: 

 

      
 

  
√

   

   
                                                             (    ) 

 

 

Fig I.8:Schéma du couplage en pénalité. 
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Théorie sur le Domaine Fluide 

Structure & Couplage  

 

Théorie des solides: 

La théorie du solide ce compose en deux partie très importantes la première partie 

c'est la mécanique qui peut s’énoncer par le principe fondamental de la dynamique et la 

relation entre les déformations et les déplacements. La deuxième partie sur le 

comportement des matériaux par une relation contrainte-déformation. Dans notre travail 

ou étude on utilise les deux parties de la théorie du solide pour applique par la suite  la 

discrétisation en éléments finis par la formulation contrainte-déplacement. L'hypothèse 

que nous avons appliquée consiste sur la nature du matériau qui est isotropie. 

I.1 Tube soumis à une pression [15]: 

L’écoulement du fluide dans la conduite crée une pression interne. En supposant un 

cylindre creux d'axe longitudinal z, de rayons intérieur r1 et extérieur r2 soumis à des 

pressions P1 sur la surface intérieure, déterminons les déplacements, les déformations et 

les contraintes dans ce cylindre. C'est une Structure cylindrique qui a  une révolution 

obtenu par la rotation d'une surface rectangulaire autour d'un axe de symétrie ou l'axe de 

la révolution. (Figure II.1) 
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Fig.II. 1:Tube cylindrique soumis à des pressions. 

 

I.2 Relations déplacements avec déformations et contraintes: 

On considère un repère cylindrique (r, θ, z) qui dû faire de d'axisymétrique de 

l'objet, la sollicitation intérieure va être le repère principal des contraintes et 

déformations. Le bon sens et de prendre les coordonnées cylindriques et de faire 

application d'axisymétrique sur les déplacements ou les déformations en suite les 

contraintes. L'utilisation des coordonnées cylindriques s'impose dans de nombreux 

problèmes, en particulier le problème de la révolution d'un point solide en coordonnées (r, 

θ, z). (Figure II.2). 

 

 

 

Fig.II. 2: Coordonnées cylindriques 
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I.2.1. Déplacement [16]: 

a). Déplacements en Coordonnées Cylindriques: 

En introduisant les composantes (       )du vecteur de déplacement  ⃗  dans la 

base (          ⃗⃗  ⃗) obtenue à partir de la basse  (       ⃗ )des coordonnées cartésiennes, par 

rotation θ autour de la direction   ⃗⃗ ⃗⃗  . En trouve trois déplacements principaux radial, axial 

et circonférentiel. 

〈 〉  〈      〉                                                     (    ) 

I.2.2. Déformation [17]: 

a). Déformations en Coordonnées Cylindriques: 

Pour calculer le champ de déformation nous allons prendre la définition de 

déformation d'un cylindre [10]. On prend un solide qui est infiniment petit, qui contient 

les déformations du point solide M, après transformation vient M' (donc MM'= ur).on 

prend un autre point N voisin e M, dans un premier temps dans la direction radial (Figure 

I.3), donc MN=dr. Le point N se transforme en N', tel que NN'= u+du. 

 

{
 
 

 
     

       

  
 

  

  

    
(   )(  )     

   

    
       

  
 

  

  

 
 

 
 

 

 

  

  
 

On peut faire le même raisonnement pour les autres points voisins de d     ce qui 

nous permet d'écrire la matrice de déformation (II.3) 

 

Fig.II. 3: déplacement d’un point. 
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Le tenseur de déformation est de la forme : 

 

 ( )  [

         

         

         

]                                                    (    ) 

 

〈 ( )〉  〈                     〉                             (    ) 

Avec ; 

    
   

  
     

  

 
 

 

 

   

  
     

   

  
 

     
   

  
 

  

 
 

 

 

   

  
 

     
   

  
 

   

  
 

     
 

 

   

  
 

   

  
 }

 
 
 
 

 
 
 
 

                                  (    ) 

On a : 

{ ( )}  

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

   

  
  

 
 

 

 

   

  
   

  
   

  
 

  

 
 

 

 

   

  
   

  
 

   

  
 

 

   

  
 

   

  }
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

                                                 (    ) 

Qui peut être écrit sous la forme: 

{ ( )}  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

  
            

 

 

 

 

 

  
 

               
 

  
 

 

 

  

 

  
 

 

 
 

 

  
      

 

  

 
 

  

 

 

 

  ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

{

  

  

  

}                                             (    ) 

Ou:  { }  [ ]{ } 
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Avec ; 

[ ]  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

  
            

 

 

 

 

 

  
 

               
 

  
 

 

 

  

 

  
 

 

 
 

 

  
      

 

  

 
 

  

 

 

 

  ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                     (    ) 

I.2.3. Contraintes [17]: 

a).  Contraintes en Coordonnées Cylindriques: 

Les matrices des contraintes du point solide M devient: 

 

 ( )  [

         

         

         

]                                              (    ) 

 

Les vecteurs de〈 ( )〉. (Figure II.4) 

 

〈 ( )〉  〈                  〉                             (    ) 

 

Fig.II. 4: Contraintes en coordonnées cylindriques. 
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C'est grâce à la propriété élastique des corps qu'on a pu relier la déformation à la 

contrainte. Si un petit élément est soumis aux trois contraintes normales             les 

composantes de déformations sont déduites directement en appliquant la loi de Hooke 

généralisé. 

i, j1, 2, 3 

 𝑖  𝜆 𝑖 𝛿𝑖   𝜇 𝑖                                              (     ) 

 

𝛿𝑖  défini l'indice de Kronecker 

∀  𝑗    𝛿𝑖         𝑗    𝛿𝑖        ≠ 𝑗 

Ou l'on définit   qui est le coefficient de poisson et E le module d'Young, à partir 

des coefficients de Lamé 𝜆 et , par 

 

  
𝜆

 (𝜆  𝜇)
   

𝜇( 𝜆   𝜇)

𝜆  𝜇
                                          (     ) 

 

La loi de Hooke a été généralisée par Cauchy (1789-1857), qui a proposé 

d’exprimer chaque composante du tenseur des contraintes comme une fonction linéaire 

des composantes du tenseur des déformations. La loi de Hooke est donc aujourd’hui 

souvent écrite sous la forme : 

{ }    [ ]{ }                                                     (     ) 

 

Si on applique la relation(    ) on obtient, (1.12) on à la symétrie des tenseurs de 

contrainte et de déformation sous forme vecteurs { }et { } de R6, et la matrice [ ]  de 

    sont définis par 

Avec ; 

[ ]  
 

(  𝜐)(   𝜐)

[
 
 
 
 
 
 
 
 
  𝜐 𝜐 𝜐

𝜐   𝜐 𝜐
𝜐 𝜐   𝜐

   
   
   

   
   
   

   𝜐

 
  

 
   𝜐

 
 

  
   𝜐

 ]
 
 
 
 
 
 
 
 

  (     ) 
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{ ( )}  
 

(  𝜐)(   𝜐)

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 (  𝜐)

   

  
 𝜐

   

  
 𝜐

 

 
(   

   

  
)

𝜐
  

 
 (  𝜐)

 

 
(   

   

  
)  𝜐

   

  

𝜐
   

  
 𝜐

 

 
(   

   

  
)  (  𝜐)

   

  
   𝜐

 
(
   

  
 

  

 
 

 

 

   

  
)

   𝜐

 
(
   

  
 

   

  
)

   𝜐

 
(
 

 

   

  
 

   

  
)

}
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

            (     ) 

 

{
 
 

 
 

   

   
   
   

   

   }
 
 

 
 

 
 

(  𝜐)(   𝜐)

[
 
 
 
 
 
 
 
 
  𝜐 𝜐 𝜐

𝜐   𝜐 𝜐
𝜐 𝜐   𝜐

   
   
   

   
   
   

   𝜐

 
  

 
   𝜐

 
 

  
   𝜐

 ]
 
 
 
 
 
 
 
 

{
 
 

 
 

   

   
   
   

   

   }
 
 

 
 

          (     ) 

 

II. Théorie des fluides [5]: 

L'analyse d'un écoulement de fluide est décrite de façon complète par les équations 

de base qui sont les équations du mouvement, l'équation de continuité, l'équation de la 

quantité du mouvement, l'équation de la conservation d'énergie et les conditions aux 

limites. 

 

II.1  Hypothèses: 

Dans notre travail, nous considérons l'écoulement du fluide incompressible, 

irrotationnel. Avec un écoulement laminaire de Re<<1, on suppose que la force de gravité 

et négligeable dans toutes les directions.  La masse volumique du fluide constante dans 

toute la conduite cylindrique (système), c.à.d. l'équation de la conservation de la masse ne 

contient que les termes de vitesse. 

 

 Milieu irrotationnel implique que la déformation du fluide se fait sans rotation. 
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 Milieu incompressible implique que la viscosité seconde est nulle 

 

 Milieu de l'écoulement laminaire et de Re<<1 permet de négliger le terme non 

linéaire ((( ⃗̇   )  ⃗̇ )   ), c.-à-d. on a une équation différentielle premier ordre. 

II.2  Equation de continuité: 

Dans un milieu continu en mouvement l'équation de continuité doit être vérifiée 

pour tout volume matériel Vm(t). 

En supposant un volume matériel Vm(t), la masse contenue dans ce volume est: 

  ∫    
  ( )

                                                               (     ) 

Ou   désigne la densité locale. Si le volume matériel ne contient ni source ni puits, 

la masse qui se trouve dans Vm(t) est constante et on peut écrire: 

 

  
  

 

  
∫      
  ( )

                                                    (     ) 

Nous pouvons maintenant appliquer le théorème de transport au volume Vm(t): 

 

  
∫    
  ( )

 ∫
  

    ( )

 ∫       
  ( )

                                    (     ) 

Est d'après (II.17) on peut écrire: 

∫
  

    ( )

 ∫       
  ( )

                                                (     ) 

Si le volume Vm(t) ne contient pas de surface de discontinuité, l'intégrale sur la Am 

peut être remplacée par une intégrale de volume et le théorème de Green-Ostrogradsky 

permet d'écrire: 

∫       
  ( )

 ∫      
  ( )

                                              (     ) 

Dans ces conditions, (II.19) devient: 

∫ [
  

  
      ]

  ( )

                                                    (     ) 

Le volume d'intégration est arbitraire et par conséquent l'intégrant doit être 

identiquement nul: 

  

  
                                                                  (     ) 
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Cette équation exprime la conservation de la masse elle est applicable pour tous les 

points du fluide continue. On développe l'équation (     ) en coordonnées cylindriques 

(r, θ, z) comme suivant: 

  

  
 

 

 

 

  
(  )  

 

 

  

  
 

  

  
                                            (     ) 

 

Si la masse est constante (     ) (fluide incompressible) devient: 

 

 

 

  
(  )  

 

 

  

  
 

  

  
                                              (     ) 

 

Comme on travaille en axisymétrique (r, z) la relation (II.24) devient: 

 

 

 

  
(  )  

  

  
                                                        (     ) 

 

II.3 Conservation de la quantité de mouvement: 

La variation de la quantité de mouvement d'un système matériel est égale à la 

somme de toutes les forces extérieures qui lui sont appliquées, ces forces sont de deux 

types les forces de volume et les forces de surface. 

 Les forces de volume sont égales à: 

  
⃗⃗⃗⃗  ∫      

  ( )

                                                 (     ) 

 Les forces de surface sont égales à: 

  
⃗⃗  ⃗  ∫   ( )  

  ( )

                                                  (     ) 

En appliquant le principe de la conservation de la quantité de mouvement nous 

obtenons: 

 

  
∫      
  ( )

 ∫      
  ( )

 ∫   ( )
  ( )

                                (     ) 

 

n: Normale extérieure. 

  ( ): Vecteur contrainte agissant sur dA. 

En projetant l'équation (     ) sur un système d'axes, nous obtenons: 
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∫   𝑖  
  ( )

 ∫   𝑖  
  ( )

 ∫  𝑖( )
  ( )

                           (     ) 

Ou :  𝑖( )   𝑖    et   𝑖   𝑖  

Les expressions des trois composantes du vecteur contraint sous forme: 

  ( )                   

  ( )                   

  ( )                   

                                        (     ) 

La contrainte t se compose en deux parties du point de vue physique: 

 La contrainte associée à la pression  

 La contrainte associée aux forces visqueuses  

 𝑖    𝛿𝑖   𝑖                                                         (     ) 

L'équation (II.28) prend la forme: 

 

  
∫   𝑖  
  ( )

 ∫   𝑖  
  ( )

 ∫ (  𝛿𝑖   𝑖 )  
  ( )

                 (     ) 

En appliquant le théorème de Green-Ostrogradsky l'intégrale de surface peut être 

écrite sous la forme: 

∫  𝑖( )
  ( )

   ∫
 (  𝛿𝑖   𝑖 )

  𝑖  ( )

                              (     ) 

Soit encore: 

∫  𝑖( )
  ( )

    ∫
  

  𝑖  ( )

   ∫
  𝑖 

  𝑖  ( )

                          (     ) 

 

D'après le théorème de Reynolds, on peut écrire : 

 

  
∫   𝑖  
  ( )

 ∫  
  𝑖

  
  

  ( )

                                     (     ) 

 

Si remplace (II.34), (II.33), dans, (II.31) on trouve: 

∫  
  𝑖

  
   

  ( )

∫ [  𝑖  
  

  𝑖
 

  𝑖 

  𝑖
]   

  ( )

                          (     ) 

 

Nous intégrant sur le volume du domaine Vm(t) on trouve: 

 
  𝑖

  
   𝑖  

  

  𝑖
 

  𝑖 

  𝑖
                                            (     ) 
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Nous allons écrire l'équation (voir II.21) sous forme de coordonnées cylindriques en 

(r, θ, z) : 

|

|
 [

  ̇ 

  
  ̇ 

  ̇ 

  
 

  ̇ 

 

  ̇ 

  
  ̇ 

  ̇ 

  
 

  ̇ 
 

 
]      

  

  
 𝜇 [

   ̇ 

   
 

 

 

    ̇ 

   
 

 

  

   ̇ 

   
 

   ̇ 

   
 

 ̇ 

  
 

 

  

   ̇ 

  
]

 [
   ̇ 

  
 

 ̇    ̇ 

  
 

  ̇ 

 

   ̇ 

  
  ̇ 

   ̇ 

  
 

 ̇   ̇ 

 
]      

 

 

  

  
 𝜇 [

   

   
 

 

 

   ̇ 

  
 

 

  

    ̇ 

   
 

    ̇ 

   
 

  ̇ 

  
 

 

  

  ̇ 

  
]

 [
  ̇ 

  
  ̇ 

  ̇ 

  
 

 

 

  ̇ 

  
  

  ̇ 

  
]      

  

  
 𝜇 [

   ̇ 

   
 

 

 

  ̇ 

  
 

 

  

   ̇ 

   
 

   ̇ 

   ]

(     ) 

La formule (II.38) représente l'équation de Navier-Stokes en coordonnées 

cylindriques d'un fluide incompressible irrotationnel. 

Avec ; 

 

  
 

 

  
  

 

  
 

 

 

 

  
  

 

  
                                       (     ) 

 

En considérant les hypothèses précédentes, l’équation (II.38) en coordonnées 

cylindriques prend la forme (II.40): 

 

|

|
 [

  ̇ 

  
]      

  

  
 𝜇 [

   ̇ 

   
 

 

 

    ̇ 

   
 

 

  

   ̇ 

   
 

   ̇ 

   
 

 ̇ 

  
 

 

  

   ̇ 

  
]

 [
   ̇ 

  
]      

 

 

  

  
 𝜇 [

   ̇ 

   
 

 

 

   ̇ 

  
 

 

  

    ̇ 

   
 

    ̇ 

   
 

  ̇ 

  
 

 

  

  ̇ 

  
]

 [
  ̇ 

  
]      

  

  
 𝜇 [

   ̇ 

   
 

 

 

  ̇ 

  
 

 

  

   ̇ 

   
 

   ̇ 

   
]

     (     ) 

 

Pour éviter la singularité sur les matrices de masse et de rigidité (raideur), on ajoute  

le terme de la pénalité 
 

𝜆⁄  à l’équation (II.40) comme suivant :   

 

|

|
 [

  ̇ 

  
]      

  

  
 𝜇 [

   ̇ 

   
 

 

 

    ̇ 

   
 

 

  

   ̇ 

   
 

   ̇ 

   
 

 ̇ 

  
 

 

  

   ̇ 

  
]  

 

𝜆

 [
   ̇ 

  
]      

 

 

  

  
 𝜇 [

   ̇ 

   
 

 

 

   ̇ 

  
 

 

  

    ̇ 

   
 

    ̇ 

   
 

  ̇ 

  
 

 

  

  ̇ 

  
]  

 

𝜆

 [
  ̇ 

  
]      

  

  
 𝜇 [

   ̇ 

   
 

 

 

  ̇ 

  
 

 

  

   ̇ 

   
 

   ̇ 

   
]  

 

𝜆

     (     ) 
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II.4 Relations des vitesses, déformations et contraintes: 

II. 4.1.Vitesses en Coordonnées Cylindriques: 

La même résolution du champ de déplacement en champ vitesse en coordonnée 

cylindrique du fluide incompressible. 

〈 ̇〉  〈 ̇  ̇  ̇ 〉                                                     (     ) 

II. 4.2. Déformations [18]: 

a). Déformations en Coordonnées Cylindriques: 

Les tensions internes en coordonnées cylindriques (r,θ,z) sont données par : 

 

     𝜇
  ̇ 

  
                 𝜇 (

 

 

  ̇ 

  
 

 ̇ 

 
)                𝜇

  ̇ 

  

        𝜇 (
 

 

  ̇ 

  
 

 ̇ 

 
 

 

 

  ̇ 

  
)           𝜇 (

 

 

  ̇ 

  
 

  ̇ 

  
)

        𝜇 (
  ̇ 

  
 

  ̇ 

  
)

}
 
 

 
 

              (     ) 

II. 4.3. Contraintes [19]: 

a). Contraintes en Coordonnées Cylindriques: 

La matrice des contraintes du point solide M devient: 

 

{ ( )}   𝜇

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

  ̇ 

  
 

 

 𝜇
 

 

 
(
 

 

  ̇ 

  
 

 ̇ 

 
 

 

 

  ̇ 

  
)  

 

 
(
  ̇ 

  
 

  ̇ 

  
)

 

 
(
 

 

  ̇ 

  
 

 ̇ 

 
 

 

 

  ̇ 

  
)  (

 

 

  ̇ 

  
 

 ̇ 

 
)  

 

 𝜇
 

 

 
(
 

 

  ̇ 

  
 

  ̇ 

  
)

 

 
(
  ̇ 

  
 

  ̇ 

  
)  

 

 
(
 

 

  ̇ 

  
 

  ̇ 

  
)  

  ̇ 

  
 

 

 𝜇

 

 
(
 

 

  ̇ 

  
 

 ̇ 

 
 

 

 

  ̇ 

  
)

 

 
(
  ̇ 

  
 

  ̇ 

  
)

 

 
(
 

 

  ̇ 

  
 

  ̇ 

  
) }

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

                                    (     ) 
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[ ( )]   𝜇

[
 
 
 
 
 

  ̇ 

  

 

 
(
 

 

  ̇ 

  
 

 ̇ 

 
 

 

 

  ̇ 

  
)

 

 
(
  ̇ 

  
 

  ̇ 

  
)

 

 
(
 

 

  ̇ 

  
 

 ̇ 

 
 

 

 

  ̇ 

  
)

 

 

 ̇ 

 

 

 
(
 

 

  ̇ 

  
 

  ̇ 

  
)

 

 
(
  ̇ 

  
 

  ̇ 

  
)

 

 
(
 

 

  ̇ 

  
 

  ̇ 

  
)

  ̇ 

  ]
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 

 𝜇
  

 
 

 𝜇
 

  
 

 𝜇]
 
 
 
 
 

                                                                                                      (     ) 

 

La  pression est déterminée dans un repère en coordonnées cylindriques (r, θ, z)  

 

{
 
 

 
 

   

   
   
   

   

   }
 
 

 
 

 

[
 
 
 
 
 
 𝜇 𝜇 𝜇
𝜇  𝜇 𝜇
𝜇 𝜇  𝜇

   
   
   

   
   
   

𝜇   
 𝜇  
  𝜇]

 
 
 
 
 

{
 
 

 
 

   

   
   
   

   

   }
 
 

 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 𝜇
  

 
 

 𝜇
 

  
 

 𝜇

   
   
   

   
   
   

   
   
   ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

{
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 }
 
 

 
 

(     ) 

 

III. Couplage entre fluide et la structure [20]: 

On a vu dans le chapitre de la recherche bibliographie des différentes méthodes de 

couplage par pénalité (SPH, SPH/FEM, FEM/FEM), alors nous avons choisi la méthode 

de pénalité FEM/FEM, qui contient compte de la masse du fluide et du solide par une 

relation de masse équivalente en couplage, aussi notre travail est basé sur la discrétisation 

par la méthode des éléments finis, aussi pour éviter le terme zéro dans  la diagonale de la 

matrice de raideur[ ]. 

 

Cette méthode utilise le multiplicateur de Lagrange de manière analogue pour le 

terme k=1/λ, ou λ<<0 très important comme une valeur qui satisfaire la condition pour 

éliminer les termes nulle dans la diagonale. 
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La méthode de pénalisation appartient aux techniques de régularisation sur la 

méthode de contact entre deux milieux différents. Elle contient de conte que les contrainte 

unilatérales ou les forces normales de contact est proportionnelle au déplacement. 

La méthode de pénalisation estime la composante normale de la force de contacte 

comme suivant: 

  (𝛿  𝛿 ̇)  {
  𝛿   �̇�     𝛿   
                          𝛿   

                                 (     ) 

 

La valeur de l'interférence au contact 𝛿  , souvent se mesure par une distance 

constante qui et homogène à un volume donnée, si elle est négative alors on a la force de 

contact qu'on va pénaliser par un coefficient k, plus la valeur élevée plus on se rapproche 

de la loi de contact de Signorini.  

 

 

Fig.II. 5: Loi de Signorini (1) qui peut être régularisée par un facteur de pénalité k=    

(2). 

Mais d'un point de vue mathématique pure le coefficient de k doit tendre vers 

l'infinie pour obtenir une approximation la plus juste possible. On numérique si un 

paramètre de pénalisation trop important conduit à des problèmes de convergence. 

Cette approche peut s’écrit on l’équation de mouvement comme suivant : 

{
 { ̈}   𝛿       𝛿   

 { ̈}                   𝛿   
                                        (     ) 

Cette méthode est très simple à mettre en œuvre, c'est pour ça elle est plus utilisée 

par le codes de calcule on éléments finis, accepte les contacts "nœud à nœud" pour une 

simple ressent, la présence des déplacements relatifs on contacte ou les petits glissements 

(Figure 1I.6). 
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Fig.II. 6 : Elément de contact nœud à nœud. 

 

Avant de parler sur le contact entre fluide-structure il faut définie les conditions aux 

limites mécanique, pour les deux phénomènes physique de façon générale. 

 

 Condition aux limites mécanique solide : 

 

 [  ]{ }  {  }            [  ]{ }  {  }                              (     ) 

 

 Condition aux limites mécanique fluide : 

 

 [  ]{ }  {  }            [  ]{ }  {  }                              (     ) 

 

Comme en travaille sur l’interaction fluide-structure, donc on parle sur le 

phénomène action-réaction qui donne que (II.49) égale (II.50). 

 

Alors on a :  

[  ]{ }  [  ]{ }                                                        (     )
                                                                                         

{  }  {  }                                                                    (     )
 

 

La pénalisation c’est une méthode qui prend-on considération que les forces de 

contact entre fluide et structure donc on a : 

 

{  }    {  }    {  }    {  }                                      (     ) 

 

   : Facteur de pénalisation. 
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{  } et {  } : c’est la nature du contact en force que nous avons choisi en raideur par 

rapport les déplacement. 

Alors on a : 

 

{  }  [
     

     
     

] {
 𝑖 

 𝑖 
 𝑖 

} 

{  }  [
     

     
     

] {
 𝑖 

 𝑖 
 𝑖 

}

                                           (     ) 

Donc : 

 

{   }  

[
 
 
 
 
 

    
   

    

    
     
    

    
     
    

    
   

    ]
 
 
 
 
 

{
 
 

 
 

   

   
   
   

   
   }

 
 

 
 

                                   (     ) 

 

Pour respecter la convergence du contact par pénalité il faut que     soit égale    
  

positivement et    doit etre encadré entre            , donc la forme de (    ) devient : 

 

{ }   {   }   {   }
 

 [ ]                                         (     ) 

 

Donc la raideur devient sou forme (Haute femme 1983) du fluide-structure suivante : 

 

[    ]  [   ]    [ ] [ ]  [   ]     [ ]                          (     ) 

Avec : 

 

[   ]: Matrice de rigidité totale (fluide + structure) 

  : Paramètre de pénalité pris égale à 10
4
 à 10

6
 voir le plus grand terme de [   ] de 

manière à éviter les problèmes de conditionnement de la matrice globale du système. 
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III.1  Méthode FEM avec FEM [21]: 

La méthode de FEM/FEM par pénalisation se caractérise par élément fini de la 

structure et du fluide par une raideur qui et entre deux nœud sous forme interface de 

contact (Figure. II.7). 

 
Fig.II. 7: Couplage FEM/FEM. 

 

Dans notre cas nous le couplage avec raideur et sans amortissement. L’appellation 

"maître" et "esclave" sont, en général, attribuées au fluide et à la structure respectivement. 

K représente la raideur du ressort, zs distance esclave et zm distance maître (II.58) 

 

        (     )                                             (     ) 

 

La méthode de pénalité n’affecte pas la matrice masse, mais comme on travaille sur 

la fréquence propre demande la masse équivalente (voir Figure II.8) entre le fluide et la 

structure sou la forme suivante : 

 

    
     

     
                                                   (     ) 
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Discrétisation de l’Interaction 

Fluide-Structure  

 

Introduction : 

En vue du passage d’un problème continu à un problème discret, on dispose de 

plusieurs techniques concurrentes et complémentaires : les différences finies, les éléments 

finis et les volumes finis. Chacune de ces trois méthodes correspond à une formulation 

différente des équations de la physique : 

 

 équilibre des forces en chaque point pour les différences finies 

  minimisation de l’énergie ou principe des travaux virtuels pour les  éléments finis 

 loi de conservation et calcul des flux pour la méthode des volumes finis. 

 

II. Discrétisation en élément finis : 

 

II.1 principe de l'énergie minimale [22]: 

La méthode des éléments finis consiste à approcher, dans un sous-espace de 

dimension finie, un problème écrit sous forme variationnelle (comme minimisation de 

l’énergie, en général) dans un espace de dimension infinie. La solution approchée est dans 
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ce cas une fonction déterminée par un nombre fini de paramètres comme, par exemple, 

ses valeurs en certains points (les nœuds du maillage). 

 Avantages : Traitement possible de géométries complexes, détermination plus 

naturelle des conditions aux limites, possibilité de démonstrations mathématiques de 

convergence et de majoration d’erreurs. 

 Inconvénients : Complexité de mise en œuvre et cout en temps de calcul et en 

mémoire. 

II.2 Principe de travail virtuel: 

Pour un système matériel donné,« le travail virtuel des efforts intérieurs et 

extérieurs appliqués à ce système est égal au travail virtuel des quantités d’accélération du 

système ». 

II.2.1 Discrétisation l’équation du fluide et solide [23]:  

La méthode des éléments finis est une technique d’approximation des fonctions 

solutions par sous-domaines ou les inconnues notées U et W sont des valeurs de ces 

fonctions en certains nœuds de chaque sous-domaine. La démarche pour appliquer la 

discrétisation en élément fini, quel que soit le domaine : 

 

 Représenter le domaine du volume V par une sommation de sous-domaine du 

volume V
e
 qui et définie par domaine élémentaire du V. 

 Choix de l’élément réel ou référentiel par position d’un point, coordonnée, 

fonction d’interpolation, etc…. 

 Représentation de la fonction solution { } sur l’élément choisi (fonction solution, 

fonction test,  variables nodales). 

 Détermination des matrices élémentaire masse, de rigidité, du vecteur de 

sollicitation ou forces, assemblage).  

III. Choix de l'élément Fini : 

Pour l’étude nous appliquons la discrétisation en élément fini, pour une conduite 

de forme cylindrique simple. La structure est cylindrique, nous prenons un élément 

triangulaire à trois nœuds (T3) pour des coordonnées cylindriques. 
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Fig. III. 1: présentation d’élément triangulaire. 

 

L’élément fini est défini pour un élément triangulaire à trois nœuds et des 

déplacements nodaux Ul, V1,  Wl, U2, V2, W2, U3, V3, W3 suivant les axes Z, X et Y 

respectivement (Figure. III.1). Dans ce cas, le vecteur de déplacement élément {ue} peut 

être exprimé par les fonctions de déplacement. 

 (     )            

 (     )            

 (     )            

|                                            (     ) 

Ces équations peuvent être exprimées sous forme : 

|

 (     )

 (     )

 (     )
|  |

         
         
         

|

|

|

|

  

  

  
  

  
  
  

  
  

|

|

|

                                 (     ) 

C.-à-d. 

{  }  [ ]{ }                                                         (     ) 

Les neufs coefficients αi son obtenue partir la relation (III.3). 

Avec 𝛿  les déplacements nodaux  𝑖. 

{ }  [ ]  {𝛿 }                                                             (     ) 

Le vecteur de déplacement (     ) devient: 

{  }  [ ][ ]  {𝛿 }                                                        (     ) 
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Utilisation des fonctions d'interpolation, le vecteur de déplacement est considéré 

comme élément triangulaire. 

{  }  [  ]{𝛿 }                                                     (     ) 

Donc 

[  ]  [ ][ ]                                                     (     ) 

La matrice d'interpolation l'élément: 

 

[  ]  |
    
    
    

 
    
    
    

 
    
    
    

|                 (     ) 

 

Les fonctions d'interpolation: 

   
          (     )  (     ) 

   

   
          (     )  (     ) 

   

   
          (     )  (     ) 

   

                            (     ) 

Où    est la zone de l'élément triangulaire 

   
 

 
|
     

     

     

|  
 

 
[  (     )    (     )    (     )]       (      ) 

Changer les équations des droites qui transforment un triangle dans un triangle 

avec le 1 sommet sur l'origine des axes de coordonnées naturelles du système 

IV. Passage à l'élément de référence [24] : 

C'est ici que le choix de la forme de l'élément et le choix des nœuds géométriques 

prennent beaucoup d'importance. L’élément de référence  ̂est un élément sur lequel on 

effectue tous les calculs nécessaires à l'obtention du 

système élémentaire. Ceci n'est possible qu'après un 

changement de variables. Changer les équations des 

droites qui transforment un triangle en un triangle de 

référence comme présente la figure ou la sommé égal 1 

sur l'origine des axes du système de coordonnées naturel.  

  (   )  𝜆           〈 〉{  }     (      ) 

  (   )  𝜆           〈 〉{  }   (      ) 
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Avec: 〈 〉  〈𝜆        〉 ;〈  〉  〈      〉 〈  〉  〈      〉 

Les équations(     ) est égal à: 

   

|
   
     
     

|

|
   
      
      

|

   

|
   
     
     

|

|
   
      
      

|

   

|
   
     
     

|

|
   
      
      

|

                   (      ) 

 

Relations linéaires entre les coordonnées cartésiennes x, y, z et les coordonnés de 

référence         sont exprimées par des équations suivante ou les coordonnée sont 

cylindrique du repère. 

|
 
 
 
|  |

   
      
      

| |
  

  

  

|                                                    (      ) 

De cette équation, il suit que : 

|
  

  

  

|  [ ]  |
 
 
 
|                                                        (      ) 

A partir de ce changement des coordonnées en trouve. 

                                                          (      ) 

Avec: {
         𝜆

    
    

 

La fonction de forme pour les déplacements U et W à L’élément triangulaire 

cylindrique de trois nœud même transformation en élément référentielle par fonctions 

(paramètres) d’interpolation <N>=<𝜆    >: 

 

 (   )                                                         (      ) 

 (   )                                                          (      ) 

 (   )                                                       (      ) 

 

Le domaine de l’intégration sur l’élément triangulaire repère cylindrique est: 

 

∫ ( )  
  

 ∫ ∫ ∫ ( )       
  

 

                                 (      )
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V. Partie du fluide [25]: 

L’équation de Navier-Stokes est discrétisée par la même fonction de forme pour 

les vitesses et les pressions, c’est à dire: 

 
 ̇  〈 𝑖〉{ ̇𝑖}

 ̇  〈 𝑖〉{ ̇𝑖}

 ̇  〈 𝑖〉{ ̇𝑖}

  〈 𝑖〉{ 𝑖}

                                                    (      ) 

 

 On trouve dans la dynamique de fluide l’équation de Navier-Stokes en 3D  pour un 

écoulement incompressible avec l’équation de continuité on Troie dimension sur le repère 

du cylindre (r, θ, z). 

Equation de continuité: 

 

 
 

 (  ̇ )

  
 

 

 

   ̇ 

  
 

  ̇ 

  
                                               (      ) 

Equation de Navier-Stokes avec le terme de pénalité on coordonnées cylindriques: 

 

|

|
 [

  ̇ 

  
]      

  

  
 𝜇 [

   ̇ 

   
 

 

 

    ̇ 

   
 

 

  

   ̇ 

   
 

   ̇ 

   
 

 ̇ 

  
 

 

  

   ̇ 

  
]  

 

𝜆

 [
   ̇ 

  
]      

 

 

  

  
 𝜇 [

   ̇ 

   
 

 

 

   ̇ 

  
 

 

  

    ̇ 

   
 

    ̇ 

   
 

  ̇ 

  
 

 

  

  ̇ 

  
]  

 

𝜆

 [
  ̇ 

  
]      

  

  
 𝜇 [

   ̇ 

   
 

 

 

  ̇ 

  
 

 

  

   ̇ 

   
 

   ̇ 

   
]  

 

𝜆

     (      ) 

 

Nous prenons          et la force volumique    nul qui nous donne l’équation de 

Navier-Stokes suivant: 

 

|

|
 [

  ̇ 

  
]   

  

  
 𝜇 [

   ̇ 

   
 

 

 

    ̇ 

   
 

 

  

   ̇ 

   
 

   ̇ 

   
 

 ̇ 

  
 

 

  

   ̇ 

  
]  

 

𝜆

 [
   ̇ 

  
]   

 

 

  

  
 𝜇 [

   ̇ 

   
 

 

 

   ̇ 

  
 

 

  

    ̇ 

   
 

    ̇ 

   
 

  ̇ 

  
 

 

  

  ̇ 

  
]  

 

𝜆

 [
  ̇ 

  
]   

  

  
 𝜇 [

   ̇ 

   
 

 

 

  ̇ 

  
 

 

  

   ̇ 

   
 

   ̇ 

   
]  

 

𝜆

     (      ) 
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VI. Ecriture variationnelle faible dans le cas de fluides 

incompressibles: 

En formulation de Galerkine les fonctions tests sont assimilées aux fonctions de 

forme. On pose 

  ∫ 𝛿𝑖( ( )   )
 

                                         (      ) 

L’équation de mouvement du cylindre et représenté on déplacement radiale   , 

circonférentielle     et axiale     suivant le repère r, θ et z  

 

{

  (     )    ̅(   )         (    )

  (     )    ̅(   )         (    )

  (     )    ̅(   )         (    )
                        (      ) 

 

 n numéro du mode circonférentiel et km le numéro du mode axial  

 Pour une conduite Encastrée libre         

 Pour encastrée-encastrée         

 Pour une conduite libre- libre    (    )     

Nous choisissons les fonctions test sous la forme: 

 

𝛿  {
𝛿 ̇
𝛿 

}       𝛿 ̇  {
𝛿 ̇ 

𝛿 ̇ 

𝛿 ̇ 

}                                               (      ) 

 

L’écriture faible s’écrit : 

 

                                                            (      ) 

 

Ou l’indice N−S désigne les termes de conservation de la masse pour les équations 

de Navier-Stokes et l’indice Cont désigne les termes de continuité. 
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     ∫ 𝛿 ̇ [ [
  ̇ 

  
]  

  

  
 𝜇 [

   ̇ 

    
 

 

    ̇ 

    
 

  

   ̇ 

    
   ̇ 

    
 ̇ 

   
 

  

   ̇ 

  
]

 

 
 

𝜆
]  

 ∫ 𝛿 ̇ [ [
   ̇ 

  
]  

 

 

  

   

 𝜇 [
   ̇ 

    
 

 

   ̇ 

  
 

 

  

    ̇ 

    
    ̇ 

    
  ̇ 

   
 

  

  ̇ 

  
]  

 

𝜆
]   

 ∫ 𝛿 ̇ [ [
  ̇ 

  
]  

  

  
 𝜇 [

   ̇ 

    
 

 

  ̇ 

  
 

 

  

   ̇ 

    
   ̇ 

   ]  
 

𝜆
]   

 

 ∮ 𝛿 ̇      
 

 ∮ 𝛿 ̇      
 

 ∮ 𝛿 ̇      
 

 ∮ 𝛿 ̇ (
  ̇ 

  
   

  ̇ 

  
  )

 

   ∮ 𝛿 ̇ (
  ̇ 

  
   

  ̇ 

  
  )

 

  

 ∮ 𝛿 ̇ (
  ̇ 

  
   

  ̇ 

  
  )

 

   ∮ 𝛿 ̇ (
 ̇ 

    )   
 

 ∮ 𝛿 ̇ (
 ̇ 

    )   
 

 ∮ 𝛿 ̇ (
 

 

  ̇ 

  
  )   

 

  ∮ 𝛿 ̇ (
 ̇ 

    )  
 

                                         (      ) 

 

       ∫ 𝛿 (
 

 
 
 (  ̇ )

  
 

 

 

   ̇ 

  
 

  ̇ 

  
)   

 

                               (      ) 

 

n= (nr, nθ, nz) étant la normale à la frontière dirigée vers l’extérieur de la frontière, les 

conditions aux limites associées à  l’entrée u = u et à la sortie p = p. 

VII. Discrétisation par éléments finis: 

Le domaine de calcule   est représenté par un ensemble de sous domaines 

élémentaires  e donc: 

  ∑   
𝑖  

     

𝑖  

  ∑   
𝑖

     

𝑖  

                                          (      ) 

     = Nombre total d’éléments. 

  
𝑖: Formulation faible élémentaire. 

 

La forme conservative des équations de Navier-Stokes est discrétisée en utilisant 

la même approximation pour u, v, w et p c’est à dire: 
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 ̇  〈 𝑖〉{  ̇ }  ̇  〈 𝑖〉{ ̇ }    ̇  〈 𝑖〉{ ̇ }     〈 𝑖〉{ 𝑖}                 (      ) 

 

Dans la formulation Galerkine, la fonction de forme est identique pour les 

fonctions test et les variables. 

 

𝛿 ̇  〈 𝑖〉{𝛿 ̇ } 𝛿 ̇  〈 𝑖〉{𝛿 ̇ }     𝛿 ̇  〈 𝑖〉{𝛿 ̇ }  𝛿  〈 𝑖〉{𝛿 𝑖}    (      ) 

 

 〈 〉 sont des fonctions d’interpolation pour les vitesses et 〈 〉 sont des fonctions 

d’interpolation pour la pression. 

 { ̇n}, et {Pn} sont les variables nodales associées à chaque élément triangulaire.  

 

Les éléments utilisés dans une discrétisation par éléments finis des équations de 

Navier Stokes par la famille Taylor-Hood qui sont généralement subdivisés en deux 

familles, pour une pression continue (la famille de Taylor capot) et la famille de 

Crouzeix Raviart pour pression discontinue. Dans 2-D ou 3-D. 

On trouve deux éléments quadrilatères et triangulaire sont utilisés avec différentes 

combinaisons de polynômes de vitesse et de pression. Dans notre cas on appliquée 

l’élément triangulaire de type P1
+
-P0 (la famille de Taylor Hood d’élément mini). Famille 

de Taylor Hood d’élément mini exige que le nombre d’inconnue pression ne dépasse 

jamais le nombre d’inconnue de vitesse. Puisque nous voulons résoudre les équations de 

Navier-Stokes par des méthodes d’élément finis pour différentes dimensions de la grille, 

cette demande doit être valide indépendamment du nombre d’éléments comme montre la 

(figure III.2). 

 

Fig. III. 2:élément triangulaire de trois points nodaux pour vitesse (x) et un point nodal 

de la pression (0). 
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Si on remarque que le nombre d’inconnues de la vitesse sera plus grand que le 

nombre d’inconnue de la pression on peut ajouter le nombre de la pénalité pour éviter de 

trouver des matrices  singulières.  

    

 ∫ 𝛿 ̇  [
  ̇ 

  
]   ∫ 𝛿 ̇ (

  

  
)  

  

 ∫ 𝜇 [(
 𝛿 ̇ 

  
 

  ̇ 

  
)  𝛿 ̇ (

 

 

    ̇ 

   )  𝛿 ̇ (
 

  

   ̇ 

   )  (
 𝛿 ̇ 

  
 

  ̇ 

  
)  𝛿 ̇ (

 ̇ 

  
)

 

 𝛿 ̇ (
 

  

   ̇ 

  
)]   ∫ 𝛿 ̇ (

 

𝜆
)

 

  

 ∫ 𝛿 ̇  [
   ̇ 

  
]  𝛿 ̇ (

 

 

  

  
)

 

 𝜇 [∫ (
 𝛿 ̇ 

  
 

  ̇ 

  
)

 

   ∫ 𝛿 ̇ (
 

 

   ̇ 

  
)  

 

 ∫
 

  
(
 𝛿 ̇ 

  
 

  ̇ 

  
)  

 

 ∫ (
 𝛿 ̇ 

  
 

  ̇ 

  
)  

 

 ∫ 𝛿 ̇ (
  ̇ 

  
)  

 

 ∫ 𝛿 ̇ (
 

  

  ̇ 

  
)   

 

]  ∫ 𝛿 ̇ (
 

𝜆
)

 

  

 ∫ 𝛿 ̇  [
  ̇ 

  
]  ∫ 𝛿 ̇ (

  

  
)  

  

 𝜇 [∫ (
 𝛿 ̇ 

  
 

  ̇ 

  
)  

 

 ∫ (𝛿 ̇ 

 

 

  ̇ 

  
)

 

   
 

  
∫ (

 𝛿 ̇ 

  
 

  ̇ 

  
)   

 

 ∫ 𝛿 ̇ (
 𝛿 ̇ 

  
 

  ̇ 

  
)   

 

]  ∫ (𝛿 ̇ 

 

𝜆
)

 

   ∮ 𝛿 ̇      
 

 ∮ 𝛿 ̇      
 

 ∮ 𝛿 ̇      
 

  ∮ 𝛿 ̇ (
  ̇ 

  
   

  ̇ 

  
  )

 

   ∮ 𝛿 ̇ (
  ̇ 

  
   

  ̇ 

  
  )

 

  

 ∮ 𝛿 ̇ (
  ̇ 

  
   

  ̇ 

  
  )

 

   ∮ 𝛿 ̇ (
 ̇ 

  
  )   

 

 ∮ 𝛿 ̇ (
 ̇ 

  
  )  

 

 ∮ 𝛿 ̇ (
 

 

  ̇ 

  
  )   

 

 ∮ 𝛿 ̇ (
 ̇ 

  
  )   

 

                                                                   (      ) 
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On a distribué l’intégrale en plusieurs termes  

     ∫ (𝛿 ̇  [
  ̇ 

  
]    𝛿 ̇  [

   ̇ 

  
]  𝛿 ̇  [

  ̇ 

  
])  

 

 ∫ (𝛿 ̇ (
  

  
)  𝛿 ̇ (

 

 

  

  
)  𝛿 ̇ (

  

  
))  

 

 ∫ 𝜇 [(
 𝛿 ̇ 

  
 

  ̇ 

  
)  𝛿 ̇ (

 

 

    ̇ 

   )  𝛿 ̇ (
 

  

   ̇ 

   )  (
 𝛿 ̇ 

  
 

  ̇ 

  
)

 

 𝛿 ̇ (
 ̇ 

  
)  𝛿 ̇ (

 

  

   ̇ 

  
)]  

 𝜇 [∫ (
 𝛿 ̇ 

  
 

  ̇ 

  
)

 

   ∫ 𝛿 ̇ (
 

 

   ̇ 

  
)  

 

 ∫
 

  
(
 𝛿 ̇ 

  
 

  ̇ 

  
)  

 

 ∫ (
 𝛿 ̇ 

  
 

  ̇ 

  
)  

 

 ∫ 𝛿 ̇ (
  ̇ 

  
)  

 

 ∫ 𝛿 ̇ (
 

  

  ̇ 

  
)  

 

]

 𝜇 [∫ (
 𝛿 ̇ 

  
 

  ̇ 

  
)   

 

 ∫ (𝛿 ̇ 

 

 

  ̇ 

  
)

 

   
 

  
∫ (

 𝛿 ̇ 

  
 

  ̇ 

  
)  

 

 ∫ 𝛿 ̇ (
 𝛿 ̇ 

  
 

  ̇ 

  
)   

 

]  ∫ (𝛿 ̇ (
 

𝜆
)  𝛿 ̇ (

 

𝜆
)  𝛿 ̇ 

 

𝜆
)

 

   

 ∮ 𝛿 ̇      
 

 ∮ 𝛿 ̇      
 

 ∮ 𝛿 ̇      
 

 ∮ 𝛿 ̇ (
  ̇ 

  
   

  ̇ 

  
  )

 

  

 ∮ 𝛿 ̇ (
  ̇ 

  
   

  ̇ 

  
  )

 

   ∮ 𝛿 ̇ (
  ̇ 

  
   

  ̇ 

  
  )

 

  

 ∮ 𝛿 ̇ (
 ̇ 

  
  )   

 

 ∮ 𝛿 ̇ (
 ̇ 

  
  )  

 

 ∮ 𝛿 ̇ (
 

 

  ̇ 

  
  )   

 

 ∮ 𝛿 ̇ (
 ̇ 

  
  )   

 

                                      (      ) 
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     〈𝛿 ̇ 𝛿 ̇ 𝛿 ̇ 〉 [∫ ({ }〈 〉  { }〈 〉  { }〈 〉)  
 

] {
 ̈ 

 ̈ 

 ̈ 

}

 〈𝛿 ̇ 𝛿 ̇ 𝛿 ̇ 〉 [𝜇∫ [({   }〈   〉)  (
  

 
〈 〉)  (

  

  
〈 〉)

 

 (   {   }〈   〉)  { }(
〈 〉

  )  { }
 

  
〈 〉]  

 ∫ [𝜇 [({   }〈   〉)  {   } 〈
 

 
〉  

  

  
({ }〈 〉)    {   }〈   〉  { }(

 〈 〉

  )
 

 { } (
  

  
〈 〉)]]  

 ∫ [𝜇 [{   }〈   〉  {
 

 
} 〈   〉     {   }〈   〉  

  

  
{ }〈 〉

 

 {   }〈   〉]]  ]{

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

}

 〈𝛿 ̇ 𝛿 ̇ 𝛿 ̇ 〉 [(
 

𝜆
)∫ ({ }  { }  { })
 

   ∮ { }     
 

 ∮ { }     
 

 ∮ { }     
 

] {

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

}  〈𝛿 ̇ 𝛿 ̇ 𝛿 ̇ 〉 [∮ ({ }〈   〉  { }〈   〉)  
 

  

 ∮ ({ }〈   〉  { }〈   〉)  
 

   ∮ ({ }〈   〉  { }〈   〉)  
 

  

 ∮ ({
 

  
} 〈 〉  )  

 
 ∮ ({

 

  
} 〈 〉  )  

 

 ∮ ({
 

 
} 〈 〉  )  

 
 ∮ ({

 

  
} 〈 〉  )  

 
] {

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

}

 〈𝛿 ̇ 𝛿 ̇ 𝛿 ̇ 〉 [
 

 
∫ ({   }〈 〉  

 

 
{ }〈 〉

 

   {   }〈 〉)  ] {
  

  
  

}                                                                           (      ) 

 

 

Ecrire équation (III.35) on forme matricielle ; 
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 〈𝛿 ̇ 𝛿 ̇ 𝛿 ̇ 〉

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∫

(

 
 
 
 
 
 
 
 

  
   

   
  

    
 

      
      
      

      
      
      

      
      
      

  
   

   
  

    
 

      
      
      

      
      
      

      
      
      

  
   

   
  

    
 )

 
 
 
 
 
 
 
 

  
 

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

{
 
 
 
 

 
 
 
 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ }
 
 
 
 

 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 〈𝛿 ̇ 𝛿 ̇ 𝛿 ̇ 〉
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∫

(

 
 
 
 
 
 
 

(

 
 
 
 
 
 
 

(

 
 
 
 
 
 

        

   
   

        

   
   

        

   
   

        

   
   

        

   
   

        

   
   

        

   
   

        

   
   

        

   
   )

 
 
 
 
 
 

 

 
 

 

(

 
 
 
 
 
 

   
   

  
   

   
      
   

   
      
   

   
      
   

   
   

  
   

   
      
   

   
      
   

   
      
   

   
      
   )

 
 
 
 
 
 

   

(

 
 
 
 
 
 

   
   
    

 

   
   
      

   
   
      

   
   
      

   
   
    

 

   
   
      

   
   
      

   
   
      

   
   
    

 )

 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 
 
 

  

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

{

  

  
  

}

 〈𝛿 ̇ 𝛿 ̇ 𝛿 ̇ 〉

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝜇

(

 
 
 
 
 
 
 
 

    
   

     
  

      
 

          

          

          

          

          

          

          

          

          

    
   

     
  

      
 

          

          

          

          

          

          

          

          

          

    
   

     
  

      
 )

 
 
 
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

{
 
 
 
 

 
 
 
 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ }
 
 
 
 

 
 
 
 

 𝜇

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∫
  

  

(

 
 
 
 
 
 
 
 

  
   

   
  

    
 

      
      
      

      
      
      

      
      
      

  
   

   
  

    
 

      
      
      

      
      
      

      
      
      

  
   

   
  

    
 )

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

(

 
 
 
 
 
 

   
        

   

   
        

   

   
        

   
   
        

   

   
        

   

   
        

   
   
        

   

   
        

   

   
        

   )

 
 
 
 
 
 

 
 

  

(

 
 
 
 
 
 

   
      
   

   
      
   

   
      
   

   
      
   

   
      
   

   
      
   

   
      
   

   
      
   

   
      
   )
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(

 
 
 
 
 
 
 
 

  
   

   
  

    
 

      
      
      

      
      
      

      
      
      

  
   

   
  

    
 

      
      
      

      
      
      

      
      
      

  
   

   
  

    
 )

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

  

(

 
 
 
 
 
 

  
   

   
   

      
   
   

      
   
   

      
   
   

  
   

   
   

      
   
   

      
   
   

      
   
   

  
   

   
   )

 
 
 
 
 
 

 
  

  

(

 
 
 
 
 
 

  
   

   
   

      
   
   

      
   
   

      
   
   

  
   

   
   

      
   
   

      
   
   

      
   
   

  
   

   
   )

 
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

{
 
 
 
 

 
 
 
 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ }
 
 
 
 

 
 
 
 

                                                                                                                                                               (      ) 
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     〈𝛿 ̇ 𝛿 ̇ 𝛿 ̇ 〉

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∫

(

 
 
 
 
 
 
 
 

  
   

   
  

    
 

      
      
      

      
      
      

      
      
      

  
   

   
  

    
 

      
      
      

      
      
      

      
      
      

  
   

   
  

    
 )

 
 
 
 
 
 
 
 

  
 

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

{
 
 
 
 

 
 
 
 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ }
 
 
 
 

 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∫

(

 
 
 
 
 
 
 

(

 
 
 
 
 
 

        

   
   

        

   
   

        

   
   

        

   
   

        

   
   

        

   
   

        

   
   

        

   
   

        

   
   )

 
 
 
 
 
 

 

 
 

 

(

 
 
 
 
 
 

   
   

  
   

   
      
   

   
      
   

   
      
   

   
   

  
   

   
      
   

   
      
   

   
      
   

   
      
   )

 
 
 
 
 
 

   

(

 
 
 
 
 
 

   
   
    

 

   
   
      

   
   
      

   
   
      

   
   
    

 

   
   
      

   
   
      

   
   
      

   
   
    

 )

 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 
 
 

  

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

{

  

  
  

}

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝜇

(

 
 
 
 
 
 
 
 

    
   

     
  

      
 

          

          

          

          

          

          

          

          

          

    
   

     
  

      
 

          

          

          

          

          

          

          

          

          

    
   

     
  

      
 )

 
 
 
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

{
 
 
 
 

 
 
 
 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ }
 
 
 
 

 
 
 
 

 𝜇

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∫
  

  

(

 
 
 
 
 
 
 
 

  
   

   
  

    
 

      
      
      

      
      
      

      
      
      

  
   

   
  

    
 

      
      
      

      
      
      

      
      
      

  
   

   
  

    
 )

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

(
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(
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(

 
 
 
 
 
 
 
 

  
   

   
  

    
 

      
      
      

      
      
      

      
      
      

  
   

   
  

    
 

      
      
      

      
      
      

      
      
      

  
   

   
  

    
 )

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

  

(

 
 
 
 
 
 

  
   

   
   

      
   
   

      
   
   

      
   
   

  
   

   
   

      
   
   

      
   
   

      
   
   

  
   

   
   )

 
 
 
 
 
 

 
  

  

(

 
 
 
 
 
 

  
   

   
   

      
   
   

      
   
   

      
   
   

  
   

   
   

      
   
   

      
   
   

      
   
   

  
   

   
   )

 
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

{
 
 
 
 

 
 
 
 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ }
 
 
 
 

 
 
 
 

                                                    (      ) 

 

       ∫ 𝛿 (
 

 

 

  
(  ̇ 

)  
 

 

  ̇ 

  
 

  ̇ 

  
)   

 

                            (      ) 

       〈𝛿  𝛿  𝛿  〉 (∫ ({ }〈   〉   {
 

 
} 〈 〉    { }〈 〉)   

 

)

{
 
 
 
 

 
 
 
 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ }
 
 
 
 

 
 
 
 

     (      ) 
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       〈𝛿  𝛿  𝛿  〉

[
 
 
 
 
 
 
 
 

∫

(

 
 
 
 
 
 
 

(

 
 
 
 
 

        

   

   

        

   

   

        

   

   
        

   

   

        

   

   

        

   

   
        

   

   

        

   

   

        

   

   )

 
 
 
 
 

 

 
 

 

(

 
 
 
 
 

   

   
  

   

   

      

   

   

      

   
   

      

   

   

   
  

   

   

      

   
   

      

   

   

      

   

   

      

   )

 
 
 
 
 

   

(

 
 
 
 
 
 

   

   

    
 

   

   

      

   

   

      

   

   

      

   

   

    
 

   

   

      

   

   

      

   

   

      

   

   

    
 )

 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 
 
 

  

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

{
 
 
 
 

 
 
 
 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ }
 
 
 
 

 
 
 
 

    (      ) 

 

 La masse du fluide  

 

[  ]   

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∫

(

 
 
 
 
 
 
 

  
   

   
  

    
 

      

      

      

      

      

      

      

      

      

  
   

   
  

    
 

      

      

      

      

      

      

      

      

      

  
   

   
  

    
 )

 
 
 
 
 
 
 

  
 

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                        (      ) 

 

 La raideur du fluide  
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[  ]

   ∫

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝜇

(
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[    ]    

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∫ 𝜇
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[    ]  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∫

(

 
 
 
 
 
 
 

(

 
 
 
 
 
 

        

   
   

        

   
   

        

   
   

        

   
   

        

   
   

        

   
   

        

   
   

        

   
   

        

   
   )

 
 
 
 
 
 

 

 
 

 

(

 
 
 
 
 
 

   
   

  
   

   
      
   

   
      
   

   
      
   

   
   

  
   

   
      
   

   
      
   

   
      
   

   
      
   )

 
 
 
 
 
 

   

(

 
 
 
 
 
 

   
   
    

 

   
   
      

   
   
      

   
   
      

   
   
    

 

   
   
      

   
   
      

   
   
      

   
   
    

 )

 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 
 
 

 

  

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                (      ) 

 

[     ]  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∫

(

 
 
 
 
 
 
 

(

 
 
 
 
 
 
 

(

 
 
 
 
 
 

        

   
   

        

   
   

        

   
   

        

   
   

        

   
   

        

   
   

        

   
   

        

   
   

        

   
   )

 
 
 
 
 
 

 

 
 

 

(

 
 
 
 
 
 

   
   

  
   

   
      
   

   
      
   

   
      
   

   
   

  
   

   
      
   

   
      
   

   
      
   

   
      
   )

 
 
 
 
 
 

   

(

 
 
 
 
 
 

   
   
    

 

   
   
      

   
   
      

   
   
      

   
   
    

 

   
   
      

   
   
      

   
   
      

   
   
    

 )

 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 
 
 

  

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                               (      ) 

 

 

 



Discrétisation de l’ Interaction Fluide-Structure Chapitre III 

 

Département de Génie Mécanique  
55 

La matrice de raideur de forme générale de notre étude dans ce travail de mémoire  

 

[  ]  [

[    ] [     ]

[     ] [
 

𝜆
]

]                                                (      ) 

 

Le terme  
 

 
 , forme de pénalité, est utilisé pour éviter que la matrice de raideur soit 

singulière 

Pour avoir la forme matrice dite (U,P) on applique le théorème de Brezzi (1974) 

[7], elle est réalisée par l'assemblage de tous les termes des différentes matrices et nous 

donne la matrice élémentaire globale comme suit: 

 

[
 
 
 
 
 [𝜇(  )] [ ]

[ ] [𝜇(  )]

[ ] [   ]

[ ] [   ]

[ ] [ ]

[   ] [   ]

[𝜇(  )] [   ]

[   ] [
 

𝜆
]

]
 
 
 
 
 

{

 
 
 
 
}                      (      ) 

 

  
  

[
 
 
 
 
 [𝜇(  )] [ ]

[ ] [𝜇(  )]

[ ] [   ]

[ ] [   ]

[ ] [ ]

[   ] [   ]

[𝜇(  )] [   ]

[   ] [
 

𝜆
]

]
 
 
 
 
 

                           (      ) 

 

 La force du fluide c'est que la force volumique suivant l'axe   ⃗⃗⃗⃗  : 

∫ {𝛿 }〈  〉
     

 

 {
  
 
 

}                                          (      ) 

 Note: l'intégration du fluide se fait dans un domaine choisi en  coordonnées 

cylindriques tel que dΩ = rdθ dr dz 

 On remplace ce domaine par le domaine de référence deux dimensions en même 

coordonnée par la forme suivant. 

 

∫ ( ) 
  

  ∫ ∫ ∫ ( )        
  

 

   

 

 

 

                             (      ) 
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Avec ; 

  〈 〉{  }     〈 〉{  } 
〈 〉  〈       〉

                                                (      ) 

Ou : 

{  }  {

  
  
  

}   {  }  {

  

  

  

}                                                 (      ) 

 On trouve la relation finale : 

 

[
 
 
 
 
[  ] [ ]

[ ] [  ]

[ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ]
[ ] [ ]

[  ] [ ]

[ ] [
 

𝜆
]]
 
 
 
 

{

 
 ̈
̈

 ̈
 ̈

}  

[
 
 
 
 
 [𝜇(  )] [ ]

[ ] [𝜇(  )]

[ ] [   ]

[ ] [   ]

[ ] [ ]

[   ] [   ]

[𝜇(  )] [   ]

[   ] [
 

𝜆
] ]

 
 
 
 
 

{

 
 
 
 

}  {

  
 
 
 

}    (      ) 

 

VIII. Passage d’application sur le domaine structure:  

La structure subie des déformations quand le fluide traverse la conduite 

intérieurement alors en utilise la référence de Jean-Louis Batoz et Gouri Dhatt pour 

(1990) la modélisation des structures par élément finis de volume1 pour solides élastiques 

[26]. 

 

 Les déformations en coordonnées cylindriques sont: 

{ }  

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

   

  
 

 
(
   

  
   )

   

  
 

 
( 

   

  
 

   

  
   )

   

  
 

   

  
 

 

   

  
 

   

  }
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 [ ]{  }                         (      ) 

 

 Avec:               〈  〉  〈                           〉 
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On utilise le principe des travaux virtuels (PTV)  

 

∀𝛿 ⃗      ∫ (  ⃗̈ ) 
 

  ∫   𝛿 ⃗    ∫   𝛿 ⃗    
 

 ∫  ⃗ 𝛿 ⃗ 
  

         (      ) 

 

Pour chaque élément M : 

 

 L’approximation nodale des déplacements  

{ ⃗ ( )}  [ ( )]{  }                                        (      ) 

 Le champ des déplacements : 

{ ( )}  [ ̅]{  }                                             (      ) 

Avec ; 

 
[ ̅]  [ ][  ][  ]

{  }  [ ̅]{  ̅̅ ̅}
 

 

[ ] Matrice d’opérateur différentiel appliqué aux fonctions de forme (d’interpolation) 

 Le champ de contrainte: 

{ ( )}  [ ̅]{ ( )}  [ ][ ̅]{  ̅̅ ̅}                              (      ) 

Le premier terme : 

∫ (  ⃗̈ ) 
 

  {𝛿  ̅̅ ̅} [ ]{ ̈ 
̅̅ ̅}                               (      ) 

Avec ; 

[ ]  ∫ [[  ][  ]]
 
〈 〉  [[  ][  ]]〈 〉  

 

                          (      ) 

[ ] : La matrice de masse élémentaire. 

Le second terme : 

∫   𝛿 ⃗    {𝛿  ̅̅ ̅} [ ]{  ̅̅ ̅}
 

                                      (      ) 

Avec ; 

[ ]  ∫ [[ ][  ][  ]]
 
[ ][[ ][  ][  ]]  

 

                             (      ) 

[ ] : La matrice de raideur élémentaire. 

Le travail des champs de force sur l’élément : 
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𝛿   ∫   𝛿 ⃗    
 

 ∫  ⃗ 𝛿 ⃗ 
 

                                    (      ) 

𝛿   {𝛿  ̅̅ ̅} {  }                                                   (      ) 

Avec ; 

{  }  ∫ [[  ][  ]]
 
〈 〉 { }  

 

 ∫ [[  ][  ]]
 
〈 〉 { }  

 

                          (      ) 

Dans notre travail on utilise les fonctions paramétriques à la masse et raideur sous la 

forme suivante: 

[ ]  ∫ ∫ ∫ [ ̅] [ ][ ̅]| |    
  

 

   

 

 

 

                                       (      ) 

 La numérisation de l’intégration pour la matrice de  rigidité devient: 

 

[ ]  ∑([ ̅] ( 𝑖|  |   [ ][ ̅])     
)

   

𝑖  

                                    (      ) 

 Où [H] (6*6) est la matrice d’élasticité pour un matériau isotrope: 

 

[ ]  
 

(   )(    )

[
 
 
 
 
 
 
 
 
     

     
     

   
   
   

   
   
   

    

 
  

 
    

 
 

  
    

 ]
 
 
 
 
 
 
 
 

       (      ) 

 En appliquant l'intégration par les points de Gauss. Dans notre cas [k] a été calculé 

par un seul point de Gauss: 

 Ou  

 𝑖   𝑖  
 

 
   ; 𝑖  

 

 
   ;     

 

 
(        ) 

 Soit  

[ ]  | |  [ ̅] [ ][ ̅]                                              (      ) 

 

 La matrice [m] et sa relation en intégrale  

 

[ ]  ∫ ∫ ∫ [ ̅] 〈 〉 〈 〉[ ̅]        
  

 

   

 

 

 

                         (      ) 
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Cette intégrale est calculée de façon numérique : 

 

[ ]  ∑([ ̅] { }(  𝑖     〈 〉[ ̅])     
)

   

𝑖  

                              (      ) 

 

 Les forces externes appliquées sont calculées numériquement :  

{    }  ∬ ∫ [ ̅] 〈  〉 {  }(   )    

  

 

      

   

                                     (      ) 

 se transforme en calcul numérique: 

{   }  ∑([ ̅] 〈                        〉
 ( 𝑖    )    

)

   

𝑖  

              (      ) 

 

 Cette intégrale numérique passe par les points d’interpolation de Gauss  𝑖 

d’interpolation 

 

IX. Couplage  fluide et structure: 

 On utilise le couplage par pénalité qui est appliqué sur la matrice de rigidité du 

système fluide structure (Haute femme 1983) [27] 

 

[    ]  [   ]    [ ] [ ]                                       (      ) 

 

Avec ; 

[   ] : Matrice de rigidité totale (fluide+structure) 

   : Paramètre de pénalité pris égale à 10
4
 à 10

6
 voir le plus grand terme de[   ] de 

manière à éviter les problèmes de conditionnement de la matrice globale du système. 

D’une manière générale, on s’intéresse à des équations des relations supplémentaires de 

type : 

[ ]{ }  { }                                                    (      ) 

Avec ; 

[G] : matrice de raideur qui relie entre les degrés de liberté du déplacement. 
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{U} : vecteur des déplacements imposés. 

Afin d'appliquer le couplage, il faut passer à la méthode de Galerkin discontinue en 

temps (GDT), cette méthode est valable dans le cas où le terme non linéaire ( ⃗   ) ⃗  est 

négligé et dans notre cas ce terme est déjà négligé. On remplace les vitesses par des 

déplacements [28]. 

IX.1 Principe de couplage de pénalité: 

L’équation du mouvement de la structure couplée est de la forme : 

 

{
 
 

 
 [  ]{ ̈}  [  ]{ }  {  }

[   ]{ ̈}  [      [ ] [ ]]{ }  {  }

[  ] {
 ̈
 ̈
}  [  ] {

 
 
}  {  }

}
 
 

 
 

                                  (     ) 

 

Les matrices de masse [M]et de rigidité [K] : se font suivant le schéma de la figure III.3: 

 La sommation de la masse globale du solide et fluide. 

 Remplacer la masse de solide et fluide en couplage par masse équivalente. 

 La sommation de la matrice de raideur globale du solide et fluide au niveau du 

couplage pour  trouver[   ]. 

 Ajouter la matrice [  [ ] [ ]] par une sommation on trouve[    ]. 

 

Fig. III. 3: l'équation générale du problème avec le couplage de pénalité schématisé. 
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X. Equations du mouvement : 

Avant de passer aux équations du mouvement du fluide et de la structure, on fait 

l’assemblage global de la masse et de la raideur sous forme matricielle. L’application du 

couplage se fait au niveau de la rigidité par la loi (2.65) et la masse équivalente. 

Formulation matricielle élémentaire fluide et solide: 

 

       
  〈𝛿   〉([ ]  

 { ̈}  [ ]  
 { }  { }  

 )   

  [ ]  
 { ̈}  [ ]  

 { }  { }  
   

                      (      ) 

 

 

    𝑖  
  〈𝛿   〉 ([ ]  

 { ̈
 ̈
}  [ ]  

 { ̇
 ̇
}  { }  

 )   

  [ ]  
 { ̈

 ̈
}  [ ]  

 { ̇
 ̇
}  { }  

   
                   (      ) 

 

 [ ]  
 : Matrice  masse élémentaire de solide. 

 [ ]  
 : Matrice  masse élémentaire de fluide. 

 [ ]  
 : Matrice  de rigidité élémentaire de solide. 

 [ ]  
 : Matrice  de rigidité élémentaire de fluide. 

 { }  
 : Vecteur force élémentaire de solide. 

 { }  
 : Vecteur force élémentaire de fluide. 

 

 La forme matricielle générale du problème, après avoir utilisé la méthode GDT est 

donnée par : 

  ∑   
𝑖

    

𝑖   

    
  〈𝛿   𝛿 〉([

[  ] [ ]

[ ] [  ]
]
  

 

{ ̈
 ̈
}  [

[  ] [ ]

[ ] [  ]
]
  

 

{
 
 
}  {

 
 
}
  

 

)           (      ) 

 

 [ ]{ ̈}  [ ]{ }  { }                                          (      ) 

Où : 

 [ ]  [
[  ] [ ]

[ ] [  ]
]
  

 

: Matrice masse globale de fluide et solide  

 [ ]  [
[  ] [ ]

[ ] [  ]
]
  

 

: Matrice de rigidité globale de fluide et solide 

 { }  {
 

 
}

  

 

: Vecteur force globalede fluide et solide 

 { }  {
 

 
} : Vecteur des variables globales 
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Fig. III. 4:Schéma général de calcul en éléments finis. 
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Résolution & Programmation 

MATLAB 

 

 

Introduction: 

La résolution du système (III.63) obtenu dans le chapitre précédent nécessite le plus 

souvent l'utilisation de méthodes numériques, qui nous mène à élaborer à programme de 

calcul. 

Dans notre cas nous avons élaboré un programme IFSP pour la détermination des 

fréquences propres, avec différents variables de la structure (diamètre, épaisseur, module 

de Young, coefficient de poisson, masse volumique) et du fluide (masse volumique). 

 

II. Programme [29]: 

La réalisation du programme, est faite sur un ordinateur PENTIUM(R), mémoire 

2Go en langage Fortran 90 sous environnement MATLAB R2010a, cette version est plus 

rapide que les autres versions.  

Les caractéristiques MATLAB sont illustrés à la (figure IV.1). 
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Fig. IV. 1: Les fonctions MATLAB. 

Ces développements, qui remontent au moins au milieu des années 1960 lorsque 

FORTRAN et d'autres langues ont été utilisés pour développer les boîtes à outils 

spécifiques à l'application, ont été partiellement échoué en raison de capacités limitées de 

logiciels. MATLAB, introduit dans le milieu 1980, est l'une des avancées les plus 

importantes, profond dans l'informatique et applications et les sciences. 

MATLAB (Matrix Laboratory) est une haute performance, c'est un  logiciel 

d'environnement intensif de données pour l'utilisateur de haute efficacité et des calculs 

numériques scientifiques. MATLAB est basé sur un langage de haut niveau par la matrice 

tableau avec les états de flux de contrôle, fonctions, structures de données, entrée / sortie, 

et des fonctionnalités de programmation orientée objet. 

Dans la programmation en MATLAB il faut choisir la base de calcul à suivre pour 

obtenir les résultats, ça veut dire  soit un chemin analytique ou matriciel.  L'analytique en 

MATLAB c'est l'utilisation de tout ce qui est scientifique (la dérivée, les équations 

différentielles, l'intégrale, etc…) et pour le chemin matriciel tout ce qui concerne les 

propriétés  matricielles. 

La création de notre  programme est basée sur ses deux critères: 

 la première partie du programme IFSP la réalisation de la géométrie en forme 

matriciel (nœuds, éléments, coordonnée, assemblages). 

  la deuxième partie c'est analytique (l'intégrale, calcule les masses et les rigidités 

élémentaires).On trouve à l'intérieur du programme IFSP une troisième partie qui et 

intégré dans la deuxième partie, c'est le couplage entre fluide et solide par pénalité.  
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La programmation est organisée en plusieurs parties: 

 Parties fichiers de données 

 Données géométriques avec les caractéristiques physiques. 

 Fichiers calcul des intégrales. 

 Partie de la résolution du système. 

III. Intégration: 

Intégrale numérique en formule de Hammer, est déterminée par le calcul 

symbolique pour l'élément fini triangulaire est réalisé sur MATLAB. Les valeurs de ces 

intégrales sont stockées automatiquement avec les données dans des fichiers sous forme 

matrices et des vecteurs. 

 

Fig. IV. 2: Organigramme d’analyse linéaire par la M.E.F. d’une structure. 

IV. Matrices de rigidité et masse élémentaire : 

Le calcul des matrices de rigidité et masse élémentaires se fait séparément pour la 

structure seule et le fluide seul, les éléments de la discrétisation sont stockés 

automatiquement comme c'est présenté sur la figure III.4. Les éléments sont  ensuite 

assemblés dans la matrice globale figure III.3. 

L'assemblage se fait par le nombre de degré de liberté, et ceci pour introduire la 

condition de couplage. 

 



Résolution & Programmation MATLAB  Chapitre IV 

 

Département de Génie Mécanique  
66 

V. Assemblages des matrices élémentaires:  

L'assemblage des matrices élémentaire se fait par le remplissage on somation des 

éléments de la structure et du fluide pour un maillage donnée ou structuré, l'idée 

d'assemblage c'est de réaliser la globalité des matrice élémentaires (la matrice globale) 

pour la rigidité du fluide, de la structure et la masse, mais l'assemblage se fait 

différemment en MATLAB, c'-à-d il faut définir la taille de la matrice globale par le 

nombre de degré de liberté comme une valeur initiale de la boucle, sons oublier le 

couplage entre le fluide et la structure par la méthode de pénalité en matrice globale en 

rigidité et la  masse équivalente du couplage. 

Il est réalisé en utilisant  l'organigramme suivant: 

 

 

VI. Résolution: 

Une fois les matrices globales réalisés, pour la rigidité et la masse, on obtient la 

forme générale du problème (IV.1), pour puisse définir les fréquences.  

[[ ]    [ ]]{ }  { }                                            (    ) 

Pour cela nous transformons le problème généralisé (IV.1) en un problème standard 

(IV.2).  

[[ ]    [ ]]{ }  { }                                             (    ) 

Pour calculer les «n» premières fréquences et modes propres d'un système 

vibratoire nous  utilisons la commande de MATLAB suivantes : 

 
[modes,omega] = eigs(K,M,n,'sm'); 

f = sqrt(diag(omega))/(2*pi); 

 

Avec ; 

 

n: nombre d'itération 

sm: précision  
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For k = 1: n-1 

     For i= k+1: n 

          If A (i,k) = 0 

          Lambda = A (i,k)/A(k,k); 

           A (i, k+1: n) = A (i, k+1: n) - lambda*A (k, k+1: n); 

            b (i)= b(i) - lambda*b(k); 

          End 

     End 

End 

Nous avons appliqué le code ou la commande "eigs" dans MATLAB pour trouver 

les valeurs propres et les vecteurs propres de notre système. 

Cette commande permet de résoudre le système qu'on a sous forme matricielle par 

la méthode d'élimination Gauss-Jordon, qui consiste à transformer le système en un 

système équivalent dans le bloc gauche, c'est-à-dire la transformation de la matrice ( | ) 

sous forme( |   ). 

La méthode d'élimination Gauss-Jordon triangularise  les matrices en utilisant les 

sous-programmes suivants: 

 

Programme qui calcule le polynôme à n degré de liberté n du système: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

L'algorithme de Gauss-Jordan est le suivant : 

• Pour k allant de 1 à n 

• Si il existe une ligne i   k telle que  𝑖𝑘
𝑘  ≠   

• Echanger cette ligne i et la ligne k : li↔
lk  

•  𝑘
𝑘 ←

 

𝑎𝑘𝑘
𝑘−1  𝑘

𝑘   

• Pour i allant de 1 à n et ≠k 

•  𝑖
𝑘 ←  𝑖

𝑘    𝑖𝑘
𝑘    𝑘

𝑘  

• Sinon A n'est pas inversible, abandonner (on sait ici que le 
rang de la matrice est k − 1). 

• Après l'étape k de l'algorithme, la colonne k a tous ces 
coefficients nuls sauf un : celui de la diagonale, qui vaut 1. 
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Pour calculer la matrice sup (les éléments supérieurs de la matrice) pour minimiser 

le magasin du stockage  

 

 

C’est l’organigramme qui résume notre calcul sous la forme suivante :  

 

 

 

 

Fig. IV. 3: Un organigramme (e i g s). 

   Triangle Supérieur:  
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VII. Organigramme: 

L'organigramme du programme élaboré est donné dans la figure suivante: 

 

Fig. IV. 4: Organigramme du couplage par pénalité entre fluide structure. 

VIII.  validation: 

 La validation de notre programme, a été faite en faisant une étude de la 

convergence, et en étudiant des exemples ou les résultats obtenus, sont comparés avec les 

résultats expérimentaux [30] et d’autres donnés par la référence [31]. 

 Pour cela nous étudions les cas d'une conduite cylindrique avec les caractéristiques 

suivantes: 

 Exemple 1: 

 On a une conduite cylindrique caractérisé par les paramètres suivants: 

 le module de Young E=2.01 10
11

Pa. 

 coefficient de poisson   0.29. 

 la masse volumique du solide              avec le rapport entre la masse 

volumique du fluide et solide            ⁄ . 
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 épaisseur e=0.0015m. 

 rapport entre rayon et l'épaisseur R/e=164.63. 

 rapport entre la longueur et rayon de la conduite L/R= 6.21. 

Mode 
Fréquences Hz 

m n 
Expérimentale 

[32] 

FEM      

[33] 

Programme 

IFSP 
ε % 

ε % 

1 2 1150 1170.2 1182.66 1.4 
0.53 

1 3 640 647.9 650.90 0.85 
0.23 

1 4 688 671.2 681.37 -0.48 
0.75 

1 5 995 965.5 963.24 -1.62 
-0.12 

1 6 1430 1387.5 1364.92 -2.33 
-0.820 

1 7 1938 1900.5 1910.47 -0.72 
0.26 

2 3 2070 2133.4 2205.62 3.2 
1.76 

2 4 1430 1407.3 1397.47 -1.12 
-0.36 

2 5 1313 1272.4 1282.83 -1.16 
0.41 

2 6 1570 1512.1 1567.18 -0.09 
1.78 

2 7 2050 1957.7 1981.16 -1.7077 
0.5956 

Tableau IV. 1: Fréquences propres. 

Exemple 2: 

 On a une conduite cylindrique caractérisé par les paramètres suivant: 

 le module de Young E=2.05 10
11

Pa. 

  coefficient de poisson   0.3. 

 la masse volumique du solide              avec le rapport entre la masse 

volumique du fluide et solide            ⁄ . 

 épaisseur e=0.0015m. 

 rapport entre rayon et l'épaisseur R/e=51.50. 

  rapport entre la longueur et rayon de la conduite L/R= 2.99. 
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Mode 
Fréquences Hz 

m n 
Expérimentale 

[32] 

FEM      

[33] 

Programme 

IFSP 
ε % 

ε% 

1 3 616 630.6 622.6 0.50 
-0.68 

1 4 945 932.1 961.52 0.87 
1.56 

1 5 1479 1452.0 1470.05 -0.30 
0.62 

2 4 1628 1649.0 1631.01 0.09 
-0.55 

2 5 1851 1819.3 1851.12 0.0032 
0.87 

2 3 1969 2042.6 1987.79 0.5 
-1.4 

1 6 2151 2110.5 2145.14 -0.14 
0.80 

2 6 --- 2344.9 2333.86 --- 
-0.24 

Tableau IV. 2: Fréquences propres. 

 

Exemple 3: 

 On a une conduite cylindrique caractérisé par les paramètres suivants: 

 le module de Young E=2.10 10
11

Pa. 

 coefficient de poisson   0.28. 

 la masse volumique du solide              avec le rapport entre la masse 

volumique du fluide et solide            ⁄ . 

 épaisseur e= 0.0015 m. 

 rapport entre rayon et l'épaisseur R/e=38.96. 

 rapport entre la longueur et rayon de la conduite L/R= 7.9. 

Mode 
Fréquences Hz 

m n 
Expérimentale 

[32] 

FEM      

[33] 

Programme 

IFSP 
ε % 

ε% 

1 3 760.0 780.0 770.20 0.67 
0.14 

1 2 293.0 316.0 309.27 2.70 
-1.1 
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2 3 886 921 919.75 1.87 
-0.07 

3 3 1371 1484 1479.71 3.81 
-0.15 

3 4 1673 1729 1789.92 3.38 
1.73 

4 4 2045 2168 2140.19 2.27 
-0.65 

4 5 2667 2735 2692.10 0.47 
-0.79 

5 5 2970 3103 3097.54 2.10 
-0.09 

Tableau IV.3: Fréquences propres. 

 

VIII.1 Etude de la convergence : 

 On étudie la convergence de la conduite pour différents nombres d'éléments, en 

fonction de la fréquence jusqu'à ce qu’on obtient même valeur. 

conduite solide

Nombre d'elements

0 10 20 30 40 50 60

F
re

q
u

e
n

c
e

 H
z
(x

1
0

3
)

0.09

0.10

0.11

0.12

0.13

0.14

0.15

0.16

0.17

6 element

12 element

18 element

24 element

36 elelment

42 element

48 element

54 element

 

Fig. IV. 5:La convergence de fréquence propre en fonction de nombre des éléments. 
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conduite solide avec fluide

Nombre elements

0 10 20 30 40 50 60

F
re

q
u
e
n

c
e

 H
z
 (

x
1
0
7
)

0.024

0.025

0.026

0.027

0.028

0.029

0.030

0.031

12 element

24 element

36 element

48 element

72 element

84 element

96 element

 

Fig. IV. 6: La convergence de fréquence propre en fonction de nombre d'élément. 

 

III.2 Influence des différents paramètres: 

Nous étudions l'influence des différents paramètres de la structure et les caractères 

géométriques et physiques, parmi ces caractéristiques:  

 la variation du diamètre.  

 l'épaisseur. 

 rapport d'épaisseur/diamètre. 

 coefficient de poisson. 

 la masse volumique du fluide. 

Sur les fréquences propres de la conduite cylindrique avec/sans fluide. 

1) L'influence du diamètre de la conduite: 

Nous déterminons les fréquences propres d'une conduite avec/ sans fluide et avec 

la variation du diamètre interne. 
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Fig. IV. 7:Influence du diamètre sur les fréquences propres de la conduite. 

 

 

Fig. IV. 8:Influence du diamètre sur les fréquences propres de la conduite. 
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Fig. IV. 9:Influence du diamètre sur les fréquences propres de la conduite. 

 

 

Fig. IV. 10:Influence du diamètre sur les fréquences propres de la conduite. 
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Fig. IV. 11:Influence du diamètre sur les fréquences propres de la conduite. 

 

 

Fig. IV. 12:Influence du diamètre sur les fréquences propres de la conduite. 

 

 

 

 

0

2

4

6

8

10

12

14

16

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12

Fr
éq

u
en

ce
 H

zx
10

3 

Diamètre (m) 

conduite sans fluide de n=5; L-L 

m=10

m=9

m=8

m=7

m=6

m=5

m=4

m=3

m=2

m=1

0

5

10

15

20

25

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12

Fr
éq

u
en

ce
 H

zx
10

3 

Diamètre (m) 

conduite sans fluide de n=6; L-L 

m=10

m=9

m=8

m=7

m=6

m=5

m=4

m=3

m=2

m=1



Résolution & Programmation MATLAB  Chapitre IV 

 

Département de Génie Mécanique  
77 

 

 

Fig. IV. 13:Influence du diamètre sur les fréquences propres de la conduite. 

 

 

Fig. IV. 14:Influence du diamètre sur les fréquences propres de la conduite. 

 

 

 

 

0

5

10

15

20

25

30

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12

Fr
éq

u
en

ce
 H

zx
10

3 

Diamètre (m) 

conduite sans fluide de n=7; L-L 

m=10

m=9

m=8

m=7

m=6

m=5

m=4

m=3

m=2

m=1

0

5

10

15

20

25

30

35

40

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12

Fr
éq

u
en

ce
 H

zx
10

3
 

Diamètre (m) 

conduite sans fluide de n=8; L-L 

m=10

m=9

m=8

m=7

m=6

m=5

m=4

m=3

m=2

m=1



Résolution & Programmation MATLAB  Chapitre IV 

 

Département de Génie Mécanique  
78 

 

 

Fig. IV. 15: Influence du diamètre sur les fréquences propres d’une conduite E-L. 

 

 

Fig. IV. 16: Influence du diamètre sur les fréquences propres d’une conduite E-L. 
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Fig. IV. 17: Influence du diamètre sur les fréquences propres d’une conduite E-L. 

 

 

Fig. IV. 18: Influence du diamètre sur les fréquences propres d’une conduite E-L. 
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Fig. IV. 19: Influence du diamètre sur les fréquences propres d’une conduite E-L. 

 

 

Fig. IV. 20: Influence du diamètre sur les fréquences propres d’une conduite E-L. 
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Fig. IV. 21: Influence du diamètre sur les fréquences propres d’une conduite E-L. 

 

 

Fig. IV. 22: Influence du diamètre sur les fréquences propres d’une conduite E-L. 
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Fig. IV. 23:Influence du diamètre sur les fréquences propres de la conduite E-E. 

 

 

Fig. IV. 24:Influence du diamètre sur les fréquences propres de la conduite E-E. 
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Fig. IV. 25:Influence du diamètre sur les fréquences propres de la conduite E-E. 

 

 

Fig. IV. 26:Influence du diamètre sur les fréquences propres de la conduite E-E. 
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Fig. IV. 27:Influence du diamètre sur les fréquences propres de la conduite E-E. 

 

 

Fig. IV. 28:Influence du diamètre sur les fréquences propres de la conduite E-E. 
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Fig. IV. 29:Influence du diamètre sur les fréquences propres de la conduite E-E. 

 

 

Fig. IV. 30:Influence du diamètre sur les fréquences propres de la conduite E-E. 
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Fig. IV. 31: Influence du diamètre sur les fréquences propres de la conduite avec fluide. 

 

 

Fig. IV. 32: Influence du diamètre sur les fréquences propres de la conduite avec fluide. 
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Fig. IV. 33: Influence du diamètre sur les fréquences propres de la conduite avec fluide. 

 

 

Fig. IV. 34: Influence du diamètre sur les fréquences propres de la conduite avec fluide. 
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Fig. IV. 35: Influence du diamètre sur les fréquences propres de la conduite avec fluide. 

 

 

Fig. IV. 36: Influence du diamètre sur les fréquences propres de la conduite avec fluide. 
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Fig. IV. 37: Influence du diamètre sur les fréquences propres de la conduite avec fluide. 

 

 

Fig. IV. 38: Influence du diamètre sur les fréquences propres de la conduite avec fluide. 
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Fig. IV. 39: Influence du diamètre sur les fréquences propres d’une conduite E-L avec 

fluide. 

 

 

Fig. IV. 40: Influence du diamètre sur les fréquences propres d’une conduite E-L avec 

fluide. 
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Fig. IV. 41: Influence du diamètre sur les fréquences propres d’une conduite E-L avec 

fluide. 

 

 

Fig. IV. 42: Influence du diamètre sur les fréquences propres d’une conduite E-L avec 

fluide. 
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Fig. IV. 43: Influence du diamètre sur les fréquences propres d’une conduite E-L avec 

fluide. 

 

 

Fig. IV. 44: Influence du diamètre sur les fréquences propres d’une conduite E-L avec 

fluide. 
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Fig. IV. 45: Influence du diamètre sur les fréquences propres d’une conduite E-L avec 

fluide. 

 

 

Fig. IV. 46: Influence du diamètre sur les fréquences propres d’une conduite E-L avec 

fluide. 
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Fig. IV. 47: Influence du diamètre sur les fréquences propres d’une conduite E-E avec 

fluide. 

 

 

Fig. IV. 48: Influence du diamètre sur les fréquences propres d’une conduite E-E avec 

fluide. 
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Fig. IV. 49: Influence du diamètre sur les fréquences propres d’une conduite E-E avec 

fluide. 

 

 

Fig. IV. 50: Influence du diamètre sur les fréquences propres d’une conduite E-E avec 

fluide. 
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Fig. IV. 51: Influence du diamètre sur les fréquences propres d’une conduite E-E avec 

fluide. 

 

 

Fig. IV. 52: Influence du diamètre sur les fréquences propres d’une conduite E-E avec 

fluide. 
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Fig. IV. 53: Influence du diamètre sur les fréquences propres d’une conduite E-E avec 

fluide. 

 

 

Fig. IV. 54: Influence du diamètre sur les fréquences propres d’une conduite E-E avec 

fluide. 
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Nous déterminons l'influence du diamètre de la conduite pour les trois modes de la 

conduite cylindrique par apport la fréquence propre. 

 

 

Fig. IV. 55: Influence du diamètre sur les fréquences propres de la conduite pour les trois 

modes. 

 

 

Fig. IV. 56: Influence du diamètre sur les fréquences propres de la conduite pour les trois 

modes. 
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Fig. IV. 57: Influence du diamètre sur les fréquences propres de la conduite pour les trois 

modes. 

 

 

Fig. IV. 58: Influence du diamètre sur les fréquences propres de la conduite pour les trois 

modes E-L. 
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Fig. IV. 59: Influence du diamètre sur les fréquences propres de la conduite pour les trois 

modes E-L. 

 

 

Fig. IV. 60: Influence du diamètre sur les fréquences propres de la conduite pour les trois 

modes E-L. 
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Fig. IV. 61: Influence du diamètre sur les fréquences propres de la conduite E-L pour les 

trois modes. 

 

 

Fig. IV. 62: Influence du diamètre sur les fréquences propres de la conduite E-L pour les 

trois modes. 
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Fig. IV. 63: Influence du diamètre sur les fréquences propres de la conduite E-L pour les 

trois modes. 

  

 

Fig. IV. 64:Influence du diamètre sur les fréquences propres de la conduite pour 1
er
 

mode. 
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Fig. IV. 65:Influence du diamètre sur les fréquences propres de la conduite pour 1
ere

 

mode. 

2) Influence de l'épaisseur de la conduite avec/son fluide: 

 

Nous étudions l'influence pour des différents d'épaisseur Sur les fréquences 

propres de la conduite cylindrique avec/sans fluide. 

 

Fig. IV. 66: Influence d'épaisseur de la conduite sur les fréquences propres L-L. 
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Fig. IV. 67: Influence d'épaisseur de la conduite sur les fréquences propres L-L. 

 

 

Fig. IV. 68: Influence d'épaisseur de la conduite  sur les fréquences propres L-L. 
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Fig. IV. 69: Influence d'épaisseur de la conduite sur les fréquences propres L-L. 

 

 

Fig. IV. 70: Influence d'épaisseur de la conduite  sur les fréquences propres L-L. 
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Fig. IV. 71: Influence d'épaisseur de la conduite sur les fréquences propres L-L. 

 

 

Fig. IV. 72: Influence d'épaisseur de la conduite  sur les fréquences propres L-L. 
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Fig. IV. 73: Influence d'épaisseur de la conduite  sur les fréquences propres L-L. 

 

 

Fig. IV. 74: Influence d'épaisseur de la conduite  sur les fréquences propres E-L. 
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Fig. IV. 75: Influence d'épaisseur de la conduite  sur les fréquences propres E-L. 

 

 

Fig. IV. 76: Influence d'épaisseur de la conduite sur les fréquences propres E-L. 
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Fig. IV. 77: Influence d'épaisseur de la conduite sur les fréquences propres E-L. 

 

 

Fig. IV. 78: Influence d'épaisseur de la conduite  sur les fréquences propres E-L. 
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Fig. IV. 79: Influence d'épaisseur de la conduite  sur les fréquences propres E-L. 

 

 

Fig. IV. 80: Influence d'épaisseur de la conduite  sur les fréquences propres E-L. 
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Fig. IV. 81: Influence d'épaisseur de la conduite  sur les fréquences propres E-L. 

 

 

Fig. IV. 82: Influence d'épaisseur de la conduite  sur les fréquences propres E-E. 
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Fig. IV. 83: Influence d'épaisseur de la conduite  sur les fréquences propres E-E. 

 

 

Fig. IV. 84: Influence d'épaisseur de la conduite  sur les fréquences propres E-E. 
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Fig. IV. 85: Influence d'épaisseur de la conduite sur les fréquences propres E-E. 

 

 

Fig. IV. 86: Influence d'épaisseur de la conduite sur les fréquences propres E-E. 
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Fig. IV. 87: Influence d'épaisseur de la conduite sur les fréquences propres E-E. 

 

 

Fig. IV. 88: Influence d'épaisseur de la conduite sur les fréquences propres E-E. 
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Fig. IV. 89: Influence d'épaisseur de la conduite  sur les fréquences propres E-E. 

 

 

Fig. IV. 90: Influence d'épaisseur de la conduite  sur les fréquences propres pour le 1
er
 

mode. 
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Fig. IV. 91: Influence d'épaisseur de la conduite  sur les fréquences propres pour le 1
er
 

mode. 

 

 

Fig. IV. 92: Influence d'épaisseur de la conduite avec fluide sur les fréquences propres. 
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Fig. IV. 93: Influence d'épaisseur de la conduite avec fluide sur les fréquences propres. 

 

 

Fig. IV. 94: Influence d'épaisseur de la conduite avec fluide  sur les fréquences propres. 
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Fig. IV. 95: Influence d'épaisseur de la conduite avec fluide  sur les fréquences propres. 

 

 

Fig. IV. 96: Influence d'épaisseur de la conduite avec fluide sur les fréquences propres. 
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Fig. IV. 97: Influence d'épaisseur de la conduite avec fluide sur les fréquences propres. 

 

 

Fig. IV. 98: Influence d'épaisseur de la conduite avec fluide sur les fréquences propres. 
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Fig. IV. 99: Influence d'épaisseur de la conduite avec fluide sur les fréquences propres. 

 

 

Fig. IV. 100: Influence d'épaisseur de la conduite avec fluide  sur les fréquences propres. 

 

 

 

 

0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008

Fr
éq

u
en

ce
 H

zx
10

3 

Epaisseur (m) 

conduite avec fluide de n=7; L-L 

m=8

m=7

m=6

m=5

m=4

m=3

m=2

m=1

0

5

10

15

20

25

0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008

Fr
éq

u
en

ce
 H

zx
10

3 

Epaisseur (m) 

conduite avec fluide de n=8; L-L 

m=8

m=7

m=6

m=5

m=4

m=3

m=2

m=1



Résolution & Programmation MATLAB  Chapitre IV 

 

Département de Génie Mécanique  
121 

 

 

Fig. IV. 101: Influence d'épaisseur de la conduite avec fluide  sur les fréquences propres 

E-L. 

 

 

Fig. IV. 102: Influence d'épaisseur de la conduite avec fluide  sur les fréquences propres 

E-L. 
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Fig. IV. 103: Influence d'épaisseur de la conduite avec fluide sur les fréquences propres 

E-L. 

 

 

Fig. IV. 104: Influence d'épaisseur de la conduite avec fluide  sur les fréquences propres 

E-L. 
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Fig. IV. 105: Influence d'épaisseur de la conduite avec fluide  sur les fréquences propres 

E-L. 

 

 

Fig. IV. 106: Influence d'épaisseur de la conduite avec fluide  sur les fréquences propres 

E-L. 
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Fig. IV. 107: Influence d'épaisseur de la conduite avec fluide  sur les fréquences propres 

E-L. 

 

 

Fig. IV. 108: Influence d'épaisseur de la conduite avec fluide  sur les fréquences propres 

E-L. 
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Fig. IV. 109: Influence d'épaisseur de la conduite avec fluide  sur les fréquences propres 

E-E. 

 

 

Fig. IV. 110: Influence d'épaisseur de la conduite avec fluide  sur les fréquences propres 

E-E. 
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Fig. IV. 111: Influence d'épaisseur de la conduite avec fluide  sur les fréquences propres 

E-E. 

 

 

Fig. IV. 112: Influence d'épaisseur de la conduite avec fluide  sur les fréquences propres 

E-E. 

 

 

0

10

20

30

40

50

60

70

0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008

Fr
éq

u
en

ce
 H

zx
10

3 

Epaisseur (m) 

conduite avec fluide de n=3; E-E 

m=8

m=7

m=6

m=5

m=4

m=3

m=2

m=1

0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008

Fr
éq

u
en

ce
 H

zx
10

3 

Epaisseur (m) 

conduite avec fluide de n=4; E-E 

m=8

m=7

m=6

m=5

m=4

m=3

m=2

m=1



Résolution & Programmation MATLAB  Chapitre IV 

 

Département de Génie Mécanique  
127 

 

 

Fig. IV. 113: Influence d'épaisseur de la conduite avec fluide  sur les fréquences propres 

E-E. 

 

 

Fig. IV. 114: Influence d'épaisseur de la conduite avec fluide  sur les fréquences propres 

E-E. 
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Fig. IV. 115: Influence d'épaisseur de la conduite avec fluide  sur les fréquences propres 

E-E. 

 

 

Fig. IV. 116 a: Influence d'épaisseur de la conduite avec fluide  sur les fréquences 

propres E-E. 
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Fig. IV. 117 b: Influence d'épaisseur de la conduite avec fluide  sur les fréquences 

propres E-E. Echelle logarithmique. 

 

 

Fig. IV. 118: Influence d'épaisseur de la conduite sur les fréquences propres pour 1
ere

 

mode. 
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Fig. IV. 119: Influence d'épaisseur de la conduite  sur les fréquences propres pour 1
ere

 

mode. 

3) Influence de la masse volumique du fluide: 

Dans cette partie nous étudions l'influence de la masse volumique du fluide sur la 

conduite cylindrique de section circulaire on fréquence propre. 

 

Fig. IV. 120: Influence de la masse volumique du fluide  sur les fréquences propres. 
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Fig. IV. 121: Influence de la masse volumique du fluide sur les fréquences propres. 

 

 

 

Fig. IV. 122: Influence de la masse volumique du fluide sur les fréquences propres. 
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Fig. IV. 123: Influence de la masse volumique du fluide sur les fréquences propres. 

 

 

 

Fig. IV. 124: Influence de la masse volumique du fluide sur les fréquences propres. 
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Fig. IV. 125: Influence de la masse volumique du fluide sur les fréquences propres E-L. 

 

 

 

Fig. IV. 126: Influence de la masse volumique du fluide  sur les fréquences propres E-E. 
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Fig. IV. 127: Influence de la masse volumique du fluide  sur les fréquences propres E-E. 

 

 

 

Fig. IV. 128: Influence de la masse volumique du fluide sur les fréquences propres E-E. 
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Nous déterminons l'influence de la masse volumique du fluide par apport la 

fréquence on mode 1  

 

Fig. IV. 129: Influence de la masse volumique du fluide  sur les fréquences propres pour 

1
ere

 mode. 

 

 

Fig. IV. 130: Influence de la masse volumique du fluide  sur les fréquences propres pour 

1
ere

 mode. 
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4) Influence de l'Épaisseur/Diamètre: 

On études l'influence du rapport e/d avec la constant d'épaisseur et la variation du 

diamètre de la conduite cylindrique. 

 

Fig. IV. 131: Influence du rapport épaisseur/diamètre de la conduite diamètre sur les 

fréquences propres. 

 

 

 

Fig. IV. 132: Zoom sur Influence du rapport épaisseur/diamètre de la conduite diamètre 

sur les fréquences propres pour [0.02 à 0.19]. 
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5) Influence le coefficient de poisson: 

Nous étudions l'influence de coefficient de poisson sur conduite cylindrique. 

 

 

Fig. IV. 133: Influence de coefficient de poisson sur les fréquences propres. 

 

IX. Interprétations des résultats: 

D’après les tableaux IV.2 et IV.3, nous remarquons une parfaite 

concordance avec les résultats expérimentaux [30]  et ceux donnés par la référence 

[31]. Le graphe des figures IV. 5 et IV. 6, nous montre que la convergence est 

rapide, à partir de vingt éléments nous obtenons des résultats satisfaisants. 

Nous avons aussi l'influence des différents paramètres de la structure et ses 

caractères géométriques et physiques, nous pouvons conclure:  

L’augmentation du diamètre de la conduite fait augmenter la fréquence de 

la structure, en l’absence du fluide, pour toutes les conditions aux limites et pour 

les modes de vibration circonférentiels ou axiaux, figures IV. 7 jusqu’à IV. 30 ; il 

augmente la rigidité de la structure. 

La présence du fluide par contre fait généralement diminuer la fréquence de 

la structure complète, car elle agit comme une masse ajoutée. Dans certains modes 

élevés flexionnels ou axiaux, la fréquence reste pratiquement constante ou 



Résolution & Programmation MATLAB  Chapitre IV 

 

Département de Génie Mécanique  
138 

diminue : nous avons l’influence de l’augmentation du diamètre (il augmente la 

rigidité) et l’influence de la présence du fluide (elle augmente la masse)  qui 

agissent simultanément. Figures IV. 31 jusqu’à IV. 65. 

Dans les figures IV. 66 jusqu’à IV. 119, nous remarquons que l’épaisseur de 

la conduite fait diminuer la fréquence de la structure complète, dans le cas de 

présence du fluide ou non, la masse de la structure augmente. 

L’augmentation de la masse volumique fait diminuer la fréquence de la 

structure complète pour les modes axiaux élevés et cette influence diminue pour 

les modes axiaux faibles. L’augmentation des modes circonférentiels par contre 

fait augmenter la fréquence de la structure ; figures IV. 120 jusqu’à IV. 130.                     

La figure IV. 131 présente l’influence du rapport épaisseur /diamètre sur la 

fréquence propre. Elle diminue rapidement jusqu'à la valeur e/d  = 0.01, et à partir 

de cette valeur la variation est plus lente ; la rigidité de la conduite est presque 

constante à partir de cette valeur. 

L’augmentation du coefficient de poisson entraine  une diminution de la 

fréquence propre du système couplé, figure IV. 133, il entraine une diminution de 

la rigidité de la conduite.  

Les conditions aux limites eux aussi ont une influence sur la structure, 

l’encastrement par exemple augmente la rigidité de la structure.  
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Conclusion Générale  

 

L’objectif de ce travail est de faire une étude sur la modélisation de 

l’interaction fluide structure d’un écoulement laminaire incompressible dans une 

conduite cylindrique par la méthode des éléments finis avec couplage de pénalité. 

Les équations de Navier Stokes sont déterminées à l’aide des équations du 

mouvement et la conservation de masses suivant les coordonnées cylindriques. Les 

équations du comportement de la conduite sont déterminées en coordonnées 

cylindriques, le couplage dans cette étude a été réalisé par la méthode de pénalité 

qui prend en considération l’équilibre des déplacements du fluide et de la structure 

au niveau de l’interface de contact. 

La modélisation de la conduite et du fluide est faite par la méthode des 

éléments finis standards, avec l’utilisation d’un élément fini de type triangulaire à 

trois nœuds (T3) et trois degrés de liberté par nœud. 

Un programme en MATLAB a été élaboré pour calculer les fréquences 

propres du tuyau transportant le fluide. Une étude de convergence a été faite. 

Pour valider le programme élaboré, on a comparé nos résultats avec des résultats 

expérimentaux [30]  et des résultats donnés par la référence [31]. 



Conclusion Générale   

 

Département de Génie Mécanique  
140 

Plusieurs exemples ont été traités pour déterminer l’influence des différents 

paramètres géométriques et physiques sur le phénomène d’interaction fluide-

structure. Ce travail nous a permis d’aboutir aux conclusions suivantes : 

 La présence du fluide dans la structure donne une influence très importante 

sur la fréquence propre du système, elle agit comme une masse ajoutée. 

 Le diamètre de la conduite augmente considérablement la rigidité de la 

structure couplée, tandis que l’épaisseur diminue de sa rigidité. 

 La masse volumique joue un rôle très important, son fait diminuer la 

fréquence de la structure complète pour les modes axiaux élevés et cette 

influence diminue pour les modes axiaux faibles. L’augmentation des 

modes circonférentiels par contre fait augmenter la fréquence de la 

structure. 

 L’augmentation du rapport épaisseur /diamètre fait diminuer rapidement la 

fréquence propre jusqu'à la valeur e/d  = 0.01, et à partir de cette valeur la 

variation est plus lente ; la rigidité de la conduite est presque constante à 

partir de cette valeur. 

 L’augmentation du coefficient de poisson entraine  une diminution de la 

fréquence propre du système couplé, il entraine une diminution de la 

rigidité de la conduite.  

 Les conditions aux limites eux aussi ont une influence importante sur la 

structure. 

Plusieurs développements futurs basés sur ce domaine sont envisageables. 

Parmi les plus importants, en perspective, nous recommandons dans ce domaine, 

les points suivants :  

 La modélisation de la conduite par élément finis coque. 

 Mise en place de chicanes sur la conduite circulaire et déterminer les 

paramètres optimums (largeur, hauteur, la géométrie, la forme de la section, 

etc…).
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AnnexE 

 

 

 

Tableau 4 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=1, m=variable) pour 

conduite sans fluide L-L 

 

Tableau 5 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=2, m=variable) pour 

conduite sans fluide L-L 

 

Tableau 6 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=3, m=variable) pour 

conduite sans fluide L-L 
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Tableau 7 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=4, m=variable) pour 

conduite sans fluide L-L 

 

Tableau 8 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=5, m=variable) pour 

conduite sans fluide L-L 

 

Tableau 9 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=6, m=variable) pour 

conduite sans fluide L-L 

 

Tableau 10 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=7, m=variable) pour 

conduite sans fluide L-L 
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Tableau 11 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=8, m=variable) pour 

conduite sans fluide L-L 

 

Tableau 12 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=1, m=variable) pour 

conduite sans fluide E-L 

 

Tableau 13 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=2, m=variable) pour 

conduite sans fluide E-L 

 

Tableau 14 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=3, m=variable) pour 

conduite sans fluide E-L 
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Tableau 15 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=4, m=variable) pour 

conduite sans fluide E-L 

 

Tableau 16 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=5, m=variable) pour 

conduite sans fluide E-L 

 

Tableau 17 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=6, m=variable) pour 

conduite sans fluide E-L 

 

Tableau 18 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=7, m=variable) pour 

conduite sans fluide E-L 
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Tableau 19 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=8, m=variable) pour 

conduite sans fluide E-L 

 

Tableau 20 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=1, m=variable) pour 

conduite sans fluide E-E 

 

Tableau 21 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=2, m=variable) pour 

conduite sans fluide E-E 

 

Tableau 22 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=3, m=variable) pour 

conduite sans fluide E-E 
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Tableau 23 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=4, m=variable) pour 

conduite sans fluide E-E 

 

Tableau 24 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=5, m=variable) pour 

conduite sans fluide E-E 

 

Tableau 25 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=6, m=variable) pour 

conduite sans fluide E-E 

 

Tableau 26 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=7, m=variable) pour 

conduite sans fluide E-E 
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Tableau 27 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=8, m=variable) pour 

conduite sans fluide E-E 

 

Tableau 28 : la variation de Epaisseur en fonction de la fréquence propre du mode (n=1, m=variable) pour 

conduite sans fluide E-L 

 

Tableau 29 : la variation de Epaisseur en fonction de la fréquence propre du mode (n=3, m=variable) pour 

conduite sans fluide E-L 

 

Tableau 30 : la variation de Epaisseur en fonction de la fréquence propre du mode (n=4, m=variable) pour 

conduite sans fluide E-L 
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Tableau 31 : la variation de Epaisseur en fonction de la fréquence propre du mode (n=5, m=variable) pour 

conduite sans fluide E-L 

 

Tableau 32 : la variation de Epaisseur en fonction de la fréquence propre du mode (n=6, m=variable) pour 

conduite sans fluide E-L 

 

Tableau 33 : la variation de Epaisseur en fonction de la fréquence propre du mode (n=7, m=variable) pour 

conduite sans fluide E-L 

 

Tableau 34 : la variation de Epaisseur en fonction de la fréquence propre du mode (n=8, m=variable) pour 

conduite sans fluide E-L 
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Tableau 35 : la variation de Epaisseur en fonction de la fréquence propre du mode (n=1, m=variable) pour 

conduite sans fluide L-L 

 

Tableau 36 : la variation de Epaisseur en fonction de la fréquence propre du mode (n=2, m=variable) pour 

conduite sans fluide L-L 

 

Tableau 37 : la variation de Epaisseur en fonction de la fréquence propre du mode (n=3, m=variable) pour 

conduite sans fluide L-L 

 

Tableau 38 : la variation de Epaisseur en fonction de la fréquence propre du mode (n=4, m=variable) pour 

conduite sans fluide L-L 
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Tableau 39 : la variation de Epaisseur en fonction de la fréquence propre du mode (n=5, m=variable) pour 

conduite sans fluide L-L 

 

Tableau 40 : la variation de Epaisseur en fonction de la fréquence propre du mode (n=6, m=variable) pour 

conduite sans fluide L-L 

 

Tableau 41 : la variation de Epaisseur en fonction de la fréquence propre du mode (n=7, m=variable) pour 

conduite sans fluide L-L 

 

Tableau 42 la variation de Epaisseur en fonction de la fréquence propre du mode (n=7, m=variable) pour 

conduite sans fluide L-L 
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Tableau 43 : la variation de Epaisseur en fonction de la fréquence propre du mode (n=8, m=variable) pour 

conduite sans fluide L-L 

 

Tableau 44 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=1, m=variable) pour 

conduite avec fluide L-L 

 

Tableau 45 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=2, m=variable) pour 

conduite avec fluide L-L 

 

Tableau 46 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=3, m=variable) pour 

conduite avec fluide L-L 
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Tableau 47 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=4 m=variable) pour 

conduite avec fluide L-L 

 

Tableau 48 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=5 m=variable) pour 

conduite avec fluide L-L 

 

Tableau 49 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=6 m=variable) pour 

conduite avec fluide L-L 

 

Tableau 50 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=7 m=variable) pour 

conduite avec fluide L-L 
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Tableau 51 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=8 m=variable) pour 

conduite avec fluide L-L 

 

Tableau 52 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=1 m=variable) pour 

conduite avec fluide E-L 

 

Tableau 53 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=2 m=variable) pour 

conduite avec fluide E-L 

 

Tableau 54 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=3 m=variable) pour 

conduite avec fluide E-L 
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Tableau 55 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=4 m=variable) pour 

conduite avec fluide E-L 

 

Tableau 56 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=6, m=variable) pour 

conduite avec fluide E-L 

 

Tableau 57 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=7, m=variable) pour 

conduite avec fluide E-L 
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Tableau 58 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=8, m=variable) pour 

conduite avec fluide E-L 

 

Tableau 59 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=1, m=variable) pour 

conduite avec fluide E-E 

 

Tableau 60 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=2, m=variable) pour 

conduite avec fluide E-E 

 

Tableau 61 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=3, m=variable) pour 

conduite avec fluide E-E 
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Tableau 62 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=4, m=variable) pour 

conduite avec fluide E-E 

 

Tableau 63 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=5, m=variable) pour 

conduite avec fluide E-E 

 

Tableau 64 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=6, m=variable) pour 

conduite avec fluide E-E 

 

Tableau 65 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=7, m=variable) pour 

conduite avec fluide E-E 



 

 
37 

 

 

Tableau 66 : la variation du diamètre en fonction de la fréquence propre du mode (n=8, m=variable) pour 

conduite avec fluide E-E 

 

Tableau 67 : la variation de Epaisseur en fonction de la fréquence propre du mode (n=1, m=variable) pour 

conduite avec fluide L-L 

 

Tableau 68 : la variation de Epaisseur en fonction de la fréquence propre du mode (n=2, m=variable) pour 

conduite avec fluide L-L 

 

Tableau 69 : la variation de Epaisseur en fonction de la fréquence propre du mode (n=3, m=variable) pour 

conduite avec fluide L-L 
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Tableau 70 : la variation de Epaisseur en fonction de la fréquence propre du mode (n=4, m=variable) pour 

conduite avec fluide L-L 

 

Tableau 71 : la variation de Epaisseur en fonction de la fréquence propre du mode (n=5, m=variable) pour 

conduite avec fluide L-L 

 

Tableau 72 : la variation de Epaisseur en fonction de la fréquence propre du mode (n=6, m=variable) pour 

conduite avec fluide L-L 

 

Tableau 73 : la variation de Epaisseur en fonction de la fréquence propre du mode (n=7, m=variable) pour 

conduite avec fluide L-L 



 

 
39 

 

 

Tableau 74 : la variation de Epaisseur en fonction de la fréquence propre du mode (n=8, m=variable) pour 

conduite avec fluide L-L 

 

Tableau 75 : la variation de Epaisseur en fonction de la fréquence propre du mode (n=1, m=variable) pour 

conduite avec fluide E-L 

 

Tableau 76 : la variation de Epaisseur en fonction de la fréquence propre du mode (n=2, m=variable) pour 

conduite avec fluide E-L 

 

Tableau 77 : la variation de Epaisseur en fonction de la fréquence propre du mode (n=3, m=variable) pour 

conduite avec fluide E-L 
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Tableau 78 : la variation de Epaisseur en fonction de la fréquence propre du mode (n=4, m=variable) pour 

conduite avec fluide E-L 

 

Tableau 79 : la variation de Epaisseur en fonction de la fréquence propre du mode (n=5, m=variable) pour 

conduite avec fluide E-L 

 

Tableau 80 : la variation de Epaisseur en fonction de la fréquence propre du mode (n=6, m=variable) pour 

conduite avec fluide E-L 

 

Tableau 81 : la variation de Epaisseur en fonction de la fréquence propre du mode (n=7, m=variable) pour 

conduite avec fluide E-L 
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Tableau 82 : la variation de Epaisseur en fonction de la fréquence propre du mode (n=8, m=variable) pour 

conduite avec fluide E-L 

 

Tableau 83 : la variation de Epaisseur en fonction de la fréquence propre du mode (n=1, m=variable) pour 

conduite avec fluide E-E 

 

Tableau 84 : la variation de Epaisseur en fonction de la fréquence propre du mode (n=2, m=variable) pour 

conduite avec fluide E-E 

 

Tableau 85 : la variation de Epaisseur en fonction de la fréquence propre du mode (n=2, m=variable) pour 

conduite avec fluide E-E 
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Tableau 86 : la variation de Epaisseur en fonction de la fréquence propre du mode (n=3, m=variable) pour 

conduite avec fluide E-E 

 

Tableau 87 : la variation de Epaisseur en fonction de la fréquence propre du mode (n=4, m=variable) pour 

conduite avec fluide E-E 

 

Tableau 88 : la variation de Epaisseur en fonction de la fréquence propre du mode (n=5, m=variable) pour 

conduite avec fluide E-E 

 

Tableau 89 : la variation de Epaisseur en fonction de la fréquence propre du mode (n=6, m=variable) pour 

conduite avec fluide E-E 



 

 
43 

 

 

Tableau 90 : la variation de Epaisseur en fonction de la fréquence propre du mode (n=7, m=variable) pour 

conduite avec fluide E-E 

 

Tableau 91 : la variation de Epaisseur en fonction de la fréquence propre du mode (n=8, m=variable) pour 

conduite avec fluide E-E 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

Résumé  

L’étude présentée dans ce mémoire concerne l’étude de l’interaction fluide- structure dans une conduite 

cylindrique de section circulaire avec écoulement d’un fluide laminaire et incompressible. Le fluide circulant dans la 

conduite crée une interaction « fluide-structure » qui se traduit par une diminution de la rigidité. 

Les lois de comportement ont été établies par la relation déplacements-contraintes pour la conduite, l’équation 

de Navier-Stockes pour le fluide et le principe du couplage par pénalité pour l’interaction fluide structure. Le principe 

des travaux virtuels a été utilisé pour la détermination de l’équation du mouvement de la conduite avec fluide sous 

forme matricielle. 

La modélisation de la conduite et du fluide est faite par la méthode des éléments finis standards, avec 

l’utilisation d’un élément fini de type triangulaire à trois nœuds (T3) et trois degrés de liberté par nœud. 

Les fréquences propres du système sont calculées à l’aide d’un programme élaboré. Après avoir étudié la 

convergence et validé le programme avec plusieurs articles, plusieurs exemples ont été étudiés. L’étude de ces 

exemples nous ont permis de déterminer l’influence des paramètres physiques et géométriques de la structure couplée. 

Parmi ces paramètres nous citons la variation du diamètre de la conduite, son épaisseur, le rapport de l'épaisseur par 

rapport au diamètre de la conduite, le coefficient de poisson, la masse volumique du fluide, les conditions aux limites, 

etc… 

Mots-Clés : interaction fluide structure, Canal  horizontal,  conduite cylindrique, élément finie, méthode de 

pénalité, mécanique des milieux continue, hydrodynamique, mécanique des fluides, transporteur du fluide. 

 

Abstract 

The study presented in this thesis concerns the study of fluid-structure interaction in a cylindrical pipe of 

circular section with laminar flow of an incompressible fluid. The fluid flowing in the pipe creates interaction “fluid-

structure” which results in a decrease in rigidity. 

The constitutive equations were determined by the displacement-stress relationship for the conduct, the Navier-Stokes 

for the fluid and the principle of coupling the penalty for fluid structure interaction.  

The virtual works was used to determine the equation of motion of the driving fluid in matrix from. 

Modeling of the pipe and the fluid is made by the standard finite element method with the use of a finite element type 

three-node triangular (T3) and three degrees of freedom per node.  

The frequencies of the system are calculated using a program developed. After studying the convergence and 

validated the program with several items, several examples have been studied. The study of these examples has 

allowed us to determine the influence of physical and geometrical parameters of the coupled structure. 

  Among these parameters we cite the change in pipe diameter, thickness, ratio of thickness to the diameter of 

the pipe, Poisson’s ratio, the fluid density, boundary conditions, etc. …  

 

Key word: fluid interaction structure, horizontal Channel, cylindrical control, finite element, method of 

penalty, and mechanics of the mediums continues hydrodynamic, mechanics of the fluids, conveyor of the fluid. 


