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Introduction générale

L’eau est une ressource essentielle pour I’étre humain, c¢’est un "or bleu” et un
enjeu sanitaire, social et culturel au coeur des sociétés humaines.

Malheureusement cette richesse précieuse est inégalement répartie dans le monde
car plus de 1.1 milliard de personnes dans le monde n’ont pas toujours acces
a l’eau potable et 400 enfants (moins de 5 ans) meurent toutes les heures a
cause des eaux polluées [2]. En effet, 'eau douce des cours d’eau et des nappes
phréatiques représente 1 % du volume d’eau douce et 0.01 % de toute 'eau sur
terre. Cette ressource est mal répartie a travers la planete et elle doit satisfaire
les besoins de 'humanité (1'usage domestique, industrie et agriculture).

En outre, les ressources hydriques diminuent de plus en plus face a une aug-
mentation de la population mondiale. D’ici 2050, la demande en eau devrait
augmenter de 55 %, non seulement sous la pression d’une population croissante
(la Terre comptera alors 9,5 milliards de personnes), mais aussi parce que la
consommation s’envole. Les besoins de I'industrie devraient exploser de 400 %
d’ici-la [3].

Les pays industrialisés gachent les ressources en eau d’innombrables facons,
loin devant les autres pays. Face au probleme d’insuffisance d’eau et de pollu-
tion provient d’eau salie par nos activités domestiques (lavages et nettoyages
divers) et les activités industrielles. Dans de telles conditions et compte tenu
de la croissance démographique, I'auto-suffisance en eau devient un probléme
majeur, dont la solution est simple en apparence : le traitement des eaux usées
domestiques.

L’Algérie avec ses 84 barrages de plus de 15 m de hauteur (78 sont en exploi-
tation), ne mobilise que 8.9 milliard de m? d’eau. Signalons que les conditions
naturelles et économiques en Algérie ne permettent pas d’avoir des barrages de
plus grandes capacités [6]. Par ailleurs, La stratégie de purifier les eaux usées est
la meilleure approche efficace et durable pour la mise en valeur des ressources
hydriques et affronter la demande croissante de la population en Algérie.
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L’Office National de 1’Assainissement (ONA) compte varier les projets entre
station d’épuration et stations de lagunage, de cette facon sur les 108 STEP
(station d’épuration) en exploitation, 60 sont des stations de lagunages. L’ONA
a géré environ de 350 stations de pompage , 39.000 km de réseau d’assainisse-
ment avec la perspective de récupérer un total de 44.000 km en étendant son
activité a de nouvelles wilayas [8], mais, avec les 927 Hm?/an de volume d’eau
rejetée, la capacité théorique absolue d’épuration est de 'ordre de 700 Hm?/an.
Cette quantité développée pour atteindre les 900 Hm3/an [7].

Ces différentes actions entreprises et les opérations futures a engager notam-
ment pour l'utilisation des eaux traitées, montrent 'intérét accordé a ce secteur.

Ce travail est une approche scientifique de traitement des eaux usées domes-
tiques en utilisant un procédé biologique. En effet, la dépollution par voie bio-
logique des résidus (liquides ou solides) consiste a transformer, (a 'aide des
micro-organismes ou biomasse) la matiere présente dans les déchets sous forme
organique et constituée essentiellement de carbone, d’azote et de phosphore.

Il y a deux types de traitement des eaux usées dans les stations d’épération :
aérobie (présence d’aération) qui est le plus généralement utilisé dans les sta-
tions d’épuration et anaérobie qui est un processus efficace pour épurer les
déchests et le substrat organique.

La digestion anaérobie s’effectue en absence d’oxygene, il s’appuie sur des
bactéries anaérobies qu’elles risquent de mourir si elles se retrouvent exposées a
I'oxygene, ces dernieres servent a transformer les polluants organiques en biogaz
tel que le méthane.

Le résidu de méthanisation est un intérét écologique et énergétique non-
négligeable puisque c’est un engrais utile pour fertiliser les terres agricoles.

En revanche, a cause de sa sensibilité aux conditions opératoires, les industriels
ont écartés la digestion anaérobie. En effet, ce procédé peut se déstabiliser
facilement et la remise de la digestion anaérobie demande beaucoup de temps
(plus d’'un mois), ce qui n’est pas bon ni du point de vue économique ni du
point de vue pratique. Pour cela, les sciences de 'automatique s’intéressent a
I’éducation de la digestion anaérobie en terme de modélisation, de controle et
d’optimisation.

Ce mémoire se situe dans le cadre de la modélisation d'un procédé de digestion
anaérobie pour le traitement des eaux usées doméstiques. Ce travail est présenté
de la maniére suivante :

Le premier chapitre sera dédié a un état de ’art sur la digestion anaérobie, de
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différents types de bioréacteurs liés a ce processus permis de comprendre ce pro-
cessus, nous allons encore prendre en compte les parametres physico-chimiques
du fonctionnement.

Le deuxiéme chapitre présente la modélisation du processus de la digestion
anaérobie, nous commencons par une revue bibliographique sur les modeles
mathématiques existants, nous prenons le modele AM2. En effet ce dernier a
quelques avantages intéressants pour faire du contréle, synthese d’observateurs
ou encore, de I'optimisation. La compréhension du modele a deux étapes nommeé
AM2 est suivi de quelques résultats de simulation et interprétations du point
de vue biologique.

Pour le troisieme chapitre nous allons faire une étude détaillée sur les points
d’équilibre du modele AM2 et leur stabilité avec une simulation numérique.

A la fin du manuscrit, nous donnons une conclusion générale sur les principaux
résultats dressés. Un certain nombre de pistes pour les futurs travaux de re-
cherche sont proposées.
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Chapitre 1

Etat de ’art sur la digestion anaérobie

Comme nous ’avons vu dans I'introduction générale, il est primordial de développer
des systemes performants de traitement des eaux usées , permettant de rejeter
dans les milieux naturels des eaux épurées de bonne qualité. Une solution parmi
tant d’autres : la technologie des bioréacteurs anaérobie qui apparailt comme
une technique prometteuse pour relever ce défi.

Le but de ce chapitre du manuscrit est de se familiariser avec un moyen de
dépollution des eaux usées sous la forme d’un réacteur biologique a fonction-
nement anaérobie. Une étude générale sur le bioprocédé va nous permettre de
comprendre la digestion anaérobie ainsi que les conditions physico-chimiques
de son fonctionnement.

1.1 La digestion anaérobie

1.1.1 Definition

Le processus biologique de la digestion anaérobie est un environnement dans
lequel les micro-organismes dégradent le substrat organique ( généralement des
déchets organiques solubilisés dans I'eau), en absence d’oxygene. A la sortie du
bioréacteur anaérobie, on obtient une eau plus ou moins dépolluée selon le choix
des conditions opératoires, et du biogaz. Ce dernier, composé de méthane (CH4)
avec un taux de 66.66% et de dioxyde de carbone CO2 (33.33%) et dans un
degré moindre d’hydrogene (H2). Le méthane est un gaz énergétique favorable
qui peut se substituer au gaz naturel pour de nombreuses applications a savoir :

— la production d’air chaud pour le séchage.

— la production combinée de chaleur et d’électricité.

— la production d’électricité par moteurs ou turbins a gaz.
— T'utilisation en tant que carburant automobile.

— la production de la chaleur sous forme de vapeur ou d’eau chaude [9].
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FIGURE 1.1 — La conversion de la matiere organique dans la digestion anaérobie.

1.1.2 Avantages et de la digestion anérobie

La dégradation biologique anérobie (absence d’oxygene) présente des supériorités
significatifs notamment par rapport a la technique aérobie :

— la dégradation d’effluents a forte concentration en matiere organique.
— les boues se produisent (5 a 10 fois moins qu'un bioréacteur aéré).

— moins de demande énergétique car les bactéries se fonctionnent en absence
d’oxygene.

— une source d’énergie renouvelable et favorable.

1.2 Etapes de la digestion anaérobie

La digestion anaérobie d'un produit organique complexe comporte quatre grandes
étapes principales :

— L’Hydrolyse

Cette premiere étape est généralement la plus lente des quatre étapes de
dégradation. Les bactéries transforment des matieres organiques complexes
en monomeres et polymeres; c’est-a-dire les protéines, les glucides et les
lipides (graisses) sont transformés en acides aminés, monosaccharides et
acides gras respectivement.
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— I’Acidogénese

Dans un deuxieme temps, les bactéries acidogenes convertissent les mo-
nomeres organiques solubles de sucres et acides aminés en éthanol et acides
gras volatiles (AGV), acétate, hydrogene Hs et dioxyde de charbon C'Os.
La dégradation des acides aminés conduit également a la production d’am-
moniac.

Notons que cette étape est plus rapide par rapport aux autres étapes et
que les bactéries y participant ont un temps de duplication tres court par
rapport aux taux de duplications des autres populations de bactéries.

— L’Acétogénese

Dans cette troisieme étape, les acides gras a longue chaine ainsi que les
acides gras volatils (AGV) et les alcools sont transformés par les bactéries
acétogenes en hydrogene (Hs), dioxyde de carbone (C'O,) et acide acétique.
Au cours de cette réaction, la D.B.O (demande biologique en oxygene) et la
D.C.O (demande chimique en oxygene) sont toutes deux réduites et le pH
diminue. Notons que la pression de ’hydrogene joue un role intermédiaire
et important dans ce processus, car 'accumulation de ’hydrogene conduit
a 'arrét de l'acétogénese, ce qui implique que ce groupe de bactérie doit
étre associé a un groupe consommateur d’hydrogene [10].

— La Méthanogénese

Lors de cette derniere étape, les bactéries dites méthanogenes convertissent
I’hydrogene Hj et 'acide acétique en du méthane C'Hy et du dioxyde de
carbone C'Oy. La méthanogenese est affectée par les conditions dans le
réacteur telles que la température, la composition de I'alimentation et le
taux de charge organique.

Le produit gazeux, le biogaz, est constitué principalement de méthane
(CH,) et du dioxyde de carbone (COy) mais contient également plusieurs
autres < impuretés > gazeuses telles que du sulfure d’hydrogene, de I’azote,
de l'oxygene et de ’hydrogene . Le biogaz avec une teneur en méthane
supérieure a 45% est inflammable, plus le CHy est élevé plus la valeur
énergétique du gaz est élevée.

La réaction suivante montre la conversion de 1’acétate en méthane et en
dioxyde de carbone :
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CH;COO™ + H' & CHy+ COq

Toutes ces transformations se font a partir des résultats des différentes étapes
qui interagissent entres elles selon le schéma suivant :

[Protéines] [Glucides] [Lipides]

| : y
Ecides Grasl

Hydrolyse

Acides Aminés

Acidogénése

3 [ Acides gras volatiles ]

|Ammoniac| [ Alcoij

\l

Acéiogénése

, /\)V

Acétate

I

Méihan@génése_

FIGURE 1.2 — Les étapes de la digestion anaérobie

Comme tout micro-organisme les bactéries sont influencées par plusieurs fac-
teurs environnementaux pendant les réactions complexes mises en pratique par
la digestion anaérobie, donc il faut souligner un point fondamental : le micro-
organisme et le réacteur ne travailleront efficacement que si les conditions les
permettent.

1.3 Les facteurs physico-chimiques influencant
la digestion anaérobie

La digestion anaérobie ne peut étre réalisée que sous certaines conditions comme
le pH, la température, le pontentiel d’oxydoréduction, les nutriments, absence
d’éléments inhibiteurs (comme I'agent chlorés, les antibiotiques..etc)

La température
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La température affecte les réactions biochimiques ainsi que le développement des
bactéries. Ainsi, On répartit les bactéries en trois catégories, selon la température
a laquelle leur croissance est optimale :

— Les psychrophiles qui vivent dans des milieux de 4 a 30 °C avec un opti-
mum de 12 a 18°C.

— Les mésophiles qui vivent dans des milieux de 20 a 50°C avec un optimum
autour de 35°C.

— Les thermophiles qui vivent dans des milieux de 45 a 75 °C avec un opti-
mum autour de 65°C [11].

L’activité des enzymes est encore influencée par la température, en effet, ils ne
peuvent pas s’empresser jusqu’a une température minimale puis ils se développent
jusqu’a la température optimale. Aux températures extrémes, les enzymes sont
dénaturées et les bactéries décroient.

Le PH

Le traitement biologique des eaux usées s’effectue généralement a pH neutre.
Le pH optimal pour la croissance bactérienne se situe autour de 7, bien que
certaines puissent étre obligatoirement acidophiles et prospérer a un pH de 2.
Les champignons préferent environnements acides avec un pH de 5 ou moins.
Les cyanobactéries se développent de maniere optimale au pH supérieur a 7.
La croissance bactérienne se traduit généralement par une diminution du pH
du milieu par la libération de métabolites acides. Le pH affecte 'activité des
enzymes microbiennes. Cela affecte I'ionisation des produits chimiques et joue
ainsi un role dans le transport des nutriments et des produits chimiques toxiques
dans la cellule [12].

Le pontentiel d’oxydoréduction

Ce parametre représente 1'état de réduction du systeme, il affecte 'activité des
bactéries méthanogenes. Ces bactéries nécessitent en plus d’absence d’oxygene,
un potentiel d’oxydoréduction inférieur a 330 mV pour débuter leur croissance

14].

Concentration en nutriments
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La matiere vivante est majoritairement composée d’atomes de carbone, d’hy-
drogene, d’oxygene, d’azote, de phosphore et de souffre. Ces constituants élémentaires
doivent étre présents dans le substrat selon des proportions exactes.

Il est a noter que la charge en polluants organiques est habituellement mesurée
par la demande chimique en oxygene (DCO) qui représente ['oxygene nécessaire
a l'oxydation complete des substances organiques et minérales de 1’eau par des
oxydants chimiques forts. En regle générale les quantités de carbone a éliminer
sont trop importantes pour qu’il y ait un équilibre. Les proportions minimales
peuvent étre estimées. L’azote représente environ 12 % de la biomasse totale, le
phosphore 1,5 %, et on considere habituellement que 10% de la charge traitée
sert a la croissance bactérienne (rendement de croissance de 0,1g de biomasse
par gramme de DCO traité). De plus, une teneur en humidité de 50 % dans le
milieu réactionnel semble étre un minimum pour permettre le développement
des populations bactériennes. En dehors de ces macro-nutriments, les bactéries
anaérobies ont besoin d’un grand nombre de micro-nutriments tels que des vi-
tamines, des acides aminés [13].

Le déséquilibre de ces proportions dans le réacteur risque de ralentir la crois-
sance bactérienne donc de retarder le processus global.

Revenons a présent aux fermenteurs anaérobies. Il est a noter que le processus
de digestion anaérobie se déroule dans un bioréacteur, la partie ci-dessous est
un apercu sur ce dernier.

1.4 Les bioréacteurs

1.4.1 Définition

Un bioréacteur représente un écosystéme miniaturisé et controlé, ou des orga-
nismes vivants interagissent dans un environnement fermé. Les flux de matiere
sont régulés a l'entrée et a la sortie du systeme. En général, un bioréacteur se
compose d’un récipient d’'un volume donné V' dans lequel les micro-organismes
se développent. Ce récipient est alimenté en continu par un flux d’entrée Fj,
et vidé par un flux de sortie F,,. Ces débits peuvent étre déterminés par
I’expérimentateur ou calculés selon une loi de commande spécifique.

1.4.2 Mode d’alimentation d’un bioréacteur

Il existe trois modes d’alimentations dans un bioréacteur :
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— Mode batch (discontinu) :

Les cultures batch sont généralement exécutées au maximum volume du
navire. Pendant toute la durée de I'opération, les nutriments sont progres-
sivement épuisés et les sous-produits toxiques s’accumulent a l'intérieur
du récipient. A un moment donné, les cellules cesseront de croitre et la
proportion de cellules viables diminuera, parce que les nutriments sont
consommeés. Toutefois, les densités cellulaires et les rendements de pro-
duction qui peuvent étre obtenus dans les systemes discontinus sont bien
inférieurs a ceux obtenus dans les systemes fed-batch et continues. Le mode
batch est un excellent point de départ pour les débutants dans le domaine
cherchant a optimiser les conditions de digestion dans les premiers stades
du développement expérimental. Lorsque le dégagement du biogaz est nul,
le réacteur est vidé et un nouveau y est introduit [15].

FIGURE 1.3 — Mode Batch : I'alimentation se produit en séquence .

— Mode fed-batch (semi-continu) :

Ici, la culture est nourrie pour maintenir la concentration des nutriments
constante . Des concentrations élevées de substrat peuvent étre obtenues, ce
qui entraine des densités cellulaires et un produit plus élevés titres et viabi-
lité cellulaire prolongée, mais des métabolites toxiques restent s’accumulent
avec le temps. Le bioréacteur est inoculé a un volume utile plus faible, qui
est souvent le volume utile minimum du navire et est cultivé en batch
pendant une courte période jusqu’a ce que certains criteres soient remplis
pour déclencher le démarrage d’alimentation. Généralement, I’alimentation
commence lorsque le glucose initial est atteint ou il y a une accumulation
importante de substances nocives sous-produits, tels que 'ammoniac (>
3 mmol/L), a l'intérieur du bioréacteur. Une fois que I'un ou l'autre de
ces critéres, ou les deux, ont été satisfaits, les nutriments sont ajoutés
au bioréacteur via un biberon de milieu d’alimentation par incréments
spécifiquement calculés tous les jours jusqu’a ce que le biberon soit vidé et
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que le maximum volume de travail a été atteint [15].

ﬁ—\

FIGURE 1.4 — Mode fed-batch : la concentration du substrat dans le bioréacteur est constante.
— Mode continu :

Dans un réacteur fonctionnant en continu la cuve est alimentée avec un
débit constant (V' = cst), le débit de la sortie est égal au débit d’entrée
(Fin = Foue) et le digestat est évacué par une action mécanique. Cette tech-
nologie est idéale pour les installations de grandes tailles. Les réacteurs uti-
lisés peuvent étre disposés aussi bien verticalement qu’horizontalement. Ce
mode de fonctionnement est le plus utilisé dans le domaine du traitement
des eaux usées.

FIGURE 1.5 — Mode continu : 'alimentation est continue avec un débit constant.

1.5 La digestion anaérobie du point de vue
des mathématiques

Les mathématiques jouent un roéle crucial dans ’amélioration des performances
de la digestion anaérobie de plusieurs facons, a savoir :

— Modélisation et Simulation

Les mathématiques permettent de créer des modeles informatiques précis
des processus de digestion anaérobie. Ces modeles peuvent étre utilisés
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pour simuler différents scénarios opérationnels, tester des hypotheses et
prédire les performances du systéme dans des conditions variables. Cela
permet ainsi aux chercheurs et aux ingénieurs d’identifier les meilleures
pratiques et de concevoir des stratégies d’optimisation.

— Optimisation des Parametres de Fonctionnement

Une fois établi, ces modeles peuvent étre utilisés pour optimiser les pa-
rametres de fonctionnement des digesteurs anaérobies cités plus haut, tels
que la température, le pH, la charge organique, la concentration de nu-
triments. Ainsi, les méthodes d’optimisation mathématique permettent de
trouver les valeurs optimales de ces parametres pour maximiser la pro-
duction de biogaz, améliorer I'efficacité de la digestion et réduire les cofits
opérationnels.

— Controle et Régulation

Afin de maintenir les conditions de fonctionnement optimales dans les di-
gesteurs anaérobies, les modeles mathématiques sont utilisés pour développer
des algorithmes de controle avancés. Ces derniers utilisent des techniques
tels que le controle prédictif, le controle adaptatif et le controle optimal
pour ajuster en temps réel les parametres du systeme et garantir des per-
formances stables et efficaces.

— Analyse de Sensibilité

Les techniques mathématiques d’analyse de sensibilité permettent d’iden-
tifier les parametres les plus influents sur les performances de la digestion
anaérobie. Cela permet aux chercheurs de concentrer leurs efforts sur les
aspects les plus critiques du processus et d’optimiser efficacement les res-
sources disponibles.

En résumé, I'utilisation de ces approches mathématiques, permettera aux cher-
cheurs et ingénieurs d’améliorer significativement les performances des systemes
de digestion anaérobie, d’augmenter la production de biogaz, de réduire les
émissions de gaz a effet de serre, et de contribuer ainsi a une utilisation plus
durable des ressources organiques.
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1.6 Conclusion

Suite a ce premier chapitre introductif présentant quelques connaissances sur
le fonctionnement biochimique et physicochimique de la digestion anaérobie, il
devient envisageable de passer en revue quelques modeles mathématiques pro-
posés dans la littérature, décrivant le processus de la digestion anaérobie. Notre
choix portera sur un modele a deux étapes obtenu par bilan de matieres. Ce
modele nommé AM2 sera au coeur du prochain chapitre.



Chapitre 2

Modélisation mathématique de la
digestion anaérobie

2.1 Introduction

La modélisation des systémes est une représentation particuliere de la réalité.
Il s’agit de la premiere étape a franchir pour estimer, observer, contréler ou
diagnostiquer un procédé. C’est en effet sur la base d’'un modele dynamique du
procédé que s’effectue la conception, 'analyse et la mise en oeuvre des méthodes
d’optimisation et de commande. Dans le cadre des bioprocédés en général et de
la digestion anaérobie en particulier, la considération des bilans de matiere des
principaux composants du systeme est une maniere naturelle pour caractériser
sa dynamique.

L’objectif principal de ce chapitre est de procéder a un état de l'art sur la
modélisation de la digestion anaérobie. Rappelons que cette derniere, est utilisée
pour la dépollution des eaux usées et production du biogaz.

Le travail consiste a étudier I'essentiel des travaux réalisés sur le sujet dans le
but de rédiger une synthese bibliographique, afin de choisir par la suite, le type
du modele a étudier pour notre travail.

2.2 Modélisation de la digestion anaérobie

2.2.1 Modeéles existants

Avant de lister les différents modeles de la digestion anaérobie existants dans la
littérature rappelons d’abord la notion de Modele.

Le modele est une représentation claire d’un processus ou d’un concept, la for-
mulation mathématique de cette représentation par des équations conduit a la
notion de modele mathématique.

Le modele mathématique est une traduction mathématique d’un systeme réel

19
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ou abstrait qui est utilisé dans une variété de domaines tels que la physique, la
biologie la finance..etc. Notons qu’un modele peut étre développé pour des fins
tres diverses. Il peut servir pour reproduire ou expliquer un phénomene observé,
pour prédire un comportement, contréler un systeme,...etc. Un modele n’est ce-
pendant utile que s’il permet de répondre aux questions que nous nous posons
a propos du processus étudié : que modélise-t-on 7 Comment ? et pourquoi ce
modele est satisfaisant 7 Ceci explique pourquoi, parmi un ensemble donné de
modeles, tel modele est préféré aux autres, car il apportera des réponses aux
questions posées plus haut [4].

Dans le domaine de la biologie, la modélisation pose un défi de taille. Contrai-
rement a d’autres disciplines, il n’existe pas de lois ou de modeles universels
définissant 1’évolution des micro-organismes. Par conséquent, la modélisation de
la digestion anaérobie représente un champ de recherche tres actif ces dernieres
années.

Plusieurs étapes historiques caractérisent la modélisation des bioprocédés. Les
premieres études étaient le fait de chimistes et de biologistes qui cherchaient,
jusqu’a 1930 environ, a identifier les précurseurs du méthane, a expliquer les
problemes encourus et a définir la stoechiométrie des réactions de biodégradation.
Une description grossiere de la méthanisation fut proposée en 1939. Elle était
décrite par une réaction de dégradation qui définissait, a partir d’une quantité
donnée de substrat d’alimentation, la quantité du méthane et du dioxyde de
carbone formés en sortie du digesteur. Cette formulation, bien qu’extrémement
simple, a fourni une premiere modélisation du processus de fermentation.

Monod formula en 1950, le principe selon lequel la vitesse de croissance d’une
population bactérienne pourrait étre représentée comme étant le produit de la
biomasse et le taux de croissance. Par la suite il développa le premier modele
de "chémostat” représenté par deux variables, a savoir, la concentration de la
biomasse et le substrat limitant, dans un bioréacteur fonctionnant en continu.
Les équations du modele du chemostat sont repris en détail dans [21].

En 1968, Andrews introduit une cinétique de type Haldane pour caractériser
I’hinibition de la digestion anaérobie consuisant au léssivage du réacteur en cas
d’accumulation des AGV. Un modele a une seule réaction (ou biomasse) fut
alors proposé par Graef et Andrews en 1974.

Par la suite, la représentation du processus biochimique a été affinée par la
description de trois étapes : hydrolyse des composés organiques, acidogénese et
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méthanogénese. En 1983, Mosey introduit 2 populations acidogenes et 2 popu-
lations méthanogenes, mettant en exergue le role d’intermédiaire réactionnel de
I’hydrogene.

Depuis, de nombreux modeles ont été proposés, certains de plus en plus com-
plexes afin de réprésenter au mieux les réactions concernées mais au prix de
I’augmentation du nombre de parametres et de variables d’états.

Notons que les différents modeles présentent une structure commune qui repose
sur la représentation du bilan de matiere (et parfois d’énergie). Cette structure
modele formalise simplement le principe de conservation de la matiere, illustré
par la célebre citation de Lavoisier : ”Rien ne se perd, rien ne se crée, tout
se transforme”.

Les modeles mathématiques se varient en difficulté suivant le nombre de pro-
cessus biochimiques représentés.

Dans cette section, nous passerons en revue quelques modeles développés pour
modéliser la digestion anaérobie.

Le modele ADM1 (Anaerobic Digestion Model No 1) a été publié pour la
premiere fois par 'association de IWA (International Water Association) en
2001 [16]. L’ADM1 est un modele complet basé au plus preés du modele phénoménologique.
permettant de simuler au mieux les réacteurs anaérobies. ADMI1 est donc un
modele descriptif tres complexe, contient 32 équations différentielles qui modélisent
les réactions entre les différentes especes liquides et gazeuses, il décrit 19 pro-
cessus biochimiques, 3 processus cinétiques de transfert gaz-liquide et 7 po-
pulations bactériennes différentes. Cependant pour qu’on puisse controler le
modele (ADM1) on a besoin d’établir plus de 80 parametres. Ce modele peut
servir comme une base un procédé virtuel pour la mise en place d'unités de
dépollution ou encore, pour tester dans un cadre plus réaliste avant de valider
expérimentalement des stratégies de controle basées sur d’autres modeles plus
simples. En revanche, a cause de sa grande dimension, 'utilisation de L’ADM1
pour 'estimation, la supervision des digesteurs anaérobies n’est pas appropriée :
fortement non-linéaire, difficile a appréhender [17], [19].

Pour faire du contréle des digesteurs anaérobies, un modele nommé AM2, beau-
coup plus approprié est utilisé. C’est un modele a deux étapes : I’Acidogénese
et la Méthanogénese, les auteurs ont pris en compte les phénomenes macro-
scopiques ayant lieu dans le milieu de digestion en supposant que les popula-



22CHAPITRE 2. MODELISATION MATHEMATIQUE DE LA DIGESTION ANAEROBIE

tions bactériennes de la digestion anaérobie sont divisées en deux principaux
groupes avec des caractéristiques homogenes. Le modele AM2 est décrit comme
un modele adapté pour le processus de la digestion anaérobie, puisqu’il prend
en compte l'accumulation des acides gras volatils (AGV) dans le bioréacteur
provoquant la déstabilisation du processus, un phénomene connu sous le nom
de "déstabilisation des digesteurs anaérobies ”. Il est a noter que le modele AM2
a été développé dans le cadre du projet européen AMOCQO et a été validé suite
a des résultats expérimentaux obtenus sur le réacteur a lit fixe de 'INRA de
Narbonne [18], [22].

D’autres travaux plus récents ont porté sur le développement d'un nouveau
modele dynamique pour un bioréacteur membranaire anaérobie, basé sur la
modification du modele AM2 et I'intégration d’une nouvelle variable SMP (Pro-
duits Microbiens Solubles) [25].

Outre le modele AM2, nous pouvons citer également le modele AMHI qui a été
développé par Bernard et al [20] dont 'objectif était de déterminer le nombre
d’équations nécessaire a l'expression de la variance du modele AM2 par ana-
lyse des composantes principales. Ayant déduit des données expérimentales que
86% de la variance était obtenue dans un systeéme a deux équations, contre 91%
pour quatre équations. En d’autres termes, AMHI1 ne prend en considération
que la derniere étape de la digestion anaérobie, soit a supposer que le taux de
croissance des acétogenes est infiniment plus grand que celui des méthanogenes.
Dans ce modele, la totalité de substrat se transfore en AGV d’une maniere ins-
tantannée.

2.2.2 Choix du modeéle

Nous venons de citer quelques modeles mathématiques concernant la digestion
anaérobie. Suite a ce modeste état de I'art, nous avons constaté que l'enjeu
principal des procédés de digestion anaérobie est de combiner un rendement
épuratoire et une production optimale de biogaz.

Il faut alors des modeles suffisamment simples pour étre analysables par les
mathématiques mais également suffisammant complexes pour caractériser la dy-
namique du systeme de maniere satisfaisante. De ce fait, la bonne représentation
de la dynamique du systeme réel et sa relative simplicité par rapport a des
modeles beaucoup plus complexes comme I’ADM1 font du modele AM2 un bon
candidat pour la suite de notre travail.
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2.3 Description du modele AM2 de digestion anaérobie

2.3.1 Les étapes clées du modele AM2

Le modele AM2 comprend deux étapes de dégradation et deux populations
bactériennes comme décrit dans la figure ci-dessous :

Matiéres organiques
complexes

Premiére étape: {Acidogénése )

Formation
des aCides Conversion des organigues

AGV
(Acides Gras Volatiles)

Deuxiéme étape:(Méthanogénése)

Formation
du méthane Stabilisation de la boue

[ CH4+ CO2 }

FIGURE 2.1 — Schéma réactionnel du modele AM2

Acidogénese

A cette étape, le substrat carboné noté s; se décompose en AGV (devient le
substrat s9) et en dioxyde de carbone C'O, a 'aide des bactéries acidogenes de
concentration z; selon le schéma réactionnel suivant :

k151 1EN 21 + koss + ksCOs

ou r; présente le taux de réaction d’acidogénese donné par I’équation :

r = ,ul(sl):cl.
p1(s1) représente le taux de croissance des acidogenes qui suit une loi de Mo-
nod :

51

—_— 2.1
s1+ K4 ( )

pi(s1) = my
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\

ou
— my est le taux de croissance maximum de x; sur sj.
— K est la constante de demi-saturation associée a sj.
16
1.4F b
1.2F B
1r _
@ g 1
I
06 B
0.4+ B
02F B
D 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25
Concentration du 81
FIGURE 2.2 — Cinétique de croissance de Monod
Méthanogénese :

C’est la deuxiéme étape du modele AM2 ou le substrat s, (Acides Gras Vola-
tiles) se transforme a son tour en dioxyde de carbone C'Os et en méthane C'Hy
a grace a la seconde population bactérienne x5, dite méthanogene, suivant ce
schéma réactionnel :

k382 T—2> To + ]{35002 + ]CGCH4

ou 19 est le taux de réaction de méthanogene donné par

o = ,LLQ(SQ)ZL'Q .

avec po(s92) est le taux de croissance spécifique de o sur s; qui suit une cinétique
de Haldane donné par I’équation ci-dessous :

pa(s2) =y, (2.2)

52
32+K2+ﬁ
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\

ou

— ma est le taux de croissance maximum de x9 sur ss.
— K, est la constante de demi-saturation associée a so.

— K est la constante d’inhibition associée a so

07

01

‘ ‘ ‘ ‘ : , ‘ ‘ , ‘ ,
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550
Concentration du Sz

F1GURE 2.3 — Cinétique de croissance de Haldane

2.3.2 Les équations dynamiques du modele AM2

Le modele général AM2 a deux étpaes tel qu’il a été proposé dans la littérature

(18], [25] comprend 6 variables d’états £ = [s; x1 so 13 2z ¢]T avec

— s71 : concentration du substrat de matiere carbonée.

x1 : concentration de la population bactérienne acidogene.

s : concentration des acides gras volatile (AGV).

— o9 : concentration de la population bactérienne méthanogene.
— ¢ : concentration du carbone inorganique.

z 1 concentration de 'alcalinité.

Les concentrations citées ci-dessus sont toutes mesurées en (g/L) a l'instant ¢.

I est a souligner que la structure originale de 4 variables (x1,r2,51 et $3) est
découplé des deux autres variables (z et ¢), ces deux dernieres étant nécessaires
uniquement pour calculer certaines sorties du systeme, a savoir, le débit de gaz
de C'O, et le pH qui dépendent des conditions physico-chimiques régnant dans



26 CHAPITRE 2. MODELISATION MATHEMATIQUE DE LA DIGESTION ANAEROBIE

le réacteur [25].
Dans la suite de notre travail, nous allons considérer le modele de digestion
anaérobie simplifié a 4 variables. Il est a noter que cela ne posera pas de

probleme pour ’analyse mathématique du modele réduit.

Le modele dynamique de dimension 4 est le suivant

s1 = D(S1in — s1) — k1 (s1)21 (2.3)
71 = (p1(s1) — aD)xy (2.4)
Sy = D(S9in — S2) + kapt1(s1)x1 — kapa(s2)xe (2.5)
To = (ua(s2) — aD)xy (2.6)

avec

— Sy : concentration de s; dans I'alimentation [g/{].

— S9;, : concentration de so dans I'alimentation [mmol/I].

— k; : rendement de dégradation de s; par xy [g/g]).

— ks : rendement de production de so par z7 a partir de s [mmol/g].
— k3 : rendement de dégradation de sy par xo [mmol/g].

— p1(.) : cinétique de Monod.

— po(.) : cinétique de Haldane.

— D : taux de dilution exprimé en [j71].

— « : taux de biomasse fixée et donc non soumis au lessivage.

En effet, le terme o permet de modéliser dans un méme cadre de représentation
des réacteurs a biomasse libre (v = 1) ou a biomasse totalement fixée (a = 0),
« € [0,1]. Dans ce travail, nous considérons « = 1.

Notons que les fonctions p; et uo satisfont les hypotheses suivantes :
* Hypotheéses sur j(.) :

— m(0) =0.
— p(00) =m
— py(s1) > 0 pour s; > 0.
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*x Hypothéses sur us(.) :

— p2(0) = 0.

— p2(00) = 0.

— max lo(s9) = pb' = pe(sh') avec sy = s5 .

— ph(s2) > 0810 < 59 < S5

— ph(s2) < 0 si sg > s
Afin que les variables d’état aient une signification physique, il est impératif de
garantir ’existence, la positivité et la bornitude des solutions du modele AM2.

2.3.3 Existence et unicité de la solution

Chaque équation de notre probleme est une EDO avec une condition initiale
qui a cette forme

r = f(t,x)
’ 2.7

{ z(0) =z (2.7)
Il s’agit d’'un probléme de Cauchy ou f est continue en (¢,x) et locaement lip-
schitzienne en z alors ’équation admet une solution unique locale.

2.3.4 Positivité des variables d’états

la positivité des variables d’états doit étre vérifiée car notre systéme réel ne
peut pas admettre des valeurs de concentrations négatives.

Positivité de I’état s;

Posons s1(0) > 0 (car les conditions initiales doivent satisfaire des contraintes
réelles). Nous pouvons démontrer que V¢ > 0 = s;(¢) > 0. Raisonnons par
I'absurde. Supposons qu’il existe un ¢; > 0 tel que s1(¢;) < 0. Puisque la fonc-
tion s1(t) est continue et la condition initiale est positive alors pour arriver a
t; la fonction doit atteindre 0 c-a-d :

il existe un ¢y > 0 tel que s1(tg) =0 et s1(ty) <O .

Cependant s1(ty) = Ds1ip — k1p1(0)x1(t) = Dsyyn = 0 @ absurde !

Dong, s1(t) > 0 Vt > 0.



28CHAPITRE 2. MODELISATION MATHEMATIQUE DE LA DIGESTION ANAEROBIE

Positivité de x

Soit Z1(t) = (p1(s1) — aD)x1(t). La solution de cette équation est donnée par :
21(t) = 21 (0)efo (1) —aD() dy

Si la condition initiale est positive alors la solution est positive.

Positivité de ss

Posons s5(0) > 0, démontrons que Vt > 0 = s5(t) > 0.

Raisonons, supposons qu'’il existe un t; > 0 tel que so(t1) < 0, tandis que la fonc-
tion sy est continue et la condition initiale est positive alors pour arriver a t¢; ,la
fonction doit atteindre 0 c-a-d il existe un ty > 0 tel que so(ty) = 0 et sy(ty) < 0.

Cependant S.Q(t()) = DSQm + ]{32/11(0)561 - ]{33/12(0)562 = DSQm + kgul(O)LCl =
0 :absurde!. Donc so(t) > 0 Vt > 0.

Positivité de x-
Soit Zo(t) = (ua(s2) — aD)xs(t). La solution de cette équation est de la forme

o(t) = 2(0)elo (Hals2)—aD() dy

Si la condition initiale est positive alors la solution est positive.

2.3.5 Bornitude des variables d’états du modeéle AM?2

En plus d’étre positives, les valeurs de ces variables d’état doivent respecter des
bornes de logique biologique. Par exemple il est évident que la valeur de s; ne
peut jamais dépasser sq;,. Dans cette sous section, nous allons démontrer que
chaque variables du modele AM2 sont bornées.

Bornitude de s;

Soit
$1(t) = D(t)(s1in — s1) — ki (s1(2))x1(2)
Sachant que kypq(s1)z1(t) > 0 alors

S1 (t) < D(t)(slm - Sl(t))
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Et donc
$1(t) + D(t)s1(t) < Dsyin

Multiplions les deux membres de I'inégalité par eJo PW) 4y aing
1) eh PO W 4 D(4)s,(t)eh PO W < Dy e PW) dy

En intégrant entre 0 et ¢, nous obtenons

s1(£)edo P W < (0 4 syin[edo P v _ 1]

Multiplions par le terme eb ~2®) 9 pour obtenir I'expression de s1(t).
s1(t) < (s51(0) — spin)e Jo =) dy + Stin
Supposons que s1(0) < s14,,, alors s1 < S1in [ |

Bornitude de

Nous allons démontrer que I'état x1(¢) est borné en posant une variable définit
comime suit

() = s1(t) + k1 (t)w1(t)
Par suite

E(t) = $i1(t) + ki ()21 (t)

Remplacons les termes s1(t) et x1(¢) par leurs expressions. Nous trouvons ainsi

E(t) = D(t)s1in — D(H)E(t)

En multipliant les deux cotés de cette équation par la valeur edo D v W nous
obtenons

E(t )efo Yy D()E(t )efo ) dy _ D(t)slmefgz)(y) dy

Le but est de trouver 'expression de &£(t). Intégrons tout d’abord entre 0 et ¢
les deux cotés de 'inégalité

E()eh PO W = £(0) + sy, [eh PO W — 1]

Multiplions ensuite par eJo D) dy pour déduire 'expression de &(t)

&(t) =¢(0 )efo )4 Stin|1 — elo =D dy]
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Puisque D(y) est positive alors elo PW W < 1 et donc 1 — el PW v < 1.
Par suite, nous déduisons I’ megahte ci-dessous

§(t) < &(0) + s1in
Remplacons &£(t) et £(0) par leurs expressions réspectives, nous obtenons ainsi
s1(t) + k1(t)z1(t) < s1(0) + k121(0) + s1in
s1(t) étant positive alors

kl(t)l'l(t) S 81(0) -+ ]{311'1(0) -+ S1in

Vu que $1(0) < $14p, alors

281in

:L‘l(t) S 5131(0) + ]{31

Bornitude de s,

Nous allons suivre les mémes démarches que précedemment. Posons Z(t) =
So(t) — ko X1 (t). Sa dérivée s’écrit comme suit

Z(t) = D(t)ng — D(t)Z — k3,LL2(82)$2

Puisque kspa(Ss)zo(t) est positive alors

Z(t) < D(t)ng — D(t)Z

Multiplions d’abord les deux membres de I'inégalité par eJo D(y) dy puis intégrons
entre 0 et t. Aprés un simple calcul, nous trouvons

Z()eh PO W < 7(0) + sy[eo PO W _ 1]

Multiplions par el P dy

2(t) < Z(0)eh dy+82m<1—efo @

Il est a noter que D(y) > 0 donc elo ~PW) dy < 1 Par suite, 1 — eo =DW) dy < 1.
Nous déduisons l'inégalité suivante
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Comme précedemment, en remplagons Z(t) et Z(0) par leurs expressions res-
pectives, nous obtenons

SQ(t) — ]fg(t)l‘l (t) S SQ(O) — kg.fl?l (O) + S2in,

Puisque $2(0) < s9;,, alors

2kas1in
ky

So(t) < 289in +

Bornitude de z»

Ici aussi, nous allons suive la méme démarche que pour ;. Posons ¥(t) =
So(t) — kow1(t) + kszo. La dérivée s’écrit donc

Multiplions d’abord 1’équation par e D) dy puis intégrons entre 0 et ¢, aprés
calcul, nous obtenons

wuyﬂD@dyzm«n+s%¢£D@dy—u

Multiplions par edy ~D) dy pour déduire 'expression de W(t)

U(t) = U(0)eh —P <w+®MU—e% W) )

Puisque D(y) est positive alors elo=PW) W < 1 et donc 1 — e ~PW) 4y < 1.

Par suite, nous aboutissons a l'inégalité suivante

Apres avoir remplacé W(t) et W(0) par leurs expressions respectives, nous
obtenons

Sg(t) — kg(t)xl(t) + kgxg(t)s S 82(0) — kQXl(O) + k’gXQ(O) + S2in

Puisque s5(t) > 0 alors

2 kaS1in

£L‘2(t) < ZCQ(O) + ]{;3(82@” + ky ) ]
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2.4 Quelques résultats de simulation

Afin de se familiariser davantage avec le modele AM2, nous avons effectué des
tests de simulation pour voir comment le systeme réagit face aux variations du
taux de dilution sur des intervalles de temps différents s’étalant sur une période
de temps de 40 jours. Nous avons simulé le modele en utilisant le logiciel Mat-
lab. Les valeurs des parametres du AM2 ainsi que leurs unités sont mentionnées
dans le tableau ci-dessous. Il est a noter que ces valeurs de parametres on été
identifiées et validées sur un bioréacteur réel [18].

Grandeurs | Valeur | Unité
Stin 30 g/l
Soin 150 | mmol/l
m 1.2 j_l
mo 0.74 j_l
K, 9.28 | mmol/l
K; 256 | mmol/l

K+ 42.14 q/9g

ks 116.5 | mmol/g
ks 268 | mmol/g
k4 453 | mmol/g

Pour observer cette influence sur notre modele nous donnons des valeurs
variantes du taux de dilution D selon la figure (2.4) :

Evalution ternporelle du taux de dilution

1
a ] 10 14 20 2 30 35 40
temps {jours)

FIGURE 2.4 — Evolution temporelle du taux de dilution D
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Pour lancer la simulation numérique, nous avons certainement besoin d’un

vecteur des conditions initiales qui est donné par
£(0) = [S1(0) X1(0) S2(0) X52(0)] =[37.89 0.05 42.41 0.52]. Les résultats de
simulation sont donnés par les figures ci-dessus

Evolution temporelle de substrat 5,

|
a 5 10 15 20 25 30 35 40
temps t

FIGURE 2.5 — Evolution temporelle du substrat s;.

Evolution temparelle des acidogénes =,

%1 g/l)

|
o ] 10 14 20 25 30 35 40
temps t

FIGURE 2.6 — Evolution temporelle des bactéries acidogenes x.

Les Figures (2.5) et (2.6) illustrent 1’évolution temporelle de substrat carboné
et des bactéries acidogenes de notre systeme.
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Notons qu’il ya une décroissance du substrat s; dans les premiers jours qui
s’accompagne parallelement par une croissance des acidogenes z; et des AGV
(illustré dans la figure 2.7) .

L’explication que nous pouvons donné sur ces résultats est que les substrats
organiques s; diminuent car ils sont consommés par les bactéries acidogenes
x1 pour qu’elles se développent et afin de les transformer en AGV.

Evolution temporelle de substrat 5,
45

40t .

Jar .

30 .

%
o
Y 20t .
15k .
10F .
& J__\\(L T
D 1 1 1 1 1 1 1
a ] 10 14 20 2 30 35 40
temps t
FIGURE 2.7 — Evolution temporelle du substrat s,
Evolution temporelle des methanogénes .,
n.a
085+ .
0.5 .
07+ .
= 07r .
2
0.65 .
06 .
055 .
DS 1 1 1 1 1 1 1
a ] 10 14 20 2 30 35 40
temps t

FIGURE 2.8 — Evolution temporelle des bactéries méthanogenes x,.

A partir des figures (2.7) et (2.8) représentant 1’évolution temporelle des AGV
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et des méthanogenes dans le digesteur, nous remarquons que pendant cette
étape, le consortium de bactéries méthanogenes xo utilise la matiere organique
s9 afin de la transformer en méthane C'H, et dioxyde de carbone C'O, donc en
biogaz (2.9).

Evolution ternporelle du débit biogaz
200

180 A

1701 b

160 A

m

Q_(rmrmal. L 14)

1DD 1 1 1 1
1] g 10 15 20 25 30 35 40

temps t

FIGURE 2.9 — Evolution temporelle du biogaz

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, la modélisation de la digestion anaérobie a été mise en
exergue. Apres avoir passé en revue quelques modeles existants, ’accent a été
mis sur le modele simplifié dit AM2. Ce dernier, est un modele de dimension
4, basé sur deux étapes (I’Acidogénese et la Méthanogénese), établi via un
bilan de matieres. Afin de se familiariser davantage avec ce modele, nous
avons effectué quelques simulations pour voir comment le systeme réagit face
aux variations du taux de dilution.

Aussi surprenant que cela paraisse, ce modele, pourtant relativement simple,
est capable de reproduire le comportement dynamique du systéme.
Cepandant, il est facilement déstabilisable a cause de ’accumulation des AGV
pendant la réaction de méthanogénese. Il est donc important d’analyser les
régimes permanents de ce systeme et de comprendre son comportement
qualitatif, ce qui fera I'objectif du chapitre suivant.
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Chapitre 3

Calcul et analyse des points équilibres
du modele AM2

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons faire une étude qualitative sur les points
d’équilibres du modele AM2 et leurs stabilité afin de décrire comment notre
systeéme réagit a différentes entrées. Les analyses de stabilité locale de ce
modele ont été déja faites dans I’état de l'art et bien détaillés dans [25]. Ce
mémoire est fourni ci-apres.

Rappelons les équations du modele dynamique réduit de dimension 4 :

Sl = D(Slm — 51) — /{?1M1<51)X1 (31)
Xl = (,ul(Sl) - OéD)Xl (32)
SQ = D(ng — Sg) + kg,ul(Sl)Xl — k)g/Lg(Sg)Xz (33)
X5 = (ua(Ss) — aD) X, (3.4)

La condition de stationnarité des équations dynamiques du modele AM2,

s’écrit de maniere générale comme ’annulation des dérivées
(32)=0=X,=0=X,=0 ou (S =aD.
(B34)=0=Xo=0=Xy=0 ou (S =aD.

Vérifions tout d’abord 'existence de solutions de 'équation : 11(S1) = aD

37
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o8 (51) aD>my

m, — aD=m,

aD<my

%, S,

FIGURE 3.1 — Les solutions possibles de y1(S1) = aD

Posons lim 41 (S1) = m; quand S; — 0.
— Si aD < my : Iéquation p1(S7) = aD a une unique solution :
1

SH(D) = % (Sachant que u1(S1) = mlm ( voir chapitre 2

I'équation (2.1) )
— Si aD > my :Iéquation p1(S1) = aD n’a pas de solution.

Vérifions ensuite 'existence de solutions de 1'équation ps(Ss) = aD

Ha(S2)
R ab>i;
m aD=uz
H2 Ve
,,,,,,, aD<iz
\-_M
T ——
S,
s, S™ 5%

FIGURE 3.2 — Les solutions possibles de ps(S2) = aD

S

Posons p2(5) = pf' quand So = S, Sachant que po(S2) = mo o2

2
SQ + KZ + ?12
d’apres le chapitre 2 1’équation (2.2).

D’apres la figure (3.2), nous obtenons les résultats suivants

— SiaD > uf', 'équation ps(S2) = aD n’a pas de solution.
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— Si aD = uf', 'équation us(S2) = aD a une unique solution notée S5"(D)
(max).
— SiaD < i, 'équation ps(S2) = D admet deux solution distinctes
S3(D) et S3(D) tels que S3(D) < S3(D).
Ces deux dernieres sont solutionde 1’équation du deuxieme ordre
ci-dessous
%522 + (OéD — mg)SQ + KsaD = 0.
avec A = (aD —ms)? — 4%.
Supposons A > 0, donc les solutions sont
SHD) = £ (my — aD — VA)
S2(D) = £5(my — aD + VA).
Revenons au calcul des équilibres, on a d’apres ce qui précede
(32) = X;=0 ou ,ul(Sl) = aD.
(3.4) = X, =0 otl 112(Ss) = oD
Nous distinguons donc 4 cas :

1. Si X7 =0 et Xy =0 alors de (3.1), nous retrouvons S; = Sy;,, et de (3.3)
et nous obtenons Sy = Sy;,,. Cest I'équilibre £y = (Siin, 0, S9in, 0) qui ne
dépend pas de D. Cet équilibre correspond au lessivage de X7 et de X5
du bioréacteur.

2. Si X; =0et X5 # 0, nous les remplag dans (3.1), nous retrouvons
S1 = Stin puis dans (3.4), nous obtenons ps(S2) = aD c-a-d
So(D) = S4(D) i = 1,2. (comme nous I'avons illustré sur la figure (3.2))
De (3.3), nous obtenons X4(D) = %%(ng — Si(D)) avec i = 1,2.
Dans ce cas, nous avons deux équilibres 2 équilibres,
Ey = (S1in, 0, 83(D), X3(D)) et B3 = (S1in,0,55(D), X3(D)) qui existent
si et seulement si Sa;, > S4(D).
Ces équilibres correspondent seulement au lessivage de la biomasse
acidogene Xj.

3. Si Xj # 0 et Xo = 0. En remplagdans (3.2), nous obtenons p;(S1) = aD
c-a-d S1(D) = S7(D) (comme déja illustré sur la figure (3.1)).
De I’équation (3.1), nous obtenons X (D) = k%a(Slm — S7(D))
En remplacant X7 (D) par sa valeur dans (3.3), nous obtenons
S;(D) = S9in + %(Slzn — ST(D))
Nous avons ainsi I’équilibre Ey = (S5 (D), X;(D), 55(D),0). Cet équilibre
existe si et seulement si Sy, > S7(D). Il correspond seulement au
lessivage de la biomasse méthanogene Xo.

4. Si X1 #0et Xo#£0:de (3.2) et (3.4), nous obtenons les expressions qui
sont déja calculées précedemment, a savoir S;(D) et Si(D), 1 =1,2.
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En les remplacant dans (3.1), nous obtenons Xf:klia(slm — S7(D)).

De méme, de ’équation (3.3), nous obtenons

Xt = @%(Szm — S4(D) + %(Slm - Si(D)) = kga(s (D) — S5(D), i =1,2.
Nous avons ainsi, les deux équilibres F5 = (S(D), X;(D), S3(D), X}(D)
et Fg = (Sf(D),Xf(D),S%(D),X%(D) .

Ces derniers existent si et seulement si Sy;, > S7(D) et S5(D) > S5(D),
i=1,2.

Les équilibres E5 et Eg sont les équilibres intérieurs ou Ej correspond au
point de fonctionnement opérationnel du bioréacteur qui est le seul
souhaité du point de vue pratique [25].

Pour résumer, le modele AM2 admet au plus six points d’équilibres. Afin de
simplifier I’étude de la stabilité des points d’équilibres qui vient apres, nous
présentons d’abord les cas possibles des positions qui peuvent prendre les
valeurs de S, et S3(D) par rapport & SZ(D) et S3(D) selon la comparaison
entre Sy, et S7(D). Les figures (3.3) et (3.4) suivantes illustent ces cas de
figure

*S1 St < ST(D)

153 B 153

I . ab abf

1 1 i .;I- c\:_ : i -I- :E_
S: S: 52 s 32 Sz 33 3 2 SI

FIGURE 3.3 — Les positions possibles de Sy;, par rapport a Si et S2.

— Cas 1: S5y, < S%(D) < SQQ(D)
— Cas 2 : SQI(D) < S%(D) < S9in.

— Cas 3 : S%(D) < Syip < S%(D)

*S1 S1ip > ST(D)
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Hz H2 Hz
‘ si = r
uDi;’ =t e aDif =T e aD}.“ =
! —~— | e T ) .
32, 5% 57 s, Sa = S, S2 . 5= S»
-
| " N
« '1’ abD i’ T~ T aDi"l e = i
‘: - B ".; . ‘: s B
Sain Sz 5“3:.:?" 5%, S, sl 5,62, S5 St s, 5%, 5 S5

FIGURE 3.4 — Les positions possibles de Sy, et S; par rapport a S5 et S3.

— Cas 1:85(D) < S3(D) < S3(D).
— Cas 2 : S%(D) < SQQ(D) < Soin.

— Cas 3: S3(D) < Sain < S3(D) < S3(D).
— Cas 4 : Sy, < S3(D) < S3(D) < S3(D).
— Cas 5 : S3(D) < Sain < S5(D) < S3(D)
— Cas 6 : Sy, < S3(D) < S3(D) < S3(D).

3.2 Stabilité des points d’équilibres

Avant d’étudier la nature des points d’équilibres du modele AM2 il est
essentiel de rappeler quelques notions de stabilité :

3.2.1 Notions de stabilité :

Définition : Soit I’équation différentielle suivante :

i = f(z) avec f€Cl, xeR"
Supposons que 0 est un point d’équilibre isolé c-a~-d f(0) = 0 et il existe un
voisinage v de 0 qui ne contient pas d’autres équilibres que 0.

Un équilibre correspond & une solution constante : z(t) = 0 Vt € Rt
* On dit que 0 est :
— Stable au sens de Lyapunov :s’il vérifie :
Ve >0, 36 > 0 : Va(.) solution :||x(0)|| < d = z(t) < e Vt > 0.

— Attractif :s’il vérifie :
Ir > 0, Va(.) solution ,||z(0)|| < r = limy_,o x(t) = 0.

41
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— Assymptotiquement stable au sens de Lyapunov :
Si I’équilibre est stable et attactif en méme temps on dit qu’il est
assymptotiquement stable.
Si r est arbitraire on dit qu’il est globalement assymptotiquement stable.

— Instable : s’il vérifie :
de > 0, Vo > 0 : 3x(.) solution :||z(0)|| < § et It > 0 tq z(t) > e.

"4 A présent, nous allons rappeler quelques notions de stablité dans le cas
des systemes linéaires a coefficients constants.
Soit le probleme (S) suivant :
X = AX, Ac M,(R)
si det(A) # 0 et X = 0 est le seul équilibre de (S).
soit A1, Ag...As les valeurs propres de A d’indices de multiplicité y(A;) = k;.

Corollaire :
Le point d’équilibre X = 0 de (S) est :

— globalement assymptotiquement stable si Vj : Re();) < 0.
— stable si Vj : Re(\;) < 0ou Re()\;) =0 (avec k; =1) .
— instable si 35 : Re();) > 0 ou Re(\;) =0 (avec k; > 2).

L’objectif de la partie suivante est d’étudier la nature des points d’équilibres
de notre systeme AM2, nous devons donc linéariser le systeme autour d’un
point de fonctionnement. La matrice Jacobienne du systeme est triangulaire
par bloc de la forme

ofi O Ofi Oh

051 0X; 05y 0Xy

9fs Ofs Ofs Ofs
651 8X1 652 8X2

Ofs Ofs 0Ofs 9fs

851 8X1 852 8X2

Ofs Ofs Ofs Ofa

051 0X; 0S5y 0Xs

avec
fi = D(Siin — S1) — k11 (S1) X1
fo=(m(51) — aD)Xi.
f3 = D(Sa9in — S2) + kop1(51) X1 — k3p2(S2)Xo.
fa = (n2(S2) — aD)Xs.

Alors
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—-D — ]{31//1(51))(1 —klul(Sl) 0 0
J 11 (51) X4 p1(51) — aD 0 0
kap (51) X3 kopr(S1) =D — kapy(52) Xo —kspia(S2)
0 0 15(52) X p2(S2) — aD

Remarquons que la matrice J est écrite sous forme d’une matrice triangulaire
inférieure par blocs

ou

o —D — ki (S1) X1 —kypa(Sh) oy — kopy (S1) X1 ka1 (S1)
H 11 (S1) X1 pi(S)) —aD)” 7 0 0

T = [P Eapn(S2) X —Rypa(S5:)
» 115(52) X2 p2(S2) —aD

Les valeurs propres de J sont les valeurs propres des blocs diagonaux .J;; et
Joo. Rappelons que la trace d’'une matrice carrée est égale a la somme des
valeurs propres et le déterminant de cette matrice est le produit des ces
valeurs propres.

Notons que si la trace est négative et le déterminant est positif alors nous
avons un point d’équilibre stable.

Pour l’équilibre E1 : On a: E1 = (Slm, 0, ng, O)

g —D  —k1p1(Stin) Ty — =D —k3pz(S2in)
H 0 p1(Sn) —aD 22 0 p2(S2n) —aD

tT(JH) = ,ul(Slm) — (Ck + 1)D = t?“(JH) <0 sst /Jl(Slm) < (Od + 1)D
det(J11) = —D(u1(S1in) — aD) = det(J11) >0 ssi pu1(Sun) < aD.

tT’(JQQ) = /LQ(SQm) — (Oz + 1)D = tT(JQQ) <0 sst ,UQ(SQm) < (Oé + 1)D
det(Jgg) = —D(/LQ(SQW) — ozD) = det(JQQ) >0 sst LLQ(SQW) < aD.

Alors, les valeurs propres de Ji; et Joy ont des parties réelles négatives ssi
p1(Stin) < aD et ps(Sen) < aD  respectivement donc :

- L’équilibre E; est localement asymptotiquement stable si Sy, < ST et
(S9in < S3 ou So;, > S3) (cas 1 ou 2 de la figure (3.3) .
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- 11 est instable si Sz, > ST ou (S5 < Sai, < S5 : cas 3 de la figure(3.3) )

Pour I’équilibre Fy : On a : Ey = (Sy;,, 0, 53(D), X5(D))

Tt — -D —kl,ul(Slm) J22: —D—k‘gu’z(SQl)Xé —kgCL’D)
! 0 p1(Sin) — D 15(S5) X5 0

Pour la matrice Ji; :
tr(Ji) = u1(Sun) — (a+ 1)D = tr(Jyy) <0 ssi pui(Sun) < (e +1)D.
det(JH) = —D(,LLl(Slm) — ozD) = det(JH) >0 sst Ml(slm) < aD.
* Les valeurs propres de Jj; ont des parties réelles négatives ssi p1(S1i,) < aD.

Pour la matrice Jys :
tr(Jag) = —D — k3phy(S3) X3 = tr(Jog) <0 car p5(S3) > 0 (Illustré dans la
figure (3.2)).
det(JQQ) = ]CgOéD/L’Q(S%)X% = det(Jgg) >0 car /L’Q(Szl) > 0.

Alors, les valeurs propres de Ji; et Joo ont des parties réelles négatives ssi
p1(Stin) < aD. Dong, si Sy, < S} 1'équilibre Es est localement
asymptotiquement stable sinon il est instable .

Pour I’équilibre F3 : On a : E3 = (Sy;, 0, 535(D), X3(D))
. —-D _klﬂl(Slin) . —D — ]{73,LL/2(S22)X22 —kgOéD
Ji = Jop =

0 p1(Sin) —aD 115(53) X3 0
Les valeurs propres de Ji; ont des parties réelles négatives ssi 1 (S1:,) < aD.
On a ph(S2) <0 donc tr(Jeg) > 0 et det(Joy) <0

Alors, I’équilibre E3 est instable.
Pour I'équilibre Fy : On a: Ey = (S;(D), X;(D), S5(D),0)

Ty = (—D — ki (S7) X7 —7‘610417) oy — (—D —kspia(S3) )
MEDXE 0 0 (S5~ oD

Commencons par la matrice Jos :

t?”(JQQ) = ,LLQ(S;) — (oz + l)D = t?”(JQQ) <0 sst ,LLQ(S;) < (Oz + 1)D
det(Jag) = —D(u2(S5) — aD) = det(Jyw) >0 ssi us(S;5) < aD.

* Les valeurs propres de Jys et ont des parties réelles négatives ssi
p2(S5) < aD.
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Pour la matrice Jy; :
ZfT(Jll) =—-D — kl/Lll(Sf)Xg <0
det(JH) = M&(ST)XTIQOKD > 0.

Alors :

- Si Sy > Stet (53 <S)ouS; >S5 :cas 1ou3oub dela figure (3.4) )
I’équilibre Ej est localement asymptotiquement stable.

- Si S1 < Si < S2 (cas 4 et 5 de la figure (3.4)) I’équilibre Fj, est instable.

Pour I'équilibre Es : On a : Es = (S5(D), Xi(D), S3(D), X3(D)

I (—D — ki (S X7 —klaD) o (—D — kapia(93) X3 —kgaD)
! i (ST)XT 0 . 15(53) X3 0
Les valeurs propres de Ji; sont de parties réelles négatives car :
tr(Ji1) = =D — k1 (ST) X5 < 0.
d@t(Jll) = kl&Dull(Sik)Xf > 0.
Pour la matrice Jyo :
t?“(JQQ) = —-D — ]433,&2(521))221 < 0.
det(Jgg) = ]ﬁgOéD,UJIQ(S%)X% > 0.
Les valeurs propres de .Joy ont des parties réelles négatives.
Donc I'équilibre E5 est L.A.S.

Pour I'équilibre Eg : On a : Eg = (S5(D), Xi(D), S3(D), X3(D)

5o (D= ki (SHXT —kaD) —D — k3po(S3) X3 —ksaD
" i (S7)XT 0 2 15(55) X3 0

Les valeurs propres de Ji; sont de parties réelles négatives car :
YfT(Jll) =—-D — kl/Lll(Sf)Xf < 0.

det(JH) = lﬁOzD,ull(Sf)Xf > 0.

Pour la matrice Jo : )

t?”(JQQ) =—-D — ]{73,LL2(S22~)X22

det(JQQ) = ]€30&DM/2(521)X22 < 0.

On remarque que les valeurs propres de Jos sont de signes opposés.
Donc, I'équilibre Eg est instable.

On peut résumer les résultats précédents dans les deux tableaux suivants :
* Si St < ST on distingue 3 cas :
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cas 1 : Slin < Sik E Es Es
cas 1.1 : Sy, < S5 stable pi A
cas 2.1 : S5 < Sy, < S% | instable | stable A
cas 3.1 : S3 < Sain stable | stable | instable
* Si Siip > ST on trouve 6 cas possibles :
cas 2 : Sy, > Sf Ey Ey Es Ey Es Eq
cas 2.1: S5 < Si instable | 7 I stable | 7 ]
cas 2.2 : Sy < S3 < S5 < 5% | instable I I instable | stable | #
cas 2.3 1 Syin < S5 < 87 < S | instable | 3 stable | stable | instable
cas 2.4 1 S3 < Sy, < S5 < S? | instable | instable | instable | stable | 3
cas 2.5 1 S} < Sy < 53 < S | instable | instable | stable | stable | instable
cas 2.6 : S5 < 5% < Sy instable | instable | instable | stable | stable | instable
3.3 Comportement asymptotique global du systeme
Le systeme (3.1)-(3.4) a une structure en cascade ce qui rend ’étude plus
simple, nous I’écrivons d’abord sous forme deux sous systemes :
Sous-systeme 1 : Acidogénese :
51 = D(Slin - Sl) - ]431#1(51))(1 (3 5)
Xy = (u(S1) —aD)Xy '
Sous-systeme 2 : Méthanogénese :
Sz = D(S2ip — S2) + ko1 (51) X1 — k3pa(S2) Xo (3.6)
Xy = (p2(52) —aD) X '

Nous remarquons que les dynamiques des variables de (3.5) sont
indépendantes a celles de (3.6) donc nous pouvons séparer l'intégration de
chaque systéme.

Observons que le systeme (3.5) ressemble a un modele de chémostat avec une
mortalité spécifique de X; et une cinétique de croissance de type Monod
11(Sh).

Appuyons sur la figure (3.1) on analyse les régimes permanents du systeme
(points d’équilibres), nous conclurons les résultats suivants :
1. Si aD > my : 'équation p1(S1) = aD n’a pas de solutions alors on déduit
que X7 =0 et S; = S1;n ¢ & d le substrat S; n’est pas consommé du tout
et sa valeur est égal a Sy, pendant que les acidogenes X; sont détruits.
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Le systeme (3.5) admet un équilibre de lessivage Ey = (S1in,0) qui est
globalement asymptotiquement stable comme se figure ci-dessous :

07r
06
0ar

0.4r

H1

03

0z2r

01r

il 1 1 1 il b
(] 5 10 15 0 25 0"
51

FIGURE 3.5 — Plan de phase (57, X1) représente les trajectoires de certains points et I’équilibre
de lessivage E, du systeme (3.5).

2. Si aD < my : équation u1(S1) = aD a une solution S;1(D) = S7(D) on
peut considérer deux cas pour cette solution :

— Si S1in < S§(D) : on ne peut pas accepter cette solution puisque a
I’équilibre il n’y a pas de substrat suffisant pour que les acidogenes
peuvent croitre. L’équilibre Fy de lessivage reste globalement
asymptotiquement stable.

— Si S1in > S5(D) : la solution est acceptable, dans ce cas le systeme
(3.5) admet deux équilibres : ’équilibre de lessivage Fy qui devient
instable et I’équilibre ou il n y a pas le lessivage de la biomasse X;
qui est égal a E, = (S7(D), X;(D)) il est globalement
asymptotiquement stable comme il est illustré dans la figure suivante

T T : I i Ei
i 5 10 15 pi] 2% 30
a1

FIGURE 3.6 — Plan de phase (S1,X;) représente les trajectoires de certains points avec
I'équilibre de lessivage Ey et 1’équilibre non trivial £, du systeme (3.6).

Intéressons nous a présent au point non trivial ou il n’aura pas un lessivage de
X1, c’est le point de fonctionnement opérationnel de systeme, donc
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considérons par la suite que Sy, > S7(D) et que (S1(D), X1(D)) converge vers
(S1(D), X1(D)).
Considérons maintenant le systeme (3.6). Soit la fonction f définie par :

k
f(t) = Sain + 5#1(51(75)))(1@)-
Le systeme (3.6) devient :

Sy = D(f(t) = Sa) — k3pa(S2) X (3.7)
XQ = (ILLQ(SQ) —OéD)XQ '
Notons que la limite de f(¢) quand ¢ tend vers l'infini est égale a
k
Sy = Soin + ;(Slm — S7(D)) prenons évidemment Si(t) = Sj(t) et
1
X1(t) = X;(¢t).
Donc, le systeme (3.7) tend vers :
Sy = D(S5 — S3) — ksia(1S2) X (3.8)
XQ = (ILLQ(SQ) - OzD)XQ .

Le systeme (3.8) correspond a un modele de chémostat avec une cinétique de
type Haldane ps(Ss) et une mortalité spécifique de Xo.

D’apres la figure (3.2) la cinétique de p2(S2) est non monotone c¢’est pourquoi
nous obtenons plusieurs cas pour étudier la solution de us(Ss) = aD.
Rappelons que : max j9(Ss) = p!

1. Si aD > ' I'équation p3(Ss) = aeD ne possede pas une solution on
déduit que Xy =0 et So = S5 ¢ a d le substrat S5 n’est pas dégradé et la
biomasse Xy ne se croit pas et elle est soutirée plus vite, on a donc
I'équilibre du lessivage : (S5(D),0) qui correspond a 1’équilibre
Ey = (S{(D), X{(D),S5(D),0) du modele AM2. c’est un équilibre
globalement asymptotiquement stable comme ¢a montre la figure
suivante :
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FIGURE 3.7 — Plan de phase (S, X3) représente les trajectoires de certains points et 1’équilibre
de lessivage E, du systeme (3.8).

2. Si aD < pd' : on peut distinguer 2 cas :

— Si pu2(S3) < aD < pd! : Iéquation ps(S2) = aD admet deux solutions
Sk et S3 (voir les cas la figure 3.4) ces solutions peuvent prendre
deux positions par rapport a S5 (D) :

(a) S3(D) < S3(D) < S3(D) : le systéme (3.8) admet donc 3
équilibres :
o I'équilibre (S3(D), X2(D)) qui est identifié avec I’équilibre
Es = (S:(D), X#(D), S3(D)), X3(D)) du systéme principal
(3.1)-(3.4) cet équilibre intérieur est stable.
e I'équilibre (S2(D), X2(D)) qui correspond & I’équilibre
Es = (S:(D), Xi(D), S3(D), X3(D)) du systéme principal
(3.1)-(3.4) cet équilibre intérieur est instable.
e ’équilibre de lessivage £, = (S7(D), X7(D), S5(D),0) qui est
stable.
La figure (3.8) montre les résultats obtenus

W2
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FIGURE 3.8 — Plan de phase (S, X3) représente les trajectoires de certains points et 1’équilibre
de lessivage Fy(stable), les deux équilibres intérieurs Ej(stable) et FEg(instable) du systeme
(3.8).
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(b) S3(D) < S3(D) < S3(D) : les solutions S3(D) et S5(D) sont
inacceptables et exclus : le substrat est insuffisant pour le

développement de la biomasse, il existe un seul point d’équilibre
= (S7(D), X{(D), S5(D,0) de lessivage qui reste stable.

— SiaD < pe(S3) (voir le cas 4 et 5 de la figure 3.4) ca d :
SH(D) < S3(D) < S3(D) la solution S2(D) est inacceptable pendant
qu’on prend la solution Si(D), alors le systéme (3.8) admet deux
équilibres :
e 'équilibre intérieur (S3(D), X 1(D)) qui est identifié avec ’équilibre
stable E5 = (S}(D), X} (D), S5(D)), X5(D)) du systéme AM2.
e I’équilibre instable de lessivage Ey = (S7(D), X7 (D), 55(D),0)
comme il est illustré dans la figure (3.9) suivante
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FIGURE 3.9 — Plan de phase (S2, X3) représente les trajectoires de certains points et 1’équilibre
de lessivage Ej(instable) et 1'équilibre intérieur Es(stable) du systeme (3.8).

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté I'analyse mathématique du modele
AM?2 décrivant la digestion anaérobie. Les équilibres du systéme en question
ont été calculés suivi d'une analyse fine de leur stabilité.

Nous avons constaté lors de cette étude que les conditions de stabilité
dépendent des valeurs des entrées D(t), s1;,(t) et Soi,(%).

Pour mettre en exergue quelques résultats des équilibres calculés, nous avons
tracé quelques portraits de phase du systeme. Nous voyons bien que les
trajectoires se dirigent vers les points d’équilibres stables selon les valeurs des
conditions initiales.
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Ces résultats permettent une meilleure caractérisation du comportement du
modele pour prédire d’éventuels risques d’inhibition et optimiser le rendement
de ce genre de processus. Cela peut étre tres utile pour la compréhension et le
controle des modeles de digestion anérobie.
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Conclusion et perspectives

Dans ce modeste travail de master, un procédé d’épuration des eaux usées
domestiques en vue de son utilisation pour I’agriculture a été présenté. Il
s’agit du procédéde digestion anaérobie.

Suite a I’étude bibliographique sur la digestion anaérobie décrite dans le
premier chapitre, nous avons pu acquérir certaines connaissances, comprendre
le phénomene biologique et les conditions physico-chimiques.

Apres avoir passé en revue les différents modeles mathématiques décrivant la

digestion anaérobie qui existent dans la littérature, 'accent a été mis sur le
modele AM2.

En effet, sa bonne représentation dynamique du processus réel et sa relative
simplicité par rapport a des modeles beaucoup plus complexes comme
I’ADMI1 font du modele AM2 un candidat de choix pour la synthese d’une loi
de commande ou de I'optimisation. Ce point a été discuté en détail dans le
deuxieme chapitre du manuscrit.

En revanche, ce type de modele peut se déstabiliser facilement a cause de
I’accumulation des AGV pendant la réaction de méthanogénese. Il est donc
important d’analyser les régimes permanents de ce systeme et de comprendre
son comportement qualitatif ce qui fait ’objectif du troisieme chapitre.

L’analyse du modele AM2 a révélé qu'un tel systéme peut avoir six points
d’équilibres et il présente un comportement global de bistabilité. Il peut
fonctionner autour de I’équilibre intérieur opérationnel ou autour de 1’équilibre
de lessivage. Ce dernier comportement n’est pas souhaité du point de vue
pratique, d’ou la nécessité de superviser le processus.

Nous pourrons regretter que certains aspects n’étaient pas évoqués pour des
contraintes de temps. Il aurait été souhaitable d’enrichir I’analyse le
comportement qualitatif du systeme numériquement par des diagrammmes
opératoires pour explorer a quel point les parametres du controle agissent sur
le systeme. Pour rappel, I'un des principaux intéréts du diagramme opératoire
est de mettre en évidence quels équilibres sont stables pour une paire de
controles (D, S;,) donnée. Cette analyse purement numérique, nous permettra
de déduire les conditions optimales de fonctionnement. En se fondant sur les
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propriétés qualitatives révélées, 'opérateur s’attachera ainsi a choisir
préalablement les valeurs de ses parametres d’entrée ou a la synthese d’une
commande stabilisante.

Un autre aspect que nous aurions aimé développer suite a cette initiation de
recherche concerne le contréle de la digestion anaérobie.
En effet, la commande du modele de digestion anaérobie est un des aspects
essentiels de la conduite des bioprocédés dans le but de parvenir a les
stabiliser dans le mode de fonctionnement souhaité.

Il serait par exemple intéressant de viser quelques objectifs a savoir

— Stabilisation autour d’une consigne : garantir la pérennité du procédé en
dépit de perturbations exterieures, éviter ’accumulation de composés
intermédiaires toxiques et inhibiteurs (hydrogene, propionate,...), ou
encore, permettre la production d’intermédiaires réactionnels qui,
généralement ne sont pas présents a 1’équilibre (acides gras volatils,
hydrogene,...).

— Optimisation des performances du réacteur : améliorer le fonctionnement
du systeme, on peut citer a titre d’exemple la production maximale de
biogaz, épuration maximale, charge traitée maximale, acceleration du
démarrage du bioréacteur...ect.

Enfin, ce projet touche plusieurs aspects : mathématiques, automatiques,
biologiques,... le tout dans un contexte environnemental auquel la
communauté internationale est tres sensible.
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Résumé

Ce travail contribue a I’ étude d’un modele mathématique des bioprocédés
pour 1’ épuration des eaux usées qu’il est appelé le modele AM2. Ce modele
sert a donner une bonne représentation dynamique du processus et de
connaitre l'influence de chaque parametre sur les performances du traitement.
Une analyse mathématique détaillée de ce modele a été réalisée ,cette analyse
comprend l’existence , I'unicité , la positivité et la bornitude de la solution ,
ainsi que la recherche des états d’ équilibres .Ensuite , on a établi la stabilité
des points d’ équilibre et on a effectué des tests de simulation numérique .
Mots clés : épuration des eaux usées, bioréacteur, modélisation, équilibres,
digestion anaérobie, modele.

Abstract

This work contributes to the study of a mathematical model of bioprocesses
for wastewater purification called the AM2 model. This model is used to give
a good dynamic representation of the process and to know the influence of
each parameter on the processing performance. A detailed mathematical
analysis of this model was carried out, this analysis includes the existence,
uniqueness, positivity and boundedness of the solution, as well as the search
for equilibrium states. Then, we established the stability of the points balance
and numerical simulation tests were carried out.

Keywords : wastewater purification, bioreactor, modeling, equilibria,
anaerobic digestion, model.




