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Introduction

Récemment, une grande attention a été portée a I’étude des opérateurs fractionnaires et non
locaux de type elliptique. Ce type d’opérateurs apparait de maniere tout a fait naturelle dans
divers contextes, tels que le traitement d’images, la finance, I'électromagnétique, la diffusion
des fluides, la péridynamique, ’écoulement de milieux poreux, et bien d’autres encore.

L’exemple de base de ces opérateurs non locaux est le laplacien fractionnaire (—A)® défini par

(=A)*u(z) == C(d, ) lim () — u(y)

— 2 dy, x € RY, 1
e—0+ R\ B, () |$—y|d+28 Y ( )

ol
o(d.s) = AT 2)
mz['(1 — s)
est la constante de normalisation. Un probleme intéressant concernant le Laplacien fractionnaire
est de trouver ses valeurs propres sur des domaines bornés. A savoir, trouver un nombre positif

A (valeur propre) et une fonction u # 0 (fonction propre) telle que

(—=A)°u=Au dans Q (3)
u=0 dans R®\ Q,

ot s €]0, 1] et et © est un sous-ensemble ouvert, borné de R? avec frontiere Lipschitzienne.

Il est bien connu [I7, Proposition 9], [13, Proposition 3.1] (voir aussi chapitre 2) que, pour tout
s €]0, 1] le probleme admet une suite ordonnée de valeurs propres 0 < A\; < Ay < A3 < ...
avec limy_, 4o Ay = +00 et une base L?-orthonormale correspondante des fonctions propres ey,
k=1,2,3,...

Notons que méme si €2 est un intervalle, il est tres difficile d’obtenir des expressions analytiques
explicites pour les valeurs propres et les fonctions propres du Laplacien fractionnaire. Cela mo-

tive 'utilisation d’approximations de ce probleme.

Dans ce mémoire, notre objectif est la caractérisation variationnelle des valeurs propres et des
vecteurs propres du probleme (3.3.2) et de proposer des estimations pour les premieres valeurs
propres de (—A)* dans la boule unité B; de R%.

Le plan de ce mémoire est le suivant :

Dans le premier chapitre, nous donnons une introduction aux espaces de Sobolev fractionnaires
et étudions certaines de leurs propriétés fondamentales, puis nous rappelons quelques définitions
équivalentes de l'opérateur de Laplace fractionnaire dont nous introduisons I'opérateur lapla-

cien fractionnaire via la transformée de Fourier. Nous donnons aussi quelques propriétés de la
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constante de normalisation C(d, s) donnée par ([2). Notons que C(d, s) est choisie de sorte que les
différentes définitions du laplacien fractionnaire soient équivalentes et que limg o+ (—A)%u = u
et limg ,;- (—A)%u = —Awu. Nous étudierons ensuite le Laplacien fractionnaire comme opérateur
de Dirichlet-Neumann pour un probleme d’extension pour lequel nous présentons la méthode
introduite par Caffarelli et Silvestre [3] qui permet de transformer des probléemes non locaux
dans R? en d’autres dans lesquels apparait un opérateur différentiel dans Ri“. Nous termi-
nons ce premier chapitre par définir ledit laplacien fractionnaire spectral qui est défini comme
la puissance de 'opérateur Laplacien ”classique” —A, obtenue en utilisant la décomposition

spectrale du Laplacien.

Dans le deuxieme chapitre, nous donnons une caractérisation variationnelle des valeurs propres
et des vecteurs propres du probleme (3.3.2)) et discutons de certaines de leurs propriétés telles
que la positivité de la premiere fonction propre, la multiplicité des valeurs propres et la L?-

orthonormalité des fonctions propres.

Dans le dernier chapitre, nous rappelons en premiere section quelques notions de base sur les
fonctions de gamma et béta d’Euler ainsi de la fonction hypergéométrique de Gauss oF; dont
nous aurons besoin dans la suite. Dans la deuxieme section, nous prouvons le théoreme suivant
pourd=1etd>1:

Théoreme 0.1 Soitd>1,0<s<1etp>—1. On définit

u(d)<$) = (1 - |:L”|2)ﬁ, x e Rdv

p
of(z) = (1= |2]"Vza, @ €RY,
Siz e R et |z| <1, alors
C(d,s)B(—s,p+ 1)7%? d d

s (d o ) ) e 2
—(—A) ul())(a?)— r'(d) 2F1<8+§7—p+87§7|$| >7

s C(d+2,s)B(—s,p+ 1)rld+2)/2 d+2 d+2
(AP () = gy SO RS P((_Z; A (s+ 2 s g,

2

Dans la derniere section, nous utilisons la méthode variationnelle standard pour trouver des
estimations des premieres valeurs propres de (—A)* dans la boule unité B; de R¢. Pour cela,
nous utilisons le théoreme |0.1] car dans notre situation cette méthode nécessite des expressions
explicites pour 'opérateur fractionnaire de Laplace appliqué a un ensemble linéairement dense
de fonctions dans L?(By), notamment, les fonctions de la forme f(z) = (1 —|z|?)%. On termine
ce chapitre par quelques exemples de calcul numérique des bornes supérieure et inférieure des

premieres valeurs propres.



Chapitre 1

Laplacien fractionnaire

Dans ce premier chapitre, nous donnons un apercu du Laplacien fractionnaire. Nous apportons
notamment plusieurs définitions de cet opérateur non local et une série de preuves de ses

propriétés.

1.1 Transformée de Fourier

Définition 1.1 (Espace de Schwartz) On note par S(R?) I’ensemble des fonctions indéfiniment

dérivables dont les dérivées a tout ordre sont a décroissance rapide :

S(R?) = {p € C*(RY); Va, B € N* sup |27 D(x)| < 400},

zCcRd

ot a = (ay,qa,...,aq) ENY B = (b1, B2,...,04) €N et D = 9052 ...05°.

La topologie de S(R?) est définie par la famille de semi-normes suivante

p(p) = sup (1+ [z) Y [D%(z)], N=0,1,2,...,

weR? la] <N
ol la| = a1 +as + ...+ aq et p € S(RY).

Définition 1.2 On note .

ar _ —i€-x
FAO) = o [, ¢ ola)da (1)
la transformée de Fourier d’une fonction o de S(R?).

Notez que, pour toute ¢ € S(R?), on a F¢ € S(RY). On peut facilement vérifier que la

transformée de Fourier (1.1)) et la transformée de Fourier inverse, données par

Fola) = g [ el€) de (1.2

sont toutes deux continues sur S(R?) dans S(R?). De plus, puisque
T To=FT lp=¢,

chacune d’elles est, en fait, un isomorphisme et un homéomorphisme de S(R?) sur S(R?).
En utilisant la définition [I.1 on a

u € L*(R?) si et seulement si .Fu € L*(RY) (1.3)

3
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et
|l 2y = [|-Fu| L2 (may (1.4)

pour tout u € L*(R?). La formule (1.4) est la formule dite de Parseval — Plancherel.

1.2 Espaces de Sobolev fractionnaires

Soit 2 un ouvert, éventuellement non régulier, de I’espace euclidien R? et p € [1, +-o00|. Pour
tout s > 0, nous définissons ’espace de Sobolev fractionnaire.
Si s > 1 est un entier positif, on note W*P(2) I’'espace de Sobolev classique muni de la norme

standard

HUHWs,p(Q) = Z HDO‘uHLp(Q)

0<|al<s

Définition 1.3 Soit Q@ C R? un ouvert. Soit 0 < s < 1 et 1 < p < oco. L’espace de Sobolev

fractionnaire, noté par W*P(Q), est défini par

WP (Q) 1= {u € LP(Q): /Q ; %dydm < oo} .

C’est un espace de Banach muni de la norme

ullwsr@) = llullzr@) + [ulwsr @),

[ wer() = <//|”|x_y|d+sp dy dx)l/p (1.5)

appelé la semi-norme de Gagliardo.

ot

Lorsque s > 1 et s ¢ N, on peut écrire s = m+ o, ou m € N et o €]0, 1[. Nous pouvons définir

W#P(Q)) comme suit :
WP(Q) := {u € W™P(Q) : D% € W7P(Q) pour tout « tel que |a| = m}.

Dans ce cas, W*P(Q2) est muni de la norme
1/p

lallwes@) = | Nulfymaey + D 1D ullfymniey |

laj=m
pour tout u € W*P(Q).
Remarque 1.1 L’espace W*P(Q) est bien défini et est un espace de Banach pour tout s > 0.

Comme dans le cas classique ou s € N, toute fonction dans ’espace de Sobolev fractionnaire

WeP(R?) peut étre approximée par une suite de fonctions de classe C* & support compact.

Théoréme 1.1 Pour tout s > 0, l'espace C°(R?) est dense dans W*P(R?).

W“'Ilws,p(md) _ Ws’p(]Rd).
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PREUVE. Une preuve peut étre trouvée dans [1, Théoreme 7.38]. m

En général, si Q C RY, Pespace C2°(2) n’est pas dense dans W#P(£2). On note donc par W;P(£2)

la fermeture de CS°(£2) par rapport a la norme , c’est,
Wy (@) — C@
Avec cette définition, on peut aussi construire W*?(Q2) lorsque s < 0. En effet, pour s < 0 et

p €]1, 400, on peut définir

s —s, /
Wer(Q) = (Wy™(Q))
c’est-a-dire que W*P(Q) est 'espace dual de W, *4(Q2), ou 1/p+1/q = 1.

Proposition 1.1 Soit p € [1,+0) et 0 < s < s < 1. Soit Q un ouvert de R? et u: Q — R

une fonction mesurable. Alors il existe une constante C' = C(d, s,p) > 1 telle que
||U||WSYP(Q) < C“U”Ws’m(n)-

En particulier,

WeP(Q) C WP(Q).

/Q (/|z|>1 |z|c++p dZ) Ju(a)[? do

< Cd, s,p)|ullfsq »

PREUVE. Remarquons que

// u(@)P d dy
QN {|z—y|>1} |z — yldter

IA

oil nous avons utilisé le fait que 1/|z|*P est intégrable puisque d + sp > d.

Compte tenu de I'estimation ci-dessus, il s’ensuit

— p
([ e,
QN {Je—y|>1} Ix—yl P

)P+
[ o,
Qn{lz—y|>1} \:c—y\ P

S 2pc<d737p)”u|’}2p(ﬂ) : (16)

D’autre part,

)P _ P
// Ju(z) = uly) | d+ y) dxdy<// (z) Z‘f OV ey (1.7)
QN {lz—y|<1} |93—?/| P QN {lz—y|<1} Ix—yl P
Ainsi, en combinant ([1.6|) avec (1.7]), on obtient
_ P
/ |u(z) Ziy)l dz dy
oo |z —yl|ter

w(x) —u(y) /P
g2190(65,s,p)||u||gp(m+/Q demy

|z — y|dt+sp
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et donc

u(x) — u(y)]”
U||117s.p < (2PC(d,s,p) + 1)[|ul?, / ——————dxdy

p
< C(d,&p)nunws’,p(ﬂ)’

ce qui donne l'estimation souhaitée. m
Proposition 1.2 Soit p € [1,400). Soient Q un ouvert Lipschitzien de R"™ et u : Q — R une

fonction mesurable. Alors on a les assertions suivantes :

1. Si s €]0,1] et Q est de frontiére bornée alors il existe constante C' = C(d, s,p) > 1 telle que
[ullwsr) < Cllullwis@). (1.8)

En particulier,
WP (Q) C WP(Q).

2. 515 >s>1 alors
WP(Q) C WP(Q).

PREUVE. Voir [14] la proposition 2.2 et le corollaire 2.3 m

1.2.1 L’espace de Sobolev H*((2)

Soit 2 C R? un ouvert et soit 0 < s < 1 ,on note H*(2) espace W*2(2) muni de la norme

| - [[ws2(q) est un espace de Hilbert et le produit scalaire associé¢ a la norme est défini par :

(U, V) s(q) = / x)dr + / / ;r;(fgz —vw) dx dy,

pour tout u,v € H*(2).
Si Q = R? pour tout s €]0, 1], on a

HY R =W (RY) = {u € L*R?) : [ulys2@e < +o0} (1.9)

ol [-]yys2ray est défini dans la formule (L.5).
L’espace H*(R?) peut étre défini d’'une manieére alternative via une transformée de Fourier.

Précisément, définissons
PA[S(Rd) = {u € L*(R?) : /Rd(l + [€]%%)|.Fu(€)]? d€ < +oo} (1.10)
pour tout s > 0,et
= {ue s [ arIePriFuepac < oo}

pour tout s < 0. L’équivalence entre I'espace H*(RY) défini dans (T.10) et celui défini via
la norme de Gagliardo dans (1.9)) est énoncée et prouvée plus loin pour tout s €]0,1[ (voir

corollaire .
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1.3 Le Laplacien fractionnaire

Définition 1.4 Pour s €]0,1] et u € S(RY), le Laplacien fractionnaire de u est définit par

(=A)u(z) = C(d,s)P.V. / Mdy

Rd ‘35 - y\d”“”

. u(z) — u(y)
= (C(d,s) lim dy. 1.11
(@ 5) S0 RAB.(z) (T — y|*T? Y (L1)

ot on entend par P.V. lintégrale au sens de la valeur principale,

. —1
C(d,s) = </R %ﬁjﬁ d() (1.12)

est la constante de normalisation.

Remarque 1.2 La constante de normalisation C(d, s) ne dépend que de d et s (voir la preuve

de la proposition @)

L’intégrale dans (1.11)) est absolument convergente quand 0 < s < 1/2. En effet,

[u(r) — u(y)| / [z —y| / dy
— P dy < C — o _
/Rd lz — gt y= o — gl Y+ ||ull poo(may y|d+2s

R4\ B, |z —
dy dy

=l o |

B, T — Y[ fou g Jo— y[dres

"odt oo dt
=C — —| <0

L [ ] <
ot la constante C' > 0 ne dépend que de ||| oo (ray, || D oo (ray et d. Ainsi, dans le cas 0 < s <

1/2, I'intégrale
/ [ux) —u@ll
ha |T — y|Tres

n’est pas singulier au voisinage de x, on peut donc se débarrasser du P.V. dans (1.11])).
Pour 1/2 < s < 1, l'intégrale en (|1.11)) s’entend au sens de la Valeur Principale, i.e.,

. u(@) — u(y)
(—A)*u(z) = C(d, s) lim ———dy.
e—0+ R\ Be (z) |3§' — y|d+28
Remarque 1.3 Pour s €]0,1], on verra plus loin que la constante C(d, s) dans (1.11)) ne joue
aucun role essentiel sur les propriétés du Laplacien fractionnaire. Son réole n’est important que

dans les limites s — 01 et s — 1.

Remarque 1.4 Notons que le Laplacien fractionnaire est un opérateur non-local dans le sens

S

ot pour avoir la valeur de (—A)*u(x) il faut que u soit donnée sur R? tout entier.

Proposition 1.3 soit s €]0, 1. Alors, pour tout u € S(R?),

(—A)u(z) = —%C(d, 5) /R d ury) = ’Z?Z; v = 2u@) (1.13)
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PREUVE. D’apres (1.11]) , on a

(—A)’u(z) = —-C(d,s)P.V. » % dy, (1.14)

Par conséquent, en substituant z = y — z dans ((1.14)) ,il s’ensuit que

u(z + z) — u(x)

(—A)Yu(z) = —C(d, 5) PV, /R Rt et (1.15)
Cependant, en mettant Z = —z ,on a
w(x + z) — u(x) / wlx —2) —u(x) .
P.V. dz =P.V. d
/Rd | z|d+2s < i HEE z

Ainsi, apres avoir renommeé Z en z, les égalités suivantes sont vérifiées :

2PV, / we+2) —ul@) .

’Z‘d+28

u(r + 2z) — u(x)
|2[d+2s

g py, [ Hr—2) —u@)

SRS

= P.V.

R4

B w(x +y) +ulx —y) — 2u(x)
—P.V. /Rd P dy. (1.16)

Finalement, un développement de Taylor du second ordre donne

w4+ y) +ulr —y) — 2u(x) - ||DQU||Loo(Rd)
|2 = Tyl 0

et puisque s €]0,1[, on a

u(@ +y) + ulr —y) — 2u(z)

1(mpd
|y[d+2s € L'(RY).

Ainsi, pour tout u € S(R?), on a

PV u(r +y) + ulx —y) — 2u(x) dy = / u(r +y) + ulx —y) — 2u(x) a. (1.17)

R ly|?*2e [yl T2

En conclusion, la relation ([1.13)) est vérifiée grace a ((1.15))-(1.17]) m
Proposition 1.4 Soit s €]0,1[. L’opérateur laplacien fractionnaire est linéaire :
Vu,v € S(RY) et a € R on a (—A)*(au(z) + v(r)) = a(—=A)*u(z) + (—A)%v(z).

PREUVE. Conséquence directe de la linéarité de l'intégrale. m

Soit h € R% et X\ > 0, 'opérateur translation et 'opérateur dilatation sont définis par

mwf(z) = flz+h); 0nf(z) = f(Az).
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Proposition 1.5 Soient u € S(RY) et s €]0, 1, alors pour tout h € R et A >0 on a
(=A)*(mhu) = T ((=A)u),
et
(—A)E(0au) = N6, ((—A)*u).
En particulier, (—A)® est un opérateur homogene d’ordre 2s.

PREUVE.
u(x 4+ h) —u(y + h)
|d+2s

(=AY (rpu)(z) = C’(d,s)P.V./ dy

R¢ lz—y
U(I + h) B u(y/) /

ra Jo = (o — W[+

- u(l‘ + h) - u(y/) /

= Clds)PV. | To

= (m((=A)u))(x).

(~Ay(Gyu)(z) = C(ds)P.V. / u(Az) — u(Ay)

R ‘ilf _ y‘d+2$

= C(d,s)P.V.

dy

W) —uly)
— O, s)PV. A d
@RV, | =gt W

- /\QSC(d,s)P.V./ ue) —uly)

Ra |Ax — |42

= (AP0 ((=A)"w))(x).

1.3.1 Propriétés de la constante C(d, s)

Lemme 1.1 [15, [1]] Soient s €]0,1] et C(d,s) la constante définie en (1.12)), et soit A(d, s)

et B(s) :
1 std=1
A(d, s) = o 1 i sid>2 (1.18)
(L+n']?) =
t
6 B(s) = 3(1—3)/ﬂdt (1.19)
§) = R |t|l+25 ) )
Al
. C(d,s) = _s(l—s) (1.20)
YT AW ) B(s) |

PREUVE. Soit d > 2 et ¢ = ((1,(), avec ¢’ € R?"!. En utilisant le changement de variable

i = /|Gl ona

—cos(; 1—cos(y 1 /
d d d
/Rd ’C’d+2s C / </Rd L ’C1’d+2s (1 + ‘C/|2/’C1’ )d+22s C) Cl

1 —cos(y 1 ,
= d
/</ G2 (L ) ") "
_ A(d, s)B(s)
(1—s

s(1—s)
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Proposition 1.6 [13,[7])] Soient s €]0,1] et C(d, s) la constante définie en (1.12). Alors, pour

tout £ € R?, on a l’égalité suivante :

/R Lo gy = a5 e (1.21)

|y|d+25

PREUVE. Définissons I'application J : R? — R comme suit :

1— .
KQ;AJ—ﬁ%%Qw

alors on a
J(€) = J([¢ler) € eRY, (1.22)

ol e; représente le premier vecteur de direction dans 'espace R?.
En effet, pour d = 1, I'égalité (1.22)) est triviale car J est une fonction paire. Lorsque d > 2,
on considere la rotation Z pour laquelle Z(|€]e;) = &, et on note Z7 sa transposée. Ainsi, en

substituant § = ZTy, on obtient

g [ Aol 0,

|y[ 2
[ 1 =cos(([E]er) - (ZT - y))
_/Rd [y| 2 dy
1 —cos((|€le1) - §) .
:/Rd |g|d+251 dy
= J([]er),

ce qui prouve (|1.22)).
Maintenant, en utilisant ((1.22)), on a

J(§) = J(|€]er)
1 — cos(|¢]y1)
:/ d+2s dy’
Rd ly[**
et le changement de variable ¢ = |£|y donne

1 1 —cos(y
Je) = = [ Looosa,
©) |§|d/Rd /e

1—
— e /R e quifl .

Notez que cette derniere intégrale est finie. En effet, observons que, pour ¢ = ((1,...,{4) &
I'intérieur de la boule By, en utilisant le développement de Taylor de la fonction cosinus, nous

avons 9
L—cosG_ JGP _ 1
|<’d+2s - ‘C‘d—l—Qs - |<‘|d—2+23

et a extérieur de la boule By nous avons

1 —cos(y < 2
|C[dt2s = |¢|dres
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En conséquence, l'intégrale
1 —cos
/ G g
wa | Clo2
est finie (et positive ), puisque s €]0, 1[.

Finalement, en vertu de ({1.12)) on obtient
J(&) = C(d, s) Ve,

Ce qui acheve la démonstration. m

Corollaire 1.1 [13, [1j] Soient s €]0,1] et C(d,s) la constante définie en (1.12)). Alors, pour
tout u € H*(RY),

(020 gy = 20(d, 5)71 / € Fu(€) e, (1.23)
]Rd
De plus, H*(R?) = H*(R%).

PREUVE. Fixons y € R En utilisant le changement de variable 2 = x — ¥, et en appliquant

la formule de Parseval-Plancherel, il s’ensuit que

Lt o= [ ([ he) @
:/ / u(z +y) —uly) Qdy> o

|2|d/2Fs
oy HERENE
dz

9 (1.24)
|2|d/2+s
N /]Rd L2(R4)

dz
2 ..
e — 1) 2 )
dz = — | Zu d¢ ) dz
L2(RY) /Rd (/]Rd | 2|42 [Ful)F de

L2(R4)
1 —cos(¢ - z) 9
=2 —aes | Fu@)] dzdg
Rex R4

2

En utilisant (1.21]) on obtient

/ - <u(z+ ) - u(-))

EREs

5 (Mot a0)
R

—20(d.5)" [ I Zu(E P

Finalement, I'équivalence entre les espaces fractionnaires H*(RY) et H $(R%). découle de ([1.3)

et (LZ3). m
Proposition 1.7 [7]] Pour tout d > 1, soient A et B définis respectivement par (1.18)) et

(1.19). Les affirmations suivantes sont valables :

+o0 pd—2
) lim A(d, s) = wq_ —d ;
(i) Si)rlr{ (d,s) = wqy 2/0 a1 —i—pQ)%'H p < +00;

oo -2
1) lim A(d, s) = wg_ ——dp < 4o0;
(i) lim Ads) =i [ TEtll
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(i) Tim B(s) = 3
(iv) lim B(s) =1,

s—0t

ol wq_o désigne la mesure de la sphére unité S92,

PREUVE. Tout d’abord, par les coordonnées polaires, pour tout s €]0, 1[, on obtient

/ 1 d , /-I—oo Pd_2 d
T aies 4N = Wa—2 T __a12s 4p-
ra-1 (14 [ [2) 75 0 (14p2)%"

Observons que pour tout s €]0, 1] et tout p > 0, nous avons

d—2 d—2
p p
d+2s S

1+~ (14

vl

et
d—2

P 1

pour tout d > 1. Ainsi, par le théoreme de convergence dominée
lim A(d,s) =w +00Ld
1 "‘dQA 1+ )i
et

+oo pd—2
lim A(d, s) = wy_ —r 4
S0t ( ) d 2/0 (1+p2)g 1Y

Cela prouve |(i)| et |(ii)l
Maintenant, pour prouver commengons d’abord par couper l'intégrale dans ((1.19) comme

suit 1 ¢ | ¢ 1 ¢
— cos — cos — cos
—dt = / —dt + / —dt.
/R |£]1+2s g P s [
1 — cost too 1 2
OS/ Wd’fﬁ‘l/ s =3
[t|>1 ‘ | 1 S

1 —cost
lim 3(1—5)/ ————dt =10
g1 [ET2e

s—1—

De plus, on a

donc

d’une part et d’autre part on a

1 —cost t2 |t]? 2C
/ [£[1+2s dt — / 2[¢|1+2s dt < C/ |12 dt = 3_ 95’
[t|<1 t]<1 t|<1 S

ou C' est une constante positive appropriée. Ainsi

1 — 2
lim s(l—s)/ ﬂdt: lim s(l—s)/ !
[t]<1 \

———— dt.
s—1— ’t‘1+28 s—1— t|<1 2’t‘1+28

Ce qui permet de conclure que

1 _—
lim B(s) = lim s(1 — s) (/ $1-2s dt) i S0 8) %
0

s—1- s—1- s—»1- 2(1 —s)
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De méme, pour prouver remarquons que

cost

0</ -
i< [t

o

1
dt < C / 1725 dt,
0

ce qui donne
1 —cost

‘t|1+28

dt = 0.

lim s(1 —
s—0+t

Ceci d'une part. D’autre part on a

13

‘ (1.25)

1 —cost 1 cost
1+2s dt — 1+2s dt| = 1+25
w1 [ =1 |t |t|>1 e[+
o0 cost
- 1125
Or
T cost / cost /2(k+1) cost gt
t1+25 t1+25 ok t1+23
+00  w2(k+1)m
1 cost
< —dt + J/
/1 t ; ok t1+2s |
Observons que pour tout k € N, £ > 1, on a
2D cost 2T ost gt /%7r+7r cos(T + ) d
= — T
kot t1+25 ok t1+23 ok (7- + 7T)1+2S
B 2km+m . 1 1 dt
- oS tl+2s (t +7T)1+25
2k7r+7r 1
/ t1+23 o (t_|_ﬂ-)1+23 dt

t1+28
dt

2km+m t+7T 1+2s
/ tl-‘r?s t+7T)1+25

(
/2k7r+7r (t + 7_(_) "
ok t1+25(t + 7T)1+2s

2km+m I
< / 5Ty
okr L+ T)
2km+m
f;J/. E))zdt__c
k2
2km

Par conséquent, en vertu de ((1.26)), on conclu que

T cost =
‘/ tl+2s | = In(2m) + Z k2 <.
k=1

Il s’ensuit, en utilisant ((1.25), que

1-— Cost
|t‘ +2s

“+o00

cost
t1+2s

2km+m g
2s
/2 - tﬂ)ms ( /0 (1+28)(t +0) d79> i

S C”,
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1. 1 S . dl = ] 1 S ! +2s :

Par conséquent, nous pouvons conclure que

1
lim B(s) = lim s(1 — s)/ T At
g1 [E12

s—07t s—07t
= lim 2s(1 — s)/ 13 dt
s—0t 1
gy 2028
s—0t 2s
u
Corollaire 1.2 On a
-1
d _ +o0 d—2
lim Cds) _ (wa 2/ p—ddp (1.27)
s—»1- (1 —s) 2 Jo (14 p?)2t!
et .
Cld too  d-2
lim C(%8) _ wH/ S— . (1.28)
s—0t (1 —s) 0o (1+p2):2

PREUVE. Les relations ([1.27)) et (1.28)) découlent facilement de la proposition précédente en

tenant compte de

C(d,s) =

Corollaire 1.3 [T} Pour tout d > 1, soit C(d,s) défini par (1.12). Les énoncés suivants sont

Vrals :

... Cd,s) 4d
1 _—
(¥ e s(1—38) w1’
C(d,s) 2

1 _
(i) S0+ s(1—s)  wi

I

0l wq_1 désigne la mesure de la sphére unité S41.

PREUVE. D’abord rappelons que la mesure de la sphere S9! est

B 2ﬂ_d/2
Wdg—1 = |Sd 1| == W’ (129)

ou I est la fonction de gamma donnée par (voir chapitre 3 section 1)

I'(r) ::/ t e tdt, r>0.
0

Maintenant, pour tout # € R tel que € > d — 1, nous définissons

+o0 pd—2
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Notons que E4(0) est bien définie car l'intégrale est convergente pour 6 > d — 1. De plus, en

intégrant par parties on obtient

Fi(6) = #/Om((pd—_l)}dp

d—1 1+ p?)2
i +00 d
- 7 —
I=1h (14 p)F
0
= d_lEd+2(9—|—2). (1.30)
Si on pose
1) (d 2) +oo pd72 p
I’ = E4(d+ :/ ———dp.
to 0 (145"
et

alorson a pourd=2et d=3

+00 +oo
(1) 1 @ (1) / p 1
_[ = —d :—7 _[ — —d :_7
P wramier B TRV

400 1 T +00 P
1(‘”:/ dp ==, I(O):/ — L dp=1.
’ o @+, T2 o (Lt+,E

et en utilisant ((1.30]), nous constatons que [ C(ll) et [ C(lo) vérifient, respectivement, les relations

récurrentes suivantes

{ I = Bypp(d+4) = =1 Ey(d +2) = SV d > 2

+2 T d42
A

1
I8, = Eqyo(d +2) = L Ey(d) = L0 d > 2
V=1 ¥=1

Nous montrons par récurrence que

= 1.31
d ded—Q ( )
et
[0 = it 1.32
I o (1.32)
En effet, on a pour d =2 et d =3
1 w
w_T_“ g2 Y2
24 4wy P 3 6w
et
]2<0>:E:£, ]éo)zlzﬂ_
2 2w 2wy

Maintenant, supposons que les relations ([1.31)) et (1.32]) sont vraies pour un certain rang d > 2

fixé et montrons qu’elles demeurent vraies pour le rang d + 1. Pour cela, remarquons qu’on a

dapres (.29)
2T

d—1

Wq = Wd—2, (1.33)
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et donc
Wy _d—2wd_2 (134)
wi—1  d—lwg_g '
Ainsi
](1) :d—2](1) :d—2 1 Wd—2 _ 1 Wd
g d4+12(d - Dwaes 2(d+1) wgy
et

AL 1T g 12w 2wag
Ainsi les relations , sont vraies pour tout d > 1.
Enfin, en utilisant , et le corollaire , nous pouvons conclure que
Cd,s) 2  4d

I(O) _d—ZI(O) _d—21wd_2_1 Wd

lim = = ’
s—1~ 8(1 — S) Wd—QIC(ll) Wd—1
et
I C(d, s) 1 2
11m = pr— .
s—0t s(1 —s) Wd721,§0) W1
[

Proposition 1.8 [7]] Soit d > 1. Pour tout u € C°(R?) les énoncés suivants sont vrais :
) lim (—A)°u = u;
() lim (-4) :
(i) lim (—A)°u = —Au.
s—1-
ou —A est l'opérateur laplacien classique.

PREUVE. Fixons x € R? et Ry > 0 tels que supp u C Bpg, et posons R = Ry + |x| + 1.
Tout d’abord,

u(x +y) + u(z —y) — 2u(x) ‘ / ly?
dy| < ||lull ~2/ma
/BR S o < el [ 1

R
1
= Wd—1||u||c2(w)/ = dp (1.35)
0

_ wa—1]|u| c2rayR*~>
2(1—s)

Or, d’apres ([1.35]) et le corollaire on a
C(d, S) wd,1’|u|‘02(Rd)R2_28 . _wd,1||u|lcz(Rd)R2 i C(d, S)

lim — = = 1.36
oot 2 21— 5) 2 sy = (1.36)
donc
, C(d,s) w(xr +y) +ulx —y) — 2u(x)
lim — dy = 0.
s—0F 2 B ly|d+2s

De plus, on remarque que |y| > R donne |z +y| > |y| — || > R — |z| > Ry et par conséquent
u(x £ y) = 0. Donc,

1 ulz +vy) +ule —y) — 2u(x 1
/ ( 3/) (d 289) ( ) l (1’)/ L
2 R4\ Bp |y\ R4\ Bp \y!
- _1 1 37)
wd_lu(ac)/ ST dp (1.

wd_lR—Zs

5, ul®)
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et on obtient donc, en rappelant la proposition

lim (—A)*u = lim _C(d,s) / u(z +y) + u(x —y) — 2u(x) ay
RN\Bpr

s—07F s—0t 2 |y|d+28

C(d, s)wg_1R™*

= lim 55 u(zr) = u(z),

s—0t

ou les dernieres identités découlent de (| et encore du corollaire |1.3] u Cela prouve
De méme, nous pouvons prouver Dans ce cas, on a d'une part,

w(x +y) +ulx —y) — 2u(x) ‘ 1
dy| < 4f|ul| Lo ra s
/Rd\Bl || 42 (R4) R\ B, |y|d-+2s
o0 1
= 4wd_1||U||Loo(Rd) [ de
2wd,
T - [[wll oo (ma)-
Donc on a d’apres le corollaire
C(d, s) 2wy C(d, s)
Slffl_ _TT||U||L°°(Rd) = —|lull oo rtywa—1 hm m(l — ) =0.
Ainsi old 5
O [ Mot =) =)y, (1.38)
s—1— 2 Rd\Bl |y|d+2S

D’autre part, on a

u(z +y) +ulr —y) — 2u(z) — D*u(x)y - :
/ (z+y) +ulr—y) (z) (2)y ydy' < |IUI|03<Rd>/ y|y|
B1 "

‘y’d+25

1
1
SwleUHCS(Rd)/ 1 dp
o P

 wa-1lullesmay

3—-2s
et C(d, 3) warlul C(d,s) 5(1—5)
. » §) Wd—1||U]|C3(R4) . ,8) s(l—s
l - = _ 3 l —_ = O
- 2 3—2s wallullosg lim =7 o5 =

et cela implique que

lim _C(d,s) / u(lx+y) +ulz —y) —2u(x) a
s—1- 2 B, y|d+2s
. C(d,s) [ Du(z)y-y
= lim — dy. (1.39
BT fy e @ 0
Par ailleurs, remarquons que si ¢ # 7, alors
/ yz yj dy - a U( )yz yj dy7
B1 Bl

oll Y = Y pour tout k # j et y; = —y;, et donc

/ x)y; - y; dy = 0. (1.40)
By
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De plus, pour tout ¢ fixé, on obtient

Ozu(r)y; y? yi
Mdyz@iux/ ' dy = 0iu / L dy
| (@) ! @ [ L

_ Ofulz) [y
“ d 1.41
|y‘d+2$ d /31 |2 Y (1.41)

_ 3@-2@- (z )Wd—l
2d(1—s)

Finalement, en combinant ((1.38)), (1.39), (1.40]), (L.41)), la proposition et le corollaire [L.3]
on peut conclure

lim (—A)Su = lim _C<d> S) / u<x + y) + u(:c — y) B 2u(:€) dy

51— s—1- 2 |y|d+2s
s—1- 2 B, |y|¢t?s
d 2 2
— lim _C<d7 s) / auugf;ijz d
51— 2 = [y
_ C(d, s)wa—1 Z — _Au()
= lm S 2

Remarque 1.5 La constante C(d, s) définie par (1.12)), peut étre écrite en terme de la fonction

Gamma de la maniére suivante
s45T (d—;%)

C(d,s) = AT 8

Nous renvoyons le lecteur aux [8, Propositions 5.6 | et au [2, Lemme 2.3/, ot sont effectués les
calculs.
1.3.2 Le laplacien fractionnaire via la transformée de Fourier

Nous prouvons que le laplacien fractionnaire (—A)® peut étre considéré comme un opérateur

pseudo-différentiel de symbole |£]*. La preuve est standard et peut étre trouvée dans de nom-

breux articles (voir, par exemple, [19, Chapitre 16], [14], section 3.1], [I3, Chapitre 1] ).
Proposition 1.9 Si s €0, 1] alors pour tout u € S(R?),

(=A)u(z) = Z7H[E*(Fu)(©))(x), =eR (1.42)
ou F 1 est la transformée de Fourier inverse définie en .

PREUVE. On note par

1 uwx+y) —ulr —y) — 2u(z
Lu(x) = —EC’(d,s)/Rd ( ) ‘y(’d+25 ) ()dy r € RY,
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ot C(d, s) est la constante définie en (1.12]). On cherche une fonction S : R? — R telle que

Lu=F Y S(Fu)). (1.43)

S() = lel*. (1.44)

Puisque

[u(r +y) —u(r —y) — 2u(x)|
‘y’d+25

<4 <><B1 (W)y[*47 sup [D*u| + xravp, (y)|y| 4> sup \UI>
R

Bi(x

< C (xm @Y7 Q+ 2™+ Xeas, (9)y] ) € LR x RY),

il est possible, en utilisant le théoreme de Fubini, de permuter 'intégrale par rapport a y avec

la transformée de Fourier par rapport a x. En appliquant cette transformée de Fourier a la
variable z dans ((1.43)), on obtient

SE(Fu)(§) = F(Lu)

= —lC(d, 5) /Rd F(u(r +y) —lyird(i; y) — 2u(x)) dy

ey 4 o~y _ 45
= et [ T2 e )

|y|d+25

—cta.s) [ = aFe

|y|d+2s

En substituant (1.21) dans (1.45]), nécessairement la fonction S prend la forme donnée dans

(1.44]), ce qui conclut la démonstration. m

En fin, Puisque I'espace de Schwartz S(R?) est dense dans H*(R?), nous pouvons établir le
lien entre I'opérateur laplacien fractionnaire (—A)* et I'espace de Sobolev fractionnaire H*(R?).

Plus précisément, on a la relation suivante (voir [14]).

Proposition 1.10 Soit s €]0, 1] et soit C(d, s) la constante définie en (1.12). Alors, pour tout
u € H*(RY),
(W) ey = 20(d, 8) M (=) 2ul|72 ray- (1.46)

PREUVE. L’égalité dans (1.46)) découle clairement de la Proposition et du Corollaire [L.1]

En effet,

1

(=22 ullfa@ay = 17 (=8)ullfa@a = €1 Fullizgen = 5O 5)ulfs ga-

Proposition 1.11 Siu € S, s,t €]0,1] et s+t < 1, alors

(=A) " = (=A)(=A)'u = (=A)(=A)"w.
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PREUVE. Cela découle directement de ([1.42)). En effet,
F((~2)™) = [P0 F (u) = |6 F ()
=F ((—A)S(—A)tu)
=F ((—A)t(—A)Su) .
Il suffit maintenant d’appliquer la transformée de Fourier inverse. m

Une autre définition du Laplacien fractionnaire peut étre donnée en utilisant le célebre

probleme d’extension de Caffarelli-Silvestre [3].

1.3.3 Le probleme d’extension

Caffarelli et Silvestre [3] ont introduit une méthode qui permet de transformer des problemes
non locaux dans R? en d’autres dans lesquels un opérateur différentiel dans ]Rf’frl =R% x Rt
apparait. La méthode est décrite comme suit : étant donné 0 < s < 1 et u € S(R?), on veut

étudier la solution du systeme

Ly o U(x,y) == div,, (y' "%V, U) =0, zeRyy>0
U(z,0) = u(x) (1.47)
U(z,y) — 0 quand y — oo

En utilisant la définition de la divergence, le systéme en ((1.47) peut étre réécrit comme suit

~AU(,y) = (B, + 1520, Ule.y), w Ry >0,
U(z,0) = u(x), (1.48)
U(z,y) = 0 quand y — oo

et la solution de ((1.48)) est donnée par le résultat suivant.

Théoréme 1.2 (Théoréme d’extension) [8, 75/ La solution U du probléme d’extension (|1.48))

est donnée par la convolution

Ulw,y) = (Pu(y) # ) () = /R Pu(x — = y)ulz) dz, (1.49)

ol
_T'(d/2+5s) y*
Ps(afy y) - Wd/QF(S) (y2 o+ |$’2)(d+28)/2

est le noyau de Poisson généralisé pour le probleme d’extension dans le demi-espace R‘fl. De

plus, pour U défini comme dans (1.49), on a

2s~1
(s) lim y'~2%0,U(z,y) (1.50)

(&) ulo) = =5

c’est ce que l'on appelle la relation de trace.
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PREUVE. Notons par U (.,y) la transformée de Fourier partielle par rapport a la variable x de
U(.,y) et par @ la transformée de Fourier de u. En prenant la transformée de Fourier partielle
par rapport a la variable x dans ([1.48]), on obtient le systeme

{ayymay) 11220, 0(¢y) — |ERUE ) =0, (6,y) € RE (1.51)

U(f,O) =u(§), U(é”,y) — 0 quand y — 0o, & € R?

Maintenant, si nous fixons & € R%\{0} et posons Y (y) = Y(y) := U(, ), le probleme précédent

peut s’écrire sous la forme

{yQY”(y) +(1=25)yY (y) = [EPy*Y (y) =0, yeRy, (1.52)

Y(0)=a(), Y(y) — 0 quand y — oo
L’équation dans le probleme ci-dessus, n’est autre que 1’équation de Bessel modifiée généralisée
(voir par exemple le livre de Lebedev [11]), qui est donnée par

"

VY (y) + (1= 20)yY (y) + [(o® = v*7°) = B*°yP] Y(y) = 0 (1.53)
ol
O[:S, 7:1’ VZS? /8:|€|'
Ainsi, pour chaque £ # 0, la solution de ((1.52)) est (voir le livre de Lebedev [11])

U(&,y) = Ay’ L(I€ly) + By K, (|€ly),  (&,y) € R (1.54)

ou I, et K, sont des fonctions de Bessel de deuxieme et troisieme espece, respectivement :

2\ N (z/2)* ,
I:(z) = (5) % Fk+1DI(k+s+1) 2] < oo, Jarg(z)] <

_ E[fr(z) — [T‘(Z)’

2 sin 7r

(1.55)

K, (z) larg(z)| < .
A partir des expressions de (L.55), on peut obtenir (voir [II formules (5.11.9) et (5.11.10), p.

123]) les asymptotiques suivantes pour z — o0 :

T\ 1/2

L(2) ~ e (212) V2, K,(2) ~ (2—) e, (1.56)
z

D’autre part, on peut prouver que, lorsque z — 0% dans ([1.55)), (voir [I1, formule (5.7.1), p.

108])

I(2) ~ ﬁ <§>5 and I _4(2) = ﬁ (g>_8 (1.57)

ou le symbole A ~ B signifie qu’il existe des constantes ¢,C' > 0 telles que cA < B < C'A.
Ainsi, la fonction I(z) diverge, tandis que K,(z) prend des valeurs finies pour z suffisamment

grand. On en déduit que la condition selon laquelle U (&,y) — 0 lorsque y — oo implique que,
dans (|1.54)), on doit avoir A = 0. Par conséquent,

U(&y) = By'K,([¢ly).  (&,y) e RYT (1.58)
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En imposant la condition U (£,0) = u(§), on peut fixer B de la maniére suivante :

Ty L([€ly) — y*Ls([€ly) yoo ~ Bm2o! €

By’K =B > 1.
y K (lely) 2 sin s ['(1—s)sinms ’ (1.59)
En utilisant la relation (voir chapitre 3 section 1)
T
I'e)ria—-z)= / 1.60
r-2=-"— =¢ (1.60)
on obtient
By K.(|¢ly) = B2""'T'(s)[¢] ™, (1.61)
Puisque U(&,0) = (), on a
; SKUCS)
= ‘K ) 1.62
U(,y) >-1T(s)" s(1€ly) (1.62)

Supposons que U est donné par la convolution de u avec un noyau Ps(x,y) et examinons

I’expression explicite de ce noyau. On déduit que

U(g,y) = Py(,y)a(e),

donc

L (UGy) af_-F
P(z,y) = F " ’ r)=F | ———1° K| x).
(&) ( Sy ) @ st e ) ) (@)
-*
25—1T7(s)
sa transformée de Fourier coincide avec sa transformée de Fourier inverse. Ainsi, trouver une

Maintenant, comme la fonction Y K(| - |y) est une fonction radiale, nous savons que

expression pour le noyau Py(z,y) revient a calculer
|-
P(x,y) =7 | —————v°K,(| - :
w.0) = 7 (G K- ) @
Rappelons que dans le cas ou la transformée de Fourier est appliquée a des fonctions radiales,
elle est appelée transformée de Hankel, et que la transformée de Hankel d’une fonction radiale
f(-) = fo(| - |) est donnée par (voir le livre de Stein et Weiss [18, Ch. IV, Th. 3.3])
1 > d
y (f[)) (7") = NN ) f()(S)J@(T’S)Si ds.
(2m)2rz Jo 2
Ici, J% désigne la fonction de Bessel, définie pour k un nombre réel supérieur a 1/2 par
(représentation intégrale)
t/2)k Ly -
Ji(t) = (t/2) - / e (1 - 32)(% V2 s,
Ok + /2T (1) Jo
Ainsi, en utilisant [9, formule 3 en 6.576, p. 684], on obtient
|- I°

Pie) = 7 i Kl ) @

= 7 (Gt ) ) (ol

_ Y e %+5K Jus d
Gy 8 e i ele) e

_T(5+59) y>

T pd/2 (y2 + ‘x|2)(d+2s)/2‘
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I1 ne reste qu’a démontrer (|1.50)), c’est-a-dire, on doit simplement vérifier I’égalité

225—1F
(s) lim y'~240,U(z,y)

(A u@) = -5 tm

Rappelons que
Z ((=A)'u) (&) = [¢*a(€).
Alors, ((1.50)) est équivalente a

25—1 o 2
ePate) = — L) gy y”sa—(y]@,y) (1.63)

P(l — S) y—0t

En utilisant les identités suivantes pour la fonction de Bessel de troisieme espece (voir [11,
formule (5.7.9), p. 110)),

s
Kl(z) = 2K(2) = Kopa(2) (1.64)

et
%Ks(@ — Ko(2) = —Ko1(2) = =K1 (2) (1.65)

avec (|1.60)), on obtient

y=20,0(¢,y) = - UO s (25 J(ely) - 5+1<|5|y))

2(s) ! \uie
s+1.5
K€l

Compte tenu du comportement de la fonction de Bessel de troisieme espece K, on a

I(1—s)¢]*!
l 1— sK S b3 B
iy G (e ly) = 5
donc on obtient F(l 9
lim y'29,U(¢,y) = € a(€)

y—0t 223 1F< )
Cela prouve ([1.50)), ce qui acheve ainsi la preuve. m

Remarque 1.6 En utilisant la propriété suivante du noyau de Poisson généralisé,
/ Py(z,y) dx =1, y >0, (1.66)
R4

on peut obtenir une autre preuve de ot on n'aura pas besoin d’utiliser ) et -
Soit u € S(R?Y) et considérons une solution

Ulz,y) = (Ps(-,y) x u) (z)

du probléme d’extension (1.49)). Remarquons qu’en utilisant (1.66)), on peut écrire

Uls,y) = L4/2+5) /Rd( (wz) Zwl@)y™ 4 ). (1.67)

7Td/2r(8) y + ’.7} Z|2) (d+2s)/
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On dérive les deur membres de l’égalité (1.67)) par rapport a y, on obtient

L TE2+s) [ u(z)— (@) :
VRN =2 e (e - ey OW):

Si on fait tendre y vers 07 et qu’on utilise le théoréme de convergence dominée de Lebesque,

on obtient

lim y'~20,U(z,y) = 2s

['(d/2 + s) PV / u(z) — u(x)
R (

y—0+ ,/Td/QI"(S) |Z . I|2>(d+28)/2
= —23Ffj//z#lj(;f)C’(d7 5)"H(=A)su(z), (1.68)

ot dans la deuxieme égalité, on a utilisé la définition du Laplacien fractionnaire (|1.11]).

Enfin, rappelons que (Remarque
s2%T(d/2 + s)

d,s) = L.
C(d, s) T (1= 5) (1.69)
ainsi, en substituant ’expression de (1.69)) dans (1.68|), on obtient
. I(d/2+ s) _ I'(1—s)
1-2s _ “\= e 1/ s N S S s
yhﬁr&y OyU(z,y) = —2s T (3) C(d,s) " (—A)u(z) 223*1F(3)( A)’u(z),

Par conséquent, le Laplacien fractionnaire peut également étre considéré comme un opérateur

local dans un espace étendu.

1.3.4 Le laplacien fractionnaire spectral

Un autre opérateur (différent de (—A)*), parfois noté A, est défini comme la puissance
de l'opérateur Laplacien ”classique” —A, obtenue en utilisant la décomposition spectrale du
Laplacien [4, [13| [16]. A savoir, soit Q un domaine borné régulier de R?, et soit {1 }ken- et
{ex }ren+, les valeurs propres et les fonctions propres correspondantes de 1'opérateur laplacien
—A dans () avec conditions aux limites de Dirichlet homogenes sur 02, c’est-a-dire

{ —Aey, = uper,  dansQ

e =0 sur OS2, (1.70)

normalisé de sorte que ||ex||z2@) = 1.
Alors {eg, pj }ren+ sont les fonctions propres et les valeurs propres du probleme fractionnaire

correspondant
Asu= M dansf)
{ u=>0 sur 0f2, (1.71)
olt, pour u = Y75 ugey € L3(Q), A, est défini par
“+oo
Agu = Z JTRTINCIN (1.72)

k=1
L’opérateur A, (le Laplacien fractionnaire spectral) est bien défini sur I’espace de Sobolev donné

par

+o0 +o0
H(Q) = {u = Zukek € L*(Q); Z,uiuz < +oo} . (1.73)
k=1

k=1
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muni de la norme

|~

i

(@) (Z mw)

On peut facilement vérifier que (H*(Q), (.,.) fs(o) est un espace de Hilbert, ot

+oo
)= D U,
k=1
pour u = ZZ:; ugper et v = Zzg vger appartenant & H5(€).

Remarque 1.7 Les opérateurs (—A)* et A; ne sont pas les mémes, car ils ont des valeurs
propres et des fonctions propres différentes. En particuliers la premiéere valeur propre de (—A)*

est strictement inférieure a celle de Ay (voir [13], [10]).

Exemple 1.1
o Soit =0, 1] et u(z) = sin(wz). Alors

Agu(x) = 7 sin(rx).

e Soit Q=] —1,1] et u(x) = sin (”(Hl > Alors
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Chapitre 2

Le spectre du Laplacien fractionnaire :
caractérisation variationnelle

Ce chapitre se concentre sur le probleme aux valeurs propres avec les conditions de Dirichlet

suivant :

{ (=A)u = Mu dans Q (2.1)

u=0 dans R%\ Q,
ot s €]0,1[, d > 2s , et Q est un sous-ensemble ouvert, borné de R? avec frontiere Lipschitzienne.
Afin d’étudier des problemes non locaux régis par des Laplaciens fractionnaires, nous avons

besoin d’espaces de Sobolev fractionnaires appropriés. A cet effet, nous introduisons ’espace

suivant
X5(Q) = {u e HR?); u=0p.p.dansR?\ Q} (2.2)
muni de la norme induite par |[|.|[ s (ga).
Soit u € X§(Q2), on a
lullis) = Nl
_ u(z) — u(y)?
— |U||L2(Rd / /Rd 7 — y‘d+23 ———————duxdy.
Comme HuHLQ(Rd HuHLQ(Q alors
2 2 u(z (W)
[ullses @) = lullzz) » ‘x - ‘dHS i, dedy. (2.3)

On déduit de (2.3]) que les normes ||.
I]

proprié pour traiter des E.D.P. elliptiques données par des opérateurs laplaciens fractionnaires.

x3() et H] ms(Q) ne sont pas identiques. De plus, la norme

xs(2) prend en compte l'interaction entre ) et R?\ Q. Donc I'espace X§(€2) est I'espace ap-

Maintenant, pour u € X§(€2), nous définissons

u(@) —u@)?, .\
s ————=dxd . 2.4
X&) = (/ /]Rd |.I' —_ |d+25 y> ( )

Nous avons les résultats suivants :

Il

Proposition 2.1 (13, Lemme 1.29 ] L'espace (X3(2), (., .)xz()) est un espace de Hilbert muni

du produit scalaire

(u, 0)xs @ / / IO = VW) 4o o X2 (Q). (2.5)

|37 _ y|d+23

27
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De plus, les normes |||.||[xs) et ||.|lxs) sont équivalentes.

Proposition 2.2 [13, Lemme 1.30 ] Soit s €]0,1[, d > 2s et Q0 un sous-ensemble ouvert et
borné de R? avec un bord continue. Soit {u;};en une suite bornée dans X5(Q). Alors il existe

U € LY(RY) et une sous-suite {uj, }ren de {u;}jen, telle que

lim uj, = us € L (R?)

k——+o0

pour tout v € [1,23], avec 2; = 24—

Définition 2.1 On dit que u est une solution faible de (2.1)) si u € X§(2) \ {0} telle que

C(d, s)
2

(u, v)xs) = )\/Qu(x)v(x)dx, Vo € X5(Q). (2.6)

Définition 2.2 On dit que A € R est une valeur propre de (—A)* sl existe une solution non
triviale u € X§(Q) du probléme (2.1) ( en fait de sa formulation faible (2.6])) et, dans ce cas,
toute solution sera appelée fonction propre correspondante a la valeur propre \.

Dans ce chapitre, on donne la caractérisation variationnelle des valeurs et vecteurs propres pour

I'opérateur laplacien fractionnaire [13] [17].

2.1 Caractérisation variationnelle de la premiere valeur
propre
Proposition 2.3 [13, [17] Soit s €]0,1[, d > 2s, et Q un sous-ensemble ouvert borné de RY.

Alors le probléme (2.6) admet une valeur propre Ay qui est strictement positive et qu’elle peut

étre caractérisée par

_ 2
M= min &9 / lulz) =), (2.7)
uexy(Q) 2 Rixgrd |T — y[*T
||u||L2(Q):1

ou d’une maniere équivalente

u\xr)—u 2
O(d, 8) Jpaxga o2 davdy

A1 = min 2.8
! uexg(@\{0} 2 Jo lu(z)[2dx (28)
PREUVE. Nous utilisons la méthode directe de minimisation.
Soit J : X§(€2) — R la fonctionnelle définie par
1 ju(z) — u(y)l” Lo
Jew=g [ g dedy = Sl o (2.9

pour tout u € X3(£2). On remarque que J est Fréchet dérivable en u € X§(£2), et pour tout
v e X3()

‘l’ _y‘25+d
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Soit
My = {u e X5() - ull 2@ = 1},

Montrons qu'il existe u, € .#, tel que

min J(u) = 7 (u.) (2.11)
et que
%’S)<U*7U>XS(9) = Al/glu*(x)v(x)dx, (2.12)

pour tout v € X§(2), o Ay = C(d, s)T (us) > 0.
Prenons une suite minimisante {u;},;en pour J sur ., c’est-a-dire une suite {u;}jen C A
telle que

lim J(u;) = mf J(u) > 0> —o0. (2.13)

Jj—+o0 uE.Mx
Alors la suite {7 (u;) } jen est bornée dans R, donc, par définition de [, on a {|||u;||[xs(0) }jen est
également bornée. Puisque X§(€2) est un espace réflexif (étant un espace de Hilbert, d’apres la
proposition 2.1]), il existe une sous-suite de {u, }, notée toujours {u; }jen, qui converge faiblement

dans X§(€2) vers une certaine fonction u, € Xj(€2). La convergence faible implique que

R e B e e

x3(Q) JjeN est bornée,

quand j — +o00. De plus, d’apres la proposition [2.2| et du fait que {|||u;l|

il existe une sous-suite de {u;} telle que

lim u; — u, dans L*(R%), (2.14)

Jj—+oo

donc ||| r2aey = 1, i.e., u. € .. En utilisant le lemme de Fatou, on déduit que

L uj(x) — u;(y)|°
] — -] J I e
Am TCw) = gl L e r—gperd W
1 Ju (2) — u.(y)]?
> = dxd
- 2/]Rd><Rd o — et Y
>

ainsi, par ([2.13)), on obtient

J(uy) = inf J(u).

uE//l*

Ce qui prouve (2.11)).
Maintenant, on prouve (2.12). Soit ¢ €] — 1,1[, v € X§(Q), cc = |lus + evl|r2(q), et ue =
(ux + €v)/c.. On observe que u. € M,

= Hu*H%Q(Q) + 2€/Qu*($)v(a:)da: + o(e),

et

e + evll[g ) = eselllg @) + 28 (uts; )iy + 0(e)-
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par conséquent, puisque ||u||z2@) = 1,

il g oy + 220t 0y + 0(6)
1+ 2¢ [, u(x)v(x)dz + o(e)

= (27 (u) + 26 (1, Vx5 (@) + 0(€)) (1 ~ 2 /Q s (2)v(x)de + 0(6))

27 (u.)

2T (u) + 2 ((u*,v)xg(g) 97 (u) /Q u*(m(g;)dx) +oe),

donc

3

= (s 0) ) — 27 () / w.(2)0(@)dz + o(1). (2.15)

Q

Cette derniere relation et la minimalité de u, impliquent la relation (2.12]) (pour cela, notons
que J(u.) > 0, parce que sinon on aura u, = 0, et 0 ¢ .#,). Ce qui acheve la preuve de la
proposition. m

2.2 Caractérisation variationnelle de la premieéere fonc-
tion propre

Lemme 2.1 [15, [17] Si e est une fonction propre du probléme (2.6 associée a une valeur
propre X\, alors

C(d7 S) ’6(33) — €(y)|2 2
—_— ————" dzdy = A\ 200 - 2.1
) /RdXRd |:E—y|23+d ray ||e||L () ( 6)

PREUVE. Par (2.6)), on a

o(d. s) / (o(x) = e@) () = 0D 0 [ enin, wexg@. @

2 |z — y|?td Q

En choisissant ici v := e, on obtient le résultat désiré. m

Proposition 2.4 [13, [17] Soit s €]0,1], d > 2s, et Q un sous-ensemble ouvert borné de RY.

Alors il existe une fonction e1 qui est une fonction propre relative a A\, atteignant le minimum

en (2.5)) i.e. |le1]l 2@ =1 et

C(d, s) ler(z) — ex(y)l”
AL = dzd 2.18
R A e

PREUVE. D’apres (2.11)), le minimum définissant A; est atteint en une certaine fonction e; €

X§5(Q), avec |leq||r2(q) = 1. Le fait que e; est une fonction propre associée a A; alors la formule

(2.18) découle du lemme 2.1]m

Lemme 2.2 [15, [17] Si e est une fonction propre relative a Ay, avec ||e||p2ray = 1, alors le
minimum en (2.11]) est atteint en e et |e|. De plus, on a soit e > 0 soit e < 0 p.p. dans €.
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PREUVE. En utilisant le lemme [2.1] et la relation (2.18]) on obtient

De plus, par I'inégalité triangulaire, pour p.p. z, y € R,
| e(x)] — le(w)| | < [e(x) —e(y)]
Mais, six € {e >0} et y € {e <0}, on a

[le(@)] = le(y)l]

le(x) + e(y)|

(
= max{e(z) +e(y), —e(z) —e(y)}
< e(z) —e(y)

le(z) —e(y)l-

Ceci implique que
T (lel) < T(e),

ot (2.20)
J(le]) < T(e) si {e > 0} et {e < 0} ont tous deux une mesure non nulle.

De plus, |e| € X§(Q), et |[]e] |2 = llell2@ = 1. Ainsi, les relations (2.19) et ([2.20) et la
minimalité de e; impliquent que

J(le]) = T(e) = T(e1)
et que soit {e > 0} soit {e < 0} a une mesure nulle. m

Proposition 2.5 [13, [17] La fonction propre ey associée a la valeur propre Ay est positive.

PREUVE. Par le lemme on peut remplacer e; par |e;], et donc on peut supposer que e; > 0
dans R?. m

2.3 Simplicité de la premiere valeur propre

Proposition 2.6 [15, [17] Siu € X§(S2) est une solution de I’équation
C(d,s)

(s Vs = M /Q w(@)o(z)dz, Vo € X3(Q). (2.21)

alors u = €ey avec € € R, autrement dit, la premiere valeur propre \; est simple.

PREUVE. Supposons que A; correspond également & une autre fonction propre f; € X§(Q) avec
f1 # e1. On peut supposer que f; #Z 0 sinon, on a rien a démontrer. Par le lemme [2.2] nous
savons que soit f; > 0, soit f; < 0 p.p. dans €2. Considérons le cas f; > 0 p.p. dans €2, I'autre

étant analogue. Nous posons

- S

fl = — et gl = el_fl‘
I f1llz20)
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On montre que
g1(z) =0 p.p.z € R (2.22)

Il convient également de noter que g; est aussi une fonction propre relative a A;, donc, selon
le lemme nous obtenons que soit g; > 0, soit g; < 0 p.p. dans €2. Donc, soit e; > fl, soit

e < fl, et donc, en raison de la positivité de e; et f1, on obtient
soit €2 > f2 ou €2 < f2 p.p. dans Q. (2.23)

Aussi on a,

A@ﬂ@—fﬂ@ﬂw:kﬂ%M—Wﬁﬁ%@=1—1=0

La relation précédente et la relation (2.23) impliquent que €3 — ~12 = 0, ce qui signifie que
e1 = f1 p.p. dans Q. Comme e; = f; = 0 sur R? \ ©, nous pouvons conclure que e; = fi p-p.

dans R?. Ainsi, on constate que f; est proportionnelle & e;, ce qui acheve la démonstration. m

2.4 Caractérisation variationnelle des autres valeurs propres
et fonctions propres

Lemme 2.3 [75, [17] Si A # X sont deuz valeurs propres distinctes du probléme (2.6), avec les

fonctions propres e et € € X§(Q2), respectivement, alors

(e,€)xs0) =0 = / e(z)é(x)dx
Q
PREUVE. On peut supposer que e # 0 et € # 0. On définit f := e/|le]|12(q) et fi= é/lléll 2.
qui sont aussi des fonctions propres, et on calcule la valeur de ([2.6) pour f avec la fonction test

f et vice versa. On obtient

C3) 15 e (2.24)

5Aﬂwﬂwm=

donc

Q
Alinsi, puisque A\ # A,
f(x)f(x)dx = 0. (2.25)
Q
En substituant (2.25) dans (2.24)), on obtient
(f. Pxz = 0.

Ceci qui acheve la preuve. m
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Proposition 2.7 [13, [17] Le probléme (2.6)) admet une suite de valeurs propres

comptées avec leurs multiplicité.

De plus, les valeurs propres sont caractérisées par

_ . Clds) [u(z) — u(y)[*
Akl = ugﬁf; 5 /R% o — e dz dy, (2.27)
H“”LQ(Q):I

ou d’une maniere équivalente

Ju(z) — u(y)[*
C(d,S)/R%l |x — y|?std d dy

Ayl = min , 2.28
k+1 uePr 1 \{0} 2 / u(x)de ( )
Q

ol
Pyyt = {u € X5 ¢ (ej)yyy =0 Vi=1,..., k} . (2.29)

PREUVE. Par analogie aux (2.11)) et (2.12)), appliqués ici avec
M= {uePryr: |ullpz =1},

on montre qu’il existe u, € .#, tel que

min J(u) = 7 (u.) (2.30)
et que
o(d
%(m,wxgm) = Aent / s (2)v(z)de, (2.31)
Q

pour tout v € Pyyq, ot A1 = C(d, $) T (us).

Notons que Py, est, par construction, faiblement fermé.

On remarque en effet que le minimum dans existe, et qu’il est atteint a une certaine
fonction egiq € Py

De plus, puisque Py C P, C X§(2), on a
O< A< S S A1 <o (2.32)
On montre que
A1 # Ao (2.33)
En effet, sinon, es € Py serait aussi une fonction propre relative a A;, et donc, d’apres la
proposition 2.6] es = £eq, avec £ € R, et £ # 0 car es # 0. Puisque e; € Py, on obtient
0= (e1,€2) x50y = Clllenlllig

Cela signifié que e; = 0, ce qui est une contradiction, prouvant ainsi . De (2.32) et { -

on obtient (2.26]).

De méme, par analogie avec (2.12) on a

C(d,s
(2 )<ek+1,v>xg(g) = )\k+1/ek+1(x)v(x)dx, Vo € Py (2.34)
Q
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Pour montrer que Ay est une valeur propre associée a la fonction propre e 1, il faut montrer
que la formule est valable pour tout v € X§(2), et non seulement dans Py .

Pour cela, on fait un raisonnement par récurrence, le raisonnement est initialisé par le fait que
A1 est une valeur propre, comme le montre la proposition En supposant que \; est une
valeur propre associée a la fonction propre e;, pour i = 1,...,k et en la prouvant pour k + 1.

On utilise la décomposition en somme directe
X3(Q) = span {ex, .., e} @ (span {er, .., e4})* = span fer, .., e} ® Peo

ou l'orthogonal L est défini par rapport au produit scalaire de X§(2), a savoir, (-, ) xz (o) (voir
(2.5)). Ainsi, pour tout v € X§(2), on écrit v = vy + vy, avec vy € Pyyq et

k
U = g i€
i=1

pour certains ¢y, ..., € R. Alors, d’apres (2.34]) en prenant comme fonction test la fonction

Vg =V — V1, ON1 &

C(d, s)_/ (ext1(2) — exa(y)) (v(z) — v(y)) dx dy

9 |x — y[2std
— Ait1 / €k+1 dz,
(er1(2) — err1(y)) (V1 (z) — v1(y)) da dy
R xR |z — y|?s+d

— Net1 /Q err1()v1(7) da, (2.35)
i C(d,s err1(x) — epiq ei(r) — e
_3 a2 [ () ot e

2 |$ _ y|23+d

et /Q ekﬂ(x)ei(:c)d:c].

De plus, en testant I’équation des valeurs propres (2.6) pour e; par rapport a e 1 pour i =

1,...,k et en rappelant que ex; € Priq, on voit que
0= CED) [ () mnlilef) ) 4y,
2 Rax R4 |z — y|?std

= )\i/ﬂekﬂ(x)ei(x)dx

donc, d’apres ,
C(d, s) (err1(®) — epra(y))(ei(x) —ei(y)) o
—/]Rdx]Rd da:dy—O—/

2 ’11 _ y’2$+d

g err1(x)ei(x)dx

pour tout ¢ = 1,..., k. En insérant cela dans ({2.35)), on conclut que (2.34) est vraie pour tout
v € X§(Q); c’est-a~dire, A1 est une valeur propre avec une fonction propre ey.

Maintenant, pour achever la preuve de la proposition nous devons montrer que toute valeur
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propre du probleme (2.6) peut étre écrite sous la forme ([2.27)). Pour montrer cela, supposons
par ’absurde qu’il existe une valeur propre A telle que

A4 A, Yk € N¥, (2.36)

et soit e € X§(€2) une fonction propre correspondante a A, normalisée de sorte que ||e||z2@) = 1.

Alors, d’apres le lemme [2.1] on a

C(d,s)T(e) = % /R - %dmdy — A (2.37)

Ainsi, par la minimalité de A; donnée par (2.7)) et (2.18)), on a
A=C(d,s)T(e) > C(d,s)T(e1) = M\ (2.38)

En utilisant (2.38]), (2.36) et le fait que limy_, 1o A\x = +00 (Proposition nous affirmons
qu’il existe k € N* tel que

)\k <A< )\k—i-l' (239)

Nous avons
e ¢ Py (2.40)

En effet, si e € Py 1, on déduit de (2.37) et (2.27) que
A=C(d,s)T(e) > Mgy

Cela contredit ([2.39)).
Comme conséquence de (2.40), il existe i € {1,...,k} tel que (e, ei>Xg(Q) # 0. Mais ceci est

en contradiction avec le lemme et par conséquent, cela prouve que (2.36) n’est pas vraie,

i.e. toutes les valeurs propres appartiennent a la suite {Aj}, .. Ceci acheve la preuve de la
proposition (2.7) . m

Proposition 2.8 [15, [17] On a
lim A, = +oo. (2.41)

k—4o0

PREUVE. D’abord montrons que si k,h € N*, k # h, alors
<€k>€h>Xg(Q) =0= / ex(z)ep(z)d. (2.42)
Q

En effet, soit £ > h, donc k — 1 > h. Ainsi,
1 1
er € P = (span{ey,...,ex_1})" C (span{es})

et donc,
Mais ey, est une fonction propre, donc, en utilisant I’équation (2.6)) pour e et en prenant comme

fonction test v = ¢, on obtient
C(d,s)

(er,en)xs) = Ak | en(w)en(w)da.
2 Q
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Ainsi en vertu de (2.43) on obtient (2.42)).

Maintenant pour prouver (2.41]), on résonne par 'absurde. Supposons que Ay — ¢ ou ¢ € R.
Donc {Ar}jen- est bornée dans R. Puisque, d’apres le lemme on a |||eg|
déduit d’apres le lemme qu’il existe une sous-suite {ekj }j oy de {ex}ren+ Pour laquelle

2 _
Xs@) = Ak, On en

lim ey, = es  dans L*()
J—+o0

pour une certaine fonction e,, € L?(2). En particulier, {ekj }J.GN est une suite de Cauchy dans
L?(Q). Mais, d’apres (2.42)), ey, et ey, sont orthogonaux dans L*(€2), donc

i?(Q) = HeijiQ(Q) + llex:

Hek‘j — Ck iQ(Q) =2

ce qui contredit le fait que {ekj }jeN est une suite de Cauchy, ainsi la proposition est prouvée. m

Proposition 2.9 [15, [17] Pour tout k € N, il existe une fonction propre exi1 € Priq corres-
pondant a A1y, atteignant le minimum en (2.27), i.c. [|ejq1|/r2) = 1 et

C(d, s) / lerqr(m) — €k+1(y)|2
App1 = —— dxdy. 2.44
o 2 Rd x R4 |z — y|?std Y ( )

PREUVE. Par analogie a la Proposition[2.4]en utilisant (2.30)) on peut montrer que le minimum
définissant A\, 1 est atteint en une certaine fonction e, € Pyiq. ®

2.5 Orthogonalité des fonctions propres

Proposition 2.10 [13, [17] Les fonctions propres ey, k € N*, correspondant a A\, k € N*,

forment une base orthonormée de L*(Q) et une base orthogonale de X5().

PREUVE. L’orthogonalité des ey, k € N*, découle de (2.42]).
e Montrons que {ej}, . est une base de X;(€2). Pour cela, nous montrons que si v € X§()
tel que

(v, ek)xg(ﬂ) = (0 pour tout k£ € N*, alors v = 0. (2.45)

Pour cela, résonnons par 'absurde. Supposons qu'il existe un v € X§(Q2) \ {0} tel que
(v, ek)xg(sz) =0 pour tout k € N*. (2.46)

Aussi, apres normalisation, on peut supposer que [|v||z2) = 1. Ainsi, puisque limy_, o0 A =
400, il existe k € N* tel que

o OWds) [ fulz) —u(y)l
C(d, S)j(v) < >\k+1 = uIEIIlP}kl:lH T /Rzn Wd{lf dy
||u||L2(Q):1

Par conséquent, v ¢ Pj44, donc il existe j € N* pour lequel (v, e;) X3(©) # 0. Ce qui contredit

(2.46)), ainsi v = 0.

Posons

€;
€; =
el

X5 ()
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et
J
fi= Z (f€) x50 i

=1

pour f € X () donnée. Notons que, pour tout j € N*,

f; € spandey, ... e;}. (2.47)
Soit v; := f — f;. Par I'orthogonalité de {ey}, . dans X§(€2),

0 < Iyl %{g(ﬂ)

= (vj, Uj>xg(g)

= 11z 0 + N5l 0 — 247, fj>xs(9
= lI1/1II3

xs + (50 i) X3(9) 22 f.é) XS(Q
J
~\2
= 1A xs0) = D_ 6%y

i=1

Par conséquent, pour tout j € N*,

J
S {f e < NI
=1

X5(€)

donc
—+oco

> e ks

i=1
est une série convergente. Ainsi, si on pose

J
=1

7

alors {A;}, . est une suite de Cauchy dans R.

De plus, en utilisant & nouveau I'orthogonalité de {e;}, oy dans X§(€2), on voit que si J > j,
J

J
Q) = |H Z <f7 éi>xos(g) éi = Z <f, éi>§(8(9) = AJ — Aj

1=7+1 i=j+1

alors {v;}, . est une suite de Cauchy dans X3(Q2) puisque la suite {A;}, . est de Cauchy
dans R. Par la complétude de X§(€2) (voir Lemme ), il s’ensuit qu’il existe v € X§(Q2) tel
que

lim v; = v dans X;(€2), (2.48)

j—+oo

On observe maintenant que si j > k,

(vj, ék)xg(g) = (/, ék))(g(g) — ([ ék)xg(g) = (/. ék)xg(g) — ([, ék>X8(Q) =0.
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Ainsi, par (2.48)), il s’ensuit que (v, ék)Xg(Q) = 0, pour tout k£ € N*, donc, par (2.45]), nous avons
v = 0. En définitive, on a

—+00

Z<f>éi>xg(9)éi: lim f;= lim (f —v;) = f—v=f dans X;(Q).

— j—+o0 j—+oo
1=

Ceci et permettent de conclure que {e;}, .. est une base dans X3(£2).

e Montrons que {ex}, . est une base pour L*(Q).

Soient v € L*(2) et v; € CF(Q) tels que [[v; — v]| 2y < 1/j. Remarquons, d’apres [13, Co-
rollaire 1.27], que v; € X§(2). Par conséquent, puisque {ey}, . est une base pour X;(€), il

existe k; € N* et une fonction w; appartenant a span {61, - ,ekj} telle que
[v; — wjlllxs@) < 1/5.

Ainsi, par (23),

[[ul ggg(sz) = HU”%2(9) + [[|u]] g{g(m

et du fait que ||.||xs(o) et [||.[[|xs@) sont équivalentes, on conclu que

[0 = wjll 2y < Nlv; = will xg0) < Clllv; — willlxs@) < C/J

En conséquence,
lv - wj||L2(Q) < v — Uj”p(g) + (v — wj”p(g) < (C+1)/j.

Ceci montre que la suite {ex}, . des fonctions propres de (2.6) est une base dans L*(£2). m

2.6 Multiplicité des valeurs propres

Proposition 2.11 [13, [17] La multiplicité de chaque valeur propre A est finie, en d’autres
termes, si Ay est tel que
M1 < A= ...= /\k+h < >\k+h+1; (249)

pour un h € N, alors ’ensemble de toutes les fonctions propres associées a Ay, est span{eg, ..., €xin}-

PREUVE. Si A\ est tel que \p_1 < A\p = ... = Mgan < Agane1, pour un h € N; alors on sait,
d’apres la proposition que chaque élément de span{ey,...,ex p} est une fonction propre
du probleme correspondant a A\ = -+ = Agip.

Inversement, soit ¢ #Z 0 une fonction propre correspondant a Ay montrons qu’elle appartient a

span {ey, . .., exrn}. Pour cela on écrit
X5(9) = span {ex, . .., exsn} & (span {eg, . .., exen}) "
donc ¢ = ¢y + @9, avec
o1 € span{eg, ..., exin} et ¢Pg € (span{ey, ... ,(3k+h}»)L ) (2.50)

En particulier,
(¢1, ¢2>X5(Q) =0 (2.51)
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Vu que ¢ est une fonction propre correspondant a A, nous pouvons écrire (2.6) pour ¢ et la
tester par rapport a ¢ elle-méme. En vertu de (2.51]), on obtient

MellolZa ) = Molls0) = Nl 5s o) + N2l 5s - (2.52)
De plus, d’apres la proposition 2.9, nous savons que ey, ..., ex;, sont des fonctions propres
associées a A\, = -+ = A\pyp, donc ¢; est aussi une fonction propre associée a .

Par conséquent, nous pouvons écrire (2.6)) pour ¢, et la tester par rapport a ¢,. Ainsi, en vertu

de (2.51]), on obtient
C(d,s)

" / 61 (2) () dz =

/Q 61(2) () =

2 2 2
||¢||%2(Q) = [|¢1 + 2ll12(0) = lI91ll12(0) + |21l 220 - (2.53)

<¢1a ¢2>X§(Q) =0

c’est-a-dire
et donc,

On écrit maintenant
k+h

o1 = Z Ci€;
i=k

avec ¢; € R. On utilise I'orthogonalité de la proposition et (2.44]) pour obtenir

kth kth kth
2
o1l @) = ZC?HM’H X)) = ZC?)% = )\kZC? = A [[011172(q) - (2.54)
ik ik i—k

Maintenant, nous utilisons le fait que ¢; et ¢ sont des fonctions propres associées a A, nous
déduisons que ¢y est également une fonction propre correspondant a A;. Par conséquent, en
utilisant (2.49)) et le lemme , on conclut que

(¢2, €1>Xg(ﬂ) == (¢, 6k71>xg(9) = 0.

Ce résultat et la relation (2.50) impliquent que

¢y € (span{er, ... expn})” = Prinit. (2.55)

Nous montrons que

Supposons par I'absurde que ¢, Z 0, d’apres et -,

SR %dmdy

A < A = min
g Frht u€Pk 11\ (0} fQ |U |2dﬂ3
|p2 () y)?
fRann Wd:cdy (2.57)
B fQ ’¢2 | dx
1162l

2
[02172(q)
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On utilise donc (2.52)), (2.53)), (2.54) et (2.57]) pour calculer

MellolZa ) = Ml @) + 2lll; @
2 2
> M l[01l720) + Ak 1021720
= Mol 22 )-

C’est une contradiction, donc ¢9 = 0.

De ([2.50) et (2.56|), on obtient que
¢ = ¢1 € span{eg,...,Crin} -

Ce qui acheve la preuve de la proposition [2.11] m



Chapitre 3

Estimation des premieres valeurs
propres du Laplacien fractionnaire et
applications

Dans ce chapitre, on calcule le Laplacien fractionnaire —(—A)® pour les fonctions de la forme
u(z) = (1—|z|*)k et v(z) = z4u(z). Comme application, on estime les premieres valeurs propres

du Laplacien fractionnaire dans une boule de R?. Ce chapitre est basé sur les résultats de [5)].

3.1 Définitions de base

Pour commencer, nous rappelons quelques concepts de base que nous utiliserons dans ce cha-

pitre, notamment la fonction gamma, la fonction béta et la fonction hypergéométrique de Gauss.

3.1.1 Fonction Gamma

Définition 3.1 La fonction gamma, notée par I'(z), est définie par
+0o0
['(z) = / t*~te tdt Re(z) > 0. (3.1)
0

L’intégrale converge absolument pour Re(z) > 0.

Propriétés : (voir par exemple [7])

La fonction gamma vérifie les propriétés suivantes :

1. I'(z) est définie et analytique dans la région Re(z) > 0.

2.'(n+1) =n! pour n € N.

3. '(z+1) = zI'(2) (equation fonctionnelle)

4.T(z4+n)=z2z+1)(z+2)...(z+n—1I'(2).

5. La fonction gamma peut étre prolongée analytiquement & étre une fonction méromorphell]
sur tout le plan complexe avec des poles simples en 0, —1, —2, . ... Les résidus sont

()"

m!

Res(I'(z), —m) =

1. holomorphe dans tout le plan complexe, sauf sur un ensemble de points isolés dont chacun est un pole
pour la fonction.

41
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6. T(3) = /.

7.0(n+ 1) = 1B30nUpy - e N,

8.T(n+3) = —1'4'7'103';;(3"72)F(%), n €N

9. D(n+ 1) = L2239 p(ly -y e N,

10. D(~2) = — ey 270 2L £2, .

IL.T(2)I'(1—2) = Ty 27 0L E2 (la formule de réflexion).

12. T(5)T'(2z) = 227 'T(2)['(z + 3) (la formule de duplication).

13. La fonction z — ﬁ est une fonction entiere possédant des zéros simples aux points z = —n,
n=0,1,2,...

3.1.2 Symbole de Pocchammer

Le symbole de Pochhammer est défini par

n—1

(a)n:a(a+1)(a—|—2)...(a—|—n—1):H(a—i—i), n=12... (3.2)
(a)():l.

Propriétés : (voir par exemple [7])

Le symbole de Pochhammer vérifie les propriétés suivantes :

I'(a+n)
(a)n - F(a) ) (33)
(1), = nl, 3.4
(—a)n = (=1)"(a—n+ 1), 35
2"(a)z (a+3). n=0,24,
(2a)n = { 2”(@)%1 (a + % na n=135 (3.6)
+1
(a)2n = 4" (g)n (a 5 ) , (3.7)
o (ot a\ _ o2nt1 (@ a+1
@ =0 (7)) (145) =20 (5) (S5) (33)
(@+ 1= (1+2) (@, (3.9)
(@sr = (n+ @)(a)n = ala+ 1), (3.10)
(@ntm = (@)n(a+n)p, (3.11)
(@) [ (a+m)p_m n>m
(a)m - { (a+n1)m_n n<m (312)
3.1.3 Fonction Béta
Définition 3.2 La fonction béta, notée par B(p,q), est définie par
1
B(p,q) = / P71 — 2)T Re(p) > 0, Re(q) > 0. (3.13)
0

ou p et q sont des nombres complexes.



3.1. DEFINITIONS DE BASE 43

Deux autres formes importantes de la fonction béta peuvent étre obtenues par changement de

variable. En substituant = 15 dans (3.13), nous obtenons la premiere forme

Blp,q) = /0 m ﬁdt Re(p) > 0, Re(q) > 0. (3.14)

En substituant 2 = sin? # dans (3.13]), nous obtenons la deuxieme forme

B(p,q) =2 /2 sin? ' fcos® 1 0d)  Re(p) >0, Re(q) > 0. (3.15)
0
Propriétés : (voir par exemple [7])

La fonction béta vérifie les propriétés suivantes :

B(p,q) = B(q,p), (3.16)
B(p+1,9) = %B(p, 9), (3.17)
B(p+k,q) = %B(n a), (3.18)
Ble+Le+1)= (p+q+p;])(p+q)B(p’q)’ (3.19)
B(p,q) = %, (3.20)

(a)n _ B(a+n,b—a)
(b)n B(a,b—a)

La relation (3.20) permet de prolonger B & tous les couples (p,q) de C? dont I'un des deux

(3.21)

n’est pas un entier négatif.
Pour p ¢ Z on a
B(p,—p) = 0. (3.22)

3.1.4 Fonction hypergéométrique de Gauss

Pour a, b, ¢ et z nombres complexes avec ¢ # —1,—2,... et |z] < 1, on définit la fonction

hypergéométrique de Gauss par

o Fi(a,b;c;2) = f (a)n(b)n£. (3.23)

—~ (c)n n!

Le rayon de convergence de (3.23]) est 1 sauf si a ou b est un entier négatif, auquel cas nous

avons un polynome.

Exemple 3.1
(1 —2)"%=9F(a,1;1;2), (3.24)
1 IL+2z\ L 3 ,
ﬁln(l—z)_ZFl (5,1,2,2), (325)
1.3
—ln(l + Z) = 2F1 (—, 1, 5,2’) s (326)

2
1 113
Zarcsinz =oF) [ 2,2 2:22]). 2
S arcsinz = 1(2,2,2,z) (3.27)
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On vérifie facilement que ([3.23)) satisfait 1’équation différentielle linéaire
2(z—=1)y" + ((a+b+ 1)z —c)y + aby = 0. (3.28)

La série converge absolument lorsque |z| < 1 et définit ainsi une fonction o F}(a, b; ¢; 2),
qui est analytique, quand |z| < 1, a condition que ¢ ne soit ni zéro ni un entier négatif. En effet,
c’est la seule solution de I'équation différentielle (3.28)) qui soit analytique au point z = 0 et
prend la valeur 1 a ce point.

La fonction hypergéométrique oF](a,b;c; z) peut étre prolongée analytiquement de plusieurs

manieres équivalentes, dont une maniere consiste a utiliser la représentation intégrale d’Euler :

oFi(a,byc;z) = L(e) )/Olt“_l(l — )71 — 2t)dt (3.29)

Fa)(c—a
(Re(c) > Re(a) > 0; |arg(l —2)| <m—€ (0 < e <)),

ou d’une maniere équivalente

JFy (b 2) = —L\) ) /0 1756—1(1 —1)eb (L — zt) ot (3.30)

INGINCGE
(Re(c) > Re(b) > 0; |arg(l —2)| <7m—€ (0 <e <)),
puisque, par la série (3.23]) on a 1’égalité

2F1(<1, b; c; Z) = 2F1(57G;C; Z)

Nous terminons cette section par citer quelques relations vérifiées par la fonction hypergéométrique
de Gauss (voir par exemple [7]), qui seront d’une grande utilité dans les calculs de la section

suivante, notamment

oFi(a,b;c;2) = (1 — 2) " " Fi(c—a,c— b;c; 2), (3.31)
o1 (a,b;c;2) = (1 —2) "% Fy (c —a,b;c; %) , (3.32)
o
(c—a—1)2F (a,b;¢;2) +asFi(a+ 1,b;¢;2) — (¢ — 1)2Fi(a,b;¢ — 1;2) = 0. (3.33)

3.2 Le Laplacien fractionnaire des fonctions u(z) = (1 —
2P)% et v(x) = zqu(z)

On considere 'opérateur laplacien fractionnaire donnée par

u(y) — u(z)

Asu = —(=A)*u = C(d,s) lim Y|4+

e—=0F RiN{|y—z|>¢} ’LC—

(3.34)

ou osrd
AST (2514

C(d,s) = Sd(—Q)

m2['(1 — s)

Dans cette section on essaye de démontrer le théoreme suivant :
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Théoreme 3.1 Soitd>1,0<s<1etp>—1. On définit

u (@) = (1= [, =R, (3.35)
vi?(2) = (1= |2z, = €R (3.36)

C(d, s)B(—s,p+ 1)7%/? d d

d ? ) . .
L) (z) = ) 2 Fy <s+ —,—p+8,§,x> (3.37)

Siz e R et |z| <1, alors
s, (d d

Atug (z) = D (|f?), (3.38)
Asvl()d) () = xd¢>éflj2)(]x\2). (3.39)

3.2.1 Cas unidimensionnel d =1 :

Pour démontrer le théoréme 3.1 pour d = 1, nous avons besoin de démontrer les trois lemmes

suivants :

Lemme 3.1 Sip>—1,0<s<1etz€]—1,1[, alors

1 2s—m—2
' (1 —tx) P—1 9
Ln(p) := P. v./1 Tz (1— )P dt

1 1
:B(—s,p—l—l) (2F1<—s,p+m—§—s;§;$2>—1), (3.40)

oum=1 oum=2.

PREUVE. Sip=s—1, d’apres (3.22)), la fonction béta du membre de droite de (3.40)) est nulle

et le résultat est évident. On suppose que p # s — 1, nous avons

1 25—m—2
(1 —tx) P—1 9
I, (p) = P.V./_1 e (1 —t*Pdt

On sait d’apres [B.24) que (1 — £z)2 ™2 = 3% (2p + m — 2s), L2 k, * donc :

I,(p) = P.V. /

2p +m — 28)(to)k
el |12

(2p + m — 28)op4 (t2) ! 2
- P.V./ Z SIS (1—#)dt

(1 —t*)Pdt

1 k=0
(2p + m — 28)9(tz)** 5
+P.V./ Z I (1 —t2)Pdt
1 k=1
(2p +m — 28)gx(tx)?* 5
=21 1—t*)Pdt
Jim | ; o (1)

1
— 2 lim Z (2p +m — 28)(t)™ (1—)Pdt—2 lim [ t7172(1— )P dt

e—0t 2]{3 | ¢1+2s e—=0t J.
< (2p+m —2s)yBlk—s,p+1
2%
:<Z 5 r )—B(—s,p—i—l)

k=0
=: Sm—B<—s,p—|—1>.
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Ici (a), est le symbole de Pochhammer. En vertu de (3.6) on observe que
1
(2p + m — 25)ay, = 228 (p—k@—s)k(ijE—s) , (3.41)
k

et, par la formule de duplication,

220 1T ()T (z + 1/2)

I'(2z) = 3.42
(22) s (3.42)
appliquée a 2x =2k + 1, on a
(2k)! = 2% (1) k! (3.43)
On a aussi, en vertu de (3.18])
(—=5);
B(k=sp+1) = ——2b—B(-sp+1). 3.44
(p+1-s), ( )

Ainsi, en utilisant (3.41), (3.43)) et (3.44]), on obtient

_ - (_S)k<p+%_3)k<p+m7+1_s)k 2%
Sm—B(—s,pH)]; TR O 22,

Pour m =1 ou m = 2, le facteur (p + 1 — s), dans le dénominateur se simplifie avec I'un des

termes du numérateur, et le résultat s’ensuit. m
Lemme 3.2 Sip>—1,0<s<1, ona

P.V./lde:%[1—(p—|—1—5)B(p+1,1—8)],

1 ‘UJ‘1+2S

et

P.V./1 (1_wx>28_1_1dw:1—i<1—x>28—2—1s<1+:v)28.

) |w]1+2s s 9s

PREUVE. On a, en changeant la variable ¢+ = w? puis en intégrant par parties,

1 _ 2\p __
]::P.V./ Q-wyr—1,

1 |w|1+28
1 2
1-— P—1
=2 lim & dw
e—=0t J. wlt2s

1 1 1
=2 lim (—/ (1 —t)Pt 1 75[(1 — t) + 1] dt—/ w1 dw)
e—0t \ 2 e2 c

1 I
= lim (—(1 — ghyptlg=2s ]i/ (1 —t)Pt—*dt

e—0t \ ' S S 2

1 1 —2s
+/(1—t)ptsdt+——€ )
e2 S S

Il est facile de voir que

0t \ S s es0t S g2

—2s
lim (1(1 — ghyptlegm2s 5—) = lim
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Ainsi
1

S

I 1—(p+1—95)B(p+1,1—s)].

Maintenant pour la deuxieme intégrale

J:=P.V. /1 (Lowa) =1 (J.(z) + J.(—2)),

1 ’w | 1+2s 54)0-&-

ou

1 /1 2s 1 25 g7 _ ]
(o) 0
2s \¢e 2s 2s

Par la regle de I’'Hopital, nous constatons que

J 1 1 <1 )28 1 <1+ )28
=-——(1-2) —— x) .
s 2s 2s

]
o by [ B0
o ly e
Lemme 3.3 [6] Soit p > —1 et uy(z) = (1 —2*)f. Pour 0 <s<1lona
Luy(z) = % ((1 — o)+ (1+2)*-2(p+1-5)Blp+1,1—-5)+ 25]1(]9)) :

ou I1(p) est donné par (3.40)).

PREUVE. On a, pour z €] — 1, 1],

Luy(z) = P.V. /1 (1—y?)P —(1—a?)P

L g

dy.

Nous changeons la variable de la maniere suivante

_r"y.
o l—ay’
| ‘
(1 —zw)?’
w(l —2?%)

w = p(y) : y = p(w);

¢'(w) =

)

wx — 1
(1 —2)(1 — w?)
(wz — 1)?

1—9° =
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On obtient

Lup(a:) =(1- x2)p*28P.V. /_1 (1-— w2)p - (1- wI)Qp

(1 — wx)* 1% dw

|w|1+25
1 2 1 2s—1
Y (1 —w?)? -1 (1 —wx) -1

= (1 - J;z)P 2 P.V. / MT dw — P.V. |w|1+25 dw (345)

-1 -1
1 1— 25—1-2p __ 1
+ P.V./ ( w|:2|1+28 (1 —w*)Pdw|.
-1

= (1 —2?)P2 [I —J+ Li(p)

avec

L1 —w?)P -1
I = PV. | —— 2 ——4d
/_1 ‘wll—l—Qs w

1 (1 o wl‘)QS_l . 1
J = PV. d
11 w2z

et le lemme est prouvé en utilisant le lemme ]
Dans le théoreme suivant, nous prouvons le théoreme pour d = 1.

Théoréme 3.2 Soit p > —1, u,(z) = (1 — 2?)%, et v,(z) = (1 — 2?)% pour z € R. Pour
O<s<letxel—1,1ona

L Auy(a) = O 8)B( —s.p+1)aFi (—s.p+ % s %; Y- (346)

:C’(l,s)B(—s,p—l—1>2F1<s+%,—p+8;%;x2>. (3.47)

2. Au,(z) = 0(1,5)3( —s,p+ 1)(2s+ 1) (3.48)
X 2F1< —$,p+ g — s g;x2>x(1 — )P

= C(1, s)B( —s,p+ 1) (2s+1) oFy (s + g, —p+s; g; a:2>:c. (3.49)

PREUVE. 1. Nous prouvons pour d = 1.

C(1,s) ' A%uy(z) = PV, /1 (1=y)r— (1= 2% dy — Up(x)/ W

1 |y — |1+ \]—-1,1[ |y — x|+

- st -5 (e )

= Luy(z) — (S e ((1 —)*+ (1+ x)%) .

2s

On rappelle, du lemme [3.3] la formule suivante

(1 - x2)p—2s

Lu,(x) = 5 ((1 —2)* 4+ (1 +2)*

—2(p+1 —S)B(p+1,1—s)—|—2311(p)>, (3.50)



3.2. LE LAPLACIEN FRACTIONNAIRE DES FONCTIONS u(z) = (1—|z|?)%. ET v(z) = xqu(z) 49

ou I1(p) est donné par (3.40)).
Par (p+1—s)B(p+1,1—s)=—sB(p+1,—s) et le Lemme [3.1]

ship)—(p+1—3s)B(p+1,1—15)

1 1
:SB(—s,p—i— 1>2F1(—s,p+§—s;§;x2>.

Cela prouve (3.46|). La formule (3.47)) découle de (3.31)).
2. Maintenant, nous prouvons (3.39) pour d = 1. On écrit

C(1,s) ' A%v,(z)

1 2 2
y(1—y°)P — (1 —2%)? / dy
=PV. / dy — v,(x _
-1 »(7) R\]—1,1] ly — x|t+2s

ly — x|+
ey, [ (L
. ly — x|+ 25 \(z+1)»  (1—xz)

== Upz(:) ((x +11)28 e —155)%) |

Pour évaluer I, on change la variable en ¢t = f_—_xyy, (voir la preuve du lemme . On obtient

= (122 2PYV. /_11 (1—2)P(z _’;)l;sx(l ke (1 oy g
= (1—a*)""* |2P.V. /_ 11 G m@;;ﬂ “Laepa
+ PV, / |t|tf+z — dt+ PV, / |t’;’;f>2“ dt
~PV. / 1 S )pﬁmf o) i dt].

On a d’apres le lemme

P.V./l%dt:é[l—(p—l—l—s)B(p—Fl,l—s)],

B
1 2s—1
1— (1 tx) 1 2 1 2 1
P.V. dt = (1 _ ) (1 ) _Z
/_1 |t|1+2s 2s t) T 25 e s

D’apres le lemme on obtient

1 1— 25—2p—2 __ 1
PV. / (1 - te) (1— 27 di = L(p)

1 |t’1+25

3 1
:B(—s,p—irl) (2F1<—s,p—|—§—s;§;x2> —1).
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Pourp#s—1ona

1 1 — 2\p 1 — 25—2p—2
K::P.V./ (1= )¢l — tz) di

. ]2
1 2 0o
(1 —¢t*)Pt (2p+ 2 — 29 5
= P.V./1 s g u (tz)"dt
- k=0

. (1 —2%)"t (2p + 2 — 28)p41 2k+1
= E 2 lim / [ k1) (tx)* 1 at

(2p +2 — 28)ap41 2k+1
(2k + 1)!

= Blp+Lk+1-5)

En utilisant la formule de duplication (3.42)) pour x = k + 1, on obtient
(2k + 1)1 = 2241 (1) 1k
On a aussi, par (3.8]),

3
(2]9 + 2 — 28)2k+1 = 22k+1(p +1-— s)k+1(p + 5 — S)k ,

et, par "

(—8)kt1

- +

Ainsi

(=8)ks1(p + % - S)kxzkﬂ_

k=0 (%)Hlk!
> (1 -— 4+ 3
a3 A,
k=0 (§>kk
3 3
:_253<—5,P+1>1"2F1<1—s,p+§—s;g;x).

Ceci est également valable pour p = s — 1, puisque dans ce cas on a K = (. Ainsi,

Asu,(z) = C(1, s)B( —sp+ 1) (1— 222y

3 1 3 3
X (2F1<—S,p+§—8;§;x2) + 2s 2F1<1—8,p+§—8,§,$2))

La formule (3.48) découle de (3.33)), et (3.49) est alors une conséquence de (3.31)). m

Exemple 3.2 Le calcul de A’u, et A°v, pourp=setp=s+1.
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e Pourp=sona

Atug(z) = A1 — 2?)%

I 1
= C(l,S)B(— S,8 + 1>2F1(S+ §,O,§,$2>

ST (37) D(=)l(s + 1) i (5 + 5)s(0)k 2
ml(l—s) @A) “= (5 K
_ —4*730(2s)  T(—s)T
B 721 (—s)225-1T(s) I'(1)
B —4572D(2s)  T(—s)s
- ral(—s)22-10(s)  D(1)
=-I'(2s+1).

Avs(z) = APz (1 — 2°)%,

= C(1, s)B< — 5,5+ 1)(25 +1) oF (s + 2,0; ;;xz)x
_ AT (35 T(=)l(s + 1) <X (54 3)e(0)x 2
B W%I‘(l ) ['(1) (2s+1) kzzo (2) v

= —4'mil(2s)  D(=9)l(s+1) (2s+1)x (car: (0),=0sik>1)

T3 (—5)225-10(s) I'(1)
 —4mal(25)  T(—s)sI(s) ) N
omal(—s)22-1T(s) (1) (25 +1)

= —I'(2s + 2)z.

e Pourp=s+1ona

Atugii () = A%(1 — 2?)5H

3 3
= C’(l,s)B( — 8,8+ 2)(25 +1) oFy <s + 2 —1; §;x2>x

_ 4T (357) D(=9)l (s +2) <X (s + Bu(=1)e 2%
Ty e LT W

_ —4mT(2s) T(=s)T(s+2) . 5)a?
ot O (1—(1+2s)2?)

(car : (1), =0 sik>2)
= —T(2s+ 1)(s + 1)(1 — (1 + 2s)2?).
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Afvgii(x) = A%z(1 — 2*)5

= C(l,s)B( — 5,8+ 2) (25 + 1)oF4 (s + §, —1; ;;x2>x

2
sS4 () T(—s)D(s +2) . o (s + e(=Dy
“riy T@ TV @ R

_ —4meT(2s)  T(=s)T(s +2)
m2(—s)225-1T(s) I'(2)

_ —W(s ~ (34 290

3.2.2 Cas multidimensionnel d > 1 :
Rappelons que u” (z) = u,(|z|) pour = € RY, avec u,(t) = (1 —2)7, ¢ € R. Soit 54 = {z €

R?: |z| = 1}, la sphere unité dans R

Lemme 3.4 Soitd>2,0<s<1letp>—1. SixcR?et|x| <1, alors

C(d, s) _ || hg
AsuD(z) = ’ / 1 —|z|® + |hgz|?)P 5 Asu ( dh. 3.51
D ( ) 20(1,8) Sd—l( | | | d | ) D \/1 — |ZL‘|2 T |hdl‘|2 ( )

(hq dans lintégrale désigne la derniére composante de h € S471.)

PREUVE. Puisque la fonction uéd) est radiale, donc le membre gauche de (3.51]) 'est aussi, ainsi
sans perte de généralité on peut supposer que xz = (0,0,...,0,|z|).

Pour |z| < 1 on a, en utilisant les coordonnées polaires y = z + tw, t > 0, w € S471,

uf ) = (= Py

Asufod) (x) =C(d,s)P.V.

Rd |x - y|d+2s
+oo , (d) (d)
up (T +tw) —up () d—1
=C(d,s) /Sd_l de.V./O pERCE e dt
oo (d d
_cs) [ awpv. [ u @+ ) — ()
- 9 a1 cve 0 t1+25
_Cd,s) / JuPV /+°° s (x4 tw) — ul? (:c)dt
2 Sdfl ' ' 0 t1+28
+oo , (d) _ (d)
+ / dwP.V. / W (Tt tw) —uy (2)
gd-1 0 t1+28

Dans la deuxieme intégrale on effectue le changement de variable w = —h et en utilisant le fait
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que dw est invariante par symétrie sur S¢~!, on obtient

+oo , (d) (@
ASUZ()d)(x) = —C<d’ °) [/Sd_l de.V./O (¥4 te) — uy (x)dt

2 t1+2s
+o0 , (d) _ _ (d)
+ / dhP.V. / up (= th) Zuy (1) 4,
gd—1 0 t1+2s
+o0 , (d) _ (d)
_ C(d,s) / th.V./ up (z +th) — up (:U)dt
2 Sd—1 0 t1+28
0wl (z + th) — ul(2)
+ / dhP.V. / - ——dt
Sd—1 —00 (_t)1+28
(d) 2
—(1— P
2 Jsam R £tz
On calcule I'intégrale de la valeur principale (intérieure) en changeant la variable t = —|x|hq +

ry/|haz]? — |z|? + 1. On obtient

WD (z+ ht) = (1 — |z]?)P
WH-QS

dt

g(x,h) = P.V./

R
— PV / (1 =7r2)P(1 = |z]* + |hgx|*)? — (1 — |2[*)P
e | = alhg 4/ Thax P = T2 + 1)1

h 2
(1) = (1= s iap)”

\/|hdx|2 — |z 4+ 1dr

— (- P+ |hdx|2)p‘5P.V./

R|r— |z|ha |1+2s
v/ 1=1z]2+|hgz|?
h
= (1= [o + Py O 0) 7 Ay ()
VLol + [P

Lemme 3.5 On a

d—1
o 1 i
Flah) dh = 277 _ / Flah?)(1 — )" dn (3.52)
Gd—1 F(%) -1
ou o € R et f est une fonction quelconque pour laquelle les intégrales sont absolument conver-
gentes.
PREUVE.

Soit ¢! = {h € S9! hy; > 0} alors le membre gauche de (3.52) peut s’écrire sous la forme

flahg) dh=2 [ f(ah}) dh.

§d-1 s

Posons h = (h,hg) € ST, ott h = (hy, ha, ..., hg_1). Alors pour h € S¢" on a

hdz\/1—(h‘f‘+hg+...+h3,l):\/1—|f3|2.
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Ainsi
Oha\* Oha\” ohg \? -
B2 dh:2/ ah 1+( > +(—> o+ dh
[ fenyn=2 [ s d>\/ Tha) sy (O b
—2 [ flalt - [RP)——— di
|h|<1 1— |h|2
1 =2
= 2Ld2 </O f(a(l — 7"2))m d?") dO’ ( en paSSant
en coordonnées polaires.)
=a 1 d-3
=2 27Td ) / fla(l— 7"2))T—2 rdr
(&) b
el 1
22 [ pant)a - 1) d
F<ﬂ> 0
2
[ ]

Preuve de la formule (3.38) du Théoreme pour d > 1.
On a, selon le Théoréme et le Lemme

Rt bt o )
Asu(d)($) _ C(d7 S)B<_Svp+ 1) / 271 2 P 27 1=|z|?+[hqz|? dh
P 2 gd—1 (1 — |z|]? + |hgx|?)—Pts
C(d,s)B(—s,p+1)
= 2 Isdfl.

On transforme la fonction de I'intégrande en utilisant (3.32]),

Fils+i —pa+ 1. laPPhg F + g L z2hg
2’1\ S 29 p S5 2; 1— |x|2+|hdz\2 B 2471 -p S5 PR |x\2 1
(1= [z + [hqx[?) P+ B (1 — |a]?) P

D’apres le lemme (3.5, on a

1. |z*h2
2F1( =5, —p+ 855 pmt
Isd—l :/ dh
Sd 1

d—1
27 (1 — |z|?)p— [* |z|2h? 9\ d=3
- F (— — ) 1— 125 dn.
r(4) /12 TPy | 2 -1 ( )

Soit
1 1 h2
¢(z)=/2F1(—s,—p+s; Z_1>(1—h2) dh, z€C,|z| <1.

1 2 2

¢ {20 ]2 <1}
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Pour |z] < %, on calcule I'intégrale définissant ¢ en utilisant le développement en série entiere,

1

—~L(=s+ k) (=p+s+k) I'(3) =\ 2k 2\ 452
¢<2):Z L(=s) T(-p+s) T(5+k)k! (z—l) /_lh (1= ")z dh

_Fd_El)F(%)iF(—SJrk)F(—ererk) (%) (Z )k
D) & T Tlp+s) DE+RE \z-1
LTG5 d =

= Fg) 2F1<—S,—p—|—s,§’z_1)

Dans la derniere ligne, on a utilisé (3.32). Les fonctions ¢ et 1 sont toutes deux analytiques
dans le disque unité, donc ¢(z) = 1(z) pour tout |z| < 1. On pose z = |z|? et la preuve est

terminée.
Lemme 3.6 Soitd>2,0<s<1letp>—1.Sze€R?et|z]| <1, alors

Asvl()d)(x) = disuI(,d) (x) (3.53)
C(d, S) p— 1/2 <h7 I>
S S _ AS
+ 200 s) /Sdl TP ha (T A%, — (h, z) A°uy) T dh,

ouT =T(x,h)=1—|z|> + (h,x)>.

PREUVE. On a pour |z| < 1,

s,,(d) _ p
Aty (r) = C(d, s)P.V. g dy
~ CO(d,s) PV v](gd) (x + ht) — v,(gd)(:v) gt di
2 gi-1 Jr |¢|1+2s '

On calcule 'intégrale de la valeur principale en changeant la variable ¢t = —(h, z) + r/T. On
obtient
o (x4 ht) — o (2)

|12

o(z,h) = P.V./

R
_ 2.2\Pp _ _ _ 2\p
_ P.V./ (1 —72)2TP(2q — halh, ) + harVT) — (1 — |2|>)P2y ST dr
R | — (h,z) + rV/T|1+2
_prepy / (1 — 2" (2q — halh, z) + har/T) — (1 — 222y,
R

h’
I — <_\/%>|1+25

(L= — (1= Oy

dr

=77~ halh. )P [ T
JT
_ p2\P . _ <h7x>2 p<h71’>
TPV PV SOkl ik St i )
ar- v & |S_M’1+23
JT

s (50) s (83),
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Le résultat découle du lemme [3.4m
Preuve de la formule (3.39) du théoreme pour d > 1.
On peut supposer que x # 0, puisque pour z = 0 on a vz(fl) () = z4(1 — |z|*)}. = 0 et donc

ya(1 — |y|*)

P
Asv[()d) (x) =C(d,s) lim = T dy =0,
y S

e20% JRin(|y|>e}

et la formule (3.39)) est vérifice.
On note T'=T(z,h) =1 — |z|* + (h,z)?. D’apres le Théoreme [3.2] et le Lemme

C(d,s)B(—s,p+1) "
2

X / halh, 2)TP=F(z, ) dh,
Sd—1

Asvéd) (x) = diSu]gd) (x)+

ou

3 3 (h,x)? 1 1 (h,
F("””?h):(25+1)2F1(5+§=—p+s;§$< o >—2F1<8+§=—p+8;—;< 7@ )

On transforme F'(x,h) en utilisant (3.33)) et (3.32)),

1 3 (h,x)?
F ah = 2s- F( ar y = ’ )
(x,h) =25 st Prsgi—F

L—]z\"° 3 (h,z)?
=2 F(l— ,— =y = )
S< T ) TS TP S e

Alinsi,

/ halh, 2YT"=F (z, h) dh
gd—1

3 (h,)?
ool [ m (- B ) an
=:25(1 — |2|?)P 5 Iga-1.
Observons que
f1(<h7 61>)f2(<h7 62>> dh = fl(<h7 62>)f2<<h’ 61>) dh,

gd—1 gd—1

ou fi et fi sont des fonctions quelconques pour lesquelles les intégrales ont un sens. En utilisant

cette observation pour e; = ‘i—| et e = (0,...,0,1), on obtient

D’apres le lemme (3.5, on a

2T 1y /1 3 Rz

[Sd—l — —
F(d 1)
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Soit
3 h’z

1
— _ _ 2 2
¢(2)—/_12F1<1 s, p+$22_ )h( h) dh 2e€C,lz] < 1.

Comme dans la preuve de la formule (3.38)), on observe que ¢ est analytique dans le disque
unité, et on calcule ¢(z) pour |z| < % en utilisant le développement en série entiere,

o0

o
o

—
g

(L= s)u(=p+ s)T'(5) ( z

k
R22(1 — B2 dh
T(k+2)k! z— 1) (1 )

L k=0
_rOrED) i (1= s)k(=p+s)l'(5+1) ( 2 )’“ "
r(§+1) T(k+ £+ 1)k! z—1
FET(EE) d =z
= Fll—s — -1 Z. .
rZ+1) ° (15 pslegi=)

1

Puisque la fonction de la derniere ligne est analytique dans le disque unité (notez que R 5

si |z| < 1), on conclut que

d
224 d |z)?
J,Z—F(1 p+sil —)
gd—1 F(g+1)21 S, p+8 +2||2_1
7Td/2d d d
:—F<s—|— ,—p+s; 1+ — :1:)1—1:2’1’*5.
11(1+2)21 9 p H( ||)

Dans la derniere ligne, on a utilisé (3.32)). Par (3.33) on obtient

C(d,s)n¥?B(—s,p+ 1) d d |
F . o« .
T(d/2) oFi(s+ 5t s gilel)
2s d d
+EQF1<3+27 —pts; 1+ ;7| ))
C(d, s)m"*B(—s,p +1)(2s + d)
0 (d/2)
25 +d+2
ZFl(T’

Asvl(jd)(x) =

:l‘d
d
—p+s 1+ ;|| )

Exemple 3.3 Le calcul de Asué, et Asvp pourp=setp=s+1.

e Pourp=sona

Al (@) = AL~ [2]?)}

C(d,s)B(—s,s+ 1)r2 d _d .
r'(d) 2F1(8+§,0,§,|x| )
ST (3) D)5 + Drd X 5+ Du(0)eaf*
mT(1—s)  D(ETQA) (4 Kl

(car : (0),=0sik>1)

= —2%T(s+ 1)l (g + s> r (g)_l : (3.54)
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A D (z) = A*(1 — |2]?) 524
42 3(_
C(d, s)m?B(—s,s + 1)(2s + d) , 1(28+d—|—270; L+ c_i; mz)
dar(d/2) 2 2
SA°T (25) /2T (—s)D(s + 1)(25 + d) &3 (2452),(0), Jof*
dT'(d/2)7%/2T (1 — s)['(1) (1+9), K

—4°T (Z14) I(s + 1) 25 ‘
( 24%(4) 2 (car : (0),=0sik>1)
2+ \2

’ d d -
= -2"T(s+ 1)l 5+s+1 r §+1 4.

:ch

= l’d
k=0

:xd

e Pourp=s+1ona

AUl () = A%(1 — [z P)sH

C(d,s)B(—s, s + 2)r2 d d o
F(g) 2 1<S+27 727|I|
_ s4°T (25;‘1) L(—=s)I'(s + 2)7Td/2 = (s + g>k<_1)k |{L“|2k
7420 (1 — s) r'(2)r(4) P (9) k!

—4°T (&) I(s + 2) 2s
= 1— (14 =)|z|?
(car : (=1), =0 sik>2)
d d\ ™' 2
= 2% (s+2)T (5 + s) r (5) (1—-(1+ Es)|w|2), (3.55)
Asy@ (z) = A%(1 — ‘x’2)s+lx
s+1 + *d
C(d, s)7¥?B(—s,s +2)(2s + d) 2s+d+2 d o
d r(d/2) 2 1( ;g >
ST () D 9D(s + 29n82(s 4 d) X () (1) o
72T (1 — s) I'(2) dr'(%) — (149 k!
457 2s+d I(s4+2 2s+d 9
= Td ( 2d) d(s " (1_(1+ - )|$|2>
213 d+2

(car : (=1),=0sik>2)
d d ! 25
__ __92s - e _ 2
= -2 F(s+2)F(2+S+1)F(2+1) (1 (1—|—d+2)]9c\ )xd.

3.3 Estimation des premieres valeurs propres du Lapla-
cien fractionnaire

Soit B = B;d) = {x € R?: |z| < 1} la boule unité dans R?. Rappelons que I'espace de Sobolev
X8(B) est donné par

X§(B) := {u € H*(R?); u=0p.p.dansR?\ B} (3.56)
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muni de la norme

B () — u(y)[? 2
Hulllxz5) = (/Rded o= g dxdy | . (3.57)
Fosons Cd,s) [ (ule) — u(y))? C(d,s)
. Cla,s) u(z) —u(y _ .S )
e = =G0 [ S ey = Sy
et
C(d,
E(u,v) = (2 ) (%U)xg(B)
) (ulz) — uly))(o(z) — v(y)) s
- 2 /Rded |x — y|d+25 dx dy’ u,v € XO(B)'

Remarque 3.1 On remarque que pour les fonctions u dans X3 (B) on a
E(u) = —/ ulA*udz, (3.58)
B

en effet, Yu € X‘a(B),

rRd JRd
d s) Yu(y)
= d dy dzd
[/Rd /Rd !90 — !d“S /Rd /Rd !l’ - !CMS }

Par le théoréme de Fubini

ct = 2 [ ([ ) o
oo ([ ) o
= SO [ uto ([ M Y as

_ /R uly) ( /R d uX |}|yj+;“(y)dx> dy} |

En changeant le role entre x et y dans la seconde intégrale, on obtient

Eu) = @ /R u(e) < /R d 2u(z) = ”(""TY"dQS‘ ulY + y>dY> dx

= —/uAsud:I;.
B

En particulier est valable pour u(z) = (1 — |z*)! avec p > s.

Pour mettre en évidence les applications du Théoreme |3.1, on considere le probleme spectral

de trouver les fonctions e dans X (B) tel que
Eleg) = A [ elalgla)da. g€ X3(B). (3.59)
B

i.e. la formulation faible du probleme aux valeurs propres A’e = —A\e. On sait, d’apres la
proposition [2.10} qu’il existe une base orthonormée de L?(B) C L*(R?), constituée des fonctions
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propres e, €s, €3, ... avec les valeurs propres correspondantes 0 < A\; < Ay < A3 < .... Cela
signifie que e = e, et A = ), satisfont (3.59). Notons que ces fonctions propres sont dans
X5(B), et qu'on a Afe,, = —\,e, sur B au sens de la définition (3.34). Lorsqu’il y a un risque
de confusion, on écrit la dimension de I’espace sous-jacent en exposant, c¢’est-a-dire qu’on écrit
)\(d) A (d)

n  pour A, et ey’ pour e,.
Le calcul des fonctions puissance donné par le Théoreme peut étre utilisé pour étudier les

fonctions propres du laplacien fractionnaire dans la boule unité.

Remarque 3.2 Les valeurs propres Ay, s, ...ne sont pas connues explicitement méme dans

le cas o d =1 et B =] — 1,1] (elles sont connues uniquement dans le cas d =1 et s =1).

Soit A, le plus petit nombre tel qu’il existe une fonction propre e, qui est antisymétrique,
e.(—x) = —e.(x), et dont la valeur propre est A,. Il est conjecturé, mais cela n’a pas encore été
prouvé pour tout s dans |0, 1] et d, que A, = A\y. Dans le cas classique (s = 1), et aussi dans le

cas unidimensionnel pour s > % ,on a bien A, = .

Remarque 3.3 Notons qu’il existe toujours une fonction propre antisymétrique. En effet, il
existe une fonction propre non symétrique e, et on peut mettre é(x) = e(x) — e(—x), qui est

une fonction propre antisymétrique ayant la méme valeur propre que e
A’é(x) = A’e(x) — A’e(—x)

= —Xe(z) + Ae(—x)
= —Xé(x), Vo € B.

La similarité entre (3.38]) et (3.39) nous amene a conjecturer que D = )\gd+2), pour la prouver

nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.7 On a

[ aitiahde =5 [ ollel) de (3.60)

2m Jpla+

pour toute fonction ¢ pour laquelle les intégrales sont absolument convergentes.

PREUVE. On rappelle la notation S = {z € R?: |z| = 1} pour la sphere unité dans R,

et la formule pour son aire, wy_1 = |S(d71 | = 2721//22 On a
1 97 /2 1
: -7 2 = d+1
/B§d> q@(|z]) dz = /  laPolal) do = Sy /0 rL () dr
’S d+1)‘ / . 1
olr 27r BT+ ¢(|z]) dz
[

Proposition 3.1 A9 = /\5d+2).
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PREUVE. On considere un sous-espace vectoriel Rgo C LQ(BEd”)) composé de toutes les fonc-

tions radiales, et un sous-espace vectoriel Ay = {f : f(x) = z49(x) pour certaine fonction radiale g €
LA(B)} de L2(B?). Soit T un opérateur défini par

(TH)(xr,. .. 2q) = V2raaf(x1,...,24,0,0), f € RysoC(B?).

Par le lemme on obtient que |’TfHL2(B§d)) =
isométrie de Ryyo dans Ag. Soit G I'opérateur de Green c’est-a-dire un opérateur borné sur

{f e L>(RY) : f=0sur R?\ B D défini par Gae, = en Cet opérateur est I'inverse de A®.

On observe que le diagramme suivant est commutatif

HfHLQ(Bngrz)), donc T peut étre étendu a une

Ri2> f Tfe Aa

Gat2 Gq
T
Gagaf GJT'f

En effet, par et (8.39), il commute pour les fonctions f(z) = (1—|z|*), ou z € B et
n=20,1,2,.... Le sous-espace vectoriel qui est constitué de cet ensemble de fonctions est dense
dans Rg,o. En effet, pour démontrer la densité, il faut prouver que si une fonction continue
sur [0,1] est orthogonale & la famille h,(r) = (1 — 7?)" dans L*([0,1[,r?"!), alors elle est

complétement nulle. Si on considere le changement de variable (1 — r?) = ¢ €]0, 1], alors
/f Yritdr = /f (1=t)2)t"(1 — )2 dt =0 Vn.

Par la densité des monémes on déduit que f((1 —t)z) = 0Vt €]0,1] donc f = 0 sur [0, 1[.

Ainsi, grace a la bornitude de G4, Ggi2, T et T71, le diagramme commute pour tout f € Ryyo.
Donc, on obtient une correspondance bijective entre les fonctions propres radiales de G2 (ou
A?) dans deﬁ) et les fonctions propres r4-antisymétriques de Gy, de plus, les valeurs propres

correspondantes sont les mémes. En particulier, ,\§d+2) = )\id)

3.3.1 Bornes inférieures pour les valeurs propres
Pour estimer la premiere valeur propre nous commencons par prouver les deux lemmes suivants :

Lemme 3.8 Soit
3d — 2+ (4 —d)s — 2s?

Nas =

2(s+1)?
et
Y(x) = (1— ’$|2)i + Nas(1 — |x|2)i+1, r € R
Alors A()
— x
—" 2> lgs, x| <1,
o) =t W
o

22T (s + 1I(2H) (s + 1)(2s + d)(3 — s)
L(5)(3d+ (8 —d)s) '

Hds = (361)
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PREUVE. On a, d’apres et -
—A%P(x)  22T(s+ 1)r(2%l) L+n(s+1)(1— (1+ Z)z)
x) T —[z?) 1+n(1—|z?)

Apres des calculs élémentaires, on obtient

= f(Jz[*).

f'(t) =

22T (s + 1)I(24)s(25 + d) (s + 1)n? (t . (A—d)s+3d—4 )2 .-
dD(4)(1 =)+ (1 + (1 —1))? 3d—2+(4—d)s—2s2) ~

pour ¢ € [0, 1] donc la fonction f est croissante . Par conséquent,

—A(z) | —AW(0)  2¥T(s + DI (s + 1)(2s +d)(3 — 5)
b))~ 9(0) L(5)(3d+ (8 = d)s) '

Lemme 3.9 (Inégalité de Picone) [12] Soit1 une fonction strictement positive dans X3(B).
Alors pour tout u € X3(B), on a

20\ —AY(x) -
E(u) Z/Bu (x)—¢($) dx.

PREUVE. On a

(u(z) —u(y))® + u’(z)
= Y@)(y)lulx)/d(x) = uly)/¢(y)]” = 0. (3.62)

Nous intégrons {D par rapport a la mesure symétrique 1j,_ys|x — y|~9472% dx dy, et on laisse
e — 07. D’apres les calculs ci-dessus,

u(y)) 203 1 Y(x) —Yly)  do
> 1 .
// ’d+2s da; K /u (z) ot ly — x|dt+2s dy P(x)
B {yeB: |y—x|>¢}

Nous sommes maintenant prét a prouver les estimations de A\; et \,.

Proposition 3.2 On a
A > i (3.63)

et
)\* 2 Hd+2,s, (364)

ol fiq,s est défini dans .

PREUVE. Soit 1 comme dans le lemme [3.8] De ce lemme et le lemme on obtient

9, \—A%Y(z)

et donc A; > 4. La deuxieme partie (3.64) découle de la Proposition 3.1 m

dx > udﬁ/ u?(z) du,
B
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3.3.2 Bornes supérieures pour les valeurs propres

D’apres la formule variationnelle (voir Proposition [2.3)), on a pour toute fonction u € X§(B)

E(u)
fB u?dz’

A < (3.65)

/ . . s s . d . . .
Pour u étant une combinaison linéaire de fonctions u§ Jr)s, il est facile de calculer le membre droit

de (3.65]) en utilisant ([3.58]), le Théoreme [3.1] et la formule

d/2 a+d
2|71 — |22 de = — B< ,b+1), a>—d, b>—1.
[ el = e ar = T B (%

En particulier, pour les fonctions de la forme

u(w) = (1—[z[*)3 +n(l = =), (3.66)
on peut trouver explicitement 7 qui minimise le membre droit de (3.65]). Un calcul donne,

Vw4 d*+2d—8s — 125 — 4

min 5 3.67
K 1652 + 245 + 8 (3.67)
ou
w = d* + 8sd® + 8d® + 325°d* + 64sd® + 28d* + 6453d + 192s5%d
+ 1765d + 48d + 64s* + 192s% + 2085 + 965 + 16.
et on a les majorations suivantes :
Proposition 3.3 On a
A < vgs (3.68)

et

>\* S Vd+2,s; (369)

ol Vg s est donné par

_ [ (25 +3+35) s(T(s)?
T s 2 d)2s A+ )T (2) I‘(QS)Bd’S’ (3.70)

avec

By, e 225F2[8(s + 1)%02,;n + 4(s + 1)(2(s + 2) + d)Nmin + (d2 + 6d + 125 + 8) + 4s(d + )]
G (A4 28)[8(s + 1)(25 + D)2, + (4 + 4 + d)[4(25 + 1)1hmin + (45 + 2+ d)]]

(3.71)

Remarque 3.4 Les estimations peuvent étre encore améliorées en utilisant davantage de fonc-

tions uﬁ)s pour définir u. Toutefois, le rapport (3.65|) doit alors étre minimisé numériquement.
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AMpourd=3| A pourd=4| A\ pourd=25

s | Avpourd=11A pourd=2 AMpourd=1] A\, pourd=2| A\, pour d=3
0.9676 1.04874 1.08633 1.1102 1.12756
0.05 0.97273 1.05103 1.09225 1.12093 1.14327
0.94993 1.10549 1.18391 1.23565 1.27419
0.1 0.95764 1.11001 1.19663 1.25927 1.30934
0.96202 1.3313 1.56035 1.72814 1.86169
0.25 0.97029 1.3438 1.60173 1.8092 1.98766
1.15384 1.96349 2.60869 3.15561 3.63636
0.5 1.1578 2.00618 2.75548 3.45616 4.12824
1.58614 3.13569 4.61848 6.03622 7.39626
0.75 1.59751 3.27624 5.06201 6.95522 8.95256
2.01395 4.28394 6.65946 9.07867 11.51297
0.9 2.04876 4.56781 7.50715 10.83601 14.53414
2.19524 4.77496 7.54923 10.43088 13.37504
0.95 2.24409 5.1329 8.60059 12.60997 17.13776

TABLE 3.1 — Bornes inférieures et supérieures pour A\; et \,. Les bornes inférieures du Proposi-
tion sont dans la ligne supérieure. Dans la ligne du bas, nous donnons les bornes supérieures
obtenues par la Proposition



Résumé :
Dans ce mémoire, on donne une caractérisation variationnelle des valeurs propres et des

vecteurs propres du probleme suivant :

(—=A)*u = Au dans 2
u=20 dans R%\ Q,

ot s €]0,1[ et © est un sous-ensemble ouvert, borné de R¢ avec frontiere Lipschitzienne.

On discute de certaines de leurs propriétés telles que la positivité de la premiere fonction
propre, la multiplicité des valeurs propres et la L?-orthonormalité des fonctions propres.

On calcule le Laplacien fractionnaire —(—A)® pour les fonctions de la forme u(x) = (1 —
|z]?)% et v(z) = zqu(z). Comme application, on estime les premiéres valeurs propres du Lapla-

cien fractionnaire dans une boule de R?.

Abstract :

In this dissertation, we give a variational characterization of the eigenvalues and eigenvectors
of the following problem :

(—A)*u=Au inQ
{ u=20 in R\ Q,

where s €]0, 1[ and  is an open, bounded subset of R? with Lipschitzian boundary.

We discuss some of their properties, such as the positivity of the first eigenfunction, the
multiplicity of eigenvalues and the L?-orthonormality of the eigenfunctions.

The fractional Laplacian —(—A)* is calculated for functions of the form u(z) = (1 — |z[*)}.
and v(z) = zqu(x). As an application, we estimate the first eigenvalues of the fractional Lapla-

cian in a R< ball.

65
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