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Introduction

Dans ce mémoire, on aborde l’étude de l’existence des solutions du problème suivant :−div (p(x)∇u(x)) = |u(x)|2
∗−2 u(x) + λf(x) dans Ω

u ∈ H1
0 (Ω)

où Ω est un domaine borné régulier de RN , N ≥ 3, f ∈ H−1, p est un poids positif

donné dans H1(Ω) ∩ C(Ω̄), 2∗ = 2N
N−2

est l’exposant critique de Sobolev pour l’injection

de Sobolev H1
0 (Ω) ⊂ L2∗(Ω) et λ est un paramètre réel.

Le cas où le poids p est une fonction constante a fait l’objet d’intences travaux, je cite

en particulier celui de G. Tarantello [16].

Sous la condition suivante sur f :∫
Ω

fu ≤ CN (‖∇u‖L2)
N+2

2 pour u telle que ‖u‖L2∗ = 1, CN une constante positive,

elle a montré l’existence d’au moins une solution

Lorsque l’inégalité si dessus est stricte, elle a montré l’existence d’une deuxième solu-

tion.

En plus, les deux solutions obtenues sont nonnégatives lorsque f est nonnégative.

La question soulevé dans ce mémoire : que se passe t-il lorsque p est une fonction non

constante ? Plus précisémment lorsque p s’écrit, dans un voisinage d’un point a, sous la

forme

p(x) = p(a) + Ak|x− a|k + |x− a|kθ(x),

avec k, Ak des constantes positives et θ tend vers 0 lorsque x tend vers a.

S’inspirant des travaux de R. Hadiji et H. Yazidi [11], on a montré l’existence des

solutions du problème considéré en utilisant le principe d’Ekeland et le théorème du col

sur la variété de Nehari et on a donné une condition suffisante sur λ pour avoir des

résultats de non existence.

Le chapitre 1 concerne la partie préliminaire où on donne quelques définitions et

résultats préalables. Dans le chapitre 2, on détaille le travail de R. Hadiji et H. Yazidi. Le

chapitre 3 est consacré à l’étude du problème elliptique nonhomogène avec poids.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, on rappelle les principaux résultats utilisés dans ce mémoire.

1.1 Espaces de Sobolev

On considère Ω un ouvert de RN .

Définition 1.1.1. On note par C∞0 (Ω), l’espace vectoriel des fonctions de classe C∞

définies sur Ω et à support compact dans Ω.

Soit 1 ≤ p <∞.

Définition 1.1.2. On définit l’espace de Sobolev W 1,p(Ω) par

W 1,p(Ω) :=

{
u ∈ Lp(Ω)/ ∃g1, ..., gN tels que

∫
Ω

u
∂φ

∂xi
= −

∫
Ω

giφ ∀φ ∈ C∞0 (Ω) ∀i = 1, .., N

}
.

On pose H1(Ω) := W 1,2(Ω).

Pour u ∈ W 1,p(Ω), on note

∂u

∂xi
= gi et ∇u =

(
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, ...,
∂u

∂xN

)
.

Théorème 1.1.3. [3]. W 1,p(Ω), muni de la norme

||u||W 1,p :=

(
||u||pLp +

N∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥p
Lp

) 1
p

,

est un espace de Banach séparable et réflexif pour 1 < p <∞.

Définition 1.1.4. [3]. On définit W 1,p
0 (Ω) comme la fermeture de C∞0 (Ω) dans W 1,p(Ω).

On pose H1
0 (Ω) := W 1,2

0 (Ω).

Remarque 1.1.5. On a W 1,p(RN) = W 1,p
0 (RN).
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Théorème 1.1.6. [3]. Soit u ∈ W 1,p(Ω), alors u ∈ W 1,p
0 (Ω) si et seulement si u = 0 sur

∂Ω.

Théorème 1.1.7. [3]. H1(Ω) muni du produit scalaire

(u, v)H1 := (u, v)L2 +
N∑
i=1

(
∂u

∂xi
,
∂v

∂xi

)
L2

,

est un espace de Hilbert séparable.

Théorème 1.1.8. (Inégalité de Poincaré)[3]. Soit Ω un ouvert borné. Il existe une

constante C telle que

||u||Lp ≤ C||∇u||Lp ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Lemme 1.1.9. (Inégalité de Hardy)[12]. Soit t ∈ R tel que t+N > 0, on a pour tout

u ∈ H1
0 (Ω) ∫

Ω

|x|t|u|2dx ≤
(

2

N + t

)2 ∫
Ω

|x.∇u|2|x|tdx.

La constante
(

2
N+t

)2
est optimale et n’est jamais atteinte.

Théorème 1.1.10. (Immersion de Sobolev)[13]. Soit Ω un domaine borné de RN et

p ≥ 1.

(i) Si p < N , alors

pour tout q ∈ [1, p∗) , l′injection de W 1,p
0 (Ω) dans Lq(Ω) est compacte.

l′injection de W 1,p
0 (Ω) dans Lp

∗
(Ω) est continue où 1

p∗
= 1

p
− 1

N
.

(ii) Si p = N , alors pour tout q <∞, l’injection de W 1,N
0 (Ω) dans Lq(Ω) est compacte.

(iii) Si p > N et 0 < α < 1 − p
N

, alors l’injection de W 1,N
0 (Ω) dans C0,α

(
Ω̄
)

est

compacte, avec C0,α
(
Ω̄
)

=

{
u ∈ C(Ω) : sup

x,y∈Ω

|u(x)−u(y)|
|x−y|α

}
, où 0 < α < 1.

Définition 1.1.11. Pour tout u ∈ C∞0 (Ω), p ≥ 1, soit

||u||p
W 1,p

0

:=
N∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥p
Lp
,

par le théorème d’immersion de Sobolev, W 1,p
0 (Ω) ↪→ Lp

∗
(Ω), il existe une constante

optimale Sp qui ne dépend que de N et p telle que

Sp||u||pLp∗ ≤ ||u||
p

W 1,p
0

, pour tout u ∈ W 1,p
0 (Ω).

avec

Sp := inf
u∈W 1,p

0 (Ω)

||u||p
W 1,p

0

||u||p
Lp∗

.
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Proposition 1.1.12. [15]. Soit S := S2 la meilleure constante de Sobolev pour l’injection

H1
0 (Ω) dans L2∗(Ω), alors

L’infimum S n’est jamais atteint quand Ω est un domaine borné.

Théorème 1.1.13. [2]. L’infimum S est atteint sur RN par une des fonctions

Uε(x) =
1

(ε+ |x|2)
N−2

2

avec ε > 0.

Définition 1.1.14. On dit que Ω est étoilé par rapport à un point a si pour tout x ∈ Ω,

{(1− t) a+ tx : t ∈ [0, 1]} ⊂ Ω.

Lemme 1.1.15. (Identité de Pohozaev)[14]. Soit u une solution du problème
−∆u = g(u) dans Ω,

u > 0 dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,

où g une fonction continue sur R et Ω un domaine borné de RN .

Alors

2N

∫
Ω

G(u)− (N − 2)

∫
Ω

g(u)u =

∫
∂Ω

x.ν

∣∣∣∣∂u∂ν
∣∣∣∣2 ,

où G(u) =
∫ u

0
g(s)ds et ν = ν(x) est le vecteur normal extérieur unitaire à ∂Ω en x.

Lemme 1.1.16. (Lemme de Brézis-Lieb)[4]. Soient Ω un ouvert de RN et (un)n ⊂
Lp(Ω), 1 ≤ p <∞. Si (un)n est bornée dans Lp(Ω) et un → u p.p dans Ω, alors

lim
n→∞

(‖un‖pLp − ‖un − u‖
p
Lp) = ||u||pLp .

Théorème 1.1.17. (Principe du maximum fort). Soit Ω un domaine borné.

Si u ∈ C2(Ω)∩C
(
Ω̄
)

vérifiant −∆u ≤ 0 et si u atteint un maximum positif à l’intérieur

de Ω, alors u est constante sur Ω.

Définition 1.1.18. Soient X un espace de Banach, V un ouvert de X et J : V −→ R
une fonction. Soit u ∈ V , on dit que J est différentiable (ou dérivable) au point u (au

sens de Fréchet) s’il existe L ∈ X ′, tel que :

∀v ∈ V J(v)− J(u) = 〈J, v − u〉+ o (v − u) .

Si J est différentiable, L est unique et on note J ′(u) := L. L’ensemble des fonctions

différentiables de V −→ R sera noté C1(V,R).
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1.2 Multiplicateurs de Lagrange

Définition 1.2.1. Soient X un espace de Banach, I ∈ C1(X,R) et un ensemble de

contraintes de la forme

F := {v ∈ X : I(v) = 0}.

On suppose que pour tout v ∈ F , on a I ′(v) 6= 0.

Si J ∈ C1(X,R) on dit que c ∈ R est une valeur critique de J sur F s’il existe v ∈ F ,

et λ ∈ R tels que J(v) = c et J ′(v) = λI ′(v).

Le point v est un point critique de J sur F et l réel λ est appelé multiplicateur de

Lagrange pour la valeur critique c.

De cette définition on a le résultat suivant :

Proposition 1.2.2. [13]. Sous les hypothèses et notations de la définition 1.2.1, on sup-

pose que v0 ∈ F est tel que J (v0) = inf
v∈F

J(v). Alors il existe λ ∈ R tel que

J ′ (v0) = λI ′ (v0) .

1.3 Conditions de Palais-Smale

Définition 1.3.1. Soient X un espace de Banach et J : X −→ R une fonction de classe

C1. Si c ∈ R, on dit que J vérifie la condition de Palais-Smale (au niveau c) (P.S)c, si

toute suite (un)n de X telle queJ (un)→ c dans R,

J ′ (un)→ 0 dans X ′,

contient une sous-suite (unk)k convergente.

Définition 1.3.2. Soit X un ensemble, J : X −→ R est dite bornée inférieurement dans

X, s’il existe une constante réelle m telle que pour ∀x ∈ X, J(x) ≥ m

Définition 1.3.3. Soit X un espace topologique. On dit que J : X −→ R est semi conti-

nue inférieurement (abrégé s.c.i) si pour tout λ ∈ R l’ensemble |J ≤ λ| := {x ∈ X : J(x) ≤ λ}
est fermé.

On est prêt maintenant pour énoncer le lemme suivant :

Lemme 1.3.4. (Principe variationnel d’Ekeland)[9]. Soient (X, d) un espace métrique

complet et J une fonction s.c.i de X dans R. On suppose que J est bornée inférieurement

et on pose c = inf
x∈X

J(x). Alors pour tout ε > 0, il existe uε tel que

c ≤ J (uε) ≤ c+ ε,

∀x ∈ X, x 6= uε, J(x)− J (uε) + εd (x, uε) > 0.
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Corollaire 1.3.5. Soient X un espace de Banach et J ∈ C1(X,R). On suppose que J est

bornée inférieurement et vérifie la condition de Palais-Smale au niveau c. Alors J atteint

son minimum c.

Théorème 1.3.6. (Théorème du col)[1]. Soient X un espace de Banach, J ∈ C1(X.R)

vérifiant la condition de Palais-Smale. On suppose que J(0) = 0 telle que

(i) il existe R > 0 et a > 0 tels que si ||u|| = R, alors J(u) ≥ a,

(ii) il existe u0 ∈ X tel que ‖u0‖ > R et J (u0) < a.

Alors J possède une valeur critique c telle que c ≥ a, c’est-à-dire, si on pose

B := {h : [0, 1] −→ X continue, h(0) = 0 et h(1) = u0} ,

et

c := inf
h∈B

max
t∈[0,1]

J (h(t)) ,

alors c est une valeur critique de J , et c ≥ a.

1.4 Méthodes directes

Définition 1.4.1. Soit (X, ‖.‖X) un espace de Banach réflexif et J : X −→ R
1) On dit que J est faiblement semi continue inférieurement si pour toute suite (un) ⊂

X qui converge faiblement vers u ∈ X on a lim inf J (un) ≥ J(u).

2) On dit que J est coercive s’il existe α > 0 et β ∈ R telles que pour ∀x ∈ X on a

J(x) ≥ α ‖x‖X + β.

On énnonce maintenant le théorème suivant :

Théorème 1.4.2. [15]. Soient (X, ‖.‖) un espace de Banach réflexif, M un sous-ensemble

de X faiblement fermé et J : M −→ R ∪ {∞} coercive et faiblement semi continue

inférieurement i.e :

i/ J(u)→∞ quand ||u|| → ∞, u ∈M.

ii/ Pour tout u ∈M , toute suite (un) dans M tels que un ⇀ u faiblement dans X on

a

J(u) ≤ lim inf J (un) .

Alors J est bornée inférieurement sur M et atteint son infimum dans M .

Définition 1.4.3. On dit que u ∈ H1
0 (Ω) est une solution faible du problème−∆u = f dans Ω

u = 0 sur ∂Ω

9



pour f ∈ H−1(Ω) (où H−1(Ω) est le dual topologique de H1
0 (Ω)) si∫

Ω

(∇u∇ϕ− fϕ) dx = 0 pour tout ϕ ∈ C∞0 (Ω).
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Chapitre 2

Problème elliptique homogène avec

exposant critique de Sobolev et poids

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions le problème suivant
−div (p(x)∇u(x)) = u2∗−1 + λu dans Ω

u > 0 dans Ω

u = 0 sur ∂Ω

, (2.1.1)

où Ω est un domaine borné de RN (N ≥ 3), 2∗ = 2N
N−2

est l’exposant critique de Sobolev

et p est une fonction positive.

Pour p une fonction constante, le problème (2.1.1) a été étudié par H. Brézis et L.

Nirenberg [5], ils ont montré :

Lorsque N ≥ 4 et pour tout λ ∈ (0, λ1) le problème considéré admet au moins une

solution non triviale.

Lorsque N = 3 et Ω une boule, ils ont prouvé l’existence de solutions non triviales

pour tout λ ∈
(
λ1
4
, λ1

)
.

Lorsque λ ≥ λ1 le problème considéré n’admet pas de solution non triviale.

Lorsqueλ ≤ 0 et Ω est un domaine étoilé, alors le problème considéré n’admet pas de

solution non triviale.

On note par λ1 la première valeur propre de (−∆, H1
0 (Ω)).

Pour p une fonction non constante satisfaisant certaines conditions R. Hadiji et H.

Yazidi [11] ont montré l’existence de solutions en s’inspirant de la méthode introduite par

H. Brézis, L. Nirenberg [5].

Nous allons détailler les résultats de ce travail.

Les hypothèses sont les suivantes

p ∈ H1(Ω) ∩ C(Ω̄), on suppose que p−1 ({p0}) ∩ Ω 6= ∅ et soit a ∈ p−1 ({p0}) ∩ Ω.

11



Nous supposons que, dans un voisinage de a, p se comporte comme suit

p(x) = p0 + βk|x− a|k + |x− a|kθ(x), (2.1.2)

avec k > 0, βk > 0, p0 := min
x∈Ω̄

p(x) et θ tend vers 0 quand x tend vers a, si 0 < k ≤ 2 on a

kβk ≤
∇p(x).(x− a)

|x− a|k
. (2.1.3)

Pour p ∈ C1
(
Ω̄
)

ou p ∈ H1(Ω)∩C
(
Ω̄
)

et ∇p(x).(x− a) ≥ 0 p.p dans Ω, on considère

α(p) =
1

2
inf

u∈H1
0 (Ω)

u6=0

∫
Ω
∇p(x).(x− a)|∇u(x)|2dx∫

Ω
|u(x)|2 dx

.

On commence par énnoncer les résultats de non existence :

Proposition 2.1.1. Supposons que α(p) > −∞ ets Ω est un domaine étoilé par rapport

au point a. Alors le problème (2.1.1) n’admet aucune solution pour λ < α(p).

Proposition 2.1.2. 1) Si p ∈ C1(Ω) et s’il existe b ∈ Ω tel que ∇p(b)(b− a) < 0, alors

α(p) = −∞.
2) Si p ∈ H1(Ω) ∩ C

(
Ω̄
)

satisfaisant (2.1.2) et ∇p(x)(x− a) ≥ 0 pour p.p x ∈ Ω.

On a :

2.a) Si k > 2 et p ∈ C1(Ω), alors α(p) = 0 pour tout N ≥ 3.

2.b) Si 0 < k ≤ 2 et p satisfait la condition (2.1.3), alors pour tout N ≥ 3 on a

α(p) ≥ k

2
βk

(
N + k − 2

2

)2

(diamΩ)k−2 .

On note par λ1(p) la première valeur propre de (−div (p∇.) , H1
0 (Ω)).

Le principal résultat est :

Théorème 2.1.3. Soit p ∈ H1(Ω) ∩ C(Ω̄) satisfait (2.1.2), on a

1) Si N ≥ 4 et k > 2, alors pour tout λ ∈ ]0, λ1(p)[ le problème (2.1.1) admet au

moins une solution non triviale.

2) Si N ≥ 4 et k = 2, alors il existe une constante γ̃(N) = (N−2)N(N+2)
4(N−1)

β2 telle que

pour tout λ ∈ ]γ̃(N), λ1(p)[ le problème (2.1.1) admet au moins une solution non triviale.

3) Si N = 3 et k ≥ 2, alors il existe une constante γ(k) > 0 telle que pour tout

λ ∈ ]γ(k), λ1(p)[ le problème (2.1.1) admet au moins une solution non triviale.

4) Si N ≥ 3, k > 0 et p satisfait (2.1.3), alors il existe λ∗ ∈
[
β̃k

N2

4
, λ1(p)

[
où

β̃k = βk min
[
(diamΩ)k−2 , 1

]
, telles que pour tout λ ∈ ]λ∗, λ1(p)[ le problème (2.1.1)

admet au moins une solution non triviale.
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5) Si N ≥ 3 et k > 0, alors pour tout λ ≤ 0 le problème (2.1.1) n’admet aucune

solution non triviale.

6) Si N ≥ 3 et k > 0, alors le problème (2.1.1) n’admet aucune solution non triviale

pour tout λ ≥ λ1(p).

On commence par un résultat de non existence

2.2 Preuve des résultats de non existence

2.2.1 Preuve de la proposition 2.1.1

Démonstration. La démonstration de la proposition 2.1.1 est basée sur l’identité de Po-

hozaev.

On raisonne par l’absurde. On suppose que u est solution de (2.1.1).

On multiplie (2.1.1) par ∇u(x).(x− a) et on intègre sur Ω, on obtient∫
Ω

u2∗−1∇u(x).(x− a)dx = −N − 2

2

∫
Ω

|u(x)|2
∗
dx, (2.2.1)

λ

∫
Ω

u(x)∇u(x).(x− a)dx = −N
2
λ

∫
Ω

|u(x)|2 dx, (2.2.2)

−
∫

Ω

div (p(x)∇u(x))∇u(x).(x− a)dx = −N − 2

2

∫
Ω

p(x) |∇u(x)|2 dx

− 1

2

∫
Ω

∇p(x).(x− a) |∇u(x)|2 dx

− 1

2

∫
∂Ω

p(x)(x− a).ν

∣∣∣∣∂u∂ν
∣∣∣∣2 dx, (2.2.3)

où ν est la normale extérieure à ∂Ω.

En combinant (2.2.1), (2.2.2) et (2.2.3), on trouve

−N−2
2

∫
Ω
p(x) |∇u(x)|2 dx− 1

2

∫
Ω
∇p(x).(x− a) |∇u(x)|2 dx− 1

2

∫
∂Ω
p(x)(x− a).ν

∣∣∂u
∂ν

∣∣2 dx
=

−N−2
2

∫
Ω
|u(x)|2

∗
dx− λN

2

∫
Ω
|u(x)|2 dx. (2.2.4)

D’autre part, on multiplie (2.1.1) par N−2
2
u et on intègre par parties, on a

N − 2

2

∫
Ω

p(x) |∇u(x)|2 dx =
N − 2

2

∫
Ω

|u(x)|2
∗
dx+

N − 2

2
λ

∫
Ω

|u(x)|2 dx. (2.2.5)
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En combinant (2.2.4) et (2.2.5), on obtient

−1

2

∫
Ω

∇p(x).(x− a) |∇u(x)|2 dx− 1

2

∫
∂Ω

p(x)(x− a).ν

∣∣∣∣∂u∂ν
∣∣∣∣2 dx

+λ

∫
Ω

|u(x)|2 dx = 0.

Comme Ω est étoilé par rapport au point a, alors (x− a).ν > 0 sur ∂Ω, et

−1
2

∫
Ω
∇p(x).(x− a) |∇u(x)|2 dx+ λ

∫
Ω
|u(x)|2 dx > 0.

i.e

λ >
1

2

∫
Ω
∇p(x).(x− a) |∇u(x)|2 dx∫

Ω
|u(x)|2 dx

≥ α(p).

D’où la contradiction.

2.2.2 Preuve de la proposition 2.1.2

Démonstration. On commence par 1).

Soient q(x) = ∇p(x).(x− a), ∀x ∈ Ω et ξ ∈ C∞0 (RN) telle que
ξ = 1 si x ∈ B(0; r)

ξ = 0 si x /∈ B(0; 2r)

0 ≤ ξ ≤ 1 si x ∈ RN

, (2.2.6)

où 0 < r < 1.

Soit ξj(x) = ξ(j(x− b)) pour j ∈ N∗, alors

α(p) ≤ 1

2

∫
Ω
q(x).|∇ξj(x)|2dx∫

Ω
|ξj(x)|2 dx

≤ 1

2

∫
B(b, 2r

j
)
q(x)|∇ξj(x)|2dx∫

B(b, 2r
j

)
|ξj(x)|2 dx

.

En utilisant le changement de variable y = j(x− b), on obtient

α(p) ≤ j2

2

∫
B(0,2r)

q(y
j

+ b)|∇ξ(y)|2dy∫
B(0,2r)

|ξ(y)|2 dy
.

En appliquant le théorème de convergence dominée, on aura

α(p) ≤ j2

2

[
q(b)

∫
B(0,2r)

|∇ξ(y)|2dy∫
B(0,2r)

|ξ(y)|2 dy
+ o(1)

]
.
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En faisant tendre j vers ∞ on obtient le résultat.

Maintenant on démontre 2.a).

En utilisant (2.1.2) et comme p ∈ C1(Ω) dans un voisinage V de a, on a

p(x) = p0 + βk|x− a|k + θ1(x), (2.2.7)

où θ1 ∈ C1(Ω) telle que

lim
x→a

θ1(x)

|x− a|k
= 0. (2.2.8)

D’après (2.2.8), il existe 0 < r < 1, tel que

θ1(x) ≤ |x− a|k ∀x ∈ B(a, 2r). (2.2.9)

Soit ξj(x) = ξ(j(x− a)), ξ ∈ C∞0 (RN) définie dans (2.2.6), on a

0 ≤ α(p) ≤ 1

2

∫
Ω
∇p(x).(x− a)|∇ξj(x)|2dx∫

Ω
|ξj(x)|2 dx

.

En utilisant (2.2.7), on a

0 ≤ α(p) ≤ kβk
2

∫
B(a, 2r

j
)
|x− a|k|∇ξj(x)|2dx∫

B(a, 2r
j

)
|ξj(x)|2 dx

+
1

2

∫
B(a, 2r

j
)
∇θ1(x).(x− a)|∇ξj(x)|2dx∫
B(a, 2r

j
)
|ξj(x)|2 dx

.

Considérons le changement de variable y = j(x−a), et intégrons par parties le second

terme, alors

α(p) ≤ kβk
2jk−2

∫
B(0,2r)

|y|k|∇ξ(y)|2dx∫
B(0,2r)

|ξ(y)|2 dy
+
j

2

∣∣∣∣∣
∫
B(0,2r)

θ1(y
j

+ a)∇ (y|∇ξ(y)|2) dy∫
B(0,2r)

|ξ(y)|2 dy

∣∣∣∣∣
≤ kβk

2jk−2

∫
B(0,2r)

|y|k|∇ξ(y)|2dx∫
B(0,2r)

|ξ(y)|2 dy
+
j

2

∫
B(0,2r)

∣∣∣θ1(y
j

+ a)
∣∣∣ |∇ (y|∇ξ(y)|2)| dy∫

B(0,2r)
|ξ(y)|2 dy

Par (2.2.9), on a

0 ≤ α(p) ≤ kβk
2jk−2

∫
B(0,2r)

|y|k|∇ξ(y)|2dx∫
B(0,2r)

|ξ(y)|2 dy
+

1

2jk−1

∫
B0,2r)

|y|k |∇ (y|∇ξ(y)|2)| dy∫
B(0,2r)

|ξ(y)|2 dy
.

Pour k > 2, on déduit que α(p) = 0.

Démontrons maintenant 2.b), comme p satisfait (2.1.3) on a∫
Ω
∇p(x).(x− a)|∇u(x)|2dx∫

Ω
|u(x)|2 dx

≥ kβk

∫
Ω
|x− a|k|∇u(x)|2dx∫

Ω
|u(x)|2 dx

.
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En appliquant le lemme 1.1.9 pour 0 < k = 2 + t ≤ 2, on trouve

kβk

∫
Ω
|x− a|k|∇u(x)|2dx∫

Ω
|u(x)|2 dx

≥ kβk

(
N + k − 2

2

) ∫
Ω
|x− a|k−2|u(x)|2dx∫

Ω
|u(x)|2 dx

.

Ce qui implique

α(p) ≥ k

2
βk

(
N + k − 2

2

)
(diamΩ)k−2 .

2.3 Preuve des résultats d’existence

Pour tout u ∈ H1
0 (Ω) r {0}, on définit la fonctionnelle Iλ par

Iλ(u) =

∫
Ω
p(x) |∇u(x)|2 dx− λ

∫
Ω
|u(x)|2 dx

‖u‖2
L2∗

,

dont les points critiques vérifient l’équation −div (p(x)∇u)− λu = µu2∗−1, où µ ∈ R est

le multiplicateur de Lagrange associé à la contrainte ‖u‖2
L2∗ = 1.

On définit

Qλ(p) = inf
u∈H1

0 (Ω)

u6=0

Iλ(u).

On remarque que

Qλ(p) = inf
u∈H1

0 (Ω)

‖u‖
L2∗=1

[∫
Ω

p(x) |∇u(x)|2 dx− λ
∫

Ω

|u(x)|2 dx
]
. (2.3.1)

Posons

S := inf
u∈H1

0 (Ω)

‖u‖
L2∗=1

∫
Ω

|∇u(x)|2 dx,

S est la meilleure constante de Sobolev pour l’injection H1
0 (Ω) dans L2∗(Ω)

Maintenant évaluons Qλ(p) par rapport à S.

Lemme 2.3.1. S’il existe λ > 0, tel que Qλ(p) < p0S, alors l’infimum dans (2.3.1) est

atteint.

Démonstration. Soit {un} ⊂ H1
0 (Ω) une suite minimisante pour (2.3.1) alors

‖un‖L2∗ = 1. (2.3.2)

Pour n→∞, on a
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∫
Ω

p(x) |∇un(x)|2 dx− λ
∫

Ω

|un(x)|2 dx = Qλ(p) + o(1). (2.3.3)

La suite {un} est bornée dans H1
0 (Ω). En effet, de (2.3.3) on a∫

Ω

p(x) |∇un(x)|2 dx = λ

∫
Ω

|un(x)|2 dx+Qλ(p) + o(1).

Comme l’injection de L2∗(Ω) dans L2(Ω) est continue, il existe une constante positive

C1 telle que ∫
Ω

p(x) |∇un(x)|2 dx ≤ λC1 ‖un‖2
L2∗ +Qλ(p) + o(1).

D’après (2.3.2), on obtient∫
Ω

p(x) |∇un(x)|2 dx ≤ λC1 +Qλ(p) + o(1).

Comme 0 < p0 ≤ p(x) pour tout x ∈ Ω, on déduit∫
Ω

|∇un(x)|2 dx ≤ λC1 ‖un‖2
L2∗ +Qλ(p)

p0

+ o(1).

D’où le résultat.

Donc on peut extraire de {un} une sous-suite, telle que

un ⇀ u faiblement dans H1
0(Ω),

un → u fortement dans L2(Ω),

un → u p.p dans Ω,

avec ‖u‖L2∗ ≤ 1.

Posons vn = un − u, alors

vn ⇀ 0 faiblement dans H1
0(Ω),

vn → 0 fortement dans L2(Ω),

vn → 0 p.p dans Ω.

En utilisant (2.3.2), la définition de S et le fait que p0 = min
x∈Ω̄

p(x) > 0, on a
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∫
Ω

p(x) |∇un(x)|2 dx ≥ p0S.

De (2.3.3) on déduit λ ‖u‖2
2 ≥ p0S − Qλ(p) > 0 et donc u 6= 0. En utilisant une

deuxième fois (2.3.3), on obtient

∫
Ω

p(x) |∇u(x)|2 dx+

∫
Ω

p(x) |∇vn(x)|2 dx− λ
∫

Ω

|u(x)|2 dx = Qλ(p) + o(1). (2.3.4)

D’autre part, comme {vn} est bornée dans L2∗(Ω) et vn → 0 p.p dans Ω, alors on peut

utiliser le lemme de Brézis-Lieb et nous obtenons

‖u+ vn‖2∗

L2∗ = ‖u‖2∗

L2∗ + ‖vn‖2∗

L2∗ + o(1).

En utilisant (2.3.2), on trouve

1 = ‖u‖2∗

L2∗ + ‖vn‖2∗

L2∗ + o(1),

et donc

1 ≤ ‖u‖2
L2∗ + ‖vn‖2

L2∗ + o(1),

cela implique

1 ≤ ‖u‖2
L2∗ +

1

p0S

∫
Ω

p(x) |∇vn(x)|2 dx+ o(1). (2.3.5)

On distingue deux cas :

(a) Qλ(p) > 0, qui corresponds à 0 < λ < λ1(p).

(b) Qλ(p) ≤ 0, qui corresponds à λ ≥ λ1(p).

Dans le cas (a), d’aprés (2.3.5), on déduit

Qλ(p) ≤ Qλ(p) ‖u‖2
L2∗ +

Qλ(p)

p0S

∫
Ω

p(x) |∇vn(x)|2 dx+ o(1).

En combinant (2.3.4) et (2.3.5), on obtient∫
Ω

p(x) |∇u(x)|2 dx+

∫
Ω

p(x) |∇vn(x)|2 dx− λ
∫

Ω

|u(x)|2 dx ≤

Qλ(p) ‖u‖2
L2∗ +

Qλ(p)

p0S

∫
Ω

p(x) |∇vn(x)|2 dx+ o(1).

Donc ∫
Ω

p(x) |∇u(x)|2 dx− λ
∫

Ω

|u(x)|2 dx ≤

Qλ(p) ‖u‖2
L2∗ +

[
Qλ(p)

p0S
− 1

] ∫
Ω

p(x) |∇vn(x)|2 dx+ o(1).
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Puisque Qλ(p) < p0S, on déduit∫
Ω

p(x) |∇u(x)|2 dx− λ
∫

Ω

|u(x)|2 dx ≤ Qλ(p) ‖u‖2
L2∗ .

Donc u est un minimum de Qλ(p).

Pour le cas (b), comme ‖u‖2
L2∗ ≤ 1, alors Qλ(p) ≤ Qλ(p) ‖u‖2

L2∗ , donc de (2.3.4), on

obtient

∫
Ω

p(x) |∇u(x)|2 dx+

∫
Ω

p(x) |∇vn(x)|2 dx− λ
∫

Ω

|u(x)|2 dx ≤ Qλ(p) ‖u‖2
L2∗ + o(1).

Puisque
∫

Ω
p(x) |∇vn(x)|2 dx ≥ 0, on déduit∫

Ω

p(x) |∇u(x)|2 dx− λ
∫

Ω

|u(x)|2 dx ≤ Qλ(p) ‖u‖2
L2∗ .

Soit

Uε(x) =
1

(ε+ |x|2)
N−2

2

ε > 0, x ∈ RN , (2.3.6)

une fonction extrémale pour l’inégalité de Sobolev dans RN .

On pose Uε,a(x) = Uε (x− a), et

uε,a(x) = ξa(x)Uε,a(x) (2.3.7)

où

ξa ∈ C∞0 (Ω) avec ξa ≥ 0 et ξa = 1 au voisinage de a. (2.3.8)

D’après H. Brézis, L. Nirenberg [5], on a :

‖∇uε,a‖2
L2 =

K1

ε
N−2

2

+O (1) , ‖uε,a‖2
L2∗ =

K2

ε
N−2

2

+O (ε) , (2.3.9)

où K1 et K2 sont des constantes positives telles que

S =
K1

K2

, (2.3.10)

et

‖uε,a‖2
L2 =


K3

ε
N−4

2
+O (1) si N ≥ 5

ω4

2
|log ε|+O (1) si N = 4

(2.3.11)
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où ω4 est la surface de S3 et K3 =
∫

Ω
dx

(1+|x|2)
N−2 .

On pose

Ak = (N − 2)2 βk

∫
RN

|x|k+2

(1 + |x|2)N
dx.

Lemme 2.3.2. Soient p ∈ H1
0 (Ω) ∩ C

(
Ω̄
)

vérifiant (2.1.2) et uε,a définie dans (2.3.7).

Alors pour tout ε > 0, on a

ε
N−2

2

∫
Ω

p(x) |∇uε,a(x)| dx ≤



p0K1 +O
(
ε
N−2

2

)
si N ≥ 4 et N − 2 < k,

p0K1 + Akε
k
2 + o

(
ε
k
2

)
si N ≥ 4 et N − 2 > k,

p0K1 + (N−2)2(βN−2+M)ωN
2

ε
N−2

2 |ln ε|+

o
(
ε
N−2

2 |ln ε|
)

si N > 4 et N − 2 = k,

p0K1 + 2β2ω4ε |ln ε|+ o (ε |ln ε|) si N = 4 et k = 2,

avec K1 = (N − 2)2 ∫
RN

|x|2

(1+|x|)N dx et M une constante positive.

Démonstration. 1) Cas N ≥ 4 et k > 0, avec k 6= 2 si N = 4

∫
Ω

p(x) |∇uε,a(x)|2 dx =

∫
Ω

p(x) |∇ξa(x)|2(
ε+ |x− a|2

)N−2
dx

+ (N − 2)2

∫
Ω

p(x) |∇ξa(x)|2 |x− a|2(
ε+ |x− a|2

)N dx

− 2 (N − 2)

∫
Ω

p(x)ξa(x)∇ξa(x) (x− a)(
ε+ |x− a|2

)N−1
dx.

Comme, ξa ≡ 1 dans un voisinage Va de a , on suppose que ξa ≡ 1 dans B (a, r) avec

r > 0 assez petit .

Ainsi, on obtient∫
Ω

p(x) |∇uε,a(x)|2 dx =

∫
ΩrB(a,r)

p(x) |∇ξa(x)|2(
ε+ |x− a|2

)N−2
dx

− 2 (N − 2)

∫
ΩrB(a,r)

p(x)ξa(x)∇ξa(x) (x− a)(
ε+ |x− a|2

)N−1
dx

+ (N − 2)2

∫
Ω

p(x) |∇ξa(x)|2 |x− a|2(
ε+ |x− a|2

)N dx. (2.3.12)

En appliquant le théorème de convergence dominée, (2.3.12) devient
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∫
Ω

p(x) |∇uε,a(x)|2 dx = (N − 2)2

∫
Ω

p(x) |∇ξa(x)|2 |x− a|2(
ε+ |x− a|2

)N dx+O (1) .

En utilisant, (3.1.3), on obtient

ε
N−2

2

∫
Ω

p(x) |∇uε,a(x)|2 dx = ε
N−2

2 (N − 2)2 p0

∫
Va

|x− a|2(
ε+ |x− a|2

)N dx
+ ε

N−2
2 (N − 2)2 βk

∫
Va

|x− a|k+2(
ε+ |x− a|2

)N dx
+ ε

N−2
2 (N − 2)2

∫
Va

θ(x) |x− a|k+2(
ε+ |x− a|2

)N dx
+ ε

N−2
2 (N − 2)2

∫
Va

|x− a|k+2 (βk + θ(x))
(
|ξa(x)|2 − 1

)(
ε+ |x− a|2

)N dx

+ ε
N−2

2 (N − 2)2

∫
ΩrVa

p(x) |∇ξa(x)|2 |x− a|2(
ε+ |x− a|2

)N dx

+ O
(
ε
N−2

2

)
.

En utilisant de nouveau la définition de ξa, et en appliquant le théorème de convergence

dominée, on obtient

ε
N−2

2

∫
Ω

p(x) |∇uε,a(x)|2 dx = ε
N−2

2 (N − 2)2 p0

∫
Va

|x− a|2(
ε+ |x− a|2

)N dx
+ ε

N−2
2 (N − 2)2 βk

∫
Va

|x− a|k+2(
ε+ |x− a|2

)N dx
+ ε

N−2
2 (N − 2)2

∫
Va

θ(x) |x− a|k+2(
ε+ |x− a|2

)N dx+O
(
ε
N−2

2

)
.

Nous distinguons trois cas :

1. Si N − 2 > k,

ε
N−2

2

∫
Ω
p(x) |∇uε,a(x)|2 dx =

ε
N−2

2 (N − 2)2 p0

[∫
RN

|x−a|2

(ε+|x−a|2)
N dx−

∫
RNrVa

|x−a|2

(ε+|x−a|2)
N dx

]
+

ε
N−2

2 (N − 2)2 p0

[∫
RN

βk|x−a|k+2

(ε+|x−a|2)
N dx−

∫
RNrVa

βk|x−a|k+2

(ε+|x−a|2)
N dx

]
+

ε
N−2

2 (N − 2)2 ∫
Va

θ(x)|x−a|k+2

(ε+|x−a|2)
N dx+O

(
ε
N−2

2

)
.
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En utilisant le changement de variable y = x−a√
ε

et en appliquant le théorème de

convergence dominée, on trouve

ε
N−2

2

∫
Ω

p(x) |∇uε,a(x)|2 dx = ε
N−2

2 (N − 2)2 p0

∫
RN

ε |y|2

εN
(
1 + |y|2

)N εN2 dy
+ ε

N−2
2 (N − 2)2

∫
RN

ε
k+2
2 βk |y|k+2

εN
(
1 + |y|2

)N εN2 dy
+ ε

N−2
2 (N − 2)2

∫
RN

ε
k+2
2 θ(a+

√
εy) |y|k+2

εN
(
1 + |y|2

)N χṼ ε0 dy + o
(
ε
k
2

)
.

Comme θ(x) tend vers 0 quand x tend vers a, alors

ε
N−2

2

∫
Ω

p(x) |∇uε,a(x)|2 dx = p0K1 + Akε
k
2 + o

(
ε
k
2

)
.

2. Si N − 2 < k,

ε
N−2

2

∫
Ω

p(x) |∇uε,a(x)|2 dx = p0K1 + ε
N−2

2 (N − 2)2 βk

∫
Va

|x− a|k+2(
ε+ |x− a|2

)N dx
+ε

N−2
2 (N − 2)2

∫
Va

θ(x) |x− a|k+2(
ε+ |x− a|2

)N dx+O
(
ε
N−2

2

)
.

Soit τ une constante positive telle que B (a, τ) ⊂ Va, ainsi

ε
N−2

2

∫
Ω
p(x) |∇uε,a(x)|2 dx =

p0K1 + ε
N−2

2 (N − 2)2[∫
B(a,τ)

βk|x−a|k+2

(ε+|x−a|2)
N dx−

∫
VarB(a,τ)

βk|x−a|k+2

(ε+|x−a|2)
N dx

]
+

ε
N−2

2 (N − 2)2 ∫
Va

θ(x)|x−a|k+2

(ε+|x−a|2)
N dx+O

(
ε
N−2

2

)
.

Par le changement de variable y = x− a, on obtient

ε
N−2

2

∫
Ω

p(x) |∇uε,a(x)|2 dx = p0K1 + ε
N−2

2 (N − 2)2

∫
B(0,τ)

βk |y|k+2(
ε+ |y|2

)N dy
+ ε

N−2
2 (N − 2)2

∫
Va

θ(a+ y) |y|k+2(
ε+ |y|2

)N dy

+ O
(
ε
N−2

2

)
.
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En utilisant (3.1.3), il existe une constante positive M telle que

ε
N−2

2

∫
Ω

p(x) |∇uε,a(x)|2 dx ≤ p0K1 + ε
N−2

2 (N − 2)2 (βk +M)

∫
B(0,τ)

|y|k+2(
ε+ |y|2

)N dy
+O

(
ε
N−2

2

)
.

En appliquant le théorème de convergence dominée on déduit

ε
N−2

2

∫
Ω

p(x) |∇uε,a(x)|2 dx ≤ p0K1 +O
(
ε
N−2

2

)
.

3. Si N − 2 = k,

ε
N−2

2

∫
Ω

p(x) |∇uε,a(x)|2 dx = p0K1 + ε
N−2

2 (N − 2)2

∫
Ω

βk |x− a|k+2(
ε+ |x− a|2

)N dx
+ ε

N−2
2 (N − 2)2

∫
Va

θ(x) |x− a|k+2(
ε+ |x− a|2

)N dx+O
(
ε
N−2

2

)
.

En utilisant les précédentes étapes , on obtient

ε
N−2

2

∫
Ω
p(x) |∇uε,a(x)|2 dx =

p0K1 + ε
N−2

2 (N − 2)2

[∫
B(a,τ)

βN−2|x−a|N

(ε+|x−a|2)
N dx−

∫
VarB(a,τ)

βN−2|x−a|N

(ε+|x−a|2)
N dx

]
+

ε
N−2

2 (N − 2)2 ∫
Va

θ(x)|x−a|k+2

(ε+|x−a|2)
N dx+O

(
ε
N−2

2

)
.

D’où

ε
N−2

2

∫
Ω

p(x) |∇uε,a(x)|2 dx = p0K1 + ε
N−2

2 (N − 2)2

∫
B(a,τ)

βN−2 |x− a|N(
ε+ |x− a|2

)N dx
+ ε

N−2
2 (N − 2)2

∫
Va

θ(x) |x− a|k+2(
ε+ |x− a|2

)N dx+O
(
ε
N−2

2

)
.

D’aprés (3.1.3), il existe une constante positive M telle que

ε
N−2

2

∫
Ω

p(x) |∇uε,a(x)|2 dx ≤ p0K1 + ε
N−2

2 (N − 2)2 (βN−2 +M)

∫
B(a,τ)

|x− a|N(
ε+ |x− a|2

)N dx
+O

(
ε
N−2

2

)
. (2.3.13)
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D’autre part

ε
N−2

2

∫
B(a,τ)

|x− a|N(
ε+ |x− a|2

)N dx = ωNε
N−2

2

∫ τ

0

r2N−1

(ε+ r2)N
dr +O

(
ε
N−2

2

)

=
ωN
2N

ε
N−2

2

∫ τ

0

(
(ε+ r2)

N
)′

(ε+ r2)N
dr +O

(
ε
N−2

2

)
,

et

ε
N−2

2

∫
B(a,τ)

|x− a|N(
ε+ |x− a|2

)N dx =
ωN
2
ε
N−2

2 |ln ε|+ o
(
ε
N−2

2 |ln ε|
)
. (2.3.14)

Remplaçons (2.3.14) dans (2.3.13), nous obtenons

ε
N−2

2

∫
Ω

p(x) |∇uε,a(x)|2 dx ≤ p0K1 +
(N − 2)2 (βN−2 +M)ωN

2
ε
N−2

2 |ln ε|+o
(
ε
N−2

2 |ln ε|
)
.

2) Cas n = 4 et k = 2

On suppose ∫
Va

θ(x)

|x− a|4
<∞.

On a∫
Ω

p(x) |∇uε,a(x)|2 dx =

∫
Ω

p(x) |∇ξa(x)|2(
ε+ |x− a|2

)2dx+ 4

∫
Ω

p(x) |ξa(x)|2 |x− a|2(
ε+ |x− a|2

)4 dx

−4

∫
Ω

p(x)ξa(x)∇ξa(x) (x− a)(
ε+ |x− a|2

)3 dx.

En utilisant (2.2.7) et le fait que ξa = 1 au voisinage de a, on déduit

∫
Ω

p(x) |∇uε,a(x)|2 dx = 4p0

∫
Ω

|ξa(x)|2 |x− a|2(
ε+ |x− a|2

)4 dx+ 4β2

∫
Ω

|ξa(x)|2 |x− a|4(
ε+ |x− a|2

)4 dx+

4

∫
Va

θ(x) |ξa(x)|2 |x− a|4(
ε+ |x− a|2

)4 dx+O(1).

=
4p0

ε

∫
RN

|y|2(
1 + |y|2

)4dy + 4

∫
Ω

|x− a|4 β2(
ε+ |x− a|2

)4dx+

4

∫
Va

θ(x) |x− a|4(
ε+ |x− a|2

)4dx+O(1).
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Comme
∫
Va

θ(x)

|x−a|4 <∞, on obtient

∫
Va

θ(x) |x− a|4(
ε+ |x− a|2

)4dx =

∫
Ω

|x− a|8(
ε+ |x− a|2

)4

θ(x)

|x− a|4
dx+

∫
ΩrVa

θ(x) |x− a|4(
ε+ |x− a|2

)4dx

≤
∫
Va

θ(x)

|x− a|4
dx+O(1)

= O(1).

Par conséquent∫
Ω

p(x) |∇uε,a(x)|2 dx =
4p0

ε

∫
RN

|y|2(
1 + |y|2

)4dy + 4β2

∫
Ω

|x− a|4(
ε+ |x− a|2

)4dx+O(1).

Soit Ri > 0, i = 1, 2 tels que

∫
|x−a|≤R1

|x− a|4(
ε+ |x− a|2

)4dx ≤
∫

Ω

(|x− a|)4(
ε+ |x− a|2

)4dx ≤
∫
|x−a|≤R2

|x− a|4(
ε+ |x− a|2

)4dx.

On remarque que

∫
|x−a|≤R

|x− a|4(
ε+ |x− a|2

)4dx = ω4

∫ R

0

r7

(ε+ r2)4dr

=
1

8
ω4

∫ R

0

(
(ε+ r2)

4
)′

(ε+ r2)4 dr − ω4

∫ R

0

rε3 + 3r3ε2 + 3εr4

(ε+ r2)4 dr

=
1

2
ω4 |ln ε| − ω4

∫ R

ε
1
2

0

t+ 3t3 + 3t5

(1 + t2)4 dt+O(1)

=
1

2
ω4 |ln ε|+O(1).

Donc ∫
Ω

p(x) |∇uε,a(x)|2 dx =
p0K1

ε
+ 2β2ω4 |ln ε|+O(1).

On conclut

25



ε
N−2

2

∫
Ω

p(x) |∇uε,a(x)| dx ≤



p0K1 + o (ε) si N ≥ 5 et k > 2,

p0K1 + A2ε+ o (ε) si N ≥ 5 et k = 2,

p0K1 + Akε
k
2 + o

(
ε
k
2

)
si N ≥ 4 et k < 2,

p0K1 + o (ε) si N = 4 et k > 2,

p0K1 + 2β2ω4ε |ln ε|+ o (ε |ln ε|) si N = 4 et k = 2,

(2.3.15)

Lemme 2.3.3. a) Pour N ≥ 4, on a

Qλ(p) < p0S pour tout λ > 0 et pour tout k > 2.

b) Pour N = 4 et k = 2, on a

Qλ(p) < p0S pour tout λ > β2.

c) Pour N ≥ 5 et k = 2, on a

Qλ(p) < p0S pour tout λ >
(N − 2)N (N + 2)

4 (N − 1)
β2.

d) Pour N = 3 et k ≥ 2, on a

Qλ(p) < p0S pour tout λ > γ(k) où γ(k) est une constante positive.

Démonstration. En combinant (2.3.9), (2.3.11) et (2.3.15), on obtient

Qλ(p) ≤ Iλ (ua,ε) ≤



p0S − λK3

K2
+ o (ε) si N ≥ 5 et k > 2,

p0S − (λ− C) K3

K2
+ o (ε) si N ≥ 5 et k = 2,

p0S + Akε
k
2 + o

(
ε
k
2

)
si N ≥ 4 et k < 2,

p0S − λ ω4

2K2
|ln ε|+ o

(
ε
N−2

2 |ln ε|
)

si N = 4 et k > 2,

p0K1 + ω4

2K2
(λ− 4β2) ε |ln ε|+ o (ε |ln ε|) si N = 4 et k = 2,

(2.3.16)

avec C = A2

K3
= β2(N−2)N(N+2)

4(N−1)
.

a), b) et c) se déduisent directement pour ε assez petit.

Démontrons l’assertion d).
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On estime le quotient

Iλ(u) =

∫
Ω
p(x) |∇u(x)|2 dx− λ

∫
Ω
|u(x)|2 dx

‖u‖2
L2∗

,

avec

u(x) = uε,a(r) =
ξa(r)

(ε+ r2)
1
2

, r = |x| , ε > 0,

où ξa ∈ C∞0 (Ω) telle que 0 ≤ ξa ≤ 1, ξa = 1 dans
{
x, |x− a| < R

2

}
et ξa = 0 dans

{x, |x− a| > R}, où R est une constante positive telle que B(a,R) ⊂ Ω.

De H. Brézis, L. Nirenberg [5], on a

‖∇uε,a‖2
L2 =

K1

ε
1
2

+ ω3

∫ R

0

|ξ′a(r)|
2
dr +O

(
ε

1
2

)
, (2.3.17)

‖uε,a‖2
L6 =

K2

ε
1
2

+O
(
ε

1
2

)
, (2.3.18)

‖uε,a‖2
L2 = ω3

∫ R

0

ξ2
a(r)dr +O

(
ε

1
2

)
. (2.3.19)

Ainsi∫
Ω

p(x) |∇uε,a(x)| dx =
p0K1

ε
1
2

+ω3

∫ R

0

(
p0 + βkr

k
)
|ξ′a(r)|

2
dr+ω3k

∫ R

0

|ξa|2 rk−2dr+o(1).

(2.3.20)

En effet, en utilisant (2.2.7), (2.3.17) et le fait que ξa = 0 dans {x, |x− a| > R}, on

obtient

∫
Ω

p(x) |∇uε,a(x)| dx =
p0K1

ε
1
2

+ ω3p0

∫ R

0

|ξ′a(r)|
2
dr

+ ω3βk

∫ R

0

[
|ξ′a(r)|

2

ε+ r2
− 2rξa(r)ξ

′
a(r)

(ε+ r2)2 +
r2ξ2

a(r)

(ε+ r2)3

]
rk+2dr

+ O(ε
1
2 ).

En utilisant la définition de ξa, on obtient

−2

∫ R

0

rk+3ξa(r)ξ
′
a(r)

(ε+ r2)2 dr = (k + 3)

∫ R

0

|ξa(r)|2 rk+2

(ε+ r2)2 dr − 4

∫ R

0

|ξa(r)|2 rk+4

(ε+ r2)3 dr.
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Par conséquent∫
Ω

p(x) |∇uε,a(x)| dx =
p0K1

ε
1
2

+ ω3p0

∫ R

0

|ξ′a(r)|
2
dr + ω3βk

∫ R

0

rk+2 |ξ′a(r)|
2

ε+ r2
dr

− 3ω3βk

∫ R

0

|ξa(r)|2 rk+4

(ε+ r2)3 dr + ω3βk (k + 3)

∫ R

0

|ξa(r)|2 rk+2

(ε+ r2)2 dr

+ O(ε
1
2 ).

En appliquant le théorème de convergence dominée, on obtient le résultat.

Combinant (2.3.18), (2.3.19) et (2.3.20), on obtient

Iλ (ua,ε) = p0S+ω3

[∫ R

0

(
p0 + βkr

k
)
|ξ′a(r)|

2
dr + βkk

∫ R

0

|ξa|2 rk−2dr − λ
∫ R

0

|ξa|2 dr
]
ε

1
2

K2

+O(ε).

Donc

Iλ (ua,ε) = p0S+
ω3

∫ R
0
|ξa|2 dr
K2

[∫ R
0

(
p0 + βkr

k
)
|ξ′a(r)|

2 dr + k
∫ R

0
|ξa|2 rk−2dr∫ R

0
|ξa|2 dr

− λ

]
ε

1
2 +O(ε).

Posons D (k, ξa) =
∫R
0 (p0+βkr

k)|ξ′a(r)|2dr+k
∫R
0 |ξa|

2rk−2dr∫R
0 |ξa|

2dr
et γ(k) = inf

H
D (k, ξa) où H est

définie par

H : =

{
ξa ∈ C∞0 (Ω) telle que 0 ≤ ξa ≤ 1, ξa = 1 dans

{
x, |x− a| < R

2

}
et ξa = 0 dans {x, |x− a| > R}} .

Ce qui complète la démonstration.

Lemme 2.3.4. Soit 0 < k ≤ 2. Alors il existe une constante β̃k = βk min
[
(diamΩ)k−2 , 1

]
telle que

Qλ(p) = p0S pour tout λ ∈
]
−∞, β̃k

N2

4

]
. (2.3.21)

En plus, Qλ(p) n’est pas atteint pour tout λ ∈
]
−∞, β̃k N

2

4

[
.

Démonstration. D’après (2.3.16), on a

Qλ(p) ≤ Iλ (ua,ε) ≤ p0S + Akε
k
2 + o

(
ε
k
2

)
.

Ainsi Qλ(p) ≤ p0S

On sait d’après les propositions 2.1.1 et 2.1.2, que pour 0 < k ≤ 2 et pour tout

λ ≤ k
2
βk
(
N+k−2

2

)
(diamΩ)k−2, le problème 2.1.1 n’admet aucune solution, donc on exclut
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le cas Qλ(p) < p0S, sinon on obtient une contradiction avec le lemme 2.3.1.

On conclut que pour 0 < k ≤ 2, on a

Qλ(p) = p0S pour tout λ ≤ k

2
βk

(
N + k − 2

2

)
(diamΩ)k−2 . (2.3.22)

Maintenant, on considère p̃ définie par
p̃(x) = p(x) ∀x ∈ Ω rB(a, r)

p̃(x) = p0 + βk |x− a|2 ∀x ∈ B
(
a, r

2

)
p(x) ≥ p̃(x) ∀x ∈ B(a, r) rB

(
a, r

2

) (2.3.23)

avec 0 < r < 1.

Comme 0 < k ≤ 2, on a |x− a|2 ≤ |x− a|k pour tout x ∈ B(a, r) et p(x) ≥ p̃(x) dans

Ω.

Soit u ∈ H1
0 (Ω) avec ‖u‖L2∗ = 1, alors∫

Ω

p(x) |∇u(x)|2 dx− λ
∫

Ω

|u(x)|2 dx ≥
∫

Ω

p̃(x) |∇u(x)|2 dx− λ
∫

Ω

|u(x)|2 dx,

donc ∫
Ω

p(x) |∇u(x)|2 dx− λ
∫

Ω

|u(x)|2 dx ≥
∫

Ω

(
p0 +

1

2
(p̃(x)− p0)

)
|∇u(x)|2 dx

− λ

∫
Ω

|u(x)|2 dx (2.3.24)

+
1

2

∫
Ω

(p̃(x)− p0) |∇u(x)|2 dx. (2.3.25)

On pose p̂(x) = p0 + 1
2

(p̃(x)− p0).

De (2.1.3), on déduit

p(x)− p0 ≥ βk |x− a|k p.p dans Ω. (2.3.26)

En utilisant (2.3.23) et (2.3.26), on obtient p̃(x)− p0 ≥ β̃k |x− a|2 p.p dans Ω.

En appliquant le lemme 1.1.9, on trouve∫
Ω

(p̃(x)− p0) |∇u(x)|2 dx ≥ β̃k
N2

4

∫
Ω

|u(x)|2 dx.

L’inégalité (2.3.24)madevient :

Pour tout u ∈ H1
0 (Ω)
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∫
Ω

p(x) |∇u(x)|2 dx− λ
∫

Ω

|u(x)|2 dx ≥
∫

Ω

p̂(x) |∇u(x)|2 dx−
(
λ− β̃k

N2

8

)∫
Ω

|u(x)|2 dx.

Donc

Qλ(p) ≥ inf
‖u‖

L2∗=1

[∫
Ω

p̂(x) |∇u(x)|2 dx−
(
λ− β̃k

N2

8

)∫
Ω

|u(x)|2 dx
]
.

Comme λ ≤ β̃k
N2

4
, on a λ− β̃k N

2

8
≤ 1

2
β̃k

N2

4
, alors par (2.3.22), on conclut

inf
‖u‖

L2∗=1

[∫
Ω

p̂(x) |∇u(x)|2 dx−
(
λ− β̃k

N2

8

)∫
Ω

|u(x)|2 dx
]

= p0S,

d’où on a (2.3.21).

Raisonnons par l’absurde. Supposons que l’infimum dans (2.3.21) est atteint par u0.

On pose δ tel que λ < δ ≤ β̃k
N2

4
.

Alors

Qδ(p) ≤
∫

Ω
p(x) |∇u0(x)|2 dx− δ

∫
Ω
|u0(x)|2 dx

‖u0‖2
L2∗

<

∫
Ω
p(x) |∇u0(x)|2 dx− λ

∫
|u0(x)|2 dx

‖u0‖2
L2∗

,

et Qδ(p) < Qλ(p) < p0S. Qui contredit Qδ(p) = p0S pour δ ≤ β̃k
N2

4
.

Lemme 2.3.5. Il existe λ∗ ∈
[
β̃k

N2

4
, λ1(p)

[
, tel que pour tout λ ∈ [λ∗, λ1(p)[, on a

Qλ(p) < p0S.

Démonstration. On a Qλ1(p)(p) = 0. En effet soit φ1 la fonction propre de −div(p∇.)
associé à la valeur propre λ1(p), on a

Qλ1(p)(p) ≤
∫

Ω
p(x) |∇φ1|2 dx− δ

∫
Ω
|φ1|2 dx

‖φ1‖2
L2∗

= 0.

De plus, λ 7→ Qλ(p) est continue et Q
β̃k

N2

4

(p) = p0S. Alors en utilisant le théorème des

valeurs intermédiaires, on obtient l’existence d’un β ∈
]
β̃k

N2

4
, λ1(p)

[
tel que 0 < Qβ(p) <

p0S. Comme la fonction λ 7→ Qλ(p) est décroissante, par conséquent ∀λ ∈ [β, λ1(p)[ on a

Qλ(p) < p0S.

2.4 Preuve du théorème 2.1.3

Concernant la preuve de 1), 2), 3) et 4), soit u ∈ H1
0 (Ω) donnée par le lemme 2.3.1,

tel que
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‖u‖L2∗ = 1 et Qλ(p) =

∫
Ω

p(x) |∇u(x)|2 dx− δ
∫

Ω

|u(x)|2 dx.

On suppose que u ≥ 0. Comme u est un minimum de (2.3.1), alors d’après le théorème

des multiplicateurs de Lagrange, il existe µ ∈ R tel que

−div (p∇u)− λu = µu2∗−1 dans Ω.

En fait, µ = Qλ(p), et comme λ < λ1(p), on a Qλ(p) > 0. Il s’en suit γu satisfait (2.1.1)

pour γ = [Qλ(p)]
1

2∗−2 , et en utilisant le principe du maximum fort sur Ω on conclut que

u > 0.

Démontrons le point 5) du théorème 2.1.3.

De (2.3.16) et comme λ ≤ 0, on a

p0S ≤ Qλ(p) ≤ Iλ (uε,a) ≤ p0S + o(1).

Donc p0S = Qλ(p) et l’infimum n’est pas atteint. En effet on suppose que Qλ(p) est

atteint par une fonction u ∈ H1
0 (Ω), i.e

Qλ(p) =

∫
Ω

p(x) |∇u(x)|2 dx− δ
∫

Ω

|u(x)|2 dx avec ‖u‖L2∗ = 1.

On utilise le fait que S n’est pas atteint, comme λ ≤ 0 on déduit

p0S < p0

∫
Ω

|∇u(x)|2 dx ≤ Qλ(p) = p0S,

ce qui est absurde.

Finalement on prouve le point 6).

Soit φ1 la fonction propre associé à la valeur propre λ1(p) avec φ1 > 0 dans Ω. On

suppose que u est une solution de (2.1.1), on a

−
∫

Ω

div (p(x)u(x))φ1(x)dx = λ1(p)

∫
Ω

u(x)φ1(x)dx

=

∫
Ω

u2∗−1(x)φ1(x)dx+ λ

∫
Ω

u(x)φ1(x)dx,

donc

λ1(p)

∫
Ω

u(x)φ1(x)dx > λ

∫
Ω

u(x)φ1(x)dx,

et

λ1(p) > λ.

D’où le preuve du théorème.
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Chapitre 3

Problème elliptique non homogène

avec exposant critique de Sobolev et

poids

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’existence des solutions du problème suivant :−div (p(x)∇u(x)) = |u(x)|2
∗−2 u(x) + λf(x) dans Ω

u ∈ H1
0 (Ω)

(3.1.1)

où Ω est un domaine borné régulier de RN , N ≥ 3, f ∈ H−1, p : Ω̄ −→ R est une fonction

positive donnée, telle que p ∈ H1(Ω) ∩ C(Ω̄), λ est un paramètre réel et 2∗ = 2N
N−2

est

l’exposant critique de Sobolev pour l’injection de H1
0 (Ω) dans L2∗(Ω). On note par H−1

le dual topologique de H1
0 (Ω).

Pour p une fonction constante, le problème (3.1.1) a été traité par Q. Dai, Y. Gu [8] et

G. Tarantello [16]... .Cette dernière a montré l’existence d’au moins une solution lorsque

f ∈ H−1 et satisfaisant∫
Ω

fu ≤ K (‖∇u‖L2)
N+2

2 avec ‖u‖L2∗ = 1,

où K = (2∗ − 2)
(

1
2∗−1

)N+2
4 .

Si de plus cette dernière inégalité est stricte, elle a montré l’existence d’une deuxième

solution. Ces deux solutions sont non négatives lorsque f est non négative.

Dans son raisonnement, elle a utilisé le principe variationnel d’Ekeland et le théorème

du col dans la variété de Nehari.

Q. Dai, Y. Gu ont utilisé la méthode topologique des sous et sur solutions pour montrer
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que si f ∈ C
(
Ω̄
)
, alors le problème−∆u(x) = |u(x)|q−2 u(x) + λf(x) dans Ω

u ∈ H1
0 (Ω)

admet au moins deux solutions positives pour λ ∈ (0, λ∗) et deux solutions non positives

pour λ > λ∗, si et seulement si le problème de Dirichlet−∆u = f(x) x ∈ Ω

u = 0 x ∈ ∂Ω,
(3.1.2)

admet une solution non négative. λ∗ et λ∗ sont deux nombres positives tels que λ∗ ≤ λ∗

et 1 < q ≤ 2∗.

Si q > 2∗ et Ω est un domaine étoilé et f vérifie (3.1.2), alors problème considéré

admet au moins une solution positive pour λ ∈ (0, λ0), où λ0 est un nombre positive

Le cas homogène i.e−div (p(x)∇u(x)) = |u(x)|2
∗−2 u(x) + λu(x) dans Ω

u ∈ H1
0 (Ω)

a été considéré par plusieurs auteurs, je cite en particulier H. Brézis, L. Nirenberg [5] A.

Capozzi, D. Fortunato, G. Palmieri [7], F. Gazzola, B. Ruf [10] et R. Hadiji, H. Yazidi

[11]...

Lorsque p est une fonction constante, ce problème a été traité en particulier par H.

Brézis et L. Nirenberg [5], ils ont obtenue les résultats suivants :

Si N ≥ 4 et λ ∈ (0, λ1) , le problème considéré admet une solution positive.

Si N = 3 et Ω est une boule, ils ont prouvé l’existence d’une solution positive pour

tout λ ∈
(
λ1
4
, λ1

)
.

Si λ ≥ λ1 le problème considéré n’admet pas de solution non triviale.

Si λ ≤ 0 et Ω est un domaine étoilé alors le problème considéré n’admet pas de solution

positive.

On note par λ1 la première valeur propre de (−∆, H1
0 (Ω)).

Lorsque p est une fonction non constante, ce problème a été traité par R. Hadiji et H.

Yazidi [11], ils ont obtenu les résultats suivants :

1) Si N ≥ 4 et k > 2, alors pour tout λ ∈ ]0, λ1(p)[ , le problème considéré admet au

moins une solution positive.

2) Si N ≥ 4 et k = 2, alors il existe une constante γ̃(N) = (N−2)N(N+2)
4(N−1)

β2 telle que

pour tout λ ∈ ]γ̃(N), λ1(p)[, le problème considéré admet au moins une solution positive.

3) Si N = 3 et k ≥ 2, alors il existe une constante γ(k) > 0 telle que pour tout

λ ∈ ]γ(k), λ1(p)[, le problème considéré admet au moins une solution positive.
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4) Si N ≥ 3, k > 0 et p satisfait (2.1.3), alors il existe λ∗ ∈
[
β̃k

N2

4
, λ1(p)

[
où β̃k =

βk min
[
(diamΩ)k−2 , 1

]
, telle que pour tout λ ∈ ]λ∗, λ1(p)[ le problème considéré admet

au moins une solution positive.

5) Si N ≥ 3 et k > 0, alors pour tout λ ≤ 0 le problème considéré n’admet aucune

solution positive.

6) Si N ≥ 3 et k > 0, alors le problème considéré n’admet aucune solution positive

pour tout λ ≥ λ1(p).

On désigne par λ1(p) la première valeur propre de (−div (p∇.) , H1
0 (Ω)).

L’objet de ce chapitre est l’étude du problème (3.1.1) lorsque p est une fonction non

constante dans H1(Ω) ∩ C
(
Ω̄
)
, et se comporte au voisinage de a, comme suit

p(x) = p0 + βk|x− a|k + |x− a|kθ(x), (3.1.3)

où a ∈ p−1 ({p0}) ∩ Ω, p0 = min
x∈Ω̄

p(x), k > 0, βk > 0 et θ tend vers 0 quand x tend vers a.

Remarque. Si u est une solution du problème (3.1.1) pour λ alors −u est une solution du

problème (3.1.1) pour −λ.

Sans perte de généralité, on restreint notre étude à λ ≥ 0.

Nos principaux résultats sont :

Théorème 3.1.1. Soient p ∈ H1(Ω) ∩ C
(
Ω̄
)

une fonction positve telle que 0 < p0 =

min
x∈Ω̄

p(x) et Λ0 =
(

1
2∗−1

)N+2
4 (2∗ − 2)

√
p0

‖f‖H−1
[S (p)]

2∗
2(2∗−2) .

Alors le problème (3.1.1) admet au moins une solution pour tout 0 < λ < Λ0.

Théorème 3.1.2. En plus de l’hypothèse du théorème 3.1.1, si p vérifie (3.1.3).

Alors le problème (3.1.1) admet au moins deux solutions distinctes pour tout 0 < λ <
Λ0

2
et k > N−2

2
.

Théorème 3.1.3. Supposons que Ω est un domaine étoilé par rapport au point a, p

satisfait (3.1.3) et soit E =
{
u ∈ H1

0 (Ω) :
∫

Ω
f̃(x)u(x)dx > 0

}
avec f̃(x) = ∇f(x).(x −

a) + N+2
2
f(x).

Posons

α(p) :=
1

2
inf
u∈E

∫
Ω
∇p(x).(x− a)|∇u(x)|2dx∫

Ω
f̃(x)u(x)dx

.

Alors le problème (3.1.1) n’admet pas de solution pour tout λ ≤ α(p).

3.2 Résultats de non existence

Soit E =
{
u ∈ H1

0 (Ω) :
∫

Ω
f̃(x)u(x)dx > 0

}
.

Posons

α(p) :=
1

2
inf
u∈E

∫
Ω
∇p(x).(x− a)|∇u(x)|2dx∫

Ω
f̃(x)u(x)dx

,
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où

f̃(x) := ∇f(x).(x− a) +
N + 2

2
f(x).

Preuve du théorème 3.1.3

Démonstration. Supposons que u est une solution de (3.1.1).

Multiplions (3.1.1) par ∇u(x).(x− a) puis intègrons sur Ω, on obtient alors∫
Ω

u2∗−1∇u(x).(x− a)dx = −N − 2

2

∫
Ω

|u(x)|2
∗
dx, (3.2.1)

λ

∫
Ω

f(x)∇u(x).(x− a)dx = −λ
∫

Ω

f̃(x)u(x)dx, (3.2.2)

−
∫

Ω

div (p(x)∇u(x))∇u(x).(x− a)dx = −N − 2

2

∫
Ω

p(x) |∇u(x)|2 dx

− 1

2

∫
Ω

∇p(x).(x− a) |∇u(x)|2 dx

− 1

2

∫
∂Ω

p(x)(x− a).ν

∣∣∣∣∂u∂ν
∣∣∣∣2 dx. (3.2.3)

Combinant (3.2.1), (3.2.2) et (3.2.3), on trouve

−N−2
2

∫
Ω
p(x) |∇u(x)|2 dx− 1

2

∫
Ω
∇p(x).(x− a) |∇u(x)|2 dx− 1

2

∫
∂Ω
p(x)(x− a).ν

∣∣∂u
∂ν

∣∣2 dx
=

−N−2
2

∫
Ω
|u(x)|2

∗
dx− λ

∫
Ω
f̃(x)u(x)dx. (3.2.4)

D’autre part, on multiplie (3.1.1) par N−2
2
u et on intègre par parties, on aura

N − 2

2

∫
Ω

p(x) |∇u(x)|2 dx =
N − 2

2

∫
Ω

|u(x)|2
∗
dx+ λ

N − 2

2

∫
Ω

f(x)u(x)dx. (3.2.5)

Combinant (3.2.4) et (3.2.5), on obtient

−1

2

∫
Ω

∇p(x).(x− a) |∇u(x)|2 dx− 1

2

∫
∂Ω

p(x)(x− a).ν

∣∣∣∣∂u∂ν
∣∣∣∣2 dx

+λ

∫
Ω

f̃(x)u(x)dx = 0.

On a, (x− a).ν > 0 sur ∂Ω, car Ω est étoilé par rapport au point a, alors
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− 1

2

∫
Ω

∇p(x).(x− a) |∇u(x)|2 dx+ λ

∫
Ω

f̃(x)u(x)dx > 0. (3.2.6)

Ainsi pour u solution d problème (3.1.1) avec u ∈ E, on a

λ >
1

2

∫
Ω
∇p(x).(x− a) |∇u(x)|2 dx∫

Ω
f̃(x)u(x)dx

≥ α(p).

Pour u solution d problème (3.1.1) avec u /∈ E i.e
∫

Ω
f̃(x)u(x)dx < 0 ou

∫
Ω
f̃(x)u(x)dx =

0, alors on obtient une contradiction avec (3.2.6).

D’où le résultat.

Dans ce qui suit, on suppose que α(p) = 0.

3.3 Quelques résultats préliminaires

Avant de commencer notre travail, on donne quelques notations :

On pose

S (p) := inf
u∈H1

0 (Ω)r{0}

∫
Ω
p (x) |∇u|2(∫
Ω
|u|2∗

) 2
2∗

,

p0 = min
x∈Ω̄

p(x)

Λ0 := K

√
p0

‖f‖H−1

[S (p)]
2∗

2(2∗−2) ,

et soit Iλ : Nλ −→ R telle que

Iλ (u) = K

(∫Ω
p |∇u|2

)N+2
N−2∫

Ω
|u|2∗

N−2
4

− λ
∫

Ω

fu,

avec K =
(

1
2∗−1

)N+2
4 (2∗ − 2) .

Pour tout u ∈ H1
0 (Ω), on définit la fonctionnelle d’énergie Jλ, associée au problème

(3.1.1), par

Jλ (u) =
1

2

∫
Ω

p |∇u|2 − 1

2∗

∫
Ω

|u|2
∗
− λ

∫
Ω

fu. (3.3.1)

Jλ est de classe C1 sur H1
0 (Ω). Les solutions de (3.1.1) sont des points critiques de la

fonctionnelle d’énergie Jλ.

On sait que la fonctionnelle d’énergie Jλ n’est pas bornée inférieurement sur H1
0 (Ω), par

contre elle l’est sur une variété particulière dite de Nehari, cette méthode a été introduite

par K. J. Brown, Y. Zhang [6] et utilisée par G. Tarantello [16] et T. F. Wu [17].
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La variété de Nehari, est définie par

Nλ =
{
u ∈ H1

0 (Ω) r {0} : 〈J ′λ (u) , u〉 = 0
}
.

Ainsi, u ∈ Nλ si et seulement si

〈J ′λ(u), u〉 =

∫
Ω

p|∇u|2 −
∫

Ω

|u|2∗ − λ
∫

Ω

fu = 0. (3.3.2)

Donc pour u ∈ Nλ, on obtient

Jλ (u) =
1

2

∫
Ω

p |∇u|2 − 1

2∗

∫
Ω

|u|2
∗
− λ

∫
Ω

fu

=
1

2

∫
Ω

p|∇u|2 − 1

2∗

[∫
Ω

p|∇u|2 − λ
∫

Ω

fu

]
− λ

∫
Ω

fu

=
1

N

∫
Ω

p|∇u|2 − λ
(

1− 1

2∗

)∫
Ω

fu, (3.3.3)

ou

Jλ (u) =
1

2

∫
Ω

p |∇u|2 − 1

2∗

∫
Ω

|u|2
∗
−
[∫

Ω

p |∇u|2 −
∫

Ω

|u|2
∗
]

= −1

2

∫
Ω

p |∇u|2 +

(
1− 1

2∗

)∫
Ω

|u|2
∗
. (3.3.4)

Nous établissons les résultats suivants.

Lemme 3.3.1. La fonctionnelle Jλ est coercive et bornée inférieurement sur Nλ.

Démonstration. On a ∫
Ω

p |∇u|2 ≥ p0

∫
Ω

|∇u|2 ,

donc ∫
Ω

|∇u|2 := ‖u‖2 ≤
∫

Ω
p |∇u|2

p0

. (3.3.5)

Soit u ∈ Nλ, en utilisant (3.3.2), (3.3.3), (3.3.5) et l’inégalité de Hölder, on obtient

Jλ(u) =
1

N

∫
Ω

p|∇u|2 − λ
(

1− 1

2∗

)∫
Ω

fu

≥ 1

N

∫
Ω

p|∇u|2 − λ N + 2

2
√
p0N

‖f‖H−1

(∫
Ω

p|∇u|2
) 1

2

(3.3.6)

≥ −λ
2 (N + 2)2

16Np0

‖f‖2
H−1 . (3.3.7)
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Ainsi, Jλ est coercive et bornée inférieurement sur Nλ.

Posons

Ψλ (u) = 〈J ′ (u) , u〉 . (3.3.8)

Pour u ∈ Nλ, on a

〈Ψ′λ (u) , u〉 = 2

∫
Ω

p|∇u|2 − 2∗
∫

Ω

|u|2∗ − λ
∫

Ω

fu

=

∫
Ω

p|∇u|2 − (2∗ − 1)

∫
Ω

|u|2∗ (3.3.9)

= (2− 2∗)

∫
Ω

p|∇u|2 − λ (1− 2∗)

∫
Ω

fu. (3.3.10)

On considère la répartition suivante

N+
λ = {u ∈ Nλ : 〈Ψ′λ (u) , u〉 > 0}

N−λ = {u ∈ Nλ : 〈Ψ′λ (u) , u〉 < 0}

N 0
λ = {u ∈ Nλ : 〈Ψ′λ (u) , u〉 = 0} .

On a le résultat suivant.

Lemme 3.3.2. Supposons que u0 est un minimum local de Jλ sur Nλ. Alors si u0 /∈ N 0
λ ,

on a J ′λ (u0) = 0 dans H−1.

Démonstration. Si u0 est un minimum local de Jλ sur Nλ, c’est-à-dire

Jλ (u0) = min
u∈Nλ

Jλ(u),

avec Nλ = {u ∈ H1
0 (Ω) r {0} : Ψλ (u) = 0} .

Par la théorie des multiplicateurs de Lagrange, il existe un µ ∈ R tel que J ′λ (u0) =

µΨ′λ (u0). Par conséquent

〈J ′λ (u0) , u0〉 = µ 〈Ψ′λ (u0) , u0〉 . (3.3.11)

Puisque u0 ∈ Nλ, alors
∫

Ω
p |∇u0|2 −

∫
Ω
|u0| 2

∗
= λ

∫
Ω
fu0.

Donc
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〈Ψ′λ (u0) , u0〉 = 2

∫
Ω

p|∇u0|2 − 2∗
∫

Ω

|u0|2
∗ − λ

∫
Ω

fu0

=

∫
Ω

p|∇u0|2 − (2∗ − 1)

∫
Ω

|u0|2
∗
.

Ainsi, comme u0 /∈ N 0
λ , alors 〈Ψλ (u0) , u0〉 6= 0 donc par (3.3.11), µ = 0. Par

conséquent la preuve est terminée i.e J ′λ (u0) = 0.

On a le lemme suivant :

Lemme 3.3.3. Pour tout λ ∈ (0,Λ0) on a N 0
λ = ∅.

Démonstration. Raisonnons par l’absurde. Supposons que N 0
λ 6= ∅ pour tout λ > 0. En

utilisant (3.3.10), on a

Pour u ∈ N 0
λ ∫

Ω

p|∇u|2 = λ
2∗ − 1

2∗ − 2

∫
Ω

fu.

En utilisant (3.3.5), on obtient

∫
Ω

p|∇u|2 ≤ λ
2∗ − 1

√
p0 (2∗ − 2)

‖f‖H−1

(∫
Ω

p|∇u|2
) 1

2

.

Il s’en suit que

(∫
Ω

p|∇u|2
) 1

2

≤ λ
2∗ − 1

√
p0 (2∗ − 2)

‖f‖H−1 . (3.3.12)

Par définition de S (p), on a

(∫
Ω

|u|2∗
) 2

2∗

≤
∫

Ω
p|∇u|2

S (p)
. (3.3.13)

En utilisant (3.3.9), on obtient

1

2∗ − 1

∫
Ω

p|∇u|2 ≤ [S (p)]−
2∗
2

[∫
Ω

p|∇u|2
]2∗

.

Par conséquent

(∫
Ω

p|∇u|2
) 1

2

≥ [S (p)]
2∗

2(2∗−2)

(2∗ − 1)
1

(2∗−2)

. (3.3.14)

(3.3.12) et (3.3.14), donnent
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λ
2∗ − 1

√
p0 (2∗ − 2)

‖f‖H−1 ≥
[S (p)]

2∗
2(2∗−2)

(2∗ − 1)
1

(2∗−2)

.

Par conséquent

λ ≥
√
p0 (2∗ − 2)

‖f‖H−1 (2∗ − 1)

[S (p)]
2∗

2(2∗−2)

(2∗ − 1)
1

(2∗−2)

≥
√
p0 (2∗ − 2)

(2∗ − 1)
2∗−1
2∗−2 ‖f‖H−1

[S (p)]
2∗

2(2∗−2) := Λ0.

Alors pour λ ∈ (0,Λ0) on a N 0
λ = ∅.

D’après le lemme 3.3.3, on a Nλ = N+
λ ∪N

−
λ .

Pour tout u ∈ H1
0 (Ω) r {0}, on définit

tmax :=

[ ∫
Ω
p|∇u|2

(2∗ − 1)
∫

Ω
|u|2∗

] 1
2∗−2

.

Lemme 3.3.4. Supposons que λ ∈ (0,Λ0). Alors pour tout u ∈ H1
0 (Ω) r {0}, on a

(i) Si
∫

Ω
fu ≤ 0,alors il existe un unique t+ > tmax tel que t+u ∈ N−λ et

Jλ
(
t+u
)

= sup
t≥tmax

Jλ (tu) .

(ii) Si
∫

Ω
fu > 0, alors il existe t−, t+ uniques tels que 0 < t− < tmax < t+, t−u ∈ N+

λ ,

t+u ∈ N−λ et

Jλ
(
t+u
)

= sup
t≥tmax

Jλ (tu) ; Jλ
(
t−u
)

= inf
0≤t≤tmax

Jλ (tu) .

Démonstration. Considérons

Φ(t) = Jλ (tu) , avec t ∈ R+,

alors

Φ′(t) = t

∫
Ω

p|∇u|2 − t2∗−1

∫
Ω

|u|2∗ − λ
∫

Ω

fu.

On pose

φ(t) = t

∫
Ω

p|∇u|2 − t2∗−1

∫
Ω

|u|2∗ .
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φ est concave et atteint son maximum au point tmax.

φ (tmax) =

[
N − 2

N + 2

]N−2
4
(

1− N − 2

N + 2

) (∫
Ω
p|∇u|2

)N+2
4(∫

Ω
|u|2∗

)N−2
4

= K

(∫
Ω
p|∇u|2

)N+2
4(∫

Ω
|u|2∗

)N−2
4

.

Par conséquent, si
∫

Ω
fu ≤ 0 alors Φ′ (tmax) = φ (tmax)− λ

∫
Ω
fu > 0.

Comme φ′(t) < 0 pour t > tmax et lim
t→∞

Φ′ (t) = −∞, alors il existe un unique t+ > tmax

tel que :

Φ′ (t+) = 0 i.e φ (t+) = λ
∫

Ω
fu et φ′ (t+) < 0.

Montrons maintenant que t+u ∈ N−λ et que Jλ (t+u) = sup
t≥tmax

Jλ (tu).

On a

t+
∫

Ω

p|∇u|2 −
(
t+
)2∗−1

∫
Ω

|u|2∗ = λ

∫
Ω

fu.

On multiplie les deux termes de l’équation par t+, on obtient∫
Ω

p|∇t+u|2 −
∫

Ω

|t+u|2∗ = λ

∫
Ω

f
(
t+u
)
.

D’où t+u ∈ Nλ.
On a

φ′(t+) < 0,

Alors ∫
Ω

p|∇u|2 < (2∗ − 1)
(
t+
)2∗−2

∫
Ω

|u|2∗ .

On multiplie les deux termes de l’inégalité par (t+)
2
, on obtient∫

Ω

p|∇t+u|2 < (2∗ − 1)

∫
Ω

|t+u|2∗ .

D’où le résultat.

On a Φ′ (t+) = 0 et φ′(t+) < 0, alors Jλ (t+u) = sup
t≥tmax

Jλ (tu).

Dans le cas où
∫

Ω
fu > 0 et par l’hypothèse λ < Λ0 on a nécessairement

λ

∫
Ω

fu < φ (tmax) .

En effet, on a
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Λ0 =

√
p0 (2∗ − 2)

(2∗ − 1)
2∗−1
2∗−2 ‖f‖H−1

[S (p)]
2∗

2(2∗−2)

= K
√
p0

[S(p)]
N
4

‖f‖H−1

≤
√
p0K

‖f‖H−1

(∫
Ω
p|∇u|2

)N
4(∫

Ω
|u|2∗

)N−2
4

≤
√
p0φ (tmax)(∫

Ω
p|∇u|2

) 1
2 ‖f‖H−1

.

Alors

φ (tmax) ≥
(∫

Ω

p|∇u|2
) 1

2 ‖f‖H−1√
p0

Λ0

≥ Λ0

∫
Ω

fu > λ

∫
Ω

fu.

Par conséquent, en procédant de la même manière que dans le premier cas, on obtient

deux uniques nombres t−, t+, tels que 0 < t− < tmax < t+,

φ
(
t+
)

= λ

∫
Ω

fu = φ
(
t−
)

et

φ′
(
t−
)
> 0 > φ′

(
t+
)
.

Ce qui est équivalent à t+u ∈ N−λ et t−u ∈ N+
λ .

Aussi

Jλ
(
t+u
)

= sup
t≥tmax

Jλ (tu) ; Jλ
(
t−u
)

= inf
0≤t≤tmax

Jλ (tu) .

On pose

c = inf
u∈Nλ

Jλ (u) ; c+ = inf
u∈N+

λ

Jλ (u) ; c− = inf
u∈N−λ

Jλ (u) .

Lemme 3.3.5. (i) Si λ ∈ (0,Λ0), alors c ≤ c+ < 0.

(ii) Si λ ∈
(
0, Λ0

2

)
, alors c− > 0.

Démonstration. (i) Soit v ∈ H1
0 (Ω) l’unique solution de −∆u = f , alors∫

Ω

fv = ‖∇v‖2
L2 > 0.
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D’aprés le lemme 3.3.4, il existe un unique t0 := t−(v) > 0, tel que t0v ∈ N+
λ , et

parconséquent, d’après (3.3.9), on a∫
Ω

p|∇t0v|2 > (2∗ − 1)

∫
Ω

|t0v|2
∗
.

En utilisant (3.3.4), on obtient

Jλ (t0v) = −1

2

∫
Ω

p |∇t0v|2 +
2∗ − 1

2∗

∫
Ω

|t0v|2
∗

< −1

2

∫
Ω

p |∇t0v|2 +
1

2∗

∫
Ω

p |∇t0v|2

≤ −p0t
2
0

N
‖v‖2

= −p0t
2
0

N
‖f‖2

H−1 . (3.3.15)

Donc, d’aprés les définitions de c et c+, on déduit que c ≤ c+ < 0.

(ii) Soit u ∈ N−λ . D’après (3.3.9), on a∫
Ω

p|∇u|2 < (2∗ − 1)

∫
Ω

|u|2∗ .

En utilisant (3.3.13), on obtient

1

2∗ − 1

∫
Ω

p|∇u|2 <
[∫

Ω
p|∇u|2

S(p)

] 2∗
2

.

Cela implique (∫
Ω

p|∇u|2
) 1

2

>
[S(p)]

2∗
2(2∗−2)

(2∗ − 1)
1

2∗−2

. (3.3.16)

Posons

Cλ :=
1

N

[
[S(p)]

2∗
2(2∗−2)

(2∗ − 1)
1

2∗−2

]
− λ
√
p0

(
1− 1

2∗

)
‖f‖H−1 .

Alors, Cλ > 0 si et seulement si

1

N

[S(p)]
2∗

2(2∗−2)

(2∗ − 1)
1

2∗−2

>
λ
√
p0

(
1− 1

2∗

)
‖f‖H−1 .

Alors

λ <

√
p0

N

2∗ [S(p)]
2∗

(2∗−2)

(2∗ − 1)
2∗−1
2∗−2 ‖f‖H−1

.

Puisque 1
N

= 1
2
− 1

2∗
, alors
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λ <
1

2
Λ0.

En utilisant (3.3.6), (3.3.16) et λ < 1
2
Λ0 , on obtient

Jλ(u) >

(∫
Ω

p|∇u|2
) 1

2

{
1

N

[
[S(p)]

2∗
2(2∗−2)

(2∗ − 1)
1

2∗−2

]
− λ
√
p0

(
1− 1

2∗

)
‖f‖H−1

}

> Cλ
[S(p)]

2∗
2(2∗−2)

(2∗ − 1)
1

2∗−2

> 0.

Ainsi, si λ ∈
(
0, Λ0

2

)
, alors J(u) > Cλ

[S(p)]
2∗

2(2∗−2)

(2∗−1)
1

2∗−2
> 0 pour tout u ∈ N−λ .

Lemme 3.3.6. Supposons que λ ∈ (0,Λ0) et u ∈ Nλ. Alors il existe ε > 0 et une fonction

différentiable ξ : B(0, ε) ⊂ H1
0 (Ω) −→ R+ telle que :

ξ(0) = 1, ξ(w) (u− w) ∈ Nλ

et

〈ξ′(0), w〉 =
2
∫

Ω
∇u∇w − 2∗

∫
Ω
|u|2∗−2uw − λ

∫
Ω
fw∫

Ω
p|∇u|2 − (2∗ − 1) ‖u‖ 2∗

L2∗
. (3.3.17)

Démonstration. Soit u ∈ Nλ. Définissons F : R×H1
0 (Ω) −→ R comme suit :

F (t, w) = 〈J ′λ (t (u− w)) , t (u− w)〉

= t

∫
Ω

p|∇ (u− w) |2 − t2∗−1

∫
Ω

|u− w|2∗ − λ
∫

Ω

f (u− w) .

Alors F (1, 0) = 0.

∂F

∂t
(t, w) =

∫
Ω

p|∇ (u− w) |2 − (2∗ − 1) t2
∗−2

∫
Ω

|u− w|2∗ .

Donc ∂F
∂t

(1, 0) =
∫

Ω
p|∇u|2 − (2∗ − 1)

∫
Ω
|u|2∗ 6= 0, par conséquent on peut appliquer

le théorème des fonctions implicites au point (1, 0).

D’où il existe une boule B(0, ε) ⊂ H1
0 (Ω), ε > 0 et une fonction différentiable ξ :

B(0, ε) −→ R+ telles que ξ(0) = 1,

〈ξ′(0), v〉 = −
〈
∂F
∂w

(1, 0), v
〉

∂F
∂t

(1, 0)

=
2
∫

Ω
∇u∇v − 2∗

∫
Ω
|u|2∗−2uv − λ

∫
Ω
fv∫

Ω
p|∇u|2 − (2∗ − 1) ‖u‖ 2∗

L2∗
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et

F (ξ(w), w) = 0 pour tout w ∈ B(0, ε),

ce qui est équivalent à 〈J ′λ (ξ(w) (u− w)) , ξ(w) (u− w)〉 = 0 pour tout w ∈ B(0, ε). D’où

ξ(w) (u− w) ∈ B(0, ε) ⊂ Nλ.

Lemme 3.3.7. Supposons que λ ∈ (0,Λ0) et u ∈ N−λ . Alors il existe ε > 0 et une fonction

différentiable ξ : B(0, ε) ⊂ H1
0 (Ω) −→ R+ telle que :

ξ(0) = 1, ξ(w) (u− w) ∈ N−λ

et

〈ξ′(0), w〉 =
2
∫

Ω
∇u∇w − 2∗

∫
Ω
|u|2∗−2uw − λ

∫
Ω
fw∫

Ω
p|∇u|2 − (2∗ − 1) ‖u‖ 2∗

L2∗
. (3.3.18)

Démonstration. Soit u ∈ N−λ . En procédant de la même manière comme dans le lemme

3.3.6, il existe une boule B(0, ε) ⊂ H1
0 (Ω), ε > 0 et une fonction différentiable ξ :

B(0, ε) −→ R+ telles que

ξ(0) = 1, ξ(w) (u− w) ∈ Nλ, pour ‖w‖ < ε

et

〈ξ′(0), v〉 =
2
∫

Ω
∇u∇v − 2∗

∫
Ω
|u|2∗−2uv − λ

∫
Ω
fv∫

Ω
p|∇u|2 − (2∗ − 1) ‖u‖2∗

L2∗
.

Comme 〈J ′λ (u) , u〉 =
∫

Ω
p|∇u|2− (2∗ − 1)

∫
Ω
|u|2∗ < 0, alors par la continuité de J ′λ et

ξ, on a

〈J ′λ (ξ(w) (u− w)) , ξ(w) (u− w)〉 < 0,

pour ε > 0 suffisamment petit, cela implique que ξ(w) (u− w) ∈ N−λ .

Lemme 3.3.8. Pour tout λ ∈ (0,Λ0), il existe une suite {un} ⊂ Nλ telle que :

(i) Jλ (un) = c+ o(1).

(ii) J ′ (un)→ 0 dans H−1.

Démonstration. Il est claire qu’on peut appliquer le principe variationnel d’Ekeland au

problème de minimisation inf
Nλ
Jλ = c. On a l’existence d’une suite minimisante {un} ⊂ Nλ

possédant les propriétés suivantes :

(i) Jλ (un) < c+ 1
n
.

(ii) Jλ(un) ≤ J (w) + 1
n
‖w − un‖ , ∀w ∈ Nλ.

Pour n assez grand, d’après (3.3.15) on a :

Jλ (un) =
1

N

∫
Ω

p|∇un|2 − λ
(

1− 1

2∗

)∫
Ω

fun < c+
1

n
< −p0t

2
0

N
‖f‖2

H−1 . (3.3.19)
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Il s’en suit que

λ

∫
Ω

fun ≥
2p0t

2
0

N + 2
‖f‖2

H−1 .

Donc

‖un‖ ≥
2p0t

2
0 ‖f‖H−1

λ (N + 2)
. (3.3.20)

Par conséquence, pour tout n ∈ N, un 6= 0, et en utilisant (3.3.5), on obtient

2p0
√
p0 ‖f‖H−1 t20

(N + 2)λ
≤
(∫

Ω

p |∇un|2
) 1

2

.

De (3.3.19), on a∫
Ω

p|∇un|2 < −p0t
2
0 ‖f‖

2
H−1 + λ

N + 2

2

∫
Ω

fun

< λ
N + 2

2

∫
Ω

fun

≤ λ
N + 2

2
‖u‖ ‖f‖H−1

≤ λ
N + 2

2
√
p0

‖f‖H−1

(∫
Ω

p|∇un|2
) 1

2

.

Ce qui donne ∫
Ω

p|∇un|2 ≤ λ
N + 2

2
√
p0

‖f‖H−1 .

D’où

2p0
√
p0 ‖f‖H−1 t20

(N + 2)λ
≤
(∫

Ω

p |∇un|2
) 1

2

≤ λ
N + 2

2
√
p0

‖f‖H−1 . (3.3.21)

Montrons que ‖J ′λ (un)‖H−1 → 0 quand n→ +∞.

Raisonnons par l’absurde. Supposons que‖J ′λ (un)‖H−1 > 0 pour n assez grand.

En appliquent le lemme 3.3.6, considérons les fonctions ξn : B (0, εn)−→R+ telles que,

pour un certain εn > 0 on a ξn(w) (un − w) ∈ Nλ. Choisissons 0 < δ < εn et posons

wδ = δu
‖u‖ avec u ∈ H1

0 (Ω) r {0}. Définissons, ηδ := ξn(wδ) (un − wδ). Comme ηδ ∈ Nλ, et

en utilisant (ii) on déduit

Jλ (ηδ)− Jλ (un) ≥ − 1

n
‖ηδ − un‖ ,

par le théorème des accroissements finis, on obtient

〈J ′λ (un) , ηδ − un〉+ o (‖ηδ − un‖) ≥ −
1

n
‖ηδ − un‖ .

Ainsi
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〈J ′λ (un) ,−wδ〉+ (ξn (wδ)− 1) 〈J ′λ (un) , ηδ − un〉 ≥ −
1

n
‖ηδ − un‖+ o (‖ηδ − un‖) .

(3.3.22)

Comme ηδ = ξn(wδ) (un − wδ) ∈ Nλ et de (3.3.22), on a

−δ
〈
J ′δ (un) ,

u

‖u‖

〉
+(ξn (wδ)− 1) 〈J ′λ (un)− J ′λ (ηδ) , ηδ − un〉 ≥ −

1

n
‖ηδ − un‖+o (‖ηδ − un‖) .

Ainsi〈
J ′δ (un) ,

u

‖u‖

〉
≤ ‖ηδ − un‖

nδ
+
o (‖ηδ − un‖)

δ
+

(ξn (wδ)− 1)

δ
〈J ′λ (un)− J ′λ (ηδ) , ηδ − un〉 .

(3.3.23)

Puisque

‖ηδ − un‖ ≤ δ |ξn (wδ)|+ |ξn (wδ)− 1|
(∫

Ω

p |∇un|2
) 1

2

et

lim
δ→0

|ξn (wδ)− 1|
δ

≤ |ξ′n(0)| .

si on fait tendre δ vers 0 dans (3.3.23) pour n fixé, alors par (3.3.21) on conclut :

‖J ′λ (un)‖H−1 ≤
C

n
(1 + |ξ′n(0)|) ,

pour une constante positive convenable C.

Il reste à montrer que |ξ′n(0)| est bornée uniformément en n.

De (3.3.17) et l’estimation (3.3.21) on obtient :

|ξ′n(0)| ≤ C1∣∣∫
Ω
p|∇un|2 − (2∗ − 1) ‖un‖2∗

L2∗

∣∣ ,
où C1 > 0 une constante convenable.

Par conséquent, nous devons montrer que
∣∣∫

Ω
p|∇u|2 − (2∗ − 1) ‖u‖2∗

L2∗

∣∣ est bornée loin

de zéro.

Raisonnons par l’absurde, supposons qu’il existe une suite {un}, telle que∫
Ω

p|∇un|2 − (2∗ − 1) ‖un‖2∗

L2∗ = o(1). (3.3.24)

De plus, (3.3.24) et le fait que un ∈ Nλ nous donnent

λ

∫
Ω

fun =

∫
Ω

p |∇un|2 −
∫

Ω

|un|2
∗

= (2∗ − 2)

∫
Ω

|un|2
∗

+ o(1).
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En combinant (3.3.24) et (3.3.21), on peut trouver une constante convenable ρ > 0

telle que ∫
Ω

|un|2
∗
> ρ pour n suffisamment grand. (3.3.25)

Cela implique que

Iλ (un) = K

(∫Ω
p |∇un|2

)N+2
N−2∫

Ω
|un|2

∗

N−2
4

− λ
∫

Ω

fu

= K


[
(2∗ − 1)

∫
Ω
|un|2

∗
]N+2
N−2∫

Ω
|un|2

∗


N−2

4

− (2∗ − 2)

∫
Ω

|un|2
∗

+ o(1)

= o(1). (3.3.26)

D’autre part, par (3.3.21), (3.3.25) et λ ∈ (0,Λ0), on a

Iλ (un) = K

(∫Ω
p |∇un|2

)N+2
N−2∫

Ω
|un|2

∗

N−2
4

− λ
∫

Ω

fu

≥ K

(∫Ω
p |∇un|2

)N+2
N−2∫

Ω
|un|2

∗

N−2
4

− λ
√
p0

(∫
Ω

p |∇un|2
) 1

2

‖f‖H−1

= K

(∫
Ω

p |∇un|2
) 1

2

 ∫
Ω
p |∇un|2(∫

Ω
|un|2

∗)N−2
N

N
4

− λ
√
p0

(∫
Ω

p |∇un|2
) 1

2

‖f‖H−1

≥
(∫

Ω

p |∇un|2
) 1

2
[
K [S(p)]

N
4 − λ
√
p0

‖f‖H−1

]
> d0,

pour un d0 > 0 et n suffisamment grand, ce qui est clairement impossible.

On conclut que :

‖J ′λ (un)‖H−1 → 0 quand n→ +∞.

3.4 Preuve du théorème 3.1.1

Proposition 3.4.1. Soit {un} ⊂ Nλ une suite minimisante telle que
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(i) Jλ (un) = c+ o(1).

(ii) J ′ (un)→ 0 dans H−1.

Alors, pour tout λ ∈ (0,Λ0), {un} admet une sous-suite qui converge fortement vers

un point w0 dans H1
0 (Ω), en plus w0 ∈ N+

λ et Jλ(w0) = c.

Démonstration. D’après (3.3.19), on obtient

∫
Ω

|∇un|2 <
−p0t

2
0 ‖f‖

2
H−1 + λN+2

2

∫
Ω
fun

p0

< λ
N + 2

2p0

∫
Ω

fun

≤ λ
N + 2

2p0

‖un‖ ‖f‖H−1 .

En utilisant (3.3.20), on obtient

2p0t
2
0 ‖f‖H−1

λ (N + 2)
≤ ‖un‖ ≤ λ

N + 2

2p0

‖f‖H−1 . (3.4.1)

D’où {un} est bornée dans H1
0 (Ω), donc d’après le théorème des injections compactes

de Sobolev, elle admet une sous-suite {un} telle que

un ⇀ w0 faiblement dans H1
0 (Ω),

un → w0 p.p dans Ω,

avec w0 ∈ H1
0 (Ω).

De l’hypothèse (ii), on a

lim
n→∞

〈J ′λ (un) , w〉 = 〈J ′λ (w0) , w〉 = 0, ∀w ∈ H1
0 (Ω),

i.e w0 est une solution faible de (3.1.1).

En particulier, w0 ∈ Nλ.
Montrons que un → w0 fortement dans H1

0 (Ω).

Supposons le contraire, c’est-à-dire ‖u‖ < lim inf ‖un‖, alors
∫

Ω
p|∇u|2 < lim inf

∫
Ω
p|∇un|2.

En effet :

Montrons que ‖un − u‖ → 0⇔
∫

Ω
p |∇ (un − u)| 2 → 0.

”⇒ ”

Supposons qu’on a ‖un − u‖ → 0, c’est-à-dire ∀ε > 0, ∃ηε ∈ N, tel que ‖un − u‖ < ε

pour n < ηε.

D’après l’inégalité de Hölder, on a
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∫
Ω

p |∇ (un − u)| 2 ≤ ‖p‖L∞ ‖un − u‖
2

< ε pour n assez grand.

”⇐ ”

Supposons maintenant qu’on a
∫

Ω
p |∇ (un − u)| 2 → 0, c’est-à-dire ∀ε > 0, ∃ηε ∈ N,

tel que ‖un − u‖ < ε pour n < ηε.

Sachant que pour tout x ∈ Ω, on a p(x) > 0 et en utilisant l’inégalité de Hölder, on

obtient

‖un − u‖2 =

∫
Ω

p

p
|∇ (un − u)| 2

≤
∥∥∥∥1

p

∥∥∥∥
L∞

∫
Ω

p |∇ (un − u)| 2

< ε pour n assez grand.

D’où le résultat, et ainsi

c ≤ Jλ(w0) =
1

N

∫
Ω

p|∇w0|2 − λ
N + 2

2N

∫
Ω

fw0 < lim inf Jλ (un) = c.

Par conséquent un → w0 fortement dans H1
0 (Ω) et Jλ(w0) = c.

Par ailleurs, on a w0 ∈ N+
λ . Sinon, par le lemme 3.3.4, il existe deux nombres t+0 et

t−0 , définies de manière unique tels que t−0 w0 ∈ N+
λ et t+0 w0 ∈ N−λ .

En particulier, on a t−0 < t+0 = 1. De

J ′λ
(
t−w0

)
= 0 et Ψ′λ

(
t−w0

)
> 0.

Il existe t−0 < t− ≤ t+0 tel que Jλ(t
−
0 w0) < Jλ(t

−w0). Du lemme 3.3.4, on obtient

Jλ(t
−
0 w0) < Jλ(t

−w0) < Jλ(t
+
0 w0) = Jλ(w0),

d’où la contradiction .

3.5 Preuve du théorème 3.1.2

On commence par montrer que

inf
u∈N−λ

Jλ(u) = c− < c+
1

N
[p0S]

N
2 . (3.5.1)

Pour cela, on a besoin de quelques notations.
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Posons

Uε(x) =
ε
N−2

2

(ε2 + |x|2)
N−2

2

ε > 0, x ∈ RN . (3.5.2)

On pose Uε,a(x) = Uε (x− a), et

uε,a(x) = ξa(x)Uε,a(x) (3.5.3)

où

ξa ∈ C∞0 (Ω) avec ξa ≥ 0 et ξa = 1 au voisinage de a. (3.5.4)

D’aprés les estimations faites par H. Brézis, L. Nirenberg [5], on a :

‖w0 +Ruε,a‖2∗

L2∗ = ‖w0‖2∗

L2∗ +R2∗ ‖uε,a‖2∗

L2∗ + 2∗R

∫
Ω

|w0|2
∗−2w0uε,a

+ 2∗R2∗−1

∫
Ω

u2∗−1
ε,a w0 + o

(
ε
N−2

2

)
, (3.5.5)

et

‖∇uε,a‖2
L2 = B +O

(
εN−2

)
, ‖uε,a‖2∗

L2∗ = A+O
(
εN
)
, (3.5.6)

où

B = (N − 2)2

∫
RN

|x|2

(1 + |x|)N
dx, A =

∫
RN

dx

(1 + |x|2)N
, (3.5.7)

et

S =
B

A
2
2∗
. (3.5.8)

On pose

Ak = (N − 2)2 βk

∫
RN

|x|k+2

(1 + |x|2)N
dx.

Lemme 3.5.1. Soit p ∈ H1(Ω) ∩ C
(
Ω̄
)
, vérifiant (3.1.3) et uε,a est définie comme dans

(3.5.3).

Alors on a l’estimation suivante :

Lemme 3.5.2.
∫

Ω
p(x) |∇uε,a(x)| dx ≤


p0B +O

(
εN−2

)
si N − 2 < k,

p0B + Akε
k + o

(
εk
)

si N − 2 > k,

p0B + (N−2)2(βN−2+M)ωN
2

εN−2 |ln ε|+ o
(
εN−2 |ln ε|

)
si N − 2 = k.

Démonstration. Calculons
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∫
Ω

p(x) |∇uε,a(x)|2 dx = εN−2

∫
Ω

p(x) |∇ξa(x)|2(
ε2 + |x− a|2

)N−2
dx

+ εN−2 (N − 2)2

∫
Ω

p(x) |∇ξa(x)|2 |x− a|2(
ε2 + |x− a|2

)N dx

− 2εN−2 (N − 2)

∫
Ω

p(x)ξa(x)∇ξa(x) (x− a)(
ε2 + |x− a|2

)N−1
dx.

Puisque, ξa ≡ 1 dans un voisinage de a, on suppose que ξa ≡ 1 dans B (a, r) avec

r > 0 assez petit .

Ainsi, on obtient∫
Ω

p(x) |∇uε,a(x)|2 dx = εN−2

∫
Ω\B(a,r)

p(x) |∇ξa(x)|2(
ε2 + |x− a|2

)N−2
dx

− 2εN−2 (N − 2)

∫
Ω\B(a,r)

p(x)ξa(x)∇ξa(x) (x− a)(
ε2 + |x− a|2

)N−1
dx

+ εN−2 (N − 2)2

∫
Ω

p(x) |∇ξa(x)|2 |x− a|2(
ε2 + |x− a|2

)N dx. (3.5.9)

En appliquant le théorème de convergence dominée, (3.5.9) devient

∫
Ω

p(x) |∇uε,a(x)|2 dx = εN−2 (N − 2)2

∫
Ω

p(x) |∇ξa(x)|2 |x− a|2(
ε2 + |x− a|2

)N dx+O
(
εN−2

)
.

En utilisant, (3.1.3), on obtient

∫
Ω

p(x) |∇uε,a(x)|2 dx = εN−2 (N − 2)2 p0

∫
Va

|x− a|2(
ε2 + |x− a|2

)N dx
+ εN−2 (N − 2)2 βk

∫
Va

|x− a|k+2(
ε2 + |x− a|2

)N dx
+ εN−2 (N − 2)2

∫
Va

θ(x) |x− a|k+2(
ε2 + |x− a|2

)N dx
+ εN−2 (N − 2)2

∫
Va

|x− a|k+2 (βk + θ(x))
(
|ξa(x)|2 − 1

)(
ε2 + |x− a|2

)N dx

+ εN−2 (N − 2)2

∫
ΩrVa

p(x) |∇ξa(x)|2 |x− a|2(
ε2 + |x− a|2

)N dx

+ O
(
εN−2

)
.
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En utilisant de nouveau la définition de ξa, et en appliquant le théorème de convergence

dominée, on obtient

∫
Ω

p(x) |∇uε,a(x)|2 dx = εN−2 (N − 2)2 p0

∫
Va

|x− a|2(
ε2 + |x− a|2

)N dx
+ εN−2 (N − 2)2 βk

∫
Va

|x− a|k+2(
ε2 + |x− a|2

)N dx
+ εN−2 (N − 2)2

∫
Va

θ(x) |x− a|k+2(
ε2 + |x− a|2

)N dx+O
(
εN−2

)
.

Nous distinguons trois cas :

1. Si N − 2 > k,

∫
Ω
p(x) |∇uε,a(x)|2 dx =

εN−2 (N − 2)2 p0

[∫
RN

|x−a|2

(ε2+|x−a|2)
N dx−

∫
RNrVa

|x−a|2

(ε2+|x−a|2)
N dx

]
+

εN−2 (N − 2)2 p0

[∫
RN

βk|x−a|k+2

(ε2+|x−a|2)
N dx−

∫
RNrVa

βk|x−a|k+2

(ε2+|x−a|2)
N dx

]
+

εN−2 (N − 2)2 ∫
Va

θ(x)|x−a|k+2

(ε2+|x−a|2)
N dx+O

(
εN−2

)
.

En utilisant le changement de variable y = x−a
ε

et en appliquant le théorème de

convergence dominée, on trouve

∫
Ω

p(x) |∇uε,a(x)|2 dx = (N − 2)2 p0

∫
RN

|y|2(
1 + |y|2

)N dy
+ εk (N − 2)2

∫
RN

βk |y|k+2(
1 + |y|2

)N dy
+ εk (N − 2)2

∫
RN

θ(a+ εy) |y|k+2(
1 + |y|2

)N χṼ ε0 dy

+ o
(
εk
)
.

Comme θ(x) tend vers 0 quand x tend vers a, ceci nous donne∫
Ω

p(x) |∇uε,a(x)|2 dx = p0B + Akε
k + o

(
εk
)
.
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2. Si N − 2 < k,∫
Ω

p(x) |∇uε,a(x)|2 dx = p0B + εN−2 (N − 2)2 βk

∫
Va

|x− a|k+2(
ε2 + |x− a|2

)N dx
+ εN−2 (N − 2)2

∫
Va

θ(x) |x− a|k+2(
ε2 + |x− a|2

)N dx+O
(
εN−2

)
.

Comme Va est un domaine borné, il existe une constante positive τ telle que Va ⊂
B (a, τ), ainsi

∫
Ω
p(x) |∇uε,a(x)|2 dx =

p0B +O
(
εN−2

)
+ εN−2 (N − 2)2[∫

B(a,τ)
(βk+θ(x))|x−a|k+2

(ε2+|x−a|2)
N dx−

∫
B(a,τ)\Ω

(βk+θ(x))|x−a|k+2

(ε2+|x−a|2)
N dx

]
.

+εN−2 (N − 2)2 ∫
Va

θ(x)|x−a|k+2

(ε2+|x−a|2)
N dx+O

(
εN−2

)
.

Par le changement de variable y = x− a, on obtient∫
Ω

p(x) |∇uε,a(x)|2 dx = p0B + εN−2 (N − 2)2

∫
B(0,τ)

(βk + θ(a+ y)) |y|k+2(
ε2 + |y|2

)N dy

+ εN−2 (N − 2)2

∫
Va

θ(a+ y) |y|k+2(
ε+ |y|2

)N dy

+ O
(
εN−2

)
.

En utilisant la définition de θ donnée dans (3.1.3), il existe une constante positive M

telle que

∫
Ω

p(x) |∇uε,a(x)|2 dx = p0B + εN−2 (N − 2)2 (βk +M)

∫
B(0,τ)

|y|k+2(
ε2 + |y|2

)N dy
+O

(
εN−2

)
.

En appliquant le théorème de convergence dominée on déduit∫
Ω

p(x) |∇uε,a(x)|2 dx = p0B +O
(
εN−2

)
.

3. Si N − 2 = k,
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∫
Ω

p(x) |∇uε,a(x)|2 dx = p0B + εN−2 (N − 2)2

∫
Ω

βk |x− a|k+2(
ε2 + |x− a|2

)N dx.
+ εN−2 (N − 2)2

∫
Va

θ(x) |x− a|k+2(
ε2 + |x− a|2

)N dx+O
(
εN−2

)
.

En suivant les mêmes étapes précédentes, on obtient

∫
Ω
p(x) |∇uε,a(x)|2 dx =

p0B

+ εN−2 (N − 2)2

[∫
B(a,τ)

βN−2|x−a|N

(ε2+|x−a|2)
N dx−

∫
B(a,τ)\Ω

βN−2|x−a|N

(ε2+|x−a|2)
N dx

]
+εN−2 (N − 2)2 ∫

Va

θ(x)|x−a|k+2

(ε2+|x−a|2)
N dx+O

(
εN−2

)
.

D’où

∫
Ω

p(x) |∇uε,a(x)|2 dx = p0B + εN−2 (N − 2)2

∫
B(a,τ)

T
(βN−2 + θ(x)) |x− a|N(

ε2 + |x− a|2
)N dx

+ εN−2 (N − 2)2

∫
Va

θ(x) |x− a|k+2(
ε2 + |x− a|2

)N dx+O
(
εN−2

)
.

En utilisant la définition de θ donnée dans (3.1.3), il existe une constante positive M

telle que

∫
Ω

p(x) |∇uε,a(x)|2 dx ≤ p0B + εN−2 (N − 2)2 (βN−2 +M)

∫
B(a,τ)

|x− a|N(
ε2 + |x− a|2

)N dx
+O

(
εN−2

)
. (3.5.10)

D’autre part

εN−2

∫
B(a,τ)

|x− a|N(
ε2 + |x− a|2

)N dx = ωNε
N−2

∫ τ

0

r2N−1

(ε2 + r2)N
dr +O

(
εN−2

)

=
ωN
2N

εN−2

∫ τ

0

(
(ε2 + r2)

N
)′

(ε2 + r2)N
dr +O

(
εN−2

)
,
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et

εN−2

∫
B(a,τ)

|x− a|N(
ε2 + |x− a|2

)N dx =
ωN
2
εN−2 |ln ε|+ o

(
εN−2 |ln ε|

)
. (3.5.11)

En substrictiant (3.5.11) dans (3.5.10), on obtient

∫
Ω

p(x) |∇uε,a(x)|2 dx ≤ p0B +
(N − 2)2 (βN−2 +M)ωN

2
εN−2 |ln ε|+ o

(
εN−2 |ln ε|

)
.

On conclut

∫
Ω

p(x) |∇uε,a(x)| dx ≤


p0B +O

(
εN−2

)
si N − 2 < k,

p0B + Akε
k + o

(
εk
)

si N − 2 > k,

p0B + (N−2)2(βN−2+M)ωN
2

εN−2 |ln ε|+ o
(
εN−2 |ln ε|

)
si N − 2 = k.

(3.5.12)

Lemme 3.5.3. Pour tout R > 0 et k > N−2
2

, il existe ε0 = ε0 (R, a) > 0 tel que :

Jλ (w0 +Ruε,a) < c+
1

N
[p0S]

N
2 ,

pour tout 0 < ε < ε0.

Démonstration. on a :

Jλ (w0 +Ruε,a) =
1

2

∫
Ω

p|∇w0|2 +R

∫
Ω

∇w0∇uε,a +
R2

2

∫
Ω

p|∇uε,a|2

− 1

2∗

∫
Ω

|w0 +Ruε,a|2
∗ − λ

∫
Ω

fw0 − λR
∫

Ω

fuε,a. (3.5.13)

En utilisant (3.5.5), (3.5.6) et le fait que w0 satisfasse (3.1.1), on obtient

Jλ (w0 +Ruε,a) =
1

2

∫
Ω

p|∇w0|2 +R

∫
Ω

∇w0∇uε,a +
R2

2

∫
Ω

p|∇uε,a|2

− 1

2∗
‖w0‖2∗

L2∗ −
R2∗

2∗
A

− R

∫
Ω

|w0|2
∗−2w0uε,a −R2∗−1

∫
Ω

u2∗−1
ε,a w0 − λ

∫
Ω

fw0

− λR

∫
Ω

fuε,a + o
(
ε
N−2

2

)
= c+

R2

2

∫
Ω

p|∇uε,a|2 −
R2∗

2∗
A−R2∗−1

∫
Ω

u2∗−1
ε,a w0 + o

(
ε
N−2

2

)
.
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Puisque w0 = 0 sur RN r Ω, il s’en suit∫
Ω

u2∗−1
ε,a w0 =

∫
RN
w0(x)ξa(x)

ε
N+2

2(
ε2 + |x− a|2

)N+2
2

dx

= ε
N−2

2

∫
RN
w0(x)ξa(x)

1

εN
ψ
(x
ε

)
dx

où ψ(x) = 1

(1+|x|2)
N+2

2
∈ L1

(
RN
)
.

Posons D =
∫
RN ψ(x)dx nous en déduisons∫

RN
w0(x)ξa(x)

1

εN
ψ
(x
ε

)
dx→ w0(a)D.

Alors ∫
Ω

u2∗−1
ε,a w0 = ε

N−2
2 w0(a)D + o

(
ε
N−2

2

)
.

Par conséquent

Jλ (w0 +Ruε,a) = c+
R2

2

∫
Ω

p|∇uε,a|2−
R2∗

2∗
A−R2∗−1ε

N−2
2 w0(a)D+ o

(
ε
N−2

2

)
. (3.5.14)

En combinant (3.5.14) et (3.5.12), on a

Jλ (w0 +Ruε,a) ≤


c+ R2

2
p0B − R2∗

2∗
A− εN−2

2 w0(a)DR2∗−1 + o
(
ε
N−2

2

)
si k > N−2

2
,

c+ R2

2
p0B − R2∗

2∗
A+ Akε

k + o
(
εk
)

si k < N−2
2
,

c+ R2

2
p0B − R2∗

2∗
A− εN−2

2

(
R2

2
AN−2

2
− w0(a)DR2∗−1

)
+ o

(
ε
N−2

2

)
si k = N−2

2
.

Considérons le cas k > N−2
2

.

Pour cela, définissons

q(s) =
s2

2
p0B −

s2∗

2∗
A− ε

N−2
2 w0(a)Ds2∗−1 + o

(
ε
N−2

2

)
, s > 0,

supposons que q atteigne son maximum au point tε > 0.

Posons

S0 =

(
p0B

A

) 1
2∗−1

.

Comme tε satisfait

tεp0B − t2
∗−1
ε A = (2∗ − 1)w0(a)Dε

N−2
2 t2

∗−2
ε , (3.5.15)

on a 0 < tε < S0 et tε → S0 quand ε→ 0.
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On écrit tε = S0 (1− δε). Nous étudions la vitesse avec laquelle δε → 0 quand ε→ 0.

De (3.5.15), on trouve

(
(p0B)2∗−1

A

) 1
2∗−2 (

1− δε − (1− δε)2∗−1
)

= (2∗ − 1)
p0B

A
(1− δε)2∗−2w0(a)Dε

N−2
2 ,

et en développant δε nous déduisons

(2∗ − 2)

(
(p0B)2∗−1

A

) 1
2∗−2

δε = (2∗ − 1)
p0B

A
u(a)Dε

N−2
2 + o

(
ε
N−2

2

)
.

Ceci implique

Jλ (w0 +Ruε,a) ≤ c+
t2ε
2
p0B −

t2
∗
ε

2∗
A− ε

N−2
2 w0(a)Dt2

∗−1
ε + o

(
ε
N−2

2

)
= c+

S2
0

2
p0B −

S2∗
0

2∗
A− S2

0Bδε + S2∗

0 Aδε − ε
N−2

2 w0(a)DS2∗−1
0 + o

(
ε
N−2

2

)
= c+

1

N
(p0S)

N
2 − ε

N−2
2 w0(a)DS2∗−1

0 + o
(
ε
N−2

2

)
.

En procédant de la même manière que dans le cas k > N−2
2

, on obtient

Jλ (w0 +Ruε,a) ≤


c+ 1

N
(p0S)

N
2 − εN−2

2 w0(a)DS2∗−1
0 + o

(
ε
N−2

2

)
si k > N−2

2
,

c+ 1
N

(p0S)
N
2 + Akε

k + o
(
εk
)

si k < N−2
2
,

c+ 1
N

(p0S)
N
2 − εN−2

2

(
S2
0

2
AN−2

2
− w0(a)DS2∗−1

0

)
+ o

(
ε
N−2

2

)
si k = N−2

2
.

Donc pour ε0 = ε0 (R, a) > 0 suffisamment petit, et k > N−2
2

on conclut

Jλ (w0 +Ruε,a) < c+
1

N
[p0S]

N
2 , (3.5.16)

pour tout 0 < ε < ε0.

Soit u ∈ H1
0 (Ω), tel que ‖u‖ = 1, alors

t+(u)u ∈ N−λ et Jλ
(
t+(u)u

)
= max

t≥tmax
Jλ (tu) .

L’unicité de t+(u) et sa propriété extrémale donnent que u 7→ t+(u) est une fonction

continue.

Posons

U1 =

{
u = 0 ou u ∈ H1

0 (Ω) r {0} : ‖u‖ < t+
(

u

‖u‖

)}
,
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et

U2 =

{
u ∈ H1

0 (Ω) r {0} : ‖u‖ > t+
(

u

‖u‖

)}
.

Alors H1
0 (Ω) rN−λ = U1 ∪ U2 et N+

λ ⊂ U1.

En particulier w0 ∈ U1.

En effet, soit u ∈ N−λ , en prenant v = u
‖u‖ , et en utilisant le lemme 3.3.4, on a

l’existence d’un unique t+ (v) > 0 tel que

t+(v)v ∈ N−λ i.e t+
(

u
‖u‖

)
u
‖u‖ ∈ N

−
λ .

Comme u ∈ N−λ , on a t+
(

u
‖u‖

)
1
‖u‖ = 1, cela implique

N−λ =

{
u ∈ H1

0 (Ω) r {0} : t+
(

u

‖u‖

)
1

‖u‖
= 1

}
.

Posons

F =
{
h : [0, 1] −→ H1

0 (Ω) continue, h(0) = w0 et h(1) = w0 +R0uε,a
}
,

R0 > 0 fixé.

On a :

Lemme 3.5.4. Pour un choix convenable de R0 > 0 et ε > 0 la valeur

c0 = inf
h∈F

max
t∈[0,1]

Jλ (h(t)) ,

définit une valeur critique de Jλ, avec c0 ≥ c−.

Démonstration. Un calcul facile montre que, pour une constante appropriée d > 0 on a :

0 < t+(u) < d, ∀u ∈ H1
0 (Ω) tel que ‖u‖ = 1.

Posons

R0 =

(
1

p0B

∣∣d2 − ‖w0‖2
∣∣) 1

2

+ 1.

Nous affirmons que

wε := w0 +R0uε,a ∈ U2. (3.5.17)

En effet

‖wε‖2 = ‖w0 +R0uε,a‖2

= ‖w0‖2 +R2
0p0B + o(1) > d2 ≥

[
t+
(

wε
‖wε‖

)]2

,

pour ε > 0 assez petit.
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Pour un tel choix de R0, fixonsε > 0 de telle sorte que (3.5.16) et (3.5.17) aient lieu.

Posons

F =
{
h : [0, 1] −→ H1

0 (Ω) continue, h(0) = w0 et h(1) = w0 +R0uε,a
}
.

Il est clair que h : [0, 1] −→ H1
0 (Ω) avec h(t) = w0 + tR0uε,a appartient à F . Donc par

le lemme 3.5.3 on conclut :

c0 = inf
h∈F

max
t∈[0,1]

Jλ (h(t)) < c+
1

N
[p0S]

N
2 . (3.5.18)

De plus, comme h(0) ∈ U1 et h(1) ∈ U2, et du fait que h soit continue, alors il existe

t0 ∈ ]0, 1[ tel que h(t0) ∈ N−λ
D’où

c0 ≥ c− = inf
u∈N−λ

Jλ(u). (3.5.19)

D’une manière analogue que celle de la démonstration du lemme 3.3.8, on montre qu’il

existe une suite minimisante {un} ⊂ N−λ , telle que

(i) Jλ (un) = c− + o(1).

(ii) J ′ (un)→ 0 dans H−1.

Proposition 3.5.5. Soit {un} ⊂ N−λ une suite minimisante telle que :

(a) Jλ (un)→ c−.

(b) ‖J ′λ (un)‖H−1 → 0 .

Alors, pour tout λ ∈
(
0, Λ0

2

)
, {un} admet une sous-suite qui converge fortement vers

un point w1 dans H1
0 (Ω), en plus w0 ∈ N−λ et Jλ(w1) = c−.

Démonstration. De (3.4.1), on déduit que {un} est uniformément bornée.

Ainsi, on peut trouver un w1 ∈ H1
0 (Ω) tel que

un ⇀ w1 faiblement dans H1
0 (Ω).

Par conséquent de (b), on obtient :

〈J ′λ (w1) , w〉 = 0, ∀w ∈ H1
0 (Ω). (3.5.20)

Donc w1 est une solution dans H1
0 (Ω) de (3.1.1).En particulier w1 6= 0, w1 ∈ Nλ et

Jλ (w1) ≥ c.

On écrit un = w1 + vn avec vn ⇀ 0 faiblement dans H1
0 (Ω).

Par le lemme de H. Brézis, E. Lieb [4], on a
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‖un‖ 2∗

L2∗ = ‖w1 + vn‖ 2∗

L2∗ = ‖w1‖ 2∗

L2∗ + ‖vn‖ 2∗

L2∗ + o(1).

D’où, pour n assez grand, on conclut

c+
1

N
[p0S]

N
2 > Jλ (w1 + vn)

= Jλ (w1) +
1

2

∫
Ω

p|∇vn|2 −
1

2∗
‖vn‖ 2∗

L2∗ + o(1)

≥ c+
1

2

∫
Ω

p|∇vn|2 −
1

2∗
‖vn‖ 2∗

L2∗ + o(1),

ce qui donne

1

2

∫
Ω

p|∇vn|2 −
1

2∗
‖vn‖2∗

L2∗ <
1

N
[p0S]

N
2 + o(1). (3.5.21)

En utilisant (b), on a

o(1) = 〈J ′λ (un) , un〉 =

∫
Ω

p|∇w1|2 − ‖w1‖ 2∗

L2∗ − λ
∫

Ω

fw1 +

∫
Ω

p|∇vn|2 − ‖vn‖ 2∗

L2∗ + o(1)

= 〈J ′λ (w1) , w1〉+

∫
Ω

p|∇vn|2 − ‖vn‖ 2∗

L2∗ + o(1),

et en tenant compte de (3.5.20), on obtient∫
Ω

p|∇vn|2 − ‖vn‖ 2∗

L2∗ = o(1). (3.5.22)

Nous affirmons que les conditions (3.5.21) et (3.5.22) donnent ‖vn‖ → 0, k → +∞.
Raisonnons par l’absurde i.e supposons que ‖vn‖ soit bornée loin de zéro.

De (3.5.22), il en résulte

‖vn‖ 2∗−2
L2∗ ≥ p0S + o(1),

et par conséquent

‖vn‖ 2∗

L2∗ ≥ [p0S]
N
2 + o(1).

D’où la contradiction. De (3.5.21) et (3.5.22) on a :

1

N
[p0S]

N
2 ≤ 1

N
‖vn‖ 2∗

L2∗ + o(1) =
1

2

∫
Ω

p|∇vn|2 −
1

2∗
‖vn‖ 2∗

L2∗ + o(1) <
1

N
[p0S]

N
2 ,

pour n assez grand.
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Conclusion : un → w1 fortement.

Par conséquent w1 est un point critique de Jλ, w1 ∈ N−λ (car N−λ est un ensemble

fermé) et Jλ (w1) = c−.
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[4] H. Brézis, E. Lieb, A relation between pointwise convergence of functions and conver-

gence of functionals, Proc. A.M.S 88 (1983), 486-490.
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Abstract 

We show that for R  satisfying a suitable condition the Dirichlet problem: 

                    
*2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 ,

div p x u x u x u x f x x

u x


    


 

 

where * 2
2

2

N

N



, 3N   be the limiting Sobolev exponent, NR  open bounded 

set and  1( )p H C    , admits two solutions in  1

0H  . 

Keywords: Critical Sobolev exponent, Nehari manifold and Variational 

methods.  

Résumé  

Nous montrons que pour R  satisfaisant certaines conditions le problème de 

Dirichlet: 

                  
*2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 ,

div p x u x u x u x f x x

u x


    


 

 

où * 2
2

2

N

N



, 3N   est l’exposant critique de Sobolev, NR  un ouvert borné 

et  1( )p H C    , admet deux solutions dans  1

0H  . 

Mots clés : Exposant critique de Sobolev, Variété de Nehari et Méthodes 

variationnelles. 

 ملخص

يلبي بعض الشروط مشكل ديريكليعدد حقيقي    .من أجل هنبرهن أن   

 
*2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 ,

div p x u x u x u x f x x

u x


    


 

                                      

،  1( )p H C    NR  مجال محدود و ، الأس الحد لسوبوليف 3N   ، * 2
2

2

N

N



حيث   

.  1

0H   له حلين في 

.، مساحة نهاري ، طرق التغيراتالأس الحد لسوبوليف:  الكلمات المفتاحية  
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