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Introduction

Dans ce mémoire, on aborde I’étude de 'existence des solutions du probleme suivant :

—div (p(x)Vu(z)) = |u(@)]* > u(z) + Af(z) dans

u € H} ()
ol  est un domaine borné régulier de RN, N > 3, f € H™!, p est un poids positif
donné dans H*(Q) N C(Q), 2* = % est I'exposant critique de Sobolev pour 'injection

de Sobolev H(Q2) € L? () et A est un parametre réel.

Le cas ou le poids p est une fonction constante a fait 'objet d’intences travaux, je cite
en particulier celui de G. Tarantello [16].

Sous la condition suivante sur f :

N+2

/ fu < Cn(||Vul|;2) 2 pour u telle que ||ul|;.- =1, Cy une constante positive,
0

elle a montré I'existence d’au moins une solution

Lorsque I'inégalité si dessus est stricte, elle a montré 'existence d’une deuxieme solu-
tion.

En plus, les deux solutions obtenues sont nonnégatives lorsque f est nonnégative.

La question soulevé dans ce mémoire : que se passe t-il lorsque p est une fonction non
constante ? Plus précisémment lorsque p s’écrit, dans un voisinage d’'un point a, sous la

forme

p(x) = pla) + Aplr — al* + | — a]*0(2),

avec k, A des constantes positives et 6 tend vers 0 lorsque = tend vers a.

S’inspirant des travaux de R. Hadiji et H. Yazidi [11], on a montré l'existence des
solutions du probleme considéré en utilisant le principe d’Ekeland et le théoreme du col
sur la variété de Nehari et on a donné une condition suffisante sur A\ pour avoir des
résultats de non existence.

Le chapitre 1 concerne la partie préliminaire ou on donne quelques définitions et
résultats préalables. Dans le chapitre 2, on détaille le travail de R. Hadiji et H. Yazidi. Le

chapitre 3 est consacré a 1’étude du probleme elliptique nonhomogene avec poids.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, on rappelle les principaux résultats utilisés dans ce mémoire.

1.1 Espaces de Sobolev

On considere £ un ouvert de RV,

Définition 1.1.1. On note par C§°(£2), lespace vectoriel des fonctions de classe C'™

définies sur €2 et a support compact dans €.
Soit 1 < p < o0.

Définition 1.1.2. On définit 'espace de Sobolev WP(Q) par

Whr(Q) == {u € LP(Q)/ g1, ..., gn tels que /ug¢ = — / gip Vo € C° () Vi =1, ..,N} .
Q Q

%

On pose H*(Q2) := W13(Q).
Pour u € WP(2), on note

Ou =g, et Vu:(

ou Ou ou
a.fll'i N .

Oxy Oxs’ 7 Oxn

1
N p P
ullwro o= { ullf, +> ,
i=1 Lr

est un espace de Banach séparable et réflexif pour 1 < p < oo.

Théoréme 1.1.3. [3]. WHP(Q), muni de la norme

ou
8$i

Définition 1.1.4. [3]. On définit W, ?(Q) comme la fermeture de C$°(2) dans W'P(€).
On pose HL(Q) == W,*(Q).

Remarque 1.1.5. On a W'?(RY) = W, P(RN).

>



Théoréme 1.1.6. [3]. Soit u € W'P(Q), alors u € Wy (Q) si et seulement si u =0 sur
9.

Théoreéme 1.1.7. [3]. H'(Q) muni du produit scalaire

N ou Ov
(0 0) g0 = (1) 2 + (—,—) |

i=1
est un espace de Hilbert séparable.

Théoréme 1.1.8. (Inégalité de Poincaré)[3]. Soit Q un ouvert borné. Il existe une

constante C' telle que
ul|re < C||Vulle  Yu € WyP(Q).

Lemme 1.1.9. (Inégalité de Hardy)[12]. Soit t € R tel que t+ N > 0, on a pour tout

u e H} Q)
/yx\tyu|2dx< (L)Z/ . Vul2|2] dz.
o =\~v+i) J,

La constante (NLH)Q est optimale et n’est jamais atteinte.

Théoréme 1.1.10. (Immersion de Sobolev)[13]. Soit Q un domaine borné de RN et
p=1

o pour tout q € [1,p*), l'injection de W, (Q) dans LI(Q) est compacte.
(i) Sip < N, alors )
l'injection de Wy (Q) dans LP" () est continue oi [% = % - %
i) Sip = N, alors pour tout ¢ < oo, Uinjection de W™ (Q) dans LY(Q) est compacte.
(i) 0

(iti) Sip > N et 0 < a < 1 — %, alors l'injection de Wy (Q) dans CO (Q) est

compacte, avec C%* (Q) = {u e C(Q): sup %} ,oul <a <l
z,yef)

Définition 1.1.11. Pour tout u € C§°(R2), p > 1, soit

ou
0%

?

N
[
’ i=1

P
L
par le théortme d’immersion de Sobolev, W, ”(Q) < LP"(Q), il existe une constante

optimale S, qui ne dépend que de N et p telle que
17
Spllul[} - < HuHIVJVOLP’ pour tout u € W,"().
avec

ol
D = 11 T -
wewl? (@) ||ull7 -



Proposition 1.1.12. [15]. Soit S := S5 la meilleure constante de Sobolev pour l'injection
H}(Q) dans L* (Q), alors

Linfimum S n’est jamais atteint quand 2 est un domaine borné.

Théoréme 1.1.13. [2]. L’infimum S est atteint sur RY par une des fonctions

1
Ucz) = ——— avec € > 0.

N2
(e +[z[?) 2

Définition 1.1.14. On dit que €2 est étoilé par rapport a un point a si pour tout x € 2,
{1-=t)a+te:te|0,1]} CQ.

Lemme 1.1.15. (Identité de Pohozaev)[14]. Soit u une solution du probléeme

—Au = g(u) dansQ,

u >0 dans €2,
u=>0 sur 052,
0w g une fonction continue sur R et Q un domaine borné de RY.
Alors )
ou
2N | G(u) — (N —=2) | glu)u= V|| ,
Q Q a0 ov

ot G(u) = [ g(s)ds et v =v(x) est le vecteur normal extérieur unitaire d 9 en .

Lemme 1.1.16. (Lemme de Brézis-Lieb)[4]. Soient Q un owvert de RN et (uy), C
LP(Q2), 1 <p < oo. Si(uy), estbornée dans LP(QY) et u, — u p.p dans 2, alors

Jim (a7 = llun = wully,) = ol

Théoréme 1.1.17. (Principe du maximum fort). Soit 2 un domaine borné.
Siu e C*Q)NC (Q) vérifiant —Au < 0 et si u atteint un maximum positif a l'intérieur

de Q, alors u est constante sur ).

Définition 1.1.18. Soient X un espace de Banach, V' un ouvert de X et J : V — R
une fonction. Soit u € V, on dit que J est différentiable (ou dérivable) au point u (au

sens de Fréchet) sl existe L € X', tel que :

YvoeV J() — J(u) = (J,v—u) +o(v—u).

Si J est différentiable, L est unique et on note J'(u) := L. L’ensemble des fonctions

différentiables de V' — R sera noté C*(V,R).



1.2 Multiplicateurs de Lagrange

Définition 1.2.1. Soient X un espace de Banach, I € C'(X,R) et un ensemble de
contraintes de la forme

F:={veX:I(v)=0}

On suppose que pour tout v € F, on a I'(v) # 0.

Si J € CY(X,R) on dit que ¢ € R est une valeur critique de J sur F' §'il existe v € F,
et A € R tels que J(v) = cet J'(v) = AI'(v).

Le point v est un point critique de J sur F' et 1 réel A est appelé multiplicateur de
Lagrange pour la valeur critique c.

De cette définition on a le résultat suivant :

Proposition 1.2.2. [13]. Sous les hypothéses et notations de la définition 1.2.1, on sup-
pose que vy € F est tel que J (vy) = in}f?J(v). Alors il existe A € R tel que
ve

J (vg) = AI' (v) .

1.3 Conditions de Palais-Smale

Définition 1.3.1. Soient X un espace de Banach et J : X — R une fonction de classe
C'. Si ¢ € R, on dit que J vérifie la condition de Palais-Smale (au niveau c) (P.S)., si

toute suite (u,), de X telle que

J (u,) = ¢ dans R,
J (uy) — 0 dans X',

contient une sous-suite (uy, ), convergente.

Définition 1.3.2. Soit X un ensemble, J : X — R est dite bornée inférieurement dans

X, ¢'il existe une constante réelle m telle que pour Vx € X, J(x) > m

Définition 1.3.3. Soit X un espace topologique. On dit que J : X — R est semi conti-
nue inférieurement (abrégé s.c.i) si pour tout A € R1'ensemble |J < A\ :={z € X : J(z) < A}
est fermé.

On est prét maintenant pour énoncer le lemme suivant :

Lemme 1.3.4. (Principe variationnel d’Ekeland)[9]. Soient (X, d) un espace métrique
complet et J une fonction s.c.i de X dans R. On suppose que J est bornée inférieurement

et on pose ¢ = in)f(J(a:). Alors pour tout € > 0, il existe u. tel que
BAS

CSJ(ua) <c+eg,
Vee X, v #u., J(x)—J(u.) +ed(x,u) > 0.

8



Corollaire 1.3.5. Soient X un espace de Banach et J € C*(X,R). On suppose que J est
bornée inférieurement et vérifie la condition de Palais-Smale au niveau c. Alors J atteint

son minimum c.

Théoréme 1.3.6. (Théoréme du col)[1]. Soient X un espace de Banach, J € C'(X.R)
vérifiant la condition de Palais-Smale. On suppose que J(0) = 0 telle que

(1) il existe R > 0 et a > 0 tels que si ||u]| = R, alors J(u) > a,

(17) il existe uy € X tel que ||ugl] > R et J (up) < a.

Alors J posséde une valeur critique c telle que ¢ > a, c’est-a-dire, si on pose
P :={h:[0,1] — X continue, h(0) =0et h(1l) = up},

et

= inf J(h(t
¢:= inf max (h(t)),

alors ¢ est une valeur critique de J, et ¢ > a.

1.4 Méthodes directes

Définition 1.4.1. Soit (X, ||.||y) un espace de Banach réflexif et J: X — R

1) On dit que J est faiblement semi continue inférieurement si pour toute suite (u,) C
X qui converge faiblement vers u € X on a liminf J (u,) > J(u).

2) On dit que J est coercive s’il existe & > 0 et 8 € R telles que pour Vo € X on a
J(z) > allz)x + 5.

On énnonce maintenant le théoréme suivant :

Théoreme 1.4.2. [15]. Soient (X, ||.||) un espace de Banach réfiexif, M un sous-ensemble
de X faiblement fermé et J : M — R U {oo} coercive et faiblement semi continue
inférieurement i.e :

i/ J(u) = oo quand ||u|| — oo, u € M.

it/ Pour tout u € M, toute suite (u,) dans M tels que u, — u faiblement dans X on

J(u) <liminf J (u,).
Alors J est bornée inférieurement sur M et atteint son infimum dans M.
Définition 1.4.3. On dit que u € H} () est une solution faible du probleme

—Au=f dans 2
u=0 sur 02



pour f € H1(Q) (o H7}(Q) est le dual topologique de HJ()) si

/ (VuVe — fo)dr = 0 pour tout ¢ € C5°(R).
Q
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Chapitre 2

Probleme elliptique homogene avec

exposant critique de Sobolev et poids

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions le probleme suivant

—div (p(x)Vu(z)) =u* '+ u  dans Q
u>0 dans (2.1.1)
u=20 sur 0f2

ot Q est un domaine borné de RY (N > 3), 2* = 1\27_72 est 'exposant critique de Sobolev
et p est une fonction positive.

Pour p une fonction constante, le probleme (2.1.1) a été étudié par H. Brézis et L.
Nirenberg [5], ils ont montré :

Lorsque N > 4 et pour tout A € (0, A1) le probleme considéré admet au moins une
solution non triviale.

Lorsque N = 3 et  une boule, ils ont prouvé 'existence de solutions non triviales
pour tout A € (’\4—1, )\1).

Lorsque A > \; le probleme considéré n’admet pas de solution non triviale.

LorsqueX < 0 et £ est un domaine étoilé, alors le probleme considéré n’admet pas de
solution non triviale.

On note par \; la premiere valeur propre de (—A, H}(9)).

Pour p une fonction non constante satisfaisant certaines conditions R. Hadiji et H.
Yazidi [11] ont montré I'existence de solutions en s’inspirant de la méthode introduite par
H. Brézis, L. Nirenberg [5].

Nous allons détailler les résultats de ce travail.

Les hypotheses sont les suivantes
p € HY(Q) N C(Q), on suppose que p~ ({po}) NQ # 0 et soit a € p~* ({po}) N Q.

11



Nous supposons que, dans un voisinage de a, p se comporte comme suit
p(z) = po + Belw — al* + |z — a|*0(z), (2.1.2)

avec k > 0, B > 0, po := minp(x) et 0 tend vers 0 quand z tend vers a,si0 < k <2ona
z€S)

Vp(z).(z — a).

kB, <
b < P

(2.1.3)

Pour p € C' () oup € HH(Q)NC (Q) et Vp(x).(x —a) > 0 p.p dans Q, on considere

o)=L g JaVP@-(x = ) Vu(o)Pdr

T Ruemo) @)
u#0

On commence par énnoncer les résultats de non existence :

Proposition 2.1.1. Supposons que a(p) > —o0 ets Q est un domaine étoilé par rapport

au point a. Alors le probleme (2.1.1) n’admet aucune solution pour A < a(p).

Proposition 2.1.2. 1) Sip € CY(Q) et s'il existe b € Q tel que Vp(b)(b —a) < 0, alors
alp) = —oo.
2) Sip e HY(Q)NC (Q) satisfaisant (2.1.2) et Vp(x)(z — a) > 0 pour p.p x € Q.
Ona:
2.a) Sik>2etpe CYQ), alors a(p) =0 pour tout N > 3.
2.b) Si0 < k <2 et p satisfait la condition (2.1.3), alors pour tout N > 3 on a

N+k—-2

2
: > (diamQ)* 2.

k
o) = 551 (
On note par A;(p) la premiere valeur propre de (—div (pV.), H}(2)).

Le principal résultat est :

Théoréme 2.1.3. Soit p € HY(Q) N C(Q) satisfait (2.1.2), on a

1) Si N > 4 et k > 2, alors pour tout A € |0, \1(p)[ le probleme (2.1.1) admet au
moins une solution non triviale.

2) Si N >4 etk =2, alors il existe une constante ¥(N) = %52 telle que
pour tout X € |5(N), A1 (p)[ le probléme (2.1.1) admet au moins une solution non triviale.

3) Si N = 3 et k > 2, alors il existe une constante v(k) > 0 telle que pour tout
X € |y(k), \(p)| le probléme (2.1.1) admet au moins une solution non triviale.

4) Si N > 3, k > 0 et p satisfait (2.1.3), alors il existe \* € [BkNTQ,)\l(p)[ ot
B, = Brmin [(diamQ)kiz,l], telles que pour tout A € |X\*,A\i(p)] le probléme (2.1.1)

admet au moins une solution non triviale.

12



5) St N > 3 et k > 0, alors pour tout X < 0 le probleme (2.1.1) n’admet aucune
solution non triviale.

6) St N >3 et k>0, alors le probléme (2.1.1) n’admet aucune solution non triviale
pour tout A > A\ (p).

On commence par un résultat de non existence

2.2 Preuve des résultats de non existence

2.2.1 Preuve de la proposition 2.1.1

Démonstration. La démonstration de la proposition 2.1.1 est basée sur l'identité de Po-
hozaev.
On raisonne par I'absurde. On suppose que u est solution de (2.1.1).

On multiplie (2.1.1) par Vu(z).(x — a) et on integre sur €2, on obtient

/QuTqu(x).(x —a)dr = —¥ /Q lu(z)* dz, (2.2.1)
)\/Qu(:v)Vu(:zr)(x —a)dr = —g)\ g lu(z)| d, (2.2.2)
- /Qdiv (p(z)Vu(z)) Vu(z).(r — a)dz = —¥ /Qp(a:) \Vu(z)| de
- %/S)Vp(x)(x —a) |[Vu(z)* dz
- %/ng(;v)(x —a).v % dx, (2.2.3)

ou v est la normale extérieure a Of2.
En combinant (2.2.1), (2.2.2) et (2.2.3), on trouve

— 222 (@) (V)P de — & [, p(a).(r — ) [Vu(@) dz = § fo0 p(@) (@ — )| 2[ do

SN2 [ () de =AY [ Ju(e)? de. (2.24)

D’autre part, on multiplie (2.1.1) par %u et on integre par parties, on a

N -2

T/Qp(a:) Vu(z)|* de = %/du(z)ﬁ dz + ¥)\/ﬂ lu(x)|? da. (2.2.5)

13



En combinant (2.2.4) et (2.2.5), on obtient

2

ou e

a v
+)\/ lu(z)|* dz = 0.
Q

o

_%/QVp(x),(x—a)\Vu(:l:)\zdx—%/ p(z)(x —a)v

Comme (2 est étoilé par rapport au point a, alors (z — a).rv > 0 sur 02, et
L [ Vp().(x — a) [Vu()]? dz + X [, [u(z)]* dz > 0.

1.e

1 Jo Vp(@).(z = a) [Vu(z)|" dz

A >
2 Ja |u(x)|2dx

> a(p).

D’ou la contradiction. O

2.2.2 Preuve de la proposition 2.1.2

Démonstration. On commence par 1).
Soient q(z) = Vp(z).(x — a), Vo € Q et £ € C°(RY) telle que

E=1 si x € B(0;r)
£=0 si z ¢ B(0;2r) , (2.2.6)
0<¢6E<1 si zeRY

oul<r<l
Soit &;(x) = £(j(x — b)) pour j € N*, alors

lfsz q(2).|VE(z)[dx
2 folg(@) de
1 fB(b,‘LT) q(x)|VE;(x)[*dx
< = g .
: & (@) do

a(p)

fB(b,%)
En utilisant le changement de variable y = j(x — b), on obtient

2 ity 902+ DIVE) Py
2 fB(QQT) €(y) |2 dy

a(p) <

En appliquant le théoréeme de convergence dominée, on aura

qa(0) [5020) IVEW)I*dy
fB(O,Qr) ’£<y) ’2 dy

9
J

<
a(p) < 5

14



En faisant tendre j vers oo on obtient le résultat.
Maintenant on démontre 2.a).

En utilisant (2.1.2) et comme p € C'(2) dans un voisinage V' de a, on a
p(x) = po + Brlr — a|k+91($), (2.2.7)
ot 6, € C1() telle que

0
lim 1(1:)
z—a|z — alk

— 0. (2.2.8)

D’apres (2.2.8), il existe 0 < r < 1, tel que
01(x) < |v —al® Vo€ B(a,2r). (2.2.9)

Soit &;(z) = £(j(z — a)), € € C°(RY) définie dans (2.2.6), on a

1 [, Vp(x).(z — a)|VE(2)|*dz
0< o -
= @l

En utilisant (2.2.7), on a

kB fB(a%r) v — al*|VE(2)Pde fB(a%) Vb (z).(x — a)|VE;(z)|*dx
0<a(p) < 5 + = _
2 Jbw @ dr 2 S0 |6 (@) d

Considérons le changement de variable y = j(x —a), et intégrons par parties le second

terme, alors
kB Jp0am WIFIVE(Y) Pde
S fB(O’zT) |§(y)|2 dy fB(0,2r) |§(y)|2 dy

ke Sotan WIVEDPE  Joan (3 +0)| 1V 0190 dy
2jt=2 fB(()QT) ‘5(9)‘2 dy 2 fB(OQr) |€(y)|2 dy

Js02m 013 + )V (Y| VEW)P) dy

a(p) <

J
2

Par (2.2.9), on a

0 < a(p) < O Jowan WIIVEDdT - 1 Jaoan " [V GIVE@ID] dy
T T e EWIFdy 2 [y, 6@ dy

Pour £ > 2, on déduit que a(p) = 0.

Démontrons maintenant 2.b), comme p satisfait (2.1.3) on a

Jo Vp(x).(z — a)|Vu(z)|*dx

Jo |z — al¥|Vu(z)|?de
fﬂ |u(x)|2dx - '

fQ |u(x)|2dx

k Bk
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En appliquant le lemme 1.1.9 pour 0 < k£ =2 4+t < 2, on trouve

kBr

Jolz — al*|Vu(z)|*dx N+k—=2\ Jolo— al*?|u(x)*dx
> kB :
[y lu(@) [ dz 2 [ lu(@) | d

Ce qui implique

k N+k—2
)2 5 (T2 tdiame)
2 2
[
2.3 Preuve des résultats d’existence
Pour tout u € Hg () \ {0}, on définit la fonctionnelle Iy par
I () = [y p(@) [Vu(@)* de — X [, [u(z)[? da:’
72

dont les points critiques vérifient I'équation —div (p(x)Vu) — M = pu? ~1, ot p € R est

le multiplicateur de Lagrange associé & la contrainte ||ul|5, = 1.
On définit

Qx(p) = inf I)(u).

ueHL(Q)
u#0

On remarque que

Q) = inf [/Qp(x)|Vu(:c)]2dx—)\/g|u(x)|2dx]. (2.3.1)

weHL(Q
llull ox =1

Posons

S:= inf /|Vu )| da,
ueHL(Q

llull 2+ = 1

S est la meilleure constante de Sobolev pour 'injection H}(2) dans L (Q)

Maintenant évaluons @, (p) par rapport a S.

Lemme 2.3.1. S7il eziste A > 0, tel que Q\(p) < poS, alors Uinfimum dans (2.5.1) est

atteint.

Démonstration. Soit {u,} C HJ(2) une suite minimisante pour (2.3.1) alors
|t 2+ = 1. (2.3.2)
Pour n — oo, on a
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/p(x) |Vun(x)|2 dx — /\/ |un(av)|2 dx = Qx(p) + o(1). (2.3.3)
Q Q

La suite {u,} est bornée dans Hj(Q2). En effet, de (2.3.3) on a

/Qp(iv) |V ()| dz = A/Q\un(x)IZdiHQA(p) +o(1),

Comme l'injection de L?" () dans L?(€2) est continue, il existe une constante positive

C telle que

/Q p(@) [Vitn (@) dz < ACy [unZer + Qa(p) + o(1).

D’apres (2.3.2), on obtient

/Qp(x) |Vun(x)|2 dx < ACy + Qx(p) + o(1).

Comme 0 < py < p(x) pour tout x € Q, on déduit

2

D’ou le résultat.

Donc on peut extraire de {u,} une sous-suite, telle que

u,, — u faiblement dans H(92),
u,, — u fortement dans L?(2),
U, — u p.p dans 2,

avec |luf|;2+ < 1.

Posons v,, = u,, — u, alors

v, — 0 faiblement dans Hj(€2),
v, — 0 fortement dans L*(2),

v, — 0 p.p dans Q2.

En utilisant (2.3.2), la définition de S et le fait que py = minp(z) > 0, on a
z€ef)

17



/ p(2) [Viun(z) 2 dz > poS.
Q

De (2.3.3) on déduit A|ull > poS — Qa(p) > 0 et donc u # 0. En utilisant une

deuxieme fois (2.3.3), on obtient

/ pla) [Vu(@)| do+ / p(a) Vo (@) do — A / (@) dz = Qa(p) +0(1).  (2.3.4)
Q Q Q

D’autre part, comme {v,} est bornée dans L? (Q2) et v,, — 0 p.p dans 2, alors on peut

utiliser le lemme de Brézis-Lieb et nous obtenons

2 2+ 2
lw 4 vnllz2e = llullge + llvallzer + o(1).

En utilisant (2.3.2), on trouve

1= [[ull7er + [loal 72 +o(1),
et donc
1< Jullze: + [loallze: + o(1),
cela implique
1< [Jull3e + —/ ) [V, (@)]? da + o(1). (2.3.5)
On distingue deux cas :
(a) @x(p) > 0, qui corresponds & 0 < A < Ay(p).

(b) Qx(p) <0, qui corresponds a A > A\ (p).
Dans le cas (a), d’aprés (2.3.5), on déduit

) < Q) lulie + L [y |V (o) i+ 000,

En combinant (2.3.4) et (2.3.5), on obtient

/Qp(x)|Vu(:c)|2dx+/Qp(x)|an(x)|2dx—)\/ﬂ|u(:r)|2 dx

0 [ull + LE [ o) (90, o+ o)

IN

Donc

/ |Vu]dx—/|u|dx<

Al + | L 1] [ o) 90,0+ o)

18



Puisque Qx(p) < poS, on déduit

/Q pla) |Vu(z) 2z — A / (@) de < Qa(p) [lulZar -

Donc « est un minimum de Q,(p).
Pour le cas (b), comme |ju]|7,- < 1, alors Qx(p) < Qx(p) ||ul|32+, donc de (2.3.4), on
obtient

[ o) vu@ P drs [ pla) Vo, do = [ Ju@) de < Qa0 ull + of0)
Q Q Q
Puisque [, p(z) Vo, (z)]> dz > 0, on déduit

/ ple) |Vu(z) 2 dz — A / (@) de < Qa(p) [lulZar -
Q Q

O
Soit
1 N
Ucz) = ———— e>0, xzeR", (2.3.6)
(e+[z[?) =
une fonction extrémale pour I'inégalité de Sobolev dans RY.
On pose Ue 4(z) = U. (z — a), et
Ue o(2) = &) Ue o(2) (2.3.7)
ou
& € CP(Q) avec &, >0 et &, =1 au voisinage de a. (2.3.8)
D’apres H. Brézis, L. Nirenberg [5], on a :
Kl KQ
IVucalls = == + O (1), llucallz = =5 +O(e), (2.3.9)
g 2 £ 2
ou K; et K5 sont des constantes positives telles que
K
S = 2.3.10
= 23.10)

et
K :
i+ 0(1 siN>5
[ @) (2.3.11)
“loge[+0O(1) siN =4
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ol wy est la surface de S% et K3 = [, —%x— (7 ‘
+;L‘

On pose
‘x|k‘+2

— . 2 -
A= (N —2)° 5, o (Lt o)™

Lemme 2.3.2. Soient p € Hj(Q) N C (Q) vérifiant (2.1.2) et u., définie dans (2.3.7).

Alors pour tout € > 0, on a

'poK1+O(e¥) si N>det N—2<k
p0K1+Ak5§+0<5§> si N>4et N—-2>k,
e / p(x) Ve (z)|dr < € po K + (N72)2(ﬁ1\;‘2+M)wN5¥ Ilne| 4+
) o<e¥|1ne|> si N >4et N-2=kF,
(P01 + 202wse [Ing| + o (e [Inel) si N=4detk=2,

avec K1 = (N — 2)2 fRN (H'Tfl)Nd:z: et M une constante positive.

Démonstration. 1) Cas N >4 et k>0, avec k #2si N =4

e [ POIVEEF
frowuera - [ s

Q (e + |z —af

)
- <x>(|vga< ol —al’,

e+ |z —al’)
p(2)&a() V() (= — a)
~ a(N- 2)/9 A

Comme, ¢, = 1 dans un voisinage V,, de a , on suppose que §, = 1 dans B (a,r) avec
r > 0 assez petit .

Ainsi, on obtient

) (@) Ve (@)
/Qp(x)\vug,a(x)! de = /Q\B(w) (gﬂx_a'Q)N_zdx

_ 9(N —2 p(l‘)fa(.%)v&z(l') (:IZ' — a) dr
( ) /Q\B(a,r) (5 -+ |I — (l|2)N_1

2 [ p(@) | V(@) |x — af’
+ (N—2)/Q P da. (2.3.12)

En appliquant le théoréme de convergence dominée, (2.3.12) devient

20



/Qp(x) |VU5’Q($)|2 de — (N_2)2/Qp(x) |V§a( )| |x—a| dr +O< )

(e+ |z —al )
En utilisant, (3.1.3), on obtient

N=2 N-—2

2
€ 2 /p(l') |vus,a(l‘)|2d(17 = g 2 (N _ 2>2p0/ ( |ZL’ a| de
Q v,

£+ |x— a\Q)N

N-—2 9 |ZE _ a|k+2
+ 7 (N—-2)" B ~dx
Va (e + |z — a’)
k2
+ €N2—2 (N—2)2/ 9(37) |:E a|2 Nd:v
Vo (e + |z — al”)
k2 )
= - 0 ()P =1
+ (N - 2)? |z —al™™ (B + (33))2(|§V ()] )dx
Va (e + |z —al”)
2 2
L (v — 2>2/ p(2) |VEu(z)|” |2 ; al "
o (e lemal)

+ O<5¥>.

En utilisant de nouveau la définition de &,, et en appliquant le théoreme de convergence

dominée, on obtient

2
/ ) | Vteo(2))? de = et (N—2)2p0/ [z — dl Swdr
Vo (e + |z —al)
N2 |z — a|"*?

+ 2 (N—=2)78 da

Vo (e+ |z — a\2)N

N-2 0(z) | — a|"*? s
+ e (N—Z)Z/Va( Ndx+0(52).

e+ |z —al?)

Nous distinguons trois cas :
1. Si N -2>k,

pr ) Ve o )\2dx:

_ —al?
e (N —2) po |:f]RN lx—c;l‘yvdx — f]RN\Va (I—)Ndx} +

e+|z—al?
N—2 z—a|F*? z—alFt?
€2 (N_Q) Do |:f]RN ﬁk‘l—‘ — Jex NV, fﬂu leQ)Ndx} +
N |93 a‘k+ < )
= fVa 5+|z al ) wdr+0 ’
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En utilisant le changement de variable y = x—\;g“ et en appliquant le théoreme de

convergence dominée, on trouve

N

2
/ ) [Viea(o) de = eNz_Q(N—z)po/ Wl gy
= (14 o)

k+2 k+2
+ e (N—2)2/ * Be ly| ~e¥dy
RV eN (14 |y )

k42 k+2
s g2 0(a+ +/e k
+ gNT (N—Q)Q/ ( \/_?JZ) ’J?\J[| XVOEdy‘l'O(Eg)'
RN eN (1+ ly| )

Comme 6(z) tend vers 0 quand z tend vers a, alors

l\)\h‘

)

/ ) [Vueo(z | dx—pgKl—i-Aké? —i—o(

2. 81 N—-2<Fk

|.fE . a|k+2

Vo (e + |z — a|2)N

N-2 0(z) |z — a* N-2
e (N—Q)Q/Va( iz +0 (5.

e+ |z —al?)

dx

/ ) Ve o(z)|* de = Pk +ez (N —2)% B,

Soit 7 une constante positive telle que B (a,7) C V,, ainsi

pr ) Ve o )|2dx:
pOKl +€TQ (N — 2)2

k42

|:fB(a,7') kel

Bilz—al*+? d
€+|zia| )N SC fVa\B(aT) (€+‘xfa|2)N x| +

vdz+0 (5).

N—

o+2
82

O(x)|lz—al®""

fv“ s+|m al )

Par le changement de variable y = x — a, on obtient

N-2 2 N-2 2 Br ‘y|k+2
g2 /p(x)|Vuava(x)| de = poli+e 2 (N-—2) / ——d
Q B(0,r (5+|y| )
_ 0 k+2
+ 5%2(1\7_2)2/ <a+y)|§|N d
o (e+1yl)
+ O<5N2—2>
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En utilisant (3.1.3), il existe une constante positive M telle que

| |k+2

/ ) Ve ()P de < pgKl—i-&NQQ(N—Q)Q(BkvLM)/ dy

507 (e+ [y*)"
+0 <5¥> .

En appliquant le théoreme de convergence dominée on déduit

/ ) | Vte o(2) ] dx<p0K1—|—O(6 )

3.8i N —2=F,

k+2
N-2

—2 r—a
g 2 p(x) |Vum(x)|2 dr = poKi+ 5N2 (N — 2)2 B | |
Q

Q(e+ |z — a|2)N

w2 0@) |z — a**? ys
+ e (N—Z)Q/Va( Nda:+0(52).

e+ |z —al?)

En utilisant les précédentes étapes , on obtient

N

e [ p(2) Ve o(2)] do =

— x_(IN r—a
p0K1—|—5¥ (N—2)2 fB(a’T) By—sle—al |Ndx—fva\B(aT) Br—sle—al lNdx] +

(a+|:c a|2) (a—f—\x al )
=l S@lz—al % 0(
c fVa <€-|-|:J[: al ) T > '
D’ou
N—2 2 N-2 2 ﬁN,Q ]x — CL’N
€z / p(x) [Vueo(z)|"de = poKy+e 2 (N—2) / P~
Q (@) (e + |z — al”)

N2 0(z) | — a|"*? N2
+ ez (N—2)2/ dr+0O (e 2 ).
Va (€—|—|x—a|2)N ( )

D’aprés (3.1.3), il existe une constante positive M telle que

N

/ ) [Vt o(2)? do < poli+e T (N_2>2(5N2+M)/ - S de
B(a,r) (6 + ‘.Z‘ — (I‘ )

) (8¥> _ (2.3.13)
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D’autre part

—_al& T -1 -
5 Lot = o [ a0 ()
B(ar) (e + |z — af°) o (e+7?)
N !/
wy vz 7 <(€+T2) ) N-2
_ oo ) oy,
77 R )
et
N=-2 |$—a|N WN N-=2 N—2
g2 de = —¢ 2 |1n6|+0<5 2 |1n5|>. (2.3.14)

N
Basr) (e + |2 —a’) 2
Remplagons (2.3.14) dans (2.3.13), nous obtenons

(N ) (61\7 2—|—M)(,UN N2

6/ ) Ve o(2))? do < poy + |ln5|—|—o< =N |1n5|> .

2
2) Casn=4et k=2
On suppose
0(x)
—— < 00.
Vo |7 — al
On a

o g [ P@NE@E [ ) )Pl —af
[ #0) Vuaw)d A(&Hx_ﬂaﬂ waf s
L [ PRE@VE@) - a)
44 d

(e+ |z — a]2)3

En utilisant (2.2.7) et le fait que &, = 1 au voisinage de a, on déduit

) Pl = gy [Tl /a/’ m—ahm+
Q

o (e+|x—al?) (e + |z —af”)

0 ()P |z —
4/ (7) [&a()] |902 4a| dz + O(1).
a (E+ |£U—CL| )
_ I lyl* dy+4/‘|x—aﬁ& et
€ JrN (1 + |y|2)4 Q (5 + |z — a|2)4

0(z) |z — af*
4/\/a( sade +O(1).

e+ |z —al”)
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Comme fVa ‘ffa;)lél < 00, on obtient
4 8 4
/ 0(z) |x a2] i = / |z — al - 0(z) 4dx+/ 0(z) |x a2\ A
Vo (e + |z — al”) o (e+|z—al?) lz—al Ve (e+ |z — al”)
0
< (z) 7dz 4+ O(1)
v, | — al
= O(1).

Par conséquent

2

4 .
[ o) Fucatoft o =2 [y, [
Q € Jry (14 |yl7) Q(e+|o

4
al

_ a|2)4

dr + O(1).

Soit R; > 0,1 =1, 2 tels que

o —al’ (iz - a)* o'
7dx < 7dxr < 7dx.
2 2 2
e—al<R: (€ + |z —a|”) 2 (e+ |z —al) lo—al<Rz (¢ + |z — al”)

On remarque que

T R 7
/ |z — al e = w4/ T—Mdr
e—al<R (¢ + |z — a|”) o (e+71?)

1\

1 /R ((8 + ’["2) ) /R T€3 _|_ 37,,362 _|_ 3€r4

= —wy | ~———F—dr—uwy - dr
8 " Jo 0 (e +12)

R
1 Tt 33+ 3t°
— —wy[lne] —w4/52 PO 4 o)
2 0 (1+1¢2)

1
= W1 Ine| +O(1).

Donc

K
/p(:v) Ve o(2)) do = pOg L 4 285wy |Ine| + O(1).
Q

On conclut
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.
pok1 +o0(e) si N>5et k> 2,

poK1 + Ase + 0 (¢) si N >5et k=2,
e’z / p(2) Ve ()| dz < { poKy + Ares +o <5§> si N>4detk <2,
Q
poky +o0(e) si N=4detk>2,
(oK1 + 2Bowse [Ine| + o (e |lnel) si N =4det k=2,
(2.3.15)
[
Lemme 2.3.3. a) Pour N >4, on a
Qx(p) < poS pour tout A > 0 et pour tout k > 2.
b) Pour N=4 etk =2, ona
QA(p) < poS pour tout A > fs.
c) Pour N >5etk=2, ona
N—-2)N(N+2
Qx(p) < poS pour tout A > ( 1 (%\7 _( 0 )Bg.
d) Pour N =3 etk >2, ona
Qx(p) < poS pour tout A > (k) ot y(k) est une constante positive.
Démonstration. En combinant (2.3.9), (2.3.11) et (2.3.15), on obtient
(pOS—)\%—i-O(e) si N >5etk>2,
poS—()\—C’)%+o(5) si N >b5et k=2,
Qr(p) < Iy (uge) < pOS+Ak€§+0<5§> si N>4detk<2,
PoS — A |1ns\+o(a¥ |ln5]) si N=deth>2
(PoK1 + 575 (A —4Bs) eflne| +o(e[lng|) si N =4etk =2,
(2.3.16)

_ Ay _ Pa(N-2)N(N+2)
avec C = K_i = ZZI(TI)

a), b) et ¢) se déduisent directement pour ¢ assez petit.

Démontrons l'assertion d).
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On estime le quotient

[y p(@) [Vu(@)* de — X [, |u(z)| do

(s

]}(U)

Y

avec

Ea(r)
(e + 7"2)%
ou &, € C(Q) telle que 0 < ¢, < 1, & = 1 dans {x, lr —al < %} et £ = 0 dans
{z, |z — a| > R}, ou R est une constante positive telle que B(a, R) C €.

u(x) = uco(r) = , r=lx|, e>0,

De H. Brézis, L. Nirenberg [5], on a

K R ;
Vucallls = 53 +an [l dr+0 (<), (2.3.17)
5 0
K
Hua,a”iﬁ = _;2 +0 (5%> ) (2.3.18)
€2
R 1
[teall7> = C«23/ & (r)dr + 0 (55) : (2.3.19)
0
Ainsi
POK

R R
—|—w3/ (po + Bkrk) |§;(T>|2 dr+w3k/ |§a|2rk_2d7"+0(1).
’ ’ (2.3.20)
En effet, en utilisant (2.2.7), (2.3.17) et le fait que &, = 0 dans {z, |z —a| > R}, on
obtient

/p(x) |Vu,q(x)| de =
Q

82

R
/p(x)wue,a(x)\dx = p0K1 +w3p0/ < () dr
Q
+ wsb / |§I 2 2T§a(7”)§;(7’) i 7“253(7”)

r* 24y

3

5—1—7“2 (e +r2)° (e 4+12)

En utilisant la définition de &,, on obtient

P R AGIAG) Blea(m)Pree? " ()P i
2/0 d—(k+3)/0 s—dr 4/0 —dr

e+’ c+17) c+17)
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Par conséquent

m kg )

_ p0K1
@) Vucatlde = P b [l e b [

] ea(r) 7+ "l
3ws B, / €+r2 ——————dr + w3k (k;+3)/0 12 dr

MM—‘

+

En appliquant le théoreme de convergence dominée, on obtient le résultat.

Combinant (2.3.18), (2.3.19) et (2.3.20), on obtient

R R 1

R 2
I (Uae) = poS+ws [/ (po + Bir*) & ()] dr + ﬁkk;/ |Ea|? 7 2dr — )\/ AR dr} ;—2+0(5).
0 0 0

Donc

—A 5%—1-0(5).

[)\ (U ) :p05+w3 fOR |§a’2 dr [fOR (Po +Bkrk) ’gl( )| dr—"]ffo |£a k 2d7=

Ko [ e dr

R ,,,k /7"27" Ra27‘k_2'r’
Posons D (k,&,) = Jo" (po+Brr™ ) €0 (r) P dr+k [ €al d

et y(k) = i%fD (k,&,) ou H est

fonga‘ZdT
définie par
R
H: = {fa € C5°(9) telle que 0 < &, < 1,&, = 1 dans {:1:, |z —al < 5}
et & = 0dans {z, |x —a| > R}}.
Ce qui complete la démonstration. O

Lemme 2.3.4. Soit 0 < k < 2. Alors il existe une constante ; = 3 min [(diame)k*2 : 1]
telle que

NQ] (2.3.21)

Qx(p) = poS pour tout A € } —00 ﬁkT .
’ . o N2
En plus, Qx(p) n’est pas atteint pour tout A € ] —00, B [

Démonstration. D’apres (2.3.16), on a
Q ( ) < IA(uas) <pOS+Ak52 +0< g)

Ainsi Qa(p) < poS
On sait d’apres les propositions 2.1.1 et 2.1.2, que pour 0 < k < 2 et pour tout

A< gﬁk (W) (diamﬂ)k_Q, le probléme 2.1.1 n’admet aucune solution, donc on exclut
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le cas @QA(p) < poS, sinon on obtient une contradiction avec le lemme 2.3.1.

On conclut que pour 0 < k£ <2, on a

k N+k-2
Qx(p) = poS pour tout A < Eﬁk (_I—T) (diam$)* 2. (2.3.22)
Maintenant, on considere p définie par
p(x) = p(x) Ve € QN Bl(a,r)
p(x) = po + Bk | — a|2 Ve € B (a, g) (2.3.23)
p(z) > p(x) Vo € Bla,r) \ B (a,%)

avec 0 <r < 1.

Comme 0 < k<2, ona|z—al* <|z—alf pour tout = € B(a,r) et p(x) > p(x) dans
Q.

Soit u € Hy(Q) avec |lul|; 2+ = 1, alors

[ vu@as = [ @ [ @ Vu@p =2 [ jut)

donc
/Q p() V() d — A /Q u(@)Pde > <p0 +1 p0)> Vau(z)? de
— )\/ lu(z)|” dz (2.3.24)
+ %/Q(ﬁ(x) — po) | Vu(z)|? de. (2.3.25)
On pose p(z) = po +  (3(z) — o).
De (2.1.3), on déduit
p(x) — po > B |z — al” p.p dans Q. (2.3.26)

En utilisant (2.3.23) et (2.3.26), on obtient j(x) — po > Bk |# — a|” p.p dans Q.

En appliquant le lemme 1.1.9, on trouve

_ 2 - N? )
/Q(p(x)—po)wu(xﬂ diEZﬁkI/QW(xN dz.

L’inégalité (2.3.24)madevient :
Pour tout u € HJ ()
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/Qp(x) yvu(x)|2dx—A/Q\u(x)|2dxz/Qﬁ(x)|vu<g;)|2dx— <)\ ﬁk—>/|u )2 de

Donc

Az it | [ vuwPa - (x5 ) [ o ae].

Comme \ < BkNTQ, ona\— Bk%z < %B =-, alors par (2.3.22), on conclut

[ [awwua - (x-a5) [ ar] =,

d’ot1 on a (2.3.21).
Raisonnons par I'absurde. Supposons que 'infimum dans (2.3.21) est atteint par u.
On pose § tel que A < 9§ < BkNTQ
Alors

pr ) |Vuo(z)|* dz — 6 [, |uo(x o)) dx pr ) Vo (x)|* d — N [ |uo(2))? da

[ ol 72

Qs(p

)

et Qs(p) < Qx(p) < poS- Qui contredit Qs(p) = poS pour § < 3,2 O

Lemme 2.3.5. [l existe \* € [BkN%, A1(p) [, tel que pour tout X € [\*, \i(p)[, on a

Qx(p) < poS.

Démonstration. On a Qx () = 0. En effet soit ¢; la fonction propre de —div(pV.)

associé a la valeur propre A\;(p), on a

Jop(@) |V6i]* dx =6 [ |61 dw _
||¢1||i2*

De plus, A — @, (p) est continue et @ 5,02 (p) = poS. Alors en utilisant le théoreme des
4

Qup(p) <

valeurs intermédiaires, on obtient I'existence d'un 3 € }BkNTQ, A1(p) [ tel que 0 < Qp(p) <
poS. Comme la fonction A — Q\(p) est décroissante, par conséquent VYA € [5, A\1(p)| on a
r(p) < poS. O

2.4 Preuve du théoreme 2.1.3

Concernant la preuve de 1), 2), 3) et 4), soit u € H}(Q2) donnée par le lemme 2.3.1,
tel que
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|ul| 2 = 1 et Qa(p) = /Qp(x) |Vu(x)|2dx — 5/9 |u(x)|2 dz.

On suppose que u > 0. Comme u est un minimum de (2.3.1), alors d’apres le théoreme

des multiplicateurs de Lagrange, il existe u € R tel que
—div (pVu) — Mu = pu® ~' dans Q.

En fait, p = Qx(p), et comme A < A;(p), on a @(p) > 0. Il s’en suit yu satisfait (2.1.1)
pour v = [@ ,\(p)}ﬁ, et en utilisant le principe du maximum fort sur £ on conclut que
u > 0.

Démontrons le point 5) du théoreme 2.1.3.

De (2.3.16) et comme A <0, on a

PoS < Qa(p) < In (ue) < poS + o(1).

Donc pgS = @Qx(p) et 'infimum n’est pas atteint. En effet on suppose que Q,(p) est

atteint par une fonction u € HJ (), i.e

Qx(p) = /Qp(x) |VU<$)|2d$ — 5/9 |U($)|2dx avec |lul o+ = 1.

On utilise le fait que S n’est pas atteint, comme A < 0 on déduit

PoS < po / V(@) de < Ox(p) = poS.
Q

ce qui est absurde.
Finalement on prouve le point 6).
Soit ¢ la fonction propre associé a la valeur propre \;(p) avec ¢; > 0 dans 2. On

suppose que u est une solution de (2.1.1), on a

- /Q div (p(x)u(z)) ¢1(z)de = M (p) /Q u(@) ¢ (x)dx

donc

et

D’ou le preuve du théoreme.
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Chapitre 3

Probleme elliptique non homogene
avec exposant critique de Sobolev et

poids

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a 1’existence des solutions du probleme suivant :

—div (p(x)Vu(z)) = |u())* 2 u(z) + M (z) dans Q

(3.1.1)
u e HH Q)

oi1 2 est un domaine borné régulier de RV, N >3, f € H™', p: O — R est une fonction

positive donnée, telle que p € H'(2) N C(Q), X est un parametre réel et 2* = 1\2,—]f2 est

I'exposant critique de Sobolev pour l'injection de H}(2) dans L* (£2). On note par H~*
le dual topologique de H} ().

Pour p une fonction constante, le probleme (3.1.1) a été traité par Q. Dai, Y. Gu [8] et
G. Tarantello [16]... .Cette derniere a montré I'existence d’au moins une solution lorsque
f € H™! et satisfaisant

N+2

/fu < K([Vull2) = avec [lul[p =1,
Q

N+42
ot K = (2 -2) () * .

21
Si de plus cette derniere inégalité est stricte, elle a montré 'existence d’une deuxieme

solution. Ces deux solutions sont non négatives lorsque f est non négative.
Dans son raisonnement, elle a utilisé le principe variationnel d’Ekeland et le théoreme
du col dans la variété de Nehari.

Q. Dai, Y. Gu ont utilisé la méthode topologique des sous et sur solutions pour montrer
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quesi f el (Q), alors le probleme

—Au(z) = [u(@)|"?u(z) + \f(x) dans Q
u € Hj(Q)

admet au moins deux solutions positives pour A € (0, \,) et deux solutions non positives

pour A > \*, si et seulement si le probleme de Dirichlet

—Au = f(x) z €
u=20 x € 092,

(3.1.2)

admet une solution non négative. A\, et A* sont deux nombres positives tels que A\, < \*
et 1 <q < 2%,

Si g > 2* et Q est un domaine étoilé et f vérifie (3.1.2), alors probleme considéré
admet au moins une solution positive pour A € (0, \g), ot Ay est un nombre positive

Le cas homogene i.e

2*—2

—div (p(x)Vu(z)) = [u(z)
u € H}(Q)

u(zx) + Au(z) dans

a été considéré par plusieurs auteurs, je cite en particulier H. Brézis, L. Nirenberg [5] A.
Capozzi, D. Fortunato, G. Palmieri [7], F. Gazzola, B. Ruf [10] et R. Hadiji, H. Yazidi
[11]...

Lorsque p est une fonction constante, ce probleme a été traité en particulier par H.
Brézis et L. Nirenberg [5], ils ont obtenue les résultats suivants :

Si N >4etXAe (0,)\), le probleme considéré admet une solution positive.

Si N = 3 et (2 est une boule, ils ont prouvé I'existence d’une solution positive pour
tout A\ € (%,Al).

Si A > A; le probleme considéré n’admet pas de solution non triviale.

Si A < 0et Q2 est un domaine étoilé alors le probleme considéré n’admet pas de solution
positive.

On note par \; la premiere valeur propre de (—A, H}(Q)).

Lorsque p est une fonction non constante, ce probleme a été traité par R. Hadiji et H.
Yazidi [11], ils ont obtenu les résultats suivants :

1) Si N >4 et k > 2, alors pour tout A € |0, A\;(p)[ , le probleme considéré admet au
moins une solution positive.

2) Si N > 4 et k = 2, alors il existe une constante J(N) = %52 telle que
pour tout A € |3(N), A1 (p)[, le probléme considéré admet au moins une solution positive.

3) Si N = 3 et k > 2, alors il existe une constante (k) > 0 telle que pour tout

A € ]v(k), Ai(p)], le probleme considéré admet au moins une solution positive.
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4) Si N > 3, k > 0 et p satisfait (2.1.3), alors il existe \* € [BkNTQ,)\l(p)[ ol By =

Sk min [(dlamQ) ] telle que pour tout A € JA*, A\;(p)[ le probleme considéré admet
au moins une solutlon positive.

5) Si N > 3 et k > 0, alors pour tout A < 0 le probleme considéré n’admet aucune
solution positive.

6) Si N > 3 et k > 0, alors le probleme considéré n’admet aucune solution positive
pour tout A > A\;(p).

On désigne par \;(p) la premiere valeur propre de (—div (pV.), H}(2)).

L’objet de ce chapitre est I’étude du probleme (3.1.1) lorsque p est une fonction non

constante dans H'(Q) N C (Q), et se comporte au voisinage de a, comme suit
p(x) = po + Bl — alf + |z — al*0(z), (3.1.3)

ot a € p~t ({po}) NQ, po = minp(x), k > 0, Bx > 0 et O tend vers 0 quand x tend vers a.
e

Remarque. Si u est une solution du probleme (3.1.1) pour A alors —u est une solution du
probleme (3.1.1) pour —A\.

Sans perte de généralité, on restreint notre étude a A\ > 0.
Nos principaux résultats sont :

Théoréme 3.1.1. Soient p € HY(Q)N C (Q) une fonction positve telle que 0 < py =
N2 *

minp(z) et Ao = (557) 7 (27 = 2) 2 [S ()7

€

21 111 5

Alors le probléeme (3.1.1) admet au moins une solution pour tout 0 < A < Ay.

Théoréme 3.1.2. En plus de l’hypothése du théoréme 3.1.1, si p vérifie (3.1.3).
Alors le probléme (3.1.1) admet au moins deux solutions distinctes pour tout 0 < X <
% et k > %

Théoreme 3.1.3. Supposons que ) est un domame étoilé par rapport au point a, p
satisfait (3.1.3) et soit E = {u € HHQ) : [, fa)u(z)ds > O} avec f(z) = Vf(x).(x —
a) + X2 f(z).

Posons

1 fQ Vp(x (:v—a)|Vu( )|2d$‘
2u€E Jé

Alors le probléeme (3.1.1) n’admet pas de solution pour tout A < a(p).

a(p) =

3.2 Résultats de non existence

Soit £ = {u € HY(Q) : [, f(z)u(z)dz > 0}.

Posons )
fQ Vp(z (I - a)IVU( )|Pdz

Q&IelE fQ ’
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fle) = Vi) (o —a) + 2 ().

Preuve du théoréme 3.1.3

Démonstration. Supposons que u est une solution de (3.1.1).

Multiplions (3.1.1) par Vu(z).(z — a) puis inteégrons sur €2, on obtient alors

AuQ*_1Vu(x).(x —a)dx = —¥ /Q lu(z))* de, (3.2.1)
)\/Qf(x)Vu(x)(x —a)dr = —)\/Qf(a:)u(:v)d:v, (3.2.2)
- /Qdiv (p(z)Vu(z)) Vu(z).(x — a)de = —¥ /Qp(x) \Vu(z)| de
- %/va(af)(x —a) |[Vu(z)|* dz
— %/ng(x)(x —a).v % dzx. (3.2.3)

Combinant (3.2.1), (3.2.2) et (3.2.3), on trouve

2 Jop(@) |Vu(@)f dz — 5 [ Vp(e).(x — a) [Vu(@) [ dz — § oo p(e)(@ —a).v |52 dz

~252 [olu(@)* de = A f, F@)u(e)de. (3.24)

D’autre part, on multiplie (3.1.1) par %u et on integre par parties, on aura

—N;Q/Qp(:r)|Vu(:v)|2d:B= —N;Q/Q!uw?* d:v+A¥/Qf(w>u(x)dx- (3.2.5)

Combinant (3.2.4) et (3.2.5), on obtient

2

ou e

ov

_%/QVp(x)_(Jj —a) |Vu(z)|* dx — %/89]9@)(:10 —a).v
+A/Qf(w)u(i€)d$ =0.

On a, (z —a).v > 0 sur 09, car 2 est étoilé par rapport au point a, alors
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1

~3 /Q Vp(x).(x — a) |Vu(x)|” de + /\/Qf(a:)u(x)dx > 0. (3.2.6)

Ainsi pour u solution d probléme (3.1.1) avec u € E, on a

1 Jo Vp(2).(z = a) [Vu(z)[*de
2 Jo f(@)u(z)dz N
Pour u solution d probleme (3.1.1) avecu ¢ Ei.e [ f(@)u(z)dz < 0ou Jo f@)u(z)ds =

0, alors on obtient une contradiction avec (3.2.6).

A >

a(p).

D’ou le résultat.

Dans ce qui suit, on suppose que a(p) = 0. O

3.3 Quelques résultats préliminaires

Avant de commencer notre travail, on donne quelques notations :

On pose
Vul?
S@) = inf JaP@IVU
uEHé(Q)\{O} (fQ|U, 2*)27

po = minp(z)
e

hoi= KEE (5 ()],

[lp7e

et soit Iy : Ny — R telle que

N-—-2

N2 T

\V4 2\ N2
I(u) = K Uap| “’2) —A/fu,
N+2

avec K = (52) * (2" —2).

Pour tout u € HJ(£2), on définit la fonctionnelle d’énergie Jy, associée au probleme
(3.1.1), par

1 1 .
T (u):§/ﬂp|Vu|2—§/Q\u|2 —)\/qu. (3.3.1)

Jy est de classe C! sur H} (). Les solutions de (3.1.1) sont des points critiques de la
fonctionnelle d’énergie J).

On sait que la fonctionnelle d’énergie J, n’est pas bornée inférieurement sur Hg (€2), par
contre elle I'est sur une variété particuliere dite de Nehari, cette méthode a été introduite
par K. J. Brown, Y. Zhang [6] et utilisée par G. Tarantello [16] et T. F. Wu [17].
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La variété de Nehari, est définie par

Ny = {u e Hy(Q) ~ {0} : (J} (u),u) =0} .

Ainsi, u € N, si et seulement si

(it = [ v - [

Donc pour u € N, on obtient

nw = 5 [ pivar ——/|| —A/fu
_ %/ﬂp|Vu|2—)\(l—%)/qu, (3.3.3)

2 - )\/ fu=0. (3.3.2)
Q

ou

- (3.3.4)

Nous établissons les résultats suivants.

Lemme 3.3.1. La fonctionnelle Jy est coercive et bornée inférieurement sur Ny.

/MVUF Zpo/ |VU|27
Q Q

v 2
/ Tl o= [fuf2 < S22V (3.3.5)
Q

Do

Démonstration. On a

donc

Soit u € N,, en utilisant (3.3.2), (3.3.3), (3.3.5) et I'inégalité de Holder, on obtient

I(u) = %/p[VUF—)\(l——)/fu

W N 42 :
> 2 ) 2 3.
> 5 VP =3 e ([ V) (3.36)
A2 (N +2)
> 2D g 3:7)
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Ainsi, Jy est coercive et bornée inféricurement sur Nj. O

Posons
Uy (u) = (J (u),u) . (3.3.8)

Pour u € N, on a

(W) (u),u) = Q/Qp\Vu\z—Q*/Q]uQ*—)\/qu

— /Qp|vuy —(2*—1)/Q|u| (3.3.9)
_ (2—2*)/Qp|Vu|2—)\(1—2*)/qu. (3.3.10)

On considere la répartition suivante

N ={ueNy: (V) (u),u) >0}
Ny ={ueN,: (V) (u),u) <0}

N ={ueNy: (W) (u),u) =0},
On a le résultat suivant.

Lemme 3.3.2. Supposons que ug est un minimum local de Jy sur Ny. Alors si ug & NY,
on a J} (up) =0 dans H™ .

Démonstration. Si ug est un minimum local de Jy sur N,, c’est-a-dire

I (ug) = l{g}\gu’x(u%

avec Ny = {u € H} () ~ {0} : ¥, (u) =0} .
Par la théorie des multiplicateurs de Lagrange, il existe un u € R tel que Jj (ug) =

pW (up). Par conséquent

(J5 (uo) , uo) = p (W) (uo) , uo) - (3.3.11)

LS )\fQ fUO.

Puisque ug € N,, alors fQP |VU0’2 - fQ |uo

Donc
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(W, (o) ug) = 2/p|vuo|2—2*/\u0|2*—A/fu0
Q Q Q

= /pruO|2 — (2" — 1)/ luo
Q Q

Ainsi, comme ug ¢ NP, alors (¥, (ug),up) # 0 donc par (3.3.11), u = 0. Par

conséquent la preuve est terminée i.e J} (ug) = 0. O

2%

On a le lemme suivant :
Lemme 3.3.3. Pour tout A € (0,Aq) on a NY = 0.

Démonstration. Raisonnons par Pabsurde. Supposons que NY # () pour tout A > 0. En
utilisant (3.3.10), on a
Pour u € N}

2* -1
2 _
/Qp]Vu| —)\2*_2/qu.

En utilisant (3.3.5), on obtient

¢ 1 :
2 e = ) 2 ]
[ovel <3l ([ er)

-

Il s’en suit que

([ru) <0 e (3312)

(s

En utilisant (3.3.9), on obtient

2*1_1 /QP|Vu|2 < IS UQPIVuP] 2*'

(/Qp|Vu|2); > F(Mﬁ (3.3.14)

2 )T

A\ Vul?
2) < JaplVul (3.3.13)

Par conséquent

(3.3.12) et (3.3.14), donnent
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2 S (p)| 7o
Fller > DR

)\—_1
VDo (25 —2) (2* — 1) T

Par conséquent

VB (2 —2) [S(p)

A2 1
[l (2 = 1) (2« — 1y
2% —2 2*
= \/p_og;l : [S (p)]7==2 = A,.
2 =D fll g
Alors pour A € (0,Aq) on a NY = 0. O

D’apres le lemme 3.3.3, on a Ny, = N UN; .
Pour tout u € Hg () \ {0}, on définit

= | JoplVul I

Lemme 3.3.4. Supposons que X € (0,Ag). Alors pour tout u € H}(Q) ~ {0}, on a

(i) Si [, fu < 0,alors il existe un unique t+ > tyq, tel que ttu € Ny et

Iy (tTu) = sup Jy (tu).

tZtma,z

(i3) Si fQ fu >0, alors il existe t~, tT uniques tels que 0 <t~ < tyae < tT, t7u € Ny,
ttu e Ny et

Iy (tTu) = sup Jy (tu); Jy(tTu) = inf Jy(tu).

t>tmaz 0<t<tmaz

Démonstration. Considérons

o(t) = Jy\(tu), avec t € R,

@' (1) :t/pyvu|2—t2*1/ fuf? —)\/fu.
Q Q Q

o(t) = t / PVl — 21 / uf?”.
Q Q

alors

On pose
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¢ est concave et atteint son maximum au point t,,qs.

{N_zrf (1_N—2> (pr|Vu|)

#lnas) = | N3 N2 )

(pr|Vu| )
(Jo lui) T

Par conséquent, si [, fu < 0 alors @ (timee) = & (tmas) — A fo, fu > 0.

Comme ¢/(t) < 0 pour t > 4, €t tlim ' (t) = —o0, alors il existe un unique t* > t,,4,
—00

tel que :
(T =0iep(t)=N[,fuet ¢ (tT) <O.
Montrons maintenant que ttu € Ny et que Jy (tTu) = sup J, (tu).

On a

t*/p|Vu]2 — (t*)Q*_l 2 = )\/ fu.
Q 0 Q

On multiplie les deux termes de I’équation par ¢*, on obtient

/p|w+u|2—/|t+u|2 _ /f (t2)
Q

D’ou ttu € N,.
On a
¢'(th) <0,

/p|Vu|2 <(2*=1) (t+)2*‘2/ |u|*
Q Q

On multiplie les deux termes de 'inégalité par (t*)z, on obtient

[ overap <@ = [
D’ou le résultat.

Onad (tt)=0et ¢(t") <0, alors Jy (tTu) = sup Jy (tu).

tztma:c
Dans le cas ou fQ fu > 0 et par 'hypothese A < Ay on a nécessairement

)\/qu < @ (tmaz) -

Alors

En effet, on a
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VL =2 o
(2 — 1D | ] s
S(p))

BRI
VPoK (pr|Vu|2)
Wl ([ )™
\/]TO¢(tmax) ‘
e

==

IN

Alors
2\ Il
czs(tmw)z(/g p|Vu|) i,

ZAO/qu>/\/qu.

Par conséquent, en procédant de la méme maniere que dans le premier cas, on obtient

deux uniques nombres t7, tT, tels que 0 < 17 < te0 < T,

6(t) = [ fu=o(t)
et
¢ (t7)>0>¢ (t1).

Ce qui est équivalent & tTu € Ny et t7u € N .

Aussi
) — . S
Iy (tTu) = tZSBEZJ,\ (tu); Iy (t7u) = ogtlgtimj’\ (tu) .
On pose
= inf J ;¢ = inf J ;¢ = inf J .
TR B AW e B

Lemme 3.3.5. (1) Si A € (0,A), alors ¢ < ¢t <0.
(i1) Si A € (0,42), alors ¢ > 0.

Démonstration. (i) Soit v € Hj(2) 'unique solution de —Awu = f , alors

[ fo=1velii >0
Q
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D’aprés le lemme 3.3.4, il existe un unique ¢y := t=(v) > 0, tel que tov € N}, et

parconséquent, d’apres (3.3.9), on a

/p|Vtgv|2 > (2% — 1)/ tov|*.
Q Q

En utilisant (3.3.4), on obtient

]- 2*_1 *
Iy (tov) = —§/Qp|Vt0U|2+ o /Q\tov|2

1 1
< ——/p|Vtov|2+—/p|Vtov|2
2 Ja 2% Jq

= 2015 (3.3.15)

Donc, d’aprés les définitions de ¢ et ¢*, on déduit que ¢ < ¢* < 0.
(i1) Soit u € Ny . D’apres (3.3.9), on a

/Qp|Vu|2 < (2 - 1)/Q|u

En utilisant (3.3.13), on obtient

! /p!Vu|2 < {—fgpwuq?.
Q

2r—1 S(p)

2%

Cela implique

(/prvm?); > [S(Mﬂ (3.3.16)

(2r — 1)7 2
Posons -
L[]y
Cy =+ — | — L= lfllgr-
¥ -n=) vm\ oz Vs

Alors, C > 0 si et seulement si

2%

l[S(p)]m A ( _l)
N(2*_1)ﬁ>m L= o J Al -

Alors 2%

* 2%-2)
Vo /B2
2 =172 [ fll g

Puisque + =1 — L alors
N 27 2%
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1
A< =Ap.
<20

En utilisant (3.3.6), (3.3.16) et A < 1A, , on obtient

nw = ([ p!Vu!){%[i(zf];))]— =(1-5) nqu_l}

o*

S(p)|zE=
N )
(2r —1)7=
> 0.
2*
Ainsi, si A € (0,42), alors J(u) > Oy BRI ) pour tout u € N O
(25-1) 72

Lemme 3.3.6. Supposons que X € (0, Ag) et u € Ny. Alors il existe € > 0 et une fonction
différentiable & : B(0,¢) C Hy(Q) — RT telle que :

§0)=1, &) (u—w) €Ny

et
2 [, VuVw = 2% [o Jul” Puw — A [, fw

WO = = o — @ — ) Tl

L2
Démonstration. Soit u € Ny. Définissons F : R x H}(Q) — R comme suit :

(3.3.17)

Ft,w) = (Ji(t(u—w)), t(u—w))
= t/Qp|V(u—w)| —t° /Q|u—w| —/\/Qf(u—w).

Alors F'(1,0) = 0.

Gt = [pVa-wP - -0 [

2%

Donc 25(1,0) = [,,p|Vu]* — (2" = 1) [, |u
le théoreme des fonctions implicites au point (1,0).

D’ot il existe une boule B(0,e) C H(2), € > 0 et une fonction différentiable ¢ :
B(0,e) — R telles que £(0) = 1,

2" £ (0, par conséquent on peut appliquer

(8E(1,0),v)
98(1,0)

2 [ VuVo —2* [ |u 200 — Ao fo

JopIVul? = (25 = 1) [|ul

(€'0),0) =

2*
r2*
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et
F(¢(w),w) =0 pour tout w € B(0,¢),

ce qui est équivalent a (J} ({(w) (u — w)),&(w) (u —w)) = 0 pour tout w € B(0,¢). D’ou
&(w) (u—w) € B(0,e) C N,. O

Lemme 3.3.7. Supposons que A € (0,Ag) et u € Ny . Alors il existe e > 0 et une fonction
différentiable & : B(0,e) C HL(Q) — RT telle que :

§0)=1, &) (u—w) €Ny
et
2 [, VuVw — 27 [0 |ul* 2uw — X [, fw
JopIVul? = (25 = 1) |Jul| 2,
Démonstration. Soit v € Ny . En procédant de la méme manieére comme dans le lemme
3.3.6, il existe une boule B(0,e) C H}(Q), ¢ > 0 et une fonction différentiable ¢ :
B(0,e) — R telles que

(€'(0), w) =

(3.3.18)

£(0) =1, E(w) (u—w) € Ny, pour |lw|| < e

et
) 2 [ VuVo —2* [ |ul* 2uv — X [, fo
(0. = 2o oot b
JopIVul> = (2¢ = 1)

Comme (J} (u),u) = [, p|Vul> = (2 = 1) [, [u|* <0, alors par la continuité de J} et

& ona
(I3 (€(w) (u—w)), {(w) (u—w)) <0,

pour € > 0 suffisamment petit, cela implique que {(w) (u —w) € N, . O

Lemme 3.3.8. Pour tout A € (0, ), il existe une suite {u,} C N, telle que :
(1) Jx (un) = c+o(1).
(i1) J' (u,) — 0 dans H™'.

Démonstration. 1l est claire qu’on peut appliquer le principe variationnel d’Ekeland au
probleme de minimisation lj{flf Jy = ¢. On a l'existence d’une suite minimisante {u,} C N,
possédant les propriétés suivantes :

(1) Jx (un) < c+ %

(71) Jx(uy,) < J(w)—f—%”w—unﬂ, Yw € N,.

Pour n assez grand, d’apres (3.3.15) on a :

N %/Qp\VunP 2 (1 - —> / fun < c+ < —O—to IR . (3.3.19)



Il s’en suit que

A iz 1

o 2m 1]
Po
[ ]| > (%+;1 (3.3.20)
Par conséquence, pour tout n € N, u,, # 0, et en utilisant (3.3.5), on obtient
2 Lt 3
(N+2)A Q
De (3.3.19), on a
N +2
LoVl < =nti sl 375 [
Q
N 2
< 2= [ fu,
N —I— 2
< AN g
1
N +2 (/ 2) z
S f 1 b vun
f_HM Q\ |
Ce qui donne
N 42
ST <5 1l
D’ou
1
2po\/Po ||.f 171 83 (/ 2)2 N +2
< Vu, )\— 1. 3.3.21

Montrons que ||J} (uy)|| -1 — 0 quand n — +o0.
Raisonnons par 1'absurde. Supposons quel|J (u,)|| ;-1 > 0 pour n assez grand.

En appliquent le lemme 3.3.6, considérons les fonctions &, : B (0,¢&,) —R* telles que,

pour un certain &, > 0 on a &,(w) (u, —w) € N,. Choisissons 0 < § < &, et posons

= ||67u|| avec u € Hy(2) \ {0}. Définissons, ns := &, (ws) (u, — ws). Comme ns € N, et

en utilisant (i) on déduit

1
I (n5) — I (uy) > - 1175 — unll ,

par le théoreme des accroissements finis, on obtient

1
(I (n) 5 = tn) + 0 (1115 = nll) = = 1115 — uall-

Ainsi
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1
(I (n) s —ws) + (& (ws) = 1) (I3 (un) s 115 = un) = =05 — wnll + 0 (|15 = unl]) -
(3.3.22)
Comme 15 = &, (ws) (u, — ws) € Ny et de (3.3.22), on a

=5 () 5 )€ ) = 1) 05 0 = (00 5 = ) = = s o s = ).

Ainsi
oy N\ sl o~ ) o) =D,
V< _ _ '
(gt iy < el ol el ol =80 ) = o ) s = )
(3.3.23)
Puisque

s — ] < 610 (uws)] + €0 (w5) — 1 ( / p\wn|2)2

et
< £.(0)].

si on fait tendre ¢ vers 0 dans (3.3.23) pour n fixé, alors par (3.3.21) on conclut :

lim
6—0

|£n (wé) B 1|
4]

I s < S 0+ 1€,

pour une constante positive convenable C'.
Il reste a montrer que |£/,(0)] est bornée uniformément en n.
De (3.3.17) et l'estimation (3.3.21) on obtient :

Cy
| o PIVun|? = (2 = 1) [Jun

ou (7 > 0 une constante convenable.

€,(0)] <

Y

2*
L2*

Par conséquent, nous devons montrer que| [, p|Vu|? — (2* — 1) [|u|%. } est bornée loin
de zéro.

Raisonnons par I’absurde, supposons qu'il existe une suite {u,}, telle que

/p|Vun|2 — (2" = 1) [Jun |2+ = o(1). (3.3.24)
Q

De plus, (3.3.24) et le fait que u,, € N nous donnent

)\/fun = /p|Vun|2—/|un
Q Q Q

= (2 -2) /Q un|?” + o(1).
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En combinant (3.3.24) et (3.3.21), on peut trouver une constante convenable p > 0

telle que
/ lun,|*” > p pour n suffisamment grand. (3.3.25)
0
Cela implique que
N2 a2
Vuy,
L(u) = K U “|) | fu
Jo @

_[(2*—1)&2 2]%
Jo lunl™

D’autre part, par (3.3.21), (3.3.25) et A € (0,Ay), on a

Lu) = K (fgpf\wnulv S
Q

oIV ) N | )

> |t - /Qmw TP
: vl 17 :

L R B e B ¢ R N

@ (ﬂ“ )N Po \Ja
- (] p|wn|2)2{ms<p>ﬂ 2 17l

Q
> d07

pour un dy > 0 et n suffisamment grand, ce qui est clairement impossible.

On conclut que :

|5 (un)]l -1 — 0 quand n — +oc.

3.4 Preuve du théoreme 3.1.1

Proposition 3.4.1. Soit {u,} C N, une suite minimisante telle que
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(7) Jx(un) =c+o(1).
(it) J' (u,) — 0 dans H™'.
Alors, pour tout A € (0,Ag), {un} admet une sous-suite qui converge fortement vers

un point wy dans Hy(Q), en plus wy € Ny et Jy(wo) = c.

Démonstration. D’apres (3.3.19), on obtient

2
[0 < Ul £ e
Q

Do
N+ 2
< AT /fun
2p0 Jo
N +2
< A Vs | p—
2 11

En utilisant (3.3.20), on obtient

2p0t5 |1/l g N+2

< < A\—— 1. 4.
T <l < AT (3.4.1)

D’ott {u,} est bornée dans H{ (), donc d’apres le théoréme des injections compactes

de Sobolev, elle admet une sous-suite {u,} telle que

u, — wy faiblement dans H (),

U, — wo p.p dans €2,

avec wy € H} ().

De I'hypothese (iz), on a

Tim (J} () w) = (J} (w) ,w) =0, Ve HY(Q),

i.e wy est une solution faible de (3.1.1).

En particulier, wy € N,.

Montrons que u,, — wy fortement dans H} ().

Supposons le contraire, ¢’est-a-dire |Ju|| < liminf |[u, ], alors [, p|Vu|* < liminf [, p|Vu,|?.

En effet :

Montrons que [u, —ul| = 0<% [,p|V (u, —u)|* = 0.

n

Supposons qu’on a ||u,, — ul| — 0, c’est-a-dire Ve > 0, In. € N, tel que ||u, —u| <€
pour n < 7.

D’apres l'inégalité de Holder, on a
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2
/Q PIV (g — )2 < [pll lln — ul

< € pour n assez grand.

7 ¢ 7

Supposons maintenant qu’on a [, p |V (u, — u)|* = 0, c’est-a-dire Ve > 0, In. € N,
tel que ||u, — ul| < € pour n < 17..

Sachant que pour tout = € €, on a p(z) > 0 et en utilisant I'inégalité de Holder, on
obtient

p
lum — uf? = /Q—rwn—uw

p
1 2
p Loo JQ
< € pour n assez grand.
D’ou le résultat, et ainsi
1 N +2

c < Ja(wg) = N/p|Vwo|2 — A / fwo < liminf Jy (u,) = c.
Q Q

2N

Par conséquent u,, — wy fortement dans Hj () et Jy(wp) = c.
Par ailleurs, on a wy € N;. Sinon, par le lemme 3.3.4, il existe deux nombres ¢§ et
ty , définies de maniere unique tels que tywy € Ny et tiwy € Ny .
En particulier, on a t; <t = 1. De
Jy (t7wo) =0 et Uy (t7wo) > 0.

Il existe t, <t~ <tg tel que Jy(tgwp) < Jr(t"wp). Du lemme 3.3.4, on obtient

J,\(tgwo) < Jk(t_wo) < J)\(ta_wo) = J)\<’w0),

d’ou la contradiction . O

3.5 Preuve du théoreme 3.1.2

On commence par montrer que

1 N
inf Jy(u) =c <c+ —[poS]?

3.9.1

Pour cela, on a besoin de quelques notations.
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Posons

e
Ule)=—————  £>0, z€cR" (3.5.2)
(2 +]z?) =
On pose U 4(z) = U. (z — a), et
Uea(2) = &a(2)Us o () (3.5.3)
ou
& € C5P () avec & >0 et & =1 au voisinage de a. (3.5.4)

D’aprés les estimations faites par H. Brézis, L. Nirenberg [5], on a :

lwo + Rucall 7 = lwoll7or + B [[tcall7er +2*R/ |wol*  wotie o
Q
+ 2*R¥! / uZ, two + 0 (8¥> , (3.5.5)
Q
et
IVtea?s = B+ O (V72 |lucylio = A+ 0 (£Y), (3.5.6)
ou ) y
B= (N—2)2/ B A:/ 2 (3.5.7)
rY (1+]z]) BV (1 + [z]?)
et B
S=—" 3.5.8
pE: 358
On pose
Ay = (N —2)*8 bl
' Jav (1 |22)Y

Lemme 3.5.1. Soit p € H(Q) N C (Q), vérifiant (5.1.3) et u., est définie comme dans
(3.5.3).

Alors on a estimation suivante :

poB+ 0 (V7?) si N -2
Lemme 3.5.2. [, p(7) Ve (2)|dz < § poB + Age® + 0 (") si N -2

poB + (N_2)2(ﬁ1272+M)WN€N72 ne|+o (gN—Q |1n5|) G N —2

Démonstration. Calculons
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/Q (@) [Vuon(@)Pde = N2 / ( p<x>|vsa<:§;|N »

Q (e2+ |z —d

- vy g [ PEINE o) o~ ol

(2 +[w —af’)"
N2 p(x)&a( )V£a( ) (x —a)
— 9 (N—Q)/Q (52+|x_a| >N1 dx.

Puisque, £, = 1 dans un voisinage de a, on suppose que &, = 1 dans B (a,r) avec
r > 0 assez petit .

Ainsi, on obtient

2) Ve o(z)Pde = V2 p(a:)\Vfa(x)\Q dx
[ )9 cula) e ot o)
vy [ MDSETEEE 0,
Q\B(a,r) a

(e + |z — a|2)N !
N-2 o2 p(a:)\Vﬁa(x)\2\x—a\2 "
b N2 (N —9) /Q e dr. (359)

En appliquant le théoréeme de convergence dominée, (3.5.9) devient

[ ) Puca(@)f e = 2 v o [ POV Zaly, g sy

(52+|x—a|)

En utilisant, (3.1.3), on obtient

2 _ N-2 92 |:U—a|2 -
/Qp(x)wug,a(m dr — N2(N—2) po/va( |2)Nd

e2+x—a
|I . a|k+2
Vo (e2+ |z — a|2)N
- 0(z) |z —al**
N-2 2
+ "7 (N-2) / S
Va (2 + |z —al”)

N—2  o\2 |z — a|k+2 (Br +0(x)) (‘fa($)|2 - 1)
+ " (VN =-2) /a (52+\x—a|2)N

2 2
oy g [ P@IVE@P e~
+ € ( ) /Q\Va (52—|—|x—a|2)N T

+ NN -2 B dx

dx

+ 0N
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En utilisant de nouveau la définition de &,, et en appliquant le théoreme de convergence

dominée, on obtient

2
/ p(@) |V o(@)dz = V72 (N —2)°py / [z~ dl o
’ Vo (24 |z —al”)
|ZE o a|k+2

dx

+ €N72 (N — 2)2 6k

Vo (2 + |2 — a]2)N

k42
+ EN_Q(N—2)2/ b) |z — d Nd$+O(EN_2).
2
Vo (2 + |z —al”)

Nous distinguons trois cas :

1.Si N—2>k,

Jo p(2) [Vue o )|2dx:

—al? z—al?
6N72 (N - 2)2p0 |:fRN |1‘ LI )N I’ fR \Va, —(62+|$_a2)Ndx:| ‘I—

(82+|$—
- 2 Brlz—a k+2 Brlz—a k+2
eN—2 (N — 2) Po |:f]RN Qk_:_' L|2)N xr — f]RN\Va (52k+|z L2_>Nd$:| +
|z—a|**2 cN-2
“2(N -2) ﬁzgﬂxd)dx+0( )
En utilisant le changement de variable y = *=* et en appliquant le théoreme de
convergence dominée, on trouve
2 2 |Z/‘2
P(@) [Viea(@)"de = (N=2)"po | ————xdy
Q RN (1 + |yl )
k+2
k 2 Br 1y
+ € (N -2 N —2Nd
Y (14 Jy[*)
0 a + c k+2
+ gk (N—2)2/ ( y) |y| Xvoedy
=y (14 y)"
+ o(eh).

Comme 6(z) tend vers 0 quand z tend vers a, ceci nous donne

[ o) 9o do = B + Auc 4 0 ().
Q
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2.8i N —-2<k,

|ZE' _ a|k+2

Vo (24 |z — a|2)N

/p(x)|vu€,a(x)|2d‘r = poB+eV2(N -2)%5 dx
Q

k2
- €N2(N—2)2/ O() |z — d ~dr+ 0 (eV7?).
2
Vo (e2+ |z —al”)

Comme V, est un domaine borné, il existe une constante positive 7 telle que V, C

B (a,T), ainsi

Jop(@) [Vueq (2)|* dz =
poB + O (eN72) + N2 (N - 2)?

(Brt0(z))|z— al"’+2 _ (Bet0(z))|z— alk+2
[me) (2 +e—aP)" fB(aT\Q (P +l—aP)" dx| .

dm—i—O( )

xa+2
eN-2(N —2) fVTq)

Par le changement de variable y = x — a, on obtient

0 k+2
/p(x) |Vu5,a(x)|2 dr = poB + N-2 (N — 2)2/ (B + 0(a + yQ))A![y\ dy
0 (0,7) (g2 +yl°)
k+2
4 5N_2 (N—2>2/ H(CL‘I—y) |;y|N d
o (e+ 1)

+ 0(N7?).

En utilisant la définition de 6 donnée dans (3.1.3), il existe une constante positive M

telle que

k+2

[ ) VucaoPar = mp+er (i -2p@een [ g,
) 507) (& + [yl

+0 (5N ’2) .
En appliquant le théoreme de convergence dominée on déduit

/Qp(a:) |Vu57a(:c)]2 dr = poB + O (8N72) )

3.8i N — 2=k,
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2 N—2 2 Br |3j - a|k+2
p(x) [Vueo(z)|"de = poB+e¢ (N —2) 5 .
0 Q (g2 + |z —al”)
k2
4+ N-2 (N—2)2/ 0(x) |z a]2 Ndx+0(5N_2).
Vo (24 |z —al”)

En suivant les mémes étapes précédentes, on obtient

pr ) | Ve of )|2dm:

poB
4+ gN-2 f Bn—zlz—alY f Bn_zlz—al™ dr
B(a,T) EQ_HI a\ ) B(a,)\Q (62+|z—a|2)N
N— z)|x—al kt2
+eN"2 (N — fVa )" rdz + O (V72).

D’ou

By_2+0(x)) |z —al”
(62 + |z — a|2)N

k2
+ 5N_2(N—2)2/ bx) |z — d Ndx+0(5N_2).
2
Va (€2+|Jf—a|)

/p(a:) ]Vu&a(x)ﬁda: = pyB+eV 2 (N — 2)2/ T(
Q B(a,r)

En utilisant la définition de 6 donnée dans (3.1.3), il existe une constante positive M

telle que

@ —al"

/p(x) Ve o(@)[*de < poB+eV"2 (N =2)* (By +M)/ de
Q

B(avT) (62 + |:L‘ - a|2)N
+0 (eN7?). (3.5.10)

D’autre part

N T 2N-1
5N_2/ [~ al S xdr = wNEN_Q/ S —dr + 0 ("7?)
Bla) ( %) o ( )

2+ |r—a g2 + 12
2 VAN
T +7r )
WN N—2/ <(8 ) N-—2
= —¢ -—Zdr+0 (¢ ,
2N o (e2+r)N ( )
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et

N
cN-2 |z —a dp — “N N-2 Inel + o (gN_2 [In 5|) . (3.5.11)
2 2\ N 2
B(a,r) (5 + |LL’ — CL| )

En substrictiant (3.5.11) dans (3.5.10), on obtient

N -2 By o+ M
[ 90 1Vucata) o < o 2L E RN 2 ) (2 ).
0
On conclut
poB + O (eN7?) si N —2 <k,
/p(x) Ve a(r)|dr < S poB + Age® + o (eF) si N —-2>k,
0
poB + (N72)2(’8N2‘2+M)“’N eV |ne|+ 0 (V2 |Inel) si N —-2=k.
(3.5.12)

]

Lemme 3.5.3. Pour tout R >0 et k > %, il existe g = 9 (R,a) > 0 tel que :

N
2

1
J/\ (’wo + RU&G) <c+ N [p()S] s
pour tout 0 < € < €.

Démonstration. on a :

1 R?
I (wo + Ruz o) = §/p|Vw0|2+R/VwOVus,a+7/p|Vue’a|2
Q Q 0
1 .
——*/ |wO+Ru57a|2 —)\/fwo—)\R/fum. (3.5.13)
2" Jo 0 0

En utilisant (3.5.5), (3.5.6) et le fait que wy satisfasse (3.1.1), on obtient

1 R?
Iy (wo + Ru.,) = —/p|Vw0\2—|—R/VwOVuw—l—T/p\Vuw\2
0 Q 0

2

1 0 RY
= g ol =54
— R | |wol Wolle.q — R? _l/uga_lwo—/\ fwy

Q Q Q
N—
— AR fuw—l—o(E 2 >
Q

R? R* . .
= ¢+ — [ p|[Vue, - =—A—-R? _1/u§a_1w0+0<52> .
2 Q 2* Q )
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Puisque wy = 0 sur RY ~ Q, il s’en suit

N+2

. e 2
/U?,leo = / wo ()& () iz dx
Q RN (2 + |z —af’)
N2 1 x
= | w@@) v (2)
N — 1 Ll RN )
ol (z) RY.C2) € L' (RY)

Posons D =[x ¥(x)dz nous en déduisons

[ w@a) e (2) de > w@p

Alors

Par conséquent

R? R
Iy (wo + Rueq) = ¢+ — p|Vu€,a|2 —
2 /g 2

N—-2

A—R2*_15¥wo(a)D+o(e 2 ) (3.5.14)

En combinant (3.5.14) et (3.5.12), on a

¢+ SpoB - };—?A — e % wo(a) DR* ' + 0 <5¥) si k> N2

Iy (wo + Rueq) << e+ %onB — @2 A+ Ak + 0 (5’“) si

N-2 N-2

e+ EpB - A (B A —un(@)DR ) 40 (5 sk

Considérons le cas k > %
Pour cela, définissons
82 82* N-2 2% _q N-2
q(s) = EpOB ~ A—ec 2 wy(a)Ds* " 4o (5 2 > : s >0,

supposons que ¢ atteigne son maximum au point ¢, > 0.
B 1
2% —1
A

tepoB —t¥ 1A = (2" — 1) wo(a)De 2z 22, (3.5.15)

3

Posons

Comme t. satisfait

onal<t,<Syett. — Sy quand € — 0.
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On écrit t. = Sy (1 — d.). Nous étudions la vitesse avec laquelle §. — 0 quand ¢ — 0.

De (3.5.15), on trouve

(pOB)T_l o 21\ _ /o poB 252 No2
(T (1—55—(1—55) >_(2 — 1) B (1= 0)" P wo(a) D

et en développant d. nous déduisons
21\ 73
B\ B _ _
(2* —2) (m’—)> 5. = (2 — 1) 22 0u(a)D™F 1o (5*) .

A A

Ceci implique

—2

t2 tZ - .
Iy (wo+ Rueo) < c+ EEpOB — ?A — €¥U)0(CL)DZ(;§ 140 (8T>

2 2%

= ot DpB— A §3Bo+ 57 AL~ T ug(@)DST ! 4o ()
1 N — *_ N—2

= o+~ (W9)* — Tun(@)DSF T o (7).

En procédant de la méme maniere que dans le cas k > #, on obtient

4 S)F TSy o (5 s ko2
Jy (w0 + Ruea) < e+ & (1) * + Axe” + 0 (") si k< N2,
etk o8)¥ 7 (H s —wp(@DSF ) 4o () s k=22

Donc pour gy = g (R, a) > 0 suffisamment petit, et k > % on conclut

N
2

1
I (wo + Rueq) < ¢+ N [poS] 2, (3.5.16)

pour tout 0 < € < gp.

Soit u € H}(Q), tel que ||ul| = 1, alors

tT(u)u € Ny et Iy (tH (w)u) = max Jy (tu).

tZt'maa:

L’unicité de t*(u) et sa propriété extrémale donnent que u +— t*(u) est une fonction

continue.

Posons

[

Ulz{u:oOuueHg(m\{o}:||u||<t+ (L)}
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ot lhz{ueH() {0 - mn>“(f])}

Alors Hy(Q) ~ N, = U1 UUy et Ny C U;.
En particulier wy € Uy.
En effet, soit u € N, , en prenant v = m, et en utilisant le lemme 3.3.4, on a

'existence d’'un unique t* (v) > 0 tel que
tH(v)v e Ny ieth (Hu\l) T e N, .
1

Comme u € Ny, onat" (HUTH> = L, cela implique

= rem@sore (5 =1

Posons
F ={h:[0,1] — Hj(Q) continue, h(0) = wq et h(1) = wo + Rotica} ,

Ro > 0 fixé.
On a:

Lemme 3.5.4. Pour un choix convenable de Ry > 0 et € > 0 la valeur

co = Inf maxc/, (h(t))

définit une valeur critique de Jy, avec cog > ¢~ .
Démonstration. Un calcul facile montre que, pour une constante appropriée d > 0 on a :
0 <tt(u) <d, Vu € Hy(Q) tel que [jul| = 1.

Posons

Nl=

RO:(—|d2 | wo| \) + 1.

Nous affirmons que
We 1= wo + Roueq € Us. (3.5.17)

En effet

|lwo + Rou&aH2

2
= bl R o) > > 1 ()]

pour € > 0 assez petit.
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Pour un tel choix de Ry, fixonse > 0 de telle sorte que (3.5.16) et (3.5.17) aient lieu.

Posons
F={h:[0,1] — Hy(Q) continue, h(0) = wq et h(1) = wo + Rotieq} -

Il est clair que h : [0,1] — Hy () avec h(t) = wo + t Rou. , appartient a F. Donc par
le lemme 3.5.3 on conclut :

N
2

co = inf maxJ, (h(t)) < ¢+ % [poS] (3.5.18)

heFte[0,1]
De plus, comme h(0) € U; et h(1) € Uy, et du fait que h soit continue, alors il existe
to € ]0,1[ tel que h(to) € Ny

D’ou

co > ¢ = inf Jy(u). (3.5.19)
ueENy

]

D’une maniere analogue que celle de la démonstration du lemme 3.3.8, on montre qu’il
existe une suite minimisante {u,} C N, , telle que

(1) Jx (un) = ¢ +o(1).

(it) J' (u,) — 0 dans H'.

Proposition 3.5.5. Soit {u,} C N, une suite minimisante telle que :
(a) Iy (uy) — .
() (173 (un)ll -+ — 0.
Alors, pour tout \ € (O, %), {u,} admet une sous-suite qui converge fortement vers

un point wy dans H}(Q), en plus wo € Ny et Jy(wy) =c .
Démonstration. De (3.4.1), on déduit que {u,} est uniformément bornée.
Ainsi, on peut trouver un w; € H}(Q) tel que
u, — w; faiblement dans H ().

Par conséquent de (b), on obtient :

(J5 (wy) ,w) =0, Yw € Hy(S2). (3.5.20)

Donc wy est une solution dans H}(Q) de (3.1.1).En particulier w; # 0, w; € N et
Iy (wy) > c.

On écrit u,, = wy + v, avec v, — 0 faiblement dans H} ().

Par le lemme de H. Brézis, E. Lieb [4], on a
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2%

2 = |lw + v %

ror = llwill T + [[vall o + 0(1).

D’ou, pour n assez grand, on conclut

1 N
c+ N [pOS]gf > Jy (w1 +’Un)

1 1 .
= Biwn)+ ;5 [ DT = o el 3+ o)
Q

1 1
c—l—ﬁ/Qp]VUn|2—§an|

Y]

%*2* + 0(1)7

ce qui donne

1 1
a vnQ__ n
QLMQW oIV

En utilisant (b), on a

7o < 7 0S]7 4 o(1). (3.5.21)

ol) = uu%%w»zévaP—mm

— uum»wn+/pw%ﬁ—ma
Q

Lo =X [ Furt [ 990 = ol B+ o)
Q Q

ig* + 0(1)7

et en tenant compte de (3.5.20), on obtient

| #vo? o
Q

Nous affirmons que les conditions (3.5.21) et (3.5.22) donnent ||v,| — 0, &k — +oo.

2 =o0(1). (3.5.22)

Raisonnons par I’absurde i.e supposons que ||v,|| soit bornée loin de zéro.
De (3.5.22), il en résulte
loall 72-% = poS + o(1),

et par conséquent
2* N
[onl| 72+ > [PoS]2 + o(1).
D’ou la contradiction. De (3.5.21) et (3.5.22) on a :

N
2

X 1 1 X 1
%+4U:§memtaﬂmm?+dn<ﬁww],

1 N 1
- T <

pour n assez grand.
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Conclusion : u,, — w; fortement.
Par conséquent w; est un point critique de Jy, wy € N, (car N, est un ensemble
fermé) et Jy (wy) = ¢, O
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Abstract

We show that for 1 <R satisfying a suitable condition the Dirichlet problem:

—div(p()Vu(x)) =[u@) Tu()+Af(x) xeQ
u=0 XE&Q,

where 2" :%, N >3 be the limiting Sobolev exponent, < R" open bounded

setand pe Hl(Q)mC(ﬁ), admits two solutions in HE(Q).

Keywords: Critical Sobolev exponent, Nehari manifold and Variational
methods.

Résumé
Nous montrons que pour AeR satisfaisant certaines conditions le probleme de

Dirichlet:

—div(p()Vu(x)) =[u@) Tu)+Af(x) xeQ
u=0 X € 0Q),

ou 2 = % , N >3 est ’exposant critique de Sobolev, Q<R un ouvert borné

et pe Hl(Q)mC(ﬁ), admet deux solutions dans HZ(Q).

Mots clés : Exposant critique de Sobolev, Variété de Nehari et Méthodes
variationnelles.

uadla

S 0 S Lo g il e by s sae ) S e 4 i

{—div( PCOVU()) =[uE)f U +AF(X) xeQ

u=0 X € 0Q),
‘peHl(Q)mC(g_z) g ane Jae Qc RV ceid g sed oadl  wVIN >3 ‘2*=%¢,;,A
H (Q) Hewbs
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