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Introduction

Les inégalités exponentielles pour les martingales ont de nombreuses applications im-
portantes en théorie des probabilités et statistiques. Ces inégalités sont & lorigine des
inégalités exponentielles pour les sommes de variables aléatoires indépendantes.

Notre travail est structuré comme suit :

Dans le premier chapitre, on présente des inégalités exponentielles classiques pour les
sommes de variables aléatoires indépendantes. On va revenir sur I'inégalité de Bernstein,
puis l'inégalité de Bennet et on conclut par l'inégalité de Hoeffding, des précisions et
des remarques sont données concernant leurs preuves.

Dans le deuxiéme chapitre, Nous annonc¢ons tout d’abord les principales propriétés des
martingales & temps discret, ensuite nous présentons les inégalités exponentielles pour les
martingales en commencant par les inégalités de Azuma-Hoeffding et de Freedman
puis on étudie les inégalités exponentielles obtenues par De la Pena pour les martingales
auto-normalisées.



Chapitre 1

Inégalités exponentielles classiques

Introduction

Les inégalités jouent un role important dans le développement dans presque toutes
les branches des sciences quantitatives, et elles sont considérées méme plus importantes
que les égalités.

En probabilités et statistiques, cette question se pose trés souvent : dans le cas ou

X1,...,X, sont des variables aléatoires indépendantes, identiquement distribuées et de
n

carré intégrable sur RT, et S, = > X;; pour tout x positif, comment arriver a trouver

1=1
une borne & la quantité P (]S, —E(S,)| > x)? Une premiére borne ( faible a cause des

hypothéses qui lui sont données ) est celle établie par Tchebychev (1884-1953)

B (15, ~E(S,)| > ) < L0 (L1)

Beaucoup d’auteurs ont essayé de trouver une autre borne A P (]S, —E (S,) | > ) en rem-
plagant la fonction quadratique dans (1.1) par une autre fonction qui est plus adéquate.

P (1S, —E(S,)|>z) <Y (x). (1.2)

Le théoréme central limite et la loi forte des grands nombres étaient source d’inspiration
et ont permis a ces auteurs de considérer les situations ou Y (z) est de type e~ cette
forme a été obtenue par Bernstein (1924, [(]), Bennett (1962, [3]) et Hoeffding (1963,
[9]). La plus part de ces résultats ont été obtenus par une approche basée sur l'utilisation
de I'inégalité de Markov exponentielle. Le défi de cette méthode est de trouver la meilleure
borne supérieure de la fonction génératrice des moments.



CHAPITRE 1. INEGALITES EXPONENTIELLES CLASSIQUES

1.1 Inégalité de Bernstein

Théoréme 1.1.1 (Inégalité de Bernstein [5] ). Soient Xy, ..., X,, des variables aléatoires
indépendantes et

S, = ZXi I e i Var(X;). (1.3)
‘ i=1

Supposons qu’il existe une constante M > 0 telle que

k!M*F 2,

5 (condition de Cramer)

Vk>2, ) E(Xi—E(X)) <
=1

alors pour tout x > 0, on a
z2
P(|Sn — E(Sn)| > z) < 2e 2@hrsen)

Démonstration. Soit t > 0, puisque la fonction e® est une fonction croissante alors on a
pour tout x > 0

P(S, — E(S,) > z) = P (!5 7EE)) > efr)

Par I'inégalité de Markov
P (et(Sn—]E(Sn)) Z eta:) S e—ta:E<€t(Sn—E(Sn))

= e_mIE(H et
i=1

avec Y; = (X; — E(X;)). De plus, par indépendance des X; , on obtient

E([Te™) = T]E@E™)
i=1 i=1
Donc
]P)(et(Sn_E(Sn)) Z etm) S e_tm HE(etY’) (14)
i=1



CHAPITRE 1. INEGALITES EXPONENTIELLES CLASSIQUES

D’autre part on a

oo \k
B (Y O
=1+tE(Y;) +E ( 3 <t§j)k>
k=2
<1+E (io: Vt?j!’“)

n
L, s tY; |k . ..
On a par théoréme de la convergence monotone | car [£Yi] est croissante positive
A
k=2 . neN

et I'inégalité e* > 1+

1+E2W‘k Z E(|Y;[})

< (Ti %Eum )

on obtient donc,

E(e™) < e(é . )>.

Des inégalités (1.4) et (1.5), on a
e (E sEnm)
P(eHSnES) > H (
=1
+3

223 E(|Y:[*)

—m

Par la condition de Cramer

ot 3 4 S BN —tet 3 G MR
e k=2 =1 < e
= NIl
=e k=0 .
Pour0§t<%,ona
- 1
tM)k
2 (M) =



CHAPITRE 1. INEGALITES EXPONENTIELLES CLASSIQUES

Donc ]
t%vn
P(S, —E(S,)) > z) < e P taa—ian
2,
Posons ¢ (t) = eI = h® o h(t) = —tx + (f i

Minimisation de la fonction ¢(t) :
Comme ¢(t) est convexe alors le minimum est atteint au point ¢t* telle que ¢/'(t*) = 0

Calcul de la dérivée

2tv,, — t2v, M 2y
" = [ — n n —trtoa—n
?'(t) ( v mr—m@2)
¢ (t) = 0= —(2M?x + v, M)t* + (4Mx + 2v,)t — 2z = 0. (1.6)

Calculons le discriminant de I’équation (1.6)
A = 402 + 8Muv,z > 0.

Alors I'équation posséde deux solutions distinctes

t*—l 1 Up, <1
M 20 M + v, M’

1 v 1
th=—11 — > —. ffusé
2= ( + 291:M—i—vn> i (reffusée)

On trouve alors

2 = 21+x; - et T M

Ce qui donne

T 1 v M 1
h(ty) = 1-— - 2 1 -2
= /25 +”ﬁ{ w T
v, |axM M
= —— 1—4/2 1
M2 | v, * Un +
Un, xM
= ——K(—).
ek o )



CHAPITRE 1. INEGALITES EXPONENTIELLES CLASSIQUES

ou K(z)=x+1—+/2z+ 1, on obtient

On peut vérifier facilement que pour tout x > 0 que

x
Kx)> —=1L
@ 2 305~ 1@
ce qui implique
6_%]((217\;1) < 6_11\17712 (%)

22

= eim
alors ,
P((Sp — E(S)) > ) < e 2omramm
les mémes calculs pour la variable aléatoire (—X;) sont nécessaires car
P(|S, —E(S,)| > x) =P(S, — E(S,) > z) + P(S,, — E(S,) < —x)
et
P(S, —E(S,) < —x) =P(—(S, —E(S,,)) > z).
Finalement, pour tout x > 0

2

—x

P(|Sn, — E(S,)| > ) < 22030

ce qui achéve la preuve de 'inégalité de Bernstein.



CHAPITRE 1. INEGALITES EXPONENTIELLES CLASSIQUES

1.2 Inégalité de Bennett

Théoréme 1.2.1 (Inégalité de Bennett [2|). Soient X1, ..., X,, des variables aléatoires
indépendantes et de carré intégrable. On suppose que, pour tout 1 < i < n, il existe une
constante ¢ > 0 telle que X; — E(X;) < ¢ p.s. Si

S, = ZnoXi v = iOVar(Xi).

Alors pour tout t > 0
E(et(XL—E(XZ))) < ewzig)(i)(ﬁ(tc)’

avec p(x) = e* — 1 — x. De plus, pour tout t > 0

P(|S, — E(Sa)| > 7) < 272",
avec h(z) = (1 + x)log(l + z) — x.
En particulier, pour tout x > 0, on a

22

P(|S, — E(S,| > z) < 2e (%),
Démonstration. [12] On a déja vu que pour tout z > 0 et t >0

P(S, — E(S,) > 2) < e~ ﬁE (%)

=1

avec Y; = (X; — E(X;)). De plus

. G tk -
E(e™) = 1+ E(Y (%) (X))
k=2 "
© Lk
<1+E( ()0 )
R
k=2 "
=1+Y ¢ E(YY)
k=2
Var(X;) o= t* .
= 2 Z_IC
k=2
_ VaTgXi) ( te _ 1 _ tc)
c
< ev%éxi)(et‘fflftc). (17)



CHAPITRE 1. INEGALITES EXPONENTIELLES CLASSIQUES

Ce qui implique

n
ar(X;)
P(S, —E(S,) > a) < e [[e o)
i=1
. e_tx+§1 V%gxi)qﬁ(tc)

_ e—tx—o—c%qﬁ(tc) .

Posons 9(t) = e "9 en minimisant 9(¢) on obtient ¢* = Llog(1+ <)
Alors

d(t*c) = % —log(1 + %).

o ¥ rey vore xe
9(t) = = Llog(1+ ) + 5 (55— log(1 +29))
v /xce zc T
v xC
i __h _
c? ( v )
Donc
P(S, — E(S,) > z) < e~ 25
Alors

P(|S, — E(S,)| > z) < 272",

Il est facile de vérifier que pour tout z > 0

2
hz) > —2

e TEr] = (x).

On trouve alors ,
xr

P(|S, — E(S,)| > z) < 2e 2%,




CHAPITRE 1. INEGALITES EXPONENTIELLES CLASSIQUES

1.3 Inégalité de Hoeffding

Théoréme 1.3.1 (Inégalité de Hoeffding [5] ). Soient X1, ..., X,, des variables aléatoires
indépendantes. On suppose que, pour tout 1 < i < n, on peut trouver des constantes
a; < b; telles que a; < X; <b; p.s. St

sn:ixi

alors, pour tout x > 0, on a

242

P(|S, — E(S,)| > z) < 2e Sia®i—ed?,
La preuve de I'inégalité de Hoeffding repose sur le lemme suivant dit aussi de Hoeffding.

Lemme 1.3.1. [5/
Soit X une variable aléatoire réelle centrée telle que a < X < b p.s. avec a < b. Alors,

pour tout t > 0 on a
2
E(e"*) < (£ 0=27)

Preuve du lemme. En écrivant X = X4 4+ X9} et en utilisant la convexité de la
b—a b—a 7’

fonction exponentielle, on a

e a b—a
b—X X —a
< ta tb
_b—ot6 b—ae

Par passage a l'espérance et comme E (X) = 0,0on trouve
E (eX) < _D ) O )
“b—a b—a
< (1—2)e ™ 4 zell=W
=e ¥ ((1—-2)+ zeY)
— 9W)

avec

ce qui entraine que



CHAPITRE 1. INEGALITES EXPONENTIELLES CLASSIQUES

et g(y) = —zy + log(1l — z + zeY).
Par le théoréme de Taylor Lagrange, il existe 7 € R avec 0 < |7] < |y| telle que

2

9(y) = 9(0) + g (0) + 9" (7).

Cependant, il est clair que

z
24+ (1 —2z)ey

gy) =—z+

2(1—2z)e ™V

9'y) = (z+(1—z)e—y)2
__48 1
 (A+B)?2 4

ou l'on apos¢ A=z B=(1-z)e"v.
Comme ¢(0) =0 et ¢’(0) =0, la formule de Taylor donne

Donc

Preuve du théoreme de Hoeffeding. Pour tout ¢t > 0 et x > 0 on a
P <(Sn . E(Sn)) > I) < et HE (et(XifIE(Xi)))
i=1
remarquons que
alors, on peut appliquer le lemme (1.3.1) pour la variable aléatoire X; — E(X;), pour tout
t>0

B(e!XEX0)) < (5 0ma)?).

11



CHAPITRE 1. INEGALITES EXPONENTIELLES CLASSIQUES

On en déduit

n

n
2
—tx t(Xzf]E(Xl)) —tx L(biiai)Q
e H E (e )<e H s
=1 i=1
7t$+% i (bifai)Q
= e =1

on obtient donc 2
n 2
P (Sn - E(Sn) > I) < €_tm+t§ D1 (bi—ai) .

C . . a2 (b )2
On minimise la fonction e #**% Zi=1(%=2)" on trouve t* = Az

o —2?
P (S — B(Sy)) 2 2) < eZalbial.
Finalement, pour tout > 0

—2952

P(|S, — E(S,)| > z) < 2eTima(bti—e)”

12

Y (hi—ai)?

, par suite on a



Chapitre 2

Inégalités exponentielles pour les
martingales

2.1 Introduction aux martingales

La théorie des martingales est I'un des outils les plus puissants de la théorie des pro-
babilités. On ne parlera ici que des principales propriétés des martingales a temps discret
(Voir [10], p 173-175) avant d’aborder les inégalités de Azuma-Hoeffding, Freedman et De
la Pena.

2.1.1 Généralités

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité. Une filtration (F,), .y est une suite croissante
de sous tribus de F(i.e Vn € N F,, C F et F, C Fni1), (Q, Fo)nen ,IP’) est appelé
espace de probabilité filtré.

Une suite de variables aléatoires réelles (X,), .y définies sur (€2, F,P) est adapté a la
filtration (F,), oy si pour tout n € N, la variable aléatoire X,, est F,-mesurable .

Si (X,),cy est une suite de variables aléatoires réelle sur (2, F,P) et Fp = 0(Xo, X1, ..., X;,)
la tribu engendrée par les X; alors, (F)),, oy est une filtration sur (2, F,P) appelée filtra-
tion naturelle pour la suite (X,,), -

13



CHAPITRE 2. INEGALITES EXPONENTIELLES POUR LES
MARTINGALES

2.1.2 Définitions et propriétés

Définition 1. Soit (M,), .y une suite de variables aléatoires réelles intégrables, adaptée
4 (Fn)pey on dit que (M,) est

(i) une martingale, si
Vn € Ny E(M,1|Fn) = My;

(ii) une sous-martingale, si

Vn € N, E(M,1|Fn) > My;
(iii) wne sur-martingale, si

Vi € N,E(My 1| Fn) < M,

Exemple 1. Soit (&), >0 une suite de variables aléatoires intégrables el indépendantes

avec F, =0 {&,0<i<n} et S, —Zfz

S, est adapté et intégrable. De plus,

E (Sn+1|fn) = Sn + E(5n+1) p-s

Done, (S,) est une martingale si E (&,41) =0, Vn > 1; une sous-martingale si
E (£41) >0, Yn > 1; et une sur-martingale si E (§,41) <0, Vn > 1.

Proposition 1. Soit (M,), .y une martingale, alors
(i) Vn < m, M, = E(M,|F);

(ii) Vn € N, E(M,) = E(M).

Démonstration. (i) soient n < m on a

M, = E(Mn+1|fn)
= E(E(Mn+2|fn+1)|fn)
= E(Mp12| Fn)

= E(M,,|Fn).

14



CHAPITRE 2. INEGALITES EXPONENTIELLES POUR LES
MARTINGALES

(ii) soit n € N,
My = E(M, | Fy) = E(My) = E(M,)

[l
Définition 2. Une martingale (M,), oy est bornée dans LP avec p > 1 si
sup [ M2 = sup E(| M, ) < oo.
neN neN
Remarque 1. 1. Si (My,),cyest une sous-martingale, alors (E(M,)), .y est une suite

croissante.
2. Si (M,),cnest une sur-martingale,alors (E(M,)), oy est décroissante.
8. i (M), cyest une-martingale,alors (E(My,)), oy st constante.

Définition 3. [5] Soit (M,), oy une martingale de carré intégrable. On appelle processus

croissant associ€ 6 (M), oy, la suite (< M >, )nen définie par < M >¢= 0 et

Vn > 1,< M >,=> E(AM;|F1)
k=1

avec AMy, = My, — Mj,_;.

2.1.3 Martingale conditionnellement symétrique

Définition 1. [5] Soit (M,), .y une martingale adaptée a (F,). On dit que (M,) est
conditionnellement symétrique si pour tout n > 1, la loi de AM,, sachant F,,_1 est symé-
trique.

2.1.4 Martingale gaussienne

Définition 1. [5] Soit (M,), .y une martingale adaptée a (F,). On dit que (M,) est
conditionnellement gaussienne si pour tout n > 1, la loi de AM,, sachant F,_1 est la loi

N(0,A < M >,).

15



CHAPITRE 2. INEGALITES EXPONENTIELLES POUR LES
MARTINGALES

2.2 Inégalité de Azuma-Hoeffding

Cette inégalité a été obtenue par Hoeffding (1962), pour les sommes de variables
aléatoires indépendantes (voir chapitre 1), et étendue aux martingales par Azuma(1967,

[1])-

Théoréme 2.2.1 (Inégalité de Azuma-Hoeffding [5]). Soit (M,,) une martingale de carré
intégrable avec My = 0. On suppose que, pour tout 1 < k < n, on peutl trouver des
constantes aj, < by telles que ap < AM,;, < by p.s. Alors, pour tout x > 0, on a

2

S T
IED(‘]\4n| > .Z’) < 2e SR, (bp—ag)? ‘

Démonstration. D’abord, I'inégalité de Markov entraine que pour tout
r>0,t>0

P (M, >z)<e™E (etM") . (2.1)

D’autre part, comme M, = M,_1 + AM, pour tout n > 1, il est clair que pour tout
t>0,ona

E (e"") =E (E (""" Foz1))

— E (et]\/[nfl]E (etAMn

Fn-1))

et comme M,, est une martingale, nous avons
E(AM,|F,-1) =0

de plus, a, < AM,, < b, p.s, alors, en appliquant le lemme (1.3.1), on a pour tout ¢t > 0

donc

E (etMn) —E (etM"_l]E (6tAM"]}— 71))

R

On peut procéder de la méme maniére en conditionnant successivement par F,, o, ..., Fo,
on obtient alors

E (etM") < = ) (2.2)

16



CHAPITRE 2. INEGALITES EXPONENTIELLES POUR LES
MARTINGALES

Par suite, de (2.1) et (2.2), nous avons

P (Mn > 1') < €_t$+§ > (br—ak)?

2%
< e Thor—ow)?

4z

avec t = ST a2 En appliquant le méme raisonnement avec —M,,, on trouve

222

P(—M, > 1) <e Statrar?

Finalement, pour tout x > 0

242

i (b —a)?

P(|M,| > x) < 2e »=1

2.3 Inégalité de Freedman

Freedman(1975, [3]) a donné des extensions des inégalités de Bennett (1963) aux
martingales a accroissements bornés.

Théoréme 2.3.1 (Inégalité de Freedman [5]). Soit (M,) une martingale de carré inté-
grable avec My = 0. On suppose que, pour tout 1 < k < n, il existe une constante ¢ > 0
telle que AMy < ¢ p.s. Alors, pour tous x >0 et y >0, on a

22

P<Mn > T, < M >, < y) < e 2(ytex)

Lemme 2.3.1. [5] Soit (M,) une martingale de carré intégrable. On suppose que (M,,)
vérifie la condition de Cramer, c¢’est-a-dire qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que

. klch=2 < M
vk>2, S E(AMFIF ) < = ; o
=1

Alors, pour tous x >0 ety >0, on a

22
]P)(|Mn’ > T, < M >, < y) < e 2y+ea)

La preuve de 'inégalité de Freedman repose sur le lemme suivant :

17



CHAPITRE 2. INEGALITES EXPONENTIELLES POUR LES
MARTINGALES

Lemme 2.3.2. [5] Soit (M,) une de carré intégrable avec My = 0 telle que pour tout
1<k<n, AM, <cp.s. avec c> 0. Pour toutt > 0, on pose

¢(tc)

c2

Vo (t) = exp(tM,, — <M >,)

avec ¢p(x) = e* — 1 —x. Alors, (V,(t)) est une sur-martingale positive avec E (V,(t)) < 1.

Preuve du lemme (2.3.2). Pour tout t > 0, on a

E (V,(t)|Foy) = E (Vn_l(t) exp (tAMn - @A <M >n> |]-"n_1>
— V(O (exp (tAMn - ¢’S;C)A <M >n) \}"nl) . (2.3)

A<M >,=E((AM,)?|F._1), on a alors
¢(tc)

c2

E <exp (tAMn — A<M >n> ].7:”_1> =

exp (258 (A0 17,) ) Blep (1201 ).

On a E (AM,|F,-1) = 0. En utilisant I'inégalité (1.7), on obtient
¢(te)

c2

< exp (@E ((AMn)QVn—l))

E (exp (tAM,) | Fp_1) =1+ E ((AM,)?*|Fnz1)

ce qui entraine que

¢(tc)

c2

E (exp (tAMn — A<M >n) ]fnl) <1 (2.4)

on déduit de (2.3) et (2.4) que pour tout ¢ > 0,
E (V. ()| Fn-1) < Vooa(t).

Par passage a l'espérance et puisque My =0 et < M >¢= 0, on en déduit que

E(Va(t) <E (Vo (t) < 1.

On conclut que, pour tout ¢ > 0, (V,,(t)) est une sur-martingale positive avec
E(V,(t) <1 O

18



CHAPITRE 2. INEGALITES EXPONENTIELLES POUR LES
MARTINGALES

Preuve du théoréme 2.53.1. Pour tous x > 0 et y > 0, soit
Ap={M, >z, <M >,<y}.

Par I'inégalité de Markov, on a pour tout ¢t > 0

P(4,) <E <€Xp (%Mn - %E) ]IAn)
=E (exp (%Mn — oltc) <M >, +¢(tc) <M >, —%E) HAn)

2c2 2c2

< exp (i(—;c)y - %) E ((%Mn - ¢2(z§) <M >n) ]IAn)
= exp (¢<tc)y - t—x) E ( v, (t)HAn> .

2c2 2

Via l'inégalité de Cauchy-Schwarz et le lemme 2.3.2, on obtient
E(VVa®la,) < VEVa () P(4,)
< VP (A,).

Donc

P(A4,) < exp (¢2(—;C>y ~ tg) P(4,)

P(A,) < exp (¢<Ctzc>y - t:v) .

On minimise cette majoration en prenant

ce qui implique

ce qui donne

avec h(z) = (1 + x)log(l + x) — x. Et comme
312 x?
>
B+z) ~ 2(1+u2)

Finalement, pour tous x > 0 et y > 0,

h(z) > 5 pour tout x > 0.

12
P(M,>z,<M><y)<e —_ .
(M 2@ 2 Xp( 2<y+cx>)
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CHAPITRE 2. INEGALITES EXPONENTIELLES POUR LES
MARTINGALES

2.4 Inégalité de De la Pena

Afin de s’affranchir de toute hypothése de bornitude ou de moment, De la Pena
(1999, [7]) propose une inégalité exponentielle pour (M,,) conditionnellement symétrique,
qui fait intervenir sa variation quadratique totale

(M], = Zn: AM?.
k=1

Théoréme 2.4.1 (Inégalité de De la Penia []). Soit (M), une martingale de carré inté-
grable et conditionnellement symétrique avec My = 0. Alors, pour tous x > 0 et y > 0,
on a

2
B(M, > x.[M], <y) < exp (—Z—) .
Y

Pour les martingales auto-normalisées, on a également le résultat suivant :

Théoréme 2.4.2. [5] Soit (M,,) une martingale de carré intégrable et conditionnellement
symétrique avec My = 0. Alors, pour toutes x >0,y >0 eta>0,b>0, on a

O VE o (o (w+ 2 )]
P (ﬁﬁ]n >z, [M], > y) < exp (—3:2 (ab—l— b%y)) :

Dans la section suivante, nous supposons que (M,,) est conditionnellement gaussienne,
cela nous permet d’obtenir une inégalité exponentielle pour (M), semblable & celle de De
la Pefla en remplagant la variation quadratique [M], par le processus croissant < M >, .

Théoréme 2.4.3. [5] Soit (M,,) une martingale de carré intégrable et conditionnellement
gaussienne avec My = 0. Alors, les résultats des théorémes (2.4.1) et (2.4.2) sont vrais
en remplacant partout (M|, par < M >,. De plus, pour tous x >0, a >0 et b >0, on a

(g 2) < (3o (-0 (4% <) )]) e
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CHAPITRE 2. INEGALITES EXPONENTIELLES POUR LES
MARTINGALES

Démonstration. La preuve s’inspire du papier de De la Pena [7].
Pour tout n > 0 et t € R, soit

t2
W, (t) = exp <tMn -3 <M >n) .
D’une part, on a pour tout t € R,

2
E(W,(t)|Fno1) = Wt (HE (exp (tAMn — %A <M >n) |fn_1)

2

= W,—1(t) exp (—%A <M >n) E (exp (tAM,) | Fn-1) -

Comme (M,) est conditionnellement gaussienne
t2
E (exp (tAM,) | Fn-1) = exp ( A<M >n> :

Donc
E (W (t)|Fu-1) = Wya(t).

1
Alors, (W, (t)) est une martingale positive et E(W,(t)) = E(Wy(t)) = 1.
D’autre part, pour tout x > 0 et y > 0, soit

A, ={M, >z, <M >,<y}.

Par I'inégalité de Markov, on a

Ce qui implique
t2
P(A,) <exp (7y - t:z:) .

21
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CHAPITRE 2. INEGALITES EXPONENTIELLES POUR LES
MARTINGALES

En optimisant cette majoration, on obtient t* = —, alors
Y

P <o (-2)

Y

On va continuer la preuve dans le cas particulier a = 0 et b = 1 car la démarche est
exactement la méme dans le cas général. Pour tout x > 0, soit

B,={M,>z <M >,}.
par l'inégalité de Markov, on a pour tout t > 0 et ¢ > 1
[ t t
P(B,) <E |exp (—Mn 2 m >n) ]IBn]
L q q

I t 12 2 t
~E exp(—Mn——<M>n+—<M>n——x<M>n)]lgn]
I q 2q 2q q

_E :(Wn(t))é exp (2iq (t—20) < M >n> ]IBn] .

En appliquant 'inégalité de Hélder, on aura

3=

E {(Wn(t))é exp (z—tq (t—2x) <M >n> HBn] < (E {exp (;—Z (t—2z) <M >n)D
(2.8)

Car E (W, (t)) = L et -+ ¢ = L. En minimisant (exp (;—’; (t—2z) <M >n)>, on obtient

t ==, et comme £ =p—1 on tire de (2.8)

() < inf (2 oo (-1 5 <015}

Ce qui montre (2.5).
Dans le cas particulier p = 2, on trouve que

P(B,) < \/IE? [exp (—%2 <M >n)

Finalement, pour tous x > 0 et y > 0, soit

Coh={M,>x< M >, <M >,>y}.
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CHAPITRE 2. INEGALITES EXPONENTIELLES POUR LES
MARTINGALES

Nous avons pour tout 0 < t < 2z

) <E { ( 1 exp G (t — 22) <M>”>) ]Icn]
<e <Zy (t — 2z) ) (\/7 ]Icn>

ty

: |

t—2x) VP(C,)

On trouve alors

P(C,) <eXp( x2>

2y
Ce qui achéve la démonstration. O

On propose dans la suite une inégalité exponentielle sans aucune hypothése sur la
martingale (M), . Tout d’abord, On va commencer par le lemme suivant.

Lemme 2.4.1. [/] Soit X une variable aléatoire réelle centrée et de carré intégrable, de
variance o > 0. Pour tout t € R, on pose

H(t)=E {exp (tX — g)(?)} :

Alors, pour toutt € R, on a
2

t
H(t) < 1+502.

Démonstration. Par I'inégalité de Jensen, on a pour tout t € R

H(—t)=E {GXP (—tX - §X2>} > exp (E {—tX — §X2]>
~ exp (_gfﬂ)

t2
>1-— 502. (2.9)

En outre, pour tout t € R

2

H(t) + H(—t) = E [exp (_%)@) (exp (£X) + exp (—tX))]

= 2FE [exp —ﬁXZ cosh (tX)| < 2. (2.10)
o (-53) )]
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Car on a bien que cosh(z) < exp(%g). En appliquant (2.9) et (2.10), on obtient

t2
H(t)<2—H(-t) <1+ 50—2.

[]

Théoréme 2.4.4. [5] Soit (M,) une martingale de carré intégrable avec My = 0. Alors,
pour tous x > 0 ety >0, on a

2
P (|M,| > z,[M], + < M >,< y) < 2exp (—;”—) .
)

Lemme 2.4.2. [/] Soit (M,) une martingale de carré intégrable. Pour tous t € R et
n > 0, on pose

t2
Va(t) = exp <tMn ) (M), +< M >n))
alors, (V,(t)) est une sur-martingale positive avec E (V,(t)) < 1.

Démonstration. Pour tout ¢t € R, on a

E (V.(t)|Fno1) =E (Vn_l(t) exp (tAMn - g (AM],+A<M >n)> yfn_1>
sy (a0 =,V & (o (1000, £a 0, ) )
(2.11)

A[M], = AM? et E(AM,|F,-1) =0, alors en appliquant le lemme (2.4.1), on obtient

2 2
E <exp (tAMn — %A [M]n> ].7:”1) <1+ %A <M >, .

Ce qui implique
12 t2
E (Vo ()| Fno1) < Vioi(t) exp (_EA <M >n) <1 + EA <M >n) < Vo1 (t)

via l'inégalité élémentaire 1 + x < exp(x). Alors, pour tout t € R, (V,(¢)) est une
sur-martingale positive avec E[V,,(t)] < 1.
[l

24



CHAPITRE 2. INEGALITES EXPONENTIELLES POUR LES
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preuve du théoreme (2.4.4). On pose

Zy,=[M],+<M>,.
Pour tous > 0 et y > 0, soit
Ap =A{|My,| > x,Z, < y}.

On a alors
A, =AFUA;

avec At ={M, >x,7Z, <y}tet A, ={M, < —=x,7, <y}
Par l'inégalité de Markov, on a pour tout ¢t > 0

Finalement, on obtient
x

2
P(AN) <exp|—=].
(4n) < exp ( 2@/)
Pour P (A;)) on trouve la méme majoration ce qui termine la démonstration. O

Pour les martingales auto-normalisées, on a également le résultat suivant :

Théoréme 2.4.5. [5] Soit (M,,) une martingale de carré intégrable avec My = 0. Alors,
pour toutes x >0,y >0eta>0,b>0, ona

M. 2
P( [ M| >r,< M >,> [M]n+y) < 2exp <—x2 (ab+b7y>),

a+b< M >,

a+b< M >,

st (6o (-0 (a2 )]

La preuve de ce théoréme est semblable a celle du théoréme (2.4.3).

M,
IP’( ] zx,[M]n§y<M>n)s
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Conclusion

Nous avons étudié dans ce travail, quelques inégalités exponentielles pour les martin-
gales.

Dans la premiére partie de ce travail nous avons rappelé les inégalités exponentielles
classiques pour les sommes de variables aléatoires indépendantes de Bernsteien, Bennet
et Hoeffding, avec une motivation pour 'obtention de ces inégalités.

Dans la seconde partie, nous avons présenté les inégalités exponentielles pour les martin-
gales de Azuma, Freedman et De la Pena en donnant des précisions et des remarques
concernant leurs preuves.
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Résumé :

Dans ce mémoire nous nous intéressons aux inégalités exponentielles pour les martingale, nous prouvons
les inégalités de Azuma et de Freedman, nous étudions I'inégalité de De la Pefia pour les martingales auto-
normalisés.

Abstract :

In this Master thesis, we study some exponential inequalities for martingales we prouve the Azuma’s
inequality and Freedman’s inequality, we study exponential inequalities for self-normalized martingales
similar to those established by De la Pefia.
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