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Introduction

Les inégalités exponentielles pour les martingales ont de nombreuses applications im-
portantes en théorie des probabilités et statistiques. Ces inégalités sont à l'origine des
inégalités exponentielles pour les sommes de variables aléatoires indépendantes.

Notre travail est structuré comme suit :

Dans le premier chapitre, on présente des inégalités exponentielles classiques pour les
sommes de variables aléatoires indépendantes. On va revenir sur l'inégalité de Bernstein,
puis l'inégalité de Bennet et on conclut par l'inégalité de Hoe�ding, des précisions et
des remarques sont données concernant leurs preuves.

Dans le deuxième chapitre, Nous annonçons tout d'abord les principales propriétés des
martingales à temps discret, ensuite nous présentons les inégalités exponentielles pour les
martingales en commençant par les inégalités de Azuma-Hoe�ding et de Freedman
puis on étudie les inégalités exponentielles obtenues par De la Peña pour les martingales
auto-normalisées.
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Chapitre 1

Inégalités exponentielles classiques

Introduction

Les inégalités jouent un rôle important dans le développement dans presque toutes
les branches des sciences quantitatives, et elles sont considérées même plus importantes
que les égalités.
En probabilités et statistiques, cette question se pose très souvent : dans le cas où
X1, . . . , Xn sont des variables aléatoires indépendantes, identiquement distribuées et de

carré intégrable sur R+, et Sn =
n∑
i=1

Xi ; pour tout x positif, comment arriver à trouver

une borne à la quantité P (|Sn − E (Sn) | ≥ x) ? Une première borne ( faible à cause des
hypothèses qui lui sont données ) est celle établie par Tchebychev (1884-1953)

P (|Sn − E (Sn) | ≥ x) ≤ V ar(Sn)

x2
. (1.1)

Beaucoup d'auteurs ont essayé de trouver une autre borne à P (|Sn − E (Sn) | ≥ x) en rem-
plaçant la fonction quadratique dans (1.1) par une autre fonction qui est plus adéquate.

P (|Sn − E (Sn) | ≥ x) ≤ Y (x) . (1.2)

Le théorème central limite et la loi forte des grands nombres étaient source d'inspiration
et ont permis a ces auteurs de considérer les situations où Y (x) est de type e−cx

2
. cette

forme a été obtenue par Bernstein (1924, [6]), Bennett (1962, [3]) et Hoe�ding (1963,
[9]). La plus part de ces résultats ont été obtenus par une approche basée sur l'utilisation
de l'inégalité de Markov exponentielle. Le dé� de cette méthode est de trouver la meilleure
borne supérieure de la fonction génératrice des moments.
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CHAPITRE 1. INÉGALITÉS EXPONENTIELLES CLASSIQUES

1.1 Inégalité de Bernstein

Théorème 1.1.1 (Inégalité de Bernstein [5] ). Soient X1, ..., Xn des variables aléatoires
indépendantes et

Sn =
n∑
i=1

Xi ; vn =
n∑
i=1

V ar(Xi). (1.3)

Supposons qu'il existe une constante M > 0 telle que

∀k ≥ 2,
n∑
i=1

E(|Xi−E(Xi)|k) ≤
k!Mk−2vn

2
(condition de Cramer)

alors pour tout x ≥ 0, on a

P(|Sn − E(Sn)| ≥ x) ≤ 2e−
x2

2(xM+vn) .

Démonstration. Soit t ≥ 0, puisque la fonction ex est une fonction croissante alors on a
pour tout x ≥ 0

P(Sn − E(Sn) ≥ x) = P
(
et(Sn−E(Sn)) ≥ etx

)
.

Par l'inégalité de Markov

P
(
et(Sn−E(Sn)) ≥ etx

)
≤ e−txE(et(Sn−E(Sn))

= e−txE(
n∏
i=1

etYi)

avec Yi = (Xi − E(Xi)). De plus, par indépendance des Xi , on obtient

E(
n∏
i=1

etYi) =
n∏
i=1

E(etYi).

Donc

P(et(Sn−E(Sn)) ≥ etx) ≤ e−tx
n∏
i=1

E(etYi). (1.4)
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CHAPITRE 1. INÉGALITÉS EXPONENTIELLES CLASSIQUES

D'autre part on a

E(etYi) = E(
∞∑
k=0

(tYi)
k

k!
)

= 1 + tE(Yi) + E

(
∞∑
k=2

(tYi)
k

k!

)

≤ 1 + E

(
∞∑
k=2

|tYi|k

k!

)
.

On a par théorème de la convergence monotone

(
car

(
n∑
k=2

|tYi|k
k!

)

)
n∈N

est croissante positive

)
et l'inégalité ex ≥ 1 + x

1 + E(
∞∑
k=2

|tYi|k

k!
) = 1 +

∞∑
k=2

tk

k!
E(|Yi|k)

≤ e
∑∞

k=2
tk

k!
E(|Yi|k)

on obtient donc,

E(etYi) ≤ e

( ∞∑
k=2

tk

k!
E(|Yi|k)

)
. (1.5)

Des inégalités (1.4) et (1.5), on a

P(et(Sn−E(Sn)) ≥ etx) ≤ e−tx
n∏
i=1

e

( ∞∑
k=2

tk

k!
E(|Yi|k)

)

= e
−tx+

n∑
i=1

∞∑
k=2

tk

k!
E(|Yi|k)

.

Par la condition de Cramer

e
−tx+

∞∑
k=2

tk

k!

n∑
i=1

E(|Yi|k)
≤ e

−tx+
∞∑

k=2

tk

k!
k!
2
Mk−2vn

= e
−tx+ t2vn

2

∞∑
k=0

(tM)k

.

Pour 0 ≤ t < 1
M
, on a

∞∑
k=0

(tM)k =
1

1− tM
.
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CHAPITRE 1. INÉGALITÉS EXPONENTIELLES CLASSIQUES

Donc

P(Sn − E(Sn)) ≥ x) ≤ e−tx+ t2vn
2(1−tM) .

Posons φ (t) = e−tx+ t2vn
2(1−tM) = eh(t) où h(t) = −tx+ t2vn

2(1−tM)
.

Minimisation de la fonction φ(t) :
Comme φ(t) est convexe alors le minimum est atteint au point t∗ telle que φ′(t∗) = 0

Calcul de la dérivée

φ′(t) =

(
−x+

2tvn − t2vnM
2(1− tM)2

)
e−tx+ t2vn

2(1−tM)

φ′(t) = 0⇒ −(2M2x+ vnM)t2 + (4Mx+ 2vn)t− 2x = 0. (1.6)

Calculons le discriminant de l'équation (1.6)

∆ = 4v2
n + 8Mvnx > 0.

Alors l'équation possède deux solutions distinctes

t∗1 =
1

M

(
1−

√
vn

2xM + vn

)
<

1

M
.

t∗2 =
1

M

(
1 +

√
vn

2xM + vn

)
>

1

M
. (re�usée)

On trouve alors

t∗21 =
1

M2

1 +
1

2xM
vn

+ 1
− 2√

2xM
vn

+ 1

 et
1

1− t∗1M
=

√
2
xM

vn
+ 1.

Ce qui donne

h(t∗1) = − x

M

1− 1√
2xM
vn

+
vn

2M2

√2
xM

vn
+ 1 +

1√
2xM
vn

+ 1
− 2


= − vn

M2

[
xM

vn
+ 1−

√
2
xM

vn
+ 1

]
= − vn

M2
K(

xM

vn
).
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CHAPITRE 1. INÉGALITÉS EXPONENTIELLES CLASSIQUES

où K(x) = x+ 1−
√

2x+ 1, on obtient

P((Sn − E(Sn)) ≥ x) ≤ e−
vn
M2K(xM

vn
).

On peut véri�er facilement que pour tout x ≥ 0 que

K(x) ≥ x2

2(1 + x)
= L(x)

ce qui implique

e−
vn
M2K(xM

vn
) ≤ e−

vn
M2L(xM

vn
)

= e−
x2

2(vn+xM)

alors
P((Sn − E(Sn)) ≥ x) ≤ e−

x2

2(vn+xM)

les mêmes calculs pour la variable aléatoire (−Xi) sont nécessaires car

P(|Sn − E(Sn)| ≥ x) = P(Sn − E(Sn) ≥ x) + P(Sn − E(Sn) ≤ −x)

et
P(Sn − E(Sn) ≤ −x) = P(−(Sn − E(Sn)) ≥ x).

Finalement, pour tout x ≥ 0

P(|Sn − E(Sn)| ≥ x) ≤ 2e
−x2

2(v+xM) ,

ce qui achève la preuve de l'inégalité de Bernstein.
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CHAPITRE 1. INÉGALITÉS EXPONENTIELLES CLASSIQUES

1.2 Inégalité de Bennett

Théorème 1.2.1 (Inégalité de Bennett [2]). Soient X1, ..., Xn des variables aléatoires
indépendantes et de carré intégrable. On suppose que, pour tout 1 ≤ i ≤ n, il existe une
constante c > 0 telle que Xi − E(Xi) ≤ c p.s. Si

Sn =
n∑
i=0

Xi ; v =
n∑
i=0

V ar(Xi).

Alors pour tout t ≥ 0

E(et(Xi−E(Xi))) ≤ e
V ar(Xi)

c2
φ(tc),

avec φ(x) = ex − 1− x. De plus, pour tout t ≥ 0

P(|Sn − E(Sn)| ≥ x) ≤ 2e−
v
c2
h( cx

v
),

avec h(x) = (1 + x) log(1 + x)− x.
En particulier, pour tout x ≥ 0, on a

P(|Sn − E(Sn| ≥ x) ≤ 2e
− x2

2(v+xc
3 ) .

Démonstration. [12] On a déjà vu que pour tout x ≥ 0 et t ≥ 0

P(Sn − E(Sn) ≥ x) ≤ e−tx
n∏
i=1

E
(
etYi
)

avec Yi = (Xi − E(Xi)). De plus

E(etYi) = 1 + E(
∞∑
k=2

tk

k!
(Yi)

2(Yi)
k−2)

≤ 1 + E(
∞∑
k=2

tk

k!
(Yi)

2(c)k−2)

= 1 +
∞∑
k=2

tk

k!
ck−2E(Y 2

i )

= 1 +
V ar(Xi)

c2

∞∑
k=2

tk

k!
ck

= 1 +
V ar(Xi)

c2

(
etc − 1− tc

)
≤ e

V ar(Xi)

c2
(etc−1−tc). (1.7)
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CHAPITRE 1. INÉGALITÉS EXPONENTIELLES CLASSIQUES

Ce qui implique

P (Sn − E(Sn) ≥ x) ≤ e−tx
n∏
i=1

e
V ar(Xi)

c2
φ(tc)

= e
−tx+

n∑
i=1

V ar(Xi)

c2
φ(tc)

= e−tx+ v
c2
φ(tc).

Posons ϑ(t) = e−tx+ v
c2
φ(tc), en minimisant ϑ(t) on obtient t∗ = 1

c
log(1 + cx

v
)

Alors
φ(t∗c) =

xc

v
− log(1 +

xc

v
).

ϑ(t∗) = −x
c

log(1 +
xc

v
) +

v

c2

(xc
v
− log(1 +

xc

v
)
)

= − v
c2

(xc
v

log(1 +
xc

v
)− xc

v
+ log(1 +

xc

v
)
)

= − v
c2
h(
xc

v
).

Donc
P(Sn − E(Sn) ≥ x) ≤ e−

v
c2
h(xc

v
).

Alors
P(|Sn − E(Sn)| ≥ x) ≤ 2e−

v
c2
h(xc

v
).

Il est facile de véri�er que pour tout x ≥ 0

h(x) ≥ 3x2

2(3 + x)
= l(x).

On trouve alors

P(|Sn − E(Sn)| ≥ x) ≤ 2e
− x2

2(v+xc
3 ) .
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CHAPITRE 1. INÉGALITÉS EXPONENTIELLES CLASSIQUES

1.3 Inégalité de Hoe�ding

Théorème 1.3.1 (Inégalité de Hoe�ding [5] ). Soient X1, ..., Xn des variables aléatoires
indépendantes. On suppose que, pour tout 1 ≤ i ≤ n, on peut trouver des constantes
ai < bi telles que ai ≤ Xi ≤ bi p.s. Si

Sn =
n∑
i=1

Xi

alors, pour tout x ≥ 0, on a

P (|Sn − E(Sn)| ≥ x) ≤ 2e
− 2x2∑n

i=1
(bi−ai)

2
.

La preuve de l'inégalité de Hoe�ding repose sur le lemme suivant dit aussi de Hoe�ding.

Lemme 1.3.1. [5]
Soit X une variable aléatoire réelle centrée telle que a ≤ X ≤ b p.s. avec a < b. Alors,

pour tout t ≥ 0 on a

E(etX) ≤ e

(
t2

8
(b−a)2

)

Preuve du lemme. En écrivant X = b−X
b−a a + X−a

b−a b, et en utilisant la convexité de la
fonction exponentielle, on a

etX = et(
b−X
b−a

a+X−a
b−a

b)

≤ b−X
b− a

eta +
X − a
b− a

etb.

Par passage à l'espérance et comme E (X) = 0,on trouve

E
(
etX
)
≤ b

b− a
e(ta) − a

b− a
e(tb)

≤ (1− z) e−zy + ze(1−z)y

= e−zy ((1− z) + zey)

= eg(y)

avec
z =

−a
b− a

et y = (b− a)t

ce qui entraine que
bt = (1− z)y et at = −zy
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CHAPITRE 1. INÉGALITÉS EXPONENTIELLES CLASSIQUES

et g (y) = −zy + log(1− z + zey).
Par le théorème de Taylor Lagrange, il existe τ ∈ R avec 0 ≤ |τ | ≤ |y| telle que

g(y) = g(0) + yg′(0) +
y2

2
g′′(τ).

Cependant, il est clair que

g′(y) = −z +
z

z + (1− z)e−y

g′′(y) =
z(1− z)e−y

(z + (1− z)e−y)2

=
AB

(A+B)2
≤ 1

4

où l'on a posé A = z, B = (1− z)e−y.
Comme g(0) = 0 et g′(0) = 0, la formule de Taylor donne

g(y) =
y2

2
g′′(τ)

≤ y2

8

=
t2

8
(b− a)2.

Donc
E(etX) ≤ e

t2

8
(b−a)2

Preuve du théorème de Hoe�eding. Pour tout t ≥ 0 et x ≥ 0 on a

P ((Sn − E(Sn)) ≥ x) ≤ e−tx
n∏
i=1

E
(
et(Xi−E(Xi))

)
remarquons que

E(Xi − E(Xi)) = 0 et ai − E(Xi) ≤ Xi − E(Xi) ≤ bi − E(Xi)

alors, on peut appliquer le lemme (1.3.1) pour la variable aléatoire Xi−E(Xi), pour tout
t ≥ 0

E(et(Xi−E(Xi))) ≤ e

(
t2

8
(bi−ai)2

)
.
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CHAPITRE 1. INÉGALITÉS EXPONENTIELLES CLASSIQUES

On en déduit

e−tx
n∏
i=1

E
(
et(Xi−E(Xi))

)
≤ e−tx

n∏
i=1

e
t2

8
(bi−ai)2

= e
−tx+ t2

8

n∑
i=1

(bi−ai)2

on obtient donc
P (Sn − E(Sn) ≥ x) ≤ e−tx+ t2

8

∑n
i=1(bi−ai)2 .

On minimise la fonction e−tx+ t2

8

∑n
i=1(bi−ai)2 , on trouve t∗ = 4x∑n

i=1(bi−ai)2
, par suite on a

P ((Sn − E(Sn)) ≥ x) ≤ e
−2x2∑n

i=1(bi−ai)
2
.

Finalement, pour tout x ≥ 0

P (|Sn − E(Sn)| ≥ x) ≤ 2e
−2x2∑n

i=1(bi−ai)
2
.
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Chapitre 2

Inégalités exponentielles pour les

martingales

2.1 Introduction aux martingales

La théorie des martingales est l'un des outils les plus puissants de la théorie des pro-
babilités. On ne parlera ici que des principales propriétés des martingales à temps discret
(Voir [10], p 173-175) avant d'aborder les inégalités de Azuma-Hoe�ding, Freedman et De
la Pena.

2.1.1 Généralités

Soit(Ω,F ,P) un espace de probabilité. Une �ltration (Fn)n∈N est une suite croissante
de sous tribus de F(i.e ∀n ∈ N Fn ⊂ F et Fn ⊂ Fn+1),

(
Ω,F , (Fn)n∈N ,P

)
est appelé

espace de probabilité �ltré.
Une suite de variables aléatoires réelles (Xn)n∈N dé�nies sur (Ω,F ,P) est adapté à la
�ltration (Fn)n∈N si pour tout n ∈ N, la variable aléatoire Xn est Fn-mesurable .
Si (Xn)n∈N est une suite de variables aléatoires réelle sur (Ω,F ,P) et F0

n = σ(X0, X1, ..., Xn)
la tribu engendrée par les Xi alors, (F0

n)n∈N est une �ltration sur (Ω,F ,P) appelée �ltra-
tion naturelle pour la suite (Xn)n∈N.

13



CHAPITRE 2. INÉGALITÉS EXPONENTIELLES POUR LES
MARTINGALES

2.1.2 Dé�nitions et propriétés

Dé�nition 1. Soit (Mn)n∈N une suite de variables aléatoires réelles intégrables, adaptée
à (Fn)n∈N on dit que (Mn) est

(i) une martingale, si
∀n ∈ N,E(Mn+1|Fn) = Mn;

(ii) une sous-martingale, si

∀n ∈ N,E(Mn+1|Fn) ≥Mn;

(iii) une sur-martingale, si

∀n ∈ N,E(Mn+1|Fn) ≤Mn.

Exemple 1. Soit (ξi)i≥0 une suite de variables aléatoires intégrables et indépendantes

avec Fn = σ {ξi, 0 ≤ i ≤ n} et Sn =
n∑
i=0

ξi.

Sn est adapté et intégrable. De plus,

E (Sn+1|Fn) = Sn + E (ξn+1) p.s

Donc, (Sn) est une martingale si E (ξn+1) = 0, ∀n ≥ 1 ; une sous-martingale si
E (ξn+1) ≥ 0, ∀n ≥ 1 ; et une sur-martingale si E (ξn+1) ≤ 0, ∀n ≥ 1.

Proposition 1. Soit (Mn)n∈N une martingale, alors

(i) ∀n < m,Mn = E(Mm|Fn);

(ii) ∀n ∈ N, E(Mn) = E(M0).

Démonstration. (i) soient n < m on a

Mn = E(Mn+1|Fn)

= E(E(Mn+2|Fn+1)|Fn)

= E(Mn+2|Fn)

...

= E(Mm|Fn).

14



CHAPITRE 2. INÉGALITÉS EXPONENTIELLES POUR LES
MARTINGALES

(ii) soit n ∈ N,
M0 = E(Mn|F0)⇒ E(M0) = E(Mn).

Dé�nition 2. Une martingale (Mn)n∈N est bornée dans Lp avec p ≥ 1 si

sup
n∈N
||Mn||pp = sup

n∈N
E(|Mn|p) <∞.

Remarque 1. 1. Si (Mn)n∈Nest une sous-martingale, alors (E(Mn))n∈N est une suite
croissante.

2. Si (Mn)n∈Nest une sur-martingale,alors (E(Mn))n∈N est décroissante.

3. Si (Mn)n∈Nest une-martingale,alors (E(Mn))n∈N est constante.

Dé�nition 3. [5] Soit (Mn)n∈N une martingale de carré intégrable. On appelle processus
croissant associé à (Mn)n∈N, la suite (< M >n)n∈N dé�nie par < M >0= 0 et

∀n ≥ 1, < M >n=
n∑
k=1

E(∆M2
k |Fk−1)

avec ∆Mk = Mk −Mk−1.

2.1.3 Martingale conditionnellement symétrique

Dé�nition 1. [5] Soit (Mn)n∈N une martingale adaptée à (Fn). On dit que (Mn) est
conditionnellement symétrique si pour tout n ≥ 1, la loi de ∆Mn sachant Fn−1 est symé-
trique.

2.1.4 Martingale gaussienne

Dé�nition 1. [5] Soit (Mn)n∈N une martingale adaptée à (Fn). On dit que (Mn) est
conditionnellement gaussienne si pour tout n ≥ 1, la loi de ∆Mn sachant Fn−1 est la loi
N (0,∆ < M >n).
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CHAPITRE 2. INÉGALITÉS EXPONENTIELLES POUR LES
MARTINGALES

2.2 Inégalité de Azuma-Hoe�ding

Cette inégalité a été obtenue par Hoe�ding (1962), pour les sommes de variables
aléatoires indépendantes (voir chapitre 1), et étendue aux martingales par Azuma(1967,
[1]).

Théorème 2.2.1 (Inégalité de Azuma-Hoe�ding [5]). Soit (Mn) une martingale de carré
intégrable avec M0 = 0. On suppose que, pour tout 1 ≤ k ≤ n, on peut trouver des
constantes ak < bk telles que ak ≤ ∆Mk ≤ bk p.s. Alors, pour tout x ≥ 0, on a

P (|Mn| ≥ x) ≤ 2e
− 2x2∑n

k=1
(bk−ak)2 .

Démonstration. D'abord, l'inégalité de Markov entraine que pour tout
x ≥ 0, t > 0

P (Mn ≥ x) ≤ e−txE
(
etMn

)
. (2.1)

D'autre part, comme Mn = Mn−1 + ∆Mn pour tout n ≥ 1, il est clair que pour tout
t > 0, on a

E
(
etMn

)
= E

(
E
(
etMn|Fn−1

))
= E

(
etMn−1E

(
et∆Mn|Fn−1

))
et comme Mn est une martingale, nous avons

E (∆Mn|Fn−1) = 0

de plus, an ≤ ∆Mn ≤ bn p.s, alors, en appliquant le lemme (1.3.1), on a pour tout t > 0

E
(
et∆Mn|Fn−1

)
≤ e

t2

8
(bn−an)2

donc

E
(
etMn

)
= E

(
etMn−1E

(
et∆Mn|Fn−1

))
≤ E

(
etMn−1

)
e

t2

8
(bn−an)2 .

On peut procéder de la même manière en conditionnant successivement par Fn−2, ...,F0,
on obtient alors

E
(
etMn

)
≤ e

t2

8

n∑
k=1

(bk−ak)2

. (2.2)
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Par suite, de (2.1) et (2.2), nous avons

P (Mn ≥ x) ≤ e−tx+ t2

8

∑n
k=1(bk−ak)2

≤ e
− 2x2∑n

k=1
(bk−ak)2

avec t = 4x∑n
k=1(bk−ak)2

. En appliquant le même raisonnement avec −Mn, on trouve

P (−Mn ≥ x) ≤ e
− 2x2∑n

k=1
(bk−ak)2 .

Finalement, pour tout x ≥ 0

P (|Mn| ≥ x) ≤ 2e

− 2x2

n∑
k=1

(bk−ak)2

.

2.3 Inégalité de Freedman

Freedman(1975, [8]) a donné des extensions des inégalités de Bennett (1963) aux
martingales à accroissements bornés.

Théorème 2.3.1 (Inégalité de Freedman [5]). Soit (Mn) une martingale de carré inté-
grable avec M0 = 0. On suppose que, pour tout 1 ≤ k ≤ n, il existe une constante c > 0
telle que ∆Mk ≤ c p.s. Alors, pour tous x ≥ 0 et y > 0, on a

P (Mn ≥ x,< M >n≤ y) ≤ e−
x2

2(y+cx) .

Lemme 2.3.1. [5] Soit (Mn) une martingale de carré intégrable. On suppose que (Mn)
véri�e la condition de Cramer, c'est-à-dire qu'il existe une constante c > 0 telle que

∀k ≥ 2,
n∑
i=1

E(|∆Mi|k|Fi−1) ≤ k!ck−2 < M >n

2
.

Alors, pour tous x ≥ 0 et y > 0, on a

P (|Mn| ≥ x,< M >n≤ y) ≤ 2e−
x2

2(y+cx) .

La preuve de l'inégalité de Freedman repose sur le lemme suivant :
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Lemme 2.3.2. [5] Soit (Mn) une de carré intégrable avec M0 = 0 telle que pour tout
1 ≤ k ≤ n, ∆Mk ≤ c p.s. avec c > 0. Pour tout t > 0, on pose

Vn (t) = exp(tMn −
φ(tc)

c2
< M >n)

avec φ(x) = ex− 1−x. Alors, (Vn(t)) est une sur-martingale positive avec E (Vn(t)) ≤ 1.

Preuve du lemme (2.3.2). Pour tout t > 0, on a

E (Vn(t)|Fn−1) = E
(
Vn−1(t) exp

(
t∆Mn −

φ(tc)

c2
∆ < M >n

)
|Fn−1

)
= Vn−1(t)E

(
exp

(
t∆Mn −

φ(tc)

c2
∆ < M >n

)
|Fn−1

)
. (2.3)

∆ < M >n= E ((∆Mn)2|Fn−1), on a alors

E
(

exp

(
t∆Mn −

φ(tc)

c2
∆ < M >n

)
|Fn−1

)
=

exp

(
−φ(tc)

c2
E
(
(∆Mn)2|Fn−1

))
E (exp (t∆Mn) |Fn−1) .

On a E (∆Mn|Fn−1) = 0. En utilisant l'inégalité (1.7), on obtient

E (exp (t∆Mn) |Fn−1) = 1 +
φ(tc)

c2
E
(
(∆Mn)2|Fn−1

)
≤ exp

(
φ(tc)

c2
E
(
(∆Mn)2|Fn−1

))
ce qui entraine que

E
(

exp

(
t∆Mn −

φ(tc)

c2
∆ < M >n

)
|Fn−1

)
≤ 1 (2.4)

on déduit de (2.3) et (2.4) que pour tout t > 0,

E (Vn(t)|Fn−1) ≤ Vn−1(t).

Par passage a l'espérance et puisque M0 = 0 et < M >0= 0, on en déduit que

E (Vn(t)) ≤ E (Vn−1(t)) ≤ 1.

On conclut que, pour tout t > 0, (Vn(t)) est une sur-martingale positive avec
E (Vn(t)) ≤ 1
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Preuve du théorème 2.3.1. Pour tous x ≥ 0 et y > 0, soit

An = {Mn ≥ x,< M >n≤ y} .

Par l'inégalité de Markov, on a pour tout t > 0

P (An) ≤ E
(

exp

(
t

2
Mn −

tx

2

)
IAn

)
= E

(
exp

(
t

2
Mn −

φ(tc)

2c2
< M >n +

φ(tc)

2c2
< M >n −

tx

2

)
IAn

)
≤ exp

(
φ(tc)

2c2
y − tx

2

)
E
((

t

2
Mn −

φ(tc)

2c2
< M >n

)
IAn

)
= exp

(
φ(tc)

2c2
y − tx

2

)
E
(√

Vn (t)IAn

)
.

Via l'inégalité de Cauchy-Schwarz et le lemme 2.3.2, on obtient

E
(√

Vn (t)IAn

)
≤
√

E (Vn(t))P (An)

≤
√
P (An).

Donc

P (An) ≤ exp

(
φ(tc)

2c2
y − tx

2

)√
P (An)

ce qui implique

P (An) ≤ exp

(
φ(tc)

c2
y − tx

)
.

On minimise cette majoration en prenant

t =
1

c
log

(
1 +

xc

y

)
ce qui donne

P (An) ≤ exp

(
− y
c2
h(
xc

y
)

)
avec h (x) = (1 + x) log(1 + x)− x. Et comme

h(x) ≥ 3x2

2(3 + x)
≥ x2

2(1 + x)
pour tout x ≥ 0.

Finalement, pour tous x ≥ 0 et y > 0,

P (Mn ≥ x,< M >n≤ y) ≤ exp

(
− x2

2(y + cx)

)
.
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2.4 Inégalité de De la Peña

A�n de s'a�ranchir de toute hypothèse de bornitude ou de moment, De la Peña
(1999, [7]) propose une inégalité exponentielle pour (Mn) conditionnellement symétrique,
qui fait intervenir sa variation quadratique totale

[M ]n =
n∑
k=1

∆M2
n.

Théorème 2.4.1 (Inégalité de De la Peña [5]). Soit (M)n une martingale de carré inté-
grable et conditionnellement symétrique avec M0 = 0. Alors, pour tous x ≥ 0 et y > 0,
on a

P (Mn ≥ x, [M ]n ≤ y) ≤ exp

(
−x

2

2y

)
.

Pour les martingales auto-normalisées, on a également le résultat suivant :

Théorème 2.4.2. [5] Soit (Mn) une martingale de carré intégrable et conditionnellement
symétrique avec M0 = 0. Alors, pour toutes x ≥ 0, y > 0 et a ≥ 0, b > 0, on a

P
(

Mn

a+ b [M ]n
≥ x

)
≤

√
E
[
exp

(
−x2

(
ab+

b2

2
[M ]n

))]
,

P
(

Mn

a+ b [M ]n
≥ x, [M ]n ≥ y

)
≤ exp

(
−x2

(
ab+

b2y

2

))
.

Dans la section suivante, nous supposons que (Mn) est conditionnellement gaussienne,
cela nous permet d'obtenir une inégalité exponentielle pour (M)n semblable à celle de De
la Peña en remplaçant la variation quadratique [M ]n par le processus croissant < M >n .

Théorème 2.4.3. [5] Soit (Mn) une martingale de carré intégrable et conditionnellement
gaussienne avec M0 = 0. Alors, les résultats des théorèmes (2.4.1) et (2.4.2) sont vrais
en remplaçant partout [M ]n par < M >n. De plus, pour tous x ≥ 0, a ≥ 0 et b > 0, on a

P
(

Mn

a+ b < M >n

≥ x

)
≤ inf

p>1

(
E
[
exp

(
− (p− 1)x2

(
ab+

b2

2
< M >n

))]) 1
p

. (2.5)
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Démonstration. La preuve s'inspire du papier de De la Peña [7].
Pour tout n ≥ 0 et t ∈ R, soit

Wn (t) = exp

(
tMn −

t2

2
< M >n

)
.

D'une part, on a pour tout t ∈ R,

E (Wn(t)|Fn−1) = Wn−1(t)E
(

exp

(
t∆Mn −

t2

2
∆ < M >n

)
|Fn−1

)
= Wn−1(t) exp

(
−t

2

2
∆ < M >n

)
E (exp (t∆Mn) |Fn−1) .

Comme (Mn) est conditionnellement gaussienne

E (exp (t∆Mn) |Fn−1) = exp

(
t2

2
∆ < M >n

)
.

Donc
E (Wn(t)|Fn−1) = Wn−1(t).

Alors, (Wn(t)) est une martingale positive et E(Wn(t)) = E(W0(t)) = 1.
D'autre part, pour tout x ≥ 0 et y > 0, soit

An = {Mn ≥ x,< M >n≤ y} .

Par l'inégalité de Markov, on a

P (An) ≤ E
(

exp

(
t

2
Mn −

tx

2

)
IAn

)
= E

(
exp

(
t

2
Mn +

t2

4
〈M〉n −

t2

4
〈M〉n −

tx

2

)
IAn

)
= E

(√
Wn(t) exp

(
t2

4
〈M〉n −

tx

2

)
IAn

)
≤ exp

(
t2y

4
− tx

2

)
E
(√

Wn(t)IAn

)
. (2.6)

Via l'inégalité de Cauchy-Schwarz et du fait que E (Wn(t)) = 1, on obtient

P (An) ≤ exp

(
t2y

4
− tx

2

)√
P (An).

Ce qui implique

P (An) ≤ exp

(
t2y

2
− tx

)
. (2.7)
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En optimisant cette majoration, on obtient t∗ =
x

y
, alors

P (An) ≤ exp

(
−x

2

2y

)
.

On va continuer la preuve dans le cas particulier a = 0 et b = 1 car la démarche est
exactement la même dans le cas général. Pour tout x > 0, soit

Bn = {Mn ≥ x < M >n} .

par l'inégalité de Markov, on a pour tout t > 0 et q > 1

P (Bn) ≤ E
[
exp

(
t

q
Mn −

tx

q
< M >n

)
IBn

]
= E

[
exp

(
t

q
Mn −

t2

2q
< M >n +

t2

2q
< M >n −

tx

q
< M >n

)
IBn

]
= E

[
(Wn(t))

1
q exp

(
t

2q
(t− 2x) < M >n

)
IBn

]
.

En appliquant l'inégalité de Hölder, on aura

E
[
(Wn(t))

1
q exp

(
t

2q
(t− 2x) < M >n

)
IBn

]
≤
(
E
[
exp

(
tp

2q
(t− 2x) < M >n

)]) 1
p

.

(2.8)

Car E (Wn (t)) = 1 et 1
p

+ 1
q

= 1. En minimisant
(

exp
(
tp
2q

(t− 2x) < M >n

))
, on obtient

t = x, et comme p
q

= p− 1 on tire de (2.8)

P (Bn) ≤ inf
p>1

(
E
[
exp

(
− (p− 1)

x2

2
< M >n

)]) 1
p

Ce qui montre (2.5).
Dans le cas particulier p = 2, on trouve que

P (Bn) ≤

√
E
[
exp

(
−x

2

2
< M >n

)]
.

Finalement, pour tous x ≥ 0 et y > 0, soit

Cn = {Mn ≥ x < M >n, < M >n≥ y} .
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Nous avons pour tout 0 < t < 2x

P (Cn) ≤ E
[
exp

(√
Wn(t) exp

(
t

4
(t− 2x) 〈M〉n

))
ICn

]
≤ exp

(
ty

4
(t− 2x)

)
E
(√

Wn(t)Icn
)

≤ exp

(
ty

4
(t− 2x)

)√
P (Cn).

On trouve alors

P (Cn) ≤ exp

(
−x

2

2y

)
Ce qui achève la démonstration.

On propose dans la suite une inégalité exponentielle sans aucune hypothèse sur la
martingale (M)n. Tout d'abord, On va commencer par le lemme suivant.

Lemme 2.4.1. [4] Soit X une variable aléatoire réelle centrée et de carré intégrable, de
variance σ2 > 0. Pour tout t ∈ R, on pose

H(t) = E
[
exp

(
tX − t2

2
X2

)]
.

Alors, pour tout t ∈ R, on a

H(t) ≤ 1 +
t2

2
σ2.

Démonstration. Par l'inégalité de Jensen, on a pour tout t ∈ R

H(−t) = E
[
exp

(
−tX − t2

2
X2

)]
≥ exp

(
E
[
−tX − t2

2
X2

])
= exp

(
−t

2

2
σ2

)
≥ 1− t2

2
σ2. (2.9)

En outre, pour tout t ∈ R

H(t) +H(−t) = E
[
exp

(
−t

2

2
X2

)
(exp (tX) + exp (−tX))

]
= 2E

[
exp

(
−t

2

2
X2

)
cosh (tX)

]
≤ 2. (2.10)
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Car on a bien que cosh(x) ≤ exp(x
2

2
). En appliquant (2.9) et (2.10), on obtient

H(t) ≤ 2−H(−t) ≤ 1 +
t2

2
σ2.

Théorème 2.4.4. [5] Soit (Mn) une martingale de carré intégrable avec M0 = 0. Alors,
pour tous x ≥ 0 et y > 0, on a

P (|Mn| ≥ x, [M ]n + < M >n≤ y) ≤ 2 exp

(
−x

2

2y

)
.

Lemme 2.4.2. [4] Soit (Mn) une martingale de carré intégrable. Pour tous t ∈ R et
n ≥ 0, on pose

Vn(t) = exp

(
tMn −

t2

2
([M ]n + < M >n)

)
alors, (Vn(t)) est une sur-martingale positive avec E (Vn(t)) ≤ 1.

Démonstration. Pour tout t ∈ R, on a

E (Vn(t)|Fn−1) = E
(
Vn−1(t) exp

(
t∆Mn −

t2

2
(∆ [M ]n + ∆ < M >n)

)
|Fn−1

)
= Vn−1(t) exp

(
−t

2

2
∆ < M >n

)
E
(

exp

(
t∆Mn −

t2

2
∆ [M ]n

)
|Fn−1

)
.

(2.11)

∆ [M ]n = ∆M2
n et E (∆Mn|Fn−1) = 0, alors en appliquant le lemme (2.4.1), on obtient

E
(

exp

(
t∆Mn −

t2

2
∆ [M ]n

)
|Fn−1

)
≤ 1 +

t2

2
∆ < M >n .

Ce qui implique

E (Vn(t)|Fn−1) ≤ Vn−1(t) exp

(
−t

2

2
∆ < M >n

)(
1 +

t2

2
∆ < M >n

)
≤ Vn−1(t)

via l'inégalité élémentaire 1 + x ≤ exp(x). Alors, pour tout t ∈ R, (Vn(t)) est une
sur-martingale positive avec E [Vn(t)] ≤ 1.
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preuve du théorème (2.4.4). On pose

Zn = [M ]n + < M >n .

Pour tous x ≥ 0 et y > 0, soit

An = {|Mn| ≥ x, Zn ≤ y} .

On a alors
An = A+

n ∪ A−n
avec A+

n = {Mn ≥ x, Zn ≤ y} et A−n = {Mn ≤ −x, Zn ≤ y}.
Par l'inégalité de Markov, on a pour tout t > 0

P
(
A+
n

)
≤ E

[
exp

(
t

2
Mn −

tx

2

)
IA+

n

]
= E

[√
Vn(t) exp

(
t2

4
Zn −

tx

2

)
IA+

n

]
≤ exp

(
t2y

2
− tx

2

)√
P (A+

n ).

Finalement, on obtient

P
(
A+
n

)
≤ exp

(
−x

2

2y

)
.

Pour P (A−n ) on trouve la même majoration ce qui termine la démonstration.

Pour les martingales auto-normalisées, on a également le résultat suivant :

Théorème 2.4.5. [5] Soit (M,n) une martingale de carré intégrable avec M0 = 0. Alors,
pour toutes x ≥ 0, y > 0 et a ≥ 0, b > 0, on a

P
(

|Mn|
a+ b < M >n

≥ x,< M >n≥ [M ]n + y

)
≤ 2 exp

(
−x2

(
ab+

b2y

2

))
,

P
(

|Mn|
a+ b < M >n

≥ x, [M ]n ≤ y < M >n

)
≤

2 inf
p>1

(
E
[
exp

(
−(p− 1)

x2

(1 + y)

(
ab+

b2

2
< M >n

))]) 1
p

.

La preuve de ce théorème est semblable à celle du théorème (2.4.3).
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Conclusion

Nous avons étudié dans ce travail, quelques inégalités exponentielles pour les martin-
gales.

Dans la première partie de ce travail nous avons rappelé les inégalités exponentielles
classiques pour les sommes de variables aléatoires indépendantes de Bernsteien, Bennet
et Hoe�ding, avec une motivation pour l'obtention de ces inégalités.

Dans la seconde partie, nous avons présenté les inégalités exponentielles pour les martin-
gales de Azuma, Freedman et De la Peña en donnant des précisions et des remarques
concernant leurs preuves.
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Résumé : 
    Dans ce mémoire nous nous intéressons aux inégalités exponentielles pour les martingale, nous prouvons 
les inégalités de Azuma et de Freedman, nous étudions l’inégalité de De la Peña pour les martingales auto-
normalisés. 

Abstract : 
     In this Master thesis, we study some exponential inequalities for martingales we prouve the Azuma’s      
inequality and Freedman’s inequality, we study exponential inequalities for self-normalized martingales 
similar to those established by De la Peña. 

  : ملخص
و  أزوما في ھذه الأطروحة نھتم بدراسة المتراجحات الأسیة من اجل المارتنجال، نبرھن كلا من متراجحة 

 من اجل المارتینجال الموحد ذاتیا. دي لابینا ثم ندرس متراجحة  فریدمان،متراجحة  
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