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Notation Définition
x = (x1, x2, ..., xN) Élément de RN

r = |x| =
√

(x2
1 + x2

2 + ...+ x2
N Module de x

∇u = (
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, ...,
∂u

∂xN
) Gradient de u

∆u Laplacien de u

q Exposant conjugué de p,
1

p
+

1

q
= 1

p∗ =
Np

N − p
Exposant critique de Sobolev

∂Ω Frontière de Ω
supp (u) Support de la fonction u
mes (A) = |A| Mesure de Lebesgue de A ⊂ RN

‖ · ‖s Norme l’espace Ls(Ω)
‖ · ‖X Norme dans l’espace X
X ′ Espace dual de X
p.p Presque partout
s.c.i. Semi-continue inférieurement
s.c.s. Semi-continue supérieurement
V + Partie positive de la fonction V ,

V + = max(V, 0)
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Notation Définition

〈·, ·〉 ou (, ) Crochet de dualité X, X ′ / Produit scalaire
dans RN

C(Ω) ou C0(Ω) Espace des fonctions continues sur Ω
C0(Ω) Espace des fonctions continues sur Ω

à support compact
Ck0 (Ω) Espace des fonctions de Ck(Ω)

à support compact
C∞(Ω) Espace des fonctions indéfiniment dérivables sur Ω
C∞0 (Ω) = D(Ω) Espace des fonctions de C∞(Ω) à support compact
D′(Ω) Espace dual de C∞0 (Ω), c’est à dire espace

des distributions
Lp(Ω) {u : Ω→ RN mesurable |

∫
Ω
|u|p <∞},

1 ≤ p <∞
L∞(Ω) {u : Ω→ RN mesurable |∃C > 0 telle que

|u(x)| ≤ C en p.p. x ∈ Ω }
Lq(Ω) Espace dual de Lp(Ω)
W k,p(Ω) Espace de Sobolev, à dérivée jusqu’à l’ordre k

dans Lp(Ω)

W k,p
0 (Ω) Espace des fonctions de W k,p(Ω) à trace nulle

W−k,q(Ω) Espace dual de W k,p
0 (Ω).



Introduction

Le présent mémoire de fin d’études en Master, est consacré à l’étude des
résultats d’existence de solutions positives des problèmes elliptiques de la
forme, {

−∆u+ g (x, λ)u = a (x) f (u) dans Ω
Bu = 0 sur ∂Ω,

(P )

où Ω est un ouvert borné de RN à frontière régulière ∂Ω, g une fonction
continue sur Ω×R et a est une fonction continue sur Ω̄ qui change de signe.
La fonction f est une fonction sur-linéaire à croissance super-quadratique,
et enfin la condition Bu = 0 représente, selon le cas, soit la condition de
Dirichlet soit la condition de Neumann.
En plus de son intérêt en théorie des EDPs [2], le problème (P) a été large-
ment étudié par plusieurs auteurs en raison de son lien avec, entre autres,
les questions de géométrie [7] (courbature scalaire, déformation et métrique
conformes,...) et de la théorie spectrale [5, 9] (bifurcation et perturbation des
valeurs propres simples, asymptotiques des valeurs propres,...) etc...

Dans ce mémoire nous avons considéré les trois cas suivants :
1. g (x, λ) = −λ1, λ1 étant la première valeur propre du Laplacien, ce cas
fera l’objet du deuxième chapitre où nous avons aussi étudié le spectre de
l’opérateur de Laplace.
2. g (x, λ) = 0 ou g (x, λ) = q(x)−τ où q est une fonction à spécifier ultérieu-
rement et τ est un réel. Ces deux cas sont traités dans le troisième chapitre.
Le premier chapitre est dédié aux résultats et au différents notions et théo-
rèmes utilisés dans ce travail.

Enfin notons que nous avons exploité, comme références de base, les ar-
ticles [1] et [3] pour l’élaboration de ce mémoire.
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Chapitre 1

Préliminaires

Ce chapitre est consacré aux définitions, théorèmes et aux différents ré-
sultats et notions utiles dans les chapitres suivants. La plupart de ces notions
sont tirées des livres [4, 11].

1.1 Espace réflexif - Espace séparable
Définition : Soit E un espace de Banach, E ′ son dual et 〈., .〉 le crochet

de dualité sur E ′ ×E. On dit que la suite (xn)n dans E converge faiblement
vers x ∈ E si,

〈f, xn〉 →
n→+∞

〈f, x〉 ∀f ∈ E ′ . (1.1)

Et on note, xn ⇀ x faibl. dans E.

1.1.1 Convergences faible et forte

Théorème : Soit E un espace de Banach, E ′ son dual. Soient (xn)n
et (x∗n)n deux suites de E et de E ′ respectivement. On a les implications
suivantes.
Si xn ⇀ x faiblement dans E alors,{

∃C > 0 tel que ∀n ∈ N, ‖xn‖E ≤ C
‖x‖E ≤ lim inf

n→+∞
‖xn‖E .

(1.2)

Si xn →
n→+∞

x fortement dans E, alors xn ⇀
n→+∞

x faiblement dans E.

Si xn ⇀
n→+∞

x dans E et x∗n →
n→+∞

x∗ dans E ′ , alors 〈x∗n, xn〉 →
n→+∞

〈x∗, x〉.
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1.1.2 Définition

Soit E un espace de Banach et E ′ son dual muni de la norme duale définie
par ‖f‖E′ = sup

x∈E
‖x‖E≤1

|〈f, x〉|.

Soit E ′′ son bidual muni de la norme ‖g‖E′′ = sup
f∈E′
‖f‖

E
′ ≤1

|〈g, f〉|

Définissons l’injection canonique J : E → E
′′ de la manière suivante : Soit

x ∈ E fixé, alors l’application f → 〈f, x〉 de E ′ dans R constitue une forme
linéaire continue sur E ′ i.e un élément de E ′′ noté Jx. On a donc

〈Jx, f〉E′′ ,E′ = 〈f, x〉E′ ,E ∀x ∈ E, ∀f ∈ E ′ .

L’application linéaire J est une isométrie i.e. ‖Jx‖E′′ = ‖x‖E pour tout
x ∈ E; en effet

‖Jx‖E′′ = sup
f∈E′
‖f‖

E
′ ≤1

|〈Jx, f〉| = sup
f∈E′
‖f‖

E
′ ≤1

|〈f, x〉| = ‖x‖E .

L’espace E est dit réflexif si J est surjective .

Définition : On dit qu’un espace métrique E est séparable s’il existe un
sous-ensemble D ⊂ E dénombrable et dense.

1.1.3 Théorème d’Eberlein-Smulian et sa réciproque

Théorème : Soit E un espace de Banach réflexif et soit (xn)n une suite
bornée dans E, alors il existe une sous-suite extraite (xnk

) de (xn)n et x ∈ E
tels que

(xnk
) ⇀
k→+∞

x faib. dans E. (1.3)

Théorème (Eberlein-Smulian) : Soit E un espace de Banach tel que toute
suite bornée (xn) possède une sous-suite extraite (xnk

) convergente pour la
topologie faible. Alors E est réflexif.
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1.2 Espaces de Sobolev
Soit Ω un ouvert de RN et 1 ≤ p ≤ +∞.

1.2.1 L’espace W 1,p(Ω)

Définition : L’espace de Sobolev W 1,p(Ω) est défini par :

W 1,p(Ω) =
{
u ∈ Lp(Ω) : ∇u ∈ (Lp(Ω))N

}
(1.4)

où ∇u = (
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, ...,
∂u

∂xN
) et

∂u

∂xi
est ière dérivée au sens des distributions

de la fonction réelle u.
L’espace W 1,p(Ω) est muni de la norme,

‖u‖W 1,p(Ω) = ‖u‖Lp(Ω) + ‖∇u‖Lp(Ω;RN ) (1.5)

ou parfois de la norme équivalente,

‖u‖W 1,p(Ω) =
(
‖u‖pLp(Ω) + ‖∇u‖p

Lp(Ω;RN )

)1/p

(si 1 ≤ p < +∞). (1.6)

1.2.2 L’espace W 1,p
0 (Ω)

Définition : L’espace W 1,p
0 (Ω) est l’adhérence de C∞0 (Ω) dans W 1,p(Ω)

i.e :

W 1,p
0 (Ω) = C∞0 (Ω)

‖.‖W1,p .

L’espace dual de W 1,p
0 (Ω) est noté par W−1,q(Ω) avec

1

p
+

1

q
= 1.

Remarques :

• Si p = 2, l’espace W 1,2(Ω) est noté par H1(Ω) et W 1,2
0 (Ω) est noté par

H1
0 (Ω).

• Comme C∞0 (RN) est dense dans W 1,p(RN) on a :

W 1,p(RN) = W 1,p
0 (RN).
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Théorème L’espace W 1,p(Ω) est un espace
• de Banach pour 1 ≤ p ≤ +∞.
• séparable pour 1 ≤ p < +∞.
• réflexif pour 1 < p < +∞. �

Remarques :

• Les mêmes propriétés restent vraies pour W 1,p
0 (Ω).

• Les espaces H1(Ω) et H1
0 (Ω) sont des espaces de Hilbert munis du

produit scalaire issu de celui de L2(Ω),

(u, v)H1(Ω) = (u, v)L2(Ω) +
n∑
i=1

(
∂u

∂xi
,
∂v

∂xi

)
L2(Ω)

(1.7)

1.2.3 Inégalité de Poincaré

Théorème : Soit Ω un ouvert borné de RN et soit 1 ≤ p < +∞. Alors il
existe une constante C(Ω) > 0 telle que ;

‖u‖Lp(Ω) ≤ C(Ω) ‖∇u‖Lp(Ω;RN ) ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω) . (1.8)

Remarques :

• l’inégalité de Poincaré reste valable si Ω est de mesure finie, ou bien si
Ω est borné dans une seule direction.
• l’expression ‖∇u‖Lp(Ω;RN ) est une norme sur W 1,p

0 (Ω) qui est équiva-
lente à la norme ‖u‖W 1,p(Ω).

Rappelons aussi l’inégalité de Hölder.

1.2.4 Inégalité de Hölder

Théorème : Soit Ω un ouvert de RN . Alors pour tous f ∈ Lp(Ω) et
g ∈ Lq(Ω) avec 1 ≤ p ≤ +∞ et q défini par 1

p
+ 1

q
= 1, on a fg ∈ L1(Ω) et

‖fg‖L1(Ω) ≤ ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω).
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1.2.5 Théorème de Rellich-Kondrachov

Théorème : Soit Ω ⊂ RN un ouvert borné de classe C1. Alors on a les
injections compactes suivantes :
• si 1 ≤ p < N ; W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), ∀q ∈ [1, p∗[ ou p∗ = Np

N−p .

• si p = N ; W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω),∀q ∈ [1,+∞[.

• si p > N ; W 1,p(Ω) ⊂ C(Ω).
Remarque : L’injection compacte permet de passer de la convergence

faible à la convergence forte comme suit :
Soit un ⇀ u faiblement dans W 1,p (Ω).

• Si 1 ≤ p < N , alors un → u fortement dans Lq (Ω) , 1 ≤ q <
Np

N − p
.

• Si p = N , alors un → u fortement dans Lq (Ω) , 1 ≤ q < +∞.
• Si p > N , alors un → u fortement dans L∞ (Ω).

1.2.6 Inégalité de Sobolev

Théorème : Soit Ω un ouvert régulier de RN et soit 1 ≤ p < +∞. Alors
il existe une constante k(p,N) telle que

‖u‖Lp∗ (Ω) ≤ k(p,N) ‖∇u‖Lp(Ω;RN ) ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω) .

1.3 Méthode variationnelle

1.3.1 Fonction semi-continue inférieurement (s.c.i)

Définition : Soit J une fonction définie sur un espace de Banach E, à
valeurs dans R = R∪{−∞,+∞}. Elle est dite semi-continue inférieurement
(s.c.i.) en u si, pour toute suite (un) convergeant vers u on a :

J(u) ≤ lim
n→∞

inf J (un) .

On dit qu’elle est faiblement semi-continue inférieurement si la convergence
a lieu pour la topologie faible.
Définition : Une fonctionnelle J définie sur un espace de Banach séparable
E est dite coercive si

lim
‖u‖E→+∞

J(u) = +∞.
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1.3.2 Fonctionnelle minorée

Théorème : Soit E un espace de Banach réflexif, K une partie non bor-
née faiblement fermée de E et J : K → R ∪ {+∞} une fonction coercive
faiblement s.c.i sur K et non identiquement égale à +∞. Alors J est bornée
inférieurement et

∃u0 ∈ K, J (u0) = min
u∈K

J(u).

Corollaire : Soit E un espace de Banach réflexif, K une partie convexe fer-
mée non bornée de E et J : K → R une fonction coercive convexe et s.c.i
sur K. Alors J est bornée inférieurement et

∃u0 ∈ K, J (u0) = min
u∈K

J(u).

Si de plus J est strictement convexe alors u0 est unique.

1.3.3 Points critiques et condition de Palais-Smale

Soit E un espace de Banach, F ⊂ E un ouvert et J : E −→ R une fonc-
tionnelle de classe C1.

Définitions

• On dit que u ∈ F est un point critique de J si J ′(u) = 0.
Si u n’est pas un point critique, il est dit un point régulier de J .
• Si u ∈ F est un point critique de J alors le réel c vérifiant J(u) = c est

dit valeur critique de J , sinon c est une valeur régulière.
• Une suite (un) ⊂ E est une suite de Palais-Smale pour J si :

∃C > 0 tel que |J(un)| ≤ C et ‖J ′(un)‖E′−→ 0

• On dit que la fonctionnelle J vérifie la condition de Palais-Smale, si
de toute suite de Palais-Smale pour J on peut extraire une sous suite
convergente.
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1.3.4 Formules de Green

Proposition : Soit Ω ⊂ RN un ouvert borné de classe C1. Alors
• Si u ∈ (C1(Ω) ∩ C(Ω̄))N et v ∈ C1(Ω) ∩ C(Ω̄) on a∫

Ω

vdiv(u) dx = −
∫

Ω

u.∇v dx+

∫
∂Ω

vu.η ds

• Si u, v ∈ C1(Ω) ∩ C(Ω̄) on a∫
Ω

∂u

∂xi
v dx = −

∫
Ω

u
∂v

∂xi
dx+

∫
∂Ω

uvηi ds ∀ i = 1, ..., N

où η = (η1, η2, ..., ηN)T est le vecteur normal unitaire sortant de Ω .
• Si u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω̄) et v ∈ C1(Ω) ∩ C(Ω̄) on a∫

Ω

v∆u dx = −
∫

Ω

∇u.∇v dx+

∫
∂Ω

∂u

∂η
v ds

avec
∂u

∂η
= 〈∇u, η〉 = ∇u.η.

• Si u, v ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω̄) on a∫
Ω

(v∆u− u∆v) dx =

∫
∂Ω

(
∂u

∂η
v − ∂v

∂η
u) ds.

Remarque : Ces formules restent valables dans les espaces de Sobolev.
Plus précisément
• Si u, v ∈ H1(Ω) on a∫

Ω

∂u

∂xi
v dx = −

∫
Ω

u
∂v

∂xi
dx+

∫
∂Ω

uvηi ds ∀ i = 1, ..., N

• Si u ∈ H2(Ω) et v ∈ H1(Ω) on a∫
Ω

v∆u dx = −
∫

Ω

∇u.∇v dx+

∫
∂Ω

∂u

∂η
v ds

• Si u, v ∈ H2(Ω) on a∫
Ω

(v∆u− u∆v) dx =

∫
∂Ω

(
∂u

∂η
v − ∂v

∂η
u) ds.
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1.3.5 Identité de Picone

Théorème : ([12, 13]) Soit Ω un ouvert de RN . Alors pour tous u, φ ∈
C2 (Ω) on a

div
[
φ

u
(u∇φ− φ∇u)

]
= φ∆φ− φ2

u
∆u+ u2

∣∣∣∣∇(φu
)∣∣∣∣2 .

Remarque : L’identité de Picone se généralise à la suivante : Pour tous
ψ ∈ C1(R), et u, φ ∈ C2 (Ω) avec u > 0, on a

div
[
ψ

(
φ

u

)
(u∇φ− φ∇u)

]
= ψ

(
φ

u

)
(u∆φ− φ∆u)+ψ′

(
φ

u

)
u2

∣∣∣∣∇(φu
)∣∣∣∣2 .

1.3.6 Inégalité de Young

Parmi les inégalités les plus importantes desquelles en résultent de nom-
breuses propriétés en analyse notamment celles des espaces de Lebesgue, on
cite l’inégalité de Young.
Théorème : ([10]) Pour tous réels positifs a, b, p, q tels que 1/p + 1/q = 1,

on a
ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

Corollaire : Soit a, b, p, q des réels positifs tels que 1/p+1/q = 1, alors pour
tout ε > 0, il existe Cε > 0 tel que

ab ≤ εap + Cεb
q.

Preuve : Dans l’inégalité de Young, remplaçons a par ε
1
pa et b par ε−

1
p b

nous obtenons

ab ≤ εap

p
+
ε−

q
p bq

q
≤ εap + ε−

q
p bq,

il suffit de prendre Cε = ε−
q
p .
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1.3.7 Lemme de Hopf et principes du maximum

Soit Ω un domaine non vide de RN et L l’opérateur linéaire du second
ordre défini par

∀u ∈ C2(Ω),∀x ∈ Ω, Lu(x) = −
N∑

i,j=1

aij
∂2u

∂xi∂xj
(x)+

N∑
i=1

bi
∂u

∂xi
(x)+c(x)u(x)

où aij, bi et c ∈ L∞(Ω) et A = (aij) est symétrique et uniformément définie
positive.

Théorème (Principe du maximum faible) : Supposons Ω borné et
u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄) telle que Lu ≤ 0 dans Ω, alors :
i. Si c ≡ 0, alors u atteint son maximum dans Ω̄ sur ∂Ω,

sup
Ω̄

u = sup
∂Ω

u.

ii. Si c ≥ 0, alors u atteint son maximum sur ∂Ω s’il est positif,

sup
Ω̄

u ≤ sup
∂Ω

u+.

Théorème (Lemme de Hopf) : On suppose que Ω est borné et régulier.
Soit u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄) telle que Lu ≤ 0 dans Ω. Supposons en plus, qu’il
existe x0 ∈ ∂Ω tel que pour tout x ∈ Ω, u(x0) ≥ u(x) alors :
i. Si c ≡ 0 alors la dérivée normale sortante de u en x0 est strictement
positive,

∂u

∂ν
(x0) > 0.

ii. Si c ≥ 0 alors la dérivée normale sortante de u en x0 est strictement
positive si u(x0) ≥ 0.

Théorème (Principe du maximum fort) : Soit u ∈ C2(Ω) telle que
Lu ≤ 0 dans Ω, Ω non nécessairement borné. Alors :
i. Si c ≡ 0 alors u n’admet pas de maximum dans Ω à moins d’être constante.
ii. Si c ≥ 0 alors u n’admet pas de maximum positif dans Ω à moins d’être
constante.
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Terminons ces rappels par trois théorèmes importants dans l’approche
variationnelle.

1.3.8 Théorème du col

Théorème : ([11]) Supposons que la fonctionnelle J vérifie la condition
de Palais-Smale, et que :
• J(0) = 0,

• il existe R > 0 et a > 0 tels que si ‖u‖= R, alors J(u) ≥ a,

• il existe u0 ∈ E tel que ‖u0‖> R et J(u0) < a.
Alors J admet une valeur critique c telle que c ≥ a. De façon plus précise, si
on pose

Γ = {ϕ ∈ C([0, 1], E); ϕ(0) = 0, ϕ(1) = u0}

et
c = inf

ϕ∈Γ
max
t∈(0,1)

J(ϕ(t))

alors c est une valeur critique de J . �

1.3.9 Principe variationnel d’Ekeland

Théorème : ([14]) Soit (M,d) un espace métrique complet et
ϕ : M −→ R∪{+∞} une fonction semi-continue inférieurement et minorée.
S’il existe ε > 0 et û ∈M tels que

ϕ (û) ≤ inf
M
ϕ+ ε.

Alors pour tout λ > 0, il existe uλ ∈M tel que

ϕ (uλ) ≤ ϕ (û) ,

d (uλ, û) ≤ λ

et
ϕ(uλ) < ϕ (u) +

ε

λ
d (uλ, u) ∀u 6= uλ.
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Corollaire : Sous les hypothèses du théorème précédent, il existe v̂ ∈M
tel que

ϕ (v̂) ≤ ϕ (û) ,

d (v̂, û) ≤
√
ε

et
ϕ (v̂) < ϕ (u) +

√
εd (v̂, u) ∀u 6= v̂.

1.3.10 Multiplicateurs de Lagrange

Théorème : Soient E un espace de Banach et F ∈ C1(E,R) telle que
l’ensemble S = {v ∈ E : F (v) = 0} ne soit pas vide et F ′(v) 6= 0 pour tout
v ∈ S. Soit J ∈ C1(E,R) et M = infS J(u).
On suppose qu’il existe u0 ∈ S tel que M = J(u0), alors il existe λ ∈ R tel
que :

J ′(u0) = λF ′(u0).
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Chapitre 2

Spectre de l’opérateur de Laplace
et application

Dans ce chapitre, nous nous intéresserons au problème de valeurs propres
suivant,

(Pvp)

{
−∆u = λu dans Ω
u = 0 sur ∂Ω,

où Ω ⊂ Rn est un domaine borné de classe C1 et (λ, u) ∈ R ×H1
0 (Ω) est le

couple propre.

2.1 Première valeur propre de −∆

Posons

λ1 = inf
u∈H1

0 (Ω),‖u‖2=1

∫
Ω

|∇u(x)|2 dx = inf
u∈H1

0 (Ω),u6=0

‖u‖2

‖u‖2
2

où
‖u‖2 =

∫
Ω

|∇u(x)|2 dx.

On montre que λ1 ainsi défini est une valeur propre de −∆ et que le
problème des valeurs propres admet, pour λ = λ1, des solutions non nulles
qui seront des vecteurs propres de −∆ associés à λ1.

2.1.1 Propriétés de λ1
Proposition : ([6]) La valeur critique λ1 est strictement positive et il

existe u > 0, telle que ‖u‖2 = 1 et ‖∇u‖2
2 = λ1. De plus u est un vecteur

propre de −∆ associé à λ1, à savoir u ∈ H1
0 (Ω) et −∆u = λ1u.
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Preuve : a. Montrons d’abord que λ1 > 0. Par définition on a λ1 ≥ 0.
Supposons, au contraire, que λ1 = 0. Alors il existe une suite (un) dansH1

0 (Ω)
telle que ‖un‖2 = 1 et ‖∇un‖2 → 0. L’espace H1

0 (Ω) étant un espace de
Hilbert, on peut alors extraire de (un) une sous-suite notée (un) qui converge
faiblement dans H1(Ω) vers une fonction u. Comme l’injection de H1

0 (Ω)
dans L2 (Ω) est compacte on a ‖u ‖2 = 1 .
La sous-suite (un) converge vers u dans L2(Ω) et (∇un) converge vers 0 dans
L2(Ω), donc (un) converge fortement dans H1(Ω). Nous en déduisons que
∇u = limn→∞∇un = 0 d’où u = 0 car u est nulle sur ∂Ω. Ce qui est en
contradiction avec le fait que ‖u‖2 = 1. Donc λ1 > 0.

b. Soit (un) une suite minimisante, ç.-à-d. ‖∇un‖2
2 → λ1 avec ‖un‖2 = 1.

Cette suite est bornée dans H1
0 (Ω), donc il existe une sous-suite encore notée

(un) telle que

un ⇀ u dans H1
0 (Ω), un → u dans L2(Ω).

Nous avons donc ‖u‖2 = 1. La semi-continuité inférieure pour la topologie
faible de la fonction v 7→ ‖∇v‖2

2, nous donne,

λ1 6
∫

Ω

|∇u|2dx 6 lim ‖∇un‖2
2 = λ1.

D’où ‖u‖2 = 1 et ‖∇u‖2
2 = λ1. Et sachant que ‖∇|u|‖ = ‖∇u‖, nous dédui-

sons qu’il existe une solution u positive.

c. Montrons que u vérifie l’équation −∆u = λ1u.
Soit u solution du problème variationnel, telle que ‖u‖2 = 1. Fixons ϕ ∈ D(Ω)
et t ∈ R tels que 2|t| < ‖ϕ‖−1

2 .
On a u+ tϕ ∈ H1

0 (Ω) et ‖u+ tϕ‖2 6= 0 sinon |t| = ‖ϕ‖−1
2 .

Par définition de λ1 nous avons,∫
Ω

|∇(u+ tϕ)|2dx > λ1

∫
Ω

|u+ tϕ|2dx.

D’où, puisque, ‖∇u‖2
2 = λ1 on a,

2t

∫
Ω

∇u∇ϕdx+ t2
∫

Ω

|∇ϕ|2dx > λ1(2t

∫
Ω

uϕdx+ t2
∫

Ω

|ϕ|2dx).

Divisons par t supposé strictement positif et faisons tendre t vers 0, on obtient∫
Ω

∇u∇ϕdx > λ1

∫
Ω

uϕ(x)dx.
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Les mêmes calculs pour t < 0, mènent à l’inégalité,∫
Ω

∇u∇ϕdx 6 λ1

∫
Ω

uϕ(x)dx.

Ainsi nous avons, ∫
Ω

∇u∇ϕdx = λ1

∫
Ω

uϕdx.

En faisant une intégration par partie i.e. en utilisant la formule de Green,
nous obtenons

−
∫

Ω

ϕ∆udx = λ1

∫
Ω

uϕdx.

Ce qui donne au sens des distributions,

−∆u = λ1u.

d. Montrons que λ1 est la plus petite valeur propre.
Soit (λ, v) ∈ R × H1

0 (Ω) un couple propre avec v non identiquement nulle.
Donc

−∆v = λv.

Multiplions cette égalité par v, alors par intégration sur Ω et utilisation de
la formule de Green nous obtenons,∫

Ω

|∇v|2dx = λ ‖v‖2
2 .

Mais par définition de λ1 on a

λ1 ≤
‖v‖2

‖v‖2
2

d’où
λ1 ‖v‖2

2 6
∫

Ω

|∇v|2dx = λ ‖v‖2
2

et par suite λ > λ1. �

Proposition : ([6]) Si Ω est un ouvert borné connexe à frontière de classe
C1+α avec 0 < α < 1, alors λ1 est simple et la fonction propre associée u1

est strictement positive dans Ω, i.e. u1(x) > 0 pour tout x ∈ Ω. �

Remarque : Le fait que λ1 soit simple implique que l’espace propre qui est
lui associé est de dimension 1.
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2.2 Spectre de l’opérateur −∆ sur H1
0(Ω)

Soit Ω ⊂ RN un domaine borné à frontière lipschitzienne, alors le pro-
blème (Pvp) admet des solutions, plus exactement on a le théorème suivant.

2.2.1 Suite des valeurs propres

Théorème : ([8]) Il existe une suite (λn, un) ∈ R+×H1
0 (Ω)∩C∞(Ω) telle

que pour tout n ≥ 1 la paire (λn, un) est solution du problème (Pvp). De plus
on a,
0 < λ1 < λ2 ≤ λ3 ≤ · · · ≤ λn ≤ · · · avec λn →∞ quand n→∞ et {un} est
une base orthonormée de l’espace L2 (Ω) .

2.2.2 Caractérisation des valeurs propres λn
Posons pour tout u ∈ H1

0 (Ω) , u 6= 0,

A (u) =
‖u‖2

‖u‖2
2

avec rappelons-le

‖u‖2 =

∫
Ω

|∇u|2 dx.

Les valeurs propres de l’opérateur −∆ sur H1
0 (Ω) admettent la caractérisa-

tion variationnelle suivante.
Théorème : ([8]) Soient Ω et (λn, un) comme dans le théorème précédent.
Alors on a :
i. λ1 = min {A (u) ;u ∈ H1

0 (Ω) , u 6= 0} = A (u1)
ii. λn = min {A (u) ;u ∈ H1

0 (Ω) , u 6= 0, u⊥vect[uk, k = 1, ..., n− 1]} = A (un) .
iii. Si D est un domaine tel que D ⊂ Ω alors λ1(−∆, H1

0 (Ω)) < λ1(−∆, H1
0 (D)).

2.3 Application
Dans cette application, nous étudions l’existence de solutions positives

pour problème elliptique de Dirichlet suivant,

(P1)

{
−∆u− λ1u = W (x)f(u) dans Ω
u = 0 sur ∂Ω

où Ω est un domaine borné de RN(N ≥ 3) à frontière régulière ∂Ω, W ∈
Cβ(Ω̄), 0 < β < 1, est une fonction qui change de signe sur Ω,
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et f est une fonction non-linéaire à croissance super-quadratique en zéro et
à l’infini, plus exactement f est telle que,

lim
u→0

f(u)

|u|q−2u
= a > 0, 2 < q < 2∗ =

2N

N − 2
, N > 3 (1)

lim
|u|→∞

f(u)

|u|p−2u
= 1, 2 < p < 2∗, N > 3. (2)

Prolongeons f en une fonction impaire pour u < 0 et posons

F (u) =

∫ u

0

f (s) ds.

La fonction F est paire et on a F (|u|) = F (u).
Posons

Ω+ = {x ∈ Ω;W (x) > 0} , Ω− = {x ∈ Ω;W (x) < 0}

et soit
Ω0 = Ω \ (Ω+ ∪ Ω−).

Notons que puisque W change de signe dans Ω alors Ω+ 6= ∅ et Ω− 6= ∅.
Les solutions du problème (P1) sont les points critiques de la fonctionnelle
d’énergie associée définie sur H1

0 (Ω) par

I (u) =
1

2

(
‖∇u‖2

2 − λ1 ‖u‖2
2

)
−
∫

Ω

W (x)F (u) dx.

Le problème sera abordé en utilisant les techniques variationnelles. Notons
par ej, j ≥ 1 les fonctions propres normalisées (‖∇ej‖2 = 1) associées res-
pectivement aux valeurs propres λj, j ≥ 1.

Lemme 1 :

Si la fonction f satisfait les hypothèses (1) et (2) et∫
Ω

W (x)eq1(x)dx < 0 (3)

alors u0 = 0 est un minimum local stricte pour la fonctionnelle I.
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Preuve :

Décomposons u ∈ H1
0 (Ω) en u = te1 + v avec t ∈ R et

∫
Ω
ve1dx = 0.

Supposons que ‖∇u ‖2 < c1 = (10 ‖e1‖∞)−1 , alors |t| < c1. En effet, puisque
e1 et v sont orthogonaux dans H1

0 (Ω), nous avons

u = te1 + v ⇒ ‖∇u‖2
2 = ‖∇te1‖2

2 + ‖∇v‖2
2 ⇒ ‖∇u‖

2
2 = t2 ‖∇e1‖2

2 + ‖∇v‖2
2

Comme ‖∇e1‖2 = 1 alors ‖∇u‖2
2 = t2 + ‖∇v‖2

2 et par suite

t2 6 ‖∇u‖2
2

d’où |t| 6 ‖∇u‖2 . Or par hypothèse ‖∇u‖2 < c1 d’où

|t| < c1 =
1

10 ‖e1‖∞
.

Montrons à présent que I(u) ≥ 0 pour u voisin de 0, avec rappelons le

I (u) =
1

2

(
‖∇u‖2

2 − λ1 ‖u‖2
2

)
−
∫

Ω

W (x)F (u)dx.

Nous avons d’une part

‖∇u‖2
2 = ‖∇(te1 + v)‖2

2 = ‖t∇e1 +∇v‖2
2 = t2 + ‖∇v‖2

2 ,

et d’autre part puisque e1 et v sont orthogonaux dans L2(Ω) nous avons

‖u‖2
2 = ‖te1 + v‖2

2 = t2 ‖e1‖2
2 + ‖v‖2

2 ,

et par suite

‖∇u‖2
2 − λ1 ‖u‖2

2 = t2 + ‖∇v‖2
2 − λ1t

2 ‖e1‖2
2 − λ1 ‖v‖2

2

= ‖∇v‖2
2 − λ1 ‖v‖2

2 + t2(1− λ1 ‖e1‖2
2).

Or
−∆e1 = λ1e1 ⇒ −

∫
Ω

e1∆e1dx =

∫
Ω

λ1e
2
1dx

⇒ ‖∇e1‖2
2 = λ1 ‖e1‖2

2 ⇒ 1 = λ1 ‖e1‖2
2

d’où 1− λ1 ‖e1‖2
2 = 0 et donc

‖∇u‖2
2 − λ1 ‖u‖2

2 = ‖∇v‖2
2 − λ1 ‖v‖2

2

et
I (u) =

1

2

(
‖∇v‖2

2 − λ1 ‖v‖2
2

)
−
∫

Ω

W (x)F (te1 + v)dx.

21



Puisque v 6= 0 et est orthogonal à e1 alors λ2 ≤ ‖∇v‖22
‖v‖22

d’où

‖v‖2
2 ≤
‖∇v‖2

2

λ2

et par suite

‖∇v‖2
2 − λ1 ‖v‖2

2 ≥ ‖∇v‖
2
2 −

λ1

λ2

‖∇v‖2
2

et

I(u) ≥ 1

2

(
‖∇v‖2

2 −
λ1

λ2

‖∇v‖2
2

)
−
∫

Ω

W (x)F (te1 + v)dx.

Remarquons que puisque a > 0, q > 2 et
∫

Ω
W (x)eq1dx < 0 alors∫

Ω

W (x)F (te1 + v)dx ≤ a(
1

q
− 1) |t|q

∫
Ω

W (x)eq1dx+

∫
Ω

W (x)F (te1)dx−
∫

Ω

W (x)F (te1)dx+

∫
Ω

W (x)F (te1 + v)dx,

et par conséquent

I(u) ≥ 1

2
(1− λ1

λ2

) ‖∇v‖2
2 + A|t|q +R(t, v) (3′)

où
A = −a

q

∫
Ω

W (x)eq1dx > 0

et R est le reste donné par

R(t, v) =

∫
Ω

[a|te1|q − F (te1)]dx+

∫
Ω

W (x)[F (te1)− F (te1 + v)]dx

=

∫
Ω

W (x)[F (te1)− F (te1 + v)]dx+ o(|t|q−ε), 0 < ε < 1. (4)

Estimons à présent le terme intégrant dans (4). Nous savons que pour tous
v, t, x il existe un nombre θ = θ(v, t, x) avec 0 6 θ 6 1 tel que,

F (te1(x) + v(x))− F (te1(x)) = f(te1(x) + θv(x))v(x). (5)

Des hypothèses (1) et (2), on a les majorations suivantes,{
|f(u)| ≤ C |u|q−1 si |u| ≤ 1

|f(u)| ≤ C |u|p−1 si |u| ≥ 1,
(6)
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où C > 0 est une constante positive.
Pour v et t fixés considérons les deux cas suivants.
D’abord si x est tel que |u(x)| = |te1(x) + θv(x)| ≥ 1. Nous avons :

|te1(x)|+ θ|v(x)| > |te1(x) + θv(x)| ≥ 1

⇒ θ|v(x)| ≥ 1− |t|e1(x).

Or
|t|e1(x) 6 |t| ‖e1‖∞ ≤

1

10 ‖e1‖∞
‖e1‖∞

⇒ |t|e1(x) 6
1

10

⇒ 1 > 10|t|e1(x).

Donc
θ|v(x)| ≥ 10|t|e1 − |t|e1

θ|v(x)| > 9|t|e1 (x) .

En remplaçant dans la deuxième majoration (6) nous obtenons

|f(te1(x) + θv(x))v(x)| ≤ C |te1(x) + θ|v(x)||p−1 |v(x)|

≤
(

10

9

)p−1

C|v(x)|p. (7)

Soit maintenant x tel que |u(x)| = |te1(x) + θv(x)| ≤ 1. Nous avons

|f(te1(x) + θv(x))v(x)| ≤ C |te1(x) + θ|v(x)||q−1 |v(x)|

≤ 2q−1C
(
|te1|q−1 + |v(x)|q−1

)
|v(x)|

= C ′
(
|te1|q−1|v(x)|+ |v(x)|q

)
.

Et par application de l’inagalité de Young, nous déduisons que pour 0 < ε <
A/2, il existe Cε > 0 tel que

|f(te1(x) + θv(x))v(x)| ≤ ε|te1|q + Cε|v(x)|q. (8)

En revenant à (4) par (5), (7) et (8) et en utilisant l’inégalité de Poincaré,
nous obtenons de (3′)

I (u) ≥ 1

2

(
1− λ1

λ2

)
‖∇v‖2

2 + A |t|q + o(tq−ε) +O (‖∇v‖p2) +O(‖∇v‖q2).

Comme p, q > 2, nous concluons que I (u) ≥ 0 pour u voisin de 0. Le
lemme est démontré.
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Lemme 2 :

Supposons qu’en plus de la condition (2), f satisfait les deux hypothèses
suivantes :

|f ′(u)| ≤ A |u|p−2 +B (9)

pour des constantes convenables A,B > 0.
Il existe des constantes c1, c2 > 0 telles que pour tout u ∈ R

|f(u)u− pF (u)| 6 c1|u|2 + c2. (10)

Alors I satisfait (PS).

Preuve :

On considère une suite de Palais-Smale (un) ⊂ H1
0 (Ω), i.e. telle que

−M ≤ I (un) =
1

2

(
‖∇un‖2

2 − λ1 ‖un‖2
2

)
−
∫

Ω

W (x)F (un)dx ≤M (11)

et

I ′(un)φ =

∫
Ω

(∇un.∇φ− λ1unφ−W (x)f(un)φ) dx −→ 0,∀φ ∈ H1
0 (Ω). (12)

On montre que (un) est bornée dans H1
0 (Ω). Supposons au contraire que

‖∇un‖2 −→ ∞ et posons vn = un ‖∇un‖−1
2 . Alors (vn) converge faiblement

vers v0 ∈ H1
0 (Ω). Vérifions que v0 6= 0. Remarquons d’abord qu’il existe une

suite (zn) ⊂ H1
0 (Ω) telle que

I ′(un)φ =

∫
Ω

∇zn.∇φdx avec ‖∇zn‖2 −→ 0. (13)

En remplaçant φ par un dans (12) et (13) et en les multipliant par 1/2, nous
obtenons avec (11)∫

Ω

W (x)

[
1

2
f(un)(un)− F (un)

]
dx ≤M − 1

2

∫
Ω

∇zn∇undx. (14)

De (14), en utilisant (10) nous arrivons à(
1

2
− 1

p

)∫
Ω

W (x)f(un)(un)dx ≤ C3 + C4 ‖un‖2
2 −

1

2

∫
Ω

∇zn∇undx.

En divisant les deux membres de cette inégalité par ‖∇un‖2
2, alors quand n

tend vers l’infini, et si v0 = 0 nous obtenons

lim
n−→∞

∫
Ω

W (x)
f(un)un

‖∇un‖2
2

dx = 0.
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En posant φ = un dans (12) et (13) et en divisant par ‖∇un‖2
2 nous obtenons

1 = λ1 lim
n−→∞

‖un‖2
2

‖∇un‖2
2

+ lim
n−→∞

∫
Ω

W (x)
f(un)un

‖∇un‖2
2

dx = 0.

C’est une contradiction donc v0 6= 0. Donc en supposant que (un) n’est pas
bornée dans H1

0 (Ω) nous avons

lim
n−→∞

‖vn‖2 = lim
n−→∞

‖un‖2

‖∇un‖2

6= 0.

Divisons (12) par tn := ‖∇un‖2 et faisons tendre n vers l’infini, nous obtenons∫
Ω

(∇v0.∇φ− λ1v0φ) dx = lim
n−→∞

(
tp−2
n

∫
Ω

W (x)
f(un)

tp−1
n

φdx

)
(15)

pour tout φ ∈ H1
0 (Ω). Evaluons l’intégrale du deuxième membre. Pour n

assez grand nous avons

f(‖∇un‖2 v0)

‖∇un‖p−1
2

= |v0|p−2 v0 + o(1).

En effet, d’après (2), pour n assez grand i.e pour tn = ‖∇un‖2 grand nous
avons

f(‖∇un‖2 v0)

‖∇un‖p−1
2

=
f(tnv0)

tp−1
n

=
|tnv0|p−2 tnv0

tp−1
n

+ o(1) = |v0|p−2 v0 + o(1).

Ceci étant nous écrivons que∫
Ω

W (x)
f(un)

tp−1
n

φdx =

∫
Ω

W (x) |v0|p−2 v0φdx+

∫
Ω

W (x)
f(tnvn)− f(tnv0)

tp−1
n

φdx+o(1),

en utilisant le théorème des accroissements finis et l’estimation (2) nous mon-
trons que pour n assez grand, la deuxième intégrale dans le second membre
est négligeable. Par suite (15) devient∫

Ω

(∇v0.∇φ− λ1v0φ) dx = lim
n−→∞

(
tp−2
n

∫
Ω

W (x) |v0|p−2 v0φdx

)
.
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Comme le premier membre est fini et que tn tend vers l’infini nous dédui-
sons que ∫

Ω

W (x) |v0|p−2 v0φdx = 0

pour tout φ ∈ H1
0 (Ω). Donc W |v0|p−2 v0 = 0 p.p. dans Ω, d’où v0 = 0 p.p.

dans Ω+ ∪ Ω−, par suite Supp(v0) ⊂ Ω0. Donc v0 ∈ H1
0 (Ω0) et∫

Ω

(∇v0.∇φ− λ1v0φ) dx = 0 ∀φ ∈ H1
0 (Ω0).

Ceci implique que λ1 est la première valeur propre de (−∆, H1
0 (Ω0)) ce qui

est faux car λ1 < minσ(Ω0) où σ(Ω0) est le spectre de (−∆, H1
0 (Ω0)). Ainsi

la suite (un) est bornée dans H1
0 (Ω).

2.3.1 Existence de solutions

Théorème : Supposons que les hypothèses (1), (2), (3) et (9) sont véri-
fiées. Si en plus la condition (10) est satisfaite, alors le problème (P1) admet
une solution positive.

Preuve : Commençons par remarquer que si v ∈ H1
0 (Ω) à support dans Ω+

(ou v ∈ C∞0 (Ω+)) alors

I(tv) −→ −∞ quand t −→ +∞.

Et d’après les lemmes précédents et cette remarque la valeur

c = inf
γ∈Γ

max
0≤t≤1

I(γ(t)) > 0

où
Γ = {γ ∈ C([0, 1];H1

0 (Ω)) : γ(0) = 0, I(γ(1)) < 0}

définit une valeur critique pour I. La positivité pour au moins un des points
critiques correspondants découle du fait que si γ ∈ Γ alors |γ| ∈ Γ et

I(γ(t)) = I(|γ(t)|) pour tout t ∈ [0, 1].

Par conséquent, pour tout n ∈ N∗, il existe γn ∈ Γ avec γn(t) > 0 pour
tout t ∈ [0, 1], tel que

c ≤ max
t∈[0,1]

I(γ(t)) < c+
1

n
.
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Et le principe d’Ekeland assure l’existence d’un γ∗n ∈ Γ ayant les trois
propriétés suivantes :

c ≤ max
t∈[0,1]

I(γ∗n(t)) 6 max
t∈[0,1]

I(γn(t)) < c+
1

n

max
t∈[0,1]

‖γn(t)− γ∗n(t)‖ ≤ 1√
n

il existe tn ∈ [0, 1] tel que vn = γ∗n(tn) vérifiant :

I(vn) = max
t∈[0,1]

I(γ∗n(t)) et ‖I ′(vn)‖ ≤ 1√
n
.

Ainsi il existe une sous-suite notée aussi (vn) convergeant fortement vers
v ∈ H1

0 (Ω). De la deuxième propriété nous avons aussi γn(t) −→ v dans
H1

0 (Ω), et comme γn(t) ≥ 0 alors v ≥ 0 p.p dans Ω. Puisque v 6= 0 est
solution du problème (P1) nous concluons par le principe de maximum fort
que v > 0 dans Ω.
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Chapitre 3

Résultats d’existence de solutions
pour un problème elliptique
semi-linéaire contenant un terme
indéfini

Dans ce chapitre nous étudions l’existence de solutions positives pour le
problème elliptique avec condition au bord de Neumann suivant

(P )

{
−∆u+m(x)u = a(x)up dans Ω
∂νu = 0 sur ∂Ω,

où Ω est un domaine borné de RN à frontière régulière et ∂ν = ∂
∂ν

est la
dérivée par rapport à la normale unitaire extérieure ν. Les fonctions a et m
sont continues sur Ω. La fonction a est supposée à signe non constant i.e
on suppose qu’elle change de signe sur Ω et donc les ensembles

Ω+ := {x ∈ Ω; a(x) > 0} , Ω− := {x ∈ Ω; a(x) < 0}

sont de mesure non nulle. Enfin l’exposant p est tel que,

1 < p <
N + 2

N − 2
= 2∗ − 1 si N ≥ 3 et p > 1 si N = 1, 2. (?)

3.1 Résultat d’existence de solutions dans le
cas m ≡ 0

On s’intéresse au problème particulier

(P0)

{
−∆u = a(x)up dans Ω
∂νu = 0 sur ∂Ω.
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3.1.1 Existence de solutions

Le théorème suivant donne les conditions nécessaires et suffisantes d’exis-
tence de solutions pour le problème (P0).

Théorème 1 : Le problème (P0) admet des solutions positives si et seulement
si

a change de signe dans Ω (1)

et ∫
Ω

a(x)dx < 0. (2)

Preuve : Les conditions sont nécessaires. En effet soit u ∈ H1(Ω) une solu-
tion positive de l’équation

−∆u = a(x)up, dans Ω (3)

telle que ∂vu = 0 sur ∂Ω.
Remarquons d’abord que, d’après le principe de maximum de Hopf, nous
avons u > 0 dans Ω̄.
De l’équation (3) nous avons∫

Ω

a(x)dx = −
∫

Ω

u−p∆udx,

et en intégrant par parties nous obtenons∫
Ω

a(x)dx = −p
∫

Ω

|∇u|2 u−p−1 < 0.

C’est la condition (2). Pour la condition (1), par la formule de Green et
puisque ∂νu = 0 nous obtenons de (3)

0 = −
∫

Ω

∆udx =

∫
Ω

a(x)updx

comme up > 0 et a est non nulle alors a change de signe.
Les conditions sont suffisantes. Pour prouver l’existence de solutions po-

sitives sous (1) et (2), considérons le problème variationnel suivant.

max{
∫

Ω

a(x)|u|p+1dx; u ∈ S} (6)

où
S := {u ∈ H1(Ω);

∫
Ω

|∇u|2dx = 1}.
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La proposition suivante complète la démonstration du théorème.

Proposition 1 : Sous les conditions (1) et (2), le maximum défini par (6)
est fini et est atteint par une fonction u > 0 dans Ω̄. De plus il existe t > 0
tel que w = tu est une solution de (P0).

Preuve : Posons
I(u) =

∫
Ω

a(x)|u|p+1dx.

Décomposons H1(Ω) sous la forme :

H1(Ω) = R⊕ V,

avec
V = {v ∈ H1(Ω);

∫
Ω

vdx = 0}.

Ainsi tout u ∈ H1(Ω), s’écrira de la manière suivante :

u = t+ v

où
t =

1

|Ω|

∫
Ω

udx et v = u− 1

|Ω|

∫
Ω

udx,

|Ω| désigne la mesure de Ω.
Posons M = supu∈S I(u), alors M ∈ R ∪ {+∞}.
On a M > 0. En effet, en prenant w ∈ S telle que support(w) ⊂ Ω+ nous
voyons que I(w) > 0 et par conséquent M > 0.
Soit maintenant (un) une suite maximisante, c’est à dire un ∈ S et (I(un))
converge vers M avec M ∈ ]0, +∞].
Écrivons selon la décomplosition précédente un = tn + vn.
Nous avons ∫

Ω

|∇un|2dx =

∫
Ω

|∇vn|2dx = 1

et puisque l’injection V ⊂ Lp+1(Ω) est compacte car 1 < p < 2∗ − 1 compte
tenu de la condition (?), nous pouvons supposer que (vn) converge faiblement
vers v dans H1(Ω), fortement dans Lp+1(Ω) et p.p. dans Ω.
Montrons que (|tn|) est bornée. Supposons au contraire que, |tn| → ∞. Alors,
|t−1
n |vn → 0 dans Lp+1(Ω) et∫

Ω

a(x)
∣∣1 + |t−1

n |vn
∣∣p+1

dx→
∫

Ω

a(x)dx < 0

d’après (2).
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Ainsi

I(un) = |tn|p+1

∫
Ω

a(x)
∣∣1 + |t−1

n |vn
∣∣p+1

dx→ −∞

ce qui est absurde car I(un) −→ M > 0. Par conséquent, (tn) est bornée et
nous pouvons supposer qu’elle converge.
Nous concluons que (un) converge vers u faiblement dans H1(Ω) et fortemant
dans Lp+1(Ω). D’où

0 < I(u) = M < +∞.

De plus la convergence faible de (un) vers u dans H1(Ω) implique que

0 <

∫
Ω

|∇u|2 dx ≤ lim
n→∞

∫
Ω

|∇un|2 dx = 1.

Soit α ≥ 1 tel que αu ∈ S. Alors

I (αu) = αp+1I(u) = αp+1M.

Or I (αu) ≤ M ainsi puisque α ≥ 1 nous obtenons α = 1 et par suite u ∈ S
et est solution du problème variationnel (6).
Pour la positivité de u remarquons qu’on pouvait prendre (|un|) au lieu de
(un) puisque la suite (|un|) possède les mêmes propriétés que la suite maxi-
misante (un), nous déduisons donc que u ≥ 0, u 6≡ 0 dans Ω.
Le problème (6) est un problème de maximisation avec contraintes, il existe
alors un multiplicateur de Lagrange λ ∈ R tel que{

−λ∆u = a(x)up, u ≥ 0 dans Ω
∂νu = 0 sur ∂Ω,

Multiplions l’équation par u et intégrons sur Ω, par la formule de Green nous
obtenons

λ

∫
Ω

|∇u|2dx = I(u).

Or ∫
Ω

|∇u|2dx = 1 et I(u) = M

donc λ = M , par suite λ > 0 et le principe du maximum et le lemme de Hopf
impliquent que u > 0 dans Ω̄ car u 6≡ 0.
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Montrons à présent qu’il existe t > 0 tel que w = tu soit solution du
problème (P0). La fonction tu est solution du problème (P0) si

−∆(tu) = a(x)(tu)p

i.e.
−∆u = a(x)tp−1up.

Et puisque −∆u = λ−1a(x)up, nous déduisons que

λ−1a(x)up = a(x)tp−1up

et par suite λ−1 = tp−1 ce qui donne

t = λ
−1
p−1 .

Finalement w = λ
−1
p−1u est une solution positive de (P0).

Remarque : Notons que le Théorème 1 peut-être démontré en utilisant le
lemme du col (Mountain-Pass lemma). En effet, en considérant la fonction-
nelle J définie sur H1 (Ω) par

J(u) =

∫
Ω

(
1

2
|∇u|2 − 1

p+ 1
a(x) |u|p+1

)
dx,

on démontre la proposition suivante.

Proposition : Sous les hyphothèses (1) et (2), la fonctionnelle J est de
classe C1, satisfait la condition de Palais-Smale et vérifie les propriétés géo-
métriques suivantes :
i. ∃ρ, δ > 0 tels que ∀u ∈ H1(Ω), avec ‖u‖ = ρ on a J(u) ≥ δ.
ii. ∃e ∈ H1(Ω) tel que ‖e‖ < ρ, e ≥ 0 vérifiant J(e) < 0 = J(0).
D’après le lemme du col, il existe alors un point critique u 6= 0 de J . En plus
il existe un point critique de J qui est solution positive du problème (P0).
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3.2 Résultat d’existence de solutions dans le
cas m 6≡ 0

Nous nous limitons dans ce paragraphe au cas m = q − τ où q est une
fonction continue sur Ω̄ et τ est un paramètre réel.

Nous considérons ainsi le problème suivant :

(Pτ )

{
−∆u+ (q(x)− τ)u = a(x)up, u > 0 dans Ω
∂νu = 0 sur ∂Ω.

3.2.1 Conditions nécessaires d’existence de solutions

Nous supposons que l’opérateur linéaire L ≡ −∆+q(x) avec les conditions
de Neumann admet 0 comme valeur propre principale, i.e. nous supposons
que la fonction q satisfait l’hypothèse suivante :
Il existe φ > 0 vérifiant{

−∆φ+ q(x)φ = 0, dans Ω
∂νφ = 0 sur ∂Ω.

(7)

Théorème 2 : Sous l’hypothèse (7), si le problème (Pτ ) admet une solu-
tion alors

i.
∫

Ω

a(x)φp+1(x)dx < 0, si τ > 0

ii. Ω+ 6= ∅ si τ < 0.
Si τ = 0 alors les conditions∫

Ω

a(x)φp+1(x)dx < 0 et Ω+, Ω− 6= ∅

sont des conditions de solvabilité du problème (Pτ ).
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Preuve : La preuve est basée sur l’identité différentielle de Picone : Pour
tous ψ ∈ C1(R), u, φ de classe C2 avec u > 0, on a

div
[
ψ

(
φ

u

)
(u∇φ− φ∇u)

]
= ψ

(
φ

u

)
(u∆φ− φ∆u)+ψ′

(
φ

u

)
u2

∣∣∣∣∇(φu
)∣∣∣∣2 .

Si u est une solution de (Pτ ) alors d’après le lemme de Hopf, u > 0 sur Ω̄.
Multiplions l’équation (7) par u−γφ1+γ et (Pτ ) par u1−γφγ et soustrayons, les
termes en q(x) s’éliminent et nous obtenons,

u1−γφγ∆φ− u−γφ1+γ∆u = a(x)up−γφ1+γ + τu1−γφ1+γ. (8)

Remarquons que le premier membre de (8) s’écrit sous la forme

u1−γφγ∆φ− u−γφ1+γ∆u =

(
φ

u

)γ
(u∆φ− φ∆u)

Par application de l’identité de Picone avec ψ(t) = tγ,γ ≥ 0, l’égalité (8)
devient

div
[(

φ

u

)γ
(u∇φ− φ∇u)

]
−γ
(
φ

u

)γ−1

u2

∣∣∣∣∇(φu
)∣∣∣∣2 = a(x)up−γφ1+γ+τu1−γφ1+γ. (9)

En intégrant sur Ω les deux membres de (9), nous obtenons d’après la
formule de la divergence∫

Ω

a(x)up−γφ1+γdx = −γ
∫

Ω

(
φ

u
)γ−1u2|∇(

φ

u
)|2dx− τ

∫
Ω

u1−γφ1+γdx. (10)

L’égalité (10) est valable pour tout γ ≥ 0. Pour γ = p nous aurons∫
Ω

a(x)φ1+γdx = −γ
∫

Ω

(
φ

u
)γ−1u2|∇(

φ

u
)|2dx− τ

∫
Ω

u1−γφ1+γdx,

et si τ > 0 nous déduisons, puisque le second membre est négatif, que∫
Ω

a(x)φ1+γdx < 0.

C’est le point (i) du Théorème 2.
En prenant γ = 0 dans (10) nous arrivons à∫

Ω

a(x)upφdx = −τ
∫

Ω

uφdx.

34



Si τ < 0 alors le second membre est positif car u, φ > 0 dans Ω̄, et la positivité
du premier membre implique que la fonction a est positive dans une partie
de Ω, d’où Ω+ 6= ∅. C’est le point (ii).
Examinons maintenant le cas τ = 0. Si τ = 0 l’égalité (10) nous donne∫

Ω

a(x)up−γφ1+γdx = −γ
∫

Ω

(
φ

u
)γ−1u2|∇(

φ

u
)|2dx. (11)

L’intégrale du second membre de (11) est strictement positive sinon a ≡ 0
car u, φ > 0 sur Ω.
En prenant γ = p nous obtenons∫

Ω

a(x)φ1+γdx < 0,

et si γ = 0 dans (11) alors ∫
Ω

a(x)upφdx = 0

et donc a change de signe dans Ω d’où Ω+, Ω− 6= ∅.
Ceci termine la démonstration du Théorème 2.

3.2.2 Théorème d’existence de solutions

Nous allons voir que les conditions nécessaires d’existence de solutions
citées dans le Théorème 2 sont en fait suffisantes pour assurer, sous certaines
hypothèses, l’existence d’au moins une solution du problème (Pτ ).

Théorème 3 : Supposons que ;
i. Ω+ 6= ∅, Ω− 6= ∅
ii.
∫

Ω

a(x)φp+1dx < 0.

Alors, il existe τ ∗ > 0 tel que le problème (Pτ ) admet une solution pour tout
τ ∈ [0, τ ∗[, et n’a aucune solution pour τ > τ ∗.

Preuve : La preuve de ce théorème est divisée en trois étapes :
1. Pour les grandes valeurs de τ , (Pτ ) n’a pas de solution.
2. Si pour une valeur τ ′ > 0 le problème (Pτ ′) admet une solution alors

(Pτ ) admet une solution pour tout τ tel que 0 < τ 6 τ
′ .

3. Pour les valeurs suffisamment petites de τ ≥ 0 le problème (Pτ ) a une
solution.
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Commençons par le premier point.
Lemme 1 : Si le réel τ > 0 est assez grand alors (Pτ ) n’admet pas de

solution.
Preuve : Soit Br ⊂ Ω+ une boule ouverte de rayon r > 0, et soit λ1 la

première valeur propre de (−∆, H1
0 (Br)) et ψ la fonction propre associée.

Multiplions (Pτ ) par ψ et intégrons sur Br, nous obtenons∫
Br

[(−∆u)ψ + (q(x)− τ)uψ] dx =

∫
Br

a(x)upψdx,

comme
−
∫
Br

ψ∆udx = −
∫
Br

u∆ψdx =

∫
Br

λ1uψdx

nous déduisons que∫
Br

(λ1 + q(x)− τ)uψdx =

∫
Br

a(x)upψdx.

Le second membre étant positif donc λ1 + q(x) − τ > 0 sur Br car uψ > 0
ainsi

τ < λ1 + ‖q‖∞ .

Par conséquent le problème n’admet pas de solution pour les valeurs assez
grandes de τ.

Pour le deuxième point nous avons le lemme suivant.
Lemme 2 : Supposons que pour un certain τ ′ > 0 le problème (Pτ ′) admet

une solution w. Alors pour tout τ tel que 0 < τ ≤ τ ′, (Pτ ) possède une
solution.

Preuve : Pour 0 ≤ τ < τ ′, la fonction w fournit est une sur-solution de (Pτ ).
En effet, puisque q(x)− τ ≥ q(x)− τ ′ et w > 0 nous écrivons

−∆w + (q(x)− τ)w ≥ −∆w + (q(x)− τ ′)w = a(x)wp.

Montrons que pour ε > 0 assez petit εφ est une sous-solution de (Pτ ), où φ
est la fonction vérifiant (7). Soit ε > 0 assez petit de sorte que 0 < εφ < w.
On a φ > 0 sur Ω̄ et

−∆ (εφ) + (q(x)− τ) εφ = ε (−∆φ+ q(x)φ)− τεφ = −τεφ < 0,

d’après (7). Ainsi en choisissant convenablement ε assez petit nous obtenons

−∆ (εφ) + (q(x)− τ) εφ < a(x) (εφ)p ,
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et par suite εφ sera une sous-solution de (Pτ ). Et par la théorie de sous et
sur-solutions nous déduisons que (Pτ ) admet pour tout 0 < τ ≤ τ ′ une solu-
tion u telle que εφ < u < w.

Lemme 3 : Il existe τ1 > 0 tel que pour tout τ , 0 6 τ ≤ τ1, le problème (Pτ )
a une solution.

Preuve : Considérons le problème variationnel suivant :

max

{∫
Ω

a(x) |u|p+1 ; u ∈ Bτ

}
(12)

où

Bτ =

{
u ∈ H1(Ω); Nτ (u) :=

∫
Ω

|∇u|2 + (q(x)− τ)u2dx ≤ 1

}
.

On notera
Sτ =

{
u ∈ H1(Ω); Nτ (u) = 1

}
.

La démonstration du lemme 3, découle de la proposition suivante.

Proposition 2 : Si les hypothèses (i) et (ii) du Théorème 3 sont satisfaites,
alors il existe τ1 > 0 tel que pour tout τ ∈ [0, τ1], le problème variationnel
(12) admet une solution u > 0, u 6= 0. De plus, cette solution u est sur Sτ ,
et le maximum dans (12) est positif.

La démonstration est similaire à celle de la proposition 1 du paragraphe 3.3.1.

Revenons à la démonstration du lemme 3. Le problème (12) s’écrit sous la
forme

max {I(v); Nτ (v) ≤ 1}

où
I(v) =

∫
Ω

a(x)|v|p+1dx.

Soit u la solution de (Pτ ) assurée par la proposition.
Montrons que N ′τ (u) 6= 0. Supposons au contraire que N ′τ (u) = 0.
Alors u serait solution du problème{

−∆u+ (q(x)− τ)u = 0 dans Ω
∂νu = 0 sur ∂Ω.

(13)
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Puisque u ≥ 0 et u 6≡ 0, le principe du maximum entraine que u > 0, chose
qui n’est garantie que si τ = 0, et par suite de (13) et (7) nous déduisons que
u = tφ pour un certain t > 0. En remplaçant nous trouvons

I (u) = I (tφ) = tp+1

∫
Ω

a(x)φp+1dx,

nous déduisons d’après la condition (ii) du Théorème 2 que I(u) < 0, ce qui
est absurde car I(u) > 0. Donc N ′τ (u) 6= 0. Il existe alors un multiplicateur
de Lagrange λ ∈ R tel que

λN ′τ (u) = I ′(u)

ce qui donne{
2λ (−∆u+ (q(x)− τ)u) = (p+ 1)a(x)up dans Ω
∂νu = 0 sur ∂Ω.

En posant α = 2λ/(p+ 1) ce problème s’écrit,{
α (−∆u+ (q(x)− τ)u) = a(x)up dans Ω
∂νu = 0 sur ∂Ω.

(14)

Multiplions (14) par u et intégrons sur Ω, nous obtenons

αNτ (u) = I(u),

comme u ∈ Sτ d’après la proposition 2, alors Nτ (u) = 1 et par suite

α = I(u),

donc α > 0, et
v = α−

1
p−1u

est une solution du problème (Pτ ).
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