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Résumé

Dans cette thèse, nous présentons quelques résultats d'existence de solutions

pour un problème aux limites de type Dirichlet associé à une équation ellip-

tique. L'objectif de notre travail est de déterminer des conditions su�santes sur

la non linéarité permettant la solvabilité de ces problèmes. Nous nous sommes

intéréssées aux solutions positives et aux solutions symétriques radiales. Notre

approche est basée sur l'application d'une des variantes du théorème de Kras-

noselskii.

Mots-clés : Théorème de Krasnoselskii, cône, solution positive, fonction de

Green, solution radiale symétrique, inégalité d'Harnack.



Abstract

In this thesis we present some existence results of solutions for a Dirichlet

boundary value problems associated to an elliptic equation. The aim of our

work is to �nd su�cient conditions on the nonlinearity for the solvability of

these problems. We are interested to positive solutions and symmetric radial

solutions. Our approach is based on the application of one variant of Krasno-

selskii theorem.

Keywords : Krasnoselskii theorem, cone, positive solution, Green's func-

tion, symmetric radial solution, Harnack's inequality.





Notations

Rn : Espace euclidien de dimension n.

I : l'intervalle [0, 1] .

Ω : Fermeture de Ω.

∂Ω : La frontière de Ω.

V ⊂⊂ U : V ⊂ V ⊂ U tel que V est compact.

∇u =
(
∂u
∂x1
, ∂u∂x2 , ...,

∂u
∂xn

)
: Gradient de u.

∆u = ∂2u
∂x21

+ ∂2u
∂x22

+ ...+ ∂2u
∂x2n

: Le laplacien de u.

Dαu = ∂|α|u
∂
α1
x1 ...∂

αn
xn

C(Ω,R) : Espace des fonctions continues sur Ω à valeurs dans R.

C1(Ω,R) : Espace des fonctions de classe C1 sur Ω à valeurs dans R..

C2(Ω,R) : Espace des fonctions de classe C2 sur Ω à valeurs dans R.

C2(Rn,R) : Espace des fonctions de classe C2 sur Rn à valeurs dans R..

C∞0 (Ω,R) : Espace des fonctions in�niment dérivables à support compact.

Wk,2
0 (0, 1) =

{
u ∈ L2(0, 1), Dαu ∈ L2(0, 1),∀α telque |α| ≤ k

}
H1

0(0, 1) : W k,2
0 (0, 1) (Espace de Sobolev avec trace nulle).



Abréviations

EDO Equations di�érentielles ordinaires.

EDP Equations aux dérivées partielles.
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Introduction

Les chercheurs se sont interessés à la mathématique des équations aux déri-

vées partielles (EDP) dès le XVIIème siècle comme entémoignent les nombreux

travaux de cette époque, ces équations apparaissent naturellement dans la mo-

délisation de nombreux problèmes. On dénombre ainsi une grande variété de

modèles physiques introduits dans les travaux de Cauchy, d'Alembert, Euler,

Hamilton, Jacobi, Lagrange, Laplace,.. etc. Avant que les travaux de Riemann,

Poincaré, Hilbert ne viennent enrichir ce domaine de recherche au milieu du

XIXème siècle. A partir de là, les EDP gagnent leur titre de noblesse permet-

tant, de répondre aux interrogations posées par les scienti�ques de diverses

spécialisations.

Le champ d'application des équations aux dérivées partielles non linéaires

est assez large. Elles sont présentes dans les sciences appliquées : Physique, Chi-

mie, et Biologie (voir par exemple [29]). L'un des principaux domaines pour le

développement des EDP non linéaires est l'étude de la propagation des ondes.

Viennent ensuite les équations liées aux phénomènes chimiques et biologiques,

ainsi que les équations liées à la mécanique des solides, la dynamique des �uides,

l'acoustique, l'optique non linéaire, la physique des plasmas, la théorie quan-

tique des champs et l'ingénierie.

Les trois classes d'EDP (elliptiques, hyperboliques et paraboliques)(voir [8],

[10], [37]), servent à analyser et à comprendre certains phénomenes naturels.

Par exemple l'équation de la chaleur (parabolique) modélise des phénomènes

de di�usion de la chaleur ou de la matière, ou encore d'une charge électrique.

L'équation des ondes (hyperbolique) modélise des phénomènes de propagation,
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comme celle du son ou de la lumière. On note aussi parmi les problèmes qui sont

modélisés par des EDP non linéaires, le problème elliptique associé à l'équa-

tion de Poisson appelée aussi équation de Laplace soumise à des conditions aux

limites de type Dirichlet

{
−∆u = f dans Ω

u = 0 sur ∂Ω
(0.1)

Cette équation intervient dans de nombreux domaines des mathématiques

et de ses applications. En dimension 2, il s'agit de l'équation de la membrane

élastique où f représente une densité volumique de forces et u représente le

déplacement vertical d'une membrane qui occupe la position Ω au repos. La

condition limite u = 0 sur ∂Ω signi�e que la membrane est �xée sur le bord.

Plus généralement, le problème (0.1) intervient dans les équations relatives au

potentiel newtonien.

Sur de nombreux points les équations aux dérivées partielles semblent gé-

néraliser au contexte multidimensionnel les équations di�érentielles ordinaires

(EDO) qui elles aussi sont un monument des mathématiques, elles apparaissent

dans presque tous les domaines de la science et de la technique (voir [1] [11],

[16], [34], [41]). Par exemple, le problème aux limites à trois points associé à

l'équation di�érentielle

u′′ + f(t, u(t)) = 0, 0 < t < 1,

découle de la modélisation du �ux thermique (voir [23]).

Ce type de problème se pose dans l'étude des états d'équilibre d'une barre

chau�ée d'une longueur égale à 1. Dans ce cas, deux contrôleurs en t = 0 et

t = 1, ajoutent ou suppriment la chaleur selon les températures détectées par

deux capteurs en t = ξ et t = η.

Les mathématiciens se posent naturellement des questions liées essentielle-

ment à l'existence des solutions ayant une certaine régularité mathématique et

un certain sens physique. Ces di�érentes situations conduisent à des problèmes
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riches et intéressants. Pour répondre à certaines de ces questions mathéma-

tiques, il faut s'en remettre à certains outils de base tels que les théorèmes de

point �xe, le degré topologique, les méthodes variationnelles et les méthodes

numériques.

La théorie du point �xe est d'une importance capitale dans l'étude d'existence

des solutions, en particulier des solutions positives puisque ce sont les seules

qui peuvent être utilisées dans la pratique car correspondent à des paramètres

utilisés dans di�érentes lois de la physique (la densité, la température, etc...).

Pour toutes ces raisons, la théorie de point �xe apparait comme une branche

cardinale de l'analyse non linéaire. (voir [2], [42], [21], [26], [20]).

Le concept de la méthode du point �xe a été prouvé en premier lieu, par

Banach en 1922 puis développé par plusieurs mathématiciens dont Brouwer et

Schauder en 1930 et Krasnoselskii en 1955. Le théorème de Krasnoselskii et

ses généralisations ont été appliqués avec succès pour l'étude des problèmes

aux limites non linéaires associés à des équations di�érentielles ordinaires ou à

des équations aux dérivées partielles. Il est utilisé non seulement pour montrer

l'existence et la multiplicité de solutions, mais aussi pour les localiser dans un

anneau conique ou dans d'autres domaines de ce type. Une littérature riche a été

produite sur ce sujet(voir par exemple [28]). Krasnoselskii lui même a appliqué

son théorème pour l'étude des solutions périodiques d'un système d'équations

di�érentielles ordinaires. La version la plus utilisée du théorème de Krasnosels-

kii est celle dans un cône. Elle se présente en deux parties : la première dite

forme compressive a beaucoup de ressemblance avec les théorèmes de Brouwer

et Schauder tandis que la deuxième partie, dite expansive, complète la première.

Il existe une autre variante du théorème de krasnoselskii : celle dans un double

cône. Cette version n'a été largement explorée que récemment et seulement pour

des problèmes aux limites associés à des équations di�érentielles (voir [32], [12]),

et à notre connaissance jamais utilisée pour les équations aux dérivées partielles.

La méthode du point �xe est basée sur le théorème de point �xe qui a la



formulation suivante : T : X → X tel que X un espace de Banach et T

un opérateur véri�ant certaines hypothèses spéci�ques (continuité, compacité,

contraction), alors T admet un point �xe dans X. Dans ce travail, nous mon-

trons l'existence de solutions positives pour des problèmes de Dirichlet de la

forme : {
Lu = f(t, u) dans Ω

u = 0. sur∂Ω

où L un opérateur di�érentiel .

Notre approche est basée sur l'application du théorème de compression-

expansion de Krasnoselskii. Ce théorème est le plus souvent utilisé pour des

problèmes aux limites associés à des équations di�érentielles (voir [40], [30],

[35], [17], [25]). Récemment, il a été mis à contribution dans le cas des équa-

tions aux dérivées partielles(voir [38], [33], [39]). Ces dernières peuvent être

réduites en équations di�érentielles ordinaires dans le cas où les solutions re-

cherchées sont radiales(voir [18], [31], [15]).

Ce mémoire est constitué de deux chapitres. Dans le premier nous intro-

duisons quelques dé�nitions et notations qui seront utilisées dans ce manuscrit

et nous présentons aussi quelques théorèmes de point �xe. Dans le deuxième

chapitre, nous aborderons quelques applications du théorème de Krasnoselskii

dans un cône et nous discutons l'existence de solution positive et de solution sy-

métrique radiale, en se basant sur les documents de références (voir [9], [24], [4]).



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons quelques notions essentielles au déve-

loppement de notre travail. Nous rappelons aussi certaines dé�nitions d'analyse

fonctionnelle utilisées tout au long de ce manuscrit.

1.1 Quelques dé�nitions et notations

Soit I un intervalle de R. On note par E l'espace de Banach des fonctions à

valeurs réelles dé�nies et continues sur I, i.e.

E = {u/ u : I → R continue} , (1.1)

muni de la norme :

‖u‖∞ = sup
t∈I
|u(t)| . (1.2)

Dé�nition 1.1.1. Une partie B de E est dite uniformément bornée dans E si

et seulement si

∃δ > 0,∀f ∈ B, ‖f‖∞ ≤ δ.

Dé�nition 1.1.2. Une partie B de E est dite équicontinue si

∀ε > 0,∃ηε > 0, ∀x, y ∈ I, |x− y| < ηε =⇒ |f(x)− f(y)| < ε ∀f ∈ B.

Dé�nition 1.1.3. Une partie d'un espace de Banach E est dite relativement

compacte si et seulement si son adhérence est compacte.



1.1. Quelques dé�nitions et notations 6

Lemme 1.1.1. ( d'Ascoli-Arzéla) Une partie B de E est dite relativement

compacte si :

1. B est équicontiue dans I,

2. B est uniformément bornée dans E.

Dé�nition 1.1.4. Soit F un espace de Banach. L'application f : E −→ F est

dite compacte si f est continue sur E et f(E) est relativement compacte dans

F .

Dé�nition 1.1.5. L'application f : E −→ F dite complètement continue si

1. f est continue sur E,

2. ∀B ∈ E; B un borné =⇒ f(B) est relativement compacte dans F .

Dé�nition 1.1.6. L'application f : E −→ E dite contractante, s'il existe une

constante 0 < K < 1 telle que

‖fx− fy‖E ≤ K‖x− y‖E, pour tout x, y ∈ E

Dé�nition 1.1.7. Soit K un sous ensemble convexe fermé de E. On dit que

K est un cône s'il véri� les conditions suivantes

1. K 6= ∅,

2. λK ⊂ K pour tout λ ≥ 0,

3. K ∩ (−K) = {0}.

1.1.1 Laplacien de fonction possédant la symétrie radiale

Dé�nition 1.1.8. Une fonction u : Rn −→ R est dite à symétrie radiale s'il

existe une fonction v : R −→ R telle que

u(x) = v(|x|)

Le calcul du laplacien de fonction à symétrie radial pour r = |x| est donné
par :

∆u(x) =
d2

dr2
v(r) +

n− 1

r
v(r).
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En e�et, on a r = |x| =
√
x2

1 + ...+ x2
n,

alors ∂u
∂xi

= ∂v
∂r .

∂r
∂xi

= xi
r .

∂v
∂r ,

aussi ∂
2u
∂x2i

= ∂
∂xi

(
∂u
∂xi

)
= x2i

r2 .
∂2v
∂r2 +

(
1
r −

x2i
r3

)
∂v
∂r .

Ainsi, on obtient le résultat en sommant

∆u(x) =
n∑
i=1

∂2u

∂x2
i

=
d2

dr2
v(r) +

n− 1

r
v(r)

1.1.2 Fonction harmonique

Dé�nition 1.1.9. Soit Ω un ouvert de Rn et soit f une fonction telle que

f : Ω −→ R, si f est de classe C2(Ω,R) et si ∆f = 0 alors on dit que la

fonction f est harmonique .

1.1.3 Inégalité de Harnack

Théorème 1.1.1. [14] Pour tout V ⊂⊂ U ouvert connexe, il existe une

constante positive c qui dépend seulement de V tel que pour toute fonction

harmonique positive ou nulle dans U ,

sup
V
u ≤ c inf

V
u.

En particulier pour tout x, y ∈ V

1

c
u(y) ≤ u(x) ≤ cu(y).

1.1.4 Fonction superharmonique

Soit Ω un domaine borné de Rn (n ≥ 1). On note par C0(Ω,R) l'espace de

Banach, dé�ni par

C0(Ω,R) = {v ∈ C(Ω,R), v = 0 sur ∂Ω}, (1.3)

muni de la norme

‖v‖0 = sup
x∈Ω

|v(x)|. (1.4)
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Dé�nition 1.1.10. [4] une fonction superharmonique dans un domaine Ω ⊂
Rn est une fonction u ∈ C1(Ω,R) avec ∆u ≤ 0 au sens des distributions

c'est-à-dire ∫
Ω

∇u∇v ≥ 0 pour tout v ∈ C∞0 (Ω,R)

tel que v(x) ≥ 0 sur Ω.

1.1.5 Inégalité de Harnack faible globale

Nous présentons l'inégalité de Harnack faible pour des fonctions superhar-

moniques. Soit Ω ⊂ Rn un domaine borné.

Proposition 1.1.1. [4] Il existe un ensemble K ⊂ Ω compact et un nombre

positif α tel que

u(x) ≥ α‖u‖0

pour tout x ∈ K et pour toute fonction superharmonique positive u ∈ C1(Ω,R)

avec u = 0 sur ∂Ω.

1.1.6 Opérateur de Nemystkii

Dé�nition 1.1.11. Soit Ω ⊂ Rn ouvert borné, une fonction f : Ω× R −→ R
est dite de Carathéodory si, et seulement si

i) f(., t)est mesurable sur Ω pour tout t ∈ R.
ii) f(x, .) est continue sur R pour presque tout x ∈ Ω.

Dé�nition 1.1.12. On dit que F est un opérateur de Nemyskii, associé à une

fonction de Carathéodory f : Ω× R −→ R s'il est dé�ni par

F (u)(x) = f(x, u(x)).

1.2 Fonction de Green

La fonction de Green a été introduite par George Green en 1828. Elle est uti-

lisée dans la résolution des équations linéaires à coe�cients constants (qu'elles

soient di�érentielles ou aux dérivées partielles) ou pour la transformation des

équations di�érentielles en équations intégrales.
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1.2.1 Détermination de la fonction de Green

Soient (a, b) un intervalle de R et q : (a, b) −→ R une fonction continue.

Considérons l'équation di�érentielle suivante :

(Lu)(x) = −u′′(x) + q(x)u(x) = f(x), (1.5)

où f est une fonction donnée supposée continue par morceaux et

L =
−d2

dx2
+ q(x), (1.6)

est l'opérateur di�érentiel de type Sturn-Liouville, avec les conditions aux li-

mites suivantes :

α1u(a) + β1u
′(a) = 0, (1.7)

α2u(b) + β2u
′(b) = 0, (1.8)

où αi, βi, i = 1, 2 sont des constantes données.

Dans le cas où αi = 0, on a des conditions de Neumann,

dans le cas où βi = 0, on a des conditions de Dirichlet.

La fonction de Green associée à l'équation (1.5) est la fonction G véri�ant

pour chaque y �xé dans (a, b), l'équation di�érentielle suivante :[−d2

dx2
+ q(x)

]
G(x, y) = δ(x− y). (1.9)

où δ est la distribution de Dirac.

La fonction G doit satisfaire les mêmes conditions aux limites (1.7), (1.8) en

x = a et x = b .

Si on arrive à déterminer la fonction G, alors une solution u de (1.5), s'écrit :

u(x) =

∫ b

a

G(x, y)f(y)dy.

Pour y ∈ (a, b) �xé, on détermine la fonction G(x, y), en tant que fonction de

x, véri�ant les conditions suivantes :
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i) G(x, y) satisfait l'équation (1.9) sur (a, y) et sur (y, b),

ii) G(x, y) satisfait les conditions aux limites homogènes (1.7)-(1.8) en x = a

et en x = b,

iii) G(x, y) est continue en x = y ,i.e.,

G|x=y+ −G|x=y− = 0,

iv) ∂
∂xG(x, y) est discontinue en x = y ,i.e.,

∂

∂x
G|x=y+ −

∂

∂x
G|x=y− = −1.

1.2.2 Construction de la fonction de Green

On désigne par Φa une solution de LG = 0 véri�ant (1.7) et par Φb une

solution de LG = 0 qui satisfait la condition (1.8). Supposons que Φa, Φb deux

fonctions linéairement indépendantes sur (a, b) ,i.e,

∀λ1, λ2 ∈ R, λ1Φa + λ2Φb = 0 =⇒ λ1 = λ2 = 0,

alors pour y �xé, ils existent µ et γ qu'on peut déterminer à partir des conditions

iii) et iv) qui peuvent dépendre de y tels que

G(x, y) =

{
µΦa(x) si x ≤ y

γΦb(x) si y ≤ x

donc

G(x, y) =
−1

w(y)

{
Φa(x)Φb(y) si x ≤ y

Φa(y)Φb(x) si y ≤ x
(1.10)

où w(y) = Φa(y)Φ′b(y)− Φ′a(y)Φb(y) est le Wronskein de Φa et Φb.

Exemple 1.2.1. Détermination de la fonction de Green associée au problème :{
−u′′(x) = f(x) si 0 < x < 1

u(0) = 0, u(1) = 0
(1.11)



le problème non homogène aux conditions homogènes admet comme seule so-

lution, la solution triviale u = 0, donc la fonction de Green G(x, y) existe.

Soient Φ1,Φ2 deux fonctions linéairement indépendantes véri�ant :{
Φ′′1(x) = 0

Φ1(0) = 0
(1.12)

{
Φ′′2(x) = 0

Φ2(1) = 0
(1.13)

Les solutions des problème (1.12) et (1.13) sont données par

Φ1(x) = x,Φ2(x) = x− 1.

En utilisant la dé�nition du Wronskein, et par (1.10), nous avons

w(x) = Φ1(x)Φ′2(x)− Φ′1(x)Φ2(x) = 1,

et

G(x, y) =

{
x(1− y) si 0 ≤ x ≤ y ≤ 1

y(1− x) si 0 ≤ y ≤ x ≤ 1

1.3 Quelques théorèmes du point �xe

La théorie du point �xe est utilisée dans l'étude de l'existence des solutions

pour des problèmes aux limites non linéaires. De nombreux résultats d'existence

sont obtenus à partir des théorèmes de points �xes, en transformant le problème

d'existence en un problème de point �xe. Etant donnés un ensemble M et une

application T : M → M , on s'intéresse à donner des conditions su�santes sur

T et M pour que T ait un point �xe (On appelle point �xe tout point x dans

M tel que T (x) = x). Ces résultats théoriques nous permettent de montrer

l'existence des solutions sans les déterminer explicitement.

Dans ce chapitre, nous présentons quelques théorèmes qui assurent l'exis-

tence de points �xes, tels que les théorèmes de Banach, Brouwer, Schauder et

Krasnoselskii (voir [44],[22]).
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1.3.1 Théorème de Banach

Le théorème de point �xe de Banach appelé aussi théorème de l'application

contractante prouvé en 1922, fournit un algorithme d'approximation du point

�xe comme limite d'une suite itérée. Il permet de montrer qu'une application f

admet sous certaines conditions un point �xe dans un espace métrique complet.

Théorème 1.3.1. Soit E un espace métrique complet (non vide). Si

f : E → E est une contraction, alors f admet un unique point �xe dans E.

1.3.2 Théorème de Brouwer

Le théorème de point �xe de Brouwer fait partie des théorèmes de points �xes

les plus utilisés. Sous sa forme la plus simple, ce théorème exige uniquement

la continuité de l'application d'un intervalle fermé borné dans lui-même. Et de

façon plus générale, l'application continue doit être dé�nie dans un convexe

compact d'un espace euclidien dans lui-même.

Théorème 1.3.2. Soit M un compact, convexe non vide de Rn et f : M →M

une application continue. Alors f admet au moins un point �xe dans M .

1.3.3 Théorème de Schauder

Le théorème du point �xe de Schauder établi en 1930, est l'analogue du

théorème de Brouwer, transposé en dimension in�nie.

Théorème 1.3.3. Soit A un sous ensemble non vide, convexe, fermé et borné

de E. Si f : A→ A est une application compacte, alors f admet un point �xe

dans E.

Théorème 1.3.4. (Alternative non linéaire de Leray-Schauder)

Soit E un espace de Banach et U un ouvert, borné de E, tel que 0 ∈ U . Si

f : U → E est une application compacte, alors

i) f admet un point �xe dans U ,

ou bien

ii) ∃x ∈ ∂U, ∃t ∈ [0, 1] : x = tf(x).
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1.3.4 Théorème de point �xe de Krasnoselskii

En 1955, Krasnoselskii a combiné le théorème de point �xe de Banach et

celui de Schauder et a élaboré un nouveau théorème qui a�rme que dans un

convexe compact, tout opérateur qui s'écrit comme la somme d'un opérateur

compact et d'une contraction admet un point �xe. Le théorème de point �xe

de krasnoselskii a été utilisé pour étudier l'existence et la multiplicité de solu-

tions pour des problèmes non linéaires de di�érents types. Ce théorème a fait

l'objet de plusieurs articles de recherche et possède de nombreuses applications

intéressantes (voir [6], [7], [43]).

La version la plus utilisée du théorème de Krasnoselskii, est celle dans un

cône, elle se présente en deux parties. La première dite forme compressive. La

deuxième partie dite expansive, complète la première.

Théorème 1.3.5. (Théorème de Guo-Krasnoselskii)[9]. Soit (E, ‖, ‖) un es-

pace de Banach et K un cône dans E. Supposons que Ω1 et Ω2 deux sous

ensembles ouverts dans E, avec 0 ∈ Ω1 ⊂ Ω1 ⊂ Ω2, et A opérateur complète-

ment continu, A : K ∩ (Ω2\Ω1) −→ K. Si

i) ‖Au‖ ≤ ‖u‖;∀u ∈ K ∩ ∂Ω1 et ‖Au‖ ≥ ‖u‖;∀u ∈ K ∩ ∂Ω2,

ou

ii) ‖Au‖ ≥ ‖u‖;∀u ∈ K ∩ ∂Ω1 et ‖Au‖ ≤ ‖u‖;∀u ∈ K ∩ ∂Ω2

Alors, A admet un point �xe dans K ∩ (Ω2\Ω1).

Démonstration. [27] La preuve de i)

Soit p0 un élément de K, supposons que 0 < R1 < 1 < R2 <∞ tel que

Ω1 = {x ∈ E, ‖x‖ < R1}, Ω2 = {x ∈ E, ‖x‖ < R2},

et

‖p0‖ >
1

1−R1

(
R2

1 +R1 sup
y∈K,‖y‖=R1

‖Ay‖
)
. (1.14)
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Dé�nissons l'opérateur Ā par

Āx =


‖x‖
R1
A( R1

‖x‖x) + (1−R1)p0 si 0 ≤ ‖x‖ ≤ R2
1,

‖x‖
R1
A( R1

‖x‖x) + ‖x‖
R1
.R1−‖x‖
‖x‖ p0, si R2

1 ≤ ‖x‖ ≤ R1,

Ax si R1 ≤ ‖x‖ ≤ R2,

A( R2

‖x‖x), si ‖x‖ ≥ R2

(1.15)

Il est facile de montrer que Ā est complètement continu et transforme le cône

K en sous ensemble compact. Par le principe de schauder Ā admet un point

�xe x0 dans K, reste à véri�er que x0 ∈ K ∩ (Ω2\Ω1), pour cela il su�t de

montrer que R1 < ‖x0‖ < R2.

Supposons que ‖x0‖ ≤ R2
1, alors

x0 =
‖x0‖
R1

A
( R1

‖x0‖
x0

)
+ (1−R1)p0,

ceci implique

‖x0‖ =
∥∥∥‖x0‖
R1

A
( R1

‖x0‖
x0

)
+ (1−R1)p0

∥∥∥,
et donc

‖p0‖ ≤
1

1−R1

(
R2

1 +R1

∥∥∥A( R1

‖x0‖
x0

)∥∥∥),
on a ‖ R1

‖x0‖x0‖ = R1, alors contradiction avec (1.14).

Pour R2
1 < ‖x0‖ < R1, x0 un point �xe de Ā alors

R1

‖x0‖
x0 = A

( R1

‖x0‖
x0

)
+
R1 − ‖x0‖
‖x0‖

p0,

ce qui donne
R1

‖x0‖
x0 ≥ A

( R1

‖x0‖
x0

)
,

contradiction avec i).

soit ε > 0, pour ‖x0‖ > R2, x0 un point �xe de Ā alors

x0 = A
( R2

‖x0‖
x0

)
,
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qui est equivalent à

A
( R2

‖x0‖
x0

)
= (1 + ε)

R2

‖x0‖
x0 avec ε =

x0

R2
− 1,

contradiction

Donc Ax0 = x0 pour R1 ≤ ‖x0‖ ≤ R2 .

Remarque 1. Pour la preuve de ii), nous suivons les mêmes étapes que la

démonstration de i) (voir [27]).

1.3.5 Extensions du théorème de Krasnoselskii

Les extensions du théorème de Krasnoselskii les plus fréquemment utili-

sées pour obtenir la multiplicité de solutions sont celles de Leggett-Williams et

Avery-Peterson.

Ceux-ci peuvent être formulés comme suit :

Théorème de Leggett-Williams [28]

Théorème 1.3.6. Soit α : K → [0,+∞) une fonction continue concave et

α(x) ≤ ‖x‖. Pour a, b, c, d des nombres réels tels que 0 < a < b < d ≤ c, nous

dé�nissons l'ensemble

Kα(b, d) = {x ∈ K, b ≤ α(x), ‖x‖ ≤ d} .

Si T : k(0, c)→ k(0, c) est complètement continu et véri�e :

1. {x ∈ Kα(b, d);α(x) > b} 6= ∅ et α(Tx) > b, ∀x ∈ Kα(b, d).

2. ‖Tx‖ < a, pour ‖x‖ ≤ a.

3. α(Tx) > b, pour x ∈ Kα(b, c), avec ‖Tx‖ > d.

Alors T admet au moins trois points �xes.
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Théorème de Avery et Peterson [3]

Soient γ, θ, α, et ψ des fonctionnelles non négatives continues dans le cône

K. Alors pour des nombres positifs a, b, c et d, nous dé�nissons les ensembles

suivants :

K(γ, d) = {u ∈ K; γ(u) < d} ,

K(γ, d) = {u ∈ K; γ(u) ≤ d} ,

K(γ, α, b, d) = {u ∈ K; b ≤ α(u) et γ(u) ≤ d} ,

K(γ, θ, α, b, c, d) = {u ∈ K; b ≤ α(u), θ(u) ≤ c et γ(u) ≤ d} ,

et

R(γ, ψ, a, d) = {u ∈ K; a ≤ ψ(u), et γ(u) ≤ d} .

Théorème 1.3.7. Soient K un cône de E, γ, θ deux fonctionnelles non né-

gatives continues convexes dans le cône K, α une fonctionnelle non négative

continue concave dans K, et ψ une fonctionnelle non négative continue de K,

véri�ant ψ(λu) ≤ λψ(u) pour 0 ≤ λ ≤ 1 et pour des nombres positifs M et d

tels que :

α(u) ≤ ψ(u) et ‖u‖ ≤Mγ(u); ∀u ∈ P (γ, d).

Supposons que T : K(γ, d) → K(γ, d) est complètement continu, et qu'il

existe des nombres positifs a, b et c avec a < b, tels que :

(i) {u ∈ K(γ, θ, α, b, c, d); α(u) > b} 6= ∅ et α(Tu) > b pour u ∈ K(γ, θ, α, b, c, d),

(ii) α(Tu) > b pour u ∈ K(γ, α, b, d) avec θ(Tu) > c,

(iii) 0 /∈ R(γ, ψ, a, d) et ψ(Tu) < a pour u ∈ R(γ, ψ, a, d) avec ψ(u) = a.

Alors T admet au moins trois points �xes u1, u2, u3 ∈ P (γ, d) tels que :

b < α(u1), a < ψ(u2) pour α(u2) < b, et ψ(u3) < a.

Théorème de point �xe dans un double cône [19]

Une des variantes du théorème de krasnoselskii est celle dans un double cône,

qui peut être utilisée pour montrer l'existence et la multiplicité de solutions po-

sitives dans le cas ou la nonlinéarité change de signe.



Soient E un espace de Banach muni de la norme ‖.‖, K ⊂ E un cône et a

une constante positive. Nous dé�nissons les ensembles suivants :

Ka = {x ∈ K : ||x|| < a} ,

∂Ka = {x ∈ K : ||x|| = a} ,

et si α : K → R+ une fonctionnelle continue telle que α(λx) ≤ α(x) pour

λ ∈ (0, 1), nous dé�nissons

K(b) = {x ∈ K : α(x) < b} ,

∂K(b) = {x ∈ K : α(x) = b} ,

et

Ka(b) = {x ∈ K : a < ||x||, α(x) < b} ,

où a et b sont des constantes positives.

Théorème 1.3.8. Soient K,K ′ deux cônes de E tels que K ′ ⊂ K. Supposons

que T : K → K et T ∗ : K ′ → K ′ deux opérateurs complètement continus

et α : K ′ → R+ une fonctionnelle continue véri�ant α(x) ≤ ||x|| ≤ Mα(x)

pour tout x ∈ K ′, où M est une constante telle que M ≥ 1. S'il existe des

constantes b > a > 0 telles que

(C1) ||Tx|| < a pour x ∈ ∂Ka,

(C2) ||T ∗x|| < a pour x ∈ ∂K ′a et α(T ∗x) > b pour x ∈ ∂K ′(b),
(C3) Tx = T ∗x, pour x ∈ K ′a(b) ∩ {u : T ∗u = u}.
Alors T admet au moins deux points �xes x1 et x2 dans K, tels que

0 ≤ ||x1|| < a < ||x2||, α(x2) < b.



Chapitre 2

Quelques applications du théorème de

Krasnoselskii

2.1 Application du théorème de Krasnoselskii sur une

EDO

2.1.1 Introduction

Dans cette section, en appliquant le théorème (1.3.5), nous montrons l'exis-

tence d'au moins une solution positive pour le problème de Dirichlet associé à

une équation di�érentielle ordinaire du second ordre suivant{
−u′′(x) = f(x, u(x)); x ∈ [0, 1]

u(0) = u(1) = 0
(2.1)

où f : [0, 1]× R+ −→ R+ une fonction continue.

la technique conventionnelle est de faire une formulation abstraite du pro-

blème, en précisant l'espace de Banach qui intervient, passer aux opérateurs

intégraux associés en utilisent le fonction de Green, dé�nir l'application

T : M → M et imposer des conditions su�santes sur T et M pour que T ait

un point �xe.
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2.1.2 Résultats auxiliaires

Nous présentons quelques lemmes utiles pour prouver notre résultat princi-

pal.

Lemme 2.1.1. Le problème suivant :

u′′(x) + f(x) = 0 (2.2)

u(0) = u(1) = 0 (2.3)

admet une unique solution,

u(x) =

∫ 1

0

x(1− s)f(s)ds−
∫ x

0

(x− s)f(s)ds. (2.4)

Démonstration. Par (2.2), nous avons

u′′(x) = −f(x).

Pour t ∈ [0, 1] on intègre les deux cotés de zéro à x, on obtient

u′(x) = u′(0)−
∫ x

0

f(s)ds,

et

u(x) = u′(0)x−
∫ x

0

(

∫ r

0

f(s)ds)dr,

l'intégrale double est étendue au domaine triangulaire du plan r, s ,0 ≤ s ≤ r,

0 ≤ r ≤ x, en changeant l'ordre des intégrations, nous obtenons

u(x) = u′(0)x−
∫ x

0

f(s)ds

∫ x

s

dr,

par suite

u(x) = u′(0)x−
∫ x

0

(x− s)f(s)ds, (2.5)

pour déterminer la constante u′(0), on prend x = 1 et on utilise la condition

u(1) = 0, ce qui donne

u′(0) =

∫ 1

0

(1− s)f(s)ds,
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Ainsi, l'équation (2.5) devient

u(x) =

∫ 1

0

x(1− s)f(s)ds−
∫ x

0

(x− s)f(s)ds. (2.6)

Lemme 2.1.2. le problème aux limites

u′′(x) = 0

u(0) = 0, u(1) = 0,

admet la fonction de Green (voir l'exemple (1.2.1))

G(x, s) =

{
x(1− s) si 0 ≤ x ≤ s ≤ 1

s(1− x) si 0 ≤ s ≤ x ≤ 1
(2.7)

qui Satisfait les conditions suivantes

1. G(x, s) ≥ 0, sur [0, 1]× [0, 1],

2. G(x, s) ≤ G(s, s), pour (x, s) ∈ [0, 1]2

3. G(x, s) ≥ 1
4G(s, s), x ∈ [1

4 ,
3
4 ].

Démonstration. L'unique solution (2.6) donnée par le lemme (2.1.1) peut s'écrire

comme suit

u(x) =

∫ x

0

s(1− x)f(s)ds+

∫ 1

x

x(1− s)f(s)ds,

qui s'écrit encore comme une équation intégrale de la forme

u(x) =

∫ 1

0

G(x, s)f(s)ds,

où

G(x, s) =

{
x(1− s) si 0 ≤ x ≤ s ≤ 1

s(1− x) si 0 ≤ s ≤ x ≤ 1

Il est facile de véri�er que G satisfait les conditions (1), (2), (3).
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2.1.3 Formulation abstraite

Nous prouvons quelques résultats permettant de véri�er toutes les conditions

du théorème (1.3.5).

Dé�nissons l'ensemble K dans E par

K =
{
u ∈ E, u(x) ≥ 0 sur [0, 1] et min

1
4≤x≤

3
4

u(x) ≥ 1

4
‖u‖∞

}
K est un cône. En e�et, K 6= ∅, car K contient au moins un élément. Soit

u ∈ K et λ ≥ 0, montrons alors que λu ∈ K, u ∈ K équivalent à u ∈ E

et min 1
4≤x≤

3
4
u(x) ≥ 1

4‖u‖∞ ce qui entraine que λu ∈ E, car E est un espace

vectoriel.

Pour λ ≥ 0, si u ∈ K, on a

λu(x) ≥ λ(
1

4
‖u‖∞),

donc

min
1
4≤x≤

3
4

λu(x) ≥ |λ|η‖u‖∞,

ce qui entraine que

min
1
4≤x≤

3
4

λu(x) ≥ 1

4
‖λu‖∞,

il est clair que K ∩ (−K) = 0, car ‖.‖∞ est une norme.

Soit T : K −→ E dé�nit par

Tu(x) =

∫ 1

0

G(x, s)f(s, u(s))ds pour tout x ∈ [0, 1].

Pour u ∈ K, Tu est solution du problème{
−(Tu)′′(x) = f(x, u(x)) x ∈ [0, 1]

(Tu)(0) = (Tu)(1) = 0

Lemme 2.1.3. T : K −→ K est complètement continu

Démonstration. Pour tout u ∈ K, on a

0 ≤ (Tu)(x) =

∫ 1

0

G(x, s)f(s, u(s))ds x ∈ [0, 1]

≤
∫ 1

0

G(s, s)f(s, u(s))ds,
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Donc

‖Tu‖ ≤
∫ 1

0

G(s, s)f(s, u(s))ds.

Par le lemme (2.1.2), nous avons

(Tu)(x) =

∫ 1

0

G(x, s)f(s, u(s))ds

≥
∫ 1

0

1

4
G(s, s)f(s, u(s))ds

≥ 1

4

∫ 1

0

G(s, s)f(s, u(s))ds

≥ 1

4
‖Tu‖ ,∀x ∈

[1

4
,
3

4

]
,

ce qui implique

min
x∈[ 14 ,

3
4 ]

(Tu)(x) ≥ 1

4
‖Tu‖,

donc

Tu ∈ K.

ensuite nous montrons que T est continu.

Supposons que (un)n∈N∗, u0 ∈ K et ‖un − u0‖ → 0 quand (n → ∞), alors il

existe D∗, tel que pour tout n ∈ N∗, 0 ≤ un(s) ≤ D∗ , s ∈ [0, 1]. Si nous posons

D = max
(s,t)∈[0,1]×[0,D∗]

f(s, t),

alors pour tous s et x ∈ [0, 1], par lemme (2.1.2), nous avons

G(x, s)f(s, un(s)) ≤ DG((s, s)), s ∈ [0, 1].

Par l'application du théorème de la convergence dominée de Lebesgue, nous

obtenons

lim
n→∞

(Tun)(x) = lim
n→∞

∫ 1

0

G(x, s)f(s, un(s))ds

=

∫ 1

0

G(x, s)f(s, u0(s))ds

= (Tu0)(x) , x ∈ [0, 1],
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ce qui implique que T est continu.

Supposons que P ⊂ K est a ensemble borné. Alors il existe une constante

H∗ > 0 telle que 0 ≤ u(s) ≤ H∗, s ∈ [0, 1] pour tout u ∈ P . Dans ce qui suit
nous prouvons que T (P ) est relativement compact.

Soit

H = max
(s,t)∈[0,1]×[0,H∗]

f(s, t), (2.8)

d'une part, pour tout y ∈ T (P ), il existe u ∈ P tel que y = Tu, et donc, il

découle de (2.8) et du lemme (2.1.2) que

0 ≤ y(t) = (Tu)(x)

=

∫ 1

0

G(x, s)f(s, u0(s))ds

≤ H

∫ 1

0

G(s, s)ds , x ∈ [0; 1],

qui, avec le fait que
∫ 1

0 G(s, s)ds est convergente, implique que T (P ) est uni-

formément borné.

D'autre part, pour tout ε > 0, puisque
∫ 1

0 G(s, s)ds est convergente, nous pou-

vons choisir ξ ∈ [0, 1] tel que∫ 1

ξ

G(s, s)ds <
ε

4H
, (2.9)

puisque, G(x, s) est uniformément continue en [0, 1]× [0, ξ], il existe δ > 0 tel

que pour tous x1, x2 ∈ [0, 1] avec |x1 − x2| < δ

|G(x1, s)−G(x2, s)| <
ε

2Hξ
s ∈ [0, ξ]. (2.10)

Pour tout y ∈ T (P ), il existe u ∈ P tel que y = Tu, et donc, pour tous
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x1, x2 ∈ [0, 1] avec |x1 − x2| < δ, il découle de (2.9), (2.10) et le lemme (2.1.2)

|y(x1)− y(x2)| = |(Tu)(x1)− (Tu)(x1)|

=
∣∣∣ ∫ 1

0

[
G(x1, s)−G(x2, s)

]
f(s, u(s))ds

∣∣∣
≤
∫ 1

0

|G(x1, s)−G(x2, s)|f(s, u(s))ds

≤ H

∫ 1

0

|G(x1, s)−G(x2, s)|ds

= H
[ ∫ ξ

0

|G(x1, s)−G(x2, s)|ds+

∫ 1

ξ

|G(x1, s)−G(x2, s)|ds
]

≤ H
[ ∫ ξ

0

|G(x1, s)−G(x2, s)|ds+ 2

∫ 1

ξ

G(s, s)ds
]

< H
( ε

2H
+

ε

2H

)
= ε

alors T (P ) est équicontinue. Par le théorème d'Ascoli-Arzela, T (P ) est relati-

vement compact.

Donc, T : K −→ K est complètement continue.

2.1.4 Etude de l'existence de solution positive

Notre résultat est formulé comme suit

Théorème 2.1.1. Supposons qu'il existe deux constantes positives r et R telles

que les conditions suivantes sont véri�ées

(H1) f(x, u) ≤ A.r, (x, u) ∈ [0, 1]× [0, r]

(H2) f(x, u) ≥ B.R, (x, u) ∈ [1
4 ,

3
4 ]× [1

4R,R]

où f : [0, 1]× R+ −→ R+ une fonction continue avec

A =
[ ∫ 1

0

G(s, s)ds
]−1

, B =
[ ∫ 3

4

1
4

G(
1

2
, s)ds

]−1

Alors le problème aux limites (2.1) admet une solution positive u avec

r ≤ ‖u‖∞ ≤ R.

Démonstration. On dé�nit les deux ouverts Ω1,Ω2 de E par

Ω1 = {u ∈ E; ‖u‖∞ < r}, Ω2 = {u ∈ E; ‖u‖∞ < R}
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pour tout u ∈ K ∩ ∂Ω2, i.e. u ∈ K, ‖u‖∞ = R, nous avons d'une part, pour

x ∈
[

1
4 ,

3
4

]
u(x) ≥ min

1
4≤x≤

3
4

u(x) ≥ 1

4
‖u‖∞ =

1

4
R,

D'autre part, nous avons

u(x) ≤ ‖u‖∞ = R, x ∈
[1

4
,
3

4

]
,

donc
1

4
R ≤ u(x) ≤ R, x ∈

[1

4
,
3

4

]
,

par conséquent, d'après (H2)

f(x, u) ≥ BR, (x, u) ∈
[1

4
,
3

4

]
×
[1

4
R,R

]
,

alors

‖Tu‖∞ ≥ Au
(1

2

)
=

∫ 1

0

G
(1

2
, s
)
f(s, u(s))ds

≥
∫ 3

4

1
4

G
(1

2
, s
)
f(s, u(s))ds

≥ B.R

∫ 3
4

1
4

G
(1

2
, s
)

ds

= R = ‖u‖∞.

Pour tout u ∈ K ∩ ∂Ω1, i.e. u ∈ K et ‖u‖∞ = r, donc pour x ∈ [0, 1] on a

0 ≤ u(x) ≤ ‖u‖∞ = r,

par conséquent d'après (H1)

f(x, u) ≤ Ar, (x, u) ∈ [0, 1]× [0, r],

donc

‖Tu‖∞ = max
x∈[0,1]

∫ 1

0

G(x, s)f(s, u(s))ds

≤
∫ 1

0

G(s, s)A.rds

≤
[ ∫ 1

0

G(s, s)ds
][ ∫ 1

0

G(s, s)ds
]−1

r = ‖u‖∞
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Toutes les conditions du théorème (1.3.5) de Krasnoselskii sont véri�ées, donc

T admet au moins un point �xe.

La solution du problème (2.1) est le point �xe de T véri�ant u(x) ≥ 0 pour

x ∈ [0, 1] et r ≤ ‖u‖∞ ≤ R.
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2.2 Application du théorème de Krasnoselskii sur une

EDP en passant par une EDO

Dans cette partie, nous étudions l'existence d'une solution positive radiale

symétrique pour le problème de Dirichlet associé à une équation elliptique sui-

vant {
−∆u = λh(x, u) dans Ω

u = 0 sur ∂Ω
(2.11)

où λ > 0 est un paramètre réel, Ω = {x ∈ Rn; r1 < |x| < r2} avec 0 < r1 < r2,

n ≥ 2, et le terme non linéaire h est radial positif, superlinéaire en in�ni , et

satisfait h(x, a(x)) = 0 avec a est une fonction positive concave.

La technique utilisée dans cette partie est de transformer le problème (2.11)

en un problème aux limites associé à une EDO d'ordre 2,{
v′′(t) + λq(t)f(t, v(t)) = 0, 0 < t < 1

v(0) = v(1) = 0
(2.12)

où q : [0, 1] −→ R+ une fonction continue.

En e�et, on pose le premier changement de variable r = |x| de sorte que u
possède la symétrie radiale, c'est à dire qu'il existe une fonction w : (r1, r2)→ R
telle que u(x) = w(r) pour tout x ∈ Ω. Le calcul du Laplacien de fonction à

symétrie radiale donné dans la dé�nition (1.1.8) permet de réécrire le problème

(2.11) sous forme (d2w

dr2
+
(n− 1

r

)dw

dr

)
= −λh(r, w) (2.13)

Pour le deuxième changement de variable, dans le cas où n ≥ 3, on pose

t = − A

rn−2
+B et v(t) = w(r),

avec

A =
(r1r2)

n−2

rn−2
2 − rn−2

1

,



2.2. Application du théorème de Krasnoselskii sur une EDP en passant par une

EDO 28

et

B =
rn−2

2

rn−2
2 − rn−2

1

.

On a

dw

dr
=

dv

dt
.
dt

dr
=
(

(n− 2)Ar1−n
)dv

dt
,

et

d2w

dr2
=

d

dr

(dv

dt
.
dt

dr

)
,

d'où

d2w

dr2
=
(

(n− 2)Ar1−n
)2 d2v

dt2
+
(

(n− 2)(n− 1)Ar−n
)dv

dt
,

si on remplace dw
dr ,

d2w
dr2 dans (2.13), on obtient(

(n−2)
A

rn−1

)2 d2v

dr2
+
(

(n−2)(1−n)
A

rn

)dv

dt
+
n− 1

r

(dv

dt
(n−2)

A

rn−1

)
= −λh(r, w),

ce qui implique(
(n−2)

A

rn−1

)2 d2v

dt2
+

dv

dt

(
(n−2)(1−n)

A

rn
+(n−2)(n−1)

A

rn

)
= −λh(r, w),

d'où

v′′(t) = −λ
(

(n− 2)
A

rn−1

)−2

h(r, w),

comme on a r =
(

A
B−t

) 1
n−2

, alors

v′′(t) = −λ(n− 2)−2A−2
( A

B − t

)2n−1n−2
h
(( A

B − t

) 1
n−2
, v
)
,

donc

v′′(t) + λ(n− 2)−2 A
2

n−2

(B − t)2n−1n−2
h
(( A

B − t

) 1
n−2
, v
)

= 0.

Le problème (2.11) transformé en un problème aux limites associé à une EDO

d'ordre 2 de la forme{
v′′(t) + λq(t)f(t, v(t)) = 0 , 0 < t < 1

v(0) = v(1) = 0,
(2.14)
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où f(t, v) = h
((

A
B−t

) 1
n−2
, v
)
et q(t) = (n− 2)−2 A

2
n−2

(B−t)2
(n−1)
n−2

.

Pour tout x ∈ ∂Ω on a :

u(x) = w(ri) = 0, i = 1, 2.

� si t = 0 alors r = r1

donc, v(0) = w(r1) = 0.

� si t = 1 alors r = r2

donc, v(1) = w(r2) = 0.

Dans le cas n = 2, si on pose r = r2

(
r1
r2

)t
le problème (2.11) se transforme

en (2.14), avec

q(t) =
[
r2

(r1

r2

)t
log(

r1

r2
)
]2

et f(t, v) = h
(
r2

(r1

r2

)t
, v
)

Avant d'énoncer nos résultats, nous devons introduire quelques notations. Soit

m : [0, 1] −→ R∗ une fonction continue. Considérons l'opérateur L dé�ni sur

H1
0(0, 1) par

L(v) = −v
′′

m

Dé�nition 2.2.1. On dit que λ ∈ R est une valeur propre de L s'il existe

Φ ∈ H1
0(0, 1) non nulle dite fonction propre telle que LΦ = λΦ dans (0, 1).

Ainsi φ est une solution non triviale du problème à valeurs propres{
−v′′(t) = λm(t)v(t) dans (0, 1)

v(0) = v(1) = 0
(2.15)

En particulier, λ1,m > 0 est appelé la Première valeur propre de (2.15) associée

à la Première fonction propre Φ1,m, où

Φ1,m > 0 avec Φ′1,m(0) > 0 et Φ′1,m(1) < 0

tandis que Φ1,m change de signe pour |i| > 1, on a la caractérisation∫ 1

0

|v′|2 ≥ λ1,m

∫ 1

0

m|v|2 pour tout v ∈ H1
0(0, 1)
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où l'égalité est vraie si et seulement si v is a multiple of Φ1,m (voir par exemple

[5], [36]).

2.2.1 Formulation abstraite

Pour appliquer le théorème (1.3.5), nous dé�nissons l'ensemble P dans E

par

P =

{
v ∈ E; v(t) ≥ 0, t ∈ [0, 1], min

1
4≤t≤

3
4

v(t) ≥ 1

4
‖v‖∞

}
,

P est un cône ( P véri� les trois conditions de la dé�nition (1.1.7) ). Soit

T : P −→ E dé�nie par

Tv(t) = λ

∫ 1

0

G(t, s)q(s)f(s, v(s))ds,

où G(t, s) est la fonction de Green dé�nie dans le lemme (2.1.2) cette fonction

véri�e les conditions (1), (2), (3) citer dans le même lemme.

Lemme 2.2.1. T : P −→ P est complètement continue.

Démonstration. Voir la preuve du lemme (2.1.3)

2.2.2 Solution positive symétrique radiale

Dans cette section, nous montrons l'existence d'une solution positive symé-

trique radiale pour λ ∈ (0, λ1,qb), où λ1,qb est la Première valeur propre de (2.15)

(voir la dé�nition (2.2.1) ).

Remarque 2. le cas où λ est assez grand est utilisé pour montrer la multiplicité

des solutions par l'utilisation de la méthode du sous et sur solutions, la théorie

de degré et la propriété de monotonie strict par rapport à m pour le problème

des valeurs propres (2.15)

Considérons les hypothèses suivantes :
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(H1) la fonction f : [0, 1]×R+ −→ R+ est continue et il existe une fonction

continue a : [0, 1] −→ (0,+∞), qui est concave, telle que

f(t, 0) = f(t, a(t)) = 0 et f(t, v) > 0 si 0 < v < a(t).

(H2) il existe une fonction continue b : [0, 1] −→ (0,+∞) telle que

lim
v→0+

f(t, v)

v
= b(t) uniformément en t ∈ [0, 1].

(H3)

lim
v→+∞

f(t, v)

v
=∞ uniformément en t ∈

[1

4
,
3

4

]
.

Pour véri�er les hypothèses du théorème (1.3.5), nous allons montrer les deux

lemmes suivants

Lemme 2.2.2. Supposons que les conditions (H1) et (H3) sont véri�ées. Alors,

pour tout µ et K, il existe R > 0 tel que, pour tout λ ≥ µ, nous avons pour

tout v ∈ {v ∈ P, ‖v‖∞ ≥ R}

‖Tv‖∞ ≥ K‖v‖∞

Démonstration. l'hypothèse (H3) est traduite par :

SoitM > 0, il existeN > 0, tel que v(s) > N =⇒ f(s, v) ≥Mv, pour s ∈
[1

4
,
3

4

]
.

Comme v ∈ P , alors v(s) ≥ 1
4‖v‖∞ ≥

1
4R pour s ∈

[
1
4 ,

3
4

]
, donc nous choisissons

R > 4N , en utilisant aussi le fait que f ≥ 0 par (H1), nous avons

‖Tv‖∞ ≥ Av
(1

2

)
= λ

∫ 1

0

G
(1

2
, s
)
q(s)f(s, v(s))ds

≥ λ

∫ 3
4

1
4

G
(1

2
, s
)
q(s)f(s, v(s))ds

≥ λ

∫ 3
4

1
4

G
(1

2
, s
)
q(s)Mv(s)ds

≥ λ

∫ 3
4

1
4

G(
1

2
, s)q(s)M

1

4
‖v‖∞ds = λ

1

4
M
(∫ 3

4

1
4

G
(1

2
, s
)
q(s)ds

)
‖v‖∞

En imposant que M > K
(

1
4µ
∫ 3

4
1
4

G(1
2 , s)q(s)ds

)−1

. Nous obtenons,

‖Tv‖∞ > Kµ−1λ‖v‖∞ ≥ K‖v‖∞.
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si on pose Ω2 = {v ∈ E, ‖u‖∞ ≤ R}, donc pour v ∈ P ∩ ∂Ω2 et en particulier

pour K = 1 on a

‖Tv‖∞ ≥ ‖v‖∞.

Lemme 2.2.3. Supposons que les conditions (H1) et (H2) sont véri�ées. Alors,

pour tout λ ∈ (0, λ1,qb), il existe une norme ‖.‖∗ équivalente à ‖.‖∞ et r > 0

tels que, pour tout v ∈ {v ∈ P ; ‖v‖∗ = r}, nous avons

‖Tv‖∗ < ‖v‖∗.

Démonstration. Puisque λ < λ1,qb, pour un ε > 0 su�samment petit, nous

avons

0 < λ < (1 + ε)λ < λ1,qb,

posons E > 0 tel que

Eλ1,qb sup
t∈[0,1]

ψ(t)

Φ1,qb(t)
<

λ1,qb

λ(1 + ε)
− 1,

où ψ(t) =
∫ 1

0 G(t, s)q(s)b(s)ds.

Remarque 3. Comme ψ,Φ1,qb sont bornées, donc le supremum est �ni.

Considérons la norme

‖v‖∗ = |v|E =
∥∥∥ v

(Φ1,qb + E)

∥∥∥
∞
.

Par les hypothèses (H1) et (H2), pour tout ε > 0, il exists δ = δ(ε) > 0 tel que

0 < v(s) < δ implique

f(s, v) < (1 + ε)b(s)v(s), pour tout s ∈ [0, 1].

Soit r > 0 tel que r(‖Φ1,qb‖∞ + E) < δ, pour v ∈ {v ∈ P ; ‖v‖∗ = r}, nous
avons donc v ∈ P , avec |v|E = r, pour tout s ∈ [0, 1]

v(s)

Φ1,qb(s) + E
=
∣∣∣ v(s)

Φ1,qb(s) + E

∣∣∣ ≤ sup
t∈[0,1]

∣∣∣ v(s)

Φ1,qb(s) + E

∣∣∣
≤
∥∥∥ v

Φ1,qb + E

∥∥∥
∞

= |v|E = r
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Ce qui implique, pour s ∈ [0, 1]

v(s)

Φ1,qb(s) + E
≤ r,

alors

v(s) ≤ r(Φ1,qb(s) + E),

≤ r( sup
t∈[0,1]

|Φ1,qb(t)|+ E)

= r(‖Φ1,qb‖∞ + E) < δ,

D'où, pour s ∈ [0, 1]

0 < v(s) < δ,

et donc

f(s, v) < (1 + ε)b(s)v(s).

Pour v ∈ {v ∈ P ; ‖v‖∗ = r}

Tv(t) = λ

∫ 1

0

G(t, s)q(s)f(s, v(s))ds

≤ λ

∫ 1

0

G(t, s)q(s)(1 + ε)b(s)v(s)ds

= λ

∫ 1

0

G(t, s)q(s)(1 + ε)b(s)
Φ1,qb + E

Φ1,qb + E
v(s)ds

≤ λ

∫ 1

0

G(t, s)q(s)(1 + ε)b(s)(Φ1,qb(s) + E)|v|Eds

= λ(1 + ε)
[ ∫ 1

0

G(t, s)q(s)b(s)Φ1,qb(s)ds+

∫ 1

0

G(t, s)q(s)b(s)Eds
]
|v|E

= (1 + ε)
[ λ

λ1,qb
Φ1,qb(t) + λEψ(t)

]
|v|E

= (1 + ε)
λ

λ1,qb
Φ1,qb(t)

[
1 + λ1,qbE

ψ(t)

Φ1,qb(t)

]
|v|E

≤ (1 + ε)
λ

λ1,qb
Φ1,qb(t)

[
1 + λ1,qbE sup

t∈[0,1]

ψ(t)

Φ1,qb(t)

]
|v|E

< (1 + ε)
λ

λ1,qb
Φ1,qb(t)

[
1 +

λ1,qb

λ(1 + ε)
− 1
]
|v|E

= Φ1,qb(t)|v|E < (Φ1,qb(t) + E)|v|E
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ce qui implique que ∣∣∣ Tv(t)

Φ1,qb(t) + E

∣∣∣ < |v|E,
alors

sup
t∈[0,1]

∣∣∣ Tv(t)

Φ1,qb(t) + E

∣∣∣ < |v|E,
d'où ∥∥∥ Tv(t)

Φ1,qb + E

∥∥∥
∞
< |v|E,

donc

|Tv|E < |v|E,

on a ‖.‖∞ ≡ ‖.‖∗ = |.|E
‖Tv‖∞ < ‖v‖∞

La solution symétrique radiale positive du problème (2.11) est considrée

comme la solution positive du problème (2.14) qui est le point �xe de l'opérateur

T véri�ant v(t) ≥ 0 pour t ∈ [0, 1] et r ≤ ‖u‖∞ ≤ R.

2.3 Etude de l'existence d'une solution positive d'un pro-

blème elliptique par le théorème de Krasnoselskii et

l'inégalité d'Harnack

2.3.1 Introduction

On considère le problème suivant{
−∆u(x) = f(x, u(x)) dans Ω

u = 0 sur ∂Ω
(2.16)

où Ω un domaine borné de Rn, n ≥ 1 et f : Ω×R −→ R une fonction continue.

L'objectif de ce travail est de montrer l'existence d'une solution positive, ie,

u ∈ C1(Ω,R), u(x) > 0 pour tout x ∈ Ω et u véri�e le problème (2.16). ∆u

est considéré comme distribution. l'hypothése de base va être l'inégalité faible

globale de Harnack pour les fonctions positives superharmoniques.



2.3. Etude de l'existence d'une solution positive d'un problème elliptique par le

théorème de Krasnoselskii et l'inégalité d'Harnack 35

Pour montrer le résultat, nous reformulons le problème (2.16) en un problème

de point �xe Tu = u dans l'espace des fonctions continues où l'opérateur T est

de la forme T = (−∆)−1F , avec (−∆)−1 est l'opérateur inverse de Laplace et

F est l'opérateur de Nemytskii.

2.3.2 Formulation abstraite

Pour montrer l'existence d'une solution positive pour le problème (2.16),

nous imposons des conditions sur la nonlinéarité pour pouvoir appliquer le

théorème de Krasnoselskii (compression-expansion)(1.3.5).

Soit E l'espace de Banach, dé�ni par

E = C0(Ω,R) = {u ∈ C(Ω,R);u = 0 sur∂Ω},

muni de la norme suivante

‖u‖0 = sup
x∈Ω

|u(x)|.

Soient K un sous ensemble de Ω et h : Ω −→ R, la fonction dé�nit par

h|K(x) =

{
h(x) si x ∈ K
0 si x ∈ Ω\K

(2.17)

Considérons l'ensemble

P =
{
u ∈ C0(Ω,R) : u ≥ 0, sur Ω et min

x∈K
u(x) ≥ η‖u‖0

}
P est un cône. En e�et, P 6= ∅, car P contient au moins un élément. Soit u ∈ P
et λ ≥ 0, montrons alors que λu ∈ P , u ∈ P équivalent à u ∈ C0(Ω,R) et

minx∈K u(x) ≥ η‖u‖0 ce qui entraine que λu ∈ C0(Ω,R), car C0(Ω,R) est un

espace vectoriel.

Pour λ ≥ 0, si u ∈ P , on a

λu(x) ≥ λ(η‖u‖0),

donc

min
x∈K

λu(x) ≥ |λ|η‖u‖0,
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ce qui entraine que

min
x∈K

λu(x) ≥ η‖λu‖0,

il est clair que P ∩ (−P ) = 0, car ‖.‖0 est une norme.

Dé�nissons les opérateurs suivants :

F : C0(Ω,R) −→ C(Ω,R)

l'opérateur Nemitsky associe à f dé�nit par Fu(x) = f(x, u(x)) et

T : P −→ C0(Ω,R)

dé�nit par

T (u) = −(∆)−1Fu,

où (−∆) est inversible car on peut obtenir l'unicité de la solution du problème

(2.16) par la stricte monotonie de l'opérateur (−∆)−1 (voir [4]).

u est une solution du problème (2.16) si et seulement si

u = −(∆)−1Fu.

Donc la solution du problème (2.16) est le point �xe de l'opérateur T .

Pour montrer que l'opérateur T admet un point �xe, nous devons montrer que

les hypothèses du théorème (1.3.5) sont véri�ées.

2.3.3 Résultat principal

Théorème 2.3.1. Supposons que les hypothèses suivantes sont véri�ées

(H1) il existe un ensemble compact K ⊂ Ω et un nombre η > 0 tel que

u(x) ≥ η‖u‖0 pour tout x ∈ K,

et pour toute fonction positive superharmonique de C1(Ω,R) avec u = 0

sur ∂Ω.

(H2) f : Ω×R+ −→ R+ une fonction continue et il existe ρ > 0 avec ρ 6= 1

telle que

f(x, u) ≤ a(x) + b(x)uρpour (x, u) ∈ Ω× R+,
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où a, b : Ω −→ R+ deux fonctions continues, positives, et ∃x0 ∈ Ω tel

que f(x0, 0) 6= 0.

(H3) il existe R > 0 tel que

min
x∈K

u∈[Rη,R]

f(x, u) > R‖(−∆)−1I|K‖−1
0 .

(H4) M2

(
1

ρM2

) ρ
ρ−1 −

(
1

ρM2

) 1
ρ−1

+M1 < 0 quand ρ > 1, où

M1 = ‖(−∆−1)a‖0 et M2 = ‖(−∆−1)b‖0

Alors le problème (2.16) admet au moins une solution positive.

Démonstration. Il est clair que l'opérateur T : P −→ C0(Ω,R) satisfait{
−∆(Tu) = f(x, u) sur Ω

Tu = 0 sur ∂Ω
(2.18)

Comme Tu est superharmonique, donc par l'inégalité faible globale de Harnack,

nous avons T (P ) ⊂ P .

En e�et si v ∈ T (P ), il existe u ∈ P tel que v = Tu, donc

min
x∈K

v(x) ≥ min
x∈K

Tu(x) ≥ η‖Tu‖0 ≥ η‖v‖0

d'où v ∈ P , ce qui implique

T : P −→ P

Par théorème d'Ascoli-Arzela T est complètement continue (suivre les mêmes

étapes la preuve du lemme (2.1.3)).

Soient r, R deux nombres positifs, considérons les deux ensembles suivants :

S1 = {u ∈ C0(Ω,R) : ‖u‖0 < r},

et

S2 = {u ∈ C0(Ω,R) : ‖u‖0 < R}
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Soit u ∈ P ∩ ∂S1, i.e. u ∈ P et ‖u‖0 = r, alors en utilisant l'hypothèse (H2) et

la monotonie de l'opérateur (−∆)−1 nous avons

‖Tu‖0 = ‖(−∆)−1Fu‖0 ≤ ‖(−∆)−1(a(.) + b(.)uρ)‖0

≤ ‖(−∆)−1a‖0 + ‖(−∆)−1b(.)uρ‖0

≤ ‖(−∆)−1a‖0 + ‖u‖ρ0‖(−∆)−1b‖0

≤ ‖(−∆)−1a‖0 + rρ‖(−∆)−1b‖0

≤ M1 + rρM2

Notons que quand ρ < 1, nous avons r −M1 − rρM2 tend vers (+∞) quand r

tend vers (+∞). Donc, si r est choisit su�samment grand, nous avons

M1 + rρM2 < r.

D'autre part, en utilisant l'hypothèse (H4), en déduit que pour tout ρ > 1, il

existe r(ρ) > 0 qui satisfait M1 + rρM2 < r.

En e�et, si on choisit

r =
( 1

ρM2

) 1
ρ−1
,

alors l'hypothèse (H4) implique que

M2r
ρ − r +M1 < 0,

d'où

M2r
ρ +M1 < r.

Donc

‖Tu‖0 ≤ r = ‖u‖0

Maintenant, pour u ∈ P ∩ ∂S2, ie (u ∈ P ; ‖u‖0 = R), nous avant

R ≥ u(x) ≥ η‖u‖0 = ηR,

en utilisant l'hypothèse (H3) et par la monotonie de l'opérateur (−∆)−1, nous

obtenons

‖Tu‖0 = ‖ − (∆)−1Fu‖0

≥ ‖ − (∆)−1Fu|K‖0

≥ min
x∈K

y∈[Rη,R]

f(x, y)‖(−∆)−1I|K‖0
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or d'après l'hypothèse (H3)

‖Tu‖0 ≥ R‖(−∆)−1I|K‖−1
0 ‖(−∆)−1I|K‖0 = R = ‖u‖0

donc ‖Tu‖0 ≥ ‖u‖0 pour ‖u‖0 = R.

Les hypothèses du théorème de krasnoselskii sont véri�ées, donc T admet au

moins un point �xe tel que r ≤ ‖u‖0 ≤ R. Donc le problème (2.16) admet une

solution positive.



Conclusion et perspectives

Dans le présent travail on s'est intéressé à l'existence des solutions situées

dans un cône pour des problèmes aux limites avec Laplacien. Notre approche

est basée sur l'application du théorème de Guo-Krasnoselskii (compression-

expansion).

Ces types de problèmes sont largement utilisés pour la modélisation des dif-

férents phénomènes de la physique, de la chimie ou de la biologie. Trouver une

solution, qui est de plus positive, à ces problèmes se ramène à entrevoir de

nombreuses perspectives à notre travail.

En 2021, Y. Ding et Y. Li [13] ont montré l'existence des solutions positives

radiales pour le problème elliptique suivant{
−∆u = f(|x|, u) sur Ω

u = 0, sur ∂Ω
(2.19)

où Ω = {x ∈ Rn; r1 < |x| < r2} un domaine sous forme d'un anneau de Rn ,

n ≥ 3,

f : I × R+ −→ R une fonction continue avec I = [r1, r2]. Une solution radiale

positive de (2.19) peut être considérée comme une solution positive pour le

problème aux limites de Dirichlet associé à une équation di�érentielle ordinaire{
−(rn−1u′(r))′ = rn−1f(r, u(r))

u(r1) = u(r2) = 0,
(2.20)

où r = |x|. Les auteurs ont étudié le problème (2.20) pour obtenir des solutions

positive radiale dans le cas où f change de signe, et ceci en utilisant la théorie

40
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de l'indice de point �xe.

Dans des études postérieures, on pourrait utiliser cette même technique mais

en mettant en avant le théorème de Krasnoselskii dans un double cône (1.3.8).

Un autre centre d'intérét pourrait être l'utilisation de l'approche précédente

(théorème (1.3.8)) et l'inégalité d'Harnak dans le cas où la nonlinéarité change

de signe.
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