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Notation

Symbole
T = (T1,%9, ..., TN)
2] = /2t 4+ a3+ ...+ 2%
a=(ag,...,ay)
N

al =2 _a
i=1

XK

|2

Vu = (£~
D2U = (D”U)

ou Ou
oz’ arg

8:1:28:5
8u
° 8rN

)

= Ug,;z;

Signification

Elément de RY

la norme euclidienne de z € RV
multi- indice, élément de NV

La longueur du multi-indice «

I'indicatrice de ’ensemble K .

Mesure de 2

Frontiére de (2

La boule de centre = et de rayon r.

le complémentaire de la boule B, (z) par rapport a €2 .
Le produit de convolution de u et v défini par :
(usv)(z) = [en u(z —t)o(t)dt

La fonctlon Gamma deﬁnle par I'(z) = [~ t* 'e~'dt pour z € R.
Dérivée partielle de u par rapport a x;

Deuxiéme dérivée partielle de u par rapport a x;, z;
Gradient de u

Matrice Hessienne de u

Laplacien de u

Les fonctions infiniment dérivables dans (2

Les fonctions C'*({2) a support compact

Espace des distributions définies sur €2

L’ensemble des fonctions mesurables de €2 dans R.

Espace de Lesbegue

Espace de Sobolev

Espace de Sobolev avec trace zero

Espace dual de W, (£2)

Injection continue.

Injection compacte.



Introduction

L’intégration, opérateur inverse de la dérivée, peut étre considérée comme une dérivée
d’ordre "moins un". Le calcul fractionnaire est la généralisation des notions de I'intégration et
de dérivation a l’ordre non-entier.

Selon une thése d’histoire des mathématiques [16], la dérivation d’ordre fractionnaire remonte
ala fin du 17éme siécle, diverses correspondances entre Gottfried Leibnitz, Guillaume de I’'Hos-
pital et Johann Bernoulli en témoignent.

Suite aux travaux de Joseph Liouville et Bernard Riemann au milieu du 19éme siécle, les no-
tions fondamentales de dérivation et d’intégration d’ordre fractionnaire ont été introduites.
De nombreux mathématiciens ont défini différentes approches généralisant la notion de déri-
vations & un ordre non-entier, par exemple la dérivée au sens de Grunwald-Letnikov, au sens
de Riemann-Liouville,au sens de Caputo et ont généralisé les transformations de Fourier et de
Laplace associés a la dérivée fractionnaire en considérant la multiplication par (iw)® ou p® avec
a non-entier pour plus de détails sur les divers approches de dérivations fractionnaires voir [35]
et [4].

Cette notion de dérivation fractionnaire n’est pas une question de mathématiques "pures" elle
présente un intérét certain pour l'ingénieur. Le principe de causalité en physique signifie que
I’état présent d’un processus f démarrant a I'instant ¢ = a, dépend de tous les états précédents(
dans le passé). Ce qui est bien introduit par les dérivées fractionnaires a gauche.

La dérivation fractionnaire s’introduit naturellement dans la modélisations en mécanique des
gommes, des caoutchoucs et toute sorte de matériaux qui conservent la mémoire des défor-
mations passées et dont le comportement est dit viscoélastique. Elle intervient en bio-chimie
(modélisation des polymeéres et protéines), 1’électromagnétisme, I’acoustique ou la thermique,
la théorie des controle(mouvement & travers des milieux poreux)...etc. Pour plus détails voir
[20],23, [31],[32] et[36].

Nombreuses méthodes sont utilisées pour prouver 'existence, la multiplicité ou 'unicité de so-
lution, pour les équations différentielles fractionnaires comme les techniques du point fixe, la

méthode de points critiques, la notion de sous et sur solutions voir [44],[45],[47].

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a I’étude de I'existence et la multiplicité de solutions
pour une classe d’équations aux dérivées partielles fractionnaires.
Nous considérons en particulier un probléme de Dirichlet associé au Laplacien fractionnaire.
Cet opérateur constitue l'opérateur non local le plus simple et en méme temps un modéle, il
est considéré comme référence dans 1’étude de ce type d’opérateurs.

L’intérét porté aux opérateurs non locaux tels que le Laplacien fractionnaire a augmenté au



cours des derniéres années, ils apparaissent naturellement dans la mécanique des continums, les
phénoménes de transition de phase, la dynamique de la population et la théorie des jeux voir
par exemple Caffarelli [TT] et ses références. Metzler et Klafter [33] [34] ont étudié la description
de la diffusion anormale par la dynamique fractionnaire dans leurs travaux et diverses équations
aux dérivées partielles fractionnaires. Les opérateurs fractionnaires sont également impliqués
dans les mathématiques financiéres (Processus de Lévy en Finance [3]).

Le Laplacien fractionnaire est défini comme un opérateur pseudo différentiel, i.e comme une
extension du concept d’opérateur différentiel ;

(—=A)°u(x) = C(N,s) lim Mdy, Vo ¢ RY
e=0% JRN\B(z,¢) |z — y|Nt2s

ou s € (0,1), B(z,¢) est la boule ouverte de centre = et de rayon € et C'(N, s) est la constante

1 — _
C(N,s) = (/RN #ﬁgf”d&) 1
Ou € = (§,&') avec & € RVL,

Cet opérateur peut étre aussi défini en utilisant la transformée de Fourier par :

(—A)u=F! (|§\2S.]:u)

de normalisation :

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés au coté théorique de 'opérateur Laplacien
fractionnaire, tel que : ses définitions équivalentes, ses propriétés, le cadre fonctionnel et les
inégalités associées. Ainsi, nous étudions la version non locale des problémes elliptiques de type

quasi linéaire, i.e

o LTI e

avec s € (0,1), Q un ouvert borné de RV et de frontiére réguliére et f vérifiant des hypothéses
qui seront ultériérement définies.

Notre mémoire est composé de trois chapitres :

* Dans le premier chapitre nous présentons les outils d’analyse qui sont utilisés pour com-
prendre et traiter les problémes considérés. Avant d’introduire le probléme non local et ces
outils nous commencons par des rappels du cadre classique pour souligner la similitude
dans la structure et les propriétés, nous présentons un apergu sur la formulation varia-
tionnel des problémes elliptiques et la théorie des points critiques tel que la condition de
Palais-Smale (condition de compacité), théoréme du Col de la montagne (Mountain Pass
Theorem) et le théoréme de Clark. Nous terminons ce chapitre, en présentant les distri-
butions tempérées et quelques propriétés de leurs transformées de Fourier, cette derniére

est utilisée dans I'une des définitions de Laplacien fractionnaire.

Dans le second chapitre nous introduisons les espaces de Sobolev fractionnaires WP
et leur injections continues et compactes dans les espaces de Lebesgue et de Holder. La
deuxiéme partie est consacrée aux divers approches de définitions de 'opérateur Laplacien
fractionnaire (intégrale singuliére, transformée de Fourier, produit de convolution...).

Dans le dernier chapitre nous étudions l’existence et la multiplicité de solutions non
triviales du probléme (P), en se basant sur I'application de théoréme de Clark présenté

dans le chapitre 1.



Chapitre 1

Préliminaires et outils de base

Dans ce chapitre, nous dressons une liste non exhaustive des principales notations et
outils utilisés tout au long de ce manuscrit. D’autres, plus spécifiques, seront introduites dans
le texte (dans les chapitres concernés). Nous rappelons également divers résultats généraux qui
pour la plupart sont accompagnés de références a la bibliographie et qui seront utilisés dans le
texte.

Les références de base de ce chapitre sont [10],[17],[19],[14],[38],[26] et[28] .

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Espaces de Lebesgue L”

Définition 1.1. Soit Q un ouvert de RN et p € R avec 1 < p < 0o, on définit
LP(Q) ={f : Q = R; fest mesurable et || f||rr) < 0o}

ol

» 1/p
vy = | [ 1@
Définition 1.2. Soit Q un ouvert de RY, on définit :
L>=(Q) ={f:Q = R; fest mesurable et 3 ¢ > 0 telle que |f(z)| < ¢,p.p dans S}

L>(Q) est muni de la norme :

Al = infic >0, |f(z)] < c;pp sur Q}

Théoréme 1.1. L’espace LP() est :
e Un espace de Banach pour tout 1 < p < 400
e Un espace séparable pour tout 1 < p < +00

e Un espace réflexif pour tout 1 < p < 400

Propriété 1.1. ( d’injection des espaces de Lebesgue)

Soit Q un ouvert de RN de mesure finie, et soit 1 < p < g < 400. Alors :
LY(Q) — LP(Q)

7



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES ET OUTILS DE BASE

1.1.2 Espaces de Holder

Définition 1.3. Soit Q un ouvert de RY, on note CJ"(Q) l’espace des fonction bornées de classe
C™ sur (), défini par :

O (Q) = {u €C™(Q), YaeNY|o| <m,3 k>0; ||D%||pe < k}

olel
avec a = (ayq,...,ay) € NV |a| = Zal et D% = ———

(6% O[
amll ampr

lullw =" [ID%ll=(@)

0<|a|<m

Définition 1.4. Soit 0 < A < 1, on note C’I?’)‘(Q) Uespace des fonctions héldériennes bornées
sur § d’ordre X\, défini par :

CON(Q) = {u € Cy(Q), 3C > 0,Y(z,y) € Q x U |u(z) — uly)| < Clz — y\’\}

St A =1, on l'appelle espace des fonctions Lipschitziennes bornées.

Lespace CYNQ) est muni de la norme :

[ullox = l[ullze(@) + [u]cox
avec

[U]CO,A _ sup |U(ZL‘) - ugy”
(@y)eQPazy 1T — Y|

Plus généralement, on définit l’espace Og”’)‘ par :
A Q) = {u € C™(Q); Due CPQ),Ya e NV, |a| = m}

Muni de la norme
llmp =Y 1D7u| () + ||D™ullo

0j<m

1.1.3 Espaces de Sobolev WP

Dans cette section nous introduisons les espaces de Sobolev d’ordre entier et leurs pro-
priétés fondamentales.
Soit Q un ouvert de RY | m € N et p € [1, +00).

Définition 1.5. On définit l’espace de Sobolev W™P(Q) par :

Wme(Q) = {u e L) \Va e NV o] <m, D°ue L”(Q)}

olel
avec a = (ayq, ..., ay) € NV |a| = Zozz et DY =

qa1 aan
=1 811 aIN

Ici D*u est la dérivée au sens des distributions de u sur €2, c.a.d
Vo € C(R), < D, ¢ >=(-1) <u, D >

8



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES ET OUTILS DE BASE

Wm™P(Q)) est un espace de Banach muni de la norme :

e pour 1 <p<+4o00:

|=

lullwmsey = (D2 11Dullpq))’

0<|al<m
® pour p = +00
m, = DO[ oo
[ullwms @) Jnax ||D%ul| Lo (@)
Sip=2:
On remplace la notation W2(Q2) par H™((2), c’est un espace de Hilbert dont le produit scalaire
est

< U, v >pm@)i=< U,V >r2q) + Z <Dau,D°‘v>

L2 (Q)
1<|al<m

Propsition 1.1. L’espace W™P(2) est :
e Un espace de Banach pour tout 1 < p < 4o00.
e Un espace séparable pour tout 1 < p < 400.

e Un espace réflexif pour tout 1 < p < 400.
Définition 1.6. L’espace W' (Q) est la fermeture de C§°(S2) dans W™P(1Q).
Théoréme 1.2. Soit p € [1,+oo| alors C(RY) est dense dans W™P(RYN) ; i.e
SR — ey

Théoréme 1.3. (Injection continue des espaces de Sobolev)
Soitp € [1,4o00[ etmeN, on a :

1. 8t N > mp alors :

wmP (RN — LI9(RN <g< ——r—r
(RY) = LI(RY), pour p<a< =

2. 8t N =mp alors :

e Sip>1alors :
WmP(RY) < LYRY),  pourp < q < +oo.

e Sip=1 alors :
WNHRY) — Cy(RY)

3. Si N < mp alors :
e Pour % ¢ N et j satisfait (j —1)p < N < jp, on a :

: N
WmP(RY) < CPINRY) pour tout 0 < A< j— —
p
o Pour T eNetmz>j=7+1
WmP(RY) < CINRY) pour tout 0 < A< 1

9



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES ET OUTILS DE BASE

Théoréme 1.4. (Théoréme de Rellich-Kondrachov)

Soit Q un ouvert borné, lipschitzien de RN avec N > 1.

e Si N > mp alors :

Wm’p(Q) —— Lq(Q), pour q < N——Tnp

e Si N =mp alors :
WmP(Q) —— LI(Q), pour q+ oo

e St N <mp alors et j = [%} + 1 alors :

- N
WP (Q) s C™INQ) pour A< j— o

1.2 Quelques inégalités et théorémes de convergence
Notation Soit 1 < p < 0o, on désigne par p’ 'exposant conjugué de p c’est a dire :
1 + l =1, p’ =
p 7 p—1
Théoréme 1.5. (Inégalité de Holder)
Soient Q un ouvert de RN, f € LP(Q) et g € LP' () avec p € [1,+oo[ alors f.g € L'(Q) et

/Q Fgldz < |11z llgll o

Théoréme 1.6. (Inégalitée d’interpolation)
Soit Q un ouvert de RN et 1 < p < q < +oo, si f € LP(Q)N LYQ) alors f € L"() avec
r € [p,q, et

o a 1 o 1-«
Il < M@ fli =+ pour tout a € (0,1,

Proposition 1.1. (Inégalité de Poincaré)

Soit Q un domaine borné de RY dans une direction, 1 < p < +00. Alors, il existe une constante

C = C(Q,p) telle que :
||u||Lp(Q) < CHVuHLp(Q) Vu € Wol’p(Q), 1<p<+o0.

En particulier ||Vul|req) représente une norme de u dans ['espace WyP(Q) équivalente a la
norme induite par WHP(§2).

Théoréme 1.7. (Inégalité de Sobolev)
Soit 1 < p < N, il existe une constante ¢ qui dépend de N et p telle que :

HUHLNN—pp (RN) S C||u||W5’p(RN)'

Pour tout u € WP (RV)
Comme conséquence, l’espace WHP(RYN) s’injecte d’une maniére continue dans L(Q),Vq €

I, 75]-

10



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES ET OUTILS DE BASE

Théoréme 1.8. (Inégalité de Hardy )
Soit 1 <p < N, siu€ WWP(RN) :

u
o — c [P(RY)
]

o L’inégalité de Hardy

|ul? P
—dr < Cyp |VulPdz,
Y |2[P RN

avec : Cyp = (55)7-

Théoréme 1.9. (Convergence dominée de Lebesgue)
Soit Q un ouvert de RN et (f,) une suite de fonctions de L*(2). On suppose que :
o fu(z) = f(x) p.p sur .
e il existe une fonction g € L*(Q) telle que pour chaque n, |f,(x)| < g(x) pp sur Q.

Alors,
fe L' () et ||fa—fllzr =0

Théoréme 1.10. (Convergence dominée de Lebesgue inverse)
Soient Q0 un ouvert de RY, (f,) une suite de LP(Q) et f une fonction de LP()), telles que :

|| fn — fller — 0. Alors, il existe une sous suite extraite (fp,) telle que :

i) foi(x) = f(z) p.p sur Q.
ii) | fo, ()] < h(x) Yk et pp sur Q avec h € LP(Q).

Théoréme 1.11. (Fubini-Tonnelli)
Soient Q1 Qs deuz ouverts de RY. On suppose que F € L*(Qy x ), alors pour presque tout
r € ona:

F(z,.) € LY(Qy) et /Q F(z,y)dy € LL()

et pour presque tout y € Q9 on a :

F(.,y) € L) et /Q F(x,y)dx € L ()

/(2le2 F(z,y)dzdy = /Ql (/92 F(a:,y)dy)dx = /92 (/Ql F(x,y)dx>dy

Définition 1.7. (la convergence faible)

De plus

Soit (x,) une suite de l’espace vectoriel normé (X, ||.||x) et soit X" son dual topologique. On

dit que (z,) converge faiblement dans X, s’il existe un élément v € X tel que :
Vie X'\ < fio, >—=< f,x >

ou <,> dénote le crochet de dualité.

Et on notera x,, — x la convergence faible de (z,) vers x dans X .

Propsition 1.2. Soit (z,,) une suite de X. On a

11



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES ET OUTILS DE BASE

i) St x, converge vers x fortement alors x, converge vers x faiblement.
i) Si x, — x, alors ||z,|| est bornée et ||x|| < liminfl||z,||.

iii) Si x, — x (faiblement) dans X et f, — [ (fortement) dans X', alors
< for Ty >—=< f, x>

Théoréme 1.12. Soit X un espace de Banach réflexif et soit (x,,) une suite bornée dans X.

Alors il existe une sous suite extraite (x,, )i qui converge faiblement vers x € X.

1.3 Dérivées et points critiques

Définition 1.8. (Dérivée directionnelle)
Soient 0 une partie d’un espace de Banach X et J : Q0 — R une fonction a valeurs réelles. Si
u€ Q etv e X sont tels que pour t > 0 assez petit on a u+tv € Q, on dit que J admet (au
point u) une dérivée dans la direction v si
J tv) — J
i L+ tv) = J(u)

t—0 t

existe. On notera cette limite par J) (u).

Définition 1.9. (Dérivé au sens de Gateauz)
On dit que la fonction J d’un ouvert Q d’un espace de Banach X a valeurs réelles, est diffé-
rentiable au sens de Gateauxr en u € €, s’il existe | € X' tel que dans chaque direction v € X
ou J(u + tv) existe pour t > 0 assez petit, la dérivée directionnelle J)(u) existe et on a :
J tv) —J
i Lt tv) = J ()

t—0 t

=<l,v>
On posera J;(u) =1

Définition 1.10. (Dérivée au sens de Fréchet)
Sotent X un espace de Banach, 2 un ouvert de X et J : Q2 — R une fonction. St u € Q, on dit

que J est différentiable en u au sens de Fréchet, s’il existe | € X', tel que :
YVoeQ Jw)—J(u)=<l,v—u>+o(v—u)
Si J est différentiable, | est unique et on note J'(u) =1

Propsition 1.3. Soit Q2 un ouvert de X et J : 2 — R une fonctionnelle Gateaux différentiable

dans un voisinage de u € Q, alors si l'application u — J;(u) est continue au voisinage de u.
Alors J est Fréchet différentiable et on a

J'(u) = Jy(u)

Définition 1.11. (Points critiques)

Soient X un espace de Banach,  C X un ouvert et J € C*(Q,R). On dit que u €  est un
point critique de J si J'(u) = 0. Si u n'est pas un point critique, on dit que u est un point
réqulier de J.

Sic € R, on dit que ¢ est une valeur critique de J, s’il existe u € Q tel que J(u) = c et

J'(u) = 0. Si ¢ n'est pas une valeur critique, on dit que c est une valeur réguli¢re de J.

12



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES ET OUTILS DE BASE

1.4 Formulation variationnelle d’un probléme elliptique

Nous commencons par introduire deux notions utilisées dans cette section & savoir : fonc-

tionnelle coercive et fonction de Caratheodory.

Définition 1.12. Une fonctionnelle J définie sur un espace de Banach X est dite coercive s’il

existe deur constantes o > 0 et § € R telles que :
J(z) =2 allz|x + 6.

1l est évident de voir que si J est coercive, elle est bornée inférieurement et chaque suite mini-

misante est bornée.

Définition 1.13. Soit Q un ouvert de RY, on dit que la fonction

FfiOxR — R
(,t) — fla,t)

est de Caratheodory sur Q X R si pour tout réel t, la fonction v — f(x,t) est mesurable et pour

presque tout x dans ) , la fonction t — f(x,t) est continue.

Le principe de 'approche variationnelle pour la résolution des équations aux dérivées par-
tielles est obtenue en intégrant 1’équation multipliée par une fonction test, et en procédant a
des intégrations par parties dans I’établissement de la formulation variationnelle.

Nous considérons le probléme de Dirichlet pour une EDP elliptique :

Au f dans €
{ u = 0 sur Of) (1.1)

Ot  est un ouvert borné de RY et f une fonction donnée, et A est un opérateur elliptique

écrit sous la forme divergence

0
Au = _Z&L’ Qij.m— 8$Z Zlba—ui+c.u

i,j=1 =
= div(a.Vu)+b.Vu + cu

avec a, b, c sont des fonctions réguliéres et la matrice a(.) vérifie la condition d’ellipticité. i.e

Ja(z) > 0,V¢ € RY ay(2).&.6 = a(z). ¢ pp 7€ Q

1, i=j

., % et b=0,c=0, on obtient Au = —Au avec A
0 , i#]J

En particulier, pour a;; = d;; = {
est l'opérateur laplacien.

* La formulation variationnelle d’un probléme aux limites (elliptique) prend toujours une forme
de type :

B(u,v) = L(v), Yve X

avec X un espace vectoriel, B(.,.) une forme bilinéaire et L(.) une forme linéaire.

Ecrire un probléme aux limites sous forme variationnelle c’est déterminer ’espace X ou l'on

13
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cherche la solution et trouver B et L.

Si I'on suppose par exemple que les fonctions a;j, b;,c € cY(Q), i,j=1,N, a;; = aj; et
f e L*Q).

En multipliant ’équation Au = f par une fonction v € H} () et 'intégrant sur 2, on obtient :

AR R > du
L(—Z; a—xj(aij.a—%)>vd$+/ﬂ<;bia—xi>vdx+/ﬂc.uvda::/ﬂf.vdx

L’intégration par parties permet d’écrire :

al ou Ov p al b ou J dr — d
/Q(Z;amﬁ_xzﬁ_x]) x+/§2<; 18_:(:)@ x—l—/Qc.uv x—/Qf.v T

/aVu.Vvdl‘—{—/qu.vdx+/c.u.vdx:/f.vd:z: (1.2)
Q Q Q Q
Déterminer une fonction u € HJ(Q2) qui vérifie (1.2)), est la formulation faible du probléme

[TD).

la formulation variationnelle du probléme ((1.1)) a été donc donnée par X = Hg(Q) et
B(u,v) = L(v), Yv € Hy(Q)

avec :

B(u,v) :/aVu.Vvda:+/qu.vd:v—i—/c.u.vd:v
Q Q

0= [ pous

A partir de la formulation variationnelle, on peut chercher © € X comme point critique d’une

fonctionnelle J (fonctionnelle d’énergie) i.e
DJ(u) =0

Pour notre probléme (|1.1)), la fonctionnelle d’énergie est donnée par

1
J(v) = 5[/{)a.VU.VUdJT+/vav.vd$+/ﬂc.’1)|2dx] —/Qf.vdx Vv € Hy ()

On note que tout point critique de J est une solution faible du probléme (|1.1])
Un outil essentiel dans le calcul variationnel, une condition de compacité c’est la condition

de Palais-Smale.

Définition 1.14. (Condition de Palais-Smale)
Soient X un espace de Banach et J : X — R une fonction de classe Ct. Si c € R, on dit que

J vérifie la condition de Palais-Smale (au niveau c), si toute suite (uy), de X telle que

J(u,) — ¢ dans R et J'(u,) — 0 dans X'

contient une sous-suite (uy, ) convergente.

14
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Maintenant, nous introduisons le Théoréme du Col de la montagne qui est I'un des plus
importants outils pour montrer I'existence de solution pour des problémes admettant une for-

mulation variationnelle .

Théoréme 1.13. (Théoréme du Col)

Soient X un espace de Banach, J € C*(X,R) vérifiant la condition de Palais-Smale. On suppose
que J(0) =0 et que :

i) 1l existe R > 0 et a > 0 tels que si ||u|| = R, alors J(u) > a.

it) Il existe a« > 0 et ug € X tel que ||upl| > R et J(up) < a.

Alors J posséde une valeur critique c telle que ¢ > a. De fagon plus précise, si on pose

B = {o([0.1]): ¢ € C([0,1], X), (0) =0, (1) = up}.,

alors :

¢ := inf max J(v).
AeB veA

Un autre théoréme qui aussi trés utilisé pour démontrer I'existence de solutions, plus préci-
sément une suite de solutions c’est le Théoréeme de Clark qu’est appliqué dans ce mémoire pour

établir 'existence des solutions pour les problémes fractionnaires.

1.5 Théoréme de Clark

Le théoréme de Clark est un résultat important dans la théorie des points critiques (voir
[13] et [22]). Ce théoréme assure I'existence d’une suite de points critiques a valeurs négatives.
Il est souvent appliqué pour montrer I’existence d’une infinité de solutions pour des problémes
elliptiques et pour des systémes hamiltoniens.
On note qu’il y a plusieurs versions du théoréme de Clark. Nous en présenterons deux versions
et pour plus détails sur les autres versions voir [12] et [46].

Pour introduire le théoréme de Clark, nous avons besoin de quelques terminologies.

La théorie du genre qui est introduite par Krasnoselk’skii

Définition 1.15. (voir [26] et [{0])
Soit X un espace de Banach. On désigne par 3(X) | ‘ensemble des parties fermées symétriques

de X ne contenant pas l’origine, plus précisément :
Y(X)={ACX, A##2,0¢A et A=—-A}
Si A € ¥(X) on appelle genre de A le nombre, noté v(A), défini par :
Y(A) :=inf{n > 1,3p: A - R"\ {0} continue et impaire}

Par commodité on posera (@) = 0.
S’il n'existe pas d’entier n > 1 et de fonction ¢ continue et impaire de A dans R™ \ {0}, on

pose y(A) = +o0.
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Nous regroupons ci-dessous quelques propriétés essentielles du genre et pour plus de détails
voir [26].
Propsition 1.4. Soit X un espace de Banach et A, B € ¥(X).

e Si AC B, alors y(A) < v(B)

e (AU B) <7(A) +~(B)

o S’il existe une fonction impaire g € C(A, B) alors v(A) < v(B).

La notion de pseudo-gradient

Définition 1.16. (voir [37]) Soit X un espace de Banach et ¢ € C'(X,R), le champ vectoriel
pseudo-gradient de @ est défini par :
la fonction lipschitzienne W : X \ K — E avec K = {u € X, ¢'(u) =0} vérifiant :

W W <20l (W), Yue X\ K
* <@ (w), W(u) > @', Vue X\ K

Maintenant, nous présentons la version du théoréme de Clark introduite par Heinz dans
[22].

Théoréme 1.14. Soit X un espace de Banach et J : X — R une fonction de classe Ct qui
satisfait :

1) J(0) =0, J est paire et bornée.

2) J satisfait la condition de Palais-Smale (PS). pour tout ¢ <0

3) Pour tout k € N, il existe A € ¥(X) tel que :

v(A) =k et supJ(u) <0

ucA

Alors il existe une suite de valeurs critiques (c) de J tel que :
c; < 0, \V/j eN

c¢; =0, quand j — +o0

Et

Cc; = inf sup J(u
77 Aen(X)n(A4)2] ne (@)

Ce théoréme assure l'existence d’une suite de points critiques de valeurs critiques ¢ telles
que ¢, < 0 et ¢, — 0, sans aucune information sur la structure de cette suite de points critiques.
Et concernant la démonstration de ce théoréme voir [22].

Dans la suite nous introduisons une autre version de Théoréme de Clark qui précise la structure

de cette suite de points critiques et qui est introduite par Liu Wang (dans [46]).

Théoréme 1.15. Soit X un espace de Banach, et J : X — R une fonction de classe C! telle

que

1. J(0) =0, J est paire et bornée.
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2. J satisfait la conditions de Palais-Smale (PS).
3. Si pour tout k € N, il existe un sous espace X* C X de dimension k et p, > 0 tels que
Supxens, J <0, avec S, ={u € X, |lu|| = p},
Alors au moins l'une des deuz assertions suivantes est vraie :
i Il existe une suite de points critiques (uy) telles que J(ug) < 0 pour tout k € N et
|luk]| — 0 quand k — +o0.

1 Il existe r > 0 telle que pour a tout O < a < r il existe un point critique u, telle que
llul| = a et J(u) = 0.

La démonstration du théoréme est faite par I'absurde , i.e en supposant que (7) et (i)

sont fausses, autrement dit
Iro >0 tel que si ||ul| <rg et J(u) <0, alors J'(u)#0

Et 30 <ry<ry tel que si |[ull=r1 et J(u)=0, alors J(u)#0

elle est présentée en quatre étapes :

* On définit W comme un champ vectoriel pseudo-gradient de J tel que W (—u) = —W (u)

pour tout v € X \ K.
* On définit la fonction ¢'(u) pour v € X \ K et ¢ > 0 comme la solution unique de
probléme :
Fe@) = —W(p'(u)), t€o,+oo
Pou) = w
* On montre l'existence d’une suite positive (S,,) tel que S,, — 400 et pour b* fixé on a
|| (u)|| > b* pour n assez grand.
* Finalement, on définit A = X*N S, et on montre que sup J < 0 et v(A) > k en utilisant
A

les propriétés du genre,une contradiction est alors établie pour plus de détails voir [46].

Remarque 1.1. :

e La condition (3) du théoréme est plus forte que la condition (3) du théoréme
(voir [24]).
e De plus, on note que le théoréme de Clark est aussi attribué a Ambrosetti- Rabinowitz, et

qu’en fait c’est le théoréme de Col dans le cas de symétrie qui est mentionné dans [25].

1.5.1 Exemple d’application :

Nous donnons une application du théoréme a un probléme elliptique constituant le cas

classique du probléme fractionnaire considéré dans ce mémoire i.e nous considérons :

—Au = f(,u) dans
{ u = 0 sur 02 (13)

oti Q) est un ouvert borné de RV de frontiére réguliére.
A est Popérateur laplacien classique, défini par Au = div(Vu) Yu € H}(Q).
Et f € C(Q x R), telle que F(z,t) = fot f(z, s)ds satisfait :

17
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(f1) F(z,0)=0.
(f2) Il existe une boule B, (xq) C 2 telle que;

F
lim Fla,t) =
ltl—0  |t|?

(1.4)
uniformément pour x € B,(xy)
(f3) F(x,t) est paire en t pour tout (z,t) € 2 x R

Théoréme 1.16. Le probléeme admet une infinité de solutions (uy) vérifiant ||ug|| g1 ) —
0 quand k — oo.

PREUVE.
Par la continuité de F' et les conditions (f1) et (f2), il existe § > 0, tel que;

|F(x,8)] > |s]* et |F(z,s)| < |s| pour |s| <6 (1.5)
Il est possible de construire F' € C1(Q x R) telle que

~ [ F(z,s) , x€Qet]s|<d/2
F(a:,s)—{ 0, x€Qet|s|>0 (16)

Par la condition (f3;), F'(x,t) est paire en par rapport a sa deuxiéme variable.

On note f — D,F, et on considére le probléme

~Au = f(,u)  dans Q
{ u = 0 sur OS2 (17)

On considére Pespace de Sobolev H} () muni de la norme

N\ 1/2
lulligor = 1Vl = ] 19F)
On définit la fonctionnelle d’énergie associée au probléme ((1.7)) par;
1 ~
o) = gl = [ Flau) Ve m(@
On a bien ¢ € C'(H}(2)), ¢(0) = 0, elle est paire et bornée et sa dérivée est donnée par

< ¢'(u),v >=<u,v >piq —/Qf(x,u)v (1.8)

De plus f(x,t) = f(x,t) pour (z,t) € Q x (=3/2,0/2), donc les points critiques de ¢ telle que
||u||so < 0/2 sont des solutions faibles du probléme (1.3)).

x Maintenant on vérifie que ¢ est coercive :
En utilisant (1.5) et par définition de F on a

|F(z,s)| <|s| sur QxR (1.9)
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ce qui implique qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que;

|f(z,8)] <c sur QxR (1.10)

alors par ([1.9) et en utilisant les inégalités de Holder et Poincaré;

]‘ 2
o) > sllulye — [ lu@ide
> Ll 0 — 190 ]l
Z 9 HE(Q) : L2(Q)

1 1
> §H“||§{3(Q) — ¢ [Q12[|ul| @)

Ce qui implique ¢(u) — +o00 quand HuHHé(Q) — +00 et donc ¢ est coercive.
*On vérifie que ¢ satisfait la condition de Palais-Smaile (PS)
Soit (u,) une suite de H}(Q) telle que :

dlup) = ¢ et ¢'(u,) =0 (1.11)

Par la coercivité de ¢ on a (u,) est une suite bornée dans H{(€2) et donc il existe u € H}(Q)

telle que;
u, — u dans Hy(Q) (1.12)
u, — u dans L*(Q) (1.13)
un(z) — u(z) pp sur (1.14)
En utilisant (1.13]) et (1.11)) on obtient;
< &' (up),up —u >—0 quand n — +o0o (1.15)

En utilisant 1'inégalité de Holder et on a
[ Fwn =0 < 1wl = ulee
< e QP Jun = ull2@) —nstoe 0 (1.16)
Par , on a
< Uy Uy — U >y =< G (Un), uy —u > +/Qf(x,un)(un —u) =0 quand n — +o00
De la méme maniére on montre que;
< U, Up — U >p1)— 0 quand n — +oo

Alors;;
|[un — ullgr) = 0 quand n — +oo

i.e ¢ satisfait la condition de (PS) .
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Pour tout k € N, si X* est un sous espace de C5°(B,(xg)) de dimension k et pour
pr > 0 petit (on prend p, < §/2), alors implique que SUDxkns,, ¢ < 0, avec
Sp = {u € Hy(Q); [Julmy () = p}-
Maintenant, puisque ¢ satisfait toutes les conditions du théoréme de Clark, alors il existe une
suite de points critiques (uy) de ¢ vérifiant ¢(uy,) < 0 pour tout k € N et [|ug|| 1) — 0 quand
k — oo. n

1.6 Transformée de Fourier des distributions tempérées

Définition 1.17. La classe de Schwartz S est l'espace des fonctions de classe C®sur RY @

décroissance rapide ainsi que toutes leurs dérivées, ce qui signifie :
SRY) ={p e C*(RY),¥peN,3c, >0; sup [[2°D’p(1)||o0 < ¢}
lee|<p,|BI<p

St on note par

¢llas = sup [z*Dp(x)|

xeRN

alors l'espace S(RY) peut étre muni de la topologie induite par la famille de semi normes
(IHas)
Propriété 1.2. (voir [1])
* C°(RY) est dense dans S(RY) .
* Soit ¢ dans S(RY), alors :
D¢ € S(RY), Va e NV
* Soit ¢ dans S(RY), alors :

1

E— e T
e

VEk € N,3C, > 0,telle que |¢p(x)| < Cy

* S(RY) € LYRYN) pour tout q € [1,+00].

Définition 1.18. La transformée de Fourier pour tout o € S(RN) est définie par :

Fo(&) = /RN e %o (x)d.

La transformée de Fourier inverse est donnée par :

—1 L 1 ezfa:
o) = o [ e

Propriété 1.3. :
e VoeS§S Fpesld.
o FFlp=F1Fp= cadlF estun isomorphisme de S dans lui méme .
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Propsition 1.5.

N/2 _j¢2
Flet)©@=(3) 7 veer (1.17)
C
avec ¢ € R* .
PREUVE.
Soit £ € RY,

F<efc|z|2)(£) _ /RNGMP o€ oy
ﬂ(/ Cr? m]g]dx>:ﬂ</ \fx]-i-fo)Q—idxj)

=1 j=1

N >
H (e 4c/ C%H?\f) dxj>

=1

.

.

Par le changement de variable y; = \/cz;, on obtient

Ao = T1(D o [l ay,)

On note S'(RY) lespace des distributions tempérées qui est le dual topologique de S.

On a les définitions suivantes :

Définition 1.19. Une distribution T est tempérée s’il existe p € N et ¢ > 0 tel que :

Yo € S(]RN), < T,p>|<c sup on‘DﬂcpHoo

la|<p,|BI<p

Définition 1.20. Soit T € S'(RY), ¢ € S(RY), la transformée de Fourier de T est définie
par :
<FT, o >=<T,Fp >

avec < .,.> désigne le crochet de dualité.

Remarque 1.2. On a :
*u e L*(RYN) si et seulement si Fu € L*(RY)

* L’identité de Parseval-Plancherel est donnée par :
Vu e L*(RY), |lull2@yy = [[Full 2@ (1.18)

Propriété 1.4. Soit T, S € S'(RY), alors pour tout ¢ € RN on a :

F(T.5)(&) = F(T)  F(5)(&)
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e Pour tout a, 3 € NN on a :
DPF(T)(8) = (=i) I F (27T ())(€)

EF(T)E) = (i) F(DT)(€)

e Pour touta € RV, on a :

F(rT)(€) = F(T(x +a))(€) = e F(T)(¢)
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Chapitre 2

Le cadre fonctionnel

2.1 Les espaces de Sobolev fractionnaires WW*?

Dans cette section, nous introduisons les espaces de Sobolev fractionnaires pour s € R, nous
traitons le cas s < 1 et le cas s > 1 séparément. En plus, nous présentons des injections de ces
espaces de Sobolev fractionnaires qui se trouvent étre similaires a celles introduites au chapitre

1 pour les espaces de Sobolev classiques, pour plus de détails voir [§], [15] et [14].

2.1.1 Les espaces de Sobolev fractionnaires d’ordre s < 1
Définition 2.1. Soient Q un ouvert de RN, s € (0,1) et p € [1,+o00[, on définit l'espace de

Sobolev fractionnaire W*P(Q) par :

Wer(Q) = {u e LP(Q), w € LP(Q x Q)}
|z —y| v

L’espace W*P(Q) est muni de la norme :

3=

ooy = (11l oy + W)
ul2) ~ uly)l
u(z) —uly
[U]% sy = / —— " dxdy (2.1)
W) alo |z —y/Nt
[ulfysn(q) €st appelée semi norme de u (ou la norme Gagliardo(voir [15])).
Propsition 2.1. Soient Q un ouvert de RN, s € (0,1) et p € [1,4+o00|, alors W*P(Q) est
e Un espace de Banach pour tout 1 < p < 400
e Un espace séparable pour tout 1 < p < 400

e Un espace réflexif pour tout 1 < p < +00

Propsition 2.2. Soient Q un ouvert de RV, 0 < s < s' <1 etpe€[l,+o0[, alors on a :

WeP(Q) — WP(Q)
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PREUVE.

Premiérement, en appliquant le théoréme de Fubini on obtient :

[ M W1,
Qnfwe,jz—y|>1} [T — Y[V TP o Langyea jo—yz1y [T — y[N TP
1
< [/ vy Jule) P
Q {yeQ,|z—y|>1} |:L‘ - y|N+Sp

1 1
——dy < / ———dz < +00
/{yeg,x—y|>1} |z — y|NFep (2eRN 231} |2V TP

puisque N + sp > N > 1, ce qui implique :

|u(z)[”
O dudy < Cull} 22)
/Q /ﬂﬂ{:ceﬂ,|x—y|>1} |z — y|NFep Lr()

En utilisant I'inégalité (a + b)? < 2P~ 1(Jal? + |b]?) et (2.2)), on a

_ p p
[ )y < [ P+
on{eeo—y>1} 1T — YN TP Q Jonfeen o—yz1y 1T — Y[V
< QP'C'HuHZ[?,P(Q) (2.3)

D’autre part, puisque s < ' et |z — y| < 1, alors

// () = ‘pdxdy // () = uly )‘pdxdy (2.4)
Qn{zez—y|<1} 1T =Y |N+Sp onfee o—yl<1}y T — Y[V

Alors et (2.4]) impliquent

/ - H < e,
oo |v—ylNte onfee o—yl<1}y T — y[N TP

u(z) — uly)|
< 2Culle + | [ SE= day
D’ou :
u(@) — u(y)|”
||U||€Vs,p(9) = ||u||Lp(Q +/Q del‘dy
u(z) —u(y)P
< (2PC+1 b ’—d d
~N ( + )HUHLP(Q)—{_/Q 0 ‘x_y‘N+s/p Xz y
p
< @Dl
| ]
Notation :

Q:={rv= (" 2,) eRNIXR: 2| <1 et |z,| <1}
Qr ={r= (" 2,) eERVIxR:|2/| <1 et 0<z, <1}
Qo:={z=(2,2,) ERN"IxR:z, =0}
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Définition 2.2. Pourk € N et o € (0,1), on dit que Q est de classe C**, s’il existe M > 0 telle
que pour tout x € 0N, il existe une boule B = B.(z), r > 0, et un isomorphisme T : Q — B
tel que :

T cC*(Q), T 'eC**(B), T(Qy)=BnQ, T(Qy) = BNV

et ||T||Ck,a(Q) + ||T||Ck,a(B) < M.
On dit que Uouvert Q est lipschitzien s’il est de classe C*.

Le résultat de la proposition reste vrai pour s = 1, dans le cas ou le domaine € est

lipschitzien, c’est ce qui est énoncé dans la proposition suivante :

Propsition 2.3. Soient Q un ouvert de RN de classe C%' avec 02 bornée, p € [1,+oo| et
€ (0,1), alors :
WP (Q) — W*P(Q)

PREUVE.
Soit u € WHP(Q), grace aux hypothéses sur le domaine €2, on peut prolonger u par une fonction
@ : RNV — R telle que

ae WHRY) et ||allwir@y) < cflullwiso)

pour une constante positive c. On utilise le changement de variable z = y — x, on obtient :

p p
QN {zeQ,ja—y|<1} |x—y| P on{yeq, |y 2|<1} |y—x| P
< // |u(z —uz+m)|pd e
B |Z|N+Sp
z) —u(z + )| 1
= dzd
/ / e e
En utilisant le théoréme des accroissements finis , on a alors
u(z) — u(y)|” / / / ' ro 1
———————dzdy < ( Vu(a:—l—tz)dt) —————dzdz
//Qﬂ{a:eﬂ |lze—y|<1} |$ - |N+sp B, |Z|N+(S_1)p
_ // V“”H'Z')d)pdzdx
B 0 |Z’ (s—1)
Maintenant en utilisant I'inégalité de Holder
P Vu( t2)|P
[/ o) 0l g, < [ [ QAR
Qn{zeQ,|z—y|<1} |z — y|NFep B 2]
/ / / ]VuNx+tz dtduds
RN JB,; |2 V(s
1 ||Vu||LP(RN)d I
B Z|N+(s 1)p

Cl(N $ DIVl | g

OI(N S p)HuHWlp (RN)
Ci(N, s, p)ul i1y

N

NN N
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et de (2.3) on a :

// juz) — N(+)|pd dy < C(N, s, p)||ull}, 0 (25)
onfeenfo—yz1y [T = YN

En combinant les deux estimations précédentes, on obtient ’estimation voulue. [

Définition 2.3. On définit 'espace Wi*(2) comme la fermeture de C§°(Q) par rapport a la
norme de W*P(2) i.e
. ST
Wet(Q2) = G52 (©)

Théoréme 2.1. Pour 0 < s < 1, lespace Cg°(RY) est dense dans W*P(RY).

Remarque 2.1. La démonstration est faite dans [T]|] pour N =1 et généralisée a des dimen-
stons supérieures. Dans la premiere étape, on construit une fonction troncature pour montrer la
densité des fonctions de W*P a support compact dans l’espace W*P et dans la deuxiéme étape,
on construit une suite de régularisation pour approcher les fonctions a support compact dans

lespace W*P par des fonctions de C3°.

Théoréme 2.2. (Inégalité de Poincaré)
Soit Q un ouvert borné de RN, s € (0,1) et p € [1,+00[, alors il existe X :== A\(N, s,p,Q) > 0
tel que :

[lullr(@) < Alulwer), Vu € Wy (Q) (2.6)
Par conséquent si § est borné alors [Jws»(q) est une norme de W (Q2) équivalente & la norme

|-l lwsr (-

PREUVE.
Soit u € C°(Q) et Br C RV \ Q, i.e boule de rayon R dans le complémentaire de Q.
alors pour tout x € Q et y € Bg, on a :

]u(x)\p: ‘u( ) ( )’ ‘ y‘N+sp

‘ y‘N+sp

ce qui implique :

p _ e [ [ul@) Zu@)lP
P [ dy< s ey [ R,

reNyeEBR

alors ;
di QU Bg N+3p D
/\U(I)!’”dw< iam( // N+)| dydz
@ |BR| Br |J] - | P
Par suite;
[[ul|Le) < Aulwseo)
avec

diam($2 U BR)NJFSP)} 1/p
| Bl
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2.1.2 Prolongement d’une fonction de W*?(Q)

Définition 2.4. Soient s € (0,1) et p € [1,+00[, un ouvert Q@ C RN est dit un domaine de
prolongement de W*P sl existe une constante C = C(N,s,p,Q2) > 0 telle que, pour toute
fonction u € W*P(Q) il existe u € W*P(RY) avec @ = u, sur Q et :

H’&/| |Ws,p(RN) < O| |u||stp(Q)

Lemme 2.1. Soit Q un ouvert de RY, u € W*P(Q) avec s € (0,1) et p € [1,+00], il existe
un compact K C Q tel que v = 0 dans Q \ K, alors on peut prolonger u par une fonction
o € WP(RYN) qui est définie par :

v Julr) , ze
“@)_{ 0, zeRV\Q (27)

et [|a||wsr@yy < Cllul[wsnrq) ot C est une constante positive qui dépend de N, s,p, K, et €.

PREUVE.
Il est clair que @ € LP(RYN) puisque u € W*P(Q2), d’autre part on a :

/ / i) a0 = / @) = a4 4 / / @) = aw)l” | 4,
RN JRN ‘x—y‘NHp Q |95—?/|N+8p RM\Q JRN\Q |75—y’N+Sp
u(y)l” [u(z) — aly)|

+ // ——————dzxdy + —d:ﬂdy
RM\Q ’33 - ’NHp RN\ JQ |z — y|NFep

et puisque @ = 0 sur RY \ Q et @ = u dans €, alors :

y)P / ja(x) — a(y)]” / /
———————dxdy = ————————dxdy + 2 —————dydx (2.8
/RN /RN |$—y|N+SP aJa ]a;—y]NJrSP BN\Q |:C—y|N+Sp (2.8)

Le premier terme de (2.8)) est fini car u € W*?(Q), or pour tout y € RY \ K, on a :

u(@)[P Xk (@) u()]? p 1
oz —y[Ntsr g — gV Xx (@) |u(z)]” sup |z — y[N+sp

zeK
—————dydx
/ /RN\Q |z — y\N“p

alors

N

1
) |u(x) P sup ——————dy | dx
/Q(/RN\Km ) sup )
1
< Pd d
/Q|U(x)| x/RN\K Jis(y o) ™

1
— p d
||uHLZD(Q) /RN\K diS(y,a/{:)N+5p y

comme K est compact inclus dans € alors dis(y, 0K) > 0 pour tout y € RV\ K et N+sp > N,

alors

p
/ /RN\Q |I _ |N+Spdydl’ < C(Na S, D, Ka Q)||u||LP(Q)

Ce qui implique :

||u||W5p (RN) — ||ﬂ||1£p + [U]Z;Vsp(RN)
< (1 + 2 C<N § p7K Q))HUHLP Q) + [ ]WSP(Q)
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Par conséquent, on obtient ;

H7j‘HW“’(RN) < Clful|lwsra)

Lemme 2.2. Soit Q un ouvert de RY, symétrique par rapport a x,,. Soient Q, = {x € Q, z,, >
0}, Q- ={r e Q,z, <0}, s€(0,1), pe[l,4o00] et u € W*P(§1y), alors il existe u € WP (Q)
défini par :

i { W', Tn) >0 (2.9)

u(z',—x,) , x, <0
De plus, on a

lallwsr@) < 4lJullwsr@y)

PREUVE. Premiérement, on a Q = Q, UQ_ et par la définition de @ dans (2.9) et les change-

ments de variables 7, = —x,, et ¥ = 2/, on obtient :

e = [ li)pPds

_ / (e, 3Pz + / I
0, ~

- / (@, 2P dz + / (@, )P di
Q4

Q4
= SYfulle, (2.10)
Et on a;
[ [EO 0y [ ] MOy,
oo |z —y/Nte o, Jo, ]x—y] b
lu(z’, —x,) — u(y)|P
dxd
! // |:c— W
|u B ’U,(y ) yn)lp
+ / / ]x Wi dxdy
En utilisant les méme changements de variables z, = —x,, &’ = 2/, §, = —y, et ¥ = 3/ on
obtient :
[ﬂ]gvs,p(g) = 4[u]%,s,p(9+) (2.11)
Par (2.10)) et (2.11)), on obtient
Nalyen o) = 2Mullioq, ) + 4ulien@,) < Alullfyan,)
m

Lemme 2.3. Soient Q un ouvert de RN, p € [1,+00[ et s € (0,1), et soit u € WP(Q) et
Y e C%(Q), telle que 0 < (x) < 1 pour tout x € Q. Alors

’QDU € Ws’p(Q) et ||¢U||Ws,p(g) < C||U||Ws,p(g) (212)
avec C' = C(N, s,p, Q).
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PREUVE.
On a

/ ulPde — / P |ulde < / luPdz < 400
Q Q Q
i.e ¢u € LP(Q)

D’autre part, on ajoutant et retranchant ¢(x)u(y), on obtient :

/ / Y@u@) = @ul ) o g / / [(z)u@) = e@u@)l” )
aJa |z — y| NP h ’33—y’N+Sp
p-1 [¥(= vyuy)l
+ 2 // y|N+Sp dxdy
< 2,,_1/ (x)—u( D ey
Q

|z — yl’””
¥ (x )Pluy)”
+ // |$_ |N+Sp dxdy
(2.13)
Maintenant, puisque ¢ € C%(Q) et [¢(x) — ¥(y)|] < 1 pour tout z,y € Q, alors

|¢ y)[P[uly )|pd d — () — (y)|p|U(y)|”d J
— y|N+sp ey = — y|N+sp ey
|$ y| Qn{zeQ,|z—y|<1} |z —y|

N // @/)(fr)—@/)(y)lpwy)lpdxdy

Q Jon{zeQ,lz—y|>1} |z — y|NHep

_ p p

< Cp// [z =y |x(+y)| ddy
Qn{we jo—yl<1} T — y[NTP

p
+ // [uly >]\|7+ dzdy
Qn{zeQ,|z—y|>1} |l’ - | b

avec c est la constante de Lipschitz de 9.

|z — y[Plu(y)” / 1
dxdy lu(y |p< diU) dy
/Q/Qﬂ{xeﬂ,|a:—y|<1} |z — y|NFep Qn{zeo—yl<1} [T — y[NTE=D
< Cullull (2.14)

puisqueona|x—y|<1etN+(s—1)p<N.

|u(y)[” / 1
——=—dxdy = u(y p< —dx) dy
/ /Qﬂ{xGQ o—y>1} |7 — YN TP Q‘ W)l Onfoe o—y|>1} [T — YN TP

< Colullree (2.15)
puisque |z —y| > 1et N +sp > N.
Par (2.13)) ,(2.14)) et (2.15]), on obtient
[W]ﬁvs,p(g) < 277w ]Wsp )+C'Hu|‘ip(9) (2.16)
Finalement,
||¢u||wsp = ||wu||pp(9) + W}u]gvs,p(ﬂ)

< Ollullysng)

29



CHAPITRE 2. LE CADRE FONCTIONNEL

Maintenant, on montre le théoréme suivant, qui concerne tout ouvert lipschitzien, de fron-

tiére bornée.

Théoréme 2.3. Soient s € (0,1), p € [1,+oo[ et Q € RY un ouvert de classe C™' avec une
frontiere O bornée, Alors pour tout uw € WP(Q) il existe u € WP(RY), telle que i |o= u et,

]| wsr@yy < Cllullwsre)
avec C'= C(N,s,p, Q)

PREUVE.
Puisque 0f2 est compact, alors il existe un nombre fini de boules B; telles que 92 C U?ZlBj,

et on peut écrire :

k
= JBU®RY\09)
j=1
Si on considére cette couverture, alors d’aprés le théoréme de partition d’unité il existe k + 1
fonctions 1y, ..., ¥y, telles que suppyg C RY \ 9Q et suppy; C B; Vi € {1,..k}, et 0 < ¢ < 1
k

pour tout j € {0, ...k} et ij = 1.

j= 0
Soit u € W*P(Q onau—zwj

D’aprés lemme [2.3 E You € W“’(Q) et puisque ou est définie sur une partie de 9€2, on pose :

~ ou(x) , x €
s ={ W TR g (217)

et on a par le lemme , You € WP (RY) de plus
[[¢oullwer@n) < Cllvoullwes@) < Cllullwsro)

avec C' = C(N, s,p, ).

Pour tout j € {1,...,k}, on considére u |p,no et on pose v;(y) := u(T;(y)) Yy € Q, avec
T; : Q — Bj est l'isomorphisme de classe C*! défini dans . On note que les Tj existent par
I’hypothése de régularité sur le domaine ).

D’abord v; € W%P(Q). ), en effet ; en utilisant le changement de variable = = T}(7)

/Q+/Q+|Uﬂx__|?+s>'dd _ /Q/Qiu 2~ ’N<+s<>>|dd

!u —u(y)[?
= det(T; " )dzdy
/BQ/BQ i z; 1t

On note que T(Q+) = B; NQ, et puisque T; € C*! alors

[z —yl = \T(T’l(ﬂf)) —T(T'(y))l < CIT”(JS) — T (y)l

v; (@ / / u(y)
" 1 2dj < C ) = AT dady 2.18
/C;+ /Q+ |£U - y|N+S ﬁQ ﬂQ |x - y|N+8p ( )
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Ce qui implique v; € W*P(Q.), et par le lemmeon prolonge v; par une fonction v; € W*?(Q)
telle que
105llwsr@) < 4lvjllwer@u
On fixe wj(z) := 0;(T"*(z)) Vz € B;.
De méme on a w; € W*P(B;), et on note w; = u dans B; N Q , par conséquent ;w; = ;u.

Par définition, v¢;w; & support compact dans B; et de méme maniére on peut considérer le

prolongement wfwj dans RY tel que w;wj € WP(RY) et on utilise les lemmes et
I'estimation ([2.18)), pour obtenir

ljwillwer@yy < Cligswillwess,)
Cllw;llws» (5,
Cl1;|lw=r)

Cllojllwsr@y)

INCINCIN NN

Cllullwsr(ns;)

ou C'=C(N,s,p,Q)
Finalement soit : i
U = sz)u + Z 'QZJ]‘L)]'
j=1
le prolongement de u dans RY.

puisque 4 |o= u, car You lo= tou et w;wj lo= ¥;w; |ans, car suppy; C Bj. De plus

k
1| [y ey < 1[0t liwen ey + Y H1hwjllwen@y) < Cllullwere)
j=1

avec C'= C(N, s,p,Q). n

L’espace C5°(RY) est dense dans W*P(RY), donc si on utilise 'opérateur de prolonge-

ment, on récupére le résultat de densité de Uespace C5°(RY) dans I'espace W*P((2).

Corollaire 2.1. Soient 2 un ouvert lipschitzien de RY avec frontiere bornée, p € [1,+oo| et
s € (0,1). Alors pour tout u € W*P(Q), il existe une suite (u,) € C°(RYN) telle que :

lim ||u, — ul[wsr) =0
n——+oo

PREUVE.
soit u € W*P(Q), d’aprés le Théoréeme (2.3), il existe @ € WP(RYN) telle que @ |o= u et

@] wsr@yy < Cllul[wsr@)

d’apres le Théoreme (2.1)), il existe une suite (@,) € C5°(Q) telle que @, — @ dans W*P(RY).

On pose u,, = U, |q donc on aura u, — u dans W*P(Q). n
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2.1.3 Injections de type Sobolev 0 < s < 1

Dans ce paragraphe, nous introduisons les injections de type Sobolev, par analogie avec
le théoreme de Rellich Kondrachov. Voir [§], [15], [14] et[3] et les références y figurant.
Nous commencons par quelques résultats importants utilisés pour démontrer les injections conti-

nues quand 0 < s < 1.(voir [15])

Lemme 2.4. Soit s € (0,1) et p € [1,+00[ tels que sp < N. On fixe T > 1, soit N' € Z et

(ax) une suite bornée positive avec a, =0 Yk = N'. Alors :

N—sp —sp
Z%N T < C Z agpr0,N T

kEZ k€Z,a;,#0

avec C' = C(N,s,p,T) > 0 indépendant de N'.

Lemme 2.5. Soit s € (0,1) et p € [1,+o00[ tels que sp < N. Soit f € L®(RY) a support
compact ; pour tout k € 7 soit

ap = [{z € R, |f(2)] > 2"}

alors ;

>0 2t
/RN / |x - |N+s

keZ
[e77 750

avec C' = C(N,s,p) > 0.
Lemme 2.6. Soit ¢ € [1,+00[, et f: RY — R une fonction mesurable, pour tout n € N, soit
fulx) := maz{min{f(z),n}, —n} Yz cRY

alors ;

i || fullza@yy = [1F]| o)

Injections continues

On a trois cas :

e Premier cas : sp < N
Théoréme 2.4. Soient s € (0,1) et p € [1,+00[ tels que sp < N, alors il existe :
C = C(N,s,p) > 0 tel que, pour tout f € Cg°(RY), on a :

1

)Ip »

Np
N—sp”’

avec p* =
Ainsi :
WeP(RY) — LYRY), Vg€ [p,p’]
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PREUVE.
D’abord, si

on a rien & montrer.

O
" dxdy = +o0
/RN / g
Et si on suppose :

On considére deux cas :

Ol
———————dxdy <
fo e <
xsi f € L®(RY)

On pose Ay = {x € RN, |f(z)| > 2*} et a), = |Ay], on a;

[Fila— / F@P
Lr  (®T) Z Ap\Akt1

keZ

Z/ (2E+DP") g
Ap\Ag+1

kEZ

< Z(g(k+1)p*)ak

keZ

N

puisque Ay \ Agy1 C Ay done |4y \ Ags| < |Ax] = ay.

Alors B
HfHLp (RNV) 2p<z2kp ak>p
keZ
Or,ona]%:¥:1—%<1,Cequiimplique:

N—sp
Hf“lip* (RN) <2 Z Qkp@k N

kEZ

On pose T' = 2P et on applique le lemme on obtient ;

HfHLp FRN) C Z akJrlakN 2pk

k€Z,a,£0

Et par le lemme 2.5 on obtient :

fI
18y <€ [ [ = ey

avec C'= C(N, s,p)

«si f ¢ L*(RY)

On pose f,(z) := max{min{f(z),n}, —n} Vx € RY on a (f,) est bornée, de plus
Jim ([ fall oy = || fllpagy) Va € [1, +o0] (2.19)

Alors d’aprés le premier cas, on a :

fule) = Fuly)P
n dxd
Wlle <€ [ ] ,x_ 2L oy
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En utilisant (2.19) dans le premier terme pour ¢ = p* et le théoréme de convergence

dominée dans le second terme on obtient :

f)P
HfHLP (RN) / /]RN ’SL’— ’N—i—sp dfﬂdy

avec C' = C(N, s,p) est une constante qui dépend de N, s et p.
En utilisant la densité de C5°(R”Y) dans W*P(RY), on obtient

WeP(RY) — LF"(RY)

Maintenant, on montre 'injection continue pour ¢ € [p, p*|
Pour q € [p, p*], il existe a € [0, 1] tel que ¢ = ap+ (1 — a)p*, et pour tout f € WP(RY),
ona f € LP(RY) N L (RY). Alors, en utilisant I'inégalité d’interpolation on obtient :

u€ LIRY) et ||ullpaeny < [ul|Zogm-llull 5 5,
On applique 'inégalité de Young avec a = = et b= , on obtient :

ullLa@yy < allul|pp@yy + (1 — o) |U||Lp RN)

Sl
< uflzo @y +C/ /RN |$_ N TN, dady

< COllullwsr@yy, Yq € [p,p7]

Remarque 2.2. Les injections ci-dessus ne sont pas généralement vérifiées pour l’espace
W=P(Q), car il n'est pas toujours possible de prolonger une fonction f € W*P(Q) a une

fonction f € WP(RYN), pour pouvoir le faire, il faut que 2 satisfasse quelques conditions
de régularité (voir la sous-section[2.1.9).

Théoréme 2.5. Soient s € (0,1) et p € [1,400[ tels que sp < N. Soit Q un domaine
de prolongement de W*P. Alors il existe C = C(N,s,p,§2) > 0, tel que pour tout f €

W=r(Q), on a :
fllza@) < Cllfllwsre), Va € lpp’].
1.
W*P(Q) — L), Vq € [p,p]
avec p* = N]iip
PREUVE.

Soit f € W#P(Q), par le théoréme il existe une fonction f € W*? (RY) telle que :
Flo=f et ||fllwer@y) < Cullfllwer) (2.20)
avec C1 = C(N, s,p, Q). Et d’apres, le Théoreme [2.4] on a :
WP (RY) < LYRY), Vg € [p,p"]
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Le:
302 = CQ(N,S,p) > 0, H.fHLq(]RN) < OZHJZ;HWS,ZJ(RN) Vq S [p,p*] (221)
Alors par (2.20) et (2.21) on obtient :

[ flla) = |Ifllea < [ fllpa@m)
< Gollfllwsw@ny
<

CoC1| fllwse ()

pour tout ¢ € [p, p*]. n

Corollaire 2.2. Sous les hypothéses du théoréeme st on suppose de plus que ) est
borné, alors
WeP(Q) — LYQ), Vqe|[l,p]

PREUVE.
D’apreés le Théoréme [2.5], on a :

WP(Q) — L), Vg € [p,p’] (2.22)
Et puisque 2 est borné alors pour ¢ < p on a LP(§2) — L%(12).
Donc
WeP(Q) — LP(Q) — L1(Q) (2.23)
Alors, par (2.22) et (2.23) on termine la démonstration. "

e Deuxiéme cas : sp=N

On note que lorsque sp = N, 'exposant critique p* = 400

Théoréme 2.6. Soient s € (0,1) et p € [1,+00[ tels que sp = N, alors il existe
C = C(N,s,p) > 0, tel que pour tout f € C°(RY), on a :

[ fllLawyy < Cllfllwer@nyy, Vg € [p, +00]

autrement dit,
WP(RY) — LYRYN), Vq € [p, +o0]

PREUVE.
Soit f € C°(RY), 0 < s’ < s < 1, alors par la proposition on obtient :

1 lwsr oy < Cull fllwsn @) (2.24)
ou Cy = Cy(N,s,p) > 0, et puisque sp = N alors s'p < N et d’aprés le théoréme on
a:

| Flzary < Collfllwso @y Ve € [p, +00] (2.25)

ou Cy = C3(N, s,p) > 0.
Par (2.24)) et (2.25) on obtient :

[ fl|a@yy < CLCo| fllwsw @)
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Théoréme 2.7. Soient s € (0,1) et p € [1,400[ tels que sp = N. Soit Q un domaine
de prolongement de W*P. Alors il existe C = C(N,s,p,) > 0, tel que pour tout f €

W=r(Q), on a :

[ fllza@) < ClIfllwsr(0), Vg € [p,+o0].
1.€

WeP(Q) — LY(Q), Vq € [p,+0]
avec p* = NNTIZp
PREUVE.
Soit f € W*P(Q), 0 < s’ < s < 1, alors par la proposition , on obtient :
1w o) < Crllfllwsr @) (2.26)

ou Cy = C1(N,s,p) > 0, et puisque sp = N alors s'p < N et d’aprés le théoréme on
a:

2oy < Collfllwe v Va € [P, +00 (2.27)

ou Cy = CQ(N, S, p, Q) > 0.
Par (2.26)) et (2.27) on obtient :
f 2@ < CLCo| fllwsr(e)
]
Corollaire 2.3. Sous les hypotheéses du théoreme st on suppose de plus que ) est

borné, alors
WeP(Q) — LYQ), Vqe [l,+o0]

PREUVE.
D’aprés le Théoréme [2.7], on a :

W*P(Q) — L1(Q), VYq € [p,+0] (2.28)
Et puisque €2 est borné alors si ¢ < p on a LP(Q2) — L%({2).
Donc
WP(Q) — LP(Q2) — LI(Q) (2.29)
Alors, par (2.28)) et (2.29) on termine la démonstration. n

e Troisiéme cas : sp > N
Dans ce paragraphe, nous présentons deux propriétés de la régularité dans 'espace W*P

lorsque sp > N et pour les preuves voir [15] et [14].
Théoréme 2.8. Soient s € (0,1) et p € [1,+00[ tels que sp > N. Alors il existe
C = C(N,s,p) > 0, tel que, pour tout f € WP(RN), on a :
[ fllcoa@ny < ClIfllwsw@n
i.e
WeP(RY) s CO(RN) N L2 (RY) = CP*(RN).

sp—N

avec & =
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Corollaire 2.4. Soient s € (0,1) et p € [1,+00[ tels que sp > N. Soit Q un ouvert
sp=N .

lipschitzien de RN de frontiére bornée. Alors pour o = >

WeP(Q) < CP*(Q).

Injections compactes :

Dans cette sous-section, nous indiquons certains résultats de compacité dans les espaces frac-
tionnaires W*P(§2) avec €2 un domaine borné. Pour la preuve du théoréme suivant on se référe
a [14).

Théoréme 2.9. Soient Q un ouvert borné de classe C%' de frontiére bornée, s € (0,1) et

p €)1, +o0[ alors :

e Sisp <N alors : WP (Q) —— L) pour tout q < N -
e Sisp=N alors W*P(Q) —<— L1(Q) pour tout ¢ < 400

o Sisp> N alors : WoP(Q) s CYNQ) pour tout X < s — %

2.1.4 Les espaces de Sobolev fractionnaires d’ordre s > 1

Définition 2.5. Soient Q un ouvert de RN, p € [1,4+o00] et s € R\ N avec s > 1. L’espace
WeP(Q) est défini par :

WP (Q) = {u e WEP(Q), D*u € W 2(Q), Yo € NV, |o| = [s]}

avec [s| est la partie entiere de s et |o| = Z Q.

¥ WeP(Q) est muni de la norme :

1

lallwes@ = (It Byriey + Do 1Dl i)

lor|=[s]
* Si s = [s], alors l'espace W*P est ’espace de Sobolev d’ordre entier.

Propsition 2.4. Soit Q un ouvert de RY de classe C™', et soit p € [1,+oo et s’ = s > 1,

alors :
WeP(Q) C W*P(Q)

PREUVE.

Onas=|[s]+oets =][s]+0, avec 0,0’ € (0,1). Alors on a deux cas :

x Si [s] = [¢] alors ¢ < ¢ et par la proposition C WP(Q) € WoP(Q) par conséquent
W) C W)

* Si [s] # [¢] , alors [s'] > [s] + 1 et donc :

Ws’,p(Q) — W[S’]Jro’,p(g) C W[S’LP(Q) C W[SHLP(Q) C W[S]erp(g) = W*P(Q)

37



CHAPITRE 2. LE CADRE FONCTIONNEL

Théoréme 2.10. Pour s > 1, lespace C°(RY) est dense dans W*P(RY).

Définition 2.6. Soit Q un ouvert de RY et p € [1,+o0[ et s > 1 on note :
N S
W) = o)

Définition 2.7. Pour s < 0 et p €|1,4+o00|, on définit W*P(Q2) comme le dual de Wy 4 (Q)
par :

W) = (W ()

2.1.5 Injections de type Sobolev s > 1

Nous présentons sans démonstrations les injections de type Sobolev pour les espaces de
Sobolev fractionnaires : des injections continues dans les espaces de Lebesgue et des injections

compactes dans les espaces de Holder. Pour la démonstration de ces résultats on se référe a
[14].
Théoréme 2.11. Soit Q un ouvert de RV de classe C%' et de frontiére bornée, et soient s > 1
et p € [1;+00). Alors on a :
e Sisp < N alors WoP(Q) < L%(Q2) Vq € [p,p*]
e Sisp= N alors WoP(Q) — LI(Q2) Vq € [p,+0]
e Sisp> N alors :
. s [s
*Sis— % € R\ N nous avons W*?(Q2) — C,

N N N
*;]:S*;*[S*;]

(2)

s—ﬂ—l,a
*Sis— % € N nous avons W*P(Q) — C, * " (Q), Va<1
Avec p* = N]\i’;p

Théoréme 2.12. Soit Q un ouvert borné de RN de classe C%' et de frontiére bornée, et soient
s>1 etp€|l;+00). Alors on a :

e Sisp <N alors WoP(Q) —— L1(Q) Vq < p*
e Sisp=N alors WoP(Q) —— L1(Q) Vq < +o0

e Sisp> N alors :

S*ﬂ (03
* Sis—% € R\ N nous avons W*P(Q) —— C'IE o) (), Va<s—%—[s—%]
s—N¥_1a
*Sis— % € N nous avons WP(Q) —— C, * " (Q), Va<1
Avec p* = N]\iip

2.1.6 L’espace H®

L’espace W*P dans le cas particulier ot p = 2 est noté H®. Nous préciserons certaines
de ses propriétés pour plus de détails voir [§] et [15].
Soit s € (0,1) :

HY(RY) = W*2(RY) = {u € L2(RY), [u)yram < +oo}
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ot [Jyys2gyy défini par ([2.1)).

H*(RY) muni du produit scalaire suivant : :

(o) oo+ / () w0 0D 40 e oY)

RN xRN |z — y|NF2s

<u,v >H5(RN): /
RN

présente une structure d’espace de Hilbert.

Remarque 2.3. L’espace H*(RY) peut étre défini de maniére alternative via une transformée

de Fourier :

(R = {uc ®Y), /RN(l +[€[)| Fu(€) Pdr < +oo)

pour tout s > 0.( voir la proposition @
Et pour tout s <0 on a :

(@) = {ue S’(RN),/ (1 + |€P) | Fu(©)dz < +oo}
RN
Théoréme 2.13. (voir [9])
Pour tout s € R, lespace de Schwartz S(RY) est dense dans H*(RY).
Définition 2.8. On définit I'espace H*(RN) comme le dual topologique de l’espace Hi(RYN).i.e :
(Hy(RY)) = H™*(RY)
Remarque 2.4. Pour Q un ouvert de RN on a :
(H5 (€)= H™*(Q)
Pour la suite, on prend € un ouvert borné de RY de frontiére réguliére.

Théoréme 2.14. ([30/, Theorem 11.1)
o Sise(0,1], alors Hy(Q)) = H*(Q)
e Sis€(3,1), alors Hy(Q) C H*(Q)
ce théoréme implique que 'espace H*(£2) n’a pas de trace pour s € (0, 1/2].

Propsition 2.5. Soit s > 1/2, alors toute fonction v € H*(RY) a une trace v sur Uhyperplan
{z, =0, tel que v € HS_%(RN*) et un opérateur T de trace surjective de H*(RY) a H 7.

Ainsi, pour étudier les problémes non locaux, on introduit un autre espace de Sobolev
fractionnaire ; X3(€) qui est un sous espace de I'espace H*(RY), en prenant en considération
la condition homogéne de Dirichlet dans la formulation faible.

On définit X3(§2) par :

X5(Q) ={uec H*R"Y); u=0 dans RY\ Q} (2.30)

Soit u € X§(£2), on a

||ul 3(3(9) = ||ulle (RN)

_ y)®
= ||U||L2RN / /RN |x— |N+2s N dedy
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Or ||u||%2(RN) ||u||L2 Q) alors
2 - 2 ’
llBeor = Iy + | / o _yw ule) ~ w5, 4, (2:31)
Propsition 2.6. L’espace X§(2) est un espace de Hilbert muni de produit scalaire
u(y))(v(z) —v(y))
< > s ()= dxdy Yu,v € X3(Q2
Uy, U > x5(0)= /RN/RN |x— |N+2$ xdy Vu,v 0( )

En effet, les normes ||.||xs) et [lws2q) sont équivalentes.

Lemme 2.7. Soit s € (0,1) et N > 2s, alors :
o L’injection X§(Q) — L1(QQ) est compacte pour tout q € [1,2%).
o L’injection X§(§2) — L1(2) est continue pour tout q € [1,2%].

2N

* __
avec 2% = 5.

Définition 2.9. On définit I’espace X —*(2) comme le dual topologique de l’espace X§(2).i.e :
(X5() = X7*()

Remarque 2.5. Pour plus de détails sur cet espace voir [21],[30)].

2.2 L’opérateur Laplacien fractionnaire

Nous introduisons maintenant le Laplacien fractionnaire (—A)® pour s € (0,1) et cer-
taines propriétés associées. Nous présentons certaines définitions équivalentes du Laplacien
fractionnaire dans I'espace RY et pour plus de détails sur les autres définitions voir [27], [8] et
[15].

2.2.1 Définitions et motivation

Définition 2.10. Soit s € (0,1), u € S(RY), le Laplacien fractionnaire (—A)* est défini par :

(=A)*u(z) = C(N,s) lim Mdy, Vo € RY (2.32)

e=0" JRN\B(z,e) ‘x_y‘NH

ou B(x,¢) est la boule ouverte de centre x et de rayon €, et C(N,s) est la constante de norma-

C(N,s) = (/RN 1—c—os(§1)d§>—1 — Q%L%S) (2.33)

|£’N+2s W%F(—S)
Ou & = (€,€) avec & € RN7Y, et T la fonction d’Euler est donnée par I'(z) = [ " Le™tdt
pour r € R

lisation :

On peut écrire :

o N U(I) u(y) N
Avee () — u(y) () — u(y)
PV. ——-( li —( 2.35
/RN |z — y|Nr2s v 5igh RN\B(z,¢) |z — y|N+2s Y ( )

ou (P.V.) est une abréviation couramment utilisée pour "valeur principale de l'intégrale”.
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Théoréme 2.15. Soit u € S(RY) et x € RY, lintégrale

u(x) — u(y)
———d

L i

1

est absolument convergente si et seulement si s € (0,5), on a donc :

(—A)u(z) = C(N, 5) /R u@) = uly) )y e R

N |z — gV
pour s € (0,3).

PREUVE.
Soit u € S(RY) et s € (0,1), on a

U\xr) —u U\xr) —Uu U\xr) —u
[y [ M, e,
gy |7 =yl {yeRV |z—y|<1} |z —y| {yeRN |z—y|>1 [z — |

En utilisant le théoréme des accroissements finis ;

lu(z) — u(y)| [z —y| b
/R eyt dy < 1Dl e dy+ 2l J

-y (YeRN [z—y|<1} |T — (YeRN Jo—y|>1) [T —

1 ,.N-1 +o0 .N—1
rt T dr rt T dr Cosr1|t et
<C</O TN+25_1+/1 TN+2S>:C(7~ ]0+r ]1 ><+oo
puisque s € (0, %) donc 0 < —2s+1<1let —1<—2s5<0. n
Remarque 2.6. Cet opérateur est appelé non local, dans le sens ot la valeur du Laplacien

fractionnaire de u en un point x dépend non seulement des valeurs de y sur ’ensemble 2, mais

en fait sur tout RY.

Dans le Lemme suivant on montre que (2.34) peut étre écrit comme un quotient diffé-

rentiel du second ordre pondéré.

Lemme 2.8. Soit s € (0,1), alors pour tout u € S(RY) on a :

(—A)ou(z) = —%C(N, 5) /R ) uz+y) +|Z|(Jf+;y) —2ul®) b vp e RY (2.36)

PREUVE.
Par un changement de variable z = y — x, (2.34)) devient :

u(z) —u(z + x)

(—AYu(z) = C(N, )PV, /R R (2.37)
Posons 2/ = —z, on obtient
w(z) —u(z + x) / u(z) —u(z—2")
PV. dz= P.V. d 2.
e i M v (239

Ainsi aprés remplacement de 2’ par z , on a :

u(z) —u(z + x) / u(z) —u(z + x) / uw(x) —u(r — 2)
2P.V. dz = P.V. dz+ P.V. d
/RN 2| N+2s “ v 2| NF2s z+ . 2N+ o
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_ —P.V./ u(z+2) +ulx—z) — 2u(x)dy (2.39)

’Z|N+23

En utilisant (2.2.1) et (2.37),0on a :

u(x +y) +ulr —y) —2u(z)

N
ILEEE dy, VreR

(—A)u(x) = —%C(N, s)P.V./

RN
Pour tout s € (0,1) on a;

w(z +y) +u(z —y) — 2u(z)
[y V2

€ L'(RY)

En effet ; en appliquant la formule de Taylor a l'ordre deux en u(z +y) et u(z — y) au voisinage

de z, on obtient pour u dans S(RY) :

— — 92 D? 00 2 4 00
/ U(w+y)+U(]f§+2 ) U(l’)dy < / | u]|v|+2|y| J +/ IIZUQd
RN |y|N+2s (yerN <1y |y[NTE (yerN y|>1} [Y|V T2
1
< 1Pl [ -
{yeRN |y|<1} |y|N+2872

1
+ 4flull / gy
(yerN Jy>13 Y[V T2

) L B 1 N4
< [ID UI|oo/0 v L ‘“”+4||“”°°/1 e

1 o
1 1
< %l [ et [T e < oo

En conclusion, pour tout u € S(RY) on a :

P.V./ u(r +y) +|Z|(§+;y) — 2u(x)dy _ / u(r +y) +|Zl(§+;y) — 2u(x)dy
RN RN

donc on peut écrire (2.36]). n

2.2.2 Laplacien fractionnaire par transformation de Fourier

Maintenant on va montrer qu’on peut considérer le laplacien fractionnaire comme un

opérateur pseudo-différentiel de multiplicateur |£[* . Pour cela on a besoin d’abord du lemme

suivant :

Lemme 2.9. Soit s € (0,1) et C(N,s) la constante définie dans (2.33). Alors;

1— :
ve e RY /RN wf?v—i(iy)dy = O(N,s) e (2.40)

PREUVE.

On remarque qu’au voisinage de 0 on a pour tout & = (&, ...,Ex) € RY -

1 —cos(&) < |§1’2 1

0< ‘€|N+23 = |£|N+25 |£|N+25—2
Donc . )
— cos(&r
0< ——dE < 2.41
/]RN |€|N+25 f +00 ( )
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On consideére maintenant la fonction J : RN — R qui est définie par :

1 — cos(&.y)
= ——"2d 2.42
g€ = [ el (242)
Et on montre que J est invariante par rotation, ie :

J([€ler) = T(€) (2.43)

avec e; le premier vecteur de la base canonique de RV .
Pour N =1, est triviale car cos(.) est une fonction paire donc cos(|€|y) = cos(€.y) et
par suite J(|€]) = T (§).

Pour N > 2, on considére une rotation R telle que R(|€|e1) = & et on note R' sa transposé.

sg - [ e,

|y|N+2$

/ 1— cos((!é‘\el)-(Rty))dy

’y|N+25

J s’écrit alors :

Par changement de variable § = R'y, on obtient :

1— cos((!§|€1)-?j)d~

J = N2 g=J(|¢le1)

RN

Enfin, par (2.41) et (2.45) et le changement | = ||y on obtient :

1-— .
7€ = I(de) = [ | @Tiﬁ'ﬁl wy,

1 1 — cos(ly)
= ————=dl
€1~ /RN [1/1€]]¥+2

= CO(N,s) g™

1—cos 51 -1
ou C(N,s) <f]RN TV > . m
Propsition 2.7. Soit s € (0,1) et soit (—A)* : S(RY) — L*(RY) le Laplacien fractionnaire
défini dans . Alors, pour tout u € S(RY) ;
(—A)u(z) = FHE* (Fu)(€))(x) Vo eRY (2.44)
ou F1 est la transformée de Fourier inverse.

PREUVE.
D’aprés le lemme ([2.9)), on note :

Lu(z) = —%C(N, s) /R ) u(z +y) ﬂ;ﬁ&;w —2u(x)

avec C'(N, s) est donnée dans ([2.33]).

On cherche une fonction G : RY — R telle que :

Lu = FYG(F)) (2.45)
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et on montre que pour tout £ € RY, G(§) = [£]**
On a:
u(z +y) + u(x —y) — 2u(x)

1 N N
S e L'(RY x RY). (2.46)

En effet ;

[ u(e +y) +ule—y) —2u(@) / / D@yl
N+2s ¥y s N+2s
RN JRN |y| {yeRN |y|<1} JRN |y|

4
+ / / |u]§+zs|d:cdy
{yeRN |y|>1} JRN ]y|

1 1
< C( / —— _dy+ / —dy)
yer™ <1y Y|V T22 (wer™ Jyi>1y (YN

< 400

Et par le théoréme de Tonelli-Fubini, on peut échanger I'intégrale de y avec la transformée de

Fourier de x. Ainsi, on applique la transformée de Fourier dans ([2.45)), on obtient :

GO (Fu)(€) = F(Lu)(§)
— o [ Ty Tyfrjgi;w—%(x))

1 el ey — 2
- 5o | = (Fulo)

dy

RN

1 —cos(€.y)
= C(N,s) /RN Wdy(}_u)(f)
Et maintenant par lemme (2.9)), on trouve :
G(&)(Fu)(€) = [€[*(Fu)(€)
Ce qui donne . [

Propsition 2.8. Soient s € (0,1) et C(N,s) la constante définie dans (2.33), alors pour tout
u € H(RYN) on a l’égalité

W ey = 2C(N, )~ / €| Fu(€)[2de (2.47)
RN

De plus,
H*RY) = H*(R")

PREUVE.

On fixe y € RY, et on opére le changement de variable z =z — y :

y)I” / / u(z +y) —uly)
————dxdy = dzd
/RN / |x—y|N+2 el I -
2
= / / z—i—y )‘ dzdy
RN JRN ]z|

- /RNH |t|2v+s () 2
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On applique la formule de Perseval-Plancherel (|1.18])

/RN HU(Z L.ZV;U(‘) ;(RN)dZ N / H}-(U(Z;) (.>> L2(RN)
[es =12
- /RN /RN || N+2s | Fu(€)|*dédz
- /RN /RN z(\:](z’iiz | Fu(§)Pdéd=

B 1 —cos(£.2)
= Z/RN </]RN Wdz)]fu(ﬁ)ﬁdf
= 20 [ el P

RN

2

puisque, par le lemme [2.9] on a

1 —cos(£.2) 1128
/RN TN C(N,s)7H¢f?

Et finalement on obtient 'équivalence entre H*(RY) et H*(RN) par (2.47). o

Propsition 2.9. Soit s € (0,1), alors :
[u]f(ny = 20(N, 8) 7 H[(=A)2ul[Zory, Vu € H*(RY) (2.48)

PREUVE.
D’aprés la formule de Parseval-Plancherel (1.18]) :

(=220 (72 @ny = IF(=2) 2ul 2@ (2.49)
Et des propositions (2.7) et (2.8) on a :

. . 1
(A ulany = IEFFul By = 5O, )il

Par suite :

Wiy = 20N, s)IF((—A)2ulfagn
= 20(N,s)H|(=A)2ul[fa@n

Remarque 2.7. :
o L’identité confirme que l'espace H*(RY) est le bon espace pour définir le Laplacien

fractionnaire.
e La constante de normalisation C(N, s) est choisie pour que les trois définitions ,
et soient équivalentes, et elles vérifient :
i Sl_igi(—A)su =u

i lim (—A)°u = (—A)u

s—1—
Pour plus détails sur les propriétés de cette constante voir [§).
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2.2.3 Laplacien fractionnaire par convolution

Apres la définition du Laplacien fractionnaire par la transformation de Fourier, mainte-

nant, nous écrivons 'expression (2.44) en utilisant le produit de convolution . Pour cela nous

avons besoin de la transformée de Fourier inverse de la fonction |.|?*
lemme suivant.

Lemme 2.10. Soit s € (0,1), alors

1 1 9s
f(m)(f) = C(N,s)|§|
avec C(N, s) est donnée par

Au sens des distributions. i.e

Ve € CFRY) | TremFlele)s = O [l

PREUVE.
Soit p € Cg°(RY), on applique la proposition pour ¢ = 7J ;

-N —lyl
2

Fle™ ) (y) = o

Ce qui implique :

N —ly? _slal2
/ 57 e o) dy = / e F () (2)da
RN RN

On multiplie par 5 ot on intégre par rapport a 9, on obtient

+OO —y2 +OO N+4+2s—2 2
/ / 5 te 5 p(y)dyds = / 55 el F () () dads
0 RN L Jo RN

vV vV
I Iy

Par les changements de variables ¢ = yT dans I; et 7 = |z|?d dans I, on obtient :

400 ’25
h= / / g e pu)dyt
= (/0 " e4wdt)(/RN \y!2s<ﬂ(y)dy)

+00 . +o0o
A = / t_s_le%dtzéhr/ (4r2) " e *dz
0 0
= (4m)"°I'(—s)

d’ou;
I = (47)~°T(—s) / >0 (y)dy
RN

Pour I, on obtient

N+2s

+o0
I, = e " F dzd
2= ] e T e dar

- ( /O e ( /R ) W%]—"(cp)(m)dw)
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De plus;
+ oo B ts—1
B = / T e dr = / z e “dz
7+8
0 0 T2
N
= (M) GG + )
ce qui donne :
_ —(F+s N 1

En utilisant (2.52),(2.53)) et(2.54), on arrive a :

1
[ e = G

Lemme 2.11. Soit s € (0,1), u € S(RY), alors :

(—A)*u(z) = C(N, 5) / Ur) g vy e RY (2.55)

x| — y| VT
avec C(N,s) défini par .

PREUVE.
Soit u € S(RY), en utilisant les lemmes et2.10| et par les propriétés de la transformée de
Fourier inverse, et la densité de C5°(RY) dans S(RY), on obtient pour tout u dans S(RY)
(=A)u(x) = FHE*.(Fu)(©) (@)
= [FEP) @) * ue)
= [ F @ - )ty
RN

_ . u(y)
- C(N’ )/R y|N+2sdy

N|JI—
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Chapitre 3

Multiplicité des solutions pour le
Laplacien fractionnaire

3.1 Reésultat principal

Ce chapitre est consacré a I’étude de 'existence et la multiplicité de solutions pour un
probléme elliptique quasi-linéaire non local avec des conditions de croissance locales.

On considére le probléme :

(P){ (—A)*u i f(,u)  dans Q

<
|
o

sur RV\ Q

O Q est un ouvert borné de RY de frontiére réguliére.
et (—A)® est I'opérateur Laplacien fractionnaire défini par (2.32)) pour s € (0,1) et N > 2s.

Il a été établi référence [41] que, comme le probléme elliptique classique

—Au = f(.,u) dans €
u = 0 sur 0f2

le probléme (P) bénéficie également d’une nature variationnelle et ses solutions peuvent égale-
ment étre construites comme des points critiques de la fonctionnelle d’Euler-Lagrange associée.
Une question naturelle est posée, c’est de savoir si les méthodes topologiques et variationnelles
classiques peuvent étre adaptées au probléme (P) et & sa généralisation afin d’étendre les résul-
tats classiques connus pour le probléme elliptique classique a un cadre non local. Une grande
attention a été portée sur ce sujet, par exemple dans les références [41] 'auteur a prouvé que
le théoréme du Col de la montagne (mountain pass theorem) reste applicable pour certains
opérateurs non-locaux. Dans la référence [I8] 'auteur a étudié 'existence de solution faible en
utilisant la théorie de Morse. L’existence et la multiplicité de solutions des problémes elliptiques
fractionnaires ont été étudiées dans [7] et [6].

Dans larticle [29] les auteurs A.Li et C.Wei montrent que le théoréme de Clark reste applicable
pour le probléme de Laplacien fractionnaire (P). C’est cette application du théoréme de Clark

que nous abordons dans cette partie de ce mémoire en considérant les hypothéses suivantes

(f1) f est une fonction de Caratheodory définie sur 2 x (—4,d) pour 6 > 0 .
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FRACTIONNAIRE

2) Soit F(z,t) (z, s)ds, il existe une constante positive ¢; € (5=, 2), telle que
0 2
Fle,0)]
t—0  |t|o
uniformément en x € 2 avec 2* = %
S

(f3) 1l existe une constante positive ¢o € (o=, 2), telle que

2%

F(z,t
P
t]—0 ||

uniformément en x € (2
(f1) f(x,t) est une fonction impaire en ¢ pour tout = € Q, t € (=9, 9).

Le Théoréme suivant nous fournit, le résultat principal de cette partie.

Théoréme 3.1. Sous les conditions (f1),(f2), (f3), (f1), le probléme (P) admet une suite de

solutions non triviales (u,) telle que ||uy||z=@) — 0 quand n — +oo.

Remarque 3.1. La fonction [ satisfait quelques conditions au voisinage de 0 sans aucune
condition au voisinage de l'infini. Et pour démontrer le Théoréme , on utilise [’approche
variationnelle et la théorie des points critiques, mais puisque [, F(x, u(z))dx n’est pas définie
sur X§(Q), donc on va prolonger la fonction f par une fonction f qui doit étre définie sur
QxR. Pour cela on opére une modification de f et nous établissons quelques résultats auxiliaires

permettant 'application du théoréme de Clark.

e Modification de f :

En utilisant les conditions (f2) et (f3), il existe p > 0 tel que pour [t| < p :
|F(z,t)] > |t|®, |F(z,t)] <|t|™ pour tout x € Q (3.1)

Soit p une fonction de classe C'(R, [0, 1]), telle que tp'(¢) < 0 et;

1 sit] <7
plt) = { 0 si [t > 27 (3:2)

Y

avec 7 € (0,2) choisi tel que ) et soient vérifiées pour |t| < 27. On pose;

F(z,t) = p(t)F(z,t) + (L= pO)|t|=, f(x,t) = %F(%t) (3.3)

Par ce choix des fonctions on a bien f est une fonction de Caratheodory, et

/ F(x,u)dr < +o0
)
En effet, soit u € X3(Q), on a par (3.1 et la définition de F';

|F(z, )| < c([t|” + |t|®2) pour tout (x,t) € QxR (3.4)
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et par le lemme[2.7 on a X§(2) < L%(2) pour q € [1,2*], donc u € L% (Q) N L%(Q) et par suite
F(,u() € LY(Q) i.e:

/ F(x,u)dr < +o0
Q
Pour la suite, on considére le probléme

oo s e

On remarque que, f(x,t) = f(z,t) pour (z,t) € Q x [—7,7] et donc les solutions du probléme
(P) sont des solutions pour le probléme original (P) si est seulement si ||u|| () < T

Autrement dit les problémes (P) et (P) sont équivalents pour ||ul| Leo() < T

e L’approche variationnelle du probléme (]5)

Définition 3.1. On dit que u € X§(Q) est une solution faible du probleme (P), si et seulement

St :

O, s) < U,V >x5()= / f(x, u(@))v(x)de Yo e X5(Q) (3.5)
2 0 Q
< U, v >x5()= /RN /RN \3: = )%(i)s_ v(y»dwdy, Vu,v € X§(2)

Propsition 3.1. La fonctionnelle d’énergie du probléme (]5) est la fonctionnelle J telle que

J:X(Q) - R

s ~ 3.6
u oo SOy o [ Pl u(e)de (36)
J est bien définie et de classe C' et sa dérivée est donnée par;
C(N
< J'(u),v >x-s()x32)= (2’5) < U,V >x3(0 /f zyu(x))v(z)de u,v e X5(2) (3.7)
D)e() ~ v(y)
v(x) —v(y s
< U,V >x3 )= /RN /RN |x s dzdy, Yu,v € X;(Q)
PREUVE.

«Pour tout u dans X§(2);
/ F(x,u)dr < +o0
Q

Donc J est bien définie.

+ On montre que J € C'(X5(Q)).

Pour cela on pose
C(N,s y)|?
s ———————dxd
X§5(Q) /IRN /]RN ‘x_ ‘N+2 Yy

Jo(u) = /S)F(x,u(a:))dx

nw =
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x Pour J, :
La dérivée au sens de Gateaux est donnée par;
pour tout u,v € X(£2)

< Jygv > = 1&% ;
— lim F(z,u+tv) — F(a:,u)dx
t—=0 Jqo t

On pose

G:[0,1] — R

y — F(z,u+ty)

G est continue sur [0, 1] et dérivable sur |0, 1] alors par le théoréme des accroissements finis :
30 €]0, 1] telle que :

1.e

t0.0oF (z,u + 0tv) = F(z,u + tv) — F(x,u)
Or &, F (x,t) = f(x,t) alors :

fla,u+ 0tv)w = Flo,ut tvt) — Fla,u)

ce qui implique

/ 1 v
< Jyy v >= %E%/Qf(x,u + Otv)vdx (3.8)
D’autre part, puisque f est continue par rapport a la deuxiéme variable, alors :
lim f(z,u+ 0tv)v = f(x,u)v
t—0

par (3.4) on a :

F(,w)] < e|ailt]™ ™" + gt
donc

|f(z,u+ 0tv)v| < c[q1|u + 0tv|" | + go|u + 9tv|q2’1|v|}
En utilisant U'inégalité (a + b)? < 2P(|al’ 4 |b|P) et puisque 0t € [0,1] on a :

[ urotoel <20 (fufm = ol Yol + 227 (Juf 4 ol o] + |

< e[ 27 (™ ol + fol ) + 227 (Juf o + o) + | € 24(©)
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car par le lemme u,v € LP(Q) pour p € [1,2*] alors par application du théoréme de la

convergence dominée on obtient
< Jygv >= / flx, u)vdx (3.9)
Q
De plus, pour tout u,v € X§(Q)

< Bpv>| < [ 1wl
Q

< c[/|u|‘“_1.|v|dx+/]u|q2_1.|v|dx
Q Q

Par l'inégalité de Holder et 'injection continue de X§(€2) dans LP(Q)) pour p € [1,2%], on
obtient :

| < Tagrv > < e l[ullfaroy 0]l ) + [ullf gy 10l escon]

1 1
< el ollsor + Il 125ty 0L o]

q2—1

C
1
< [ellullfsy + ellull 2 | el

X5()

Par conséquent Jp, € X~*(£2) et donc J; est Fréchet différentiable et sa dérivée égale a J;, par
suite J, € CHXE(Q)).

x Pour J; :

La dérivée de J; au sens de Gateaux :
Pour u,v € X§(Q) et pour tout t > 0 tel que u +tv € X§(2) on a;

J(u+tv)—J1( )

< Jjgu,v > = lim

C(N, t t 2
_ CW.s) / / p) + o) — @),
tﬁ() t RN JRN |3; _ y|N+23

|2
_ L) 7 WYV ]
/]RN /]RN Ix—le”s Y

_ WLl / Blo(r) ~ o) + 2#(u(r) — uw))(olx) — o),

|Q? _ y|N+25

_ Ns / JRECECOILET OIS

= <UU>XS()

De plus
Ji, 0 X5(Q) = X79(Q)
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est continue, en effet ; par 'inégalité de Cauchy

< Jig(u),v >< [ul|xs 0 1v] x50

ce qui donne

119 ()l 1x-(0) < [ullxz0)

Et donc J; est Fréchet différentiable et J| = Ji , par suite J; € C'(X§(Q)) =

Lemme 3.1. La fonctionnelle J est bornée et satisfait la condition de Palais-Smale (P.S)

PREUVE.
Soit u € X§(€2), on a par U'inégalité (3.4) ;
C(N,s) -
Iw) = ST el - [ P ute)ds
Q
C(N,s)
> Sl — ¢ [ (@) + lu(@))da
C(N,s) 1 2
> Sl — (1l @+l Zug)

Et par injection continue de X3(2) dans L%(£2) pour ¢ € [1,2*], on a

C(N,s) o )
X5(€)

J(u) > 1

[l ) — C (Il sy + Il
Or%<q1<q2<2,alors:

J(u) = +oo quand ||ul

X5(Q) —» +00

Alors J est coercive et bornée inférieurement.
Maintenant, on montre que .J satisfait la condition de Palais-Smaile au niveau c. Soit ¢ € R,
(uy,) une suite de X§(€2) telle que

J(uy) = ¢, J'(u,) =0 quand n — +o0o (3.10)

En utilisant la coercivité de J, on a (u,,) est une suite bornée dans X§(2) , alors par l'injection
compact de X§(€2) dans L9(Q) pour ¢ € (1,2*) et le théoréme [1.12] il existe alors une sous suite

de (u,)( notée aussi (u,) ) telle que :

up, — u quand n — +oo dans X;(Q) (3.11)
u, — u quand n — +oo dans LY(Q), qe€ (1,2%) (3.12)
up(z) — wu(x) quand n— +oo pp x € (3.13)
Par (3.10) et (3.11), on a
< J'(Un), un — u >x-s) x5 0, quand n — +oo (3.14)

Par (3.4), on a :

|f(z,u)] < c|qlt| ™ + goft] 2™
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alors ;

[Vl —ulde < e [ (auf®™ + i) o, ulds
Q Q

< [ (1l a7l
Q

ou C = 2.c.maz(qy, q2)

En utilisant I'inégalité de Holder pour —£- et son conjugué ¢;, on trouve

gi—1
Q

[ 1)t = ke < €l bl = s + ey = )

qLif;(lg)-Hun_UHL%(Q), pour ©=1,2

51 uy, — uldr < J|uy,

alors

Or puisque ;i* <qi,q2<2et N>2s,onal<qpqg <2 en effet :

2N 4s
2 —2= —-2= >0=2<2"
N —2s N —2s
. 4 N -2 2 4
—2s s

B Y 1=1-2 2o

o (v ) T
et par (3.12)) on obtient :

/|f(x,un)||un —uldr — 0 quand n — +0o0 (3.15)

)
Alors, par (7)., (BT ot G.13) :

2 .

< Uy Uy — U >x3(Q) = m( < J'(up), up —u > X5 (Q),X5 () —i—/Q |f (2, un)|- |, — u|dac>

— 0 quand n — 4o
De maniére analogue on montre que

< Uy Uy — U >x5)— 0 quand n — +00

Finalement,
|un — ul xgQ) = <Up,Up —U>x3Q) T < U Uy — U >X3(Q)
— 0 quand n — 400
Par suite J satisfait la condition de Palais-Smale. n
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e Vérification des conditions du théoréme de Clark

Maintenant, on montre que .J satisfait les conditions du théoréme de Clark.
Il est clair que J(0) = 0, et par la condition (f;) on a J est bien une fonction paire, et on a déja
montré que J € C1(X§(Q)) et satisfait la condition (PS), alors il reste a construire un espace

X* et une constante p > 0 telle que :

sup J(u) <0, avec S, ={ue X5(Q),||ul

X3(Q) = Pr}
ueXkns,,

Soit 1, @9, ..., px des fonctions indépendantes dans X3(€2) pour tout k € N et on note par X* le

sous espace engendré par cette famille de fonctions {¢y, 2, ..., o1} i.e X* =< 01, 09, ..., o >
pour tout k£ € N.
En utilisant (f3) et la définition de F', on obtient :

Je>0,F(x,t) > c|t|?, Y(z,t) e QxR

Alors :
C(N,s) ~
I = Sl — [ Flouw)ds
0
C(N,s)
< 1 ||l %(g(ﬂ) - C-||U||quqz(Q)

Puisque X* est de dimension finie, alors les normes sur cet espace sont équivalentes, il existe

alors une constante a > 0 telle que :
[ul| Lo @) = allul[xs@), Yu € X"

ce qui permet d’écrire :

C(N,s)

— el ) — e flul

J(u) <

%o (3.16)

Alors, en choisissant u € X* tel que ||u] Xg() = pr pour pg > 0, suffisamment petit, on obtient :

sup  J(u) <0
ueXknS,,

Finalement, toutes les conditions du théoréme de Clark sont satisfaites donc il existe une
suite de points critiques (u,,) C X§(Q2) i.e J'(up) = 0,Ym € N avec J(u,) < 0,Ym € N
xz) — 0 quand m — +o00.

et ||y,

Par suite, pour montrer que cette suite de points critiques (u,,) est une suite de solutions
faibles du probléme original (P) et pour achever la démonstration du théoréme principal , on

montre le lemme suivant :

Lemme 3.2. Sous les conditions du Théoréme et pour une suite de points critiques (uy,)
vérifiant J(uy,) < 0,Ym € N et ||up,|
||tm || L@y = 0, quand m — +oo0

xz — 0 quand m — 400, on a
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PREUVE.
o7 4 . .
« En utilisant (3.4)) et 5+ < ¢1 < g2 < 2, on obtient :

[F(z, )] < e(t]™ +[t]*), V(z,t) e QxR
< (|t + |t?), V(z,t) € QxR

Or puisque f(z,t) = %F(m,t) on a :

[, )] <OQ " + Jt]), V(z,t) € QxR

avec 1+%>1—|—2%.

(3.17)

% Soit u € XZ(Q) une solution faible du probléme (P), avec ut = mgx(u,()) # 0. Soit p

une constante telle que p > mgx(l, HUHL2(Q)) et soit v = WLQ(Q)

l[v]|z2¢0) = £ et v est une solution faible du probléme auxiliaire :
@ =5

(Aﬁ){ (—A)w = m.f(x,p.||u||L2(m.v), zeq

v(z) = 0, reRM\Q

, alors on a v € X§(Q),

* Soit 7 > 0, on pose v, = (v — 7 + 57)", Vn € N, il est clair que v, € X§(Q2) et vg = v*.

1

Puisque pour tout n € N on a Q,L% < 5w, alors 0 < vpq1(2) < wvn(w) pp sur Q. Et:

vp(z) = (v(z) —7)" pp 2€Q

De plus :

{r€Qui(2) >0} C{zeQ0<v< 2 -, }n{zeQu, >

En effet, soit = € Q tel que v,41(x) > 0 pour tout n € N, alors

T +
Up1(z) = (v(x) -7+ 2n+1> = max (v(a:) -7+ JnT
Ce qui implique
-
v(x) — T+ 1 0
En ajoutant et retranchant le terme o on obtient
T T T T
v(x) — 7+ gl = v(z) —T+2—n—2—n+ ot
B T T
- )= g
Par (3.20)) et (3.21)), on obtient :
-
v(x) — T+ on > TS
Par suite |,
T\t T T
n(Z) = - =) 2 - 0 >
va(@) = (v@) =7+ ) Zo@) -+ 5> o
Donc
-

o6

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)
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D’autre part, puisque v, (z) > v(x) — 7 + 57 et en utilisant (3.22)), on obtient :

v(r) < wvaw)+7— ;—n = v, () + (2n2: 1)7
< wp(x) + (2712; 1) 2", (1) = va(2) + (2" — 2).0,(2)
(2" — 1), (x) (3.23)

Et puisque vo(z) = v,,(z) = vup1(x) > 0 et vo(z) = v (z) = max (v(z),0),
donc
v(z) >0 (3.24)

Par ) et - on obtient :
{2 € Quppi(z) >0} C{z e Q,0<v(z) < 2" -1, (2)} (3.25)

Maintenant , en utilisant (3.22) et (3.25) on obtient (3.19)).

Pour tout n € N, on pose R,, = ||vn]|L2 , par suite Ry = ||vT ||L2(Q) p% <let0O<R,

Ry <1 et on va monter que R,, — 0, quand n — -+00.

Par définition de v, on a v,(x) > 0 pour tout = € Q donc :

Ropi = / [ () P = / o () P+ / (v ()P
Q {zeQ,vp41(x)>0} {z€Q,vn11(x)<0}

- / o (2) Pl = / v ()2
{zeQup41(z)=0} {z€Qup41(x)>0}

2

En utilisant I'inégalité de Holder pour p = = et son conjugué p’ = on obtient :

Rop < Hz e Qupq(x) > O}’1

Et du lemme 2.7 et (3.19)),0on arrive a :

Roi < CHz e Q vz >>0}rl
< Oz € Q,uv,(z) >

‘Un+1‘|L2 ()

XS)

2n+1 }|1 |Un+1| X3(Q)

D’autre part :

Rn:/|fun(x)]2dx _ / |vn(aﬁ)]2dm+/ o ()2
Q {2€Q0n(2)> 57} {z€Qun ()< 757}

/ o (@) 2da
{z€Qun(z)>"11

2n+1}

WV

T T

2 N
> ( )/ d:cz( )’{xeﬂ,vn(x)> }
on+1 (€90 ()> 271} on+1 on+1

Ce qui implique :
-
2n+1}

n+l, 2
()

Q, v,
‘{xe ,Up(x) > -
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On obtient finalement :

Rsy < O72FD 9= )(nt) pl=ar (3.26)

Maintenant, de la formulation variationnelle du probléme (AP), on a pour tout w dans € X (Q)

C(N, S) r
< > xs(Q)= . ) . 2 wd 3.27
U, W >Xx5(Q) 4 p”u||L2(Q) /Qf(x?p ||uHL (Q)U) wax ( )

Alors en appliquant (3.27)) pour w = v,, 41, on obtient :

C(N,s) / <
2. < . | [z, p vl 2 v) vpsa da
X5 4 p|h4|L26D o ( || HLI(Q) ) +1

an+1|

et en utilisant (3.17)), on arrive a :

5 C(N,s) 1

C(N,s _ _
< S [ (Cutpliullina 2o + o) nssde

an+1’

/ (C.(p.\|uy|L2(Q))q1—1|v|ql—1+p.|yu\|L2(Q).|v|).vn+lda;
Q

puisque p.|[u||z2@) =1 et ¢ —2 < 0, done (p.||ul[r2)* “7% < 1 et on obtient alors :

ﬁg(g) < Cl/Q(\v[‘h_l—l—]m).vnﬂda::Cl/{

2€QUn+1>0}

(Y (1ol + Jol) vnsada

ot ) = B naz(C)1).
Maintenant, par (3.19) on a :

3@(9) < Cl/ |:<2n+l _ 1)(11_1‘1}”‘(11_1 + (2n+1 . 1)’Un|] Un+1d£L’
’ {z€Q,vn+1>0}

[vn1]

Et puisque pour tout n € N, v,11(z) < v,(z) p.p x € Q on obtient :

Un(
U] %s < Oy 2”Jrl )T o7t 4+ (27 — D)|uy,| |vade
X3
{x€Q,vp4+1>0}

<af (@~ 1) 1|vn|m+<2”“—1>|vn|2]d:c
{l‘GQUn+1>O}

Or ¢; < 2 donc (2" — 1)0—1 L (277 — 1) < 2" on arrive a :

lonllgey < 2% [ ol s (3.28)
el vn 41>

/

En utilisant 1'inégalité de Holder pour p = q% et pf = _qu on obtient :

2
/ |, | de = /|Un|qld]}
{x€Q,vpn4+1>0} Q
q
< fonl|%g = 1O FRE

par suite (3.28) devient :

n —4a a€
%o S 12 “<|Q|1 YR +Rn>

[vn1
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a
puisque R, € [0,1] et © < 1, donc R, < R,’, on arrive a :

[|vn1]

avec Cy = 2.Cy.maz(|Q'~ %, 1).

a1
i) < C2"TLRy

(3.29)
Alors, en utilisant (3.29) dans (3.26]) on obtient :
R < 0.0272(2%—1)‘2(3—%)(n+1)R1+%*%
= C.Cpr*F D 2650 glts
< T(Co(T)R,)HP (3.30)
On, T=27, =22 >0et Cy(r) > 1.
Maintenant, on montre qu’il suffit de prendre
CHB 1 1
o= maa{ (GO Ly
r |l 20
avec r = - € (0,1), pour avoir R,, — 0 quand n — +00
T8
et pour cela on établit par récurrence que :
R.< =, ¥neN (3.31)
p
pour n =0, on a Ry < p%, 1) est donc vérifiée pour n—0.

suppose que (3.31)) est vrai pour n, et on montre qu’elle le reste pour n + 1, alors en utilisant
(3.30) on obtient :

2

R,y < 17 (CO(T)ﬁ) "

p
1 1 1 1
n ~1+6 _ 148 =
e, (T)'T%.(HB)'/)Z(HB) = Co <T)'T%'p2(1+ﬁ)
CéJrB(T) rn
P2

. CitP(r) 3 1 - .
et puisque p > | =—") , donc 25 < Pt alors on obtient
0

7,,n—i—l
Rn—i—l

N

2
Ce qui implique la résultat (3.31)).
Par suite, puisque 0 < R,, < ;—Z et 7 € (0,1) alors :

. T 2 _
o Fn = L [oallzee =0

On a donc :
vp(x) =0 pp z€Q (3.32)
Par I'unicité de limite, (3.18) et (3.32)), on obtient : (v(z) —7)T =0 pp 2z € Q.
Ce qui donne :

v(x) <17 pp €N
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x En fait le méme argument pour —v, entraine
—v(x) <1 pp xE

Ce qui permet de déduire :
0| Loy < T (3.33)

Puisque v = , donc u € L=(Q) et ||ul|pe) < 7-p.||ul|2(0)-

1
Hu||L2(Q)

S —
PH“HL?(Q)

Pour ||u||r2(q) suffisamment petit, on peut prendre p =

, et on obtient |||y < 7.

Pour la suite de points critiques (u,,) qui satisfait ||u,||xs@) — 0, on a par la définition de
limite :
Ve > 0,3dN € N, tel que VYm = N, ||ty

X3@) S €

et par I'injection continue de X3(€2) dans L?(2), on obtient :
Vé>0,dN €N, tel que Vm = N, ||up||r2@) <€

Par suite, pour 7 > 0, il existe M (1) € N tel que pour tout m > M(7), on prend p,, = m,
ce qui implique :

wmllLoo@) < Topm-|[tml|r20) =7, Ym = M(7)
Autrement dit, ||ty,||Le(@) — 0 quand m — 4o0. =

Par conséquent, a partir de ce lemme on peut voir que le probléme d’origine (P) bénéficie
également d’une suite de solutions non triviales(u,) vérifiant ||ty ||z~ @) — 0 quand m — +oo.
Ainsi la preuve de Théoréme [3.1] est achevée.

e Exemple d’une fonction vérifiant (f), (f2), (f3), (f1)

Soit  la boule de centre 0 et de rayon 1 de R3

1

Pour s = 5

on pose :

fla,t) = g(o).t2
avec g € L®(Q) par exemple g(z) = |z[2.e 1143723 Yy e Q.
et sa primitive est donnée par

F(z,s) = /OS flz, t)dt = gg(as).s

s = §|x]2.e_rl+x§_x3.s%

alors on a :

* f est continue par rapport a ses deux variables donc elle est bien une fonction de Cara-

theodory sur €2 x R.

Fl(x,t
* (x; ) = 0 uniformément sur €.
lt=0  |t|5
Fl(x,t
ST G N
lt=0 |¢|5

* fla—t) = §.g(x).(—1)5 = —.9(2).(1)5 = —f(x,1)

pour tout (z,t) € 2 x R. uniformément sur €.

Remarque 3.2. Pour les hypothéses (f2) et (fs) on a bien I,2 € (5+,2) puisque 5= = 3.
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3.2 Généralisation

Dans cette section nous nous intéressons a la généralisation du théoréme|3.1|pour le probléme
(Py) pour tout A dans R.

(P) { (—A)su — )\.Z z g(,u) (Sij;lsléljv .

oti Q) est un ouvert borné de RV de frontiére réguliére.
et (—A)* est I'opérateur Laplacien fractionnaire défini par (2.32)) pour s € (0,1) et N > 2s.
[ est une fonction définie sur © x (—4,0) avec 0 > 0 vérifiant (f1), (f2), (f3), (f1)

Théoréme 3.2. Sous les conditions (f1), (f2), (f3) et (f1), le probléme (Py) admet une suite

de solutions non triviales (um,) avec ||um||r=@) — 0 quand m — +oo.

PREUVE.

le probléme (P)) est équivalent a

g(.,u)  dans Q
u = 0 sur RV \ Q

;Uz
—N
|
>
=
IS
Il

ot g(.,u) = f(.,u) + Au
On vérifie que la fonction ¢ satisfait les conditions (f1), (f2), (f3) et (f1)
Soit
2
G(z,s) = F(x,s) + )\.3
la primitive de g par rapport a la deuxiéme variable.
xPuisque f est une fonction de Caratheodory sur © x (—d,9) alors g l'est aussi.

* Et f satisfait (f2) donc il existe ¢, € (=, 2) telle que :

2%
G(x,t F(x,t 12
) = i (z, )— . lim
t|—-0 |t|n t—0 |t|n |t|—0 |t]|91
t? 2.t
= -\ lim = -\ lim ———
[t|—0 ‘t’ql |t|—0 ql.t.|t|‘11*2

2
= —A lim = [t} ¢ =0
[t|—=0 g1

* De plus f satisfait (f2) donc il existe ¢g» € (55,2) telle que :

G(x,t) . F(z,t) .t
im = lim — A lim —
ltl—0  |t|22 ltl—0  |t|22 |t]—0 | |22
F(z,t) _ 2.t
= 1m — m ——
ltl—0  |t|22 It|—0 qo.t.[t|2272
F(x,t 2
B A L) B T ST
ltl»0  |t|2 t|—0 g2
F
_ gy Flt)
t—0 |t|e
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« Finalement puisque f(z, —t) = —f(x,t) pour tout (z,t) € Q x (—d,0) on arrive a :

glz,—t) = fla, —t) + At = — [f(x,t) - )\.t] = —g(z,1)

pour tout (z,t) € Q x (=9,9)

En appliquant le théoréme au probléme (f’,\), on obtient alors une suite de solutions non
triviales vérifiant ||ty,||r=@) — 0 quand m — 400 et par suite le probleme (P,) admet une
suite de solutions non triviales avec ||up,||r~) — 0 quand m — +o0. =

Remarque 3.3.

e Le probléme (Py) ne peut pas étre un probléme de valeur propre i.e

{(_A)Su = lu dans ) (3.34)

u = 0 sur RV \ Q
puisque f # 0 a cause de la condition (fs).

e On peut montrer le théoreme en utilisant [’équivalence des normes, i.e :

« Premierement, on prolonge f par une fonction f définie sur @ x R et on considere (Py)
le probleme équivalent a (Py).

(Py) { (—A)*u — Au i é‘(,u) ngsﬂgN 0

avec

et

avec p défini dans[3.3.

s« On définit la fonctionnelle d’énergie associée o (Py) :
C(N, s) 9 A

By = 5-lulliaey ~ [ Flewde v € X5(0)

J,\(u) =

ot C(N,s) défini dans[2.35

A ol
x5 @)

_C(N,s) ull2 A

[Jul]3 © — 5-““”%2(9) Vu € Xg(€2)

Xt T 4

Pour cela, on introduit la proposition suivante :

Propsition 3.2. (voir [/2])
Soit s € (0,1), N > 2s et Q un ouvert borné de RY, alors l'opérateur Laplacien fractionnaire

admet une premiére valeur propre \i positive caractérisée par :

z)—u(y)|®

)2 bl dady

= min / / N+2 y) ———————dxdy = min o S [~y 77 >0 (3.35)
ueX§(Q) JrN JRN |{L‘ — | weX§(Q\{0} ||u||L2(Q)

[full L2(Q)=1
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CHAPITRE 3. MULTIPLICITE DES SOLUTIONS POUR LE LAPLACIEN
FRACTIONNAIRE

Soit A1 la premiére valeur propre de opérateur (—A)*, alors pour \ < C(%’S))\l on a le

lemme sutvant :

Lemme 3.3. Pour tout v € X3(Q), il existe my, M}* > 0 tels que :

o C(N, s)

g{g(g) S 9 lvl

A,
Y@ — Ml[vl1 72y < M7l

A,
my || g{g(Q) (3.36)

PREUVE.
Siv =01y arien a montrer, alors on prend v € X5(2) \ {0}, par la proposition on a
A >0

1) Sio< A< 9=y,

Ona: C(N.5) C(N. 5)
’S 78
2 ol By = Ml < S5 ol
Maintenant en utilisant on obtient :
C(N, s) C(N, s) A
T||U| %(g(sz) - >\-||U||%2(Q) = T||U| %(g(ﬂ) - )\—1>\1-||U||2L2(Q)
C(N,s) A 9
2 (T - )\_1)'HUHX5(Q)
2) SiA<0Ona:
C(N,s) C(N, s)
2 ol Bty = Ml > 5 ol
En utilisant la proposition 3.4 on obtient :
C(N,s) C(N,s) A
9 v .zxg(sz) - A'HUH%Q(Q) < ( 5 - )\—1)-HU| _2><§(Q) (3.37)
Ce qui implique :
. C(N,s) X C(N,s) 2 C(N,s) 2 2 C(N,s) A C(N,s) 2
min ( 2 A 2 )HUHXOS(Q) S T'|’UHXS(Q)_)"”UHLZ(Q) < maz ( 2 A2 )||U||Xg(§2)
|
Ce lemme implique que les normes ||.||xs(q) et ||.|[xsx(q) sont équivalentes pour A < %/\1.

Ce qui implique finalement que le théoréme est appliqué au (Py) pour A < W)\l (puisque

les normes sont ||.||xs(q) €t ||.|[xsxq) €quivalentes donc touts les résultats d’injection continues sont
obtenus et par Uapplication du théoréme de Clark on obtient 'existence d’une suite de solutions non
triviales pour le probléme (Py) )

Remarque 3.4. La contrepartie non locale de probléeme semi linéaire de type

—Au—Au = f(,u) dans €
u = 0 sur 0%

a savoir le probléme (Py) a €été abordée par différents auteurs en imposant un comportement a

z,t
f au voisinage de 0 (111% g = 0, uniformément en x) différent de celui considéré dans ce
—

méemonre.
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* A titre d’exemple existence de solutions pour tout A € R a été établie par R.Servadei et
E.Valdinoci dans [{2], théoréme 1 de plus, ils ont donné une caractérisation des valeurs

propres et vecteurs propres de 'opérateur Laplacien fractionnaire (voir proposition 9).

* La multiplicité de solutions dans le cas ot f est paire a été 'objet d’étude de H.P.Heinz
d’un point de vue bifurcation dans [22] en considérant aussi des hypothéses locales sur la
non linéarité f (voir théoréme 3.2 de [22]).
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Conclusion et perspectives

D’un point vue mathématique 'opérateur fractionnaire est une équation intégrale avec noyau
faiblement singulier qui représente un certain retard (convolution). Dans ce travail, on a étudié
I'existence et la multiplicité de solutions pour une classe d’équations aux dérivées partielles
fractionnaires par approche variationnelle et ’application du "Théoréme de Clark", nous avons
ainsi pu étendre les résultats existant dans le cas classique.

Notons que I’analyse présentée dans ce mémoire peut étre appliquée avec certaines modifications
pour le cas du p-Laplacien avec la non linéarité f = f(¢,u, Au), avec A un opérateur d’ordre

fractionnaire.
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Absract :

In recent years, the intensive development of fractional calculus itself and their aaplications
in variaous fields of science such as biology, viscoelasticity, electrochemistry,..etc, explain the
attention given to the partial fractional differential equations. Many results regarding the sol-
vability of fractional problems, are obtained using different techniques of nonlinear analysis.
The aim of this memory is the study of some problems governed by the Laplacian operator of
fractional order under Dirichlet conditions. Considering local assumptions on the nonlinearitly,
we prouve existence and multiplicity of solutions by variational approach.

keywords Fractional Sobolev space, fractional Laplacian, variational methods, Clark theorem .

Résumé :

Ces derniéres années, le développement intensif du calcul fractionnaire lui-méme et leurs ap-
plications dans divers domaines scientifiques tels que la biologie, la viscoélasticité, 1’électrochi-
mie,...etc, expliquent I'attention portée aux équations aux dérivées fractionnaires partielles. De
nombreux résultats concernant la solvabilité des problémes fractionnaires, sont obtenus en utili-
sant différentes techniques d’analyse non linéaire. Le but de ce mémoire est I’étude de quelques
problémes régis par 'opérateur Laplacien d’ordre fractionnaire dans des hypothéses locales sur
la non-linéarité, nous prouvons l'existence et la multiplicité des solutions par approche varia-
tionnelle.

Mots clé : L’espace de Sobolev fractionnaire, Laplacien fractionnaire, méthodes variation-

nelles, le théoréme de Clark.
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