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Chapitre 1

Introduction générale

1.1 Consommation de I’héroine

L’héroine est une drogue opiacée a base de morphine. C’est une substance
naturelle de la graine de pavot asiatique connue sous le nom de diamorphine qui
est utilisée comme analgésique et aussi comme drogue récréative pour ses effets
euphorisants. C’est une poudre blanche ou brune connue sous le nom de poussiere
infernale, ou une substance collante noire connue sous le nom d’héroine de goudron
Noir.

Habituellement, les gens s’injectent de 1’héroine. Elle peut étre aussi fumée,
sniffée ou inhalée. Lorsqu’elle est injectée dans une veine, I'héroine a deux a trois
fois 'effet d’une dose similaire de morphine. Les conséquences de l'injection de
I’héroine dans le corps comprennent le risque de contracter une infection virale,
le virus de I'immunodéficience humaine (VIH), le risque de I’hépatite B et I'infec-
tion bactérienne du sang et de la peau [19]... De plus, les toxicomanes souffrent
des problemes de santé mentales ainsi que les pensées et les comportements sui-
cidaires [7]. D’apres I'organisation mondiale de la santé (World Health Organiza-
tion (WHO)), environ 45000 personnes meurent suites de l'usage de drogue.

Généralement, I’héroine est utilisée avec d’autres médicaments ou avec 1’alcool.
I1 est noté que sur 10 héroinomanes, environ 9 consomment une autre drogue. Ceci
entraine un risque de surdosage. Une surdose peut causer de nombreux problemes
tels qu’une respiration lente, le coma et méme la mort [22].

De nos jours, I'utilisation des médicaments non délivrés sur ordonnance médicale
devient une menace importante dans le monde entier. On estime qu’environ 23%
des personnes qui consomment ces substances en deviennent dépendantes. Les
personnes agées de 18 a 25 ans sont plus sensibles d’étre dépendantes a ’héroine
[5].

La diffusion de 1'usage d’héroine et sa dépendance suit de nombreux aspects



familiers des épidémies. Les raisons de l'initiation a la consommation d’héroine
varient, mais les utilisateures d’héroine signalent généralement la maltraitance des
enfants, y compris la violence sexuelle, la violance psycologique et la négligence,
en plus d’avoir été initialement introduit a I’héroine par leurs partenaires, amis
ou parents [29]. Le shéma d’initiation & la drogue chez les jeunes adultes suit
généralement 1'ordre initial de la consommation d’alcool, de la consommation du
tabac, suivie de la consommation de cannabis, puis d’autres drogues illégales, y
compris I’héroine [§].

Selon le Rapport mondial sur les drogues 2021, publié par l'office des nations
unies contre la drogue et le crime (ONUDC), environ 275 millions de personnes
ont consommé des drogues dans le monde I'année derniere, tandis que plus de 36
millions de personnes souffrant de troubles liés a la consommation de drogues. Le
rapport note outre qu’au cours des 24 dernieres années, la nocivité du cannabis a
été multiplié par quatre dans certaines parties du monde, alors méme que pour-
centage d’adolescents qui percoivent cette drogue comme nocive a chuté de 40 %,
malgré les preuves que la consommation de cannabis sont associés a une variété de
Meéfaits, notamment sur la santé, en particulier chez les consommateurs régulieres
a long terme. “Une perception plus faible des risques liés a la consommation de
drogues a été liée a des taux plus élevés de consommation de drogues, et les conclu-
sions du rapport mondial sur les drogues 2021 de '’ONUDC soulignent la nécessité
de combler le fossé entre la perception et la réalité afin d’éduquer les jeunes et
de préserver la santé publique”, a déclaré la directrice exécutive de L’ONUDC,
Ghada Waly. Le theme de la Journée internationale contre I'abus et le trafic illicite
de drogues de cette année est “abus de drogues en parler, c¢’est sauver des vies”,
soulignant 'importance de renforcer la base de données factuelles et de sensibiliser
le public, afin que la communauté internationale, les gouvernements, la société
civile, les familles et les jeunes puissent prendre des décisions en connaissance de
cause, mieux cibler les efforts de prévention et de traitement de consommation
de drogue et relever les défis mondiaux en matiere de drogues. Selon le rapport le
pourcentage de A9—THC le principal composant psychoactif du cannabis est passé
d’environ 6 % a plus de 11 % en Europe entre 2002 et 2019, et d’environ 4 % a 16
% au Etats-Unis entre 1995 et 2019, tandis que le pourcentage d’adolescents perce-
vant le cannabis comme nocif a diminuer de 40 % au Etats-Unis et de 25 au Europe.
En outre, la plupart des pays ont signalé une augmentation de la consommation
de cannabis pendant la pandémie. Dans des enquétes menées aupres de profession-
nels de la santé dans 77 pays, 42 % ont affirmé que la consommation de cannabis
avait augmenté. Une augmentation de l'utilisation non médical de médicaments a
également été observée au cours de la méme période. La consommation de drogue
augmente, entre 2010 et 2019 le nombre de personnes consommant des drogues a
augmenté de 22 %, en raison notamment de la croissance démographique mondi-



ale. Au niveau mondial, plus de 11 million de personnes s’injecte des drogues dans
la moitié vivant avec 1'hépatite C.

En général, un consommateur d’héroine est un adulte qui la consomme quoti-
diennement, il est souvent en chdmage, il vit au prix d’actes criminels ou des actes
sexuels, de plus sa santé est altérée de maniere générale et il risque de subir des
surdoses fréquentes [6].

La plupart des drogues synthétiques, y inclut I’héroine, sont fabriquées dans
un laboratoire illégal ou les mesures de sécurité ne sont pas utilisés. Au moment
ol une personne arréte de les consommer, elle peut éprouver des effets secondaires
de servages inacceptables qui peuvent réduire sa volonté de continuer. Il est absol-
ument nécessaire de prendre des mesures rationnelles pour controler la fabrication
et la diffusion actuelles des drogues synthétiques.

D’autre part, un vaccin anti-drogue réussi produit une réponse immunitaire
pour empécher la drogue cible de pénétrer dans le cerveau et éviter ainsi les effets
psychoactifs ou addictifs. Le nouveau vaccin expérimental contre la dépendance a
’héroine, développé a I'institut national sur I'abus des drogues (National Institute
on Drug Abuse (NIDA)) [24], incite & la génération d’anticorps qui bloquent les ef-
fets de I’héroine. Il empéche la drogue de traverser la barriere hémato-encéphalique
et les effets euphorisants de I’héroine, il est encore testé chez les souris et les rats.
Les effets secondaires de l'arrét de la consommation d’héroine sont tres graves et,
souvent, contraignent les héroinomanes a faire marche arriere. Les médicaments
disponibles peuvent étre administrés pendant la phase de désintoxication pour
prévenir et réduire les symptémes physiques.

Le traitement des toxicomanes est une procédure cotiteuse. Il s’agit d’un pro-
cessus a long terme impliquant diverses interventions et une surveillance constante
pour récupérer avec succes. De nombreux pays ne parviennent toujours pas a
fournir des traitements et d’autres services de santé, principalement en raison d’un
manque de fonds. C’est aussi un fardeau important pour le systeme de santé de
nombreux pays. De nombreuses recherches indiquent que le taux d’abus de drogues
(héroine) est le plus éleve chez les jeunes agés de 18 a 25 ans. Ainsi, il est necessaire
de sensibiliser les personnes vulnérables, en particulier les jeunes hommes, sur les
mefaits de la consommation d’héroine. L’éducation a la prévention, les interven-
tions de traitement et les programmes de développement alternatif, ainsi qu’une
réponse de la justice pénale, empéchent une augmentation de ’accoutumance a
la drogue et de ses troubles. En outre, il est également important de fournir un
traitement et des services pour minimiser les effets néfastes sur la santé dus a la
consommation de drogues.

La dépendance a I’héroine se développe et se propage dans la société comme
une maladé épidemique et suit presque le méme schéma. Plus précésement, les
personnes sont d’abord vulnérables a la dépendance a I’héroine; puis devien-



nent des consommateurs actifs d’héroine et finissent par récupérer grace a des
mesures de controle ou d’éducation ou en arrétant la consommation d’héroine.
L’étude mathématique de I’épidemiologie des maladies a une histoire riche et les
lecteurs sont invités a consulter les ouvrages de |25, [36]. Depuis deux décennies,
les mémes approches de modélisation ont été étendues aux problemes de toxi-
comanie pour comprendre leurs dynamiques [10, 34]. Pour cette raison, certains
modeles mathématiques ont été proposés pour décrire et prédire le comportement
des groupes d’usagers de drogues. Il est également possible d’ajouter la stratégie
de traitement aux modeles tels que les variables de contrdle qui jouent un réle
essentiel dans la compréhension du probleme de la toxicomanie.

L’objectif principal des modeles épidémiologiques est de déterminer comment
les épidé-
mies peuvent étre controlées et éliminées dans la communauté. Il est donc nécessaire
d’appliquer les techniques de la théorie du controle aux modeles proposés.

Dans [2], les auteurs ont formulé un modéle mathématique de 'usage de drogue
illicites et ont étudié des stratégies de contréle optimales pour le modele. Ils
intégrent spécifiquement deux fonctions de contole : I'une pour réduire l'inten-
sité de l'influence sociale et l'autre pour augmenter le taux de détection et de
réhabilitation.

Dans [27], les auteurs ont proposé un modele de transmission de drogue synthétique
et ont formulé un probléme de contrdle optimal. Ils ont montré qu’une politique
optimale appropriée peut réduire la charge des couts ainsi que le nombre de per-
sonnes dépendantes.

Dans [16], les auteurs ont combiné des interventions de contrdle telle que des
campagnes d’éducation et des traitements pour minimiser I'impact du VIH.

Dans [2§], les auteurs ont envisagé un modele épidémiologique avec effet d’in-
formation sur le vaccin et le traitement, en tant qu’interventions de controle.

Dans [15], les auteurs ont proposé un modele SIR avec éducation ou informa-
tion, qui provoque un changement dans la réponse comportementale.

Dans [2], un modele mathématique avec dépendance aux médicaments sur or-
donnance et traitements est proposé pour controler 1’épidémie d’opioides.

La problematique du contrdle optimal et ’analyse cotit-efficacité pour la trans-
mission du virus Zika sont analysées dans [2I] avec quatre types de mesures
préventives comme variables de controle.

Dans [3], des modeles d’Ebola avec un controle préventif sous la forme de cam-
pagnes d’éducation sont étudiés. Treés récemment, un modele d’épidémie d’héroine
structuré par age a été formulé avec des équations différentielles partielles, sous
I’hypothese que la susceptibilité et la récupération dépendent de ’age, en gardant
a l'esprit certaines mesures de controle de la dépendance a I’héroine et en utilisant
un contrdle optimal pour les simulations, qui montrent 'effet sur ’ensemble de la



population [17].

Motivés par les travaux mentionnés ci-dessus, les auteurs ont étendu dans [30]
les modeles épidémiques d’héroine disponibles en introduisant deux nouveaux com-
partiments. En particulier, ils ont étendu le modele proposé dans [35] en modélisant
le changement de comportement, par la diffusion d’informations et d’éducation
préventive, et les traitements. La nouveauté du modele consiste a exprimer les
facteurs de risque des drogues par 'information, comme une réponse comporte-
mentale a des individus susceptibles. Par conséquent, dans leur modele, les suscep-
tibles ont un role actif dans ’éducation préventive et fournissent un effet d’auto-
protection. De plus, le fait de ne pas participer a des programmes de prévention
ramene les individus a la population susceptible. La figure montre un dia-
gramme schématique du modele proposé.

Dans ce mémoire, nous détaillons les résultats démontrés dans [30]. Précisémment,
nous formulons le modéle mathématique pour I’épidémie d’héroine avec une prévention
des information. Nous supposons que la réponse comportementale d’un individu
dépend de la diffusion d’informations sur les effets de I'héroine. Ces informations
créent une prise de conscience qui aide les individus a participer a I’éducation
préventive et a 'autoprotection.

Particulierement, dans le chapitre 2, nous calculons les équilibres sans et avec
pandémie ; nous trouvons le nombre de reproduction de base R, et nous 1'util-
isons pour étudier la stabilité des points d’équilibre : nous prouvons que 1’équilibre
sans héroine est localement asymptotiquement stable lorsque le nombre de re-
production de base est inférieur a un (voir le Théoreme et sous une condi-
tion supplémentaire, nous montrons qu’il est globalement asymptotiquement sta-
ble (voir le Théoréme . Aussi, nous obtennons des conditions sous lesquelles
I’équilibre endémique du systéeme est localement asymptotiquement stable (voir
le Théoreme . De plus, nous effectuons une analyse de sensibilité du modele
épidémiologique par rapport a ces différents parametres. Finalement, nous vérifions
les résultats théoriques par la simulation numérique.

Dans le chapitre 3, nous appliquons deux contéles au probleme étudié : des
mesures de prévention éducationnelle des susceptibles et un traitement des utilisa-
teurs de drogue. Premierement, nous prouvons l’existence d’un couple de contréle
optimal minimisant le nombre des utilisateurs de drogues et les cotits associés
aux controles proposés en temps fini (voir le Théoreme . Ensuite, nous le car-
actérisons en utilisant le principe du maximum de Pontryagin (voir le Théoréme
. Enfin, nous faisons différentes simulations numériques pour savoir lequel de
ces deux controles est plus efficace.



1.2 Modele mathématique

Dans cette section, nous proposons et analysons un modele mathématique de
I’épidémie d’héroine. Le modele se comporte de quatre classes fondamentales qui
sont : S, les individus susceptibles c’est a dire les non infectés qui n’ont pas
d’éducation préventive et qui sont ciblés a devenir des consommateurs par le temps.
E, les individus recevants de ’éducation préventive, c’est a dire des connaisseurs
du danger qui ont une auto-pretection contre la consommation de la drogue. Uy,
les utilisateurs de drogue sans aucun traitement médical et Us, les utilisateurs de
drogue suivants un traitement médical. Les quatres classes réagissent entre elles
selon un diagramme schématique représenté dans la figure [1.1]

u u+a8; ao
A BiliS e
M s U,  Z
f(5.2) (2 p BU U,
E |« . | U, |__#+e

FIGURE 1.1 — [30] Schéma du modele étudié

Le parametre A représente le taux de recrutement constant des individus sus-
ceptibles, le taux de mortalité naturelle de tous les individus est supposé étre pu.
Le paramétre 3; représente la probabilité pour laquelle un individu de la classe S
devient un utilisateur de drogue (de classe U;), et 35 dénote le taux pour lequel
un individu de la classe U, abondonne son traitement et revient a la classe U;. Le
taux d’entrée en traitement des usagers de drogues (passage de la classe U; a la
classe Us) est de p. Les individus connaisseurs de 1’éducation préventive E sont
en état d’auto-protection. S’ils cessent de participer a la prévention éducative, ils
remontent vers la classe des susceptibles S avec un taux 6. Les parameétres d; et
09 déterminent les taux de mortalité liés a ’héroine pour les consommateurs de
drogue non traités U; et ceux recevants un traitement U, respectivement.

Les informations sur I’héroine sont diffusées principalement par divers médias
tels que : la télévision, les journaux, l'internet, ect..., ainsi que par des campagnes
sociales et éducatives actives du gouvernement. Cette densité d’information est



proportionnelle a la densité de population d’usagers de drogues sans traitement U,
et évoluera avec 1'évolution de cette derniere. Soit Z(t) la densité d’information
diffusées dans la population a l'instant ¢, la densité d’information Z(t) s’annule
l'orsque Uy (t) = 0. Cette information augmente la prise de conscience des consom-
mateurs de drogue pour qu’ils changent leurs habitudes et arrétent I'utilisation
de I’héroine. Méme si les gens sont informés de la méme fagon, tout le monde
n’y répond pas de la méme maniere. Ainsi, seule une fraction d’'une population
susceptible disposant d’information réagit aux effets nocifs de la consommation
d’héroine et modifie son comportement, en passant de la classe S a la classe E. Le
taux de réponse comportementale via 'intéraction d’information sera la fonction
f(S,Z) = u1pSZ dépendente a la fois des densités des individus susceptibles S et
de l'information donnée Z. Ici u;p est le taux de réponse correspondant avec p le
taux d’intéraction de I'information par lequel les individus susceptibles S changent
leurs comportements. La croissance de I'information est une fonction de U; notée
g(Uy). La croissance de 'information ne dépend que de la densité de consomma-
tion d’héroine des individus non traités U;. Le taux de croissance de 'information
g(Uy) est supposé étre une fonctionnelle saturée de la forme g¢(t) = 11%1 avec a
le taux de croissance d’information diffusées et b la constante de saturation. Nous
désignons par ag le taux d’oubli naturel de I'information, qui se produit avec le
temps, en raison de I'effacement naturel de la mémoire, ainsi que du comportement
complaisant.

Par ailleurs, nous considérons les hypotheses suivantes dans notre modele : les
utilisateurs de drogues sans traitement U; peuvent entrer en contact avec des sus-
ceptibles S et avec des consommateurs de drogue sous traitement U, de maniere
indésirable. Par suite, ils peuvent transmettre aux susceptibles S I’habitude de
consommer ['héroine et peuvent pousser les consommateurs de drogue sous traite-
ment U, a abondonner leurs traitement. Cependant, les consommateurs qui suivent
un traitement U, ne transmettent pas 'habitude de consommer de ’héroine aux
individus susceptibles S.

1.3 Préliminaires mathématiques

Dans cette section, nous présentons quelques outils mathématiques nécéssaires
pour I’étude de ce mémoire.
Soit I’équation suivante :

{i’(t) = f(z(t)), t=0, zeq,

o(0) — 2 (1.1)

avec {2 un domaine de R", xq € R™ une condition initiale donnée et f : 2 — R"
une fonction Lipschitzienne :



Définition 1.1 (Fonction Lipschitzienne)[3])]
- Soit W C Q. Une fonction f: W — R" est dite y— Lipschitzienne sur W
s’il existe un réel v > 0 tel que pour tout (z1,xs) € W? :

1f (1) = (@)l < 7 llwy — ol

— Si de plus v €]0.1], alors f est dite contractante ou une contraction.

— L’application f est dite localement Lipschitzienne si tout point de € admet
un voisinage W sur lequel f est Lipschitzienne.

— L’application f est dite globalement Lipschitzienne si elle est Lipschitzienne
sur tout 2.

Théoréme 1.1 (Cauchy-Lipschitz)[3])
— Soit f: Q — R™ une application localement Lipschitzienne sur §2, alors le
probléme de Cauchy admet une solution locale unique.
- Si f: R" — R" est une application globalement Lipschitzienne sur R", alors
le probleme de Cauchy admet une solution globale unique.

Soit z(t) = x(t, xg), t > 0, la solution de (1.1)) correspondante a x.

Définition 1.2 (Domaine positivement invariant)[9]

Un domaine D C ) est dit positivement invariant si quelle que soit une condition
initiale xo € D, la solution de l’équation correspondante a xo reste dans D
pour tout t > 0.

Définition 1.3 (Point d’équilibre)[15]
On dit que x* € Q est un point d’équilibre de (1.1)) si la fonction constante z(t) =
x(t,x*) = x* est une solution de (1.1)) ou, d’une fagon équivalente, si f(x*) = 0.

Définition 1.4 (Stabilité uniforme)[18]
x* est dit uniformément stable si, pour tout € > 0, il exist § > 0 tel que :

loo — 2" <6 = [le(t,z0) — 2| e, Vi >0,

Ainsi, toute solution qui démarre d’une condition initiale proche de x* reste proche
de x* pour tout t > 0.

Définition 1.5 (Stabilité asymptotiquement uniforme)[18]
x* est dit asymptotiquement uniformément stable s’il est uniformément stable et
s’il existe & > 0 tel que :

*

oo -2 <6 — lim_alt,z0) = 2"



Définition 1.6 (instabilité)[15]
Un équilibre qui n’est pas stable est dit instable.

Un outils important de 1’étude de stabilité des points d’équilibre est les fonc-
tions de Liapounov :

Définition 1.7 (Fonction de Liapounov)[23]
Soient x* un équilibre de (L.1), W C Q un voisinage de x* et h : W — R"™ une
fonction continue. On dit que h est une fonction de Liapounov pour (1.1)) en x*
St :
e h est définie positive dans W, c’est a dire : h(z*) = 0 et, pour tout x # x*, h(z) >
0,
e Pour tout x # x*, la fonction t — h(x(t)) est décroissante.

Si de plus, pour x # x*, la fonction t — h(x(t)) est strictement décroissante,
on dit que h est une fonction de Liapounov stricte pour (1.1) en z*.

Théoréme 1.2 (Théoréme de Liapounov)[23]
— 81 l’équation différentielle admet une fonction de Liapounov en un
équilibre x*, alors x* est un équilibre uniformément stable.
— Si de plus la fonction de Liapounov est strict en x*, alors x* est asympto-
tiquement uniformément stable.
— Si de plus h(x) tends vers Uinfini lorsque ||z|| tends vers l'infini, alors x* est
globalement asymptotiquement stable.

Un test mathématique qui est une condition nécessaire et suffisante pour la
stabilité d'un systeme dynamique linéaire invariant dans le temps ou d’un systéme
de controle est le critere de Routh-Hurwitz :

Théoréme 1.3 (Critére de Routh-Hurwitz)[1)
Soit le polynome caractéristique de degré n suivant :

~1 —2
A" + Q12" F apox” T+ -+ a1+ ag = 0.

Ou Qpy A1, Ap_2, - - - , Ay Sont réelles. On assume a,, # 0, ce qui donne x # 0 .

— Tous les coefficients sont positifs ou ils ont le méme signe. Si un des coeffi-
cients est zéro ou négatif, et au moins un autre coefficient est positif, il existe
au, moins une racine imaginaire avec une partie réelle positive.

— Tous les éléments de la premiere colonne de Routh sont positifs ou ils ont le
meéme signe. La condition nécessaire et suffisante pour la stabilité du systéeme
en boucle fermée est que les coefficients du polynome caractéristique et les
éléments de la premiéere colonne de Routh-Hurwitz doivent étre positives ou
dotvent avoir le méme signe.



— Si chaque coefficient du polynome caractéristique ou n'importe quel élément
dans la premiére colonne de Routh est zéro, ceci va remplacer ce terme par
un élément positif petit €. Pour un polynome d’ordre 4, le critére de Routh
va devenir :

1 Tous les coefficients ag, aq, as, as et ay sont positifs.
2 Le déterminant de Routh est :

(aras — agas)as — ajay > 0
Donc le systéme est stable.

Une méthode commune de test du nombre de racines positives d'un polynoéme
est la regle des signes de Descartes :

Théoréme 1.4 (Régle des signes de Descartes) [{, [33]
On compte le nombre de changements de signes dans les coefficients en partant du
monome de plus haut degré jusqu’au monome de plus bas degré en ne tenant pas
compte des coefficients nuls. Sin est le nombre de changement de signes, alors le
nombre de racines positives avec leur multiplicité vaut n, ou bien n — 2, ou bien
n—4, ...

Une méthode numérique de haute précision utilisée pour tracer la trajectoire

des solutions d’un systeme dynamique est la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 :

Définition 1.8 (Méthode de Runge-Kutta d’ordre 4)[13]
Nous commengons par une division de lintervalle [to,ts] en N sous-intervalles de

ty —1
longueur h = L2 Puis nous posons xo = x(to) et nous calculons x;11 = x(t;y1)
pourt=20,...,N —1 en appliquant l’algorithme suivant :
h
x(ti-i-l) = ZE(tﬁ + 6(]{31 + 2]{?2 + 2]<?3 + k4),
avec

k= f(ts, 2(t;)),

1 1
k’g = f <t1 + ih’ x(tz) + 2k’1> s

1 1
kg = f <tz + ih’ iL‘(tZ) + 2k’2> s
ky=f(ti+ h,xz(t:) +ks3).

La méthode la plus simple de résolution numérique des équations différentielles
est la méthode d’Euler explicite.

Définition 1.9 (Méthode d’Euler explicite)
Selon les mémes notations dans la définition précédente :

xi+1:xi+hf<ti7'ri)7 Z:O,,n—l
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Chapitre 2

Etude du modéle non controlé

2.1 Position du probleme

2.1.1 Représentation mathématique du modele

Nous considérons le modele mathématique défini par le systeme d’équations
différentielles ordinaires suivant :

S(t) = A — BS(t)UL(t) — nS(t) + 0E(t) — uypS(t)Z(t),

Ur(t) = B1S(t)Ur(t) — pUi(t) + BoUr (8)Ua(t) — (p + 01)Us (1),

Us(t) = pUi(t) — BoUr (1) Us(t) — (p + 82)Us(t), (2.1)
E(t) = wpSt)Z(t) — (n+0)E(1),
210) = s — )

avec les conditions initiales positives :
S(O) == So, Ul(O) = U107 Ug(O) = UQO, E(O) == EO et Z(O) = Z().

La population totale N(-) est divisée en quatre compartiments :
S(-) : Les individus susceptibles non intervennants dans I’éducation préventive.
E(-) : Les individus susceptibles intervennants dans I’éducation préventive.
Ui (+) : Les consommateurs de drogues qui ne regoivent pas de traitement.
Us(+) : Les consommateurs de drogues qui suivent un traitement.

La fonction Z(-) représente la densité d’information diffusées dans la popula-
tion.

Pour plus de détails, revoir la Section [1.2]
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2.1.2 Description des parametres

Les parametres suivants caractérisent le modele :
N(0) : La population initiale.
A : Le taux de recrutement canstant des individus susceptibles.
i o Le taux de mortalité naturelle.
B1 : Le taux pour laquelle un individu de la classe S devient un utilisateur de
drogue (de classe Uy).
B2 : Le taux pour laquelle un individu de la classe U, arréte son traitement et
revient a la classe Uj.
p : Le taux pour lequel un individu de classe U; (utilisateur de drogue) commence
son traitement.
6 : Le taux pour lequel un individu de la classe E arrete ’éducation préventive et
revient a la classe S.
01 : Le taux pour lequel un individu de la classe U; meurt a cause de la drogue.
09 : Le taux pour lequel un individu de la classe U, meurt a cause de la drogue.
uyp : Le taux pour lequel un individu susceptible répond aux information préventives
diffusées.
p : Le taux d’intéraction d’information pour lequel un individu susceptible change
son opinion.
a : Le taux de croissance d’information diffusées.
b : La canstante de saturation.
ap : Le taux d’oubli naturel de I'information qui se produit avec le temps.

Tout les parametres précédents sont strictement positifs.

2.2 Positivité et bornétude de solution

Dans cette section, nous démontrons l'existence, 1'unicité, la positivité et la
bornétude de la solution du systeme étudié.

Théoréme 2.1 Supposons que (S, Uy, Us, E, Z) sont continiment différentiables.
Alors pour toute condition initiale positive, le systéme (2.1) admet une solution
unique.

Preuve du Théoréme 2.1

En supposant que le second membre du modele ([2.1)) est contintiment différentiable
sur le cone positif I = {(S, Uy, Uy, E, Z) C R™}, il est localement Lipschitzien
sur [ (voir Définition [L.1)). Donc, par le théoréme d’existence locale de Cauchy-
Lipschitz (voir Théoreme , il existe une solution locale unique du définie
dans I.
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Biologiquement, cette solution n’a pas de sens que si elle est non négative :

Théoréme 2.2 Le domaine

A A
:{(S,Ul,UQ,E,Z)eRi:OSN(t)gM et 0§Z(t)§§ﬂ}
0

est positivement invariant.
Preuve du Théoréme 2.2

Pour toute condition initiale positive, le systeme (2.1)) admet une solution
unique avec :

SiS=0; S(t)=A+06E(t)>0,
SiU; =0; Uy(t)=0,

Si E =0 E(t) = wpS(t)Z(t) > 0,
. : aly
Z =0 Z(t) = >
Si 0; (1) 0, 0

Alors pour tout ¢t >0 :
S(t) >0, Ui(t) >0, Uy(t) >0, E(t) >0 et Z(t) > 0.
Par conséquence, la positivité de toutes les solutions commencant dans R*° est

garantie. Soit
N(t) = S(t) + Up(t) + Uz(t) + E(t)

avec (S(t),Uy(t),Us(t), E(t)) > 0 et tous les parametres du systeme (2.1]) positifs
aussi. Supposons que 0 < N(0) < % et montrons que pour tout t > 0: 0 < N(t) <

A Ona:
o

N@t) = St)+Ui(t) + Us(t) + E(t),
= A= PBiS@UL(t) — pS(t) + 0E(t) —upS(t)Z(1)
+61S(O)UL () — pUi(t) + B2U1 (8)Uz(t) — (p + 01)Un(t)
—l—pUl( ) - 52U1( ) 2( ) - (N+52)U2(t)
FupS(Z(t) — (1 + O)E(L),
A= pS(t) — pE®) — (p+ 6)Ui(t) — (1 + 02)Us(t),
A — u(S@) + U1( )+ Us(t) + E(t)) — UL () — 65Us(t),
A — uN(t) — SUL(1) — 8:Us(8),
A — uN(t).

IN
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Donc :

N(t) + uN(t) < A

En multipliant par le facteur intégrant exp(ut), on obtient :

N(t)exp (ut) + pN(t) exp (ut) < Aexp (ut),

ce qui implique :
(N(t) exp(ut)) < Aexp(ut).

En intégrant de 0 a ¢, on obtient :

/Ot(N(s) exp (us))'ds < A/Ot exp(us)ds,

c’est a dire :
N(t)exp (ut) + N(0) <

A A
—(exp pt) — —
1t ft

. Ce qui implique :
A
N(O)exp (ut) < NO) +  fexpt 1)
Donc
A A
N(t) < N(0)exp(—put)+ W exp(—put)
A
< N(0)exp(—put) + m [1 — exp(—put)].
En supposant que : 0 < N(0) < %, on conclut que :

N(t) <=, Vt>0. (2.2)

==

al\
Supposons maintenant que 0 < Z(0) < — et montrons que pour tout ¢ > 0 :
Qo

A
OSZ(t)Sa—:PourtZO,ona:
Qo



Donc :

D’apres (2.2)), on a :

Ut < N(t) < 2.
1
Donc :
2 < ™ az(0),
alors :
210)+ w(t) < .

En multipliant par exp(agt), puis en intégrant de 0 a ¢, on obtient :

ah  aA
Z(t) < Z(0)exp(agt) + — — — explapt).
() () p(o) I ol P(o)

al
En supposant que 0 < Z(0) < —, on conclut que :
Qop

A
Z(t) < 22 v >o. (2.3)

Qo

De (2.2)) et (2.3]), on conclut que le domaine D est positivement invariant et le
systéme (22.1]) et épidémilogiquement et mathématiquement bien posé.

2.3 Equilibre sans drogue : DFE

Pour étudier le comportement du modele d’héroine nous avons besoin de cal-
culer ses points d’équilibres. Posons le coté droit du systeme égal a zéro. Ceci
donne Uy = 0,U; = 0, E* = 0, Z* = 0, par conséquent, le point sans drogue (DFE)
du modele ([2.1) est donné par : S(t) = A — uS(t) = 0 ce qui implique S = %
Finalement :

A
E; = (u,o,o, o,o) (2.4)

est I’équilibre sans drogue du systeme ([2.1]).

15



2.3.1 Nombre de reproduction R

Le nombre de reproduction de base, noté par Ry, est un parametre de seuil
utilisé dans I’épidémoilogie pour mesurer le potentiel de transmission d’une infec-
tion. Il est défini comme le nombre attendu de cas secondaires produits a partir
d’une personne infectée lorsqu’elle est introduite dans une population suscepti-
ble pendant toute sa période d’inféction. Ici, Ry représente le nombre total de
personnes que chaque utilisateur de I’héroine peut leurs transmétre 1’habitude de
consommation de la drogue lors de sa dépendance a cette derniere.

Définition 2.1 [31] Le nombre de reproduction de base Ry est le rayon spectrale
(la plus grande valeur propre) de la matrice de prochaine génération.

Ry = p(FV™).

Soit X = (Uy,Us, S, E, Z)T, le systéme (2.1]) peut étre réécrit sous la forme :

ou

F(X) = (B1SU, + B2U,U3,0,0,0,0)"

est le taux de nouvelles dépendances d’héroine dans les différents compartiments
et

V(t) = ((p b+ ) U, —pUs + BoliUs + (1 + 82)Us, —A + B1SUL + 1S

aUl T
Z —0E, —u1pSZ 0)E, — Z
+upS s—upSZ + (p+0)E, oo, T )

est le taux de transfert de personnes dans les différents compartiments.
Pour obtenir le nombre de reproduction de base Ry, nous pouvons considérer

F
uniquement les composantes = = (U, Us, S) puis calculer F := —(Ej) et V :=
T
dv
d—(E(”;) [31]. Par conséquent, nous avons :
x
280 0 Qi 0 0
B1A
0 00 =0 p
avec :
Q1:p+ﬂ+61 et Q2:M+52 (25)
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La reproduction de base Ry est donnée comme le rayon de spectral de la matrice

FY~! avec 1
y! (coeff(V))T.

" det V
On a :
A\7
Qi pp Q7R
U — 0 Q 0
Q1Q2p H
0 0 @@
X Qap 0 0
= QlQQ,u pu Ql/jJ 0
Q2% 0 1Q:
1
o 00
— p 1 0
Q1Q2 Q2
B1A 1
Q11u2 0 7
Donc
BiA
Méh 0 0
Fyv o= 0 00
0 00
Sa plus grande valeur propre est
BiA
Ry=——"-—7"-—. 2.6
* 7 u(p+ 61 +p) (26)

2.3.2 Analyse de stabilité

Maintenant nous discuttons la stabilité du point d’équilibre sans drogue £ du

modele (2.1)).

Théoréme 2.3 Si Ry < 1, alors I'équilibre sans héroine (DFE) E} est localement
asymptotiquement stable.

Preuve du Théoréme 2.3
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La matrice jacobienne du systeme (2.1)) est donnée par : J (S, Uy, Us, E, Z) =
—BUL — pp—uipZ —5:18 0 9
p1Uy B1S —p+ BoUs — (14 01) B2Uy 0
0 p — B2Us —BoUy — (1 + 02) 0
uipZ 0 0 —(pu+0)
a(14bU1)—bal-
0 (e in o 0 0
Au point d’équilibre Ejj :
— L —% 0 0 —%
0 22 —p—(u+d) 0 0 0
J(E)=1] 0 p —(u+6) 0 0
0 0 0 —(u+0) meA
0 a 0 0 —ayg
Les valeurs propres de I’équation caractéristique de J(Eg) sont :
A =—p, da=—(p+0), A3=—ag
et les solutions de I’équation :
A
PR b (a8 = A [ ) = N =0 (2.7
Rappelons que :
A
RO — Bl—
p(p+p+61)
alors BiA
5 — 17
p(p+p+61) R
ceci avec ([2.7)) donnent :
A
B e b0 =t 0 -
A A 1
% Iz Ry
A A 1
7 p Ro
=0.
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Cette équation est de la forme :
N+GA+G=0

avec

A A 1
Il p Ro

Par les conditions du théoréeme de Routh-Hurtwiz (voir Théoréeme , I’équation
caréctéristique a deux racines a parties réelles négatives si, et seulement si,
¢; > 0 pour ¢ = 1,2. Remarquons que ¢, > 0 découle directement du fait que
Ry <1 et (1 > 0 est une condition du

A A
Ry= N O s
p(p+p+61) Iz
et la positivité des parametres y et ds.
SiA

Théoréme 2.4 Si < 1, alors l’équilibre sans héroine (DFE) Ej est

p(p+ 1)
globalement asymptotiquement stable.

Preuve du Théoréme [2.4]

Remarquons d’abord que
BiA BiA
p(p+ 1) (g + 61+ p)
ce qui, d’apres le Théoreme [2.3] assure la stabilité locale asymptotique.

Maintenant, pour démontrer la stabilité globale, nous utilisons la théorie de
Liapounov. Soit la fonction suivante :

H(Ul, UQ) = U1 -+ UQ.
Au point d’équilibre sans drogue, nous avons H(ES) = 0 et si X # Ef, alors

H(Uy,Us)|x25; = Ur+Uz > 0 par positivité des solutions. Pour dire que H (U3, Us)
est une fonction de Liapounov, il nous reste a démontrer que la dérivée temporelle

si <1 alors Ry=

8813 o < 0 (voir Définition . On a:
861:[ = 18U — (u+01) Uy — (u + 62) Uy
= B;ZXUl—(u+51)U1—(M+52)U2
_ mA—(M(m] Uy — (1 + 65) Uy

= (u+4d1) [,u(flfr\(i)_ll U — (e + 62) Uy
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A H
_ A i 1, on obtient o < 0. Donc H(Uy,Us) est une fonction de
p(p+ 61) ot

Liapounov stricte du systeme (2.1)) en Ej. De plus si |Uy] et |Us| tendent vers
I'infini, alors H(U;,Us) tend vers l'infini aussi. Donc, d’apres le théoreme ,
I’équilibre sans drogue Ej est globalement asymptotiquement stable.

Lorsque

2.4 Equilibre endémique

Le point d’équilibre endémique E} = (S*,Uf,Us, E*, Z*) du systeme ({2.1)) est
donné par :

0 = A—BiSUr — uS* + 0E" — uipS*2*, (2.8)

0 = AS™UT —pU; + BoUTU; — (4 61)U7, (2.9)

0 = pUS — BUTU; — (u+8)Us, (2.10)

0 = wpSZ"—(u+0)E", (2.11)
aUy

= —apgZ”. 2.12

0= T % (2.12)

L’équation (2.12)) implique :

B aUy

*

De méme ’équation (2.11)) donne :

u pS*Z*
pw+6

*_

De I'équation ([2.10]) on a :
Us (BoUT + p 4 62) = pUy,
donc §
U* _ pUl
2~ o7rt% , ., & °
BoUs + o+ 6o
L’équation (2.9)) implique :
0=755"—[p—5U5 + (u+61)],
alors

S = —[p—BU;+ pu+d].

1
A
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En remplacant UJ par sa valeur, on obtient :

L[l
B | BUf +p+d
1 [pBoUs + pu+ pdy — BopUs + puBoUt + 1% + puds + 0185U7 + 610+ 6102

+M+511

A BoUT + 1o+ 6
_ L (14 p 4 0)(BUf + i+ 02) — 52PUT1
B | B2UT + p + 02 '
On a
e AR AB
0 — - )
plp+p+ao)  p@r
donc :
1 A
B p QiR
d’ou :
g = A [Q1(52Uf+ﬂ+52) —52PU1*]
Q1 Ry BaUT + o+ 02
_ AV%WﬂT+M+%%—&Mﬁ]
pRo Q1(BUT + 11+ d2) '
Il nous reste l'expression de U;. En remplacant S*, E* et Z* par leurs valeurs,
I’équation (2.8]) donne :
0 = A— P l@l(ﬂZUf +p+6) _52]9[]1*] U
pRo Q1(BUT + 11+ d2) !

_pA l@l(ﬁﬂff +p+d) — 52PU1*]
pLRo Q1(B2UT + 1+ d9)

Ou1palU; A [Q1(BoUs + 1+ 85) — BopUy]
ao(1 +bUT) (1 + ) uRoQ1 (BoUf + p+ 62)
urpA [Q1 (U7 + pu + 02) — BopUi] aly

aop(1 + bUY ) uRoQ1 (82U + p + 02)

En simplifiant, nous obtenons une équation de la forme :

AlUf +A2U12 + AgUl + A4 = O
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avec

Ay = agQbBa(p+ 0) (1 + 61),
Ay = —AagQbBa(p+ 0) <1 - 1;@)
+Q1B2a0(pt 4 0) (1 + 61) + QT Q2a0b(1 + 6)

A A
+—-u1paBa(p + 61) — —-Papaob(p + 0),
Ry Ry

Az = —NagQ1Pa2(p +0) <1 - ;{)) — Aag(p + 0)bC1 Q2 (1 a ;uo)

A A
—ﬁoﬁﬂ?ao(ﬁb +0) + apQiQa (1 + 0) + —u1 pahQ1Qo,

Ry
Ay = —NagQ1Q2(p +0) <1 - B{()) ;

ou Q1 = + 01 +p et Qy = p+ d9. Pour toute les valeurs possibles des parametres,
on a toujours A; > 0. Si Ry > 1, alors A4 < 0. Maintenant, on utilise la regle des
signes de Descartes (voir Théoréme pour conclure que :

(i) Si Ay > 0 et A3 > 0, alors il existe exactement une racine positive ;
(ii) Si Ay > 0 et A3 < 0, alors il existe exactement une racine positive;
(iii) Si A3 <0 et A3z > 0, alors il existe trois ou une racine positive;

(iv) Si Ay < 0 et A3 < 0, alors il existe exactement une racine positive.
Par conséquant, U] peut avoir une valeur positive non triviale si I'une quelconque

des quatre conditions (i)-(iv) ci-dessus est satisfaite.

Théoréme 2.5 L’équilibre endémique Ef = (S*,Uf,Us, E*, Z*) est localement
asymptotiquement stable si Ry > 1 et les conditions suivantes sont satisfaites :
6, >0,
@1@2 > @3,
@1@2@3 + @1@5 > @% + @%@4,
(0104 — 05) (010,05 — O3 — O10, + 0,05;) > 05 (0,0, — 65)°,

(2.13)
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©1 = — a1 — g2 — A33 — Agq — As5
Oy =a11 (aas + a3z + a2z + a55) — A21012 — A14Qa1 — A23032 + A55022
+ a3 (a2 + as55) + Gaa (ass + a2 + ass)
O3 =a; (a23a32 — (33044 — Agq4022 — Ag4055 — 33022 — A33055 — a55a22)
— (21015052 — (33044022 — G55 (33044 + Q14022 + 33022)
+ ag1 (@12a33 + A12044 + 12055) + Q14 (A33041 + Qa1G22 + Qa1055)
—|— 9230432 (CL44 + (I55) (214)
O4 =a11a44 (a33a22 - a23a32) — A11055 (a23a32 - a33a44)
+ 11055092 (Aa4 + a33) — 21012 (33044 + A33055 + Q4a055)
— (1403341 (G2 + A55) — A21014045052 + Q21015052 (A33 + A44)
+ (23039 (14041 044055) + 55022 (A33 + Qa4 — A14G41)
O5 =a11044055 (a23a32 - a33a22) — (14041055 (a23a32 - a33a22)
— Q21 (a15a33a44a52 — (12033044055 — a14a45a33a52) )

avec

a1l = —51U1* e UlPZ*> Q12 = —515*7 aiy =0, a5 = —UlpS*,
ag1 = BUT,  age = 518" + BoUs — Q1,  ags = U7,
a3z =P — 52U2*7 a3z = —52Uf — @2,

an =wmpZ, ay=—(u+0), a5 =1upS”
a

(1+bU7)>

(2.15)

a52 = as5 = —Aao,

et Q1 et Qo donnés par ([2.5)).

Preuve du Théoréme [2.5]

La matrice Jacobienne du systeme en B est :

ain a2 0 aq ags
a1 az axz 0 0

J( T): 0 az azzs O 0

asy; 0O 0 au ags

0 a59 0 0 ass
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ou les a;; sont donnés par (2.15)). L’équation caractéristique de J (EY) est donnée
par

NN+, +0:024+0,0+60:=0

avec les ©; sont définis par (2.14). ©; > 0 pour tous S* et U; possibles. L’équilibre
endémique du systeme est localement asymptotiquement stable si, et seulement si,
le critére de Routh-Hurwitz (voir Théoréme est satisfait, c’est-a-dire que les
conditions sont vérifiées.

2.5 Analyse de sensibilité

Une analyse de sensibilité du modele épidémiologique est effectuée pour déterminer
I'importance relative des parametres du modele pour la transmission de 'infection.
Une telle analyse est importante pour découvrir les parametres qui ont un impact
élevé sur le Ry et doivent étre ciblés par des stratégies d’intervention.

Définition 2.2 [35] L’indice de sensibilité directe normalisé d’une fonction u, qui
dépend différentiellement d’un paramétre p, est défini comme :

_ Oup

Vp = oo
vy € [=1,1]. Si vy = +1, alors une augmentation (diminution) de p de x pour
cent augmente (diminue) u de x pour cent. Si T = —1, alors une augmentation
(diminution) de p de = pour cent diminue (augmente) u de x pour cent [26].
Le taux de reproduction de base du systeme ([2.1)

Bl

Ro=—12>
O plp+ 6 +p)

dépend du taux de recrutement des susceptibles A, de la probabilité (5, de de-
venir utilisateur de drogue, du taux de mortalité naturelle x4, du taux p auquel les
utilisateurs de drogue entrent en traitement, et sur le taux de mortalité induit d,
causée par ’héroine.

D’un point de vue biologique, nous ne pouvons pas controler A (taux de re-
crutement), ni p (mortalité naturelle) ni §; (mortalité causée par 1’heroine). Par
contre, la situation change pour 3; et p. Nous avons :

dRy A .
oy plp+o1+p) = 7

A
ORy sl <0

p  plp+ 01 +p)?
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Afin de réduire la charge médicamenteuse, nous accordons plus d’attention aux
parametres d’indice de sensibilité les plus élevés. Par conséquent, nous calculons
I'indice de sensibilité v% pour les parameétres 3, et p comme suit :

Ro_%ﬁl

= — =1.
75~ 9B, Ry

Il est a noter que le nombre de reproduction de base Ry est plus sensible aux
changements de f3;, c’est-a-dire la probabilité de devenir utilisateur de drogue. Si
[ augmente, alors Ry augmentera. De méme, si $; diminue, alors Ry diminuera.
D’autre part,

,yfo :%ﬁ
dp Ry
_ poA a
(u(pe + 614+ p))? Ro
JEPAN p

p(p =+ 01 +p)? Ro
o BiA (g + 61+ p)p
(g + 61 + p)? oSN
SR — < 0.
(1 + 061+ p)
Ici Ry est moins sensible aux variations de p. p c’est le taux de contact entre
I'utilisateur de drogue sans traitement et 1'utilisateur de drogue avec traitement.
De plus, 750 suggere qu’'une augmentation de p diminuera Ry et qu’une diminution
de p augmentera R,.

Comme Ry est plus sensible aux changements de 3; que ceux de p, nous choi-
ORy p ol
aT)RT) < 0 implique que
I’amélioration du taux de rentrée au traitement est un remede efficace contre la
dépendance de la drogue et ses troubles associés.

Enfin, cette analyse de sensibilité nous indique qu’empécher (ou) contrdler les

individus de consommer de la drogue est plus efficace que toutes autres stratégies.

sissons de nous concenter davantage sur ;. De plus,

2.6 Simulation numérique

Nous commencons par illustrer numériquement le théoreme qui montre la
stabilité du point d’équilibre sans drogue dans le cas de Ry < 1.
Nous considérons les conditions initiales comme suit :

5(0) =18.0, U (0) =50, Uy(0)=2.0, E(0)=1.25 et Z(0)=30.0
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et nous supposons que la population totale reste constante tout au long de la
periode étudiée (150 jours).

Soient les valeurs des parametres données dans le taleau [2.1], pour les quelles
la reproduction de base est inférieur a un (Ry = 0.0174).

En accord avec le théoreme [2.3] sous la condition que Ry < 1, nous remarquons
sur la figure la stabilité du systeme autour de 1’équilibre sans droge Ej =

(£,0,0,0,0) = (16,0,0,0,0).

Parametres | valeurs Unités Références
A 2.0 personnes par jour | supposé
Ioh 0.0002 par jour supposé
B 0.0001 par jour supposé
W 0.125 par jour supposé
p 0.04 par jour supposé
01 0.05 | personnes par jour [32]
02 0.06 | personnes par jour [32]

6 0.001 par jour [28]
a 0.01 - [28]
b 1.0 - [28]
ag 0.06 - [28]
P 0.009 - supposé
(1 1 - supposé

Tableau 2.1 — Parametres pour lesquels Ry < 1.
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Maintenant, nous reprenons les mémes valeurs du tableau en augmentant
B1 de 0.0002 a 0.02. D’apres I'étude de sensibilité de Ry par rapport a i, une
telle augmentation de 5 (100 fois sa valeur initiale) augmente Ry de la méme
proportion (100 fois aussi), donc Ry croit de 0.0174 a 1.7391. Comme R, dépasse
1, nous n’avons plus la stabilité du point d’équilibre sans drogue, cependant nous
avons la stabilité locale du point d’équilibre endémique sous les conditions du
théoréeme La figure 2.2] illustre ce résultat.

Susceptibles Utlisateurs de drogue Utlisateurs sous raitement
: ; : i .

‘ § ‘

i) ‘

15

‘[510 % 1
5 05
0 0
0 5 100 150 20 20 300 0 50 100 150 200 20 30 0 50 1200 150 20 250 30
femps temps temps
Susceptbles avec éducation préventive . Information
15 ; : ; . : . . .
%
10 )]
i NS
5 10
5
0 0
0 5 100 150 20 20 300 0 50 100 150 200 20 30
femps temps

FIGURE 2.2 — Stabilité locale du point d’équilibre endémique pour Ry > 1 sous
certainnes conditions (Théoreme [2.5)).
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Chapitre 3

Etude du modéle avec controle
optimal

Dans cette section, nous commencons par formuler un probleme de controle
optimal avec “I'intensité de la réponse aux informations” et “le traitement” comme
interventions de contrdle. Ensuite, nous prouvons 'existence d’un controle optimal
et sa caractérisation par le principe du maximum de pontryagin. Nous terminons
par des simulations numériques pour illustrer les résultats obtenus.

3.1 Fonctionnelle coiit

Notre objectif principal est de réduire le nombre d’usagers de drogues et le
cotit de la mise en oeuvre des deux interventions de controle. Par conséquent, nous
considérons le cotit total fonctionnel J a minimiser suivant :

T (), us(-)) = /t (BuU + Byui(t) + Bsud(1)) dt —» min (3.1)
0
soumis au systeme du controle :

S(t)=A~ ﬁlS(t)Ul(t) — uS(t) +0E(t) — ur(t)pS(1) Z(1),

Ur(t) = BiS(H)U(8) — ua()UL (t) + BoUn ()Us(t) — (1 + 61)UA (1),

Us(t) = ( JUL(E) = BoUr () Us(t) — (1 + 62)Ua(2), (3.2)
E(t) = ui(t)pS(t)Z(t) — (u + 0)E(1),

20 = 1t~ wZ(0)

avec les conditions initiales positives fixées :

S(O) == S(), Ul(O) = UIO; UQ(O) = UQO, E(O) = E(] et Z(O) = Z(]. (33)
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Ici, tf est le temps terminal fixé. Le rapport détaillé des trois composantes du cofit
fonctionnel est le suivant :

(i) Le cott induit par le fardeau de I'héroine lui méme est [y* ByU;()dt, qui
est proprotionnel au nombre d’usages de drogue. Il comprend également la
conduite sous l'effet de la drogue, créant un impact sur ’environnement,
I’économie nationale, perte de santé de l'individu, perte de carriere comme
I’éducation, 'emploi et la productivité, les soins sociaux, ect. Le coefficient
By représente la constante de poids positive de 'usager d’héroine.

(ii) L’éducation préventive des personnes susceptibles et la prévention de 'abus
de drogues aident la population a vivre plus longtemps, plus heureuse et
en meilleure santé. Cela contribue également a une meilleure croissance de
I’économie, ce qui la rend plus forte. Par conséquent, fournir des informations
sur les risques de la consommation de drogue, ses troubles associés et princi-
palement de sa prévention, comme une participation effective a 1’éducation
préventive, qui comprend des systemes de protection auto-protectrice, con-
stitue un changement de comportement parmi la population susceptible. Des
efforts supplémentaires sont nécessaires pour accroitre la prévention et la
transformer plus efficacement pour controler ’habitude de la consommation
de drogues. Principalement, les facteurs préventifs et protecteurs devraient
inclure le controle de la surveillance des parents, la compétence académique,
les politiques antiprogatoires et la fixation de quartier sécurisé. Ici, toutes les
personnes susceplibles sont sensibilisées a 1’éducation préventive grace a la
propagation des informations. Dans notre modele, le controle u; (¢) est 'inten-
sité de la réponse aux information dans le but de maximiser la réponse com-
portementale individuelle et de minimiser ses coiits. Le cotit [y’ Boul(t)dt est
impliqué dans le processus de diffusion de I'information, a travers I’éducation
préventive et sa participation. Cela peut étre par I'instalation de campagnes,
la masse des médias, les résaux sociaux, ect. Il représente également le cotit
de la diffusion de I'information, qui comprend la sensibilisation au facteurs
a haut risque de ’abus d’héroine et a ses causes. De plus, cela renseigne sur
le comportement de I'usager d’héroine et, principalement, sur ses mesures
de protection. Le cofit est comparativement plus élevé en raison des efforts
supplémentaires nécessaires pour convaincre les individus d’un changement
de comportement. Par conséquent, nous considérons la non-linéarité d’or-
dre quatre ui(t) [28]. Cela représente les dépenses et les efforts élevés pour
diffuser I'information. Ici, le coefficient B, représente la constante de poids
positive associée a la diffusion de I'information.

(iii) Le traitement médical des utilisateurs de drogue, le nombre d’utilisateurs
de drogue et les troubles associés a la consommation peuvent étre abaissés
d’'un certain niveau en subissant des procédures médicales. Cela implique
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une hospitalisation, un diagnostic, des médicaments et d’autres traitements
ultérieurs, comme la psychologie de la gestion des contingences, les incita-
tions motivationnelles, etc. Ici, on considere le taux de traitement p comme
la variable de controle us(t), qui mesure Uintensité du traitement. Le cofit
Jof Bsu2(t)dt est impliqué dans la fourniture du traitement. Il représente
le colit du traitement médical. Pour traiter les utilisateurs de drogue, des
médicaments psychologiques et pharmacologiques sont inclus. On considere
une non-linéarité d’ordre deux, u3(t), dans le cofit du traitement [16]. Le co-
efficient B3 représente la constante de poids positive associé au traitement.
Ainsi, la fonction lagrangienne L pour notre probleme de contrdle optimal est

donnée par
L(S, Ul,UQ,E, Z,Ul,UQ) = BlUl +BgU%+Bgu§ (34)

Les variables de controle u;(t) et uq(t) appartiennent a ’ensemble de contrdle
admissible U,g = L? ([to, t4]; U) avec
U= {(ul,u2) tosty] = R| V€ [0,47]: 0 < wilt) < g, i = 1,2} ,

ou uy,,,. et uy,  sont des constantes positives fixées.

3.2 Existence d’un controle optimal

Dans cette sous-section, nous prouvons qu’il existe un couple de contréle opti-
mal u] et u} qui minimise le colit J en temps fini.

Théoréme 3.1 I existe un couple de contréle optimal uj et uy en Uyq tel que

J(ui,uy) = min {J(u1,u2)}, solution du probléme de contréle optimal (3.1)-(3.3]).
Preuve du Théoréme [3.1

Pour prouver I'existence de la solution, il faut satisfaire les conditions suivantes :
(1) L’ensemble admissible des commandes U,q et 'ensemble des solutions du
systeme sont non vides.
(2) L’ensemble U est fermé et convexe et pour tout contrdle admissible et tout
t € [to,ty], la solution du systeme d’état est bornée.
(3) L’intégrande L du cofit est minorée sur son domaine de définition,
convexe sur ’ensemble des contrdles U,y et

L(Sa U17 U27 E) Z7 U, u2) Z h(“lu u2)
ou h(uy,us) est continue et coercive, c’est a dire

Ja > 0: V(u,uz) € Ugg : h(ug, us) > of(ug, us)l.

31



Par définition, I’ensemble des contréles admissibles U,y est non vide, fermé et
convexe. Les solutions du systeme existent et sont bornées (voir Chapitre 2).
La fonctionnelle L est convexe en raison de la nature biquadratique de u et de la
nature quadratique de uy. Aussi, on a

L(S,Uy, Uy, E, Z,u1,u3) > Bou} + Bsu3.

Soit ¢ = min(By, Bs) > 0 et h(uj,uz) = c(uf + u3). Alors, la condition (3) est
également satisfaite. Ainsi, [I1], il existe un couple de controle uj et ug* tel que
J(uy, ul) = min J(ug, ug).

3.3 Caractérisation des controles optimaux

Maintenant, nous dérivons les conditions d’optimalité nécessaires en utilisant
le Principe du mazimum de Pontryagin (PMP) [12]. En particulier, nous car-
actérisons la paire de contrdle optimale uj et u} pour le probleme (3.1)-(3.3).

Théoréme 3.2 Soient u} et uj des controles optimauz du probléme (3.1)-(3.3)) et
soient

S* UL, Uy, E*, Z* les trajectoires d’état optimales correspondantes satisfaisant -
([3-3). Alors, il existe une variable adjointe X telle que A = (A1, A2, A3, A, A5) € RF?

qui vérifie les équations suivantes :

2; = MBUT + Ap+ \uipZ* — M Uf — AuipZ™,
dTQ = M B1S* — X1 S* + Mol — Mo foUs 4 dopt + A0y
a
iy T AR S A e~ (3.5)
= ~XoBoUs + A3BoU5 + Aspt + A3da,
Jg{l = M\t + A0 — M0,
d—; = \uipS* — \uipS* + Asaq,
avec des conditions de transversalité

AN(t;) =0, i=1,...,5. (3.6)

De plus, les controles optimaux ui et uy sont donnés par :

ui(t) = min {max {O, (W()\l(ﬂ - >\4(t))> 3} ’ulmaz} ; .

u5(t) = min {max {O, (Ralt) _Z)E?(’t))Ul*(t)} ,uQmax} ;
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Preuve du Théoréme [3.2]

Nous définissons la fonction Hamiltonienne comme suit :
H: ROxUxR> =R
H(S,Uy,Us, E, Z uy,ug, N) =< X, f(S,Uy,Us, E, Z,uy, ug) >
+ L(S,Uy,Us, E, Z, uy, us).
Donc
H(S,Uy,Us, E, Z, uy,ug, \) = M (A — 515U, — S + 0F — u1pSZ)
+ A2 (B1SUL — upUy + BoUrUs — (e + 01)Uh)
+ A3(upUr — BoU Uy — (1 + 62)Us)
+ M(u1pSZ — (p+0)E)
al;

Ay | ——— — a2
* 5(1+bU1 o )
+ BlUl + BQU%({:) + Bgug(t),

ou L est la fonction Lagrangienne (3.4). Soient u} et u} les contrdles optimaux
et S*,Us,Us, E*, Z* les variables d’état optimales correspondantes. Du PMP, il
existe des fonctions Aq, ..., A5 qui vérifient les équations adjointes

d\i  OH d)\ OH dx3  OH d)\ OH d\s  OH

dt 39S’ dt  oU, dt AU, dt  OE’ dt  9Z’
évalués aux controles optimaux et aux variables d’état correspondantes, sous réserve
de la conditions de transversalité

N(t;)=0, i=1,...,5.

On obtient donc le systeme adjoint (3.5)) et les conditions terminales (3.6)). Enfin,
ayant a ’esprit que

H
1
et
OH
% = 2BgU2 — /\2U1 4+ /\3U1 = 2B3U2 + ()\3 — )\2)U17
2

on obtient de la condition de minimalité de PMP que est vérifiée.

En conclusion, les conditions d’optimalité consistent en un systéme d’états
avec conditions initiales , systeme adjoint avec conditions de transver-
salité , et des fonctions de commande optimales . Dans la section suivante,
nous résolvons numériquement le systeme d’optimalité obtenu , , ,
ot B0,
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3.4 Résultats numériques et discussion

Ici nous illustrons numériquement les résultats analytiques de 'implication
des variables de controle. Nous nous interessons a la situation endémique lorsque
Ry > 1 d’ou la théorie du controle optimal joue un réle important.

Nous utilisons I’algorithme de Runge-Kutta du quatriéme ordre (voir Définition
pour résoudre le systéme d’état avec ces conditions initiales (3.3)). Puis
nous utilisons le shéma d’Euler explicite pour résoudre le systéme adjoint
avec ces conditions de transversalité . Nous répétons ce processus d’itération
en mettant a jour les controles a ’aide des valeurs d’états et adjointes et 1’équation
. Ce processus continuera jusqu’a ce que les valeurs de 1’état, de I’adjoint et
des contrdles convergent.

Les valeurs initiales des inconnues que nous utilisons sont données par

S(0)=18, U, (0)=5, Us(0)=2, E(0)=1.25 et Z(0)=30.

Les profils de population et les interventions de controle sont tracées pour une
période de temps de ¢ty = 30 jours. Nous utilisons I'ensemble des valeurs dans le
Tableau avec un petit pas de temps h = 0,03. Notez qu’ici les poids positifs
dans la fonctionnelle objective sont supposés.
Pour examiner l'efficacité de chaque contrdle supposé nous definissons trois
approches différentes :
11 cas : Implémentation de u; seulement (us
2¢me cas : Implémentation de us seulement (u;
3% cas : Implémentation de u; et us.

=0).
=0).
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Parametres | valeurs Unités Références
A 0.7 personnes par jour | supposé
Ioht 0.01 par jour supposé
B 0.0008 par jour supposé
7 0.07 par jour supposé
p 0.04 par jour supposé
01 0.05 | personnes par jour [32]
0o 0.06 | personnes par jour [32]

6 0.001 par jour [28]

a 0.01 - [28]

b 1.0 - [28]
ag 0.06 - [28]
B, 6 - supposé
By 120 - supposé
By 30 - supposé

U, 1.0 - Supposé
2max 1.0 - supposé

Tableau 3.1 — Parametres utilisés pour la situation endémique et le controle op-
timal

3.4.1 Implémentation de u; seulement (us = 0)

En utilisant les mémes parametres que dans le tableau [3.1], les poids posi-
tifs et les conditions initiales mentionnés ci-dessus, nous résolvons le systéme
numériquement avec controle u; seulement pour discuter lefficacité de l'inter-
vention des information éducatives. L’évolution correspondante des densités de
population du systéme est illustrée a la figure [3.1 Nous observons & partir de la
figure 3.1}(d) que la population avec éducation préventive augmente progressive-
ment avec le controle u; que sans contréle. De plus, nous observons également
d’apres la figure [3.1}(a, b) une diminution modérée de la population de personnes
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susceptibles et des utilisateurs de drogues.

La figure montre le niveau d’information avec et sans controle u;.

La figure (3.3 illustre le comportement du contréle optimale u; dans le cas
Uy = 0.

2 (a) Susceptibles 5 (b) Utilisateurs de drogues
u1:u2:O
5l e U u2=0
)
101
5 1 1 1 1
0 10 20 30 0 10 20 30
temps Temps
() Utélisateurs de drogues sous traitemen{d) Susceptibles avec éducation préventive
u,=u,= 9 u1=u2=0 ]
157 e U, U, =0 | e U, U, =0
= 15 -
N 1 2
> ol \
0.5 | o5t
0 ' ' 0 ' '
0 10 20 30 0 10 20 30
Temps Temps

F1GURE 3.1 — Profile de la population sans controle et avec implémentation du
controle u; seulement.
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INformation Z()

u_ =u_=0

0.9 — U, U, =0 [ |

o 5 10 is 20 25 30
Temps

FIGURE 3.2 — Niveau d’information avec et sans controles optimal u;.

controle optimal u 1(t) controle optimal u 2(t)

a1 a
0.9 A 0.8 1
0.8 A 0.6 1
0.7 B o.4a B
0.6 - 1 0.2 r 1
= o5 . S o
= =
o.4 - 1 -0.2 1
0.3 1 -0.4 - 1
0.2 1 0.6 - 1
o.1 1 -0.8 1
o -1
o 10 20 30 o 10 20 30
Temps Temps

FIGURE 3.3 — Profile du controle optimale u; seulement.

3.4.2 Implémentation de u; seulement (u; = 0)

Nous poursuivons les simulations numériques en utilisant les mémes valeurs
des parametres que comme nous l'avons fait auparavant mais avec le controle
uo seulement. Ensuite, I’évolution des densités de population correspondante du
systeme de controle optimal est illustrée & la figure 3.4, Nous comprennons ici que
le nombre d’utilisateurs de drogues en traitement augmente rapidement au fil du
temps par rapport a la section voir la figure (c) De plus, I'influence du
controle us est également présente dans d’autres densités de population du modele
(voir la figure [3.4H(a)). Nous concluons que le traitement médical joue un role
crucial pour réduire la population d’utilisateurs d’héroine (voir la figure [3.4}(b)).

La figure montre le niveau d’information avec et sans controle optimal us
(traitement des utilisateurs de drogue).

Le profil du contrdle optimal correspondant est donné sur la figure[3.6] Il montre
que la prise en charge des utilisateurs de drogues diminue rapidement dans temps
puis passe a zéro.
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(@) Susceptibles (b) Utiisateurs de drogues

18 \ 6
gl —u1=u2=0 |
_u1:0,u2
14t
7L
10
8r 1
6 Il Il Il Il Il 0 1 L It L
0 5 10 15 20 % 30 0 5 10 15 20 % 30
temps Temps
(c) Utilisateurs de drogues sous traitement ” (d) Susceptibles avec éducation préventive
T T T T N T T T T T
—u1:u2:0 L2 —u1:u2:0 |
4t —u1:0,u2 1 —u1:(],u2
1t
_08f
g
06
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0 5 10 15 20 25 30
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FIGURE 3.4 — Profile de la population sans contrdle et avec implémentation du
controle uy seulement.

Information Z(t)

u :uZ:O

— U, =0, U

o 5 10 is 20 25 30
Temps

FI1GURE 3.5 — Niveau d’information avec et sans controles optimal us.
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controle optimal u 1(t) controle optimal u 2(t)

1 1
o.8 | e o.9 | e
o.6 | e o.8 | e
o.a | e 0.7 e
o.z2 | . o.6 | .

% o 5057 .
-o.2 | . o.a .
-o.a |- . o.3 | .
-o.6 |- . o.2 .
-o.8 . o.1 | .
_1 o

o 10 20 30 o 10 20 30

Temps Temps

FIGURE 3.6 — Profile du controle optimale uy seulement.

3.4.3 Implémentation de u; et us

Dans ce cas, on prend les deux interventions de controles non nulles, c¢’est-a-dire
que nous mettons la solution du probleme de contréle optimal exactement comme
discuté dans la section précédente. De plus, nous continuons les simulations avec
les mémes valeurs de parametres que dans le deux cas précédents. L’évolution des
densités de population est représentée dans la figure[3.7] Comme prévu, l'influence
des deux controles est plus efficace que les deux autres cas déja discutés.

La figure [3.8] montre le niveau d’information avec des politiques optimales par
rapport a sans aucune mesure de controle.

Le profil des contréles optimaux est décrit dans la figure [3.9,
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(8) Susceptibles (b) Utiisateurs de drogues

18 T 6
sl —_ u1:u2:0 |
— U1, u2
ur
7L
0F
8F 1
6 1 1 1 1 1 0 Il it L L
0 5 10 15 2 5 k) 0 5 10 15 2 % k)
temps Temps
(c) Utilisateurs de drogues sous traitement " (d) Susceptibles avec éducation préventive
R u1:u2:0  — U1:U2:0
4r —LI1,U2 1 2r —u1,u2

0 5 10 15 20 5 30
Temps Temps

FIGURE 3.7 — Profile de la population sans controle et avec implémentation des
controles u; et us.

INnformation Z(t)

1)

o 5 10 15 20 25 30
Temps

FI1GURE 3.8 — Niveau d’information avec et sans controles optimaux u; et us.
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FIGURE 3.9 — Profile des controles optimaux u; et us dans les trois cas discutés.
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Conclusion générale

Dans ce travail, nous formulons un modeéle mathématique de I’épidémie d’héroine
caractérisé par cing équations différentielles ordinaires décrivant les comportements
des susceptibles sans et avec éducation préventive, des utilisateurs de drogues sans
et sous traitement médical et des informations contre cette épidémie.

D’abord, nous étudions l'existence, la positivité et la bornétude de la solu-
tion de ce modele. Ensuite, nous discutons l’existence et la stabilité de ces points
d’équilibres (sans et avec drogue).

En outre, nous calculons le nombre de reproduction Ry et son indice de sen-
sibilité par rapport aux différents parametres. Nous remarquons que le taux de
contact entre les susceptibles et les utilisateurs de drogue f; et le taux pour lequel
un utilisateur de drogue commence son traitement médical p sont les parametres
les plus influants sur Ry. Les résultats théoriques sont validés par des simulations
numériques faites dans le chapitre 2.

Pour réduire le nombre des utilisateurs de drogue, nous mettons en place des
mesures de controle, ce qui fait I'objectif du chapitre 3. Les controles supposés
sont l'intensité de la réponse aux information par les susceptibles et le traitement
médical des consommateurs de drogue. Le cotit a minimiser se compose des utilisa-
teurs de drogue sans traitement et des colits de mesure en place de ses controles.

Dans le chapitre 3, nous analysons la théorie du contrdle optimale : nous
démontrons l'existence d’un couple de contrdle optimale puis nous utilisons la
fonction Hamiltonienne et le principe du maximum de Pontryagin pour le car-
actériser. Pour discuter l'efficacité de chacun des deux controles optimaux, nous
faisons des simulations numériques dans trois cas différents : présence du pre-
mier contréle seulement, présence du deuxiéme controle seulement et présence des
deux controles. Les résultats numériques montrent que les deux contrdles sont
nécessaires pour avoir un meilleur résultat.
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