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Résumé

L'innovation technologique se fait par la compréhension des phénomeénes physiques complexes que [’on
rencontre lors de l’exploration des différents domaines scientifiques.

Parmi eux, la dynamique des rotors des machines tournantes constitue un domaine particulier de la mécanique
qui a depuis longtemps intéressé autant la communauté scientifique que le monde industriel.

Dans ce travail nous proposons une étude du comportement dynamique de rotor aubagé de turbomachine. Les
équations du mouvement sont déterminées par les équations de Lagrange en fonction des expressions des
énergies cinétiques et de déformation ainsi que le travail virtuel correspondant aux éléments: disque, ailettes,
arbre, palier et balourd.

La méthode de Rayleigh-Ritz généralisée a plusieurs fonctions de déplacements, est utilisée pour la résolution
des équations du mouvement.

Un programme présenté sous forme d’application exécutable, appelée Analyse Dynamique des Rotors (ADR) a
été réalisée en langage MATLAB.

Aprés avoir valider le programme, nous tracons les diagrammes de Campbell qui nous permettent de déterminer
les vitesses critiques du rotor et étudions I'influence des différents parameétres géométriques et mécaniques de
l’arbre, du disque et des ailettes du rotor sur les vitesses critiques et les amplitudes du systeme.

Mots Clés : rotor aubagé, vitesses critiques, diagramme de Campbell.

Abstract

Technological innovation is the understanding of complex physical phenomena that occur during the exploration
of different scientific fields.

Among them, the rotor dynamics of rotating machines is a particular area of mechanics that has long interested
both the scientific community and the industrial world.

In this paper we propose a study of the dynamic behavior of bladed rotor of a turbomachine. The equations of
motion are determined by the Lagrange equations based on the expressions of kinetic energy and deformation as
well as the virtual work corresponding to the elements: disc blades, shaft, bearing and unbalance.
The method of generalized Rayleigh-Ritz Multipurpose travel is used to solve the equations of motion.
A program presented as an application, called Dynamic Analysis of Rotors (ADR) was performed in MATLAB.
After validating the program, we draw diagrams Campbell that allow us to determine the critical speed of the
rotor and study the influence of different geometrical and mechanical parameters of the shaft, disk and blades of
the rotor critical speeds and the amplitudes of the system.

Key words: bladed rotor, critical speeds, Campbell diagram.
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Hntroduction

Introduction

Les machines tournantes telles que les pompes, les turbines (ou turbomachines) et les
compresseurs sont devenues depuis nombreux années des éléments indispensables pour
l'industrie moderne. Les constructeurs sont amenés a améliorer leurs produits. Les progres
effectués dans la conception et la fabrication permettent aujourd’hui d’augmenter a la fois les
performances et le rendement des machines en les faisant fonctionner dans des gammes de
vitesse de rotation de plus en plus élevées. Cependant, les efforts générés, de plus en plus
importants, sollicitent fortement le comportement dynamique global de la machine et les
amplitudes vibratoires deviennent souvent trop élevées pour que la structure puisse les
supporter. Pour cela, ’amplitude de déformation de [’arbre doit étre maitrisée et ses
fréquences de résonance connues afin d’éviter qu’une trop grande vibration engendre un
moindre rendement, un bruit trop important ; et cette vibration peut méme aboutir a
linstabilité et a l’endommagement du systeme : rupture par fatigue, endommagement des
paliers, frottement rotor/stator. Ces phénomenes néfastes sont trés amplifiés dans les vitesses
critiques. L’étude de la dynamique des machines tournantes est donc plus que jamais

d’actualite.

L’étude du comportement dynamique des machines tournantes et des différentes structures
meécaniques a rotors tel que les centrifugeuses, les pompes, les compresseurs, les turbines, et
les éoliennes permettant de résoudre divers problémes liés a leurs fonctionnements. Les

rotors sont définis comme tout élément tournant autour d'un axe fixe.

La dynamique du rotor est un domaine trés particulier et riche de la mécanique, ou
I'abondance des phénomeénes peut étre responsable de I'instabilité des structures tournantes.
Un intérét commun notamment de l'industrie des machines tournantes est de comprendre
correctement les phénomeénes vibratoires et de prédire le comportement dynamique de la
flexibilité des rotors a aubes. En effet, une connaissance suffisante des phénoménes
vibratoires est essentielle pour I'examen des moyens adéquats pour réduire ou éliminer les
vibrations et pour la conception de machines tournantes.

La maitrise de cette structure est fondamentale pour I'industrie en raison du fait que les
instabilités de rotors peuvent causer de graves dégats. Afin d'éviter ces problemes, les

ingénieurs doivent donc trouver des dispositifs appropriés pour éliminer les instabilités.
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Hntroduction

Pour étudier la dynamique d'un systeme comportant un ou plusieurs rotors, il est possible
d'écrire les équations du mouvement soit dans un repere fixe soit dans un repére tournant a la
méme vitesse de rotation que le rotor. On utilise un repere tournant principalement pour
I'étude des roues ou des disques. Dans le contexte qui nous intéresse qui est la dynamique de

I'ensemble, le repére fixe est le plus approprié.

Les études essentielles de la dynamique des rotors concernant le tracé du diagramme de
Campbell qui représente l’évolution des fréquences propres en fonction de la vitesse de
rotation et le calcul des réponses a balourd principalement lors du passage des vitesses
critiques.

Pour réaliser de telles études, on dispose aujourd'hui de nombreux outils de modélisation
comme la méthode de matrice de transfert, la méthode des éléments finis et la méthode
d'expansion polynomiale généralisée ou encore des fonctions de transfert distribuées. Toutes
ces méthodes permettent de prendre en compte les particularités que présente la dynamique
des rotors vis-a-vis de la dynamique des structures fixes. On peut citer par exemple I'existence
des moments gyroscopiques responsables de la variation de la fréquence propre en fonction
de la vitesse de rotation ou celle de forces circulatoires qui rendent le mouvement instable a

partir d'une certaine vitesse dans le cadre purement linéaire.

La thématique de recherche abordée dans le cadre de ce mémoire de magister concerne
[’étude de comportement dynamique de rotors, nous prenons le modele d'un rotor a pales.

Le présent mémoire s organise autour de quatre chapitres.

Apres une recherche bibliographique, le premier chapitre présente, dans une premiere partie,
présente une vision globale de [’état de I’art dans le domaine de la dynamique des rotors, une
synthese de [’état d’avancement des recherches scientifiques, les connaissances acquises soit
a partir des modeles analytiques ou éléments finis sont récapitulées. La seconde partie porte
sur la description des phénomenes importants en dynamique des rotors, les principaux points
propres sont donc précisés.

Le chapitre deux est consacreé a la présentation de la dynamique d’un corps déformable, et la

définition de la méthode utiliser pour [’équation du mouvement.

Afin de mieux appréhender les phénoménes qui régissent le comportement dynamique des
Structures tournantes, le troisieme chapitre est composé d’une modélisation analytique qui

concerne la mise en équation générale d’un rotor, les différentes hypothéses de modeélisation
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sont exposées, les caractéristiques des difféerents éléments qui composent un rotor sont
présentées (énergie cinétique et énergie de déformation d’un arbre, énergie cinétique d’'un
disque et aubes, travail des forces extérieures dues aux paliers, énergie cinétique d’'un
balourd).

Et enfin dans le quatrieme chapitre nous présentons [’organigramme du programme élaboré
"ADR", une validation de ce programme et nous traitons quelques exemples pour déterminer
les influences de différents parameétres des rotors aubagés.

Le présent mémoire se termine par une conclusion évaluant les principales avancées du

travail effectué et expose briévement les développements théoriques et expérimentaux futurs.
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Etude bibliographique

Le comportement dynamique des rotors a une utilisation vaste et importante dans le domaine
industriel, I'analyse des systemes rotor-dynamiques inclut la détermination des fréquences
normales des vibrations libres, modes de mouvement giratoire et des caractéristiques de
stabilité des modes propres. Les vitesses critiques du systéme de rotor sont des vitesses
tournantes de rotation fournissant des excitations qui coincident avec des fréquences
normales du systéme, produisant de ce fait a I'état de résonance.

Les premiers travaux sur la prévision des vitesses critiques des rotors ont été présentés par
Jeffcott [1], le modéle a été amélioré par la présentation des effets gyroscopiques et des

vitesses critiques des systémes simples de rotor.

La méthode des matrices de transfert (Myklestad [2], Prohi [3]) a laissé sa place a de
différentes méthodes plus précises. Un des modéles souvent employé est le modele de Jeffcott.
Dans les travaux d’Ishida [4], ce modele est utilisé pour étudier les oscillations non
stationnaires d’un rotor lorsque celui-Ci accélere en passant une vitesse critique. Ecker [5]
developpe une méthode pour supprimer les vibrations d’un rotor sans balourd, simplement
excité par son amortissement interne et les forces agissant entre le rotor et le stator. La
limitation du modeéle de Jeffcott réside dans le fait que celui-ci ne prend pas en compte les
effets gyroscopiques. Par conséquent, les fréquences de résonance de ce modele de rotor sont
indépendantes de sa vitesse de rotation. La méthode de Rayleigh-Ritz est aussi beaucoup
utilisée car elle permet d’obtenir un modeéle simple de rotor a quelques degrés de liberté
(Tondi [6], Lalanne [7]), mais elle est peu précise dés qu’il s’agit d’étudier @ un nombre

élevé de degrés de liberté.

Durant ces derniéres années, le modeéle le plus utilisé est développé a partir de la méthode
des éléments finis (Nelson [8], Tran [9]). Gréace a cette méthode, il est possible de déterminer
avec preécision les fréquences propres et les facteurs d’amortissement ainsi que la réponse a
diverses excitations. De plus, cette méthode est modulaire car chaque élément du rotor est

défini séparément.

Horkildsen [10] a inclue I'inertie rotatoire et le moment gyroscopique, pour la premiére fois.
Des éléments peuvent donc étre ajoutés ou retirés selon les phénoménes qui veulent étre mis

en évidence. La méthode des éléments finis a ainsi été utilisée pour étudier les phénomenes
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d’amortissement en dynamique des rotors (Kassai [11]) et pour I’étude de [’influence d’un
couple axial sur le comportement des rotors (Dufour [12]). Cette méthode a également été
appliquée a l’étude des rotors dont [’arbre tourne a vitesse variable (Lacroix [13], Al Majid
[14]). De nombreux résultats concernant la dynamique des rotors dont le support est fixe
pour les modeles de Rayleigh-Ritz et éléments finis sont présentés dans Lalanne [7].

Des études récentes se sont également intéressées a des systemes rotor-paliers-fondation
flexibles. C’est le cas par exemple de Bonello [15] qui développe un modele de rotor sur
fondation flexible grace a une technique basée sur l'impédance mécanique (La méthode
d’impédance mécanique est basée sur l’analyse de la réponse vibratoire d’une structure
sollicitée par un choc) des éléments du systeme. Cette technique prend en compte a la fois un
modeéle théorique et des caractéristiques expérimentales. Edwards [16] utilise la méme
technique pour identifier expérimentalement [’excitation et les parametres du support pour un

systeme rotor-paliers- fondation afin de réduire ses vibrations.

Récemment, étant donnée 1’évolution des normes de sécurité sur les tremblements de terre,
une direction de recherche privilégiée est le comportement des rotors dont le support est
soumis a un séisme. Différents modeles de rotor sont utilisés lors de I’étude d’une réponse a
un séisme. Ils sont plus ou moins précis selon que le rotor et/ou les paliers sont rigides ou
non, et selon que sont prises en compte les rotations du support ou non. Samali [17] étudie
les vibrations aléatoires d’un rotor soumis a un séisme. Son modele prend en compte les 6
composants de mouvement possibles pour le support (3 translations et 3 rotations), mais
considére le rotor comme un arbre rigide posé sur des paliers flexibles. Suarez [18] et Singh
[19] prennent en compte la flexibilité de [’arbre pour développer les équations du mouvement
a ['aide de la méthode des éléments finis pour un rotor dont le support est soumis a 6
composants de mouvement. Néanmoins, ils ne prennent pas en compte certains termes
paramétriques et autres pouvant causer des complications analytiques afin de pouvoir
réaliser une analyse modale et une réponse par une méthode spectrale. Dans Subbiah [20],
les équations sont résolues a partir d’une densité spectrale de puissance. Une méthode
spectrale est également utilisée par Beley [21] sur un systéme rotor paliers fondation prenant
en compte la flexibilité du support. Les équations développées dans Suarez [18] et Beley [21]
sont presque identiques a celles présentées dans ce meémoire mais certains termes sont
manquants et les modeles développés ne prennent pas en compte les possibles asymétries de

[’arbre et du disque.
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Les exigences accrues en matiere de conception des machines industrielles orientent
egalement les recherches vers [’étude des instabilités en dynamique des rotors. Les équations
a coefficients périodiques, dont la forme la plus simple est [’équation de Mathieu, ont fait
l’objet de nombreux travaux (Campbell [22]). Dans le laboratoire, ils ont concerné
essentiellement les tiges de forage dans lesquelles ['outil génere des excitations
paramétriques (Berlioz [23], Berlioz [24], Dufour [12]]). Des études sur les machines
tournantes ont par exemple été réalisées sur les vibrations non-stationnaires d’un rotor, posé
sur paliers non- linéaires, en rotation constante Yamamoto ([25], [26]) ou durant son
accélération Ishida [27]. La méthode multiéchelle a prouvé son efficacité dans [’étude des
instabilités des équations différentielles comportant des termes paramétriques. El Shafei [28]
utilise cette méthode pour résoudre les équations de Reynolds sur un palier lisse fini, et
Kreider [29] ['utilise pour étudier la résonance interne de 2eme ordre d’une poutre sous
flambage. Yamamoto [30] et Huang [31] étudient la stabilité d’une poutre en rotation a
vitesse variable, appliquant cette méthode sur un systéme de deux équations avec des termes
croisés. Mais la premiere application de cette méthode sur des systemes gyroscopiques a

termes paramétriques vient de Nayfeh [32] et Nayfeh [33].

Depuis de nombreuses études ont été réalisées a l'aide de la méthode multiéchelle sur
différents modeles de rotor. Par exemple, Ji [34] traite des vibrations d’un rotor posé sur des
paliers non linéaires. Cette étude est basée sur [’application des multiéchelles sur un rotor de
type Timoshenko. Des simulations numériques sont réalisées sur le systéme libre et en
oscillation forcée. Des travaux ont également été réalisés sur les instabilités d’un rotor
asymétrique (Ganesan [35], Ganesan [36]). Le modele utilisé étant cette fois un rotor de type
Jeffcott (ne prenant pas en compte [’effet gyroscopique), différentes études ont été effectuées
selon la présence d’amortissement ou non. Une compréhension fine des problémes vibratoires
associés aux systémes tournants constitue a I'heure actuelle un enjeu majeur dans le domaine
industriel. Afin d’optimiser le comportement dynamique des rotors et de dimensionner au
mieux de tels systémes, il est nécessaire de comprendre et prédire précisément leur
comportement vibratoire (Ehrich 1992, Vance 1988) L 'un des points clé réside par exemple
dans la prédiction et le placement juste des premiéres vitesses critiques. En effet, les vitesses
critiques sont fonction de la rigidité dynamique des systemes tournants et la présence
d’efforts gyroscopiques crée une dépendance entre la vitesse de rotation et les pulsations
propres de telles structures: ceci implique que la détermination des vitesses critiques est un

des éléments primordiaux lors du dimensionnement de tels systémes dynamiques.
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CHAPITRE | : DYNAMIQUE DES ROTORS

1.1 : Description des turbomachines
Avant de commencer la dynamique des rotors des turbomachines, il convient de présenter

brievement les types de turbomachines sur lesquelles ont porté les travaux.

1.1.1 : Définition d’une turbomachine:

Une turbomachine est une machine tournante permettant d’échanger de |’énergie avec un
fluide circulant a flux continu. Le fluide concerné peut étre un gaz (de l’air par exemple) ou

un liquide (de [’eau dans beaucoup d’applications).

C’est un ensemble mécanique de révolution comportant une ou plusieurs roues (rotors)
mobiles munies d’aubes (aubages, ailettes) qui ménagent entre elles des canaux a travers
lesquels le fluide s’écoule. L’échange d’énergie s effectue dans le rotor et résulte du travail
des forces aérodynamiques sur les aubes produites par [’écoulement du fluide autour de
celles-ci, et qui résultent principalement de la différence de pression entre les deux faces des

aubes.

On peut classer les turbomachines en deux grandes catégories selon que leur role est de
récupérer de l’énergie d’'un fluide afin d’entrainer mécaniquement une charge, ou de

transmettre a un fluide |’énergie mécanique provenant d 'un moteur.

A celles de la premiere catégorie est souvent associé le nom générique de turbine (turbine a
gaz, a vapeur, hydraulique...), mais pas uniquement (éolienne, hydrolienne, moulinet...).

Leurs grands ancétres sont les moulins a eau et les moulins a vent.

Quant a celles de la seconde catégorie, leur dénomination est essentiellement associée a leur

application (ventilateur, compresseur, booster, pompe...).

Des éléments des deux catégories sont parfois couplés, |'un donnant son énergie a l’autre

(turbopompe, turbocompresseur...).
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FIG.I.1;: Vue de ’ensemble des éléments tournants d’une turbomachine

1.1.2 : Domaines d'application :

Les turbomachines sont utilisées dans un grand nombre de domaines d’application. Citons en

quelques-uns.

La production d’énergie électrique, locale ou sur réseau, fait en partie appel a des turbines
utilisées isolément : éoliennes pour [’énergie du vent, hydroliennes pour celle des courants
marins ou de [’écoulement des rivieres, etc..., Mais elle fait aussi appel a des assemblages de
compresseurs (ou pompes), de turbines et de sources de chaleur (énergie du charbon, du
pétrole ou nucléaire) participant au fonctionnement d'un cycle thermodynamique : ce sont les

turbines a gaz et turbines a vapeur.

Dans le transport terrestre, on trouve des ventilateurs pour [’aération des tunnels routiers et
la climatisation des véhicules légers. Les turbocompresseurs sont utilisés pour la
suralimentation des moteurs. Quant aux véhicules lourds et militaires, ils embarquent parfois

des turbines a gaz pour assurer les servitudes.

Dans [’aéronautique, les turbomachines sont présentes dans tous les systemes de propulsion
hélices et rotors, turbomoteurs pour les entrainer, turbosoufflantes et turboréacteurs pour
assurer la propulsion a réaction. Dans [’aérospatiale, ce sont des turbopompes qui alimentent

les moteurs cryogéniques.

La pétrochimie utilise des compresseurs pour faciliter l’extraction du pétrole et pour réaliser
les opérations de raffinage, des boosters pour en assurer le transport (gazoducs et oléoducs),

mais aussi pour réaliser le stockage.
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1.1.3 : Diversité des turbomachines :

En fonction des domaines d’utilisation, les tailles et vitesses de rotation des turbomachines
peuvent varier considérablement: de quelques millimetres de diameétre et tournant a
plusieurs centaines de milliers de tours par minute (pour la turbine entrainant une fraise de
dentiste), a quelques métres de diametre et tournant a quelques dizaines de tours par minute

(pour une turbine Francis utilisant les ressources d’'un barrage de montagne).

Fig.1.2. turbine Francis

Quant a leurs formes, on peut les ranger en deux grandes catégories : les machines axiales ou
la vitesse débitante du fluide traversant la machine reste globalement paralléle & son axe, et
les machines centrifuges (ou centripetes ou radiales) ou la direction du fluide passe d’une
direction parallele a I’axe a une direction perpendiculaire a [’axe, ou inversement. Mais des
géométries plus complexes existent aussi (turbines Pelton se rapprochant d’une roue a

godets, eoliennes a axe vertical de type Darrieus...).

Rotor Darraus Rotor Darmaus H Rotor Hélicordals

Fig.1.3. éoliennes a axe vertical de type Darrieus
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1.1.4 : Constitution et performance

Une turbomachine est un assemblage de roues successives, chacune étant constituée par un
moyeu central sur lequel sont fixées des pales (ou aubes) réparties régulierement sur toute sa
périphérie. Ces pales, de forme incurvée, exercent un effort sur le fluide en déviant sa
trajectoire. Si la roue est animée d’'un mouvement de rotation (roue mobile), il y a alors
transfert d’énergie mécanique entre le fluide et [a machine. Ce transfert se traduit, pour le

fluide, par des variations de sa pression et de son énergie cinétique.

Afin de réaliser plus facilement ce transfert, en prenant en compte les conditions amont
existantes ou aval souhaitées, une roue fixe est associée a la roue mobile (en amont pour une
turbine et en aval pour un compresseur) dont le réle est d’assurer un transfert entre pression

et énergie cinétique.

L’ensemble d’une roue mobile et d’une roue fixe est appelé étage. Il peut y avoir plusieurs

étages en série si la performance attendue le nécessite.

Fig.1.4. assemblage d’une turbine

Les performances d’une turbomachine sont caractérisées par les valeurs du débit la
traversant, de la variation de pression enregistrée entre ['amont et [’aval (pression totale,
incluant pression statique et énergie cinétique) et de son rendement. On appelle point de
fonctionnement nominal, celui pour lequel on a congu la machine, et correspondant a peu

pres au meilleur rendement.

Mais il est aussi intéressant de connaitre sa plage de fonctionnement, zone dans laquelle il est
possible de faire varier son débit et sa vitesse de rotation, sans risque d’instabilité et sans

détérioration inacceptable de ses performances.
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1.1.5 : Classification des turbines

L'objectif pour lequel, on utilise la turbine définit le type qu'on doit choisir.

- Dans I'industrie, on trouve les turbines a un seul arbre, dites aussi mono-arbre. Elles
sont généralement utilisées dans le cas ou on cherche un fonctionnement avec une
charge constante (pour entrainer les générateurs d'électricité).

- Un deuxiéme type, englobe les turbines & deux arbres (bi-arbres); elles ont I'avantage
d'entrainer des appareils a charges variables (pompes, compresseur,...). Elles se
composent de deux parties, la premiere assure I'autonomie de la turbine, la deuxieme
est liée a la charge.

- Un troisiéme type peut étre aussi cité, ce sont les turbines dites derivées de
I'aéronautique; Elles ont une conception spéciale suivant le domaine dans lequel elles
sont utilisées. Dans ce troisiéme type, la partie qui assure I'autonomie de la turbine
existe toujours, et I'énergie encore emmagasinée dans les gaz d'échappement est
utilisée pour creer la poussée, en transformant cette énergie (thermique et de

pression) en une énergie cinétique de jet dans une tuyere.

1.1.6 : Etudes et recherches

L’étude complete d’une turbomachine nécessite l’interconnexion de plusieurs disciplines
scientifiques : mécanique des fluides, mécanique des structures, matériaux, théorie des
systéemes... Méme en ne se contentant que de [’aspect mécanique des fluides, le probleme est

d’une grande complexite.

La géométrie de la machine induit un écoulement globalement tridimensionnel, accentué par
[’existence d’écoulements tourbillonnaires locaux mais intenses. D’ autre part, la succession
d’organes fixes et mobiles induit des écoulements nécessairement instationnaires, du fait de la
remontée des ondes de pression des roues aval et de la convection des écoulements issus des
roues amont. De plus, la nature visqueuse du fluide (qui se manifeste notamment pres des
parois) agit a la fois sur le comportement de [’écoulement au passage de la machine et, par
ses effets dissipatifs, sur le rendement de la machine. A ceci, on peut ajouter les effets de
compressibilité (présence possible d’ondes de choc), ceux de la turbulence sur le
comportement moyen de [’écoulement et des éventuelles possibilités de changements de phase
(phénomeéne de cavitation dans les machines hydrauliques, ou de condensation dans les

turbines a vapeur).

21| Page



Dynamique Ves rotors

A [’état actuel des connaissances, la conception aérodynamique de telles machines reste donc
complexe. C’est pourquoi la recherche sur le comportement des écoulements dans ce type de

machine est toujours d’actualité.

1.2 : Dynamique des rotors :
La dynamique des rotors est l’étude de la dynamique et de la stabilit¢é du mouvement des

machines tournantes. Elle joue un role important dans |’amélioration de la sécurité et des
performances de ces systemes.

Au fur et a mesure que la vitesse de rotation d’un objet tournant augmente, son niveau de
vibration traverse souvent un seuil, sa vitesse critique. Cette évolution est souvent excitée par
un deséquilibre de la structure tournante. Si [’ampleur de la vibration a ces vitesses critiques
devient excessive, une défaillance catastrophique peut se produire. Une turbomachine peut
également développer des instabilités liées a sa construction interne, entrainant également
des défaillances catastrophiques. Pour l’'ingénieur qui congoit de grands rotors, avoir

recours uniquement a de chers prototypes et tests physiques est un véritable handicap.

Dans ce chapitre on aborde quelques aspects importants concernant la dynamique des rotors.
On verra plus particulierement les notions de vitesses critiques, d'instabilités liées a
I'amortissement tournant et le r6le que peuvent jouer les dissymétries sur la dynamique des

rotors.

1.2.1 : Objectifs de I'analyse dynamigue des rotors

Lors de la conception, I'exploitation et la maintenance des machines tournantes, I'analyse
dynamique des rotors peut aider a atteindre les objectifs suivants:

1- Prédire les vitesses critiques. Vitesses auxquelles les vibrations dues au déséquilibre
du rotor est maximum. elle peut étre calculée a partir de données de conception, de
maniére a les éviter en fonctionnement normal de la machine.

2- Déterminer les modifications de conception pour changer les vitesses critiques.
Chaque fois que les ingénieurs de conception ne parviennent pas a réaliser la premier
objectif avec précision ci-dessus, ou il devient nécessaire de modifier la plage de
vitesse de fonctionnement d'une machine, les modifications de conception peut étre
nécessaire pour changer les vitesses critiques.

3- Prédire les fréquences propres de vibration en torsion, flexion et couplage. Cet

objectif s'applique genéralement au systeme de chaine de transmission dans lequel la
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machine est utilisée. Par exemple, un rotor de compresseur centrifuge entrainé par un
moteur électrique synchrone a travers une boite de vitesses peut participer a un mode
de vibration de torsion excité par pulsations du moteur lors du démarrage. Dans un
tel cas, il pourrait étre souhaitable de changer la fréquence naturelle a une valeur qui
a le moins possible d'excitation (en amplitude et / ou duree).

Calculer les valeurs et les positions des masses du balourd de correction, dans une
opération d’équilibrage, a partir des données de vibration mesurées. Cette capacité
permet a I'équilibrage du rotor en place d'étre accompli, ce qui réduit I'amplitude de
synchrones-vibration.

Prévoir des amplitudes de vibration synchrone provoquée par le déséquilibre du
rotor.

C'est I'un des objectifs les plus difficiles a accomplir avec exactitude puisque
I'amplitude de la rotation de rotor dépend de deux facteurs qui sont a la fois tres
difficile @ mesurer: (a) la distribution de désequilibre le long du rotor, et (b) de
I'amortissement du systéme rotor-palier. On peut, cependant, prédire les effets relatifs
de déséquilibre du rotor et de I'amortissement du systeme dans des endroits précis.
Prédire des vitesses et des fréquences de vibration de seuil d'instabilité dynamique.
Cet objectif est un autre défi a I'neure actuelle, car un certain nombre de forces de
déstabilisation ne sont pas encore assez bien compris pour la modélisation
mathématique précise. Cependant, I'instabilité causée par paliers lisses, connu sous le
nom fouet I'huile, on peut prédire assez précisément.

Déterminer les modifications de conception pour supprimer les instabilités
dynamiques.

Cet objectif peut étre atteint plus facilement que I'objectif précédent, depuis que
I'ordinateur permet de simuler et prédire l'effet relatif de stabilisation des
modifications matérielles différentes, méme si les modéles de force de déstabilisation

ne sont que des approximations.

1.2.2 : Les prédictions du comportement dynamique des rotors

Un systeme de rotor peut étre constitué de disques et d’aubages de différentes formes, de
différents diamétres des arbres et des paliers situés dans des positions différentes. Dans
I'analyse des vibrations du systtme complexe du rotor sont simplifié et un modeéle

mathématique approprié est utilisé. Dans le processus de modélisation, nous devons savoir
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quels parametres sont importants pour le systeme. Les rotors des machines tournantes sont

classés en fonction de leurs caractéristiques, comme suit:

1.2.2.1 : Rotor rigide
Si la deformation de I'arbre de rotation est négligeable dans la plage de vitesse de

fonctionnement, il est appelé un rotor rigide.

L2.2.2 : Rotor flexible
Un rotor est généralement considéré comme étant souple ou flexible quand il fonctionne a

proximité ou au-dessus de sa fréquence naturelle (vitesse critique). La regle de base est de
considérer un rotor flexible s il fonctionne a 70% de la 1° critique ou plus rapide.

Si I'arbre commence a se déformer sensiblement au début de la plage des vitesses de
fonctionnement, il est appelé un rotor flexible.

La déformation la plus élevée d'un rotor est en général au voisinage de la vitesse critique.
Donc la plage de la vitesse de fonctionnement par rapport aux vitesses critiques détermine si

le rotor est rigide ou flexible.

1.2.3 : Les différents mouvements de rotor

La dynamique des rotors peut étre divisée en trois types de mouvement, latéral, longitudinal
et de torsion.
- Latéral appelé aussi dynamique des rotors de pliage et est associé a la courbure du
rotor.
- De torsion sont les modes lorsque le rotor tournant autour de son propre axe [46].
- Modes longitudinaux sont obtenus, lorsque les parties du rotor se déplacent dans la
direction axiale.
Chaque systeme a ses propres fréquences naturelles et si la fréquence de la force
perturbatrice est proche de l'une des fréquences naturelles, I'amplitude peut devenir trés
grande. Ce phénoméne est appelé résonance. Pour maintenir les amplitudes a un niveau
décent, I'amortissement peut étre appliqué au systéme. L'amortissement est par exemple
appligué avec l'aide des roulements. Lorsqu'il s'agit d'un mouvement de torsion du systeme
dans son ensemble en méme temps que le générateur doit étre modelisé, méme s'il y a une
transmission entre eux, car les mouvements de torsion ont une incidence sur l'autre.
L'ensemble du systeme ne doit pas étre modélisée lorsque les modes latéraux et longitudinaux

doivent étre analysés. Les vibrations latérales, les vibrations de torsion et les vibrations
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longitudinales ne peuvent pas toujours étre calculé séparément les unes des autres parce

qu elles ont une incidence les unes sur les autres [47] [48].

1.2.4 : Les divers types d'excitations

Les rotors sont soumis a diverses sollicitations extérieures, outre le poids propre, on trouve
les efforts de balourd, qui sont propres aux machines tournantes. Ceux-ci correspondent aux
forces d'inertie genérées par le mouvement rotatif des masses excentrées et non équilibrées du
rotor. Lorsqu'une piéce d'un rotor possede des axes principaux d'inertie transversale non
orthogonaux a l'axe de rotation, un couple est aussi produit. On le qualifie de balourd
dynamique, par opposition a balourd statique usuellement employé pour désigner la force.
Pour une vitesse de rotation constante, I'expression de ces efforts dans un repére fixe est de la
forme [7] :

f. / m.e. Q% cos(Q.t — a) \

fy \ m.e. Q2. sin(Q.t — a)

Mx/ | (g - 5)-T. Q% cos(Q.t — B) |

M, (Ig— I,).7.Q2 cos(Q.t — B)
Ou m, I, et , sont respectivement la masse, l'inertie diametrale et I'inertie polaire, e
I'excentricité du centre de gravité, t I'angle d'inclinaison de I'axe d'inertie (suppose faible), a
et B leur phase. Si la vitesse de rotation n'est pas constante, des termes de couplage en
Viennent s'ajouter.
L'origine des efforts de balourd est variée. Il peut étre soit des problémes d'usinage, de
montage, voir les gradients thermiques qui peuvent induire un fléchissement de I'arbre.
Puisqu'ils constituent la source majeure d'excitation, il faut tenter de les minimiser.
Pour cela, I'usinage des pieces tournantes des organes est toujours suivi d'une rectification
pour respecter des tolérances séveres. Ensuite, durant la phase de montage, un trés grand
soin est apporté; on effectue de plus un équilibrage.
Cette opération consiste a apporter des ajouts de masses ponctuels pour compenser les
balourds résiduels, et permet de se retrouver avec un balourd final admissible.
Les réponses dynamiques pour ces balourds exceptionnels se distinguent de celles observées
en condition normale de fonctionnement (induit par un faible balourd). En effet, les
mécanismes qui rentrent en compte sont nombreux et tres complexes : mouvement de grandes
amplitudes et déformations importantes, problémes de contacts et frottement avec le stator
plastification des certaines pieces et propagation des fissures, desserrements de boulons et

ouvertures de brides, décélération rapide des rotors... [39].
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1.2.5 : Modes et vitesses critigues des rotors des machines tournants

Parmi les phénomenes classiquement observés en dynamique des rotors, on a la notion de
vitesse critique. Selon Nelson [40], I'une des premiéres citations concernant la notion de
vitesse critique remonte a la fin du XVIIIé siecle lors d'essais expérimentaux réalisés par
Dunkerley, 1l définit alors la vitesse critique comme la vitesse a la résonance d'une structure
élastique non tournante ou les vibrations de la machine atteignent des niveaux élevés.

Aujourd'hui le concept de vitesse critique a évolué et se rattache d'un point de vue théorique a
la notion de valeurs propres du systéme tournant, la vitesse critique correspond a la vitesse

ou I'excitation par balourd coincide avec une des fréquences propres du systeme.

Il est connu que les modes propres d'un systeme conservatif en rotation sont des modes
complexes deux a deux conjugués a pulsations propres purement imaginaires. Cela est dii aux
effets gyroscopiques induits par la rotation, qui couplent les déplacements horizontaux et
verticaux [41]. lls peuvent cependant étre associés pour obtenir des modes réels qualifiés soit
de direct, soit de rétrograde, suivant que le mouvement de précession qui leur est associé est
dans un sens identique ou contraire au mouvement de rotation.

Le point essentiel est la dépendance de leur fréquence propre en fonction de la vitesse de
rotation 2. Le graphique représentant I'évolution de celles-ci en fonction de 2 s'appelle le
diagramme de Campbell [22]. On peut démontrer que la partie de I'énergie cinétique relative
aux termes gyroscopiques est positive (négative) pour les modes directs (rétrogrades), si bien
que les effets gyroscopiques tendent a rigidifier (assouplir) la structure [42]. Ainsi, les
courbes croissantes (décroissantes) du diagramme de Campbell (Figurell.1) sont relatives au

mode direct (rétrograde).

- - mode direct

——  mode indirect

Figure 1.5 Diagramme de Campbell
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La détermination des vitesses critiques demande donc le tracé du diagramme de Campbell
c¢’est-a-dire un calcul des modes propres a chaque vitesse de rotation (méthode de balayage
en fréquence), Le temps de calcul est donc important. Pour traiter efficacement les systémes
de taille importante,

G. GENTA [44] a proposeé une technique itérative basée sur la décomposition en parties
proportionnelle et non proportionnelle des matrices d'amortissement et gyroscopique pour le
calcul de valeurs propres.

Dans le cas particulier de systemes non amortis et sans couplage directionnel, il est possible
de calcule directement les vitesses critiques (c'est-a-dire sans passer par l'extraction des
fréquences propres pour diverses valeurs de la vitesse de rotation). Il suffit d'injecter la
relation w = +10

Dans I'équation homogene du mouvement, le signe étant positif (négatif) pour les vitesses
critiques directes (rétrogrades).La résolution du probleme aux valeurs propres alors obtenu
fournit d'emblée les vitesses critiques. Le coefficient A est introduit pour la conversion des
unités ainsi que pour gérer les excitations induites par les balourds d'autres rotors ou
rechercher les éventuels pics de réponses juste ou sous-harmoniques.

Les structures reelles peuvent étre considérées comme une série de plus en plus fines
regroupées approximations de masse qui se rapprochent d'une distribution de masse
continue. La structure continue a un nombre infini de fréquences naturelles, chacune avec sa
forme caractéristique propre vibration.

Un titre d'exemple, considérons une structure simple poutre supportée par des joints broches
a chaque extrémité. Cette structures assez simple qu'une solution de forme formée pour les
fréquences naturelles et les modes sont possibles. Les trois premieres formes de mode sont

représentées sur la figure 1.6 :

Premier mode deuxiéme mode troisieme mode

Fig.1.6. Les trois premiéres formes de flexion d’une poutre appuyée aux deux extrémités
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Le mécanisme de rotation équivalent au systeme masse-ressort amortisseur unique est une
masse ponctuelle sur une masse inférieure, arbre élastique. Ce modéle, historiquement
considéré comme un «Jeffcott» ou «Laval» modéle, est un systeme a seul degré de liberté qui

est généralement utilisé pour introduire des caracteristiques dynamiques du rotor.

Si I'on suppose que la machine ne tourne pas et qu'il existe trois versions de cette machine
avec des paliers souples, intermédiaires et rigide. Puis, en effectuant un essai sur modele,
nous pouvons trouver un ensemble de fréquences propres et des modes.

La Figure 1.7. montre les trois premieres formes de modes et des fréquences pour les trois

raideurs d'appui.

Mode 1 i i 3

Mode 2 4 Ty: f ] ] :/-\[ }

Mode 3 :ép

Palier souple Palier intermédiaire Palier rigide

Fig.1.7.deformé modale par rapport a la rigidité des paliers

Le ratio de la rigidité de palier a la rigidité de I'arbre a un impact significatif sur les formes
des modes. Pour les paliers souples et intermédiaires de I'arbre ne se plie pas beaucoup dans
les deux modes inférieurs. Ceux-ci sont généralement appelés les modes de rotor rigide.

En considérant le mouvement de rotation du rotor, la déformée modale ressemble au cas du
rotor non-tournant (déformee statique). Mais maintenant, ils impliquent des mouvements

circulaires au lieu de mouvements planificateur. Voir les figures (1.8) et (1.9)
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Forme d'arbre

X
3~

!
"~
-

Fig.1.8. 1 formes de vibration d”'arbres avec différents disques

Comme repreésenté sur la Fig.8, la rotation de I'arbre de trace le contour d'un cylindre

bombé. Ce mode est donc appelé mode cylindrique.

Forme d'arbre

o~ SR
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Fig.1.9. 2°™ formes de modes et les fréquences des tours de I'arbre rotatif

Comme représenté sur la Fig. 9, la rotation de I'arbre trace du contour de cdnes saillants. Ce
mode est donc appelé mode conique.

1.2.6: L'influence des dissymétries

Si les rotors sont souvent axisymétriques, axisymétrique en comportement, il n'en est pas de
méme pour les stators : la présence d'éléments associés aux carters, la fixation avec l'aile, . . .
créent des dissymétries a la fois de masse et surtout de raideur.

L'influence des dissymétries en raideur des paliers sur la dynamique du rotor est importante.
Tout d'abord, on note que si les raideurs transversales dans deux directions principales sont
différentes, la réponse synchrone du rotor a un balourd est un mouvement de précession
elliptique au lieu de circulaire. De plus, a I'arrét, les modes propres dans les plans vertical et
horizontal ont naturellement des fréquences propres distinctes. Les modes classiquement

associés par paires dans le contexte axisymétrique (car identiques a vitesse de rotation nulle),
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avec un mode direct et un mode rétrograde, sont des lors différents I'un de I'autre. On montre
d'ailleurs que pour chacun des deux, une vitesse critique existe [7].

Lors d'une réponse a balourd, on observe donc non pas un pic de résonance mais deux (on
parle de phénomeéne de dédoublement de résonance, Split résonances dans la littérature

anglo-saxonne): le mode rétrograde est excité.

(a) Cas axisymétrique (b) Cas non axisymétrique

Fig.1.10. Influence des dissymétries sur le diagramme de Campbell

Il faut préciser que les dissymétries dans les rotors peuvent apparaitre au cours du temps
avec la fatigue. La présence de fissures transversales dans I'arbre entraine une modification

locale de raideur qui rend les caractéristiques elastiques anisotropes.

1.2.7 : L’effet de l'amortissement

Si I'amortissement a toujours un réle bénéfique sur la dynamique des systémes non tournants,
il n'en est pas de méme pour les systemes tournants. C’est pour ¢a que Les ingénieurs ont
depuis longtemps été conscients des effets déstabilisants induits par I'amortissement interne
sur les rotors : il s'avere en effet que pour des systémes axisymétriques le mouvement peut
devenir instable & partir d'un certain seuil de vitesse de rotation, ce seuil dépend du ratio
entre I'amortissement qualifie d'externe (c'est-a-dire celui introduit par les paliers, le
couplage avec le fluide environnant, et I'amortissement interne, mais il est toujours supérieur
a la premiere vitesse critique).

L'instabilité est liée a la rotation propre du rotor et n'est en rien attribuable a d'éventuelles
non-linéarités. Lorsque l'on exprime les forces d'amortissement internes des parties
tournantes dans un repére fixe, on remarque que celles-ci se décomposent en deux termes : un
terme proportionnel a la vitesse, ce sont les forces d'amortissement au sens classique, et un

terme proportionnel au déplacement les forces dites circulatoires. Ces dernieres sont a

30| Page



Dynamique Ves rotors

l'origine des phénomenes d'instabilité, car elles s'opposent aux forces d’amortissement

externe [45].

1.2.8 : Conclusion

Ce chapitre est constitué des rappels et de définitions de notions liées aux rotors, dans le but
de donner une vision assez large sur les travaux effectués dans le cadre des rotors et les
différents phénomenes qui influent sur la dynamique des rotors et leurs caractéristiques. On a

montré comment de nombreuses instabilités peuvent survenir a cause de la rotation.
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CHAPITRE 11 ANALYSE DYNAMIQUE DES SOLIDES

11.1 Cinématigue d'une particule du solide

Considérons un corps flexible & de frontiere 0®. Dans sa configuration de référence,
illustrée en figure 11.1, chaque particule est décrite par un vecteur x = [xy, x5, x3]*dont les

coordonnées sont mesurées dans le repére inertiel orthonormé O (x1,x,,%3) (J.P.Lainé

[49]).

Fig.Il.1 Configuration de référence

A l'instant initial (t = 0), le corps est soumis a un champ de déplacement initial u, (x). La
particule repérée dans la configuration de référence par le vecteur x occupe la position

vo(x) :

Fig.11.2 Configuration déformée
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vy (x) Vecteur position de solide non déformé dans le repere initial
-vVecteur position de solide déformé dans le repere mobile

-s vecteur déplacement de center de repere mobile dans le repere initiale
*y vecteur position de solide dans le repére initiale

vo (x,t) = x +up(x, t) (1-1)

Considérons maintenant un mouvement du corps, comme illustré en figure (11.2) a I'instant>
0, le corps est déformé, dans une position quelconque.
Soit O (X1,X,,X3) le repére rotationnel. Sa position par rapport au repére inertiel est
donnée par le vecteur translation s(t)et la vitesse angulaire autour d'un axe quelconque est
(t) = [wy, wy, ws3]t . Cet axe sera spécifié ultérieurement pour définir I'axe de rotation de
notre systéme tournant.
Dans la configuration déformée, la particule est maintenant au point P et sa position par
rapport au repére inertiel est donnée par le vecteur y(x,t)tandis que dans le repére
rotationnel nous avons :

v(x,t) = x +ulx,t) (n-2)

Ou u(x, t) est le vecteur déplacement résultant de la déformation dynamique du corps.

Dans le repére inertiel, le vecteur y(x, t)est donné par :

y(x,t) =s(t) + R(t) v(x,t) =s(t) + R(t)(x + u(x, t)) (11-3)

Ou R(t)est une matrice de changement de repere (matrice de rotation dont les colonnes sont
les cosinus directeurs des vecteurs de base de repere mobile exprimés dans le repere galiléen
(initial)), elle est orthogonale(Rt R = 1 et Rt = R™1).

La dérivée temporelle de y(x, t) est (la vitesse absolue exprimée dans le repére galiléen):

y=5$+R(x+u)+Ru (11-4)
OuU R = RQest la dérivée temporelle de R, avecQ donnée par une matrice antisymétrique
définie par les composantes de :
o : vecteur de rotation du repére mobile par rapport au repére galiléen, dans le repére

mobile
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w1
-[2]
w3
0 —W3 Wy
Matrice vitesse de rotation Q=| ws 0 —wll (11-5)
—w,; Wi 0

11.2 Dynamique d'un corps déformable

Les équations du mouvement du systeme peuvent étre établies de deux facons :

La premiére consiste a ecrire le principe fondamental de la dynamique appliqué & un volume
infinitésimal du corps auquel on ajoute la loi de comportement du matériau et les conditions
aux limites. L'accélération est obtenue a partir de I'équation (Il -4). Le systéme ainsi obtenu
correspond a la formulation forte de I'équation du mouvement. La forme faible est obtenue en
intégrant I'équation aux dérivées partielles sur le volume du corps, pondérée par des
fonctions tests.

La deuxieme approche est la méthode énergétique. Aprés avoir écrit les énergies cinétiques
et potentielles du corps, la fonction de dissipation et le travail virtuel des forces volumiques

et surfaciques, les équations de Lagrange donnent I'équation du mouvement sous la forme :

d (aT) oT . AU . AFy
(=) ——+—+=2=0 116
dat \dq, aq; 0q; aq; ( )

L'énergie cinétique est donnée par :

T =

N =

J pyty do (11.7)
n

1 . . 1 '
Tz?_fput udq)+fut.QudCD—Efput.QzudCD—fput.Q(Rts + 0x)dd
@ >

o] D

1 . 1 o :
+ > f put (RS + Qx)dd + > f p(sts + 25t ROx — xt0%x)dd
> >
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L'énergie de deformation et le travail virtuel des forces volumiques et surfaciques sont

groupés dans I'énergie potentielle sous la forme :

1
U=§f£tCed!2— futfdcb+futtd(6d>)
> & do

U:%f(Vu)fC(Vu)dcb— futf o + fuftd(acp) (11 8)
(0] (0] b

Ou C est la matrice des coefficients élasticité et
€ = Vu est le vecteur de déformation (considérées petites), ou Pest ['opérateur différentiel

qui a pour expression :

[0/0x, 0 0
0 d/dx, 0
0 0 0/0x
a/ax3 0 a/axl
_a/axz a/axl 0
En supposant une loi de comportement viscoélastique :
Loi généralisée de Hookes = C(e + npé) ,
Ny - Coefficient d’ amortissement visqueux
La fonction de dissipation est exprimée par :
1 . .
Fg =3 [y Mo (TW)'C (V1) dD (11.10)

11.3. Méthode de Rayleigh Ritz
La méthode de Rayleigh-Ritz consiste a chercher une approximation des modes de vibration

dans un espace de dimension N engendré par N fonctions H; choisies. C’est-a-dire qu’on

cherche des solutions de la forme :

u(x,y,z) = ¥iL, Hi(x, y,2)q; = {q}"{H} (11-11)
ql H1

Avec {q} = { .t Et{H}=1 . (11-12)
qn HN
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Les fonctions H; étant connues, le quotient de Rayleigh d’une telle forme dépend uniquement

des parameétres g; et peut étre mis sous la forme :

Tk
R(W = R(qy, -, qn) = S (11-13)

Ou K est appelé matrice de raideur et M matrice de masse.

La minimisation du quotient de Rayleigh par rapport aux paramétres g; donne le systeme

R _
dq, -
i : (11-14)
aR
oy 0
Qui correspond apres développement a :
k{qgHa}" M{g}—{a}" k{a3M{q}
({e)TM{q})? (1l-15)
En notant :
2 — {q}TK{Q} “'16
{a}TM{q} ( )
La minimisation donne :
K{q}-w?M{q}
(T M{q} (11-17)

Les quantités w; qui assurent le minimum du quotient de Rayleigh sont donc les termes qui
annulent le déterminant :

K — w*M| =0 (11-18)
On peut montrer que w; est une approximation par l’exces de la jme fréquence propre du
systeme.

Les vecteurs {q'}, associés aux w;, qui sont solutions du probléme aux valeurs propres :
[K — w*M]{q} =0 (11-19)

Donnent les composantes dans la base des fonctions H; d’approximations des N premiers

modes propres du systéme.
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De maniere générale, on peut faire les remarques suivant sur la qualité d 'une approximation
par la méthode de Rayleigh-Ritz :
- la qualité de I'approximation du I'i*™ mode décroit avec i,
- la qualité de [’approximation des pulsations est meilleure que celle de
["approximation des modes,

- la qualité de ’approximation augmente avec la dimension de la base N.

11.4. Equation de mouvement de corps déformable
Si les déplacements u sont exprimés par /’approximation de Rayleigh-Ritz en produits de

fonctions de forme et coordonnéees généralisées u = H(x)q(t), nous pouvons réécrire les

équations (11-7) (11-8) (11-10) sous la forme :

1.0 1, 1 : : )
T=-4'MG+54'Gq—5q'Nq —q* [, pH* Q(R*S + 2x)d® + ¢* [, p H' (RS +

0x) d® + [, p(5's + 25° Rx — x70x) d® (11-20)

1
U=2q'Kq—(q'[, H' fd®+q" [, H td(0D)) (11-22)
F=24'D (Il 13) (11-22)

Finalement, en utilisant les équations de Lagrange, nous trouvons l’équation du mouvement
du systeme dans le repére mobile sous forme matricielle :
MG+ {D+G)qg+(K+P+N)q=r+F (11-23)

Ou M est la matrice de masse, D la matrice d’amortissement, G la matrice gyroscopique, K
la matrice de raideur, P la matrice d’accélération angulaire, N la matrice d’accélération
centrifuge (ou assouplissement centrifuge), r le vecteur des excitations indirectes dues a
[’entrainement du systéeme de coordonnées et F le vecteur des excitations par les forces

volumiques et surfaciques. Nous avons:

M= [, pH Hd® Matrice de masse
D= fq) np, (VH)t C(VH) do Matrice d’amortissement
G=2f, pH' QH d® Matrice gyroscopique

P= o PH QO Hdo Matrice de rigidité d’accélération angulaire
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N=[, pH' 0*HdD Matrice de rigidité centrifuge
K= fq) (VH)t ¢ (VH) d Matrice de raideur

r=-—J, pH* (RS + Qx + 0%x) dd Vecteur forces d’inerties
F=[,H fda+ [, H'td(0D) Vecteur forces données
11.5.Conclusion

Dans ce chapitre nous avons introduit les notions de base et les spécificités propres a

[’analyse dynamique des systemes élastique et tournants.
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fModélisation de spsteme du rotor

CHAPITRE 111 : MODELISATION DE SYSTEME DU ROTOR

I111.1 : Introduction

Pour étudier la dynamique d'un systeme comportant un ou plusieurs rotors, il est possible
d'écrire les équations du mouvement soit dans un repere fixe soit dans un repére tournant a la
méme vitesse de rotation que le rotor. On utilise un repere tournant principalement pour
I'étude des roues ou disques aubages. Dans le contexte qui nous intéresse, celui de la
dynamique d'ensemble, le repere fixe est plus approprie. Il convient de préciser que ces deux
domaines sont étudies en parallele, les fréquences propres des roues aubages se plagant bien
au-dela de celles des arbres sur lesquels elles sont montées.

Lors de la mise en équation, on utilise les angles d'Euler pour d’écrire le mouvement d'un
élément de rotor, comme pour le mouvement général de tout solide. On suppose gue la vitesse
de rotation est constante, ou tout au moins qu'il s'agit d'une fonction connue du temps. Les
vibrations axiales et de torsion se trouvent de plus découplées des vibrations de flexion,
auxquelles on s'intéresse plus particulierement en dynamique d'ensemble.

Les études essentielles en dynamique rotor concernent la trace du diagramme de Campbell,
qui représente I'évolution des fréquences propres en fonction de la vitesse de rotation, et le
calcul des réponses a balourd, principalement lors du passage des vitesses critiques.

Dans cette partie on va mettre en équation le rotor a fin de développé |’équation de
mouvement a partir de la méthode de I’équation de Lagrange, et aussi déduire les modes et

fréquences propres de systéme rotative et en fin le diagramme de Campbell

111.2 : Hypothéses

D’une maniere générale, un rotor est constitué d’'un arbre reposant sur des paliers, et
comportant un ou plusieurs disques. Dans cette étude, les sollicitations prises en compte sont
le balourd et les déplacements imposés du support supposé rigide. Les équations du
mouvement sont obtenues a partir des énergies cinétiques et de déformation des différents
composants du rotor et de [’application des équations de Lagrange. La démarche utilisée est
semblable a celle développée dans [7]. La prévision du comportement dynamique de rotors

dont le support est fixe.
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Les hypothéses suivantes sont retenues :
- Darbre est déformable
- les disques sont rigides
- le rotor tourne a une vitesse constante
- les possibles asymétries de I’arbre et des disques ne sont pas prises en compte
Ces hypotheses correspondent & la majorité des rotors industriels.
L établissement des équations du mouvement [37] nécessite les étapes suivantes :
e Calcul des différentes énergies des composants du systeme : énergies cinétiques du
disque, de ’arbre et du balourd, énergie de déformation de l’arbre, et travail virtuel
des forces extérieures.

e Application des équations de Lagrange sous la forme :

d (6T) oT ou

at \ag,

= Q; (1-1)

dq;  Odaq;

Ou N (1 <i<N)estle nombre de degrés de liberte, les gi sont les coordonnées généralisées

et les Q sont les forces généralisées. Le symbole d désigne la dérivée par rapport au temps.

111.3 : Détermination des énergies des éléments de rotor

arbre disque Paliers

S / e

v
<

Ailette —|r\

Balourd

Fig. 111.1 modéele d’un rotor avec roue aubagée supporté par deux paliers
Le rotor considéré dans cette étude a été développé sur une approche énergétique basée sur
le méme genre de rapprochement que celle décrite par Sinha [38].

Le modele de rotor aubagé est constitué d’un arbre sur lequel est fixé une roue aubagée,

['arbre est modélisé par une poutre de type Euler-Bernoulli. Le disque, non-aubage, est
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modélisé par une masse concentrée et d’inertie en rotation. Le rotor est suspendu par des
paliers représentés par des raideurs et des amortissements ponctuels.

En plus de la rotation autour de son axe longitudinal, l'arbre a deux translations
orthogonales u (z, t) et w (z, t) dans le plan du disque. La position des ailettes est définie par

sa déflexion n (s, t), comme illustré dans la figure 111.3.

111.3.1. La roue aubagée

La roue aubagée est un disque rigide représenté par ses caractéristiques inertielles et des

aubes flexibles modélisées par des poutres d’Euler-Bernoulli, encastrées sur le disque.

111.3.1.1. Disque
Le disque est supposé rigide. Seule son énergie cinétique est considérée. Soient Ry(X,Y, Z)

repere fixe et R(x,y,z) un repere tournant lié au disque Figure. I11.2. Le systéme de
coordonnées x, y et z est relié au systeme de coordonnées X, Y et Z par l’intermédiaire des
angles 6,, 6, et 6, pour déterminer la position du disque, on effectue une rotation initiale
d’un angle 0, autour de [’axe Z puis d’un angle 6, autour du nouvel axe x, noté x;, enfin d’'un

angle 6, autour de I’axe de rotation propre du disque y.

O

FIG. 111.2: Repere de référence d’un disque monté sur un arbre flexible
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Le vecteur rotation instantanée traduisant la position du repére R s écrit :

Wp, = 0,7+ 0,%, + 6,y (111-2)

OuZ, x; et ' sont les vecteurs unitaires suivant les axes 0Z, Ox; et Oy

L ’énergie cinétique du disque autour de son centre de masse O est calculée dans le repére
tournant R. la vitesse de rotation du solide s ‘exprime alors dans ce repére :

W, —6, cos @, sin 0, + 6, cos 0,
@R R, = (wy) = 6, +0,sinb, (111-3)
6, cos 8, cos 6, + 0, sin 0,

w,, wy, et w, étant les composants du vecteur de rotation instantanée suivant x, y et z. Soient
u et w les coordonnées du centre du disque O suivant OX, OZ dans R,,.

La coordonnée suivant OY restant constante. Ou m, est la masse du disque et I, sont tenseur

d'inertie principal, exprimé dans le repere lié au disque:

l, 0 0
Ie=[0 Ia, O (111-4)
0 0 I

Iy , 1, etl, sontles moments d’inertie du disque suivant x, y et z. L’expression générale de
x z y

[’énergie cinétique du disque T, s écrit alors :

1 . . 1> —
Ty = T§ + TP = Smy (02 +W?) + 2 @8 p e BE (11-5)

D’une part on a le disque qui tourne avec le rotor autour de son axe principal a la vitesse
constante Q d'ou Qy = (), et d’autre part les angles 0, et 0, sont petits d’ou l’'on peut faire les

approximations cos 8 ~1 et sin 8 ~8. Dans ce cas le vecteur de rotation devient :

- 0+0,0, (11-6)

W, —6, sin 6, + 6, cos 0,
6, cos 0, + 6, sin 6,
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L'énergie cinétique s'écrit:
1 1 1
T£Ot = Eldx(l)% + Eldya)jzl + EIdZwZZ

1 . . 1 .
= 514,(~0, sin 8, + . cos 6,)" + Slay(+ 0,0,)°

1 . . 2
+ 5 laz (6,cos0, +6,sinb)

1 , . .
= Eld" (022 sin® 6, + sz cos? 0, — 26,6, cos 6, sin Qy)

1 2, .
5 lay (92+6,°0," +200,0,)

1 .2 2 22 L, L .
+§Idz (HZ cos® 6, + 6, sin 9y+2929xc059ysm0y) (I —-7)

OU gy, lgy, 14, représentent les moments d’inertie du disque par rapport a ses axes principaux

. 2. 2
d’inertie. Comme le disque est symétrique on a Iz, = I, etleterme 8, 0, qui est d’un ordre

éleve peut étre négligé. L expression de [’énergie cinétique de rotation du disque sera donc :

1 . 2 . 2 1 .
T =21y (0, + 8,7) +3 10, (0% + 200,0,) (111-8)
TE™ = ~mg (U2 + W) (111-9)
L énergie cinétique totale du disque est finalement égale a :
Td — T‘fi:TaTLS + T‘;Ot
1 , , 1 2 Loy 1 .

= 5 Mg (W +W2) +5 o (92 +0, ) + 5 1ay (22 +208,6,) (111 — 10)

Cette expression fait apparaitre les termes classiques de la dynamique des rotors :
Idy 2 7 1 Z - - - '
e —-Q%: Terme constant représentant I'énergie de rotation du disque. 1l n‘a pas

d'influence sur les équations du mouvement.
. % (w(y)? + W(¥)?) : énergie cinétique d'un élément en translation dans un plan.

lax

. 2 . 2 , . .y, . s r1r
5 (HZ + 0, ) . energie cinétique de rotation d’un élément autour des axes x et z.

o IDyQQZHX . effet gyroscopique (Coriolis).
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111.3.1.2. Ailette
Les aubes de turbine ont une grande influence sur le comportement dynamique de rotor parce

gue ce sont eux qui subissent la majorité de la force appliquée par le fluide c’est pour cette
raison on ne peut les négliger.

Le modele simplifié défini pour la roue aubagée s’inspire d’'un modeéle précédemment
développé par S. K. SINHA [38]. Les aubes flexibles sont donc modélisées par des poutres de

type Euler-Bernoulli et sont encastrées sur un disque rigide du rotor.

le disk rigid

Fig. 111.3 vue de face du disque aubagée. Fig. 111.4 modele de disque aubagé

ko™ + 1) aube

/

dirction de retation
n(s, £) T
k" aube

(kem — 1) aube

Fig. 111.5 vue de haut du disque a aubes et 1'angle B de décalage des aubes.

La position P, de la k¢™¢ aube par rapport au repére fixe se définie comme suit :

Py, =

u+ (r+s)cosy, —ncospfsinyy, + 0,nsinpB
nsinf — 0,(r +s) cosyPy — 0, (r + s) sinyy, + 6,n cos B siny, —O,mcosf cosyp,  (lI-11)
w+ (r + s)sinyy, + ncosp cosyy, + 6,nsinff — 0,0, (r +s) cosyy, + 6,0,n cos f siny,
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Et k=1,2...n sont des constants qui désigne la position de la k¢ aube dans le disque
Y, = 2wk /n Avec n le nombre d ailettes
Le vecteur rotation de centre de masse de [’aube est comme suit -

6, + 6,sin B cos Py, + 6, sin B sin,, + Q6, sin B siny, — Q6, sin B cos Py, + Qcos f
WRp/Ro = 6, sinyy, + 0, cos Py, — 06, cos Py, — Q6, sinyh, — 06, sin B
6, cos 8 cos Py, + B, cos B siny, + 06, cos B siny, — 06, cos f cos Py, — Qsin B

(111 — 12)

L énergie cinétique de la k®™¢ aube peut étre définie par :

i b1 = b1 - —
Ty = Jy 5 0So)Vk/ryds + Jy 5 @ kb srol Brb/rods (111-13)

L énergie potentielle associée a la déformation élastique des aubes est également définie par :

__Eplp b 9%n 2
U, = Tfo [(ﬁ) ]ds (111-14)

111.3.2. Arbre
L’arbre qui est flexible est considéré en tant qu 'une poutre de section circulaire caractérisée

par l’énergie cinétique et l’énergie de déformation.

111.3.2.1.Energie cinétique

La formulation générale de [’énergie cinétique de I’arbre est similaire a celle développée
pour le disque. Pour un élément de longueur L, de section droite constante, [’expression de
[’énergie cinétique s’écrit :

1 L,. . I (L{s2 42 L
Ty =5pSa Jo @ +w?)dy + p;fo (92 + 0, )dy +2p1,Q [ 6,6,dy + plaLQ? (111-15)

Cette expression fait apparaitre des termes classiques en dynamique des rotors :

pl,LO? : Un terme constant, représente ['énergie de rotation de l’arbre, il a une

contribution nulle dans les equations du mouvement.

2p1,Q | OL 6,0, dy : un terme représentant I’effet gyroscopique.

. 2 . 2
pTI“ ) OL (HZ + 0, ) dy : effet secondaire de l'inertie de rotation.

s rL,. . . yr . C . s .
%fo (? + w?)dy : expression de 'énergie cinétique d une poutre en flexion.
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Les autres termes sont dus au mouvement du rotor. Les mémes remarques pour le disque

peuvent étre faites quant a la symétrie des équations obtenues.

111.3.2.2. Energie potentielle (déformation)

Le calcul de I’énergie de déformation de l’arbre s effectue en considérant le cas d’une poutre
flexible en rotation sans déformation a l’effort tranchant.

Considérant le point C comme centre géométrique et B(x, z) un point générique de la section
transversale de I’arbre et supposant que ¢ et o représentent successivement la déformation et
la contrainte suivant [’axe de [’arbre.

Soit u* et w* les déplacements du centre géométrique de [’arbre par rapport au repére xyz
(voir Fig.I11.6) et le déplacement suivant y supposé négligeable avec les termes du second
ordre qui ne sont pas pris en compte.

La déformation longitudinale au point B, a pour expression :

a%u* ?w*
E= X5 oI55 (11-16)
L’énergie de déformation est donnée par :
1
U, = Ef(r) eodrt (m-17)

Ou t est le volume de I’arbre.
Compte tenu de la loi de Hooke o= ¢ E qui donne la relation entre les contraintes et les

déformations, on a :

_E 2 )
u, = > (T)S dt (111-18)
Alors [’énergie de déformation s écrit :
E lazu* [aZW* 2
Us =3 Jio | 55 =7 555] ar (I1-19)
_E 2 (02w, 5 (3w 2) 9%u’ 92w’ ]
Ug = zf(r) l(x (6y2) +z (ayZ) + 2xz 377 372 dsdy (111-20)
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u . 0

FIG. 111.6: Coordonnées du centre géométrique C et d’un point arbitraire B de la section du
rotor

Le troisieme terme de l’integrale est nul par suite de la symétrie de la section, d ot :

_ E L 2 azu* 2 2 aZW* 2
Ue=207 1 [(x (B2) +22(5%) )| asay (111-21)
En introduisant les inerties diamétrales de la section,

I, 2ds ; I, = [ _ x?dS (11-22)

= Jo? )

L énergie de déformation a donc pour expression :

U —EfL I azu*2+1 LAY d 11 - 23
a_z o 4 ayz X ayz Yy ( - )

Pour exprimer [’énergie de déformation dans le repere fixe XYZ ; on utilise les relations de

passage u* et w* en fonction de u et w (voir Fig.111.6), soient :

u* =ucost —wsinQt

. 111 — 24
w* = usin Qt + w cos Qt ( )
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Comme on a pour le cas de I’arbre symétrique Ix= |z= |, ['énergie de déformation s’écrit :

00 = E (2% ot = 2% sinae) + (Zeimar + 2% cosar) ) |ay 25
= . ayzcos ayzsm ayzsm 3y? cos y (111 — 25)

Et finalement, on a :

U, =2 [((27“)2 + (ZTW)Z) ] dy (111-26)

111.3.3. Balourd

Le balourd dont une représentation géométrique est donnée (figure 111.7) peut étre assimilé a une

masse m,, située a la distance d du centre géométrique de [’arbre. Son énergie cinétique doit étre

prise en compte.

Z

Fig. 111.7 Masse de balourd

La masse reste dans un plan perpendiculaire a [’axe y, sa coordonnée selon cet axe dans le repere

R, est donc constante :

_ . (utdsinQt
0D = { cte } (111-27)
w + d cos Qt

La vitesse du balourd s’ écrit alors :

doD
0

V=222 (111-28)
w — dQsin Qt

. u + df) cos Qt
at

50| Page



e Energie cinétigue de balourd :

fModélisation de spsteme du rotor

Tpar = 21y (U2 +1? + Q2d2 + 20d sin Ot — 20dw cos 0t) (111 — 29)

1 5. .
Le terme Eﬂzdz est constant et n’interviendra pas dans

les équations. La masse du balourd

étant négligeable par rapport a la masse de rotor, [’expression de [’énergie cinétique peut

étre approximée par :

T = my,Qd (i sin Qt — W cos Qt)

111.3.4. Paliers

(111-30)

D’une maniere générale, les paliers qui induisent des forces extérieures agissantes sur

["arbre comportent des caractéristiques de raideurs et d’ amortissement. Ces caractéristiques

sont sur le plan de la section droite selon les directions

montrées sur la figure suivante :

Fig. 111.8 Amortissement et raideur de palier

Le travail virtuel 6Wp des forces extérieures agissant sur [’arbre s écrit sous la forme :

SWp = =k, udu — k,,wéu — k,,wéw — k,,udw — c,, udu — c,,Wwéu — c,,Wéw — c,, udw

(11 -31)

Le travail virtuel des forces agissant sur [’arbre s écrit :

SWp = F,0u + F, 6w (11-32)
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Ou E, et E,, sont les forces généralisées :

[Fu]z_[l;xx Kz [:l]_[cxx sz] m (111-33)

Fw zx kzz Czx  Czz

o fox, kzz, cxx, czz les rigidités et les amortisseurs selon les directions x et z de [’arbre.
e kxz, kzx, cxz, czx les rigidités et les amortissements dans une direction (x ou z) mais

affectés par I’autre direction. Ils représentent des constantes d’accouplement.

111.4. Modéle analytigue: rotor simple
Afin de bien comprendre et illustrer les phénoménes mis en jeu, une modélisation la plus

simple possible a tout d’abord été envisagée. La structure présentée figure (111.9) se compose
d’un arbre symétrique de longueur L et d’un disque symétrique situé a une distance l; dans

[’arbre et de un nombre k jusqu'a n aubes situé autour de périmetre de disque.

Fig.111.9 Rotor simple

111.4.1. Détermination des éguations
Deux degrés de liberté sont pris en considération pour [I'arbre: deux translations

orthogonales u (y, t) et w (y, t) dans le plan du disque, et un degré de liberté pour chaque

lame définissant sa déflexion n (s, t), comme illustré sur la Figure (111.3).

Une approximation de Rayleigh-Ritz est utilisée pour exprimer les degrés de liberté de ces

différentes parties. Ainsi, ils sont exprimés par une somme de fonctions de forme multiplié par

des coefficients dépendants du temps
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Sous la forme :

r mtot
3,0 = Qo+ ) Yn)am(0)

m=1

mtot

W00 = 00+ ) U@ ® (1 -34)
m=1

ntot

JCOEDWAOHING
n=1

Avec
( V() = sin(w)
< Y -1 (2n — Dms (111 — 35)
k n(s) =1—cos <T>

Dans ces expressions (111-34) (111-35), qio () et gzo (t) représenté le corps rigide du rotor. my
et Nyt sont les nombre de modes considérés pour exprimer mouvement du rotor, et la flexion
des ailettes.

Dans cette approche de Rayleigh-Ritz, les fonctions de forme doivent vérifier les conditions
aux limites géométriques du probléme :

Les fonctions de forme des ailettes doit vérifier les conditions :

Y,(0) = 0; Y(0)=0
Et celle de I’arbre doit vérifier les conditions :
V,.(0) =0
Avec Vo(y)=1etV'y(y) =0

111.5. Equation matricielle d'équilibre dynamique

L’application des équations de Lagrange, (111 — 1)

d (9T\ 9T U _

(o) o = W,
dt(6q1> dq; 09q; '

Le développement des équations de Lagrange sur chacune des coordonnées généralisées

conduit au systéme matriciel d'équilibre dynamique :

[M]G + [Clq + [K]q = {F} (11 - 36)

53| Page



fModélisation de spsteme du rotor

Ou M, C et K sont les matrices de masse, la matrice d'amortissement généralisée, et la
matrice de rigidité généralisée, respectivement.
Et g représente le vecteur général de degres de liberté du rotor, avec (2Mig+2+niiny)

coordonnées

q= [q10 40 911 931 - - Qim 9o 41 Gy v oe e qn]

Toutes les expressions des énergies et des potentiels figurent a I'annexe 1 ainsi que ceux de la

masse, d'amortissement et matrices de rigidité, a I'annexe 1.

111.5.1. Modes et frégquences naturelles en fonction de la vitesse de rotation : diagramme de

Campbell
L'un des objectifs les plus importants pour les concepteurs de turbomachines est de définir les

dangereuses plages de vitesse de fonctionnement du rotor.

La recherche des valeurs propres et des vecteurs propres est une opération fondamentale en
dynamique de rotor. Les valeurs propres comportent les fréquences propres. Les vecteurs
propres comportent les formes modales et les précessions. Cette opération établit alors la
"carte modale" du systeme rotor paliers, et /’évolution des fréquences propres en fonction de

la vitesse de rotation sous forme d'un diagramme de Campbell.

Rechercher les fréequences et modes propres d’un systeme a plusieurs degrés de liberté revient
a étudier les vibrations libres non-amorties. Dans ce cas |’équation de mouvement est de la
forme :

[M]g + [Clg + [Klg=0 (11 = 37)

Dans le cas genéral des fréquences propres en rotation on cherche des solutions de
I'équation différentielle.
On suppose que les coordonnées généralisées sont de la forme suivante :

q; =A;exprt (111 - 38)
avec

G; = r2A;exprt (111 — 39)

On remplace dans I’équation différentielle

r’ [M]JA+r[ClIA+[K]A=0 (I — 40)
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(P [M]+7[C]+[KDA=0 (I — 41)

Cette derniere équation (I11-41) représente un systéme de n équations linéaires a n inconnues.
Si le déterminant de la matrice (r>[M] + r[C] + [K]) est différent de zéro, on aura la solution
triviale [q] = 0. Dans ce cas le systeme est au repos et cela ne nous intéresse pas.

Une solution non triviale n’est donc possible que si :

det(r?’[M] +r[C]+[K]) =0 (111 — 42)

Cette équation est appelée équation aux pulsations (fréquences) propres du systeme. Le
développement du déterminant nous donne une équation polynomiale de degré nen r.

Les n solutions (1,7, ..., 1) sont les pulsations des n modes de vibrations possibles. Le
mode qui correspond a la pulsation la plus basse est appelé le premier mode, le second
correspond a la pulsation suivante, etc.

Ainsi pour chaque sous-systtme on a la superposition de n modes de vibrations
correspondant aux n pulsations.

La représentation des pulsations en fonction de vitesse de rotation est le diagramme de
Campbell, et en générale ce dernier représente les fréquences en fonction de la vitesse de

rotation:

fi(@) =%/, (1T — 43)

111.5.2. réponse au balourd :

Dans le cas de la présence d’une force d’excitation telle que le balourd, |’étude de la solution
particuliere se fait en considérant le systéme avec second membre.

On doit chercher des solutions de la forme :

q; = A; cos(t) (11-44)
Qu’on peut mettre sous la forme complexe :
q; = A; exp jt (11-45)
Alors ’équation devient :
[-[M]0% + j[Cle + [K]][A;] = [F] (111-46)
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111.5.3. Vitesses critigues :
Pour déterminer les vitesses critiques a partir du diagramme des fréquences (diagramme de

Campbell) il faut le comparer avec le diagramme des amplitudes. Les vitesses critiques se
trouvent au niveau des mémes fréquences. La figure 111.10 nous montre la concordance des

fréquences entre les pics des amplitudes et ['intersection des droites Q/2m et Q/4r ; elles

permettent aussi de déterminer la criticité des vitesses.

Unbalance Response (Left End)
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FIG 111.10. Comparaison entre les fréquences naturelles et les vitesses critiques

Dans [’exemple analysons la criticité de trois vitesses de rotation de [’arbre :

e la premiere vitesse critique qui se situe a environ 4800 tr/mn est la plus dangereuse ;

le pic est le plus élevé des trois vitesses critiques, mais la zone de criticité est la plus

faible, le pic est étroit.
La troisiéme vitesse critique 35000 tr/mn est plus dangereuse que la deuxiéme

23000tr/mn, son pic est 1,6 fois plus élevé que celui de la deuxiéme. On remarque

aussi ['ouverture des pics sont larges ; 1a zone de criticité est grande.
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ECtude du rotor aubage

CHAPITRE IV : ETUDE DU ROTOR AUBAGE

1V.1. Présentation de ’application

Dans ce chapitre nous avons élaboré un programme qui fait [’analyse dynamique des rotors
aubagé simples. Ce programme, présenté sous forme d’application, appelée Analyse
Dynamique des Rotors (ADR) a été réalisee sous environnement MATLAB, il étudie les cas
des rotors avec une seule roue aubagée. Les résultats obtenus, qui sont aussi déterminés sous
forme des diagrammes sont les fréquences, les pulsations propres, les vitesses critiques et les
amplitudes.

Afin d’introduire les données sous forme interactive, nous avons élaboreé /’interface suivante :

Diagramime de Campbell

Réponses au Balourd

Tragage du rotor

Nim

m

Nim
m

Nsim
rad

Nsim
Nim?

£

11111

A4 RRERRE
I

£

kgim*3

"

—

il

Nim?

1T
ANRRRRRRAE

Fig.IV.1. : Interface de l’application ADR

Le travail a été réaliseé avec micro-ordinateur de configuration suivante :

systeme d’exploitation Win7 (32)
Intel® Core™ 2 CPU 1,80 GHz
Mémoire physique 3Go
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1V.2. Organigramme de ’application

Les étapes de calcul de I’application sont données par I’organigramme suivant

Lecteur des données

v
Matrices élémentaires ([M],[C], [K])

Réponse au balourd

v

Calcul des solutions de 1’équation :

[-[M]0* + j[Cle + [K]][A;] = [F]

Mouvement libre Tragage du
Diagramme (Campbell)

v

v

Représenter les résultats des
amplitudes [A;] dans un diagramme par
rapport au vitesse de rotation

[M][4,] + [C]a,] + [K][a}]

=0
(=r*[M] —r[C] + [KD[A] =0

¥

Calcul des solutions du déterminant
pour chaque vitesse de rotation donnée
D = (—r?[M] — r[C] + [K])

T = w;

|

Lire les solutions pour donner les
fréquences propres pour chaque vitesse
de rotation donnée

fi= CUi/27r

v

Tragage de diagramme de Campbell
(fi/N) pour déterminer les vitesses
critiques et les modes propres de
systeme

Fig. IV.2. Organigramme
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1- Données de rotor :

Pour commencer ['opération de calcul il faut donner les caractéristiques géométriques de
rotor qui sont présenté dans la premiere interface de [’application

2- Opérations de calcul :

Apres la lecture des données [’application calcule les composantes des matrices de |’équation
de mouvement, ensuite affiche les résultats qui sont les pulsations, les fréquences, et les
amplitudes en forme des diagrammes

1V.3. Validation :

Pour valider notre programme, nous allons comparer les résultats de quelques exemples
obtenus par notre programme avec ceux existants dans la littérature, pour cela nous traitons
les exemples suivants :

Exemple:

Dans cet exemple, nous comparons les résultats obtenus par notre programme avec ceux de
la référence [7], en étudiant un exemple simple symétrique dans un premier cas et
dissymétrique dans le second cas.

1V.3. 1.Etude du Modéle symétrigue

Z —
L/3

<

A\

— L

Fig.IV.3. Modéle simple de mono rotor

Dans le modele symétrique les raideurs et les amortissements ne sont pas pris en compte

Les paramétres de structure de rotor:

» Disque:
= Rayon intérieur Rq4;=0.01m
= Rayon exterieur Rg;=0.15m
= Masse volumique pq=7800kg/m3
= Epaisseur h=0.03m
= Position de disque dans le rotor y=L/3

> Arbre:

= Rayon de section droit R;=0.01m

= Masse volumique p,=7800 kg/m3

= Longueur de rotor L=0.4m

= Module de Young E;. = 2*10711 N/m?
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Etude du vofor aubage

- Fréguences naturelles en fonction de la vitesse de rotation : diagramme de
Campbell

Le diagramme de Campbell est présenté sur les figures IV.4 et IV.5, et les valeurs des
fréquences et des vitesses critiques du rotor sur le tableau 1. Ces valeurs sont données par
les intersections de fi(VR) avec les deux droites f=N/60, [w =VR (rad/s)] et f=0,5.N/60
[w=VR/2(rad/s)].

Nous comparons les résultats obtenus par notre programme avec ceux donnés dans la
reférence [7] :

flHz) A
80 —
D
S50 —
46,02
40 — 1
20 —
o T * T T
o 3 000 6 000 S 000
NA{tr/min)
Fig.IV.4 diagramme de Campbell [7] - cas symétrique
Modes Rotor (Diagramme de Campbell)
T T T T T T | =
1000 e et 2

Fréquences (Hz)
o fuin]
o o
o { = |
// /
|

=
o
=
T
I\

[}
[
[=]
T
|

Fréquences (Hz)

I I I I I I
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Vitesse de rotation (Rad/s) | — — — F=g0 (N=30"VR/p) ——— F=N/120 (N=30"VRip) |

Fig.IV.5 diagramme de Campbell - ADR- cas symeétrique

6l|Page



Etude du vofor aubage

[7] ADR
Fréquence (Hz) Vitesse (t/min) Fréquence (Hz) Vitesse €%
(Rad/s)t/min

46.02 0 46.02 0 0

42 2520 42.00 (263.89)2520 0
51.48 3089 51.485 (323.488)3089 | 9.10”
38.87 4665 38.868 (488.51)4664.92 | 5.10”
59.50 7140 59.501 (747.732)7140.29 | 1.10”

TAB N°1 :L 'ECARTE ENTRE LES RESULTAT DE [7] ET ADR DES VALEURS DES FREQUENCES ET DES

VITESSES CRITIQUES DE CAS SYMETRIQUE

1V.3.2. Modéle dissymétrique

L/3

&

X

Fig.IV.6. Modéle simple de mono rotor avec raideur

La dissymétrie est introduite par la présence de la raideur, dans cet exemple la valeur de la
raideur est k;=5.10°> N/m

f(Hz) 4

80 — f= N/60 f= 0,5N/60
D
Pr.
60 — 424””/4 r.D
52,75 I
46,02 2" c i
40— H i 5
H i ! 1 Pr.1
1 ' ]
: ' : :
R0 3377 | :
2 §42 : 4 938 7 7|31
(0] — - T - T -
o 3 000 6 000 S 000
N{tr/min)

Fig.IV.7. diagramme de Campbell [7] cas dissymétrique
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Etude du vofor aubage

Modes Rotor (Diagramme de Campbell)

0 100 200 300 400 500 B00 700 800 900 1000
Vitesse de rotation (rad/s) | —— —F=N/B0 (N=30"VR/pi) ——— F=N/120 (N=30VRJp)

Fig.IV.8. diagramme de Campbell, avec ADR dissymétrie

[7] ADR
Fréquence (Hz) Vitesse (t/min) Fréquence (Hz) \ Vitesse (t/min) €%
46.02 0 46.02 0 0
52.75 0 52.75 0 0
44.03 2642 44.03 (276.69)2642 0
56.29 3377 56.32 (353.87)3379 | 0.0005
41.15 4938 41.16 (517.254)4939 | 0.0002
64.24 7731 64.45 (809.984)7734 | 0.003

TABN°2 : L 'ECARTE ENTRE LES RESULTAT DE [7] ET ADR DES VALEURS DES FREQUENCES ET DES

VITESSES CRITIQUES DE CAS DISSYMETRIQUE

Nous remarquons qu’il n’existe pratiquement aucune différence entre les résultats obtenus
par notre programme et ceux de la référence [7] dans le cas symétrique et dissymétrique, ceci
est d aux fonctions de forme qui sont identiques pour m=1. En plus notre programme nous
permet de calculer autant de modes que nous souhaitons ; le nombre de modes calculés est

égal a la valeur de m dans la fonction de forme.
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Etude du vofor aubage

1V.4. Influence de différents parameétres géométrigues sur la dynamigue du rotor

Plusieurs parametres peuvent influer le comportement dynamique du rotor et faire varier les
fréquences du rotor et ses vitesses critiques. L’étude de l’influence de ces parameétres est
importante dans le dimensionnement et la conception des rotors tournants. Les paramétres
que nous allons étudier sont les suivants :

= Position de disque = Matériaux utilisés pour les pieces
= Epaisseur du disque de systéme

= Nombre des ailettes »  Angle d’inclinaison des ailettes

= Longueur de [’arbre = Longueur des ailettes

*  Rayon de l’arbre

Le modeéle de référence est un rotor BP (basse pression) de turbine a gaz MS 5002B, dont les
parametres géométriques et physiques sont les suivants :

Fig.IV.9. modele de référence - rotor BP de turbine a gaz MS 5002B

> Disque: > Ailettes:
= Rayon intérieur Rg;=0.2m = Largueur hp=0.05m;
= Rayon extérieur Rg=0.7m = Epaisseur b,=0.01m;
» Masse volumique py=7800kg/m? = Masse volumique pp=2700 kg/m?3
= Epaisseur h=0.064m = Longueur 1,=0.2m
= Position de disque sur le rotor = Nombre total n,=80
y=1.603m = Angle de décalage B=40
= Module de Young Ep=7.28e8 N/m?
> Arbre:
= Rayon de section droit R;=0.2m
= Masse volumique p,=7800 kg/m? > Balourd:
= Longueur de rotor L=1.364m = Masse de balourd mu=0.0001 kg
= Module de Young E,. = 20e10 = Distance de balourd d=0.7
N/m2
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Etude du vofor aubage

Dans cet exemple on va calculer les fréquences et la réponse au balourd du systéme, et
déterminer ['influence des parameétres géométriques et mécaniques sur le comportement du
rotor

1V.4.1.Influence de la position du disque dans le rotor :

Nous faisons déplacer le disque sur [’arbre par rapport au deuxieme palier, la distance entre
le palier et le disque est y. Les positions de disque proposé sont :

e y=1.842m
e y=1.603m
e y=14835m
- Fi(Hz) : fréquences
(H2) : freqg y=1.842m y=1.603m y=1.4835m
- VR (rad/s) : vitesse Fi(Hz) VR Fi(Hz) VR Fi(Hz) VR
critiques (rad/s) (rad/s) (rad/s)
296.80 0 308.2 0 312.95 0
F=VRI2 [indirect | 271.80 | 1710.76 | 244.06 | 1533.47 | 235.47 | 1479.50
Mode1 | ™ [ direct | 33249 | 2089.09 | 510.93 | 3210.26 | 735.21 | 4619.46
arbre F=VR/4 [lindirect | 253.22 | 3182.05 | 2103 | 2642.70 | 198.81 | 2498.32
T direct — — — — — —
Mode 2 1345.9 0 2485.7 0 1715.3 0
Mode 3 3099.1 0 2556.2 0 6145.3 0
107.74 0 107.74 0 107.74 0
Mode1 | T X 106.9 | 671.67 | 1069 | 671.67 | 1069 | 671.67
PRI 10447 | 1312.80 | 104.47 | 1312.80 | 104.47 | 1312.80
: 332.59 0 332.59 0 332.59 0
ailette =V
Mode2 | o 329.82 | 2072.32 | 329.82 | 2072.32 | 329.82 | 2072.32
FvRA 321.92 | 4045.36 | 32192 | 404536 | 321.92 | 4045.36
Mode 3 1097 0 1097 0 1097 0
Mode 4 1804.2 0 1804.2 0 1804.2 0
Mode 2 | Mode 1
ot | avbre 330.12 | 1959.54 | 33245 | 4735 | 33253 | 300.1
Mode 3 | Mode 2
couplé ailette arbre 1093.64 | 2090.58 o - o -
Mode 4 | Mode 2
ailette arbre 1798.86 | 2885.87 --- --- 1803.81 768.92

TAB N°3 : FREQUENCES ET VITESSES CRITIQUES EN FONCTION DES DIFFERENTES POSITIONS DU
DISQUE

La diminution de la longueur de la position du disque par rapport au deuxieme palier fait
diminuer le porte a faux disque, ce qui traduit par une augmentation de la rigidité donc une
diminution des fréquences propres de la structure. Nous remarquons que dans ce cas nous
obtenons le méme phénoméne
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Etude du vofor aubage

L’influence de la longueur du porte a faux . cette longueur fait augmenter [’écart entre les
courbes des précessions directe et indirecte et de ce fait les vitesses critiques des modes
directes augmentent et celles des modes indirecte diminuent ; L ‘effet gyroscopique s amplifie
avec ['augmentation du la longueur du porte a faux. Les vitesses critiques dans ce cas doivent
étre determinées pour chaque valeur du porte & faux.

Les fréquences des ailettes restent identiques pour les trois cas, l'influence du porte a faux
sur les fréquences des ailettes est nul.

Pour une vitesse de rotation nulle, les fréquences augmentent avec [’augmentation du la
longueur du porte a faux.
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Fig.IV.10 : Diagramme de Campbell et réponse au balourd (y=1.842m)
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Fig.IV.12 : Diagramme de Campbell et réponse au balourd (y=1.4835m)
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1V.4.2.Influence de I’épaisseur du disque:

Etude du vofor aubage

Nous faisons varier [’épaisseur de disque h, les épaisseurs proposées sont :

e h=0.05m
e h=0.064m
e h=0.074m
- Fi(H2) - frequences h=0.05m h=0.064m h=0.074m
- VR (rad/s) : : VR . VR . VR
vitesses critiques Al (rad/s) A (rad/s) Fi(Hz) (rad/s)
323.87 0 308.2 0 298.26 0
F=vri2 | indirect | 262,58 | 1649.83 | 244.06 | 1533.47 | 232.99 | 1463.91
Model | = [ direct | 492.31 | 3093.27 | 510.93 | 3210.26 | 525,52 | 3301.93
arbre F=vri | indirect | 229.2 | 2880.21 | 210.3 | 2642.70 | 199.33 | 2504.85
™ direct --- --- --- - --- ---
Mode 2 2702.65 0 2485.7 0 2331.4 0
Mode 3 2763.39 0 2556.2 0 2465 0
107.74 0 107.74 0 107.74 0
Mode1 | T X 106.9 | 671.67 | 1069 | 671.67 | 1069 | 671.67
PRI 10447 | 1312.80 | 104.47 | 1312.80 | 104.47 | 1312.80
: 332.59 0 332.59 0 332.59 0
ailette ==V
Mode2 | | o 329.82 | 2072.32 | 329.82 | 2072.32 | 329.82 | 2072.32
FvRA 321.92 | 404536 | 321.92 | 4045.36 | 321.92 | 4045.36
Mode 3 1097 0 1097 0 1097 0
Mode 4 1804.2 0 1804.2 0 1804.2 0
Mode 2 | Mode 1
| et | anr 33256 | 197.19 | 33245 | 4735 | 33235 | 611.71
coupie Mode 4 | Mode 2
et | b 1792.87 | 4201.72

TAB N°4 : FREQUENCES ET VITESSES CRITIQUES EN FONCTION DES DIFFERENTES EPAISSEURS DU

DISQUE

L’augmentation de [’épaisseur du disque (du moment d’inertie) fait augmenter l’écart entre
les courbes des précessions directe et indirecte, i/ accentue [’effet gyroscopique du premier et
deuxieme mode ; et de ce fait les vitesses critiques des modes directes augmentent et celles
des modes indirectes diminuent. Pour troisieme mode nous remarquons [’effet inverse.
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Fig.IV.13 : Diagramme de Campbell et réponse au balourd (h
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Fig.IV.14 : Diagramme de Campbell et réponse au balourd (h
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1V.4.3.Influence la lonqueur de ’arbre:

Etude du vofor aubage

Nous faisons varier la longueur de [’arbre L. Les longueurs d’arbre proposées sont :

e L=1.200m
o L=1.364m
e L=1.500m
- FiHz) : frequences L=1.200m L=1.364m L=1500m
- VR (rad/s) : : VR . VR . VR
vitesses critiques Al (rad/s) A (rad/s) Fi(Hz) (rad/s)
368.44 0 308.2 0 268.6 0
F=vriz | indirect | 284.72 | 1788.94 | 244.06 | 153347 | 217.28 | 1365.21
Model | = | direct | 698.43 | 4388.36 | 510.93 | 3210.26 | 407.18 | 2558.38
arbre F=ve/s | indirect | 242.84 | 305161 | 2103 | 264270 | 189 | 2375.04
™ direct --- - - --- - ---
Mode 2 2496.45 0 2485.7 0 2176.88 0
Mode 3 2761.09 0 2556.2 0 2635 0
107.74 0 107.74 0 107.74 0
Mode1 | T X 106.9 | 671.67 | 1069 | 671.67 | 1069 | 671.67
PRI 10447 | 1312.80 | 104.47 | 1312.80 | 104.47 | 1312.80
: 332.59 0 332.59 0 33259 0
ailette ==V
Mode2 | o 329.82 | 2072.32 | 329.82 | 2072.32 | 329.82 | 2072.32
FvRA 321.92 | 404536 | 321.92 | 4045.36 | 321.92 | 4045.36
Mode 3 1097 0 1097 0 1097 0
Mode 4 1804.2 0 1804.2 0 1804.2 0
couple | Mode2 | Mode 1 332.28 | 694.03 | 33245 | 4735 | 33153 | 1283.26

TAB N°5 : FREQUENCES ET VITESSES CRITIQUES EN FONCTION DES DIFFERENTES LONGUEUR DE

L '’ARBRE

L’ augmentation de la longueur de I’arbre diminue de la rigidité de [’arbre, et les fréquences
diminuent. Cette constatation est faite a partir des diagrammes de Campbell dans la figure

V.15,

Les fréquences des ailettes ne changent pas; la longueur de [’arbre n’influe pas sur les

ailettes.
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1V.4.4.Influence de nombre des ailettes dans le disque :

Dans ce cas nous changeons le nombre des ailettes :

n1:80
n,=40

nz=0 (sans ailettes)

Etude du vofor aubage

- Fi(H2) - frequences n1=80 ailettes n,=40 ailettes ns=0 ailettes
- VR (rad/s) : vitesse . VR . VR . VR
critiques FIRZ) | sy | FIED 0 agrs) | FED o)
308.2 0 310.18 0 312.2 0
F=vriz | indirect | 244.06 | 153347 | 24424 | 153460 | 24442 | 153573
Model | = | direct | 510.93 | 3210.26 | 512.57 | 322057 | 514.22 | 3230.93
arbre F=vr/a |indirect | 2103 | 2642.70 | 208.90 | 2625.11 | 207.53 | 2607.89
T direct == --- oo --- == ---
Mode 2 2485.7 0 2526.55 0 2569.4 0
Mode 3 2556.2 0 2566.2 0 2576.3 0
107.74 0 107.74 0
F=VR/2
Mode1 | . 1069 | 671.67 | 1069 | 671.67
F=vRA 10447 | 1312.80 | 10447 | 131280 | -
silette . 332.59 0 332.59 0
Mode2 | o 320.82 | 207232 | 32982 | 2072.32 | -
FvRi 321.92 | 4045.36 | 321.92 | 404536 | -
Mode 3 1097 0 1097 0
Mode 4 1804.2 0 1804.2 0
couple | Modez | Mode T 33245 | 4735 | 33247 | 43294 | -

TAB N°6 : FREQUENCES ET VITESSES CRITIQUES EN FONCTION DU NOMBRE D 'AILETTES

Les fréquences des ailettes restent identiques par contre les fréquences de l’arbre varient
légérement (environ un écart de 5.10™) et ceci est dii au poids des ailettes qui changent avec
leur nombre et qui s ajoute au poids du disque.

Le nombre des ailettes augmente donc la masse de la structure et accentue légerement [ effet
gyroscopique.
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Fig.IV.18 : Diagramme de Campbell et réponse au balourd (nb
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Etude du vofor aubage

1V.4.5.Influence du rayon de ’arbre :

Dans cet exemple nous faisons varier le rayon de [’arbre R, Les différents rayons
d’arbre que nous considérons sont :

e R,=0.1
e R,=0.2
e R.=0.25
- Fi(Hz) : fréquences R,=0.1 R,=0.2 R,=0.25
- VR (rad/s) : vitesse . VR : VR . VR
critiques A2 | agisy | PHD sy | P g
99.5 0 308.2 0 419.7 0
F=vri2 | indirect | 71.97 | 45220 | 244.06 | 1533.47 | 341.77 | 2147.40
Model | = [ direct 510.93 | 3210.26 | 618.41 | 3885.58
F—vria | indirect | 60 753.98 | 210.3 | 2642.70 | 297.94 | 3744.02
arbre T direct e --- S -
636.26 0 2485.7 0 3485.8 0
Mode 2 | F=vrs | indirect | 383.3465 | 2408.63
™ direct --- - - -—- - ---
Mode 3 797.07 0 2556.2 0 3809.3 0
107.74 0 107.74 0
Mode1 | T X 106.9 | 671.67 | 1069 | 671.67
FevRi 10447 | 1312.80 | 104.47 | 131280 | -
ailette _ 332.59 0 332.59 0
Mode2 | o 320.82 | 2072.32 | 329.82 | 2072.32
FevRi 321.92 | 404536 | 321.92 | 404536 | -
Mode 3 1097 0 1097 0
Mode 4 1804.2 0 1804.2 0
Mode 1 | Mode 1
Ciote | avbre 107.72 | 104.43
Mode 2 | Mode 1
, |aiete | arbre 330.19 | 1928.40 | 33245 | 4735 | 328.23 | 2599.07
couple | Mode2 | Mode 2
ritall e 325.19 | 3376.74
Mode 3 | Mode 2
ot | arbre 1092.37 | 2457.07

TAB N°7 : FREQUENCES ET VITESSES CRITIQUES EN FONCTION DES DIFFERENTS RAYONS EXTERIEURS
DE L ’ARBRE
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Etude du vofor aubage

La variation du rayon de [’arbre influe faiblement sur les vibrations de torsion, par contre les
vibrations des ailettes et les vibrations couplées de flexion et des ailettes sont fortement
affectées. Les fréquences augmentent avec [’augmentation du rayon de [’arbre. L’effet
gyroscopique pour les faibles rayons est important ;

La rigidité de [’arbre augmente avec [’augmentation du rayon de [’arbre. Pour le cas ou le
rayon est de 0.1 m les modes 1,2 et 3 sont rapprochés et de ce fait nous pouvons obtenir
plusieurs vitesses critiques pour les vitesses de rotation allant jusqu’a Q=4500 rad/s. Pour
les autres cas de rayon 0.2 m et 0.25 m le moment d’inertie augmente et la plage des modes
1,2 et 3 augmente Les fréquences des ailettes restent identiques avec la variation des rayons

de l’arbre QUi n’a aucune influence sur les fréquences ailettes
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Etude du vofor aubage

1V.4.6.Influence de type de matériaux utilisé pour les pieces de systéeme :

1: rotor en acier et ailettes en alliage d’aluminium
2: tout le systéme est en acier (masse volumique = 7800 kg/m® ; module de Young=20 GPa);
3: tout le systéme est en alliage d’aluminium (masse volumique = 2700 kg/m* ; module de

Young=7.28 GPa)

Fi(Hz) : fréquences

rotor est en acier et
ailettes en alliage
d’aluminium

systéme en acier

systeme en alliage
d’aluminium

- VR (rad/s) :
. 5 : VR : VR : VR
vitesses critiques Fi(Hz) (radls) Fi(Hz) (rad’s) Fi(Hz) (rad/s)
308.2 0 301.06 0 30.87 0
F=vri2 | indirect | 244.06 | 153347 | 24338 | 1529.20 25 157.07
Model | = | direct | 510.93 | 3210.26 | 504.89 | 3172.31 | 51.77 | 325.28
F=vri | indirect | 210.3 | 2642.70 | 215.83 | 271219 | 22.14 | 27821
™ direct --- --- --- --- --- ---
arbre 2485.7 0 2347.67 0 240.75 0
Mode 2 | F=vri2 | indirect |  --- 152.36 | 957.30
™ direct --- - - -—- - ---
2556.2 0 251951 0 258.35 0
Mode 3 | F=vri2 | indirect |  --- 2151 | 135151
™ direct --- --- - --- 348.50 2189.69
107.74 0 1050.7 0 107.74 0
Mode 1 | o2 106.9 | 671.67 106.9 | 671.67
FevRi 10447 | 1312.80 | - 10447 | 1312.80
: 332.59 0 3242.36 0 332.59 0
ailette =V
Mode2 | o 329.82 | 2072.32 329.82 | 2072.32
FevRi 321.92 | 404536 | - 321.92 | 4045.36
Mode 3 1097 0 1097 0
Mode 4 1804.2 0 1804.2 0
Mode 1 | Mode 1
e | avbre 106.16 | 916.97
Mode 2 | Mode 1
| | aete | anr 33245 | 4735 326.65 | 3028.43
couple | Mode2 | Mode 2
ailette arbre T - T T 332.37 581.87
Mode 3 | Mode 2
e | e 1086.44 | 3710.119

TAB N°8 : DIFFERENTS TYPES DE MATERIAUX DE SYSTEME

La masse volumique du matériau a une grande influence sur la rigidité du systéeme. Quand
tout ’ensemble du rotor est en alliage d’aluminium les fréquences et les vitesses critiques
sont petites par rapport aux fréquences et vitesses critiques du cas ou tout le rotor est en
acier et du cas ou le rotor est en acier et les ailettes en alliage d’aluminium. L’effet
gyroscopique s’ amplifie fortement avec la diminution de la masse volumique de [’arbre, par
contre [’amplification est faible avec la diminution de la masse volumique des ailettes.
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IV.4.7.Influence de ’angle d’inclinaison des ailettes :

Etude du vofor aubage

Dans cet exemple nous faisons varier ’angle d’inclinaison des ailettes, nous prenons trois

cas :
¢ B=20°
o B=40°
¢ B=60°,
- Fi(Hz) : fréquences B=20° B=40° B=60°
- VR (rad/s) : vitesse . VR . VR . VR
critiques FItRZ) | o) | FIHD 0 agrs) | D o)
308.2 0 308.2 0 308.2 0
F=vr/2 | indirect | 244,06 | 1533.47 | 244.06 | 1533.47 | 244.06 | 153347
Model | = | direct | 51098 | 3210.26 | 51093 | 3210.26 | 51093 | 3210.26
arbre F=vr/s | indirect | 2103 | 264270 | 2103 | 264270 | 2103 | 2642.70
™ direct --- --- --- - --- ---
Mode 2 2485.7 0 2485.7 0 2485.7 0
Mode 3 2556.2 0 2556.2 0 2556.2 0
107.74 0 107.74 0 107.74 0
Mode 1 | o2 106.48 | 669.03 | 1069 | 671.67 | 1076 | 676.07
FevRi 102.93 | 129345 | 10447 | 131280 | 107.7 | 1353.39
: 332.59 0 332.59 0 33259 0
ailette =V
Mode2 | o 328.46 | 2063.77 | 329.82 | 2072.32 | 33212 | 2086.77
FevRi 316.94 | 3982.78 | 321.92 | 404536 | 330.73 | 4156.17
Mode 3 1097 0 1097 0 1097 0
Mode 4 1804.2 0 1804.2 0 1804.2 0
coupl¢ | Mode2 | Mode 1 33237 | 4722 | 33245 | 4735 | 33257 | 47575

TABN°9 : INFLUENCE DE L ’ANGLE D 'INCLINAISON DES AILETTES

L’inclinaison des ailettes a une légére influence sur les fréquences de vibration de systéme.
Elle n’influe ni sur les vibrations de [’arbre ni sur celles des ailettes.

Son influence se situe au niveau de la force d’impact avec le fluide qui est en contact avec les

ailettes
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Fi1g.1V.23 : Diagramme de Campbell et réponse au balourd (I’angle de décalage des ailettes
B=20°)
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Fig.1V.24 : Diagramme de Campbell et réponse au balourd (1I’angle de décalage des ailettes
B=60°)
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1V.4.8.Influence de la lonqueur des ailettes :

Etude du vofor aubage

Dans cet exemple nous faisons varier les longueurs des ailettes ; nous prenons :

o Ib=0.1m
(] Ib:0.2m
(] Ib:0.4m
- Fi(Hz) - fréquences l,=0.1m l,=0.2m l,=0.4m
- VR (rad/s) : vitesse . VR . VR . VR
critiques FItHZ) | o) | FIHD 0 o) | D o)
310.35 0 308.2 0 302.64 0
F=vri2 | indirect | 244.24 | 1534.60 | 244.06 | 1533.47 | 243.70 | 1531.21
Model | = [ direct | 51255 | 3220.44 | 510.93 | 3210.26 | 507.74 | 3190.22
arbre F=vri4 | indirect | 208.71 | 2622.72 | 210.3 | 2642.70 | 214.99 | 2701.64
™ direct --- --- -—- --- -—- ---
Mode 2 2531.7 0 2485.7 0 2370.25 0
Mode 3 2566.3 0 2556.2 0 2535.48 0
414.2 0 107.74 0 27.24 0
Mode1 | T X 40254 | 252923 | 1069 | 671.67 27.1 170.27
FvRA 104.47 | 1312.80 | 27.0 | 339.29
1275.71 0 332.59 0 84.02 0
Mode 2 | v 329.82 | 2072.32 | 8389 | 527.09
ailette FevRi 321.92 | 404536 | 83.35 | 1047.40
3786.67 0 1097 0 286.8 0
F=VR/2
Mode3 | | o 284.255 | 1786.02
FVRI 276.99 | 3480.75
5946.16 0 1804.2 0 480.04 0
Mode 4 |"F=vrr2 47426 | 2979.86
Mode 1 | Mode 1
Ciote | avbre 408.80 | 1726.18
Mode 2 | Mode 1
couplé ailette | arbre '" o 332.45 4735 '" -
Mode 3 | Mode 1
ailette arbre "' o o o 286.71 352.73
Mode 4 | Mode 1
one | arbes 475.10 | 2767.411

TABN°10 : INFLUENCE DE LA LONGUEUR DES AILETTES

Les fréquences du rotor diminuent légerement avec |’augmentation de la longueur des

ailettes, cette diminution est due a la petite variation du poids des ailettes. Les fréquences des
ailettes seules diminuent. La longueur des ailettes a une influence importante sur les

vibrations de ces derniéres ; elle diminue la rigidité des ailettes. Les vitesses critiques des

ailettes diminuent considérablement.
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Fig.1V.25 : Diagramme de Campbell et réponse au balourd (longueur des ailettes I,
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Fig.1V.26 : Diagramme de Campbell et réponse au balourd (longueur des ailettes I,







CONCLUSION

L ’objectif de ce travail est de déterminer les fréquences propres et les vitesses critiques d 'un
rotor aubagé. Le comportement dynamique du systeme est déterminé par les équations de
Lagrange, ou les énergies de [’ensemble des éléments constituant le rotor aubagé ont été
calculées dans un repere unique. La méthode de Rayleigh-Ritz, en utilisant un nombre
important de fonctions de forme a été utilisée pour la détermination d’une équation
différentielle simple du comportement vibratoire du rotor. Un programme pour la
détermination des fréquences propres et des vitesses critiques du rotor présenté sous forme
d’une application, appelée Analyse Dynamique des Rotors (ADR) a été élaboré sous
environnement MATLAB
Aprés avoir validé le programme élaboré, nous avons étudié plusieurs cas qui nous ont
permis de déterminer 'influence des parameétres géométriques et mécaniques des différents
éléments du rotor sur les caractéristiques dynamiques, que nous pouvons résumer comme
suit :

e L’augmentation du porte a faux du disque diminue la rigidité de la structure, et
amplifie l’effet gyroscopique du mouvement.

e La variation du rayon de [’arbre influe faiblement sur les vibrations de torsion, par
contre les vibrations des ailettes et les vibrations couplées de flexion et des ailettes
sont fortement affectées. Les fréquences augmentent avec ['augmentation du rayon de
["arbre. L’ effet gyroscopique pour les faibles rayons est important.

o L ’effet gyroscopique s ’amplifie fortement avec la diminution de la masse volumique de
[’arbre, par contre [’amplification est faible avec la diminution de la masse
volumique des ailettes.

e L’inclinaison des ailettes a une légere influence sur les fréquences de vibration de
systeme. Elle n’influe ni sur les vibrations de I’arbre ni sur celles des ailettes. Son
influence se situe au niveau de la force d’impact avec le fluide qui est en contaCt avec
les ailettes.

e La longueur des ailettes a une influence importante sur les vibrations de ces
derniéres ; leur augmentation diminue la rigidité des ailettes. Les vitesses critiques
des ailettes diminuent considérablement. Les fréquences du rotor par contre ne
varient que légerement avec la variation de la longueur des ailettes, cette petite
variation est due a la variation du poids des ailettes.
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e Le nombre des ailettes n’influe que légérement sur les fréquences et les vitesses
critiques de la structure.

Le parametre le plus important dans un systéme de rotor avec disque est donc la rigidité
du systeme ; plus elle diminue plus [’effet gyroscopique est amplifié. Cette rigidité est
affectée par la variation du rayon de l’arbre, du matériau du systéme, du porte a faux.

Les ailettes n’ont qu’une faible influence sur les vitesses critiques du rotor, elles
n’affectent que les fréquences propres de ces dernieres.

Les rotors peuvent étre affectés par plusieurs paramétres et les perspectives dans ce
domaines sont nombreuses, nous citons pour nos futurs travaux l’étude de l’influence des

paliers hydrodynamiques sur le comportement vibratoire des arbres tournants.
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Annexes

Annexes:

I- Détermination de la position de [ aillette

La position P, de la k*™ ailette dans le repere initiale

D ’apres la figure(111.3) (vue de face du disque aubagée)

Les ailettes se posent dans [’extrémité de disque,

On suppose qu’elles ont un déplacement n(s,t) qui dépende de temps et la longueur de
[ailette

Donc la position de [ ailette dans le repére initiale est sa position dans Son repere mobile par

rapport au repére initial de [’ailette en suit par rapport au repere mobile de disque :

u 1 0 0 1 9, 01|cosy, 0 —=siny]((r+s)
Pk={0}+ 0 1 —HXI [—92 1 0 0 1 0 {nsinﬁ}
w 0 o6, 1 0 0 1l|siny, 0 cosy, [\ncosp

u
{0} :Vecteur déplacement de disque dans le repeére initial
w

10 0771 6, 0
[O 1 —ex] [—ez 1 O] : Les matrices de transformation de repere mobile de disque au
0 6, 1 0 0 1

repére initial
cosyp, 0 —siny,

0 1 0 : Matrice de transformation de repére mobile de [’ailette au repére
sin, 0 cosy,

initial de [’ailette
Pr/r,

u+ (r+s)cosyp, —ncospfsinyy, + 0,nsinfp
= nsinfB — 0,(r + s) cosyy, — 0, (r + s) siny, + 6,1 cos B siny;, — 6,1 cos B cos Py
w + (r + s)siny, + ncosp cosyy, + 0,nsinf — 0,0, (r + s) cosyy, + 6,0,n cos B siny,

- L’expression de [’énergie cinétique de [’ailette

_ q - P1_r —
T, = f = (OpSp)V21ryds + f 5@ Rb/Rol Wrb/RodS
0 0

i P1 "2 $2 P1 5 2 2 a2
1= [ 3@ +#26.0 #5008 (670 + 97 cos
0 0
+1j%(s,t) — 21u) cos B sinyy +0,°(r + 5)? sin
+ 2W1 cos B cos Py )ds +20,6,(r
+ 5)? cos P sin 1/Jk) ds
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b
1 .
+f E(prb)(ZHZﬁ(r + 5) sin B cos Py
0
+20,1(r
+ 5) sin B sin wk)ds

b 1
—f E(pbsb)(ZQ(u cos Yy
0

+ W sinyy)n cos f)ds

b 1
+ f 5 (PpSp) 2 + 5)Q(W cos Py,
0

—usinyy) + (r + 5)20%)ds

b 1
+ f > (PpSp) (2(r
0
+ 5)20(6,6, cos P, siny

— 6,0, cos P, sinyy
— 6,0, cos Py,
— 6,0, cos ll)k)dS

+folb%(!)b5b) (2(T

+)0((76,
+ néz) sin 8 sinyy,
- (ﬁ@x + néx) sin ff cos Yy,

+ 7 cos [3)) ds

lb
_ J %(pbgb)(m(r +5)(2n6, sin B sin
0

+ 216, sin B cos ) )ds

Ib
1
—f > (PbSp) (92 (r +5)2(6,% cos® Py
0
+ 9x2 Sin2 ll)k
+ 26,0, cos Py, sin ’l’k)) ds

b 1 .
+ f =pplp (922 sin? B cos?
0 2

+ éxz sin? 8 sin® Y, + sz
+ 26,6, sin 8 cos Py
+ 26,6, sin B sin 1/)k) ds

Ib
1 .
+_[ prlb(ZGZOx sin® B cos Py, sin Yy )ds
0

Annexes

b 1 .
+ f = Poly (20(8(8, sin
0

2
— 0, cosPy,) sin? B sin Yy
+ 6, sin B cos 8 sin wk)) ds

Ib

1 .

+ f 5Polb (20(6,(6, sin
0

— 0, cosPy) sin? B cos Py

+ 6, sin B cos f cos ’l’k)) ds

1 :
+ f =pplp (29(91, cosfB
0 2

+ 6,6, sin B sinyy
— 6,0, sin 8 cos 1/1k)) ds

b 1
+ f prlb (QZ (6,% sin? B sin? ;.
0
+ 60,% sin? B cos?

+ cos? B)) ds

Ib

1

+f prlb(ZQZ(HZsinBcosﬂsinlpk
0

— 6,.cos B sin § cos Yy,
— 6,0, sin? B cos Py, sinyy) )ds

Ib
1 .
+ f =ppl, (922 cos? 3 cos? Py
0o 2

.2
+ 0, cos? B sin?

+ 26,6, cos? B siny, cos l/)k) ds

Ib
1 .
+ f 5Pols (20(6,(6, siny,
0
— 0, cosPy,) cos? B sinyy,

— 6, sin B cos 8 sin wk)) ds

b 1 .
+j prlz (ZQ(BZ(BZ sinyy,
0

— 6, cosPy,) cos? B cos Py

— 6, sin B cos B cos wk)) ds

b 1
+ J. prlz (Qz (6,% cos? B sin? iy,
0
+ 0,.% cos? f cos? Py,

+ sin? ,6’)) ds
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1b

1

—f prIZ(ZQZ (6, sin B cos B sin iy,
0

— 0, sin 8 cos B cos Py,
+ 6,0, cos? B cos Py sinyy))ds

Annexes

b 1 .
_f prly (ZQ(QZ(HZ cos Yy
0
+ 0, sinyy) sinyy,
+ 6,6, sin B sin wk)) ds

1b
1 . .
+ f prly (922 sin Y, + 9x2 cos? Yy
0

Ib
1
+ f =pply (QZ (6,% cos? 1y, + 6, sin?
0
— 20,0, sinyy cos wk) ds

2
+ 6,% sin? ﬁ)) ds

b
1 .
+f 5 Poly (29(8:(8; cos
0

+ 0, sinyy) cos Yy,
+ 6,0, sin B cos l/)k)) ds

Ib
1
+ f prly(ZQZ (6,8, sin B cos 1y,
0

+ 60,0, sin § siny,,
+ 6,0, cos Y, sin wk))ds

- L’expression de l’énergie cinétique totale et de [’énergie de déformation totale :

Apres application de la méthode Rayleigh Ritz L expression de [’énergie cinétique totale et
de [’énergie de déformation totale devient de la forme suivant :
Avec
u(, t) = V() qim w(y,t) =V ()gim éz = Vn(aim 0, = Vimaim
w®,t) = V() q2m w(,t) = Vn(¥)42m ex = VauMizm 0x = Vindzm

n(s,t) = Y, (S)qnntot 1(s,t) = Y, (S)dnntot 91) = Y. () duntor  Op = V') anntor

Td = (¢, + > )lm v? (li)+11 V2. () +11 Q% —1,,Qv'2 (li)
Q1 T4 > MaV “m 5 ldxV "m 5 ldy dy m\Uq1m9m

T, _1 S ’ 2 2 -2 lo (* 12 72 92 2
o =5PSa | Vi) (@im +d2m)dy +p 5 | VEm()(Gim + 42m)dy + pla L0
0 0
L
- zplaﬂf Vlzm(y)‘.hm‘hmdy

0
Tsar = My QdV,,(¥)(q,,, sin Qt — g, cos Qt)
T,
lb 1
= _[0 E(Pbsb)(vzm(ﬁ(flzlm +4%,,)

+ an(s)qantot
- ZVm(y)Q1mYn(S)QnNtot COS.B Sinwk
+ ZVm(y)C'IZmYn(s)C.InNtot cos 8 cos l/)k)ds

b 1
t [ 3@ i,

+ 5)? cos? Py

+ VIZm(Y)QZZm(r

+ 5)? sin? i,

+ 2V,2m(Y)éI2méI1m(r
+ 5)% cos Py siny )ds
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b
1 . .
+ f E (PpSp) V' Y 1 () dnntot G1m (T
0

+ 5) sin 8 cos Py

+ 2V Y 0 ($)dnntor Gam
+ s) sin B sinyy)ds

lb 1
= [ 3 BuS) @A) G o5
0

+ C?Zm sin lpk)QnNtot cos ﬁ)dS

lb 1
* f 5 (pSp) 2(r + $)QW (¥) (G2 cOS P
0

- Q1m sin lpk)
+ (r +5)202)ds

b1
+| F@snae

+ S)Z-QV,Zm(Y)(éthIlm Cos lpk Sinlpk
- QquZm Cos lpk sin ka - Q1mQZm Ccos lpk
- éIqulm Cos ll)k)dS

lbl
+J; E(pbsb)(z(r

+ $)QYn (V' i () (@1mdnntot
+ qimGnntot) Sin B sin iy

- Yn (S)V,m (Y) (CIZm éInNtot

+ damqnntot) Sin B cos Py

+ Y, (S)qnntot COS ﬁ))ds

Ib
- (epSp)(Q*(r
0

+ S)Yn(s)vlm(y)(QZanNtot sinﬂ sin l»bk
+ qd1mYnntot sin ﬂ Cos ¢k))d5

b 1
— — 0?2
J;) > (pbsb)( (r
+ S)Zvlzm(y)(qzlm cos? Yy + q22m sin? Y
+ 2G1mGam COS Py, Sin l,l)k)) ds

b
1 , ) .

+ _[0 prlb(V 2m()G?,,, sin® B cos® Py,

+ V2 (1)4?,,, sin® B sin® Py

+ lem(s)qantot

+ ZV,m(y)Y’n(s)C.InNtotQ1m Sinﬁ Cos ll)k
+ 2V,m(Y)Y’n(S)QnNtot(I2m Sin.b) Sinwk)ds
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lb 1
+ f = ool 2V (9) d1miam SIn? B C0S P sin i) ds
0

2

b
1 ’ . |
* f prlb(ZQ(V Zm(}’)qu(qlm sinyy,
0
— qam COSPy) sin? B sinyy,
+ V' (¥)Gam sin B cos B sinihy) )ds
1b 1
+f prlb(ZQ(Vlzm(Y)‘hm(‘hm sinyy
0
— Qam COSYy) sin® 8 cos Py,

+ V' (¥)G1m sin B cos B cos ) )ds

b

1 .

+f prlb(ZQ(Y,n(S)QnNtot cos 3
0

+ Y0 (V' m (¥ dnntot Gim Sin B sin Py
- Y,n (S)V’m(:)’)éInNtotQZm SinB cos l/’k))ds
b 1
f 5 Polp (Q2(V'"2,,(¥)q?1m sin? B sin? Py,
0

+ V"2, (9)q% 2 sin? B cos? iy, + cos? B))ds

Ib
1
+ f prlb(ZQZ (V' () q1m Sin B cos B sin iy,
0
— V' m(¥)q2m cos B sin B cos Py
— V"2 (%) Q2mG1m Sin? B cos Py sinipy) )ds
b 1
+ f pr[zvlzm(}’)(flzlm cos? 3 cos? Yy
0
+¢2,,, cos® B sin® 1y
+ 2G11mGam c0s? B siny cos Py )ds
b1
+f prIZ(ZQ(VIZm(y)QZm((hm sin l/Jk
0
— Qam COSPy) cos? B siniy
— o Sin B cos B siny))ds
b 1
+ f 2 P12 (290V" () q1m (G1m Sin P
0
— Q2m COSYPy) COS? B cOS Py
— 1 Sin B cos B cos ) )ds
b 1
+J. E,Dblz (QZ(VIZm(y)q21m cos? B sin? l/Jk
0

+ V"2, (¥)q?,,, cos? B cos? iy + sin? ,8)) ds
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b
1 | |
- fo 5 Po1 (202 (V'm () g1 sin B cos B sin

— V'in(¥)qz2m sin B cos B cos Py
+ V' () q1mGzm cos? B cos Py sinipy) )ds

b
1 , ) .
+ 3V O (@ S0
0
+ 4%, cos? iy
— 2G1m Gam SIN Yy cOS Py )ds

b
1 , .
+ f prly(Z.Q.( |4 Zm(y)QZm(QIm cos lpk
0

+ qzm SInYy) cos Py
+ VY. (¥)d2mGnntot Sin f cos lpk))ds

Ela 12

Ua =—- V nN (@, +d%,,)dy
Eply (.,

Ub = 2 J;) Y Zn(s)[qantot]dS

V- Les équations du mouvement :
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b
1
- f vl L, (2Q0V"2 0 () d1m (Grm cOS Py,
0

+ Gam SinPy) siny
+ V,m(y)yln(y)éhmqutot Sil’lﬁ sin l»bk))ds

b
1 !
+ [ 3oty (V2?05 i
0
+ V"2 (1)q?,,, Sin® Py
+Y"2,(0)q%  ypor SINZ B)) ds

b 1 ! .
+ [ 3ol (20 (V'O 'm@) 1 G 510 05
0

+ Y OV () 05 Daveor SN B Sin P

[2 .
+ V(44,95 €0 Py sin ¢k)) ds

L’équation (11.6) nous donne le systeme des équations suivent :

r d [ oL oL  dF,
1) ..—| = — +—=0
dt aqlm aqlm aqlm
d( 0L oL dF,
4 (2)...-(, )- 4 =
dt anm anm anm
oL oL oF,
( ) s d Y ~3 = =0
t qutot qutot qutot
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1)...:

() [MaV2 (10 + Lay V7 (10)]
- IdJ"QV’Zm (li)‘.IZm

pSa f V2 ) iy, )dy
0

L
+ pl, f V2. (dy,)dy
0
L
= 2010 [ V) damdy
0
+m,Q2dV,,(y)(coss Qt)

b
n fo PpS) (V2 )(d2,,,)

= VinO)Yn () Gnneor cos B sin iy )ds

b
4 f 05S5) (V2 (iizm(r + 5)? 082 P
0

+ VIZm(Y)éiZm(T
+ 5)% cos Py, sinyy)ds

b
+ J;) PpSp) V' m (WY 0 ($)Gnnrtoe (7

+ s) sin B cos Py )ds
Ib
= [ 0u5) W 0 (5) (05 ) mvcor cos ) s
0

145]
+ f (b S ((r

+ )2V (¥) (G1m €OS Py siny,
— 4am COS Py )ds

b
+ f (0p S ((r

+ $)QY, (V' (¥) (dnntoe) Sin B sin 'l’k))ds

Ib
+ j Pplp (V' 10 (¥)G1m Sin? B cos? Py,
0

+ V,m(Y)Y,n(S)éI.nNtot Sinﬁ Cos ll)k)ds

b
+ j 0l (V"2 ()i sin? B cos W sin hy)ds
0

Annexes

Ib

+ [ pul (0072 ) G sin
0

— am cOSYPy) sin? B cos ) )ds

lb
+ f PolIzV"? 10 (¥) (G1m cos? B cos? Py
0

+ G cOS? B siny, cos Py )ds

b
+ [ ool Q) G sin
0

— m COSYPy,) cos? B cosPy) )ds

lb
+ f DLV () liam sin? i) s
0

lb
- f oLy (V" () (1 COS o
0
+ Gom Sinp) sin P
+ V’m (Y)Y,n (Y)QnNtot sin B sin l/’k))ds

L
+Ela j V”Zm(y) (qlm)dy
0

b
- fo (v Sp)((r

+5)2QV"? 1 (¥) (G1m €OS Py siny,
— Gam COS Py )ds

b
- f 055)(r
0

+ $)QYR (V' 1 () (@nntor) SIn B siniy
—))ds

145]
¥ f (v S0 (Q2(r
0
+ )Y (V' 1) (Grneor Sin B 05 1))ds
145]
¥ f 0y ) (Q2(r
0

+ S)Zvlzm(:)’)(chm cos? Yy
+ o COS Yy sinyhy) )ds

b

- j P I (V2 () (sin 50 sin? B sin ) )i
0
b

- f 01 (AV" 2 (9 damm (sin ) sin? B cos 1)) ds
0

lb
- f Pl (A (Ve () dtor sin B sin ) )
0
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b
- f 01y (2 (V" (¥)arm sin? B sin? ) ds
0

b
= [ pulb (92" sin  cos psin
0

— V2 (¥)am sin? B cos iy siny))ds

Annexes

Ib
+ f pul,(Q2(V' 1 (y) sin B cos B sin g
0
+ V"2, (¥)q2m c0s? B cos Py sin ) )ds

lb
- f 0Ly (V"2 () o (cOS ) 08 i) )ds
0

lb lb
- f 0L, (V2 (Yo (sin i) cos? B sin ) )ds + f DLy (V2 () (cO5 10 sin ) )
0 0

b b
- f DL (V2 (¥ (sin ) 082 B cos P) )l — f oLy (Q2 (V%0 () dam 052 P10) ) s
0 0

Ib
- f Pl (Q2 (V"% ()1 cos? B sin? Yy.) )ds
0

(2)..:
(d,,)[MmaV2m () + Ly V"% (10)]

L
pSe j V2,00 (4, )dy
0

L
+ pl, f Vo) (d,, )dy
0
+m,Q2dV,,(y)(sin Qt)
b
j 05S5) (V2 () ()
0
Vi )Y (5)ncor €05 B €0 i)
145]
+ f Py S9) V2 iz
0
+ 5)?sin?

+ VIZm(Y)dlm(r
+ 5)% cos Py, sinyy)ds

b
4 j Do)V DY () iincor (7
0
+ s) sin B sinyy)ds

b
- f (05.55) (W ()Y, () (510 ) dnzor c0 B)ds
0

b
+ jo (oS ((r

+ )2V (¥) (—Gam oS Py siny
— q1m cos Py )ds

b
+ f (b S ((r

+ )Y, (V' () (Gnntor) sin B cos ) )ds

b
- J. pry <O‘2 (Y'm(}’)V'm()’)qutot sin B cos lpk
0

+ V'Zm(y)qu cos Py, sin 1Pk)> ds

b
+ [ ool V2 )i sin?  sin?
0
+ V’m(Y)Y,n(S)éinNtot Sinﬂ sin l/]k)ds

lb
+ f Pl (V2 (¥ )iz SIn? B COS . sin i)l
0

+ J:bpblb (V"0 ) (Gym sin Py
— m cOSYPy,) sin? B sinyy) )ds
+ flebIZV'zm()’)(fbm cos? f sin” iy,
+ qolm cos? B siny cospy)ds
+ flenyVlzm(}’)(qu cos? Py

’ — {1m SINYy cosPy)ds
+ J:bpbly(ﬂ( V2 m () (G1m cos P

+ q2m SinYPy) cos Py
+ V’m(Y)Y,n(Y)QnNtot sin ﬂ cos l:bk))ds

+Idy'Q'V,2m (li) (.hm
L

+2pIaQ f Vlzm(y)(hmdy
0

L
+Ela f V”zm(y) (qu)dy
0
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b b
- [ s = [ pul(92¢-V'm) cos sin cos
0 0
+ §)2V"2 (1) (=G COS Py Sin — V721 ()i Sin? B cOS P sinthy))ds
— G1m COS Yy )ds N
» = [ ool (00 0o~ cos ) cos?  sim i) )ds
- Gwsi(e 0
0
' . . b
+ DUV 'm ) nveor) sin f cos ) )ds - f 2oL, (QV "2 () (— cos ) cos? B cos y))ds
b 0
+f (P Sp) (Q2(r 1b
0 - f Pblz(Qz (Vlzm(Y)QZm cos? B cos? 1/’k))d5
+ )Y (V' (V) (@nntor Sin B sin l/)k))ds 0
b
s flb(pbsb)(ﬂz (r + S)Zvrzm(y) (Gam sin2 e + J;) prZ(QZ(_me(y) sin 8 cos § cos Py,
i + q1m COS Yy sinyy) )ds + V"%, (¥)q1m cos? B cos Py sinpy))ds
Ib b 2 . ,
= [ ool (00 m (- cosp)sin® psinp)ds J, 2o @V n0am i) cosw)as
0

Ib b , ) . .
_f Py (A% 1 (1) G1m (— cos ) sin? B cos ) )ds + J;) puly (V"2 0 ()1 (sin ) sinyy) )ds
0
lb b
_f pblb (Q(_Y’n(s)vlm(Y)"InNtot Sinﬂ cos lpk))ds - f pbly(-Q2 (Vlzm(:)’)CIZm Sinz lzbk))ds
0 0

1b I
—f puly (Q2 (V"2 (¥)q2m sin? B cos? P.) )ds —f pply (Qz (Y’m(y)V’m(y)qum sin B sin
0 0

+ V'Zm(y)qlm cos Py sin I/Jk)) ds

(3)..:
Ib Ib
J (PpSp) (Y21 (S) Gnneot + f Puly (Y20 () dnntot
0 0
- Vm (.V)q.lmyn(s) Cos ﬂ sin l/)k + V’m(y)yln(s)q‘lm Sil‘lﬁ Cos lpk
+ Vm (.V)q.ZmYn(S) Cos ﬂ Ccos l/)k)ds + V’m(y)Y,n(S)QZm sin ﬂ sin l/Jk)dS
Ib Ib
+ [ oSV O i + [ ool (00w @i sin  sin
0 0
+ s) sin B cos Yy, —Y' (V' 1 (¥)qam sin B cos i,l)k))ds
+ V,m(Y)Y’n(S)q.Zm(r lb 2
+ 5) sin f siny)ds Eplp J;) Y0 () dnneolds
Ib b
* fo (owSp)((r ¥ f (95 5) QWi ()Y (5)(G1m cOS P
+ S)Q(Yn(s)vlm(Y)(éh‘m) Sil’l,b) Sinwk ’ + qu sin 1/)k) cos ﬂ)ds

— Ya(S)V'm () (d2m) sin f cos ) )ds
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b lb
- f (b So)((r - f DLy (UHV 1 (DY () sin B sin ) )dis
0 0

+ )0 (V' (¥) (q1m) sin B siniy,

b
_ Yn(s)V,m(y)(QZm) sinﬁ cos wk))ds + J;) pbly(QZ (Y’Zn(y)QnNtot Sinz ﬁ))ds

lb b1
+ f (PpSp) (2 (r - f > Poly (292 (Y OOV ()4, sin B cos i
0 0
+ )Y (V' 1n () (q2m sin B siniy + Y'm(y)V'm(y)qzm sin 8 sin lpk)) ds

+ g1 Sin B cos tpk))ds

b
- fo Dol (A + V' Y2 (0 )iz sin B 05 ) )ds

V- Les éléments des matrices de systeme matriciel d'équilibre dynamique

Mi; sont les éléments de la matrice masse
Cij sont les éléments de la matrice gyroscopique
Kij sont les éléments de la matrice raideur

L’équation de mouvement

[M][g:] + [C]l4:] + [K]lq:] = [F]

L L
ML1) = [mgV2e(li) + LaeV 20 (1)] + pSa fo V2, )dy + plg fo V2, dy
Ntot

b b
+ Z f (PpSp) (V2o (1))ds + f (PrSp) (V2o (L) (r + 5)? cos® . )ds
k=10 0

b b
+ f pul, (V%o (1i) sin? B cos? . )ds + j puL, V"o (li) (cos? B cos® Py )ds
0 0

)
+f puly, V' o (1) (sin® Y. )ds
0
Ntot b b

M(1,2) = Z f (PpSp) (V"2 ,(L) (r + 5)% cos Py sinyy)ds + J ppl, (V"2 (1) sin? B cos Py sin i, )ds

k=170 0
lb

)
+ f ppl,V'? (i) (cos? B sinpy, cos P, )ds — f Pul, V', (1)) (siny cos Py )ds
0 0

L L
M(12m + 1) = [mgV oDV (D) + LV (1D)] + pSg fo VoVm®dy + pl, fo VoIV m()dy

Ntot b b

£ [ OuSVoldVnllidds + [ (0uS) (Vo @OV 'm (D + 57 cos? s
k=1 0 0

b b

+f pul, (V' oDV 1, (1D) sin? B cos? Py )ds + f L,V oLV’ 1 (D) (cos? B cos? P, )ds

0 0

Ib
+f pul, V' o LDV, (1) (sin? iy, ) ds
0

108 | Page



Annexes

Ntot b

M(1,2m+2) = Z f (PpSy) (V' o (IDV' (1D (r + 5)?% cos g, sin . )ds
k=1"°

Ib
+ f L, (V' o LDV 1 (1D) sin? B cos Py, sinyy)ds
0
Ib
+ f I,V o (L)V' 1 (1D) (cos? B sinyy cos Py )ds
0

)
— f pul, V' o (IDV' 1 (L)) (sin 1y, cos ) ds
0
M(1,2mtot + (c) + (k — 1)ntot)

b
= f —(ppSp) (Vo (D) Y(e—2)(s) cos B sin . )ds

0

b
+ fo (prb)(V’O(li)Y’(C_Z) (s)(r + s) sin B cos tpk)ds

b
+ f Pl (Vo ()Y oy (5) sin B cos . )dis
0
Ntot b b

M(2,1) = Z f (PpSp) (V2 (L)) (r + 5)? cos Yy, siny )ds + f pplp, (V% (i) sin? B cos Py, siny,)ds
k=170 0

b lb
+ f ppl,V'? (i) (cos? B sinpy, cos,)ds — f pul, V' (1) (siny cos Py )ds
0 0
L L
M@2) = MgV D) +LaaV %o (0) + pSa | V3a@)dy + pla [ VE)dy

Ntot

b b
+ Z f (ppSp) (V2o (li))ds + f (PrSp) (V2o (L) (r + 5)? cos® . )ds
k=1"° 0

Ib Ib
+ f oulp (V’Zo(li) sin? B cos? ¥y )ds + j pul,V'%o(li) (cos? B cos2 1, )ds
0 0

)

+f puly, V' o (10) (sin® Yy )ds
0

Ntot b

MQ22m+1) = Z f (PpSp) V' oLV (L)) (r + 5)? cos g siny)ds
k=1"°

Ib
+ f ppl, (V' oIV, (10) sin? B cos iy, sin . )ds
0
b
+ f pp L,V o (IDV',(1D) (cos? B sinpy, cos P, )ds
0
Ib
—f pul, V' o (UDV' 1 (L)) (siny, cos ) ds
0

L L
M2,2m +2) = [maVoU)Vm(li) + IaxV 2 m(1D)] + pSa fo VoO)Vmdy + pla fo VoGV m()dy
Ntot

b b
£ [ OuSVoldVnlivds + [ (0uS) Vo@DV m(lD + 577 cosp)ds
k=170 0

b

b
+f ppl, (V' o(LD)V' ,(1D) sin? B cos? Y, )ds + j pp L,V oDV’ (li) (cos? B cos? . )ds
0 0

Ib
+f pul, V' o LDV, (1) (sin? i, ) ds
0
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M(2,2mtot + ¢ + (k — 1)ntot)

b
= [0S (VoY iy (99 cos B cos s
b , ,
+ fo (0555) (VoO)Y y(8)(r + 5) sin Bsiny, ) ds

Ib
+ fo P lb(V Y (c—3y(s) sin Bsinp, )ds

L L
M@m + 1,1) = [mgVoU)Vm(D) + LoV ()] + pSa fo VoO)Vmdy + pla fo VoGV m()dy
Ntot

b b
£ [ @S VoUdVnidds + [ (uS) 1o @DV m()r + 57 cos® pi)ds
=/ 0

b

Ib
+f ppl, V' oDV 1, (1D) sin? B cos? 1, )ds + j pp V' o (IDV',, (li)(cos? B cos? Yy, )ds
0 0
Ib
+ f puL, V' o LDV, (1) (sin? iy, )ds
0
Ntot b

MQ2m+12) = Z f (PpSp) (V' o(LDV' (L)) (r + 5)? cos Py, siny)ds
k=1"°

Ib
+ f ppl, (V' o LDV, (1D) sin? B cos iy, sin ) ds
0
Ib
+ f pp L,V o (IDV', (1D) (cos? B sinpy, cos P, )ds
0

b 1
- f prIyV'O(li)V'm(li)( sin, cos i, )ds
0

L L
M@m + 129 + 1) = [maVy DV (D) + LgyV' g UDV' 3 (D] + pS, fo V0O dy + pl, fo V(I m(li)y

Ntot b

b
+y j (0o SV, 1DV (L)l + j (005 (V' g DV (1) (r + )% cos? 1 )ds
k=170 0
b b
+ J pulp (V' gDV’ 1, (1) sin? B cos? ) ds + f ppl VgDV’ 1y (1) (cos? B cos? . )ds
0 0
Ib
+f pply V' q(IV' (L) (sin? iy )ds
0

Ntot b
MQ2m+12q+2) = z f (p,Sp) (V' gV, (L)) (r + 5)? cos 1P, sinp, )ds
="

Ib
+ J oulp (V’q(li)V’m(li) sin® B cos Y, sin 1/1k) ds
0
Ib
+ f p, LV (V' (L) (D) (cos?® B sinyp, cosp, )ds
0

Ib
—f pp IV UV (1) ( siny, cos, )ds
0
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M(Q2m + 1,2mtot + ¢ + (k — 1)ntot)
1b

= fo —(pySp) (Vi (1Y (—3)(s) cos B sinp, )ds
Ib , ,

+ -fo (p,Sh) (V m(IDY (c—2)(8)(r + 5) sin B cos wk) ds
Ib

+ fo Pl (V'Y (c=2)(s) sin B cosp, )ds

Ntot b

M(@2m+21) = Z f (0,Sp) (V' o(L))V' (1)) (r + $)? cos , sinyp, )ds
k=1""

Ib
+ fo Pyl (V'O(li)V'm(li) sin® B cosy, sin t,bk) ds

Ib b
+ fo p, IV o(lD)V'm (1) (cos? Bsinyp, cosip, )ds — fo P L,V o(L))V' i (li)(sinyp, cosip, )ds

L L
M@n+22) = [maV oV, + 14V (D) + pSa | VoW )y + pla | Vo0IV'mdly
Ntot . b
£ [ @S IVoUdV s + [ (yS) Vo@DV m(Dr + 5)7 cos® pi)ds
k=1"° 0

b lb
+ f ppl, (V' o LDV, (1D) sin? B cos? P, )ds + f pp L,V oDV, (li)(cos? B cos? iy )ds
0 0

Ib
+f puL, V' o LDV, (1) (sin? iy, ) ds
0

MQ2m+22q+1)
Ntot

Ib
= Z f (PpSp) (V' ,()V (1) (r + 5)? cos Py, siny )ds
k=1"0

b
+ f Pplp (V'q(li)V'm(li) sin? 8 cos iy, sin l/)k)dS
0
Ib Ib
+ f pplV DV, (1) (cos? B sin iy cosy)ds — J pply, V' (V' (1) ( sin iy cos . )ds
0 0

L L
M(2m +2,2q + 2) = [maVy W)V, (1) + Lax V' UDV' (W] + S, f VDV Oy + pla f V'OV ) dy
0 0
Ntot

b b
+y j (0o SV, 1DV (L)l + j (005 (V' g DV (1) (r + ) sin? 1 )ds
k=170 0

1b )
+ J pulp(V' gDV’ 1, (1) sin? B sin? ¥y )ds + f pplV’ LDV’ 1y (1) (cos? B sin? Yy )ds
0 0
1b
+ f puly V' gLV (1)) (cos? Py )ds
0
MQ2m + 2,2mtot + ¢ + (k — 1)ntot)
b
= fo (PpSH) (VoY (c—2)(s) cos B cos, )ds

Ib , ,
+ jo (PpSh) (V 0Y (c—2)($)(r + 5) sin fsin 1/)k) ds

Ib
+ fo Pl (V' mY —2)(s) sin B siny, )ds
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M(2mtot + p + (k — )ntot, 1)
Ntot b

= Zfo (Pbsb)(—Vo(y)Y(p_z)(s) COSﬁSinlpk)dS

k=1

lb , ,
+ fo (£5) (V 0O)DY (p—2)($)(T + 5)sin B cosp, ) ds
lbq , . .
+ fo prlb(V oY (p—2y(s) sin B cos 1/1k)ds

M(2mtot + p + (k — 1)ntot, 2)
Ntot b

= Z fo (PbSb)(Vo(y)Y(p_z) (s)cos B cos l/Jk)dS

k=1

lb ) '
+ fo (PpSh) (+V 0Y (p—2)($)(r + s)sin B sin l/)k) ds
b 1 , , ) )
+ fo jpblb(V oY (p—2y(s)sinf Sll’ll/)k)dS
M(2mtot +p + (k — D)ntot,2q + 1)
lb
= [ (0uSo)(~V a0V - (5) cos Bsinip, )ds
lb 1 r
+ fo (PpSh) (V aY (p—2)($)(r + s) sin f cos l/)k) ds
b1 , , ]
+ fo prlb(V gOY p—2)(s) sin B cos wk)ds
M(2mtot + p + (k — 1)ntot,2q + 2)
lb
= fo (prb)(Vq(y)Y(p_z)(s) cos 3 cos lpk)ds
lb . '
+ fo (PpSh) (+V Y (p—2)(S)(r +5)sin sint/zk) ds
lbq , ) i .
+ Jo prlb(V qY (p—2)(s)sin B sin l,bk)dS
M(2mtot + p + (k — D)ntot, 2mtot + c + (k — 1)ntot)
lb lb
= fo (prb)Y(p_z)(S)Y(C_Z)(s)ds + f() prbY,(p—Z)(s)Y,(c—Z)dS
nbpalier
c(1,1) = Z cxxi(amortis)V (yipalier) Vo (yipa“er)
i=1

L
12 12
€(1,2) = =13, QV o(li) — 2p1an V oOndy
0
Ntot

Ib 5 Ib ,
+y - J P, 1y o(li) sin® fds — f p, 1,V (li) cos? B ds
k=1 0 0

b 2
_ f P, L,V o(lD)ds
0

nbpalier

c(12m+1) = Z cxxi(amortis)V,, (yipalier) Vo (yipall.er)

i=1

Annexes
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L
CQL2m +2) = =Ly Qo @V (1) = 2018 [ VoIV 0Dy
0

Ntot

Ib Ib
+ Z —f Pl W' (L)V",, (D) sin? Bds— f p LV ()V",, (1D cos? B ds
k=1 70 0

Ib
—f pryQV’O(li)V’m(li)ds
0
C(1,2mtot + (c¢) + (k — 1)ntot)

b
= _J; (0,SH)(QAV oY (c—2)(s)(cos P, ) cos B)ds
Ib
_ fo oyl (Q(V'o(y)y’(c_z)(y) sin B sin wk)) ds

b
- fo Pl (Y ) V'o ) sin Bsing, ) ) ds

L
C@1) = Ly V"o (li) + 2p1,Q f V%) dy
0

12 . .2 b 12 . 2
+Z . P IV o(li) sin® B ds + 5 p 1, QV"" o (li) cos” B ds

T

+ f p, 1, V"o li)ds
0

nbpalier

€(22) = Z czzi(amortis)V (yipah.er) Vo (yipalier)

i=1

L
C(22m +1) = I4,Qv' )V, (1) + 2p1aﬂf VoV ,.(»dy
0

Ib
+ Z L P, IV o (I)V', (i) sin® pds + Jo P, 1V ()V',, (i) cos? B ds

1b

+ f pp Ly Q' (V' (li)ds
0

nbpalier

C(22m+2) = Z czzi(amortis)V, (yipalier) Vo (yipalier)
i=1

C(2,2mtot + ¢ + (k — 1)ntot)
b
=~ | (050) (@) Vet () cos siny )ds
b
- f poly (V' 6(NY’ -2y () sin f cos ) ) ds

b
[ ol (80 OV sin  cos i) ds
0
nbpalier

c2m+11) = Z cxxi(amortis)V,, (yipalier) Vo (yipalier)

i=1
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L
C@m +1,2) = =Ly Qo @V, (1) = 2018 [ VoIV 0Dy
0

Ntot

Ib Ib
+ Z —f Pl W' (L)V",, (D) sin? Bds— f p LV ()V",, (1D cos? B ds
k=1 70 0

b

- f p, LV, )V, (l)ds
0

nbpalier

cC2m+12q+1)= Z cxxi(amortis)V (yipalier) Vq (yipalier)
i=1

L
c2m+12q +2) = =13, Q' DV, (1) — 2p1,Q2 f VOV ) dy
0

Ntot

+ E —flb I1,QV apyv',, (1) i Zﬁd —flb 1,Qv v’ (i) zﬁd
P LADV' (D) sin S P 'L UADV' ,(LD) cos S
& 0 blb q 0 plz q

b
— [ pyly W@V ds
0
C(2m + 1,2mtot + ¢ + (k — 1)ntot)

b

= _fo (0,Sp) (Vo (MY (c—2) () (cos P, ) cos B)ds
b

_ fo ouly (OV'o @)Y () sin Bsinp,)) ds

I
- fo p,ly (Q(Y’(C_z)(s)V’o () sin B sin l/)k)) ds

L
c@m+2,1) = 13, QV' (V' (1) + 2pl,Q f VoV mdy
0
Ntot

b 2 b
+ f P, Ly oDV, (1) sin? B ds + f P, LAV (1DV', (1) cos? B ds
=1 0 0

Ib

+ J P Ly Qo (IDV' (D ds
0
nbpalier

C(2m+22) = Z czzi(amortis)V, (yipalier) Vo (yipalier)

i=1

L
C(2m+22q+1) = 14,Qv' ()v',, (i) + 2pIaQJ V.0V ,()dy
0

Ib
+ Z L P, Iy (ID)V', (L) sin? pds+ Jo p, 1V )V, (1) cos? B ds

b

+ f p, L,V W)V, (l)ds
0

nbpalier

C2m+22q+2)= Z czzi(amortis)Vy, (yipalier) Vq (yipall.er)
i=1
C(2m + 2,2mtot + ¢ + (k — 1)ntot)

b
== fo (P,S) (VY (c—2)(s) cos Bsinyp, )ds
Ib , ,
+ Jo [ (Q (V 0NY (—2y(¥) sin f cos 1/1k)> ds

b
" fo Pols (UY =2 (Vo) sin B cos ) ) ds
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C(2mtot + p + (k — 1)ntot, 1)

Ib
= fo (PpSH)QAV (V)Y (,_2)(s) cos P, cos B ds

lb Ib
+ fo Pl QY (Vo () sinBsinyp, ds — fo Pl DY () sin Bsinyp, ds
C(2mtot +p + (k — 1)ntot, 2)

lb
= [ (0S9We)Y ooy () sinipy cos p s

Ib Ib
- fo Pl Y 2y (SHV o (y) sin B cosyp, ds — fo Pl QY (Vo (y) sin B cosyp, ds
C(2mtot + p + (k — 1)ntot,2q + 1)

Ib
= fo (PSp)AV (Y (,_2)(s) cos P, cos B ds

Ib Ib
+ fo Pl QY (V' q(y) sin Bsinyp, ds — fo Py V' (Y () sin Bsinyp, ds
C(2mtot +p + (k — D)ntot,2q + 2)

b
= [ (01327 )Y () siny cos f s

Ib Ib
- fo Pl QY 2y (V' q(y) sin B cosyp, ds — fo Pl QY (V' () sin B cosyp, ds
C(2mtot + p + (k — 1)ntot, 2mtot + c + (k — 1)ntot) = 0

nbpalier L
. . . . II2
K(1,1) = Z kxxi(raideur)V (ylpalier) Vo (ylpalier) + ElafO V" o(ndy
i=1

Ntot l b
+ Z fo (prb)Qz r + $)2V"%(y) cos? Y, ds — jo pbleZV’zo(y) sin? B sin® Y, ds
=1

Ib Ib
12 . ]2
— fo p, 1%V “(y) cos? Bsin® 1, ds — fo p, 1, V"4 () cos?, ds
Ntot

Ib "
K(1,2) = z f (prb)Qz(r + )2V (y) cos, siny, ds
=1"0

Ib
+ f prbQZV’ZO(y) sin® 8 cos Y, siny, ds
0

Ib I
+ f prZQZV’ZO(y) cos? B cosp, siny, ds — J pryQZV’ZO(y) cos Py sin Py, ds
0 0

nbpalier

L
K(1,2m+1) = Z kxxi(raideur)Vo (Vi ) Vin (Vipiier) + Ela fo V' oV ) dy
i=1
Ntot

l
+ Z fo (9,562 + )2V g (V' m(¥) cos? i, ds
k=1
b 2 2 2
- fo P Ib 22V oIV () sin? B sin®, ds

b b
= |yl 0V ') cos? Bsin s — | oyl 0V 0V () cos?  ds
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Ntot b

K(12m+2) = Z f (prb)QZ(r + )2V V' () cos, sinp, ds
k=170

Ib
+ f pbleZV’O(y)V’m(y) sin® B cos Y, siny, ds
0
Ib
+ f P, LV sV () cos? B cosip, sinyp, ds
0

b
~ [ ooy @V @IV ) cos e sin e ds
0
K(1,2mtot + (c¢) + (k — 1)ntot)

Ib
= fo (prb)QZ (r + )Y (c—2)(HV'o(y) sin S cosp, ds

lb
~ [ ooy 7Y ey IV o) sin f cos s
0
b

K(2,1) = Z fo (prb)Qz(r + s)ZV’ZO(y) cosi, siny, ds

k=1

Ntot

Ib
+ f prbQZV’ZO(y) sin® B cos Y, siny, ds
0

Ib Ib
+ f prZQZV’ZO(y) cos? B cosp, siny, ds — f pryQZV’ZO(y) cos 1y, sinyy, ds
0 0

nbpalier

L
K(2,2) = Z kzzi(raideur)V, (yipalier) Vo (yipalier) + ElafO V"Zo(y)dy

i=1

Ntot b

Ib
+ Z f (p,Sp)Q*(r + $)2V'%5(y) sin? P, ds — f p,1pQ°V'%(y) sin® B cos? P, ds
= o 0

Ib Ib
- fo prZQZV’ZO(y) cos? B cos? 1, ds — Jo pryQZV’ZO(y) sin®1, ds

Ntot b

K22m+1) = z fo (prb)QZ(r + 5)2V' o)V 1 (y) cos Y, siny, ds

k=1
Ib
+ f pbleZV’O(y)V’m(y) sin® B cos Y, siny, ds
0
Ib
+ f P, LV sV () cos? B cosp, sinyp, ds
0

b
- f PuL, D2V GV m(¥) cos P sin i ds
0

nbpalier

L
K@22m+2) = Z kzzi(raideur)Vo (Viygiier ) Vim (Yipatier) + Ela fo V' oV ) dy

i=1

Ntot b

+ Z fo (p,SH)Q2(r + )2V (V' (y) sin® 1, ds
k=1
b ) )

~ [V 0OV ) sin® B cos? p ds

b b
~ | Pyl o0V ) cos? Beos? Y ds — [ 1, 07V 0@V n) sin” i ds
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K(2,2mtot + ¢ + (k — 1)ntot)

lb
_ fo (0,S)Q2(r + )Y (c_2)(S)V'o () sin B sin, ds

b
~ [ ooy Q7Y ey IV o3 sin sin i ds
0
nbpalier

L
K2m+11) = Z kxxi(raideur)V (yipalier) Vi (yipah.er) + EIaJ;) VoV () dy
i=1
Ntot

b )
£ 37 [ (0450070 + Vo0V ') cos? s
=170

b
= [V a0V ) sin® B cos? p, ds

b b
= |yl 00V ') cos? Bsin s — | oy @V 0OV () cos?  ds
Ntot

Ib
K2m+12) = z fo (prb)QZ(r + )2V V' () cos, sinyp, ds
=1
Ib
+ f pbleZV’o(y)V’m(y) sin® B cos Y, siny, ds
0
Ib
+ f prZQZV’O(y)V’m(y) cos? B cosi, siny, ds
0

b
~ [ o 92VIo @IV ') cos s ds
0
nbpalier

L
K2m+12g+1) = Z kxxi(raideur)V, (yipalier) Vi (yipall.er) + ElafO V' )V mdy
=
Ntot

lb
+ ZJ;) (prb)Qz(r+s)2V’q(y)V’m(y)c0521/Jkds
k=1
b 2v71 ’ . 2 2
—fo Pl LV NV m(y) sin® B cos*y, ds
b 2y71 ’ 2 .2 b 2v71 ’ 2
—fo Pl A7V a0V, (y) cos® B sin lpkds—J;) Pl QL V NV m(y) cos* P, ds

Ntot

Ib
K(Q2m+12q+2) = Z Jo (prb)QZ(r + 82V V' m(y) cosp, siny, ds
=1

Ib

+f0 pbleZV’q(y)V’m(y) sinzﬁcoswksinlpk ds
Ib

+JO prZQZV’q(y)V’m(y) cos? B cosi, siny, ds

Ib
- J pryQZV’q(y)V’m(y) cosy, siny, ds
0
K(@2m + 1,2mtot + ¢ + (k — 1)ntot)

Ib
= jo (prb)Qz(r + 5)Y (.2 (SV'm(y) sin f cosyp, ds

lb
~ [ 21y 0%Y (I ') sin  cos , ds
0
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Ntot

Ib
K@2m+21) = Z fo (prb)Qz(r + 82V V' m(y) cosp, siny, ds
=

1 b 2771 ’ .2 :

+f0 Pl LV oIV m(y) sin® B cosyp, siny, ds
Ib

+f prZQZV'O(y)V'm(y) cos? B cosip, siny, ds
0

1b
_fo p, L, V' sV () cos P, sinp, ds

nbpalier

L
K@m+22) = Z kzzi(raideur)Vo (Vipgier) Vim (Yipatier) + Ela fo V' o0V () dy
i=1
Ntot

b
3 [ (S0 + 92V a0V ) sin’  ds
k=1
b ) )
~ |V a0V () sin® B cos? s

b b
~ | Pyl o0V ) cos? B eos? Yy ds — [ 1, 07V 0@V ) sin” Y ds

KQ@m+2.2q+1)
Ntot b

= Z fo (P,Sp)Q°(r + )2V (V' 1(y) cos P, sintp, ds

k=1

Ib
+ f pbleZV’q(y)V’m(y) sin® B cos Y, siny, ds
0
Ib
+ f P, L%V (V' () cos? B cosp, sinyp, ds
0

b
— [ ooV OIV ) cost sin i s
0
nbpalier

L
K@2m+22q+2) = z kzzi(raideur)V (yipalier) Vin (yipalier) + Elaf0 V' V" mdy
=
Ntot

Ib
+ Zfo (prb)QZ(r+S)2V’q(y)V’m(y)sin21pkds
=1
Ib 5 5
—J P IV gV m(y) sin® B cos? 1, ds
0

Ib Ib
- Jo prZQZV’q(y)V’m(y) cos? B cos?1p, ds — fo pryQZV’q(y)V’m(y) sin® Y, ds
K(2m + 2,2mtot + ¢ + (k — 1)ntot)

Ib
= Jo (prb)QZ(r +5)Y (o) (SV ' m(y) sin fsiny, ds

b
_ J P, LY (V' () sin Bsiny, ds
0
K(2mtot + p + (k — D)ntot, 1)

Ib
= fo (prb)Qz(r +5)Y -2 (V') sinf cosp, ds

Ib
- fo p, 1,0 Y' -2y 0V o) sin B cosp, ds

118 |Page



K(2mtot + p + (k — D)ntot, 2)
Ib
= fo (prb)Qz(r + S)Y(p_z) )V'o(y) sin B sin Y, ds
Ib
- fo P Iy Q%Y (p_y Vo (y) sin B siny, ds
K(2mtot + p + (k — D)ntot,2q + 1)
b
- fo (prb)Qz(r + )Y ()2 (V' (¥) sin B cosp, ds
Ib
- -fo P Iy QY (pm2) V' q(¥) sin B cos 1, ds
K(@2mtot + p + (k — 1)ntot,2q + 2)
Ib
= fo (prb)Qz(r + S)Y(p_z) (S)V’q(y) sin B sin Y, ds

Ib
- f P Iy Q%Y (p_y V' 4 (¥) sin B sinip, ds
0
K(2mtot + p + (k — D)ntot, 2mtot + c + (k — 1)ntot)

Annexes

b b
= Eblb fo Y”(p—Z) (S)Y”(C_Z)(S)ds — f() ,DnyQZY,(p_Z) (S)Y,(C—Z) Sil’l2 B ds
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