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Introduction générale

Les équations aux dérivées partielles sont un outil classique pour étudier les modèles
qui cherchent à expliquer le monde. Plusieurs phénomènes réels en particulier dans les
domaines de la physique, de la biologie, et du traitement d’images,.., sont représentés
par des équations aux dérivées partielles pour permettre la prédiction de comportements
quantitatifs ou qualitatifs et la compréhension des phénomènes observés.

Dans ce travail, nous nous intéressons aux systèmes non linéaires de Lane-Emden
incluant des termes de potentiel. L’objectif est d’analyser le travail de [15] les auteurs qui
ont étudié le système elliptique suivant :


−∆u = λ1

u
|x|2 + vp dans Ω \ {0},

−∆v = λ2
v
|x|2 + uq dans Ω \ {0},

u = v = 0 sur ∂Ω,

(1)

pour p, q > 0, 0 < λ1, λ2 < ΛN =

(
N − 2

2

)2

où Ω est un domaine borné régulier de

RN contenant l’origine, avec N ≥ 3. Le système (1) est lié à l’inégalité de Hardy classique.

Plus précisément, il est bien connu que pour tout φ ∈ C∞
0 (Ω)

ΛN

∫
RN

φ2

|x|2 dx ≤
∫

RN
|∇φ|2dx.

La constante ΛN =
(N − 2

2

)2
est la valeur optimale, et elle n’est pas atteinte.

Soit le problème {
−∆u = λ1

u
|x|2 + h dans Ω \ {0}

u = 0 sur ∂Ω.
(2)

1
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En général, la présence du terme de réaction λ
u
|x|2 impose une régularité supplémentaire

sur h pour obtenir l’existence d’une solution. Alors l’existence d’une solution positive est

assurée sous la condition que h est un poids admissible dans le sens que
∫

Ω
h|x|−αdx < ∞,

pour α > 0 dépendant de N et de λ.

En se basant sur cette condition d’existence des solutions, et en utilisant un processus
d’itération, les auteurs [15] ont pu démontrer l’existence d’une courbe critique 〈(p, q) telle
que si la courbe qui dépend de 〈(p, q) > 0, alors le système (1) a une sur-solution non
négative. En utilisant un calcul radial approprié, l’existence d’une solution si 〈(p, q) < 0.

Notre mémoire est structuré comme suit :

• Chapitre 1 : présentation de quelques notions préliminaire et outils de base.

• Chapitre 2 : analyse d’existence et de non-existence pour une équation ainsi que
quelques résultats utiles pour la suite du mémoire.

• Chapitre 3 : présentation du but principal de ce mémoire, il s’agit de traiter le sys-
tème de Lane-Emden, on analyse l’existence, la non-existence des sur-solutions ra-
diales en fonction de p, q.

2



Chapitre 1
Préliminaires

1.1 Introduction

Nous présentons quelques outils d’analyse non-linéaire qui seront utilisés au cours de ce
mémoire.

1.2 Espaces de Lebesgues

Définition 1.2.1 Soit Ω ⊆ RN, p ∈ R, On appelle espaces de Lebesgue, les espaces suivants

• Si 1 ≤ p < ∞

Lp(Ω) =
{

u : Ω→ R mesurable tel que
∫

Ω
|u(x)|pdx < +∞

}
,

muni de la norme :

‖u‖Lp(Ω) =

(∫
Ω
|u(x)|pdx

) 1
p

.

• Si p = ∞

L∞(Ω) =
{

u : Ω→ R mesurable et ∃c > 0 telque |v(x)| ≤ c, p.p dans Ω
}

,

muni de la norme :

‖u‖L∞(Ω) = inf{c > 0 tel que |v(x)| ≤ c p.p dans Ω}.

Proposition 1.2.1 Soit Ω ⊆ RN ouvert borné , 1 ≤ p ≤ q ≤ +∞.

3
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• Lp(Ω) est un espace de Banach pour tout 1 ≤ p ≤ +∞.

• Lp(Ω) est séparable pour tout 1 ≤ p < +∞.

• Lp(Ω) est un espace réflexif pour tout 1 < p < +∞.

PREUVE. Voir [7].

Remarque 1.2.1 Si p = 2, l’espace L2(Ω) est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire :〈
f , g
〉
=
∫

Ω
f g dx.

Proposition 1.2.2 (Inégalité de Hölder)
Soit Ω ⊂ RN, 1 ≤ p < +∞, f ∈ Lp(Ω), g ∈ Lp′(Ω) avec p′ le conjugué harmonique de p
i.e :

1
p
+

1
p′

= 1.

Alors, on a : f g ∈ L1(Ω), et ∫
Ω
| f g|dx ≤ ‖ f ‖Lp(Ω)‖g‖Lp′ (Ω)

.

Proposition 1.2.3 Soit 1 ≤ p ≤ q ≤ +∞, si Ω est de mesure finie alors :

Lq(Ω) ↪→ Lp(Ω).

En particulier :

Lp(Ω) ↪→ Lp−ε(Ω), pour tout 1 < p 6 ∞ ( pour tout ε > 0).

Théorème 1.2.1 (Inégalité d’interpolation)
Soit Ω ⊂ R ouvert borné,1 ≤ p ≤ q ≤ +∞, si u ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω) alors u ∈ Lr(Ω) avec
p ≤ r ≤ q, et :

‖u‖Lr(Ω) ≤ ‖u‖α
Lp(Ω)‖u‖

1−α
Lq(Ω)

1
r
=

α

p
+

1− α

q
∀α ∈ [0, 1] .

1.3 Les espaces de Marcinkiewicz

Définition 1.3.1 Soit 0 < q < ∞ et Ω ⊂ RN un ouvert borné, on définit l’espace de Marcinkie-
wiczMq(Ω) comme suit :

Mq(Ω) :=
{

f : Ω→ R , ∃C > 0 telle que mes
{

x ∈ Ω : | f (x)| > k
}
≤ Ck−q, ∀k > 0

}
,

muni de la norme :

‖ f ‖Mq(Ω) = inf
{

C : mes {x ∈ Ω : | f (x)| > k} ≤ Ck−q, ∀k > 0
}

.

4
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Proposition 1.3.1 Soit 0 < q < ∞ et Ω ⊂ RN un ouvert borné.

• Mq(Ω) est un espace de Banach.

• ∀ε > 0, Lq(Ω) ⊂Mq(Ω) ⊂ Lq−ε(Ω) ⊂Mq−ε(Ω).

PREUVE. voir [4].

Remarque 1.3.1 Notons que si f ∈ Lq(Ω), on a∫
| f |>k

dx 6
∫

Ω

∣∣∣∣ f
k

∣∣∣∣q dx 6 k−q
∫

Ω
| f |qdx,

donc
mes

{
x ∈ Ω : | f (x)| > k

}
6 k−q‖ f ‖q

q,

et comme conclusion directe on a l’inclusion Lq(Ω) ⊂ Mq(Ω).

Proposition 1.3.2 Si f ∈ Lq(Ω) alors∫
Ω
| f (x)|qdx = q

∫ +∞

0
tq−1mes

{
x ∈ Ω : | f (x)| > t

}
dt.

PREUVE. Voir [4].

1.4 Résultats d’intégration

Théorème 1.4.1 (Convergence monotone)

Soit ( fn)n∈N une suite croissante de fonctions positives intégrables telles que

sup
n∈N

∫
Ω

fn < +∞.

Alors ( fn)n converge p.p dans Ω vers f. De plus f ∈ L1(Ω) et

lim
n→+∞

‖ fn − f ‖L1(Ω) = 0.

En particulier :

lim
n→+∞

∫
Ω

fn(x)dx =
∫

Ω
f (x)dx.

Théorème 1.4.2 (Théorème de Fatou)
Soit ( fn)n∈N ⊂ L1(Ω) et f définie par f (x) = lim inf

n→+∞
fn(x) telle que :

• ∀n ∈N, fn(x) ≥ 0 p.p sur Ω.

5
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• sup
n∈N

fn < +∞.

Alors f ∈ L1(Ω) avec : ∫
Ω

f (x) ≤ lim inf
n→+∞

∫
Ω

fn(x).

Définition 1.4.1 (Fonctions équi-intégrables)
Soit Ω ⊂ RN de mesure finie (i.e |Ω| < ∞), on dit qu’une suite ( fn)n∈N de fonctions de L1(Ω)
est équi-intégrable si, pour tout ε > 0, il existe δε > 0 tel que |E| < δ entraîne pour tout n,∫

E
| fn(x)|dx 6 ε

Théorème 1.4.3 (Lemme de Vitali)
Soit ( fn)n∈N de fonctions de L1(Ω) est équi-intégrable, et ( fn)n∈N converge presque partout vers
f . Alors f ∈ L1(Ω) et

‖ fn‖L1(Ω) −→n→+∞
‖ f ‖L1(Ω).

Théorème 1.4.4 (Théorème de convergence dominée)
Soit ( fn)n une suite de fonctions intégrables telles que :

• fn −→
n→+∞

f p.p sur Ω.

• ∃g ∈ L1(Ω) telle que : ∀n > 1, | fn(x)| 6 g(x) p.p dans Ω.

Alors
f ∈ L1(Ω) et lim

n→+∞
‖ fn − f ‖L1(Ω) = 0.

Ce qui implique que

lim
n→+∞

∫
Ω

fn(x)dx =
∫

Ω
lim

n→+∞
fn(x)dx =

∫
Ω

f (x)dx.

Remarque 1.4.1
Si fn −→ f dans L1(Ω), alors en général on n’a pas fn −→ f p.p dans Ω. Mais on peut affirmer
que la suite { fn}n admet une sous suite qui converge presque partout vers f dans Ω.
Soit { fn}n une suite de Lp(Ω) et f ∈ Lp(Ω), telles que ‖ fn − f ‖Lp(Ω) → 0. Alors il existe une
sous suite ( fnk)k telle que

• fnk(x)→ f (x) p.p sur Ω.

• | fnk(x)| ≤ h(x) ∀k et p.p sur Ω, avec h ∈ Lp(Ω).

1.5 Espaces de Sobolev

Soit Ω ⊆ RN, p ∈ R, m ∈N.
On définit l’espace de Sobolev Wm,p :

Wm,p(Ω) =
{

u ∈ Lp(Ω)|∀α tel que |α| ≤ m, Dαu ∈ Lp(Ω)
}

.

6



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Où α = (α1, α2 · · · αN) ∈ NN, |α| =
N
∑

i=1
αi et Dαu est la dérivée de u d’ordre α au sens

des distributions .
ie :

∃g1, g2, · · · gN ∈ Lp(Ω) telles que
∫

Ω
u

∂αi

∂xαi
i

ϕdx = (−1)αi

∫
Ω

gi ϕdx ∀i = 1, · · · , N, ∀ϕ ∈ C∞
0 .

gi est notée Dαi u avec Du = Dα1 · · ·DαN .
En particulier pour p = 2 on note Hm(Ω) = Wm,2(Ω).
Hm(Ω) est un espace de Hilbert.

L’espace W1,p(Ω) est muni de la norme

‖u‖W1,p(Ω) = ‖u‖Lp(Ω) +
n

∑
i=1
‖ ∂u

∂xi
‖Lp(Ω),

ou de la norme équivalente

‖u‖W1,p(Ω) =

(
‖u‖p

Lp(Ω)
+

n

∑
i=1
‖ ∂u

∂xi
‖p

Lp(Ω)

) 1
p

.

Si p = ∞, on munit W1,∞(Ω) de la norme

‖u‖W1,∞(Ω) = ‖u‖L∞(Ω) + ‖∇u‖L∞(Ω).

Proposition 1.5.1

• L’espace W1,p(Ω) est un espace de Banach pour 1 6 p 6 ∞, réflexif si 1 < p < +∞,
séparable si 1 6 p < +∞.

• Pour p = 2, on pose H1(Ω) = W1,2(Ω).

• L’espace H1(Ω) est muni du produit scalaire

(u, v)H1(Ω) = (u, v)L2(Ω) +
n

∑
i=1

(
∂u
∂xi

,
∂v
∂xi

)L2(Ω).

La norme associée

‖u‖H1(Ω) =

(
‖u‖2

L2(Ω) +
n

∑
i=1
‖ ∂u

∂xi
‖2

L2(Ω)

) 1
2

est équivalente à la norme de W1,2(Ω).

7
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• L’espace H1(Ω) est un espace de Hilbert séparable.

• Pour p = 2, on note Hm
0 (Ω) = Wm,2

0 (Ω).

• L’espace Wm,p
0 (Ω) muni de la norme induite par W1,p

0 (Ω) est un espace de Banach séparable
pour 1 6 p < +∞, il est réflexif si 1 < p < +∞.

• Hm
0 (Ω) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire de Hm(Ω).

Proposition 1.5.2 Soit 1 6 p 6 ∞, Wm,p
0 (Ω) est la fermeture de C∞

0 (Ω) dans Wm,p(Ω).

Théorème 1.5.1 (Rellich-Kondrachov)
Soit Ω un domaine borné de classe C1, on a :

• Si p < N, alors W1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), ∀q ∈ [1, p∗[ où 1
p∗ =

1
p −

1
N .

• Si p = N, alors W1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), ∀q ∈ [1,+∞[.

• Si p > N, alors W1,p(Ω) ⊂ C(Ω).

avec injection compactes.

PREUVE. Voir [7].

Remarque 1.5.1 Les injections précédentes sont vraies pour W1,p
0 (Ω) seulement si Ω est borné.

1.6 Inégalités utiles

Théorème 1.6.1 (Inégalité de Poincaré)
Soit Ω ouvert borné dans une direction, 1 ≤ p < +∞. Alors, ∃C = C(Ω, p) telle que :

‖u‖Lp(Ω) ≤ C‖∇u‖Lp(Ω), ∀u ∈W1,p
0 (Ω).

PREUVE. Voir [7].

Théorème 1.6.2 (Inégalité de Hardy-Sobolev)
Soit 1 < p < N, si u ∈W1,p(RN) alors,

u
|x| ∈ Lp(RN)

et on a :

ΛN

∫
RN

|u|p
|x|p dx ≤

∫
RN
|∇u|pdx, (1.1)

Où ΛN =

(
N − p

p

)p
.

En particulier pour p = 2, Ω ⊂ RN :

ΛN

∫
Ω

|u|2
|x|2 dx ≤

∫
Ω
|∇u|2dx. (1.2)

8
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PREUVE. Voir [7].

On présente une version améliorée de cette inégalité, on considère l’espace de Hilbert H,
que l’on définit comme la complétion de C∞(Ω), par rapport à la norme

‖φ‖H =

(∫
Ω

(
|∇φ|2 −Λ

|φ|2
|x|2

)
dx
) 1

2

et on note par H la complétion de C∞
0 (Ω) par rapport à la norme ‖.‖H.

Une version améliorée de l’inégalité Hardy-Sobolev :

Théorème 1.6.3 Soit N > 2. Alors pour tout 1 < q < 2, il existe une constante positive C =
C(N, q, Ω) telle que pour tout φ ∈H on a

∫
Ω
|∇φ|2 dx−

(
N − 2

2

)2 ∫
Ω

φ2

|x|2 dx ≥ C
(∫

Ω
|∇φ|qdx

) 2
q

avec 1 < q < 2.

PREUVE. Voir [1].

Théorème 1.6.4 (Inégalité de Picone)
Soit Ω ⊂ RN, u ∈ W1,p(Ω), u ≥ 0,−∆pu = -div(|∇u|p−2∇u) ≥ 0, u ≥ 0 dans Ω et u =
0 sur ∂Ω alors : ∫

Ω
|∇u|pdx ≥

∫
Ω

(
up

vp−1

)
(−∆pu) dx. (1.3)

PREUVE. Voir [3].

1.7 Principe du maximum

Définition 1.7.1 (Opérateur elliptique)
Soit Ω un ouvert de RN, aij :

aij : Ω→ R
(
i, j = 1, · · · , N

)
tel que :

• aij borné ∀i, j = 1, · · · , N.

• ∀x ∈ Ω, ∀i, j = 1, · · · , N, aij(x) = aji(x).

9



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

• Ellipticité :

∃(α0, α1) ∈ R∗+
2, ∀ξ ∈ RN, α0|ξ|2 ≤

N

∑
i,j=1

aij(x)ξiξ j ≤ α1|ξ|2,

où |ξ|2 = ξ2
1 + · · ·+ ξ2

N.

On dit qu’un opérateur différentielle L d’ordre 2 est elliptique s’il est de la forme :

Lu = −
n

∑
i,j=1

∂

∂xj

(
aij(x)

∂

∂xi
u
)
,

L est bien définit pour tout u ∈ C∞
0 (Ω) au sens classique ou au sens distributionnelle pour tout

u ∈W1,1(Ω).

Proposition 1.7.1 Soit l’équation Lu = f . Où L est un opérateur elliptique
Si

u ≥ 0 sur ∂Ω et f ≥ 0 sur Ω,

alors
u ≥ 0 sur Ω .

1.8 Méthodes de résolution des problèmes elliptiques

1.8.1 Méthode des sous et sur solutions

Soient Ω est un ouvert régulier de RN, L est un opérateur elliptique,

f : Ω×R→ R

une fonction localement lipschitzienne
Soit le problème : {

Lu(x) = f (x, u(x)) dans Ω
u(x) = 0 sur ∂Ω . (1.4)

Définition 1.8.1 Une sur-solution (resp. sous-solution) u (resp.u) est telle que Lu ≥ f (x, u)
(resp. Lu ≤ f (x, u)) dans Ω et u ≥ 0 (resp.u ≤ 0) sur ∂Ω.

Théorème 1.8.1 Si le problème 1.4 a une sous-solution u et une sur-solution u telles que u ≥ u.
Alors 1.4 admet deux solutions maximales u∗ et u∗ telles que ∀u solution de 1.4 on a u ≥ u∗ ≥
u ≥ u∗ ≥ u dans Ω.
En particulier, si u∗ = u∗ 1.4 a une unique solution u = u∗ = u∗.

PREUVE. voir [29] .
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Lemme 1.8.1
i) Soient un, un suivants :

un =


u0 = u
Lun+1 + Mun+1 = f (x, un) + Mun dans Ω,
un+1 = 0 sur ∂Ω

un =


u0 = u
Lun+1 + Mun+1 = f (x, un) + Mun dans Ω,
un+1 = 0 sur ∂Ω

un (resp.un) convergent simplement dans Ω pour un certain M > 0 vers u∗ resp.u∗.
ii) u∗ et u∗ sont des solutions du problème 1.4 .
iii) ∀u solution de 1.4 u∗ ≤ u ≤ u∗.

PREUVE. voir [29].

1.8.2 Théorème de Lax Milgram

Définition 1.8.2 (Fonction coercive)
Une fonctionnelle J définie sur un espace de Banach E est dite coercive s’il existe deux constantes
α > 0 et β ∈ R telles que :

J(x) > α‖x‖E + β.

Il est évident de voir que si J est coercive, elle est bornée inférieurement et chaque suite minimisante
est bornée.

Théorème 1.8.2 Soient H un espace de Hilbert, a : H × H → R une forme bilinéaire, continue,
et coercive, et L une forme linéaire continue sur H. Alors ∃u ∈ H tel que :

∀v ∈ H, a(u, v) = L(v).

De plus si a est symétrique, alors u est caractérisé par :

J(u) = min
v∈H

J(v).

Où
J(u) =

1
2

a(u, u)− L(u).

1.8.3 Théorème de minimisation
Définition 1.8.3 (Fonction faiblement semi continue inférieurement (faib.s.c.i))
Soit J une fonction définie sur un espace de Banach E, à valeurs dans R. J est dite faiblement semi

11
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continue inférieurement (faib.s.c.i.) en x, si pour toute suite (xn)n∈N qui converge faiblement vers
x, on a :

J(x) 6 lim
n→+∞

J(xn).

Notons que J est (faib.s.c.i) si est seulement si pour tout λ ∈ R, l’ensemble B = {x ∈ R / | f (x)| 6 λ}est
faiblement fermé dans E.
Notons aussi que si J est convexe et semi continue inférieurement, alors J est (faib.s.c.i).

Théorème 1.8.3 Soient E est un espace de Banach réflexif, J : E → R ∪ {+∞} une fonction
coercive faiblement semi-continue inférieurement sur E.
Alors inf

u∈E
J(u) < ∞ et il existe u0 ∈ E, tel que J(u0) = min

u∈E
J(u). De plus si J est strictement

convexe, u0 est unique. Si J est différentiable au sens de Gâteaux, alors J′(u0) = 0.

PREUVE. Voir [28].

1.8.4 Existence d’un point critique

En général, pour étudier la notion de compacité des suites minimisantes, on fait appel
souvent à la condition de Palais Smale afin de démontrer l’existence d’un point critique.

Définition 1.8.4 (Condition de Palais-Smale)
Soient X un espace de Banach, et J : X −→ R une fonction de classe C1. Si c ∈ R, on dit que J
vérifie la condition de Palais-Smale (au niveau c), si toute suite (un)n de X telle que

J(un) −→ c dans R et J′(un) −→ 0 dans X′

contient une sous-suite (unk)k convergente.

Théorème 1.8.4 (Théorème du col)
Soient X un espace de Banach, J ∈ C1(X, R) vérifiant la condition de Palais-Smale. On suppose
que J(0) = 0 et que :
i) Il existe R > 0 et a > 0 tels que si ‖u‖ = R, alors J(u) > a.
ii) Il existe u0 ∈ X tel que ‖u0‖ > R et J(u0) < a.
Alors J possède une valeur critique c telle que c > a. De façon plus précise, si on pose

B = {ϕ([0, 1]); ϕ ∈ C([0, 1], X), ϕ(0) = 0, ϕ(1) = u0} ,

et :
c := inf

A∈B
max
v∈A

J(v).

alors c est une valeur critique de J, et c > a.

PREUVE. Voir [28].
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Chapitre 2
Résultat d’existence pour une équation

2.1 Introduction

Notre objectif dans ce chapitre est d’étudier la non-existence de sur-solutions positives
pour une équation de Schrödinguer, on présente aussi quelques résultats qui nous seront
utiles par la suite :

Soit N ≥ 3, λ ≤ ΛN :=
(

N − 2
2

)2

.

On définit l’opérateur de type Schrödinguer par

Lλ. = −∆.− λ
.
|x|2 .

Soit l’équation de Schrödinguer suivante :

Lλu = up dans BR(0) \ {0}. (2.1)

2.2 Existence d’une solution radiale

Considérons le problème de Hardy suivant :

Lλu = 0 dans RN \ {0} (2.2)

Proposition 2.2.1 Le problème (2.2) a deux branches de solutions radiales symétriques de cette
forme :

Φλ(x) =

{
|x|−α+ si λ < ΛN

−|x|−α+ ln(|x|) si λ = ΛN.
et Γλ(x) = |x|−α− (2.3)

13
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Où
α± = α±(λ) :=

N − 2
2
±
√

ΛN − λ (2.4)

sont les racines de l’équation :

K(β) = β2 − (N − 2)β− λ = 0.

Notons que α− > 0 pour tout λ ∈ (0, ΛN).

Remarque 2.2.1 Si λ = ΛN, alors Φλ(x) n’est définit que pour x ∈ B1(0).

PREUVE. Posons r = |x|, la formulation radiale de Lλ :

∂r
∂xi

=
xi

r
;

∂u
∂xi

= u′(r)
∂r
∂xi

= u′(r)
xi

r
;

∂2r
∂xi

=
1
r

.

Et,
∂2u
∂x2

i
=

∂

∂xi

(
u′(r)

∂r
∂xi

)
= u′′(r)

(
∂r
∂xi

)2

+ u′(r)
∂2r
∂xi

= u′′(r)
x2

i
r2 −

u′(r)
r

.

D’autre part,

Lλu = −∆u− λ
u
|x|2 = −

N

∑
i=1

∂2u
∂x2

i
− λ

u
|x|2

= −
N

∑
i=1

(
u′′(r)

x2
i

r2 −
u′(r)

r

)
− λ

u(r)
r2

= −u′′(r)− (N − 1)
u′(r)

r
− λ

u(r)
r2 .

L’équation Lλu = 0 devient :

−u′′(r)− N − 1
r

u′(r)− λ

r2 u(r) = 0.

Ce qui entraine que
r2u′′(r) + (N − 1)ru′(r) + λu(r) = 0. (2.5)

Cette dernière est de la forme :

z2y′′ + azy′ + by = 0.

C’est l’équation d’Euler et on la résout comme suit :
On pose y(z) = z−β et on remplace dans l’équation.

y′(z) = −βz−β−1, y′′(z) = β(β + 1)z−β−2.

Donc on obtient :

[
β2 + (1− a)β + b

]
z−β = 0⇒ β2 + (1− a)β + b = 0. (2.6)

On discute l’existence des solutions suivant la valeur de ∆ = (a− 1)2 − 4b.

14
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• Si ∆ > 0 :
On a deux solutions :

α− =
a− 1

2
−

√(
a− 1

2

)2

− b, α+ =
a− 1

2
+

√(
a− 1

2

)2

− b.

La solution générale se présente comme suit :

y(z) = c1z−α− + c2z−α+ . (2.7)

• Si ∆ = 0,

on a une solution double : α0 =
a− 1

2
, et la solution générale se présente comme

suit :
y(z) = c1z−α0 − c2z−α0 ln z

• Si ∆ < 0,
on obtient deux solutions complexes de la forme α ± iγ et la solution générale se
présente comme suit :

y(z) = c1zα cos(γ ln(z)) + c2zα sin(γ ln(z)).

Revenant à notre cas de départ (2.6), le discriminant ∆ = (N− 2)2− 4λ où 0 < λ ≤

ΛN =

(
N − 2

2

)2

ce qui entraine que ∆ ≥ 0.

On aura donc comme solution :

u(r) =


c1r−α− + c2r−α+ si 0 < λ < ΛN

c1r−α− − c2r−α+ ln(r) si λ = ΛN

avec
α− =

N − 2
2
−
√

ΛN − λ, α+ =
N − 2

2
+
√

ΛN − λ,

et donc on a deux branches de solutions :

Γλ(x) = |x|−α− , Φλ(x) =

{
|x|−α+ si λ < ΛN

−|x|−α+ ln(|x|) si λ = ΛN.

Pour 0 < λ < ΛN, Φλ est une solution régulière de (2.2) au sens que λ|x|−2Φλ(.) ∈
L1

loc(R
N) et :

LλΦλ = 0 dans D′(RN \ {0}),

i.e : ∫
RN

ΦλLλ ϕ dx = 0, ∀ϕ ∈ C∞
c (RN \ {0}).
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Ce sens distributionnel n’arrive pas à exprimer la singularité de Φλ.
Pour contourner cette difficulté, les auteurs de [17, 18] ont introduit un nouveau plan de
travail :

Proposition 2.2.2 La fonction Φλ est une solution distributionnelle de :

Lλu = cλδ0 dans D′(RN \ {0}),

telle que ∫
RN

ΦλL∗λ ϕdγλ = cλ ϕ(0), ∀ϕ ∈ C∞
c (RN). (2.8)

Où δ0 est la masse de Dirac à l’origine, on note dγλ(x) = Γλ(x)dx, et

L∗λ. = −∆. + 2
α−

|x|2 x · ∇., (2.9)

et

cλ =

{
2|SN−1|

√
ΛN − λ si λ < ΛN
|SN−1| si λ = ΛN

,

avec |SN−1| = N|B1(0)|
(
où |B1(0)| est la mesure de la boule unité de RN).

PREUVE.
Posons r = |x|, alors :

L∗λu = −u′′(r)− N − 1− 2α−

r
u′(r) = −u′′(r)− 2

√
ΛN − λ + 1

r
u′(r).

On sépare l’étude en deux parties :

• Si λ < ΛN

∫
RN

ΦλL∗λ ϕdµ = |SN−1|
∫ +∞

0
r−α+

(
−ϕ′′(r)− 2

√
ΛN − λ + 1

r
ϕ′(r)

)
r−α−rN−1dr

= −|SN−1|
∫ +∞

0
rN−2−α−−α+

(
rϕ′′(r) +

(
2
√

ΛN − λ + 1
)

ϕ′(r)
)

dr

= −|SN−1|
[∫ +∞

0
rϕ′′(r)dr +

(
2
√

ΛN − λ + 1
)
[ϕ(r)]+∞

0

]
= −|SN−1|

[[
rϕ′(r)

]+∞
0 −

∫ +∞

0
ϕ′(r)dr−

(
2
√

ΛN − λ + 1
)

ϕ(0)
]

= 2
√

ΛN − λ|SN−1|ϕ(0).
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• Si λ = ΛN,

∫
RN

ΦλL∗λ ϕdµ = |SN−1|
∫ +∞

0
r−α+ (− ln r)

(
−ϕ′′(r)− ϕ′(r)

r

)
r−α−rN−1dr

= |SN−1|
∫ +∞

0
ln r

(
rϕ′′(r) + ϕ′(r)

)
dr

= |SN−1|
[[

r ln rϕ′(r)
]+∞

0 −
∫ +∞

0
(ln r + 1) ϕ′(r)dr +

∫ +∞

0
ln rϕ′(r)dr

]
= −|SN−1|

∫ +∞

0
ϕ′(r)dr

= |SN−1|ϕ(0).

Pour ce qui suit, on a besoin des lemmes suivants :

Lemme 2.2.1 Soit Ω ⊂ RN ouvert borné et u : Ω→ R telle que : Tk(u) ∈W1,2
0 (Ω)

Si
1
k

∫
Ω
|∇Tk(u)|2dx ≤ M ∀k > 0. (2.10)

Alors u ∈ Mp(Ω) avec p =
N

N − 2
,

où
Tk(u) = sign(u)min{|u|, k} (2.11)

PREUVE. voir [5]

Lemme 2.2.2 Soit Ω ⊂ RN ouvert borné et u : Ω → R telle que : Tk(u) définie par (2.11)
appartient à W1,2

0 (Ω) vérifiant (2.10)

Alors ∇u ∈ Mp(Ω) avec p =
N

N − 1

PREUVE. voir [5]

Lemme 2.2.3 Soit f ∈ C0,β(Ω) pour un certain β ∈ (0, 1).
Alors le problème 

Lλu = f dans Ω \ {0}
u = 0 sur ∂Ω

lim
x→0

u(x)Φ−1
λ (x) = 0

.

a une unique solution u f satisfaisant :∫
Ω

u fL∗λ(ϕ)dγλ =
∫

Ω
f ϕdγλ ∀ϕ ∈ C1,1

0 (Ω).

PREUVE. Voir [17].
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2.2.1 Une autre manière de voir la singularité
Considérons le problème suivant :{

Lλu = f dans Ω \ {0}
u = 0 sur ∂Ω. (2.12)

Où Ω un ouvert régulier de RN, λ ≤ Λ.
On définit v(x) = |x|α−u(x), alors par un changement de variable v résout le problème
suivant :

{
-div

(
|x|−2α−∇v

)
= f |x|−α− dans Ω \ {0}

u = 0 sur ∂Ω.
(2.13)

Remarque 2.2.2 D’après [21, Lemme 1.3] on obtient que : il existe une constante positive C > 0,
telle que pour f ∈ L∞(Ω), alors

u(x) ≤ C|x|α− . (2.14)

Nous avons besoin des outils de base suivants : le principe de comparaison et l’estimation
de base des singularités à l’origine.

Lemme 2.2.4 Soient λ ≤ ΛN, f1 ≥ f2 et k1 ≥ k2, u1 et u2 telles que :{ Lλu1 ≥ f1 dans Ω \ {0},
lim inf
|x|→0

u1(x)Φ−1
λ (x) ≥ k1,

et { Lλu2 ≤ f2 dans Ω \ {0},
lim inf
|x|→0

u2(x)Φ−1
λ (x) ≤ k2.

Si u1 ≥ u2 sur ∂Ω, alors u1 ≥ u2 dans Ω \ {0}

PREUVE. Soit ω := u1 − u2 telle que u1, u2 vérifient les hypothèses du Lemme 2.2.4.
Alors ω vérifie le problème :

Lλω ≥ 0 dans Ω \ {0},
ω ≥ 0 sur ∂Ω

lim inf
|x|→0

ω(x)Φ−1
λ (x) ≥ 0.

Donc, par le principe de Maximum :

ω ≥ 0 dans Ω.

Alors, u1 ≥ u2 dans Ω \ {0}.
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Lemme 2.2.5 Supposons que : λ ≤ ΛN, r0 ∈ (0, 1], telle que B2r0(0) ⊂ Ω et u ∈ C1,1(Ω \
{0}

)
telle que u solution classique positive de (2.12) avec f > 0 Alors, u positive dans Ω \ {0},

et pour c1 > 0,

u(x) ≥ c1|x|−α− , ∀x ∈ Br0(0) \ {0}. (2.15)

PREUVE. Par le principe du Maximum , on a u > 0 dans Ω \ {0}, alors

u(x) ≥ c1 > 0 sur ∂Br0(0),

et
lim inf
|x|→0

u(x)Φλ(x)−1 ≥ 0.

Donc, il existe c2 > 0 telle que u(x) ≥ c2r−α−
0 = c2|x|−α− sur ∂Br0(0).

Alors, par Lemme 2.2.4, on a u(x) ≥ |x|−α− dans Br0(0) \ {0}, ce qu’il fallait démontrer.

Une condition d’intégrabilité sur f près de l’origine est nécessaire pour assurer l’existence
d’une solution distributionnelle.

Théorème 2.2.1 Soit f une fonction de C0,β
loc (Ω \ {0}) pour un certain β ∈ (0, 1).

(I) Supposons que : ∫
Ω
| f |dγλ < +∞. (2.16)

Alors le problème (2.12), soumis de la condition lim
|x|→0

u(x)Φ−1
λ (x) = k avec k ∈ R , admet une

unique solution uk, vérifiant la formulation faible suivante :

∫
Ω

ukL∗λ(ϕ)dγλ =
∫

Ω
f ϕdγλ + cλkϕ(0), ∀ϕ ∈ C1,1

0 (Ω). (2.17)

(II) Supposons que f vérifie (2.16) et u est une solution positive de (2.12), alors u satisfait (2.17)
pour un certain k ≥ 0 et vérifie :

lim
|x|→0

u(x)Φ−1
λ (x) = k.

(III) Supposons que f ≥ 0 et

lim
r→0+

∫
Ω\Br(0)

f dγλ = +∞. (2.18)

Alors le problème (2.12) n’admet pas de solution positive.
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PREUVE. [17] (I)-Soit ( fn)n∈N ⊂ L∞(Ω) telle que fn → f dans L1(Ω) et fn → f dans
L1(Ω, dγλ).
Le problème :

{
Lλun = fn dans Ω \ {0}

un = 0 sur ∂Ω. (2.19)

Par le théorème 1.8.2 (Lax-Milgram), ce problème admet une unique solution un ∈ H1
0(Ω).

Soit ψ0 l’unique solution énergétique du problème :{
Lλψ0 = |x|−2 dans Ω \ {0}

ψ0 = 0 sur ∂Ω.

De (2.14), on peut voir que ψ0(x) ≤ c|x|−α− .
On utilise donc ψ0 comme fonction test dans (2.19) :∫

Ω
un|x|−2dx =

∫
Ω
Lλunψ0dx =

∫
Ω

fnψ0dx ≤ c
∫

Ω
fn|x|−α−dx < +∞,

et donc
‖un|x|−2‖L1(Ω) ≤ C1 où (C1 = c

∫
Ω

fn|x|−α−dx).

Maintenant, on prend Tk(un)comme fonction test dans (2.19), on obtient :∫
Ω

(
−∆un − λ

un

|x|2

)
Tk(un)dx =

∫
Ω

fnTk(un) dx.

Alors ∫
Ω
|∇Tk(un)|2dx =

∫
Ω

fnTk(un)dx + λ
∫

Ω

un

|x|2 Tk(un)dx

≤ k
(∫

Ω
fndx + λ

∫
Ω

un

|x|2 dx
)

.

Ce qui entraine que
1
k

∫
Ω
|∇Tk(un)|2 dx ≤ ‖ f ‖L1(Ω) + λC1.

En appliquant le lemme 2.2.1, on obtient :

un ∈ Mp1(Ω) p1 =
N

N − 2
.

Alors
‖un‖L1(Ω) ≤ C′‖un‖Lp1−α(Ω) < C, ∀α > 0.

En appliquant le lemme 2.2.2, on obtient :

∇un ∈ Mq1(Ω), q1 =
N

N − 1
.
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Donc
un ⇀ u faiblement dans L1(Ω),

et
∇un ⇀ w = ∇u faiblement dans L1(Ω) (Par unicité de la limite).

Alors, on a :
un → u dans L1(Ω) et ∇un → ∇u dans L1(Ω).

Et par le lemme de Vitali 1.4.3 on a :

un

|x|2 →
u
|x|2 dans L1(Ω).

On conclut donc que u est bien une solution faible de (2.12).
Soit uk l’unique solution de (2.12) avec la condition lim

|x|→0
u(x)Φ−1

λ (x) = k avec k ∈ R,

Soit ψ1 ∈ C∞(Ω) telle que :

ψ1(x) =
{

1 si x ∈ [0, 1]
0 si x ≥ 2

et soit n0 ≥ 2R telle que R = sup {r > 0, Br(0) ⊂ Ω}.
Notons ψn0(r) = ψ1(n0r), avec r = |x|, w1 = kΦλψn0 et w2 = uk − kΦλψn0 .
Alors on a :


Lλwi = (−1)ik[2∇ψn0 · ∇Φλ + Φλ∆ψn0 ] + (i− 1) f dans Ω \ {0}

wi = 0 sur ∂Ω
lim
x→0

wi(x)Φ−1
λ (x) = k(2− i)

(2.20)
Ce qui donne∫

Ω
w1L∗λ(ϕ)dγλ =

∫
{x∈Ω\|x|n0∈[0,1]}

kΦλL∗λ(ϕ)dγλ +
∫

{x∈Ω\|x|n0∈ ]1,2[ }

Lλw1ϕdγλ

(2.21)

de (2.8) on a = cλkϕ(0)− k
∫

Ω
[2∇ψn0 · ∇Φλ + Φλ∆ψn0 ] ϕdγλ, (2.22)

et de lemme 2.2.3∫
Ω

w2L∗λ(ϕ)dγλ = k
∫

Ω
[2∇ψn0 · ∇Φλ + Φλ∆ψn0 ] ϕdγλ +

∫
Ω

f ϕdγλ. (2.23)

Par (2.21) et (2.23), on aura∫
Ω

ukL∗λ(ϕ)dγλ =
∫

Ω
f ϕdγλ + cλkϕ(0).
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Ce qu’il fallait démontrer.
(II) voir [17].

(III) f ≥ 0 et lim
r→0+

∫
Ω\Br(0)

f dγλ = +∞.

Soit ϕ0 la solution du problème :{
Lλ ϕ0 = 1 dans Ω

ϕ0 = 0 sur ∂Ω (2.24)

On a par le Lemme 2.2.5 que ϕ0(x) ≥ c|x|−α− dans un voisinage de x0 = 0 avec c > 0.
On prend ϕ0 comme fonction test dans (2.19), et soit un solution de (2.19)∫

Ω
Lλun ϕ0dx =

∫
Ω

fn ϕ0 dx.

Ce qui entraine ∫
Ω

unLλ ϕ0dx =
∫

Ω
fn ϕ0dx.

Alors ∫
Ω

undx =
∫

Ω
fn ϕ0dx ≥ c

∫
Ω

fn|x|−α−dx.

On peut facilement voir que par le Lemme 2.2.4 (un)n∈N est croissante et donc un ≤ u =
lim

n→+∞
un.

Ce qui implique que : ∫
Ω

undx ≥
∫

Ω
fn|x|α

−
dx.

Par le théorème de convergence dominée

∫
Ω

udx ≥
∫

Ω
f |x|α−dx = +∞,

et donc le problème (2.12) n’admet pas de solution.

Lemme 2.2.6 Soient λ ≤ ΛN, f positive continue dans Ω \ {0} et vérifie :

f (x) ≥ c3|x|−β−2, ∀x ∈ Br0(0) \ {0} β ∈ R, avec c3 ≥ 1. (2.25)

Si β ≥ α+, alors le problème :
Lλu = f dans Ω \ {0}

u = 0 sur ∂Ω
lim
|x|→0

u(x)Φ−1
λ (x) = 0

, (2.26)

n’admet pas de solution positive.
Si β < α+ et f ∈ L1(Ω, dγλ), (2.12) admet une unique solution u f , qui est positive et vérifie :
Pour α− < β < α+,

u f (x) ≥ c4|x|−β, ∀x ∈ Br0(0) \ {0}. (2.27)
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Pour β = α−,
u f (x) ≥ c4|x|−β(− ln |x|), ∀x ∈ Br0(0) \ {0}. (2.28)

Pour β < α−,
u f (x) ≥ c4|x|−α− , ∀x ∈ Br0(0) \ {0}, (2.29)

où c4 ≥ 1.

PREUVE. Le cas β ≥ α+ La non existence de solution et le cas d’existence pour β < α+

est un résultat direct du théorème 2.2.1.
En effet, si β ≥ α+,∫

Ω
f dγλ ≥

∫
Ω
|x|−β−2|x|−α−dx = c1

∫ r0

0
r−β−2−α−+N−1dr

= c2

[
r−β−2−α−+N

]r0

0
= c3 − lim

r→0
r−β−2−α−+N = +∞

⇔ −β− 2− α− + N < 0⇔ β > N − 2− α− = α+.

Si β = α+ on aura :∫
Ω

f dγλ ≥
∫

Ω
|x|−α+−2|x|−α−dx = c1

∫ r0

0

1
r

dr = +∞ .

Pour le comportement asymptotique à l’origine, on doit construire de bonnes bornes pour
u f .
Dans cette preuve on suppose que r0 = 1, sinon on fait une normalisation.
Pour α− < β < α+, on a

Lλ|x|−β = K(β)|x|−β−2.

Où K(β) > 0. De (2.25), il existe t1 > 0 telle que :

Lλ(t1|x|−β) = t1K(β)|x|−β−2 ≤ c3|x|−β−2 ≤ f (x), ∀x ∈ B1(0) \ {0}.

Alors, par Lemme 2.2.4, en prenant la borne inférieure u1(x) = t1|x|−β, et u2(x) = u f (x)
la borne supérieure dans B1(0) \ {0}, on obtient donc le résultat :

u f (x) ≥ c4|x|−β, ∀x ∈ Br0 \ {0} où c4 = t1 telle que t1K(β) ≤ c3.

Pour β = α−

Lλ

(
|x|−β (− ln |x|)

)
=
(
−2α− + N − 2

)
|x|−α−−2.

Alors, il existe t2 > 0 telle que t2 (−2α− + N − 2) ≤ c3, donc

Lλ

(
t2
(
|x|−β (− ln |x|)

))
= t2 (−2α− + N − 2) |x|−α−−2

≤ c3|x|−α−−2

≤ f (x), ∀x ∈ Br0(0) \ {0},
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et donc par le Lemme 2.2.4, en prenant la borne inférieure t2
(
|x|−β (− ln |x|)

)
on obtient :

u f (x) ≥ c4|x|−β(− ln |x|)

avec c4 = t2.
Pour β < α−

Lλ|x|−β = K(β)|x|−β−2,

avec K(β) < 0, et donc par le Lemme 2.2.4, en prenant la borne inférieure |x|−β et |x|−α−

comme borne supérieure puis comme borne inférieur on obtient :

|x|−β ≤ |x|−α− ≤ u f (x), ∀x ∈ Br0(0) \ {0}.

et la preuve est terminée.

2.3 Cas d’une donnée potentiel

Soit le problème de Hardy suivant :

Lλu = up dans BR(0) \ {0}. (2.30)

Où Ω est un ouvert régulier de RN et p > 1 et R > 0.

2.3.1 Résultat d’existence :

L’existence d’une solution radiale de (2.30) :
Notons

p− = 1 +
2

α+
< p < 1 +

2
α−

= p+.

On observe que :

1 < p− <
N + 2
N − 2

< p+,

pour tout 0 < λ < ΛN et

lim
λ→0

p− = lim
λ→0

[
1 +

2
α+

]
=

N
N − 2

, lim
λ→ΛN

p− = lim
λ→0

[
1 +

2
α+

]
=

N + 2
N − 2

lim
λ→0

p+ = lim
λ→0

[
1 +

2
α−

]
= +∞, lim

λ→ΛN
p+ = lim

λ→ΛN

[
1 +

2
α−

]
=

N + 2
N − 2

.

24



CHAPITRE 2. RÉSULTAT D’EXISTENCE POUR UNE ÉQUATION

FIGURE 2.1 – p+ et le p− en fonction de λ

Théorème 2.3.1 Soit 0 < λ ≤ ΛN. Il existe une solution non triviale u de l’équation (2.30) avec
up et

u
r2 appartenant à L1(BR(0)), pour tout p ∈ (1, p+).

PREUVE. On distingue deux cas :

• Si λ < Λ et p < 2∗ − 1 =
N + 2
N − 2

:

l’existence d’une solution positive u ∈ H1
0(BR(0)) de (2.30) est une conséquence

standard et directe du théorème du col de la montagne 1.8.4. En fait, on peut de
trouver une solution radiale. (Pour plus de détail voir [20]).
• Si λ < Λ et p− < p < p+ :

Posons u(x) = c1|x|−β comme solution du problème (2.30), alors, pour α− < β <
α+.

Lλu(x) = −∆u(x)− λ
u(x)
|x|2 = u(x)p.

Ce qui est équivalent à :

K(β)r−β−2 =
(
−β2 + (N − 2) β− λ

)
c1 r−β−2 ≥ cp

1 r−βp.

Alors, nécessairement β + 2 ≥ βp, ce qui implique que β ≥ 2
p− 1

, et K(β) ≥

cp−1
1 > 0, avec K(β) = −β2 + (N − 2) β− λ > 0 si et seulement si α− < β < α+.

Ce qui est équivalente à

p− = 1 +
2

α+
< p < 1 +

2
α−

= p+.
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Alors, il existe une solution radiale du problème (2.30).

• Si λ = Λ et 1 < p < p+ =
N + 2
N − 2

:

En utilisant l’inégalité de Hardy-Sobolev améliorée théorème 1.6.3, il en résulte que

‖u‖2
H =

∫
Br(0)
|∇u|2dr−Λ

∫
Br(0)

u2

|x|2 ≥ ‖u‖
2
W1,q

0 (Br(0))
.

Où H est un espace de Hilbert.
On procède comme dans le cas précédent, on démontre par le théorème du col de la
montagne 1.8.4 l’existence d’un point critique u solution du problème (2.30) (Pour
plus de détail voir [20]).

2.3.2 Résultat de non-existence :

Pour la non existence on a le théorème suivant :

Théorème 2.3.2 Soit 0 < λ ≤ ΛN. Si p ≥ p+ alors le problème (2.30) ne possède pas de solution
non triviale.

PREUVE. Par l’absurde, on suppose qu’il existe une solution positive de (2.30). En utili-

sant
ϕ2

u
comme fonction test dans (2.30) et en appliquant l’inégalité de Picone 1.6.4 :

∫
Br0 (0)

up

u
ϕ2dx =

∫
Br0 (0)

(
−∆u − λ

u
|x|2

)
ϕ2

u
dx ≤

∫
Br0 (0)

(−∆u)
ϕ2

u
dx

≤
∫

Br0 (0)
|∇ϕ|2 dx.

Alors, en utilisant le lemme 2.2.5, nous obtenons

‖ϕ‖2
H1

0(Ω)
≥
∫

Br(0)
up−1ϕ2 dx ≥ C

∫
Br(0)

ϕ2|x|−(p−1)α− ≥ C

r(p−1)α−−2
0

∫
Br(0)

ϕ2

|x|2 dx.

On a p > 1 + 2
α− = p+ donc (p− 1)α− − 2 > 0 car. En choisissant r suffisamment petit,

nous obtenons une contradiction avec l’inégalité de Hardy (théorème 1.2).
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Chapitre 3
Résultats d’existence et non existence pour
un système

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie l’existence et la non-existence de sur-solutions positives pour
le système de Lane-Emden avec potentiel de Hardy suivant :


−∆u = λ1

u
|x|2 + f (x, v) dans Ω \ {0},

−∆v = λ2
v
|x|2 + g(x, u) dans Ω \ {0},

u = v = 0 sur ∂Ω

. (3.1)

Où
f (x, v) = vp et g(x, v) = uq,

pour p, q > 0, 0 < λ1, λ2 < ΛN =

(
N − 2

2

)2

où Ω est un domaine borné régulier de

RN contenant l’origine, avec N ≥ 3.
On rappelle l’opérateur de Schrödinguer par

Lλ = −∆− λ|x|−2.

le système (3.1) est équivalent à :


Lλ1u = vp dans Ω \ {0},
Lλ2v = uq dans Ω \ {0},

u = v = 0 sur ∂Ω
(3.2)

Où p, q > 0, 0 < λ1, λ2 < ΛN , Ω est un domaine borné de classe C2(Ω) de RN contenant
l’origine.
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Remarque 3.1.1 On note :

α±1 = α±(λ1) =
N − 2

2
±
√

ΛN − λ1, α±2 = α±(λ2) =
N − 2

2
±
√

ΛN − λ2,

Avec
Lλ|x|−β = K(β)|x|−β−2 = K(β)|x|−β−2 K(β) > 0⇔ α− < β < α+.

Et
Lλ|x|−β(− ln |x|) = 2

√
ΛN − λ|x|−β−2 si β = α− ou β = α+.

3.2 Non existence

3.2.1 Propriété primaire de non existence :

Rappelons que dγλ(x) = Γλ(x)dx.

Théorème 3.2.1 Soient 0 < λ2, λ1 ≤ ΛN, et p, q > 0 tels que :

p ≥ p =
N − α−1

α−2
ou q ≥ q =

N − α−2
α−1

(3.3)

Alors le système (3.2) n’admet pas de sur-solution positive.

PREUVE.

Par l’absurde, on suppose que (u, v) est une solution du système (3.2), avec p ≥ p̄ donc
par Lemme 2.2.5 u, v positives et :

u(x) ≥ c1|x|−α−1 et v(x) ≥ c1|x|−α−2 , ∀x ∈ Br0(0) \ {0}. (3.4)

D’où :
u(x)q ≥ cq

1|x|
−α−1 q et v(x)p ≥ cp

1 |x|
−α−2 p, ∀x ∈ Br0(0) \ {0}.

Où on rappelle que r0 ∈ (0, 1] tel que B2r0(0) ⊂ Ω. On a α−1 , α−2 > 0,
Alors

Lλu ≥ vp /∈ L1(Ω, dγλ1).

Puisque pour p > p̄ on a :∫
Ω

vp(x)|x|−α−1 dx ≥
∫ r0

0
r−α−2 p−α−1 rN−1dr = c

[
r−α−2 p−α−1 +N]r0

0

lim
r→0

r−α−2 p−α−1 +N = +∞ car − α−2 p− α−1 + N < 0.

Et pour p = p̄ on a : ∫
Ω

vp(x)|x|−α−1 dx ≥
∫ r0

0

1
r

dr = +∞.
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Ce qu’il fallait démontrer.
D’où, par le théorème 2.2.1 partie (III) une telle fonction u n’existe pas .
Si α−1 q + α−2 ≥ N , alors on a Lλ2v ≥ uq /∈ L1(Ω, dγλ2) et de même une telle fonction v
n’existe pas par le théorème 2.2.1 partie (III).

3.2.2 Non existence par méthode d’itération :
Théorème 3.2.2 Soient 0 < λ2, λ1 ≤ ΛN, et p, q > 0 satisfont l’une des hypothèses suivantes :

(i)
2 + α−2

α−1
= q+ ≤ q < q =

N − α−2
α−1

et − α−1 (pq− 1) + 2p + 2 < 0;

(ii)
2 + α−1

α−2
= p+ ≤ p < p =

N − α−1
α−2

et − α−2 (pq− 1) + 2p + 2 < 0.

Alors le système (3.2) n’admet pas de sur-solution positive.

PREUVE. On résonne par absurde, posons (u, v) une sur-solution positive de (3.2).
Cas (i)
Notons :

β
(0)
1 = α−1 et β

(0)
2 = α−2 .

Donc par le lemme 2.2.5 on a :

Lλ2v(x) ≥ u(x)q ≥ cq
1|x|

−β
(0)
1 q, ∀x ∈ Br0(0) \ {0}.

On applique le Lemme 2.2.6 pour −β− 2 = −β
(0)
1 q ce qui entraîne que β = β

(0)
1 q− 2

Posons
β
(1)
2 = max{β(0)

1 q− 2, β
(0)
2 } = β

(0)
1 q− 2.

En effet, on a l’hypothèse :
2 + α−2

α−1
≤ q <

N − α−2
α−1

,

il en résulte que,

α−2 ≤ α−1 q− 2 < N − 2− α−2 = N − 2−
(

N − 2
2
−
√

ΛN − λ

)
=

N − 2
2

+
√

ΛN − λ = α+2 .

Alors β
(1)
2 ∈ [α−2 , α+2 ),

et on obtient
v(x) ≥ c2|x|−β

(1)
2 , ∀x ∈ B 1

2
\ {0},
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Maintenant, on utilise l’inégalité

Lλ1u(x) ≥ v(x)p ≥ cp
2 |x|

−β
(1)
2 p.

On applique le lemme 2.2.6 avec −β− 2 = −β
(1)
2 p ce qui entraine queβ = β

(1)
2 p− 2.

Posons

β
(1)
1 = max{β(1)

2 p− 2, β
(0)
1 } = β

(1)
2 p− 2 =

(
β
(0)
1 q− 2

)
p− 2 = β

(0)
1 pq− 2p− 2.

On a par hypothèse :

−α−1 (pq− 1) + 2p + 2 < 0 alors − α−1 pq + 2p + 2 < α−1 .

Donc
β
(1)
1 = α−1 pq− 2p− 2 > α−1 .

Si β
(1)
1 ≥ α+1 , alors on obtient une contradiction avec le théorème 2.2.1 partie (III).

Sinon on obtient
u(x) ≥ c3|x|−β

(1)
1 , ∀x ∈ B 1

2
\ {0},

et on utilise β
(1)
1 comme donnée initiale et on répète le processus.

On aura pour j ≥ 2

v(x) ≥ cj−1,1|x|−β
(j−1)
2 , u(x) ≥ cj−1,2|x|−β

(j−1)
1 , ∀x ∈ B 1

2
\ {0}.

Où
β
(j−1)
1 ∈ (α−1 , α+1 ) et β

(j−1)
2 ∈ (α−2 , α+2 ).

De la même façon qu’au dessus ,on obtient

β
(j)
2 = β

(j−1)
1 q− 2 = β

(j−1)
2 pq− 2q− 2 > α−2 .

Si β
(j)
2 ≥ α+2 ,alors on obtient une contradiction avec le théorème 2.2.1 partie (III).

Sinon on aura
v(x) ≥ cj,1|x|−β

(j)
2 , ∀x ∈ B1

2
\ {0},

et on continue à déduire

β
(j)
1 = β

(j)
2 p− 2 = β

(j−1)
1 pq− 2p− 2.

Si β
(j)
1 ≥ α+1 , alors on obtient une contradiction avec le théorème 2.2.1 partie (III).

Sinon on aura u(x) ≥ cj,2|x|−β
(j)
1 , ∀x ∈ B 1

2
(0) \ {0}

et on utilise β
(j)
1 comme donnée initiale et on répète le processus.
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Affirmation :
Supposons qu’il existe j0 ≥ 1 telle que :

β
(j0)
1 > β

j0−1)
1 et β

(j0)
2 > β

(j0−1)
2 . (3.5)

Posons
sj = β

(j)
1 − β

(j−1)
1 et tj = β

(j)
2 − β

(j−1)
2 .

On a

sj = β
(j)
1 − β

(j−1)
1

= β
(j−1)
1 (pq− 1)− 2p− 2

=
(

β
(j−2)
1 pq− 2p− 2

)
(pq− 1)− 2p− 2

= β
(j−2)
1 pq(pq− 1)− pq(2p + 2) + 2p + 2− 2p− 2

= pq
[

β
(j−2)
1 (pq− 1)− 2p− 2

]
= pqsj−1,

et

tj = β
(j)
2 − β

(j−1)
2

= β
(j−1)
2 (pq− 1)− 2q− 2

=
(

β
(j−2)
2 pq− 2q− 2

)
(pq− 1)− 2q− 2

= β
(j−2)
2 pq(pq− 1)− pq(2q + 2) + 2q + 2− 2q− 2

= pq
[

β
(j−2)
2 (pq− 1)− 2q− 2

]
= pqtj−1.

Alors on a

sj = pqsj−1 = · · · = (pq)j−1sj0 et tj = pqtj−1 = · · · = (pq)j−1tj0

De l’hypothèse −α−1 (pq− 1) + 2p + 2 < 0 on obtient que :

pq− 1 >
2p + 2

α−1
> 0⇒ pq > 1,

et les suites (β
(j)
1 )j≥0 et (β

(j)
2 )j≥1 sont strictement croissantes.

sj et tj sont des suites géométrique de rayon pq > 1 et donc on déduit que :

β
(j)
1 → +∞ et β

(j)
2 → +∞ quand j→ +∞. (3.6)

Donc d’après claim, il existe j1 ≥ j0 telle que :

β
(j1)
1 ≥ α+1 ou β

(j1)
2 ≥ α+2

D’où, la non existence viens par contradiction avec le théorème 2.2.1 partie (III).
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3.3 Existence

Théorème 3.3.1 Soit Ω = B1(0), 0 < λ1, λ2 < ΛN et p, q > 1 satisfaisant l’une des condi-
tions suivantes :

(a.1) q ∈
(

2 + α−2
α−1

,
N − α−2

α−1

)
et − α−1 (pq− 1) + 2p + 2 > 0,

(a.2) q ≤
2 + α−2

α−1
et p <

2 + α−1
α−2

,

(b.1) p ∈
(

2 + α−1
α−2

,
N − α−1

α−2

)
et − α−2 (pq− 1) + 2q + 2 > 0,

(b.2) q <
2 + α−2

α−1
et p ≤

2 + α−1
α−2

.

Alors, le problème (3.2) admet au moins une sur-solution positive.

La figure suivante montre les régions d’existence et la non existence de solutions radiales
pour le problème (3.2) selon les exposants p, q.
La région de (p, q) en rouge représente la non-existence, les points en blanc sont encore
ouverts.
Les régions A,B,C d’existence sont comme suit :

A =
{
(p, q) ∈ R+

∗ ×R+
∗ : p < p+ et q < q+

}
B =

{
(p, q) ∈ R+

∗ ×R+
∗ : q+ < q < q et − α−1 (pq− 1) + 2p + 2 > 0

}
C =

{
(p, q) ∈ R+

∗ ×R+
∗ : p+ < p < p et − α−2 (pq− 1) + 2q + 2 > 0

}
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FIGURE 3.1 – Zones d’existence-Non-existence du problème (3.2)

PREUVE. (Théorème 3.3.1)
On construit des sur-solutions positives du système (3.2) en considérant des fonctions
radiales symétriques spécifiques :
Soient 0 < λ1, λ2 ≤ ΛN et p, q > 1.

Cas 1 : q ∈
(

2 + α−2
α−1

,
N − α−2

α−1

)
et −α−1 (pq− 1) + 2p + 2 > 0.

La construction d’une sur-solution positive par le couple t(u1, v1), où t > 0,
Posons :

β3 = (α−1 q− 2)p− 2 et β4 = α−1 q− 2.

Observons que :
β3 < α−1 et α−2 < β4 < α+2 .

puisqu’on a :

q ∈
(

2 + α−2
α−1

,
N − α−2

α−1

)
⇒ α−2 < α−1 q− 2 < N − 2− α−2 = α+2 ,

et :
−α−1 (pq− 1) + 2p + 2 > 0⇒ α− = (α−1 q− 2)p− 2 < α−1 .

Donc
Lλ1 |x|

−β3 = K(β3)|x|−β3−2 = K(β3)|x|−(α
−
1 q−2)p < 0,

et on a que :|x|−β3 < |x|−α−1 car β3 < α−1 et |x| < 1.
On sait que : Lλ1 |x|

−α−1 = 0.
Posons

u1(x) = |x|−α−1 − |x|−β3 ; v1(x) = |x|−β4 .
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Alors on obtient :

Lλ1u1(x) = c4|x|−(α
−
1 q−2)p = c4|x|−β4 p ≥ c4v1(x)p, ∀x ∈ B1(0) \ {0}.

et
Lλ2v1(x) = c5|x|−α−1 q ≥ c5

(
|x|−α−1 − |x|−β3

)q
≥ c5u1(x)q, ∀x ∈ B1(0) \ {0}.

Où c4 = −K(β3) > 0 et c5 = K(β4) > 0.
D’où, t(u1, v1) est une solution positive du système (3.2) dans B1(0) \ {0} pour t ∈ (0, 1)
assez petit.

Cas 2 : q <
2 + α−2

α−1
et p <

2 + α−1
α−2

.

Posons :
β5 = α−2 p− 2 et β6 = α−1 q− 2.

Observons que :
β5 < α−1 et 0 < β6 < α−2 .

On pose alors :

u2(x) = |x|−α−1 − |x|−β5 et v2(x) = |x|−α−2 − |x|−β6 pour |x| > 0.

Alors on obtient :

Lλ1u2(x) = c6|x|−α−2 p ≥ c6v2(x)p, ∀x ∈ B1(0) \ {0},

et
Lλ2v2(x) = c7|x|−α−1 q ≥ c7u2(x)q, ∀x ∈ B1(0) \ {0}.

Où c6 = −K(β5) > 0 et c7 = −K(β6) > 0.
D’où, t(u2, v2) est une solution positive du système (3.2) dans B1(0) \ {0} pour t ∈ (0, 1)
assez petit.

Cas 3 : q =
2 + α−2

α−1
et p <

2 + α−1
α−2

.

Posons :
β7 = α−2 p− 2− ε0 < α−1 , et β8 = α−1 q− 2 = α−2 ,

et :

u3(x) = |x|−α−1 − |x|−β7 et v3(x) = |x|−β8 (− ln |x|) pour x ∈ B1(0) \ {0}.

Alors on obtient :

Lλ1u3(x) = c8|x|−α−2 p+ε0 ≥ c8v3(x)p, ∀x ∈ B1(0) \ {0},

et
Lλ2v3(x) = c9|x|−α−1 q ≥ c9

(
|x|−α−1 − |x|−β5

)q
≥ c9u3(x)q, ∀x ∈ B1(0) \ {0}.

Où c8 = −K(β7) > 0 et c9 = 2
√

ΛN − λ2 > 0.
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D’où, t(u3, v3) est une solution positive du système (3.2) dans B1(0) \ {0} pour t ∈ (0, 1)
assez petit.

Cas 4 : 0 < q <
2 + α−2

α−1
, p =

2 + α−1
α−2

.

Posons :
β9 = α−2 p− 2 = α−1 et β10 = α−1 q− 2− ε1 < α−2 ,

et on pose :

u4(x) = |x|−β9 (− ln |x|) et v4(x) = |x|−α−2 − |x|−β10 pour x ∈ B1(0) \ {0},

Alors on obtient :

Lλ1u4(x) = c10|x|−α−2 p ≥ c10v4(x)p, ∀x ∈ B1(0) \ {0},

et
Lλ2v4(x) = c11|x|−α−1 q+ε1 ≥ c11u4(x)q, ∀x ∈ B1(0) \ {0}.

Où c10 = 2
√

ΛN − λ1 et c11 = −K(β10) > 0.
D’où, t(u4, v4) est une solution positive du système (3.2) dans B1(0) \ {0} pour t ∈ (0, 1)
assez petit.

Cas 5 : p ∈
(

2 + α−1
α−2

,
N − α−1

α−2

)
et −α−2 (pq− 1) + 2q + 2 > 0

La construction d’une sursolution positive par le couple t(u5, v5), où t > 0.
Posons :

β11 = α−2 p− 2 et β12 = (α−2 p− 2)q− 2.

Observons que :
α−1 < β11 < α+1 et β12 < α−2 ,

alors on pose :

u5(x) = |x|−β11 et v5(x) = |x|−α−2 − |x|−β12 pour x ∈ B1(0) \ {0},

alors on obtient :

Lλ1u5(x) = c12|x|−(α
−
1 q−2)p ≥ c12v5(x)p, ∀x ∈ B1(0) \ {0},

et
Lλ2v5(x) = c13|x|−α−1 q ≥ c13u5(x)q, ∀x ∈ B1(0) \ {0}.

Où c12 = K(β11) > 0 et c13 = −K(β12) > 0.
D’où, t(u5, v5) est une solution positive du système (3.2) dans B1(0) \ {0} pour t ∈ (0, 1)
assez petit.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié la non-existence de super-solutions positives pour le
système de Lane-Emden suivant avec des potentiels inversement carrés


−∆u = λ1

u
|x|2 + vp dans Ω,

−∆v = λ2
v
|x|2 + uq dans Ω,

u = v = 0 sur ∂Ω

(3.7)

pour p, q > 0, 0 < λ1, λ2 < ΛN =

(
N − 2

2

)2

où Ω est un domaine borné régulier de

RN contenant l’origine, avec N ≥ 3.

Précisément, nous avons trouvé des régions sur-critiques de (p, q) pour la non-existence
de sur-solutions positives du système (3.7).

Due a l’explosion de la singularité à l’origine, on adapte une procédure d’itération dans le
cas sur critique pour améliorer le taux d’explosion.

Dans le cas sous-critique, nous avons traité l’existence de sur solutions positives pour le
système (3.7) par des fonctions spécifiques radialement symétriques.
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Résumé :

Dans ce mémoire, nous avons étudié la notion de l’existence et la non existence des solu-
tions d’un système elliptique dite système de Lane-Emden.

En se basant sur une condition d’existence des solutions, et à l’aide d’un processus d’ité-
ration, on analyse l’existence d’une courbe critique ĥ(p, q) telle que si cette courbe (〈(p, q))
est positive, alors le système (1) possède une sur-solution non négative. Par un calcul ra-
dial on montre que le système (1) possède une solution si la courbe 〈(p, q) est négative.

Mots clés : système de Lane-Emden, Existence, courbe critique.

Abstract :

In this dissertation, we studied the notion of the existence and non-existence of solutions
of an elliptic system, known as the Lane-Emden system.

Based on an existence condition for solutions, and using an iteration process, we analyze
the existence of a critical curve ĥ(p, q) such that if this curve (〈(p, q)) is positive, then the
system (1) has a non-negative oversolution. A radial calculation shows that the system (1)
has a solution if the curve 〈(p, q) is negative.

Keywords : Lane-Emden system, Existence, critical curve.
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Annexe A
Annexe

Notation Définition

x = (x1, x2, ..., xN) Elément de IRN

r = |x| =
√
(x2

1 + · · ·+ x2
N) Module de x

∇u =

(
∂u
∂x1

, . . . ,
∂u

∂xN

)
Gradient de u

∆u Laplacien de u
p′ =

p
p− 1

Exposant conjugué de p.

p∗ =
Np

(N − p)
Exposent critique de Sobolev

∂Ω Frontière de Ω
supp (u) Support de la fonction u
meas(A) = |A| Mesure de L’ensemble A ⊂ IRN

‖ · ‖s Norme dans l’espace Ls(Ω)
‖ · ‖X Norme dans l’espace X
BR Boule de rayon R centrée à 0.
BR(x0) Boule de rayon R centrée en x0.
δ0 est la masse de Dirac à l’origine,
|SN−1| = N|B1(0)| la mesure de la boule unité.
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Notation Définition

X′ Espace dual de X
〈·, ·〉 Produit scalaire dans IRN, crochet de dualité.
\ Différence d’ensemble.
Ω′ ⊂⊂ Ω Ω′ sous ensemble ouvert de Ω avec Ω′ ⊂ Ω.
δx0 Mesure de Dirac centrée en x0.
p.p Presque partout.
s.c.i. Semicontinue inférieurement.
s.c.s. Semicontinue superieurement.
C(Ω) ou C0(Ω) Espace des fonctions continues sur Ω.
C0,β(Ω) Espace des fonctions Hölderiennes sur Ω.
C∞(Ω) Espace des fonctions indéfiniment dérivable Ω.
C∞

0 (Ω) C∞(Ω) à support compact
D+(Ω) Espace des fonctions de D(Ω) positives.
D′(Ω) Espace dual de C∞

0 (Ω).
M(Ω) Espace de Marcinkiewicz Ω.
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