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Introduction générale

Les équations aux dérivées partielles sont un outil classique pour étudier les modeles
qui cherchent a expliquer le monde. Plusieurs phénomenes réels en particulier dans les
domaines de la physique, de la biologie, et du traitement d’images,.., sont représentés
par des équations aux dérivées partielles pour permettre la prédiction de comportements
quantitatifs ou qualitatifs et la compréhension des phénomenes observés.

Dans ce travail, nous nous intéressons aux systemes non linéaires de Lane-Emden
incluant des termes de potentiel. L'objectif est d’analyser le travail de [15] les auteurs qui
ont étudié le systeme elliptique suivant :

—Au = Al\x% + 9P dans O\ {0},
—Av = /\z\x% +u7 dans O\ {0}, (1)
u=v = 0 sur 9Q),

N -2)°
pour p,g > 0,0 < A, Ay < Ay = (T) ou () est un domaine borné régulier de

RN contenant l'origine, avec N > 3. Le systéme (1) est lié a 'inégalité de Hardy classique.

Plus précisément, il est bien connu que pour tout ¢ € C°(Q)
Ax / P < / IV |2dx.
RN |x|2 - JRN
N —2\2 : , .
La constante Ay = (T) est la valeur optimale, et elle n’est pas atteinte.

Soit le probleme

{ —Au = /\1“% +h  dans Q) {0} )

u = 0 sur 0Q).
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44 . P u . . ) ) .
En général, la présence du terme de réaction AW impose une régularité supplémentaire
X

sur h pour obtenir l'existence d"une solution. Alors 1'existence d"une solution positive est
assurée sous la condition que & est un poids admissible dans le sens que / h|x|™%dx < oo,
o)

pour a > 0 dépendant de N et de A.

En se basant sur cette condition d’existence des solutions, et en utilisant un processus
d’itération, les auteurs [15] ont pu démontrer 1’existence d"une courbe critique ((p, q) telle
que si la courbe qui dépend de ((p,q) > 0, alors le systeme (1) a une sur-solution non
négative. En utilisant un calcul radial approprié, I’existence d"une solution si ((p,q) < 0.

Notre mémoire est structuré comme suit :
e Chapitre 1: présentation de quelques notions préliminaire et outils de base.

e Chapitre 2 : analyse d’existence et de non-existence pour une équation ainsi que
quelques résultats utiles pour la suite du mémoire.

e Chapitre 3 : présentation du but principal de ce mémoire, il s’agit de traiter le sys-
teme de Lane-Emden, on analyse 'existence, la non-existence des sur-solutions ra-
diales en fonction de p, g.




Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Introduction

Nous présentons quelques outils d’analyse non-linéaire qui seront utilisés au cours de ce
mémoire.

1.2 Espaces de Lebesgues

Définition 1.2.1 Soit QO C RN, p € R, On appelle espaces de Lebesgue, les espaces suivants
e S5il<p<o

LF(Q) = {u : O — R mesurable tel que /Q |u(x)|Pdx < —1—00},

muni de la norme :

leliriey = ( Iu(x)|f’dx);.

e Sip=o0

L=(Q) = {u : 3 — R mesurable et 3¢ > 0 telque |v(x)| < ¢, p.pdans Q},
muni de la norme :

]| oy = inf{c > 0 tel que |v(x)| < c p.pdans Q}.

Proposition 1.2.1 Soit () C RN ouvert borné ,1 < p<g < +oo.
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o LP(Q) est un espace de Banach pour tout 1 < p < +oo0.
o LP(Q)) est séparable pour tout 1 < p < 4o0.
o LP(Q)) est un espace réflexif pour tout 1 < p < +oo.

PREUVE. Voir[7].m

Remarque 1.2.1 Si p = 2, 'espace L?(Q) est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire :

(f.8) = /Qfng-

Proposition 1.2.2 (Inégalité de Holder)
Soit 0 C RN,1 < p < +oo, f € LP(Q), g € LV (Q) avec p’ le conjugué harmonique de p
ie:

1

p p

Alors,ona:fg € LY(Q), et
[ 1£81dx < Il gl -
Proposition 1.2.3 Soit 1 < p < g < +o0, si () est de mesure finie alors :
L1(Q) — LP(Q).
En particulier :
LP(Q) — LP7¥5(Q)), pour tout1 < p < oo ( pour tout € > 0).

Théoréme 1.2.1 (Inégalité d’interpolation)
Soit QO C R ouvert borné1 < p < g < +4oo,siu € LP(Q) NLI(QY) alors u € L"(Q)) avec
p<r<gqet:

1:54_2 Va €[0,1].
r q

JullLrq) < ||”||Dﬁp(0)||”||iq_(ofz) D

1.3 Les espaces de Marcinkiewicz

Définition 1.3.1 Soit 0 < q < co et QO C RN un ouvert borné, on définit I'espace de Marcinkie-
wicz M1(Q)) comme suit :

MIQ):={f: Q=R ,3C >0 telle que mes{x € Q: |f(x)| >k} < Ck™9, Vk >0},

muni de la norme :

£l moy = inf {C : mes {x € Q= |f(x)] >k} < Ck™9, Vk >0} .

4
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Proposition 1.3.1 Soit 0 < g < oo et QO C RN un ouvert borné.

o M1(Q)) est un espace de Banach.
e Ve >0, L1(Q)) C MI1(Q)) C LT¢(Q)) C MIT7¢(Q)).

PREUVE. voir [4]. m

Remarque 1.3.1 Notons quesi f € L1(Q)), ona

[
|f|>k Q

mes{x € Q: |f(x)] >k} <k f|2,
et comme conclusion directe on a l'inclusion L1(Q)) C M1(Q)).

Proposition 1.3.2 Si f € L1(Q)) alors

f—qd 1 q
<k™ / dx,
k‘ X \f| X

donc

/ |f(x)|7dx = q/+oo 1 mes{x € Q1 |f(x)| > t}dt.
0 0

PREUVE. Voir [4].m

1.4 Résultats d’intégration

Théoreme 1.4.1 (Convergence monotone)

Soit (fu)neN une suite croissante de fonctions positives intégrables telles que

sup | fu < Ho00.
neN

Alors (fn)n converge p.p dans Q vers f. De plus f € L}(Q) et

im || fn = fll1q) = 0.

n——o0

En particulier :

lim /Q Fa(x)dx = /Q F(x)dx.

n—r+00

Théoreme 1.4.2 (Théoréeme de Fatou)
Soit (fu)new C LY(Q) et f définie par f(x) = lirlbirnffn(x) telle que :
n o0

e VneN, fu(x) >0 p.psur Q.
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e sup f, < +oo.
nelN

Alors f € LY(Q) avec :
/Qf(x) < liminf/an(x).

n—-+oo

Définition 1.4.1 (Fonctions équi-intégrables)
Soit O C RN de mesure finie (i.e |Q)| < o0), on dit qu'une suite (fy), o de fonctions de L*(Q))
est équi-intégrable si, pour tout € > 0, il existe ¢ > 0 tel que |E| < & entraine pour tout n,

| faldx < ¢

Théoréme 1.4.3 (Lemme de Vitali)
Soit (fn)nen de fonctions de L' (Q) est équi-intégrable, et ( f,) e converge presque partout vers
f. Alors f € LY(Q) et
fullrey =72 Il
Théoréme 1.4.4 (Théoreme de convergence dominée)
Soit (fu)n une suite de fonctions intégrables telles que :
o fu — fp.psurQ.

n——4o0

o Jdg e LY(Q) telleque:Vn > 1,|fu(x)| < g(x) p.p dans Q.

Alors
1 : _
feL(Q)et ngffw Ifn = fllir) =0.
Ce qui implique que
HETW/()fn(x)dx = Qngxfmfn(x)dx = /Qf(x)dx.
Remarque 1.4.1

Si fu — f dans L}(Q), alors en général on n’a pas f, — f p.p dans Q. Mais on peut affirmer
que la suite { f,, }, admet une sous suite qui converge presque partout vers f dans Q).
Soit { fu}, une suite de LP(Q)) et f € LP(Q), telles que || fu — fl|rpq) — 0. Alors il existe une
sous suite (fur )i telle que

o fu (x) = f(x)p.psurQ.

o |fu (x)| < h(x) Vketp.psurQ, avech € LF(Q).

1.5 Espaces de Sobolev

Soit Q CRN,p € R,m € N.
On définit I'espace de Sobolev WP :

WMP(Q)) = {u € LP(Q)|Va tel que |a| < m, D*u € LP(Q)}.

6
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N
Oua = (aj,ar---ay) € NV, [a| = ¥ a; et D*u est la dérivée de u d’ordre a au sens
i=1
des distributions .
ie:
;i
391,82, - - gn € LP(Q) telles que /Qquodx = (—1)% /Qgi(pdx Vi=1,---,N, Vg € Cy.
x 1

i

gi est notée D%u avec Du = D" ... DN,
En particulier pour p = 2 on note H"(Q)) = W™2(Q).
H™(Q)) estun espace de Hilbert.

L'espace W7 (Q)) est muni de la norme

nou
lullwrpy = lullLr ) + Zi ||a_xi||LP(Q)

ou de la norme équivalente

||u||w1,p<m=<||u|| o Ll )

==

Si p = o0, on munit WH*(Q)) de la norme
[llwres ) = 1]l o) + [Vl o ()

Proposition 1.5.1

e L'espace WYP(Q) est un espace de Banach pour 1 < p < oo, réflexifsil < p < +oo,
séparable sil < p < 4-o0.

e Pour p = 2, on pose H'(Q) = W2(Q).

e L'espace H'(Q)) est muni du produit scalaire

ou dv
(0,9) () = (4,9) 20 + ;(a—xi/a—xi)m(a)-

La norme associée

%
o ou
ol i1y = <uu||izm) L ”a_xi”%%n))

est équivalente a la norme de W'2(Q)).
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L'espace H'(Q) est un espace de Hilbert séparable.
Pour p = 2, on note HJ'(QY) = Wi"*(Q).

L'espace Wy, (Q) muni de la norme induite par Wé’p (Q) est un espace de Banach séparable
pour 1 < p < o0, il est réflexifsil < p < +o0.

H{'(Q)) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire de H™ (Q)).

Proposition 1.5.2 Soit 1 < p < oo, W, "7 (Q) est la fermeture de CF (Q) dans W™ (Q).

Théoréme 1.5.1 (Rellich-Kondrachov)
Soit Q) un domaine borné de classe C1, on a :

o Sip < N, alors W'¥(Q) C LU(Q), Vg € [1,p*[oit - = | — -
e Sip = N,alors W'P(Q) C L1(Q), Vq € [1,+oo].
e Sip > N,alors W'P(Q) C C(Q).

avec injection compactes.

PREUVE. Voir[7].m

Remarque 1.5.1 Les injections précédentes sont vraies pour W&’p (Q) seulement si Q) est borné.

1.6 Inégalités utiles

Théoréme 1.6.1 (Inégalité de Poincaré)
Soit Q) ouvert borné dans une direction, 1 < p < +o0. Alors, 3C = C(Q, p) telle que :

lull oy < ClIVull o), Yu € Wy (Q).
PREUVE. Voir[7].m

Théoréme 1.6.2 (Inégalité de Hardy-Sobolev)
Soit1< p < N, siu € WYP(RN) alors, - € LP(RVN)

|x]
etona:
AN/ [l 4 </ Vu|Pdx (1.1)
N |x|P RN ’
—p\"
Oit Ay = <¥> .
En particulier pour p = 2,Q) C RN :
AN/ ﬁd </ Vu[2dx. (1.2)
o)
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PREUVE. Voir[7].m

On présente une version améliorée de cette inégalité, on considere 1'espace de Hilbert H,
que 1’on définit comme la complétion de C*(Q), par rapport & la norme

2 2
ol = ([, (199R - a2k ) ax)

et on note par H la complétion de C§°(Q)) par rapport a la norme ||. || .
Une version améliorée de 1'inégalité Hardy-Sobolev :

Théoréme 1.6.3 Soit N > 2. Alors pour tout 1 < q < 2, il existe une constante positive C =
C(N, q,Q) telle que pour tout ¢ € Hona

_2\?2 2 :
/Q|V<p|2dx—(¥) /Q’i)?deC(/QW(dex)q avecl < g < 2.

PREUVE. Voir [l]. m

Théoréme 1.6.4 (Inégalité de Picone)
Soit O C RN, u € WP(Q),u > 0, —Apu = -div(|Vul|P~2Vu) > 0,u >0 dans Q et u =
0 sur d0Q)alors :

P
/Q\Vu\pdxz/n(%> (—Apu)dx. (1.3)

PREUVE. Voir [3].m

1.7 Principe du maximum

Définition 1.7.1 (Opérateur elliptique)
Soit Q) un ouvert de RN, ajj :

lli]'ZQ—>]R (Z,]:l,,N)
tel que :
® a; bornéVi,j=1,---,N.

e VxeQ, Vij=1,---,N, a;j(x) = a;i(x).
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o Ellipticité :

N
I(wp, 1) € R VE € RY, wl¢? < Y a;(x) &6 < wa|E]%,
=1

oit [g]> =+ + 3

On dit qu'un opérateur différentielle L d’ordre 2 est elliptique s'il est de la forme :

L est bien définit pour tout u € C§°(Q)) au sens classique ou au sens distributionnelle pour tout
u e WhQ).

Proposition 1.7.1 Soit I'équation Lu = f. Ot L est un opérateur elliptique
Si
u>0 sur 0Qdet f >0 sur Q),

alors
u>0 sur Q).

1.8 Méthodes de résolution des problémes elliptiques

1.8.1 Méthode des sous et sur solutions

Soient () est un ouvert régulier de RN, L est un opérateur elliptique,
f:OxR—R

une fonction localement lipschitzienne
Soit le probléme :

{Lu(x) = f(x,u(x)) dans Q

u(x) = 0 sur 9Q) (14)

Définition 1.8.1 Une sur-solution (resp. sous-solution) u (resp.u) est telle que Lu > f(x,u)
(resp. Lu < f(x,u)) dans Qv et u > 0 (resp.u < 0) sur 0Q.

Théoreme 1.8.1 Si le probleme 1.4 a une sous-solution u et une sur-solution u telles que u
Alors 1.4 admet deux solutions maximales u* et u* telles que Vu solution de 1.4 on a u >
u > u* > udans Q.

En particulier, si u* = u* 1.4 a une unique solution u = u* = u*.

> U.
T >

PREUVE. voir [29] . m

10
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Lemme 1.8.1
i) Soient Uy, u, suivants :

(g =1

Uy = { Ly + Mty = f(x,Un) + My, dans Q,
(U1 =0 sur 0Q)
(ug=u

Uy = § Ly +Mu, = f(xlﬂn) + Mu,, dans Q),
(Up1 =0 sur 0Q)

i, (resp.u,) convergent simplement dans Q) pour un certain M > 0 vers u* resp.u*.
ii) u* et u* sont des solutions du probleme 1.4 .
iii) Yu solution de 1.4 u* < u < u*.

PREUVE. voir [29].m

1.8.2 Théoreme de Lax Milgram

Définition 1.8.2 (Fonction coercive)
Une fonctionnelle | définie sur un espace de Banach E est dite coercive sil existe deux constantes
a > 0et B € R telles que :

J(x) = allx[le+ 5.

Il est évident de voir que si | est coercive, elle est bornée inférieurement et chaque suite minimisante
est bornée.

Théoréme 1.8.2 Soient H un espace de Hilbert, a : H x H — IR une forme bilinéaire, continue,
et coercive, et L une forme linéaire continue sur H. Alors Ju € H tel que :

Vv € H,a(u,v) = L(v).

De plus si a est symétrique, alors u est caractérisé par :

J(u) = minJ(v).

veH

1.8.3 Théoréme de minimisation

Définition 1.8.3 (Fonction faiblement semi continue inférieurement (faib.s.c.i))
Soit | une fonction définie sur un espace de Banach E, a valeurs dans IR. | est dite faiblement semi

11
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continue inférieurement (faib.s.c.i.) en x, si pour toute suite (x,)neN qui converge faiblement vers
X, 0na:
J(x) < lim J(xp).

n—-+oo

Notons que | est (faib.s.c.i) si est seulement si pour tout A € R, 'ensemble B = {x € R/ |f(x)| < A}est
faiblement fermé dans E.
Notons aussi que si | est convexe et semi continue inférieurement, alors | est (faib.s.c.i).

Théoreme 1.8.3 Soient E est un espace de Banach réflexif, ] : E — R U {+oo} une fonction

coercive faiblement semi-continue inférieurement sur E.

Alors ing](u) < oo et il existe ug € E, tel que J(ug) = mi?](u). De plus si | est strictement
ue ue

convexe, ug est unique. Si J est différentiable au sens de Gateaux, alors |’ (uy) = 0.

PREUVE. Voir [28]. m

1.8.4 Existence d'un point critique

En général, pour étudier la notion de compacité des suites minimisantes, on fait appel
souvent a la condition de Palais Smale afin de démontrer 1'existence d"un point critique.

Définition 1.8.4 (Condition de Palais-Smale)
Soient X un espace de Banach, et | : X — R une fonction de classe C1. Si ¢ € R, on dit que |
vérifie la condition de Palais-Smale (au niveau c), si toute suite (it,), de X telle gue

J(uy) — ¢ dans R et J'(uy) — 0 dans X'

contient une sous-suite (U, )k convergente.

Théoréme 1.8.4 (Théoreme du col)

Soient X un espace de Banach, ] € C'(X,R) vérifiant la condition de Palais-Smale. On suppose
que J(0) = O et que :

i) Il existe R > 0 et a > 0 tels que si ||u|| = R, alors J(u) > a.

ii) I existe ug € X tel que ||ug|| > Ret J(up) < a.

Alors | possede une valeur critique c telle que c > a. De fagcon plus précise, si on pose

B ={¢([0,1]);¢ € C([0,1], X), ¢(0) =0, ¢(1) = uo},

et:

¢ := inf max J(v).
A€EB veA J(@)

alors c est une valeur critique de |, et c > a.

PREUVE. Voir [28]. =

12



Chapitre 2

Résultat d’existence pour une équation

2.1 Introduction

Notre objectif dans ce chapitre est d’étudier la non-existence de sur-solutions positives
pour une équation de Schrodinguer, on présente aussi quelques résultats qui nous seront
utiles par la suite :

2
Soit N > 3,A < Ay = (¥> .

On définit I'opérateur de type Schrodinguer par

=AM
L) AW

Soit I’équation de Schrodinguer suivante :

Lyu = uf dans Bg(0) \ {0}. (2.1)

2.2 Existence d'une solution radiale
Considérons le probleme de Hardy suivant :

Lyu =0 dans RN\ {0} (2.2)
Proposition 2.2.1 Le probleme (2.2) a deux branches de solutions radiales symétriques de cette

forme :

|x|*"‘+ siA < Ay n
P — . B y
) { _|x|_a+1n(|x|) siA = An. et T)(x) = |x| 2.3)

13
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On
(xi:oci(/\) = —+ AN—)\

sont les racines de I'équation :

K(B)=p>—(N-2)p-A=0.
Notons que o~ > 0 pour tout A € (0, AN).
Remarque 2.2.1 Si A = Ay, alors ®)(x) n’est définit que pour x € B1(0).
PREUVE. Posons r = |x|, la formulation radiale de £} :

or x; ou _ , or ., x; or 1
axi_r'axi_u(r)axi_u(r)r'Bxi_r'

Et,
Au 9 ([, o\ _ or\*> , o ., 2
5 = o (V035 ) = w0 (5 ) FHOSE =00

D’autre part,

Ce qui entraine que
r?u” (r) + (N = 1)ru' () + Au(r) = 0.
Cette derniere est de la forme :
22y 4 azy’ + by = 0.

C’est I’équation d’Euler et on la résout comme suit :
On pose y(z) = zP et on remplace dans 1'équation.

y'(z)=—BzF1  y(z)=BB+1)z P2

Donc on obtient :

[52+(1—ﬂ)ﬁ+b} zF=0= p+(1-a)p+b=0.

On discute I'existence des solutions suivant la valeur de A = (a — 1)? — 4b.

(2.4)

(2.5)

(2.6)

14
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e SiA>0:
On a deux solutions :

_ a—1 a—lz L a—1 a—lz
e (ST R o

La solution générale se présente comme suit :

y(z) = c1z7% + oz . (2.7)
e SiA=0,
on a une solution double : ay = , et la solution générale se présente comme
suit :
Y(z) = 127" —cpz" " 1nz
e SiA <O,

on obtient deux solutions complexes de la forme a £ iy et la solution générale se
présente comme suit :

y(z) = c12% cos(yIn(z)) + c2z% sin(y In(z)).

Revenant a notre cas de départ (2.6), le discriminant A = (N —2)? —4A ot 0 < A <

N -2)°
AN = (T) ce qui entraine que A > 0.

On aura donc comme solution :

cr 4+ or si0<A<ApN
u(r) =

—n —_at .
cir ™  — cr % In(r) si A =An
avec

N2 mTn e R

et donc on a deux branches de solutions :

B —at . A A
r — |y o _ | x| si < An
M(x) = M) { —|x[ " In(jx]) si A = Ay

n
Pour 0 < A < Ap,®, est une solution réguliere de (2.2) au sens que A|x|2®,(.) €

L} (RN)et:

loc

L£,®, =0 dans D'(RN\ {0}),

ie:

/IRN Oy Lagdx =0, Yo e CO(RN\ {0}).

15
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Ce sens distributionnel n’arrive pas a exprimer la singularité de ®,.
Pour contourner cette difficulté, les auteurs de [17, 18] ont introduit un nouveau plan de
travail :

Proposition 2.2.2 La fonction @) est une solution distributionnelle de :
Lau = cydy dans D'(RN\ {0}),

telle que
/IR @uLigdyy = cr9(0), Vo € CX(RY). (2.8)

Oi1 &y est la masse de Dirac a I'origine, on note dy)(x) = I'y(x)dx, et

a—

L= —A.+2|x|2x V., (2.9)

et
< Ay
= AN

7

. 2|SN=1 /AN — A si A
A |SN-1| si A
de

avec |SN=1 = N|B;1(0)] (oit |B1(0)| est la mesure de la boule unité

PREUVE.
Posons r = |x|, alors :

RN).

N-—-1-—-2a"

Liu=—u"(r) — -

W (r) = —u"(r) (7).

_2/AN A+l
r

On sépare l'étude en deux parties :
e SiA <Ay

+oo VAN — -
/NCIDAE};(pdy = \SN_l\/ pot (—go”(r) 2 ANr At 1(p’(r)) % pN=1gy
R 0

= [N [T (1) + (VAN A1) 910 ) dr
— 15N | [ v e+ (20N =4 1) [0

= —|sN {[r(p’(r)};roo — /OJFOO @ (r)dr — (2\/AN — A+ 1) (p(O)]
=2y/An — AISN 1 g(0).

16
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L4 Si/\:AN,

" _ too !y I

/RN‘I’AEWZ 5™ 1I/0 " (~Inr) (‘so”(r)——@f )>T Ny

+00
= |SN_1|/ Inr (r¢"(r) + ¢'(r)) dr
0

N-1 too [T oo

= SN [[rlnrgo'(r)}o —/ (1nr+1)q0'(r)dr—|—/ lnrq)’(r)dr}
0 0

—+00
==V [ g ar
= |SM"Y(0).

Pour ce qui suit, on a besoin des lemmes suivants :

Lemme 2.2.1 Soit QO C RN ouvert borné et u : QO — R telle que : Ty(u) € W&’z(Q)

Si
%/ IVTo(u)2dx <M Vk > 0. (2.10)
0
A\lors u e MP(Q)) avec p = %,
oil
Ti(u) = sign(u) min{|u|, k} (2.11)

PREUVE. voir [5] m

Lemme 2.2.2 Soit O C RN ouvert borné et u : QO — R telle que : Ty(u) définie par (2.11)
appartient a W&’Z(Q) vérifiant (2.10)

Alors Vu € MP(Q) avec p = %

PREUVE. voir [5] m

Lemme 2.2.3 Soit f € C%P(Q) pour un certain g € (0,1).
Alors le probleme

Lou = f dans Q\ {0}
u = 0 sur 0Q)
lim u(x)q)gl(x) =0

x—0

a une unique solution uy satisfaisant :
/Q upLi(@)dyr = /Q fodm Vo € Gyl (Q).

PREUVE. Voir[17]. m

17
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2.2.1 Une autre maniere de voir la singularité

Considérons le probleme suivant :

Lou = f dans Q\ {0}
{ u =0 sur 0Q). (2.12)
Ou Q un ouvert régulier de RN, A < A.
On définit v(x) = |x|* u(x), alors par un changement de variable v résout le probleme
suivant :
-div(|x|7®* Vo) = flx|™* dans Q\ {0} (2.13)
u = 0 sur 0Q).

Remarque 2.2.2 D’apres [?1, Lemme 1.3] on obtient que : il existe une constante positive C > 0,
telle que pour f € L*(Q)), alors
u(x) < Clx|* . (2.14)

Nous avons besoin des outils de base suivants : le principe de comparaison et 1’estimation
de base des singularités a 1’origine.

Lemme 2.2.4 Soient A < Ap, f1 > faet ki > kp, uq et uy telles que :

Liug > f1 dans Q\ {0},
liminfu; ()@, (x) > Ky,
|x|]—0
et
Liupg < fo dans )\ {0},
liminfuy (x)®; 1 (x) < ko
|x|—0

Siug > up sur 0Q), alors ug > uy dans Q\ {0}

PREUVE. Soitw := uy —uy telle que uy, up vérifient les hypothéses du Lemme 2.2.4.
Alors w vérifie le probleme :

Liw > 0 dans O\ {0},
w >0 sur dQ)
lim infcu(x)CI)Xl(x) > 0.

|x|—0

Donc, par le principe de Maximum: :
w >0 dans Q.

Alors, u; > up dans Q \ {0}. m

18
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Lemme 2.2.5 Supposons que : A < Ay, rg € (0,1],telle que By (0) C Qet u € CH1(Q\
{0}) telle que u solution classique positive de (2.12) avec f > 0 Alors, u positive dans Q \ {0},
et pour c¢1 >0,

u(x) > cq1]x|™ , Vx € B, (0) \ {0}. (2.15)
PREUVE. Par le principe du Maximum ,onau > 0 dans Q\ {0}, alors

u(x) >cq >0 sur 9B,,(0),

et
lim infu(x)®, (x) "1 > 0.
|x|—0

Dong, il existe ¢; > 0 telle que u(x) > corg® = cp|x|™® sur 0By, (0).

Alors, par Lemme 2.2.4, ona u(x) > |x|™* dans B,,(0) \ {0}, ce qu'il fallait démontrer. m

Une condition d’intégrabilité sur f pres de 1’origine est nécessaire pour assurer l’existence
d’une solution distributionnelle.

Théoréme 2.2.1 Soit f une fonction de Cloo’f' (Q\ {0}) pour un certain p € (0,1).
(I) Supposons que :

/Q | fldyr < +oo. (2.16)

Alors le probleme (2.12), soumis de la condition |1i|m u(x)CI)Xl(x) = k avec k € R, admet une
x|—0

unique solution uy, vérifiant la formulation faible suivante :

/Q w3 (@)dyy = /Q fodrr + cakg(0), Vo € Cp (Q). (2.17)

(II) Supposons que f vérifie (2.16) et u est une solution positive de (2.12), alors u satisfait (2.17)
pour un certain k > 0 et vérifie :

lim u(x)®;*(x) = k.

|x|—0

(II1) Supposons que f > 0 et

li d = . 2.18
i g o S = e (2.18)

Alors le probleme (2.12) n’admet pas de solution positive.
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PREUVE. [17] (I)-Soit (fu)nenw C L®(Q) telle que f, — f dans L'(Q) et f, — f dans
Ll(Q/ dr)’/\)
Le probléme :

Loy = fn dans O\ {0}
{ u, = 0 sur JQ). (2.19)

Par le théoreme 1.8.2 (Lax-Milgram), ce probleme admet une unique solution u, € H}(Q).
Soit g I'unique solution énergétique du probléme :

Lygo = |x|7? dans O\ {0}
Yo = 0 sur oQ).

De (2.14), on peut voir que Pp(x) < c|x|~* .
On utilise donc 1Py comme fonction test dans (2.19) :

/Qun]xlzdx = /Q,L’Aunlpodx = /anzpodx < C/an\x|"‘_dx < o0,

et donc
[t x| 2] 1y < C1 ot (C1 = C/anlx|”‘ dx).

Maintenant, on prend Tj(u,)comme fonction test dans (2.19), on obtient :
Up
Ay — A ) T d:/ Ty () dix.
/() ( ul’l |x|2) k(un) X in’l k(ul’l) X

Alors y
/Q|VTk(un)|2dx = /anTk(un)dx—k)\/Q#Tk(un)dx

Un
< ; gy ).
< k</0fdx+)\/0|x|2dx)

1
£ [ IV Tm) P < [l +AC.

Ce qui entraine que

En appliquant le lemme 2.2.1, on obtient :

Uy € MPl(Q) p1 = m

Alors
||”n||L1(Q) < C/||unHLpra(Q) <C, Va > 0.

En appliquant le lemme 2.2.2, on obtient :

q1 -
vu”EM (Q), 1 N_1
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Donc
u, — u faiblement dans L!(Q)),
et
Vi, — w = Vu faiblement dans L'(Q) (Par unicité de la limite).
Alors,on a:

uy, — udans L1(Q) et Vu, — Vudans L'(Q).
Et par le lemme de Vitali 1.4.3 on a:

Un u 1
- —d L (Q).
xE 7 e dans DO

On conclut donc que u est bien une solution faible de (2.12).
Soit 1y 1'unique solution de (2.12) avec la condition |1i|m u(x)®; H(x) =k avec k € R,
x|—0

Soit ¢, € C*(Q) telle que :

ne={ § syt

et soit g > 2R telle que R = sup {r > 0, B,(0) C O}.
Notons (1) = 1 (nor), avec r = |x|, w1 = kPp Py, et wy = up — kP 1py,.
Alorsona:

Lywi = (“1)'k[2Vipy, - Vi + PrApy ] + (i = 1)f dans O\ {0}
w;, = 0 sur d()
lim w;(x)®, ' (x) = k(2—i)
x—0
(2.20)
Ce qui donne
/Q wi Ly (@)dyy = / k@ LY (@)dya + / Lywypdy)
{xeQ\[x[noe[0,1]} {xeQ\[x[noe]1,2[}
(2.21)
de (2.8) ona = crkg(0) — k/Q 2V, - VO, + O\ APy | @dyy, (2.22)
et de lemme 2.2.3
/Q W L3 (@)dyy = k/Q 2V, - VO, + O\AYy, | @dyy + /()f(pd’yA. (2.23)

Par (2.21) et (2.23), on aura

/Q weLy (@)dyy = /fopd’m + cake(0).
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Ce qu'il fallait démontrer.
(II) voir [17].

I > 0et lim dy) = +oo.
() f 2 0et Iy, \B, (0) S
Soit @ la solution du probleme :

{EMDQ =1 dans Q (2.24)

o = 0 sur 9Q)

On a par le Lemme 2.2.5 que ¢y(x) > c¢|x|™* dans un voisinage de xo = 0 avec ¢ > 0.
On prend ¢y comme fonction test dans (2.19), et soit 1, solution de (2.19)

/QEAun(podx:/an(podx.
Ce qui entraine

/Qunﬁ,\qoodx:/ﬂfn(podx.

/Qundx:/gfnq)odeC/an]x]”‘_dx.

On peut facilement voir que par le Lemme 2.2.4 (u,),eN est croissante et donc u, < u =

Iim u,.
n—r+o00

Ce qui implique que :

Alors

/Qunde/an|x]"‘_dx.

Par le théoreme de convergence dominée

/ude/f|x|“dx:—|—oo,
0 0

et donc le probleme (2.12) n’admet pas de solution. m

Lemme 2.2.6 Soient A < Ay, f positive continue dans Q) \ {0} et vérifie :

f(x) > cslx| P72, Vx € B,,(0) \ {0} B € R, avec c3 > 1. (2.25)
Si B > a, alors le probleme :
Lou = f dans Q) \ {0}
u = 0 sur 00} , (2.26)
lim u(x)®;'(x) = 0

|x|]—0

n’admet pas de solution positive.
Sip<atetfe LY (Q,dy,), (2.12) admet une unique solution uy, qui est positive et vérifie :
Poura™ < B <aT,

ug(x) > calx| 7P, Vx € By, (0) \ {0}. (2.27)
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Pour B =a—,
ug(x) > ca|x|P(—1In|x|), Vx € B, (0) \ {0}. (2.28)
Pour B < a™,
up(x) > cqlx|™", Vx € By (0) \ {0}, (2.29)
ot cy > 1.

PREUVE. Le cas B > a™ La non existence de solution et le cas d’existence pour f < a™
est un résultat direct du théoreme 2.2.1.
En effet, si § > at,

_ T
[ fam = [ de =g [Ny
(@) (@) 0
= 0o [r’ﬁ’z’“_“\]} 0 c3 —limr P27 +N = 400
0 r—0

& —B-2—-a +N<O0&B>N-2—a =at,

Sig=a" onaura:
_ T01
[fim = [ dv = [ = oo
o 0 0o 7

Pour le comportement asymptotique a I’origine, on doit construire de bonnes bornes pour
u fe
Dans cette preuve on suppose que 1y = 1, sinon on fait une normalisation.
Poura™ < f<at,ona
— —p-2
Lylx| P = K(B)|x[7F2

Ou K(B) > 0. De (2.25), il existe t; > 0 telle que :

La(h]x|7P) = 1C(B) x| P72 < cslx| P72 < f(x), Va € B1(0) \ {0}

Alors, par Lemme 2.2.4, en prenant la borne inférieure uy (x) = t;]x|7F, et us(x) = uy(x)
la borne supérieure dans B1(0) \ {0}, on obtient donc le résultat :

ug(x) > cylx| 7P, Vx € By \ {0} oticy = 1 telle que HK(B) < cs.
Pour p =a~

L) (\xrﬁ (—1In yxy)) = (-2~ +N-2) x| 2.

Alors, il existe t, > 0 telle que t (—2a~ + N — 2) < ¢3, donc

Ly (2 (Ix[P(~In|x]))) = t(—2a" +N—2)[x|™* 2
C3‘x‘—oﬁ—2

f(x), Vx € By, (0) \ {0},

ININA I
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et donc par le Lemme 2.2.4, en prenant la borne inférieure t, (|x| # (—In|x|)) on obtient :

up(x) = calx|P(=Inx])

avec ¢4 = to.
Pour g < a™
Llx|P =K(B)|x[FP72,

avec K(B) < 0, et donc par le Lemme 2.2.4, en prenant la borne inférieure |x|# et |x| ™%

comme borne supérieure puis comme borne inférieur on obtient :
x| < x| ™ < up(x), Vx € By, (0)\ {0}.

et la preuve est terminée. m

2.3 Cas d’une donnée potentiel

Soit le probleme de Hardy suivant :
Lyu = u? dans Bg(0)\ {0}.

Ou Q) est un ouvert régulier de RN et p > 1et R > 0.

2.3.1 Résultat d’existence :

L’existence d'une solution radiale de (2.30) :
Notons

2 2
_:1 _ 1 —_— = +.
p +zx+<p< +zx— p
On observe que :

N+2 .
N_2 P~

1<p <

pour tout0 < A < Ay et

Lo 2 N : -
lim p~ = lim {1—1—;]:—, lim p~ = lim {1—}——

A—0 A—0 N —2" ASAy A—0

2 2
lim p* = lim [1 + —] = +oo, lim p* = lim [1 + —
A—=0 A—0 o A= AN A—=AN

(2.30)
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'45 T T T T T T T

B 1

5t 1

20 i

15+ 1

10 1

] 2 4 & 8 10 12 14 16
lambda

FIGURE 2.1 - p" etle p~ en fonction de A

Théoreme 2.3.1 Soit 0 < A < Ap. Il existe une solution non triviale u de I'équation (2.30) avec
u N
uf et 2 appartenant a LY (Bg(0)), pour tout p € (1,p™).

PREUVE. On distingue deux cas :

N+2
Sid<Aet 2F—1= ——+:
e S1IA< Aetp < N_2

l'existence d’une solution positive u € H}(Bg(0)) de (2.30) est une conséquence
standard et directe du théoréme du col de la montagne 1.8.4. En fait, on peut de
trouver une solution radiale. (Pour plus de détail voir [20]).

e Sid<Aetp <p<p':

Posons u(x) = c1]|x| P comme solution du probléme (2.30), alors, pour a~ < B <
+
at.

Lou(x) = —Au(x) — /\% =u(x)P.

Ce qui est équivalent a :

K(B)r P2 = (—ﬁz +(N-2)8— /\> e r P2 > ol PP

Alors, nécessairement f+2 > Bp, ce quiimplique que S > et L(B) >

p—1
"1 >0, avec K(B) = —B>+ (N —2)B—A > 0sietseulementsi a~ < B <a™.
Ce qui est équivalente a

2 2
_:1 _ 1 —_— = +.
p +lx+<p< +m_ p
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Alors, il existe une solution radiale du probleme (2.30).

N+2
SiA=Aetl t=——":
e 51 etl<p<p N _2

En utilisant 1'inégalité de Hardy-Sobolev améliorée théoreme 1.6.3, il en résulte que

2 2. 2
Julfy= [, IVuPar—a [ 2 a0

Ou H est un espace de Hilbert.

On procede comme dans le cas précédent, on démontre par le théoréme du col de la
montagne 1.8.4 I'existence d'un point critique u solution du probleme (2.30) (Pour
plus de détail voir [20]).

2.3.2 Résultat de non-existence :
Pour la non existence on a le théoréme suivant :

Théoréme 2.3.2 S0it0 < A < AN. Sip > p™ alors le probleme (2.30) ne posséde pas de solution
non triviale.

PREUVE. Par I'absurde, on suppose qu’il existe une solution positive de (2.30). En utili-

2

sant % comme fonction test dans (2.30) et en appliquant 1'inégalité de Picone 1.6.4 :

P 2
/ u—q)zdx = / (—Au —A 2) go dx </ (—Au)ﬂdx
Bry(0) U By, (0) x| Byy (0) u

< / Vol|? dx.
Br0<o>| 9|

Alors, en utilisant le lemme 2.2.5, nous obtenons

- C
2 >/ P12 40 > / 2| [~ (p-Da > / ¢
Hq)”Hé(Q) = B,(O)u g dx > C Br(o)q) | x| > rép_l)“f_z T2 dx.

Onap>1+ D%_ = pT donc (p —1)a~ —2 > 0 car. En choisissant r suffisamment petit,
nous obtenons une contradiction avec I'inégalité de Hardy (théoréme 1.2).
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Chapitre 3

Résultats d’existence et non existence pour
un systeme

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie 1'existence et la non-existence de sur-solutions positives pour
le systeme de Lane-Emden avec potentiel de Hardy suivant :

—Au = A1|xL2 + f(x,v) dans Q\ {0},
—Av = AQW +g(x,u) dans Q\ {0}, - (3.1)
u=v = 0 sur 0Q)
Ou
f(x,v) =oF et g(x,v) =uf,

N-2)°
pour p,g > 0,0 < A, Ay < Ay = (T) ou () est un domaine borné régulier de

RN contenant 'origine, avec N > 3.
On rappelle I'opérateur de Schrédinguer par

Ly=—-AN— /\’X’iZ.

le systeme (3.1) est équivalent a :

Lyu = oF dans O\ {0},
Lyov = ul dans O\ {0}, (3.2)
u=v = 0 sur 0Q)

Oup,g>0,0< A, A < Ay , Q) est un domaine borné de classe CZ(Q) de RN contenant
l'origine.
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Remarque 3.1.1 On note :

N -2 N-2
Ocit :Déi(/\l) = T:]:\/AN—)\l, aﬁét :Oéi(/\z) :T:E\/AN—AQ,

Avec
Lalx|7P = K(B)|x| P2 =K(B)x| P2 K(B)>0&a <p<a’

Et
Lalx|P(=In|x|) =2v/An —Alx| P72 sip=a"oup=at.

3.2 Non existence

3.2.1 Propriété primaire de non existence :

Rappelons que dy,(x) = T’y (x)dx.

Théoreme 3.2.1 Soient 0 < Ay, Ay < A, et p,q > 0 tels que :

S N—ocl_ -
= ou =
p="r ocz_ 17=1 0

(3.3)

Alors le systeme (3.2) n’admet pas de sur-solution positive.
PREUVE.
Par I'absurde, on suppose que (u#,v) est une solution du systéme (3.2), avec p > p donc
par Lemme 2.2.5 u,v positives et :
u(x) > cq1lx| ™™ eto(x) > cq|x| %2, Vx € B, (0) \ {0}. (3:4)
D’our : B B
u(x)? > cljx| 19 et v(x)P > c¥'|x| 72 *, Vx € B,,(0) \ {0}.

Ot on rappelle que 7y € (0,1] tel que By, (0) C O.Onaa;,a, >0,
Alors
Lyu >0 ¢ LHQ,dy,,).

Puisque pour p > pona:

/ oP (x)|x| "% dx > /ro Py N-1g, — C[,,ftxgpftforNL’;o
Q 0

lir%r_“gp_“f+N = 400 car —a,p—a; +N <O0.
r—

Etpourp=pona:
_ r
/vp(x)]x|“1dx2/01dr:+oo.
Q 0o 7
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CHAPITRE 3. RESULTATS D’EXISTENCE ET NON EXISTENCE POUR UN SYSTEME

Ce qu'il fallait démontrer.

D’ou, par le théoreme 2.2.1 partie (III) une telle fonction u n’existe pas .

Si a;g+a, > N ,alorsona Ly,v > ul & L'(Q, dyy,) et de méme une telle fonction v
n’existe pas par le théoréme 2.2.1 partie (III). m

3.2.2 Non existence par méthode d’itération :

Théoréeme 3.2.2 Soient 0 < Ay, Ay < Ap, et p,q > 0 satisfont I'une des hypotheses suivantes :

(i)
2 N —a,
+_a2 =g <g<g= _az et —a;(pg—1)+2p+2<0;
&y &y
(ii)
2 . N —a;
ot <p<p= L e —ay(p -1 +2p+2<0,
& &

Alors le systeme (3.2) n’admet pas de sur-solution positive.

PREUVE. On résonne par absurde, posons (u, v) une sur-solution positive de (3.2).
Cas (i)
Notons : 0 0

Pi7=agetpy’ =a;.

Donc par le lemme 2.2.50n a:

L1,0(x) > u(x)! > e]|x| 7, ¥x € B,,(0)\ {0}.
On applique le Lemme 2.2.6 pour —f8 —2 = — ,Bgo)q ce qui entraine que B = ﬁgo)q -2

Posons 0 0 0y _ 0)
B, = max{ﬁl q—2,B b= Bi'q— 2.

+ a5 N —«a;
2 <g<—-2,

2
En effet, on a I'hypothese :
1 !

il en résulte que,

-2
ocz§o¢1q—2<N—2—oc2:N—Z—(NT—\/AN—A)

N-2
=S Sy /AN —A=af.
2
(1) — .+
Alors 857 € [ay , a5 ),
et on obtient o
o(x) > colx| P2, Vx € B% \ {0},
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Maintenant, on utilise l’inégalité
r [4 p — ﬁ(l) [4
Alll(:f) Z z(x) Z C2|:f| 2

On applique le lemme 2.2.6 avec —§ —2 = —,B(Zl)p ce qui entraine quef = ﬁgl)p - 2.
Posons

1 1 0 1 0 0
B = max{pl'p —2, "} = BVp—2= (B —2) p—2=p"pg—2p -2
On a par hypothese :
—a; (pg—1)+2p+2<0alors —a;pg+2p+2<aj.

Donc (1)
i =arpq—2p—2>ay.

Si /351) > o, alors on obtient une contradiction avec le théoreme 2.2.1 partie (III).
Sinon on obtient

u(x) > C3|x|_5§1>, Vx € B, \ {0},

et on utilise ‘Bgl) comme donnée initiale et on répete le processus.
On aura pour j > 2

(=1 (=1
v(x) > cj_1,1|x|_52] , u(x) > cj_1,2|x|_ﬁ1] , Vx € B, \ {0}.

Ou (j—1) (j—1)
U e (ag af) et B € (ag,a).

De la méme fagon qu’au dessus ,on obtient

' 1 i—1 _
By =B/ g —2=pVpg—20-2> ;.

Si ,Bg] ) > a5 ,alors on obtient une contradiction avec le théoreme 2.2.1 partie (III).
Sinon on aura

(/)
o(x) > cjalx| P2, vx € B, \ {0},

et on continue a déduire
: . -
By = BYp—2=p"pg—2p -2
Si ,65] ) > oc;r, alors on obtient une contradiction avec le théoreme 2.2.1 partie (III).
()
Sinon on aura u(x) > cjlzlx]_ﬁlj , Vx € B%(O) \ {0}

et on utilise ,ng ) comme donnée initiale et on répéte le processus.
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Affirmation :
Supposons qu'il existe jo > 1 telle que :
) > Y et i) > gl (35)
Posons
sj= B — g Vetty=p —py V.
Ona
s =By — By "
= ﬁg"*l)(w —1)—-2p-2
(51 pq—2p - 2) (pg—1)—2p -2

=By Pq(w] 1) —pg(2p+2)+2p+2—2p -2

= pq [ﬁl /(pg - )—210—2]

= Pq5j-1,
et

hi=p7 —p "
= ﬁg*l)(w —1)—29-2
(ﬁz pq—249 - 2) (pg—1)—29-2

=By Pq(Pq 1) —pq(29+2)+29+2—-29 -2

= pq [ﬁz (pg - )—217—2}

= pqtj—1.
Alors on a

5= pasi1 =+ = (pa) sjp etty = patia = -+ = (pg) ",

De I'hypothese —a; (pg — 1) +2p +2 < 0 on obtient que :

2p+2
1

pg—1>

>0=pg>1,

et les suites (135] )) j=o0 et ( ﬁé] )) j>1 sont strictement croissantes.
s;j et tj sont des suites géométrique de rayon pq > 1 et donc on déduit que :

,ng) — +ooet ,ng) — +oo quand j — +-o0. (3.6)
Donc d’apres claim, il existe j; > jo telle que :
gh) > o ou ‘ngl) > of

D’ot1, la non existence viens par contradiction avec le théoréeme 2.2.1 partie (III). m
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3.3 Existence

Théoréeme 3.3.1 Soit 3 = B1(0),0 < A, Ay < AN et p,q > 1 satisfaisant I'une des condi-
tions suivantes :

2+a, N—ua,
(a.1) qE( ‘X_(XZ, _%) et —a;(pg—1)+2p+2>0,

1 Xq
2 . 2 -
(a2) g< +f€2 et p< +fa1 ,
&q Xy
2+a; N—af
(b.1) pe( 1, _1) et —a,(pg—1)+29+2>0,
&y &y
2 . 2 T
(b.2) % ot p< Y
&q &y

Alors, le probleme (3.2) admet au moins une sur-solution positive.

La figure suivante montre les régions d’existence et la non existence de solutions radiales
pour le probleme (3.2) selon les exposants p, g.

La région de (p,q) en rouge représente la non-existence, les points en blanc sont encore
ouverts.

Les régions A,B,C d’existence sont comme suit :

A:{(p,q)E]R;f><]R;f:p<;fr etq<q+}

{(p) €RE xRE g7 <q<Fet —ay(pg—1)+2p+2>0}

B
C={(pq) R xRf :pt <p<pet —a;(pg—1)+20+2>0}
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FIGURE 3.1 — Zones d’existence-Non-existence du probleme (3.2)

PREUVE. (Théoreme 3.3.1)

On construit des sur-solutions positives du systéme (3.2) en considérant des fonctions
radiales symétriques spécifiques :

Soient 0 < A, Ay < Ayetp,g>1.

2 N —a,
Casl:qG( —HXZ “2>et—oc1_(pq—l)+2p—|—2>0.

oy o
1 1
La construction d’une sur-solution positive par le couple t(u1,v1), ot t > 0,
Posons :

Bs=(a;9—2)p—2 et By=0a;q—2.
Observons que :
Bs <oy eta; < Pg<ay.

puisqu’on a :

24+a, N-—a,
q€<+_2, _2>:>0C2<1X1q 2<N-2—a;, =aj,
& !
et:
—a; (pg—1)+2p+2>0=0a" = (a;9-2)p—2<ay.
Donc
Lo, |x|7P> = K(Ba)[x| P2 = K(Ba) x| 19727 <0,
etona que:|x| P < |x|™ car B3 < aj et |x| < 1.
On sait que : £, x|~ = 0.

Posons -
uy(x) = |x|7 — |x|7F ;o1 (x) = |2 7P,
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Alors on obtient :
Ly (x) = cax| @I = 4| x| PP > cqvq(x)P, Vx € B1(0) \ {0}.

et
La,on(x) = eslx] 07 > s (x5 — x| #5)" > csur (x)1, Vx € By (0) \ {0}

Olticy = —K(ﬁg) >0etcs = IC(,B4) > 0.
D’ot, #(u1,v1) est une solution positive du systeme (3.2) dans B1(0) \ {0} pour ¢ € (0,1)
assez petit.
2 . 2 T
Cas2:q < —|—_zx2 etp < +_‘x1 .
& %

Posons :
Bs =a, p—2etPe=un;q—2.
Observons que :
Bs < ay et0 < fe <a,.

On pose alors :

up(x) = [x|™™ — |x|7F5 et vy(x) = |x| ™% — |x| 7P pour |x| > 0.
Alors on obtient :
Ly ux(x) = colx| 27 > cova(x)?, Vx € B1(0) \ {0},
et _
Lr,02(x) = c7]x| 7419 > czup(x)7, Vx € B1(0) \ {0}

Oticg = —K(Bs) > 0etcy = —K(Bs) > 0.
D’ot, t(up, v;) est une solution positive du systeme (3.2) dans B1(0) \ {0} pour ¢t € (0,1)
assez petit.

24 a, 24w
Cas3:g=——2etp < —1,
&y )
Posons :
Br=a,p—2—€y<ay, et fg=a;9—2=un,,
et:

uz(x) = |x|™ — |x| 7P et v3(x) = |x| P8 (—In|x|) pour x € B1(0)\ {0}.
Alors on obtient :
Ly uz(x) = cglx| 2P+ > cgvs(x)?, Vx € B1(0) \ {0},
et

o o g \1
£2,03(x) = cox| ™57 = ¢ (Jx| % — [x|P)" = cous(x)?, v € B1(0)\ {0}.

Oticg = —K(B7) > 0etcg =2/Any — Ay > 0.
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D’ot, #(u3,v3) est une solution positive du systeme (3.2) dans B1(0) \ {0} pour t € (0,1)
assez petit.

2+ as 24w
Cas4:0<g< 72,p: 1
&q Xy
Posons :
Bo=a,p—2=ua; et Bo=a;9—2—¢€1 <a,,
et on pose :

uy(x) = |x|_‘39 (—In|x|) et vy(x) = |x|_‘"2_ — |x|_/310 pour x € B1(0) \ {0},
Alors on obtient :
L, ua(x) = c1o|x| "2 > cpva(x)?, Vx € B1(0) \ {0},

et
La,04(x) = c11]x| 7974 > cqqu4(x)7, Vx € B1(0) \ {0}.

Ot cyg =2VAN — A etcyr = —’C(ﬁlo) > 0.
D’ot, £(ug,v4) est une solution positive du systeme (3.2) dans B1(0) \ {0} pour ¢t € (0,1)
assez petit.
24a; N-—
CasS:pE( +_IX1, _“1>et—a2(pq—1)+2q-l—2>0
) %

La construction d"une sursolution positive par le couple t(us,vs), ot t > 0.
Posons :

Puu=a,p—2etpn=(a;p—2)q-2
Observons que :
oy < Bn <Déi~_ et B12 <a,,

alors on pose :
us(x) = x| P11 et vs(x) = |x|™% — |x| P12 pour x € B1(0) \ {0},
alors on obtient :
L, u5(x) = cip|x| @ 972P > cppus(x)P, Vx € B1(0) \ {0},

et
L),v5(x) = c13|x| 19 > cqzus(x)7, Vx € B1(0) \ {0}.

Oucypp = K(ﬁn) >0etciz = —K:(ﬁlz) > 0.
D’ot, t(us, v5) est une solution positive du systeme (3.2) dans B1(0) \ {0} pour ¢t € (0,1)
assez petit. m
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié la non-existence de super-solutions positives pour le
systeme de Lane-Emden suivant avec des potentiels inversement carrés

—Au = /\11 +ovP  dans (),
| x|
—Av = /\2# +ul dans Q, (3.7)
u=v = 0 sur 09Q)

N -2)?
pour p,g > 0,0 < A, Ay < Ay = (T) ou () est un domaine borné régulier de

RN contenant I'origine, avec N > 3.

Précisément, nous avons trouvé des régions sur-critiques de (p,q) pour la non-existence
de sur-solutions positives du systeme (3.7).

Due a l'explosion de la singularité a I'origine, on adapte une procédure d’itération dans le
cas sur critique pour améliorer le taux d’explosion.

Dans le cas sous-critique, nous avons traité 1’existence de sur solutions positives pour le
systeme (3.7) par des fonctions spécifiques radialement symétriques.
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Résumé :

Dans ce mémoire, nous avons étudié la notion de 1’existence et la non existence des solu-
tions d'un systeme elliptique dite systéme de Lane-Emden.

En se basant sur une condition d’existence des solutions, et a 1'aide d"un processus d'ité-
ration, on analyse lexistence d’une courbe critique h(p, ) telle que si cette courbe (((p, q))
est positive, alors le systeme (1) posséde une sur-solution non négative. Par un calcul ra-
dial on montre que le systeme (1) possede une solution si la courbe ((p, q) est négative.

Mots clés : systeme de Lane-Emden, Existence, courbe critique.

Abstract :

In this dissertation, we studied the notion of the existence and non-existence of solutions
of an elliptic system, known as the Lane-Emden system.

Based on an existence condition for solutions, and using an iteration process, we analyze

the existence of a critical curve /(p, q) such that if this curve ({(p,q)) is positive, then the
system (1) has a non-negative oversolution. A radial calculation shows that the system (1)
has a solution if the curve ((p, q) is negative.

Keywords : Lane-Emden system, Existence, critical curve.
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Annexe A

Annexe

Notation

x = (x1,X2, ..., XN)

r=lxl =+ )

Vi (f’_a_
X1 BxN
Au
p = —ﬁl
. Np
P (N=p)
00)
supp (u)
meas(A) = |A]
|- llx
Br
Br(x0)
do

[S¥71 = N|B1(0)]

Définition

Elément de RY
Module de x

Gradient de u

Laplacien de u

Exposant conjugué de p.

Exposent critique de Sobolev

Frontiere de ()

Support de la fonction u
Mesure de L'ensemble A C RY
Norme dans 1'espace L*(Q})
Norme dans l'espace X

Boule de rayon R centrée a 0.
Boule de rayon R centrée en xy.
est la masse de Dirac a I'origine,
la mesure de la boule unité.
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ANNEXE A. ANNEXE

Notation Définition

X’ Espace dual de X

(-, ) Produit scalaire dans RY, crochet de dualité.
\ Différence d’ensemble.

0 cc O ()’ sous ensemble ouvert de () avec () C Q).
Ox, Mesure de Dirac centrée en xj.

p.p Presque partout.

S.C.1. Semicontinue inférieurement.

S.C.S. Semicontinue superieurement.

C(Q) ouC’(Q)) Espace des fonctions continues sur Q).
CoP(Q)) Espace des fonctions Holderiennes sur ().
C®(Q)) Espace des fonctions indéfiniment dérivable Q).
C(QY) C®(Q)) a support compact

DH(Q) Espace des fonctions de D((2) positives.
D'(Q)) Espace dual de C°(Q)).

M(Q) Espace de Marcinkiewicz Q).
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