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ABREVIATIONS ET NOTATIONS

- Cu(R, X) : L’espace des fonctions continues w-périodiques .
- mes(S) : La mesure de Lebesgue d’un ensemble Lebesgue-mesurable S .
- p.p : presque partout .

- LY, X) : L’ensemble des fonctions Bochner-intégrables définies sur 2 a

valeurs dans un Banach X .
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INTRODUCTION GENERALE
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Les équations d’évolution périodiques interviennent dans la simulation des régimes périodiques comme les tubes
a décharge ou les diodes a vide soumises a un potentiel harmonique, modélisés par les équations de Vlasov—Maxwell
ou de Vlasov-Poisson ainsi que tout phénomene de propagation d’onde électromagnétique décrit par les équations
de Maxwell .

La théorie des équations aux dérivées partielles avec retards a un arriere-plan physique étendu et un modele
mathématique réaliste, et elle a connu un développement rapide, voir [29]], [56] .

Au cours des derniéres décennies, une attention particuliére a été porté a I’étude des équations d’évolution a
retard neutre, voir [9)]-[12], 18], [20], [22]-[25], [31], [34], [57] .

Dans ce mémoire, on s’intéresse a 'existence et la régularité de solutions w-périodiques pour I’équation d’évolu-

tion avec retards, suivante :

= (ult) - G(tu(t - ©) ) +Au(t) = F(t,u(t) u(t - 7)), teR (1)

- A: D(A) € X — X est un opérateur linéaire fermé, tel que —A génére un semi-groupe d’opérateurs

analytiques, compact et exponentiellement stable (T(t)) sur X ,

t>0

- G et I sont des fonctions continues vérifiant des hypothéses de régularité précisées dans les résultats énoncés,
- & et 7 sont des constantes positives qui dénotent les retards .

Les équations différentielles ou aux dérivées partielles a retard de type neutres ont de nombreuses applications
et modélisent des problémes découlant de I'ingénierie, la dynamique des populations, les lignes de transmission, le
systéme de réponse immunitaire ou la distribution de I’albumine dans le sang .

L’exemple suivant, d’équation aux dérivées partielles a retard modélisant la conduction thermique dans le maté-
riau de mémoire qui s’estompe, voir [16], [[47],

d t t

pr (u(t, x)+ /_OO k1 (t — s)u(s, x)ds) — cAu(t,z) = /_OO kao(t — 8)Au(s, z)ds 2)
ou, 2 C R"™ est un domaine borné avec une frontiére suffisamment réguliere 052, le laplacien A est considéré par
rapport a la variable = € Q, pour (¢,z) € [0,00) X §, u(t, z) représente la température en x & l'instant t, ¢ est une
constante physique et k1, k2 : R — R sont respectivement I’énergie interne et la relaxation du flux de chaleur.

Si la solution u est connue sur (—o00, 0], k1 = 1 sur (r, 00), et k2 = 1, alors nous pouvons transformer le systéme
en Iéquation abstraite d’évolution neutre (1). En fait, de nombreuses équations aux dérivées partielles a retard de
type neutre peuvent étre écrites sous forme d’équations différentielles fonctionnelles neutres abstraites du premier
ordre sur un espace de Banach approprié .

Il'y a eu un intérét croissant pour I’étude des équations d’évolution neutre de la forme (1)). L’existence et 'unicité
des solutions intégrales (mild) pour des équations d’évolution avec retard ont été considérées par de nombreux auteurs

dans la littérature, voir [2]]-[4], [21], [28]-[33] .



Pour les équations d’évolution retardées sans élément neutre, existence de solutions périodiques a été discuté
par plus d’auteurs, voir [15], [35]], [42]-[58] et les références qui s’y trouvent.

De nombreux résultats significatifs sur le probleme périodique de ’équation d’évolution neutre dans un espace
de Banach ont été obtenus, ’approche la plus populaire est Iutilisation de la bornitude des solutions et la compacité
de I'application de Poincaré réalisée a travers des plongements compacts. Cependant, dans certaines applications
concreétes, il est difficile de choisir les conditions initiales appropriées pour garantir la bornitude de la solution .

La condition la plus imposée au terme non linéaire F' est une condition de type Lipschitz. En fait, pour les équations
apparaissant dans des processus complexes de réaction-diffusion, la fonction non linéaire F' représente la source de
matiére ou de population, qui dépend du temps de maniére diversifiée dans de nombreux contextes .

Dans ce mémoire, on considére I'existence, 'unicité et la régularité de solutions périodiques pour I’équation fonc-
tionnelle neutre (1) en se basent sur [39]. Le terme non linéaire F’ ne satisfait que certaines conditions de croissance
et les fonctions G et F' peuvent ne pas étre définies sur tout U'espace X . Ces conditions sont beaucoup plus faibles
que les conditions de Lipschitz .

Ce mémoire est constitué de quatre chapitres,

o Dans le premier chapitre, on introduit les notations, définitions, lemmes et théorémes qu’on va utiliser a travers
ce mémoire. On donne un apercu sur les les équation différentielle a retard, et on rappelle quelques éléments
d’analyse fonctionnelle, la théorie de semi-groupe et on recueille quelques notions et résultats connus sur les
puissances fractionnaires du générateur d’'un semi-groupe analytique. On introduit aussi la notion de mesure

de non compacité et quelques théorémes de point fixe.

e Dans le deuxiéme chapitre, on applique les résultats de chapitre[I|pour étudier I'existence et I'unicité de solution

mild périodique pour I’équation (1)) .

e Le troisieme chapitre est consacré a I’étude de I'existence de solution périodique classique et forte pour I’équa-

tion (1) .

e Dans le dernier chapitre, on donne un exemple pour illustrer I'applicabilité des résultats abstraits obtenus dans

le chapitre [2| et chapitre [3].
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11 1.1. LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES A RETARD

Introduction

Dans ce chapitre, nous allons présenter un certain nombre de définitions, de notations et de théorémes qui seront
utilisés & un moment ou un autre dans ce travail .

Pour plus de de détails sur les notions rappelées dans ce chapitre voir [14]], [27] et [50] .

1.1 Les équations différentielles a retard

Bien que ressemblant en apparence aux équations différentielles ordinaires, les équations différentielles a retard
ont plusieurs caractéristiques qui compliquent leur analyse . Dans la suite, on donne un apercu sur ces équations
dans le cas ou la fonction inconnue u(t) est dans R™ ou bien dans un espace de Banach X, pour plus de détails voir

[54] .

Définition 1.1.1. Une équation différentielle a retard (EDR) est une équation différentielle ou la variable d’état apparait

avec un argument retardé, elle s’exprime mathématiquement sous une forme générale, pourt > 0, par :

u'(t) = f(tul),ult — 1), ... ,ult —7p)). (1.1)

avecT; € R, pouri =1,...,p sont des constantes données .

1.1.1 Classification

On commence par exposer les différents types d’équations a retard, que 'on peut rencontrer dans la littérature,

des exemples seront donnés dans le cas ot u(t) est dans R™ :

e EDR aretard constant :

De la forme :
u'(t) = f(tult),ult—71)), u(t) € X.
ou X est un Banach et le retard 7 > 0 est constant .

Exemple : EQuATION DE MACKEY-GLASS.

Les équations de Mackey-Glass, nommées d’apres Michael Mackey et Leon Glass, font référence a une famille
d’équations différentielles a retard dont le comportement parvient a imiter a la fois le comportement sain et

pathologique dans certains contextes biologiques, contrdlés par les parameétres de I’équation .

A Dorigine, ils servaient a modéliser la variation de la quantité relative de cellules matures dans le sang. Les

équations sont définies comme suit :

u(t—7)

m, U(t) € R.

u'(t) = —yu(t) + B
e EDR avec retard dépendant du temps :

ul(t) = f(t,u(t),u(t - T(t))), u(t) € X.
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ou le retard 7(¢) > 0 est une fonction donnée.

Exemple : EQUATION DU PANTOGRAPH.
Dans les années 1960, les chemins de fer britanniques voulaient rendre la locomotive électrique plus rapide .

Une construction importante était le pantographe, qui recueille le courant d’un fil aérien. Par conséquent, J.
R. Ockendon et A. B. Tayler ont étudié le mouvement de la téte du pantographe sur une locomotive électrique.
Dans la procédure de résolution de ce probléme, ils sont arrivés a une équation différentielle a retard spéciale
de la forme :

o' (t) = au(t) + bu(kt), u(t) € R.
ol a, b et k sont des paramétres avec k € (0,1) .
Icit — 7(t) = kt donc 7(t) = (1 — k)t.

EDR avec retard dépendant de I’état :

u'(t) = f(t,u(t),u(t - T(t,u(t)))), u(t) € X.
ol le retard 7(¢,u(t)) > 0 dépend la fonction d’état (fonction inconnue u(t)) .
Exemple :

On cite I’exemple suivant qui & été proposé récemment par Arino, Hbid et Bravo [7], comme modele décrivant

I’évolution d’une population de poissons dont les larves consomment une nourriture, supposée limitée.
Le modeéle est sous la forme suivante :
w(t) = £t ut) u(t = (1))
= h(u(t - r(t)))
ou u est le nombre total des individus de la population et r représente la durée nécessaire, pour que les larves
deviennent des adultes .

L’état de larve correspond a la forme juvénile véligere des animaux a développement indirect. La forme adulte
est acquise apres le passage par un stade de transformations importantes appelé métamorphose. Il existe des

larves dans tous les embranchements d’invertébrés .

La deuxiéme équation différentielle ordinaire, elle dépend de la variable u, c’est pourquoi I’équation est dite,

équation a retard dépendant de I’état .

Equation différentielle Avancée :

Nous citons I’exemple suivant :

()= f(tut+7), 7>0u(t) € X.

e Equation différentielle a retard de type Mixte :

u'(t) = f(tult—7),u(t+7)), 7>0u)eX.
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Cette équation a une caractéristique, c’est qu’on ne sait pas sous quelles conditions elle définit une fonction

pour ¢t > 0, car sa dérivée dépend a la fois du passé et du futur .

Remarque : Il existe de nombreux autres types d’équations a retard, mais dans notre travail nous sommes intéressés

par des équations différentielles a retard de type neutre .

Définition 1.1.2. (Equations différentielles a retard de type neutre)
u'(t) = f(tut),ult — ), W't —12)), u(t)eX, (1.2)

c’est-a-dire, le retard intervient aussi sur la dérivée de la fonction d’état .

1.2 Quelques notions d’analyse fonctionnelle

1.2.1 Espace de Banach

Soit X un espace vectoriel sur un corps K (R ou C) muni d’'une norme notée || - || x .
Le couple (X, || - || x) est dit espace vectoriel normé (e.v.n) .

Remarque : Tout espace vectoriel normé est un espace métrique muni de la distance :
dz,y) =z —ylx, =yeX

Définition 1.2.1. (Espace métrique complet )

On dit qu’un espace métrique (X, d) est complet si toute suite de Cauchy de X est convergente dans X .

Définition 1.2.2. (Espace de Banach)

Un espace vectoriel normé complet s’appelle espace de Banach .

1.2.2 Criteres de compacité
Soit S un ensemble d’un espace métrique (X, d) .

Définition 1.2.3. (Recouvrement ouvert)

On appelle recouvrement ouvert de S toute collection d’ouverts {V; }ic; de (X, d) telle que S C UiV .

Théoréme 1.1. Un espace métrique (X, d) est compact si et seulement si, de tout recouvrement ouvert de X, on peut

extraire un sous-recouvrement fini. Le recouvrement est dit fini si I est fini.

Proposition 1.2.1. Une partie S de (X, d) est compacte si et seulement si, de toute famille d’ouverts {V; };cr de X telle

que S C U1V, il existe un sous-ensemble fini J de I tel que S C U;cjV; .

Définition 1.2.4. (Les parties relativement compactes)
Une partie S d’un espace de Banach X est dite relativement compacte si 'adhérence de S est une partie compacte de

X.
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Définition 1.2.5. (Opérateur compact)
Soient X et'Y deux espace de Banach. Un opérateur f : X — Y est compact si I'image de tout borné S de X est

relativement compact dansY', c’est-d-dire, f(S) est compact .

Proposition 1.2.2.
Pour que I'adhérence de S soit compacte dans I’espace de Banach X, il faut et il suffit que S vérifie les deux conditions

suivantes :
1. L’ensemble S est borné ,

2. Pour toute > 0, il existe un sous-espace vectoriel L. C X de dimension finie tel que tout point de S soit a une
distance < ¢ de L, :
Vo € S, dist(x, L) < e.

Définition 1.2.6. (Opérateur complétement continu)

L'opérateur T est dit complétement continu, s’il est continu et compact .

Définition 1.2.7. (Opérateur fermé)
Un opérateur non borné T : dom(T) — Y (ottdom(T') est un sous-espace de X ) est dit fermé si son graphe est fermé

dans X XY, ot le graphe de T' est défini par :

G(T) = {(u,Tu),u € dom(T)}.

1.2.2.1 Théoréme d’Ascoli-Arzela

Un critére trés utile pour étudier la compacité d’un ensemble est fourni par le Théoréme d’Ascoli-Arzela. Pour

énonce ce théoréme, on rappelle d’abord les notions suivantes :

Définition 1.2.8. (Opérateur borné)
Soient X et Y deux espaces normés, un opérateur linéaire f défini sur X dansY est dit borné s’il existe une constante

positive C, telle que :
[fully <Cllullx,  VYueX.

Proposition 1.2.3. (Continuité d’une fonction)
Soient X etY deux espace vectoriel munis respectivement des normes || - || x et || - ||y , et f une fonction de X dans

Y. Les assertions sont équivalentes :
i) f est continue de X dansY,
i) Vvg € X,Ve > 0,3n > 0,Vv € X, ||lv —wollx <n = ||f(v) — f(vo)lly <e,
iii) Pour toutv € X , pour toute suite (v, )nen qui converge versv dans X , (f(vn))nen converge vers f(v) dansY,

iv) Pour tout ouvert Oy deY, 'image réciproque de Oy par f, f~1(Oy), est un ouvert de X,
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v) Pour tout fermé Fy deY, I'image réciproque de Fy par f, f~1(Fy), est un fermé de X .

Définition 1.2.9. (Application lipschitzienne)
Soient (X, dx) et (Y,dy) deux espaces métriques, f : X — Y une application et k un réel positif. On dit que f est
k-lipschitzienne si :

dy(f(sc),f(y)) < kdx(z,y), pourtousz,y € X.

Définition 1.2.10. (Contraction)

f est dite contractante s’il existe un k € (0, 1) tel que f soit k-lipschitzienne .

Définition 1.2.11. (Equicontinuité)
Soient X, Y deux espace de Banach et C(X,Y’) I'ensemble de fonctions continues de X dans Y. Une partie M C

C(X,Y) est dite équicontinue, si :
Ve>0, 36 =0(e),Vf € M, Ve,y € X, [z —yllx < = [If(z) = fW)ly <e

Théoréme 1.2. (Théoréme d’Ascoli-Arzela)
Soit (X, || -||) un espace Banach, un sous-ensemble M C C(J, X ), avec J Uintervalle infini [0, +00), est relativement

compact si et seulement si :
1. M est équicontinu,
2. pour chaquet € J, M (t) = {x(t) : x(.) € M} est relativement compact dans X .

Théoréme 1.3. [38]
Soit A un opérateur linéaire borné dans un espace de Banach X dans lui méme avec || A|| < 1,1 : X — X lopérateur

identité, alors I — A admet un opérateur inverse borné donné par la série de Neumann :
oo
(I-A)~"1'= Z A* (AP est le k-composée fois de A)
k=0

de pluson a:

1

I =AY < 57 -
1— Al
Théoréme 1.4. (Généralisation du Théoréeme de Rademacher)[8]

Soit X un espace de Banach réflexif. Alors toute fonction de Lipschitz f : [0,t] — X est dérivable presque partout .

Proposition 1.2.4. (Formule de Leibniz) [1], [48]

La régle est représentée par I’équation :

d b(t) JOR p 4
dt < a(t) f(t7z)dz> - /a(t) ot (t, 2)dz + f(’?b(t))%b(t) - f(t,a(t))aa(t). (1.3)

Cette régle est utilisée dans les systémes ou les intégrations doivent étre effectuées sur un domaine d’intégration

dépendant du temps.
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1.2.3 Intégrale de Bochner (Intégration des fonctions a valeurs dans un espace de

Banach)

L’intégrale de Bochner généralise la notion d’intégrale de Lebesgue pour les fonctions a valeurs dans un espace

de Banach X .

Définition 1.2.12. (Fonction simple)
Soit £ un ouvert de R™. Une fonction u : 2 — X est dite simple (ou étagée), si elle est mesurable et s’il existe un

nombre fini d’ensembles Lebesgue-mesurables (B;);=1,...., de mesure finie, deux a deux disjoints tels que, u prenne une
n—1

valeur constante b; € X sur chaque B; pouri =1,...,n etu s’annule sur B, = 1/ U B;.

i=1
n

Il revient au méme de dire que u = Z biXxB,, ot X B, est la fonction caractéristique de I’ensemble B; C 2 et b,, = 0.

i=1
On note S(), X ) 'ensemble des fonctions simples de Q) dans X .

Définition 1.2.13.
n

Soit u = Z bix B, une fonction simple de () dans X. On définit son intégrale au sens de Bochner par :
i=1

/ u(z)de = Zbi mes(B;).
Q2 i=1

L’intégrale de u sur un sous-ensemble Lebesgue-mesurable W de ) est [’élément de X défini comme suit :
/ u(x)dx = Zbi mes(B; N W)
w i=1

Définition 1.2.14. (Fonction Bochner-intégrable)

Soit (X, |||l x) un espace de Banach. Une fonctionu : Q0 — X est dite Bochner-intégrable s’il existe une suite (., ) nen
de S(Q, X) telle que uy (z) — u(x) pour p.p.x € X et/ |un(z) —u(x)||xdz — 0.

On note I’ensemble des fonctions Bochner-intégrables c?e Q dans X par £L1(Q, X) .

Proposition 1.2.5.

i) (Critére d’intégrabilité) Une fonction u : Q0 — X est Bochner-intégrable si et seulement si u est ji-mesurable et
/ lu(z)||x de < oo
Q

ii) L1(Q, X) est un espace vectoriel.

1.2.4 Les Espaces LP(E, X)

Soient (F, 1) un espace mesuré et X un espace de Banach.

Définition 1.2.15.
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i) Pourl < p < 400, on définit :

LP(E, X) = {f : E — X p-mesurable telle que/ IfIIPdp < +oo} /p.p,
E

1l (5.x) = (/E ||f|”du) B

L*(E,X)={f: E— Xu-mesurable | 3C > 0, ||f(x)|| < C pour u-presque tout x} /p.p,

que lon munit de la norme :
ii) On définit :

que l'on munit de la norme :

I fllo(e,x) = inf{C > 0| || f(z)|| < C pour u-presque tout x}.

ou p.p est I’égalité presque partout qui définit une relation d’équivalence .

Définition 1.2.16. (Espace L}, .(Q2, X))

On définit Uespace L}, .(Q, X) des (classes des) fonctions localement intégrables sur §) par :

loc

L},.(Q,X) = {f mesurable, / IIf (z)||dz < oo, VK compact de Q} .
K

Théoréme 1.5. (Convergence Dominée)

Soit 1 < p < 400 et (fn)n>1 des fonctions p-mesurables de E dans X. Si la suite (f,,)n>1 vérifie :
i) fn — f p-presque partout sur E,

ii) il existe g € LP(E,R™") telle que, pour tout n > 1,

fa(@)|lx < g(x) p-presque partout, alors f,, — f dans
L?(E, X). En particulier, dans le casp = 1,

/Efnd,u—>/Efd/,L.

1.2.5 Espace de Sobolev
Définition 1.2.17. Soit Q un ouvert de R™ . On définit les espaces de Sobolev dans le cas de fonctions a valeurs réelles :

1. HY(Q,R) = {u € L*(Q,R) tel que D;u € L*(Q,R), pour touti =1,...,N} .

Dans cette définition, lorsqu’on dit D;u € L*(Q, R), on sous-entend :
il existe une fonction g € L*(, R) telle que (D; f, ) p-(Q),c Q) = — / g ¢ dx pour tout ¢ € C°(2)
Q

2. Pour m € N, H™(Q,R) = {u € L*(Q,R) tel que D®u € L?(2, R) pour tout o € NV tel que |a| < m} .

3. Pourl < p < oo etm € N, on définit l'espace de Sobolev WP (2, R) parW™P(,R) = {u € LP(,R), D% €
LP(Q,R) pour tout « € NV tel que |a| < m} .

Noter que pour m = 0, l'espace W™ P (), R) est I’espace de Lebesgue LP (), R) .
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1.3 Quelques notions de la théorie des semi-groupes

Dans cette section, on présente les notions de la théorie de semi-groupe nécessaires au développement de ce
travail pour les démonstrations et amples détails on référe a Pazy [52]], [51] .

On suppose que X est un espace de Banach de norme || - || .

1.3.1 Semi-groupe

Définition 1.3.1.

Une famille a un parameétre (T(t)) d’opérateurs linéaires bornés de X dans X est dite un semi-groupe d’opérateurs

>0

linéaires bornés sur X si:
(i) T(0) = I (ou I est l'opérateur identité de X ),
(i) T(t+s)=T{t)T(s), Vt,s > 0.

Définition 1.3.2. (Semi-groupes uniformément continus)

Un semi-groupe (T(t)) d’opérateurs linéaires bornés est un semi-groupe uniformément continu si :

t>0

1Tz -zl _

lim ||T(t) — I|| = li =0.
Jm [|T() = 1| = lim sup 0

=0+ 340 ||l
Définition 1.3.3. (Semi-groupe de classe C;)

Un semi-groupe (T(t)>t20 d’opérateurs linéaires bornés sur X est dit fortement continu si :
lim ||T(t)z —z|| =0, Vze X.
t—0+
Un semi-groupe fortement continu sur X est aussi appelé Co-semi-groupe sur X .
Remarque : Les semi-groupes uniformément continus sont Cy-semi-groupes, mais la réciproque est fausse.

Théoréeme 1.6. [39] Soit (T(t)) un Co-semi-groupe sur X. Alors il existe deux constantesv € R et M > 1 telles

>0

que :
IT@®)| < Me*t | pourt > 0.
Soit :
vo = inf{v € R| Nl existe M > 1 tel que | T(¢)| < Me"t, ¥Vt > 0}.

v est appelé exposant de croissance du semi-groupe (T(t))tzo .

Définition 1.3.4. (Cy-semi-groupe exponentiellement stable)

Sivy < 0, alors (T(t))t>0 est appelé un Cy-semi-groupe exponentiellement stable .

Définition 1.3.5. (Cy-semi-groupe compact)

Un Co-semi-groupe (T'(t)),. , sur X est dit compact, si T(t) est un opérateur compact sur X pour chaquet > 0.

t>0
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1.3.2 Générateur infinitésimal

Définition 1.3.6.

On appelle générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe (T(t))t>0 un opérateur — A défini sur l'ensemble :

Tz —
D(-A) = {x € X :lim W existe}

t—0
Par :

— +
Az — lim T(t)x —x _d T(t)x
t—0T t dt

,pourx € D(—A).

t=0
Définition 1.3.7. (Ensemble résolvant)

L’ensemble définit par :
p(B) ={A € C: A — B est inversible} .

est ensemble résolvant de I'opérateur B.

1.3.3 Théorie de semi-groupe et équation de la chaleur

Dans ce paragraphe, on donne une application de la théorie des semi-groupes et I’étude du probléme abstrait de
Cauchy dans la résolution d’une équation aux dérivées partielles classiques en physique .

L’équation de la chaleur est 'exemple le plus simple d’une équation parabolique, introduite originellement en
1811 par Fourier. Elle est également connue sous le nom d’équation de diffusion, décrit dans des applications typiques
I’évolution dans le temps de la densité u d’une quantité par exemple la chaleur, la concentration chimique, etc .

On connaitre ’équation de la chaleur suivante :

ou 0?u

eyl o @ = gl
u(z,0) = f(z), xzeR.

z,t), t>0,z€R,

ou f est une fonction linéaire continue dans R .
On va utiliser la transformée de Fourier partielle par rapport a x pour trouver une solution ( formelle ) de (EC) .
Rappelons que pour tout v € L'(R) U L>°(R) la transformée de Fourier partielle par rapport a  de u est la
fonction notée 4 définie par :

a(&,t) == @Sy, t)dz, £€R

ke

On a aussi :
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En appliquant la transformée de Fourier a (EC), on trouve :

Salen = —€hue ), 1>02ck

a(¢,0) = f(£)-

L’équation (1.4) est une équation différentielle ordinaire, ou £ joue le réle d’un parametre, et dont la solution est

(1.4)

donnée par :

a(g,t) = 1f(E), t>0EeR

1
Vart

_2
Pour trouver u on applique la transformée de Fourier inverse en utilisant le fait que et = e pourt >0

—

et que 40 = u * v. Par suite, on trouve que :

1 —e2
U(,t) = e *f7

Vart

D’ou:

a2
u(z,t) = ~S fly)dy, V> 0,¥z € R. (1.5)

7= .
— [ e
4rt Jr
Puisque f est une fonction continue et en utilisant le théoréme de dérivation sous le signe intégral, on montre que u
est bien une solution de (EC). Notons que la condition initiale de (EC) est vérifiée par u donnée par (1.5) dans le sens

suivant :

lim u(x,t) = f(z).

t—0
d’aprés le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, et on note encore u(z,0) = f(z) .
Le résultat s’exprime dans le langage des semi-groupes de la facon suivante :

Pour toute fonction continue f et tout ¢ > 0 on pose :

ou u est 'unique solution classique de (EC). On définit ainsi le semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés de R dans

R appelé le semi-groupe de Gauss-Weierstrass par :

(Tt)f) (=) = %m/ﬂ@e_(zj‘g)Qf(y)dyy Vt>0,Vz eR, T(0)=1.

Le semi-groupe de Gauss-Weierstrass n’est pas un Cy-semi-groupe. On doit faire la remarque que T'(¢) f =9 f dans

I’ensemble des fonctions continues dans R si et seulement si f est une fonction uniformément continue de R dans R

1.3.4 Semi-groupe de la chaleur sur un ouvert borné

Soit 2 un ouvert borné régulier dans I'espace R” . Nous considérons le Laplacien de Dirichlet A y sur €2, qui est
défini de H%(Q2) N HZ () dans L2(£2). L’opérateur Ay est un opérateur auto-adjoint, négatif et inversible, et que
son inverse AX,I est également auto-adjoint et compact sur L?(2) (en raison de la compacité de H? dans L?).

Selon la théorie spectrale des opérateurs auto-adjoints compacts, il existe une base hilbertienne (¢, ),cn de

fonctions propres associée a AEl, avec des valeurs propres réelles (u,,) de multiplicité finie, qui convergent vers
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zéro. Par conséquent, (¢,,) forme également une base hilbertienne de fonctions propres de Ay, correspondant a des
valeurs propres A, = /%n < 0, ou \,, tend vers moins I'infini.
Pour tout élément u appartenant a L?(2), nous notons ¢, (u) le coefficient de ¢,, dans la décomposition de w.
Pour tout ug € L?(2) et t > 0, nous définissons :
u(t) =T(t)uo = cnlug)e* p.
n>0
Il peut étre vérifié que cette expression définit un Cy-semi-groupe. Il est important de noter que T'(%) est une contrac-
tion compacte pour ¢ > 0, mais n’est pas uniformément continue en ¢t = 0. De plus, u(t) est une solution (au moins

de maniere formelle) de I’équation de la chaleur suivante :

du

W _ A

dt nu(t)

u(0) = ug
ANt.

Nous pouvons noter de maniére formelle que T'(t) = ¢

1.3.5 Semi-groupe analytique
Pour plus de détails sur la notion de semi-groupe analytique , on se réfere a [36]], [46]] .

Définition 1.3.8.
Soit A ={z€C, 0; <argz <03, 0 <0<b}.

-
Im

th

FIGURE 1.1 — Angle autour la demi-droite réelle positive .

Une famille (T(z))zEA d’opérateurs linéaires bornés sur X est dite Co-semi-groupe analytique dans A si :
() T(0) = 1.
(ii) T(z1 + z2) = T(21)T(22), pourzi,zs € A,

(iii) lim T'(2)x =z, Vz € X,
z—0
z€EA

(iv) L’application z — T'(z) est analytique dans A .
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1.4 Puissances fractionnaires des opérateurs fermés

Dans la suite, supposons que A : D(A) C X — X est un opérateur fermé et —A génére un semi-groupe
analytique compact (T(t)) >0 Sur X

Pour plus de détails sur les puissances fractionnaires d’opérateur fermé, on se référe a [36], [39], [51]].

Définition 1.4.1. Si (T'(t)),., est analytique satisfaisant 0 € p(A), alors pour tout & > 0, on peut définir A= par :

t>0

1 oo +oo
A = 7/ () dt, avec I'(a) = / t* ey .
@) J, (t) (@) ;

Proposition 1.4.1. L’opérateur A~ est un endomorphisme continu injectif de X .

1.4.1 La puissance a de A

Définition 1.4.2.
Soit av > 0, l'opérateur A® est défini comme l'inverse de A~ et est appelé la puissance o de A avec D(A®) le
domaine de A .
Proposition 1.4.2. L'opérateur A® := (A=)~ est un opérateur linéaire bijectif fermé sur X .
-

Dans ce que suit, on note D(A®*) par X, et C, =: ||A~

Lemme 1.1. Si (T(t)),-, est un semi-groupe analytique de générateur infinitésimal — A satisfaisant 0 € p(A), alors :

>0
(i) Pour0 < o < 1, X, muni de la norme ||x|| o, =: ||A%x|| pour tout x € X, est un espace de Banach,
(ii) A~ est un opérateur linéaire borné, pour 0 < oo < 1 dans X,

(iii) T(t) : X — Xqo, ¥Vt >0,

(iv) A°T(t)x =T (t)A%, Vz € X,,t >0,

(v) Pour toutt > 0, A*T(t) est borné dans X et il existe M, > 0 tel que :
[A*T ()| < Mat™;

de plus, sia € (0, 1), alors M, = MT(c).

(vi) Xg = Xqpour0<a<p<1 (avecXg =XetX = D(A)).XB — X, est compact si Uopérateur résolvant

de A est compact .

- Lanotion des puissances factionnaires peuvent étre utilisées pour établir le résultats du Théoreme 18 dans [[34]

et d’autres résultats dans [51] .
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1.4.2 La restriction 7T,

Définition 1.4.3.
Pour l'opérateur T" défini sur X, et pour X, C X, on appelle restriction deT' a X, noté T,, l'opérateur qui a tout

de X, fait correspondre T,,. On restreint le domaine de définition de T d une partie de U'ensemble de départ .
Remarque : Par le Lemme et[(iv)] la restriction T}, (t) est exactement la partie de 7'(¢) dans X,
Proposition 1.4.3. (Ta(t))t>0 est un semi-groupe fortement continu sur X, et || To(t)||le < [|T(¢)]], Yt > 0.

Démonstration.

Pour tout # € X, et d’aprés le Lemme |I.1]et la remarque précédente, on a :
ITa()e — ol D a7 (t)2 — A2 B )11 470 — Aa) =30
Aussi :
170 @l D1 aer@)e| 1) acal < 0@ - 422l D 7)) - 1o
O

Lemme 1.2. [44] Si (T(t)) 1> €St un semi-groupe compact dans X, alors (Ta (t)) 1> €St un semi-groupe compact dans

X, .

Lemme 1.3. [17] Si X est réflexif, alors X, est également réflexif .

1.5 Espaces fonctionnels utilisés

1.5.1 Espace de Holder

Les espaces de Holder C*(X,Y") sont des espaces constitués de fonctions f : X — Y satisfaisant une condition
de Holder :
IM > 0:Va,y € X, |[f(x) = fy)lly < Mz —yll%

Ces espaces sont fondamentaux dans le domaine de régularité des solutions d’équations différentielles .

1.5.2 Les espaces C,(R, X) et C,(R, X,,)

Définition 1.5.1.

o Soit Cy,(R, X) = {u € C(R, X)| u(t) = u(t +w), t € R} Iespace des fonctions continue w-périodiques muni de la
norme [[ufle = max [lu(®)]l .

e Soit Cy,(R, ) = {u € C(R, X,)| u(t) = u(t + w), t € R} l'espace de Banach muni de la norme |u|lc, =

max [Ju(t)]la -

te(0,w]
Remarque : Il est clair que, C, (R, X,) — Cu (R, X).
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1.6 Mesure de non-compacité

La compacité joue un role majeur dans le théoréme du point fixe de Schauder donc G.Darbo en 1955, a étendu le
théoréme de Schauder aux opérateurs non compacts. L’objectif principal de I’étude est de définir une nouvelle classe
d’opérateurs qui associe tout ensemble borné a un ensemble compact. La premiére mesure de non-compacité a été
définie et étudiée par Kuratowski en 1930 . On note par Mx la famille de tous les sous-ensembles bornés non vides
de X, Nx la sous-famille de Mx constituée de tous les ensembles relativement compacts et pour tout S C X , on

note par C'onuv(S) I'enveloppe convexe, pour plus de détails on référe a [[6], [37] .

1.6.1 Notion de mesure de non-compacité

Définition 1.6.1.
On dit qu’une application v : Mx — RT est une mesure de non-compacité dans X si ju satisfait aux conditions

suivantes :
1. La familleker yp = {S € Mx : u(S) = 0} est non vide et ker y C Nx,

2. 5CZ = uS) <u2),

4. u(ConvS) = p(S),

5 u(AS+ (1 =N)Z) < Au(S) + (1= Nu(Z)  pour A €[0,1],

6. Si {Up}n>1 est une suite imbriquée (Un+1 - Un> d’ensembles fermés de Mx tel que nl;n;o w(Uy) = 0, alors
I’ensemble d’intersection U, = ﬁ U,, est non vide,

n=1

Une mesure est dite sublinéaire si elle satisfait aux deux conditions suivantes :
pAS) = [A[u(S), A eR,

8 u(S+Z) < p(S)+ u(2),

On dit qu’une mesure de non-compacité p a la propriété maximale si :

0. u(S U Z) = max{u(S), u(2)}.

Remarques :

- L’ensemble d’intersection U, définit dans[6|est un élément du noyau ker ji. En effet,

n—oo

(oo}
Use = [ Un = Us CUp = p(Uso) < p(Up) =30 = pu(Us) = 0.

n=1

Cela donne Uy, € ker pt .
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1.6.2 Mesure de Kuratowski

Pour la suite, on définit la mesures de non compacité de Kuratowski et on donne ses propriétés fondamentales .

Soit 2 un ensemble non vide borné de '’espace de Banach X .

Définition 1.6.2.
La mesure de non compacité de Kuratowski, de l'ensemble ), notée o(Y) est le minimum des nombres d > 0, tel que

Q admet un recouvrement fini par des ensembles de diamétre inférieur a d, c’est-a-dire,
a(QQ) = inf{d >0: Q= U Q;, 6() < d}
i=1

ou §(Q) =sup|z—yll, VYr,y€Q; et §(0)=0.

Proposition 1.6.1. Soient X un espace de Banach et M x la famille des ensembles non vide bornés de X .

Alors, la mesure de non-compacité de Kuratowski o a les propriétés suivantes :
1. Régularité : o(S) = 0 si et seulement si S est compact,
2. Monotonie: S C Z = «(S) < a(2),

3. Invariance par passage a la fermeture : a(S) = a(S),

4. Semi-additivité : a(S'U Z) = max{a(S),a(Z)}, VS,Z e My,
5 a(SNZ) <min{a(S),a(Z)}, VS,Z e Mx,

6. Semi-homogénéité : a(A\S) = |Na(S), VA e VS € My,

7. Semi-additivité algébrique : (S + Z) < a(S)+ a(Z), VS,Z € My,

8. Invariance sous les traductions : o(S + zo) = «a(S), VS € Mx,Vay € X,

9. Invariance par passage a Uenveloppement convexe : o(ConvS) = a(S), VS € Mx.

1.6.3 Opérateur condensant

Définition 1.6.3. (k-Contraction d’ensemble)
Soient X etY deux espaces de Banach et f : X — Y une application continue et bornée (i.e., f transforme les bornés

de X en des bornésdeY ).

I On dit que f est une k-contraction d’ensembles s’il existe k > 0, tel que,

a(f(S)) < ka(S), VS e Mx.
II. f est appelée k-contraction stricte d’ensembles (ou contraction stricte d’ensembles) si :

0<k<1.
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I f est dite condensante si :

a(f(S)) < a(S), S borné non relativement compact (a(S) > 0).

Remarques : Il est évident que toute application f complétement continue, est une k-contraction stricte d’en-

sembles et toute k-contraction stricte d’ensembles est condensante. De plus on a :
- f est condensante = f est une 1-contraction d’ensembles .
- f est complétement continue <= f est une O-contraction d’ensembles .

Proposition 1.6.2.

Soit f : X1 — Xy un opérateur contractant, alors, f est une k-contraction d’ensemble .

Démonstration.
Pour 2 un ensemble borné dans X7, admettant un recouvrement fini par les ouverts €2, .

et en utilisant la définition de la mesure de non compacité de Kuratowski :

n
Ve > 0,3do > 0, H{Qihi<icn CQ: Q= Q etle diamétre §(2;) < do < () +e.

i=1
Donc Vi € [1,n], 0(2;) < a(2) + eet f(Q) = CJ f(y).
f est une contraction, donc pour k € (0, 1) i:_1
Va,y € Qi, || f(z) = F)ll < klle -yl

Par définition du diamétre de f(£2;), en passant au sup, on arrive a :

5(f()) < E(3(%))
Ainsi, puisque {f(€2;)}1<i<n recouvrement de f(€2) et d’aprés la définition de or(f(£2)), on déduit que :

a(f(Q) <k(a() +¢€), Ve>0,

ce qui implique que :

a(f(9) < k(a(9).
Dong, f est bien une k-contraction d’ensemble . O
Proposition 1.6.3.

Soient deux opérateurs f, g : X1 — Xy tels que f est complétement continu et g est une contraction.

Alors la somme h = f + g est un opérateur condensant .
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Démonstration.
Soit €2 un ensemble borné dans X, admettant un recouvrement fini par les ouverts €2; .

Onaa(g()) < a(), eneffet, g est une contraction, donc pour k € (0, 1) et en procédant comme pour la Proposition

[[62]l ona:

a(9(9) < k(a(9) < a(®).

D’autre part, comme f est complétement continu, a( f (Q)) =0.

Par conséquent :

a(h(Q)) < a(f() +9(Q)) < a(f(Q) +a(g9(Q) < alQ).

1.7 Théorémes de point fixe

La plupart des phénomeénes naturels de la vie réelle (en physique, en chimie, en mécaniques, en économie...)
s’expriment mathématiquement sous forme d’équation différentielle .

De nombreuses questions liées a I’existence et a 'unicité de solution de certains types d’équation peuvent étre
ramenées a la question d’existence et d’unicité d’un point fixe .

La théorie du point fixe est d’'une importance capitale dans 1’étude de I’existence de solution, et de nombreux théo-
rémes d’existence sont obtenus a partir des théorémes de Banach et Schauder en transformant le probléme d’existence

en un probleme de point fixe .

Définition 1.7.1. (Point fixe)
Soit T' un opérateur défini dans un espace de Banach X dans lui-méme, alors pour tout v € X, tel que v = T(z),

s’appelle un point fixe de 'opérateur T

1.7.1 Principe de contraction de Banach

Le théoréme du point fixe de Banach, connu aussi sous le nom du principe de contraction de Banach ou encore

le théoréme du point fixe de Picard, est apparu pour la premiére fois en 1922, dans I'article [60], dans le cadre de la
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résolution d’une équation intégrale .

Notons que ce théoréme est une abstraction de la méthode classique des approximations successives introduites
par Liouville en 1837 et développée par la suite, par Picard en 1890 .

A cause de sa simplicité et de son utilité, ce théoréme est largement utilisé dans plusieurs branches de I’analyse

mathématique, en particulier dans la branche des équation différentielles. Pour plus de détails voir [5].

Théoréme 1.7. (Principe de contraction de Banach, 1922)

Soit (X, d) un espace métrique complet, soit F' : X — X une application contractante. Alors, F' admet un unique

point fixe .

1.7.2 Théoréme du point fixe de Brouwer

Le théoréme de Brouwer est I'un des théorémes clés caractérisant la topologie d’un espace euclidien. Ce théoréme
intervient aussi pour établir des résultats d’existence de solution pour des équations différentielles, il est aussi présent
dans les cours élémentaires de géométrie différentielle. Il apparait dans des branches plus inattendues, comme la
théorie des jeux, ou John Nash l'utilise pour montrer I'existence d’un équilibre pour un jeu de n personnes avec

stratégies mixtes, voir [49], [59] .

Théoréme 1.8.
Soient K C R™ une partie non vide, compacte et convexe de R" et f : K — K une fonction continue. Il existe alors

x € X tel que f(x) =z .

1.7.3 Théoréme du point fixe de Schauder

Ce théoréme généralise le résultat du théoréme de Brouwer pour une fonction continue sur un convexe compact
dans un espace de Banach .

Le théoréme du point fixe de Schauder [59] affirme 'existence de point fixe qui n’est pas nécessairement unique .

Théoréme 1.9.
Si K un sous-ensemble non vide, compact convexe dans un espace de Banach X et T : K — K une application

continue, alors T' admet un point fixe .

1.7.4 Théoréme de Darbo

En 1955, Darbo, en utilisant le concept de mesure de non-compacité, a prouvé un théoréme de points fixes pour
les opérateurs k-contractants d’ensembles .
Ce théoréme a eu une large application pour établir 'existence des solutions pour une classe d’équations diffé-

rentielles, pour plus de détails voir [50] .

Théoréme 1.10.
Soit ) un sous-ensemble non vide, borné, fermé et convexe d’un espace Banach X et T : Q0 — ) une k-contraction

stricte d’ensembles, alors T' admet au moins un point fixe dans € .
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1.7.5 Théoréme de Sadovski

En 1967, Sadovski a généralisé le théoreme de Darbo pour les applications condensantes, pour plus de détails voir

53], [60] .

Théoréme 1.11.
Soient ) un sous-ensemble non vide, borné, fermé et convexe d’un espace de Banach X et T : 0 — Q une application

condensante, alors, " admet un point fixe dans (2 .
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a 'étude de l'existence et de I'unicité de solution mild, tout d’abord pour le

probléme linéaire et en suite pour le probléme non linéaire (1)) .

2.2 Probléme linéaire non-homogeéne a valeur initiale
On considére le probléme a valeur initiale pour I’équation d’évolution linéaire suivant :

u'(t) + Au(t) = h(t), teJ
2.1)
u(0) = g

Ou h : J — X est une fonction donnée avec .J l'intervalle infini [0, +00), A est un opérateur linéaire de domaine

D(A) de X et zp € X une donnée initiale .

2.2.1 Notion de solution pour (2.1)

Supposons dans la suite que I'opérateur —A géneére un semi-groupe d’opérateurs analytiques, compact et expo-

nentiellement stable (7'(t)) >0 Sur X .

2.2.1.1 Solution Classique

Définition 2.2.1. [51]

Une fonctionu : J — X est une solution classique de si:
i) u est continue sur J,

ii) w continiiment differentiable sur ouvert (0, +00),

iii) u(t) € D(A) pour tout t € (0, +00) et satisfait (2.1),

c’est-a-dire :
u e C(J,X)NCH((0,+00), X) NC((0,+00), D(A)).
Proposition 2.2.1. [52] Si 2o € D(A) eth € C'(J, X), le probléme a valeur initiale admet une unique solution

classique u € C*((0,+00), X) NC(J, X1) donnée par :

u(t) = T(t)xo + / T(t — s)h(s)ds. (2.2)

0
2.2.1.2 Solution Mild ou Solution Intégrale

Définition 2.2.2. Si xg € X et h € C(J, X), la fonction u donnée par appartient a C(J, X) et elle est appelée la

solution mild pour I'équation d’évolution linéaire .
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2.2.1.3 Solution Forte

Définition 2.2.3. Une fonctionu : J — X est appelée solution forte pour siu est continue sur J, dérivable presque
partout sur (0,00), v’ € L}, _(J, X) et satisfait I'équation différentielle dans .

loc

Lemme 2.1. (Chapitre 4 Théoréme 4.3.1 dans [52])
Soith € C([0,a], X)(a > 0), 0 < a< B <1, p=pS—a xo € Xg, alors la solution mild u pour (2.1) vérifie
u € CH([0,al, X4) .

Lemme 2.2. (Chapitre 3 Théoréme 3.5 et 3.6 dans [52]])
Soit h € C*([0,al, X)(a > 0), 0 < u < 1, z9g € X. Alors la solution mild u pour est une solution classique

sur[0,a .

2.3 Existence de solution périodique pour I’équation d’évolution linéaire

Pour la suite, prenons h € C,, (R, X) et on considére I'existence d’une solution mild w-périodique pour ’équation
d’évolution linéaire :

u'(t) + Au(t) = h(t), t € R. (2.3)

Lemme 2.3. [40], [41] Si —A génére (T(t)) un Co-semi-groupe exponentiellement stable dans X, alors pour

t>0
h € C,(R, X), l’équation d’évolution linéaire a une unique solution mild w-périodique u, qui peut étre exprimée
par:

t

u(t) = (I - T(w)) ™ / T(t — s)h(s)ds = (Ph)(1), 2.4)

t—w

et l'opérateur solution P : C, (R, X) — C,, (R, X) est un opérateur linéaire borné .

Démonstration.

Puisque (T(t)) est un Cy-semi-groupe exponentiellement stable dans X, alors pour tout v € (0, |vg|), il existe

t>0
M > 0 tel que:

1Tl < Me™™" < M. (H)

Dans X, on définit la norme équivalente | - | par :
|| = sup [|e” T ()| avec 2] < lz| < Mllz]],
t>0
En effet,
|z = sup [[e”" T(t)z|| > [[e"°T(0)z|| = [l].
t>0
D’autre part, d’apres , ona:
x| = sup |[e”*T(t)z|| = sup || T (¢)x
2| pll p
t>0 t>0

<supe”'Me |z = M|z|
t>0
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Par |T'(t)| on note la norme de T'(t) dans (X, | -

), alors, pour t > 0:
|T(t)z| = sup [|e”*T(s)T'(t)x|| < sup[|e”*T'(s)z|| = |z|.
s>0 s>0

Tt <1.

Par le Théoréme (I — T(w)) admet un opérateur inverse borné tel que ( la notation de puissance est étendue

au sens de composition ) :
(I-Tw) " = (Tw)".

D’aprés les propriétés de semi-groupe (T(s +1t) = T(S)T(t)), ona:

(I-Tw) " =3 (Tw)" =Y T(nw).
n=0 n=0
et sa norme satisfait :
e n 1 1
(I -Tw)) | < ;|T(w)| ST ST (2.5)
Si, on fixe :
zo= (I — T(w))_l/ T(w — s)h(s)ds =: Bh, (2.6)
0

Par application de la Proposition [2.2.1] I’équation (2.3) admet une solution mild unique qui vérifie la condition aux

limites ©(0) = u(w) = x¢. En effet,

0
e u(0) =T(0)xo + /0 T(0 — s)h(s)ds = xq .

o u(w) = T(w)zo + /0 T — $)h(s)ds
1)1 = 7@) " [ T s+ [T heds
= [ 7w - ot ()1 - @) " 1)
(= 7@) ™ [ T te)ds(T0) +1-T()
= -T(w))™* /Ow T(w — s)h(s)ds = zo.

Pour tout ¢t € R, par et les propriétés du semi-groupe (7'(t)) ona:

t>0°

t+w
w(t+w) =T(t+w)xo + / T(t+w — s)h(s)ds
0
0§§“T(t+w)zo+/ T(t +w — s)h(s)ds / T(t+w — s)h(s)ds
0 w

=T#)T(w)xzo + /Ow T)T (w— s)h(s)ds + /Hw T(t+w—s)h(s)ds
w t+w
=T(t) (T(w)xo—i—/o T(w—s)h ) + T(t+w — s)h(s)ds

—T(t) (T(w)xo + /0 - s)h(s)ds) + /0 T(t — s)h(s — w)ds.
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Puisque on a ©(0) = u(w) = ¢ , on obtient :
u(t +w) = T(t)u(0) + /0 T(t — s)h(s)ds = u(t).

Par conséquent, I'extension w-périodique de u sur R est I'unique solution mild w-périodique de ’équation (2.3) .

Par et (2.6), la solution mild w-périodique peut étre exprimée par :
t
u(t) = T(t)Bh + / T(t— s)h(s)ds
0

:ﬂﬂ(U—T@Dqlfﬂw—ﬁmgm>+AHV—QM@®

:U—TW»A(ﬂﬂéﬂﬂw—$MWB+U—TW»AJW—@Mgw)

:(I_T@w‘l(AWT@+w—sm@ms+%fT@—gh@ms—%fT@+w—sm@yu>

0<t<w

=Y (I -Tw)

</0t T(t+w —s)h(s)ds + /tw T(t+ w — s)h(s)ds
+/Ot T(t — s)h(s)ds — /Ot T(t+w— s)h(s)ds>
=(I - T(w))ﬂ </tw T(t+w—s)h(s)ds + /Ot T(t— s)h(s)ds) .

En faisant le changement de variable s’ = s — w, on obtient :

u(t) =(I - T(w))_l (/:w T(t—s")h(s' +w)ds' + /Ot T(t— s)h(s)ds> .

Par la w-périodicité de h et la relation de Chasles, on a :

uuwﬁf—Tw»”(lﬂtﬂt—gths+1fT@—$hwmQ

—w

:U_Tw»*(ltT@—gm@%>

—w

— (Ph)(1).

L’opérateur défini par P : C,(R, X) — C, (R, X) est linéaire par linéarité de I'intégrale et de 'opérateur T'(¢) .
Pour tout h € C,,(R, X)) :

t

IW®H=MPMUW=HU—TWD4(K T@—ﬁM@%>H

—w

t

<NE=7@) - [ e s)laelds
an—Tw»*wl'uﬂrwm@Mm

—w

@ CMuw||hllc-

ou C =: ||[(I = T(w)) ™"
Ceci achéve la preuve de Lemme 2.3]. O

, ce qui implique que P est borné .
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2.4 Existence de Solution périodique pour I’équation d’évolution

En premier lieu, on présente les hypothéses sous lesquelles on peut établir le résultat d’existence des solutions
w-périodique pour I’équation (1) donnée par :

d

2 (ul) = Gt u(t — ) ) +Au(t) = F(t,u(t), ult 7)), teR

Pour « € [0, 1), on suppose que :

(H1) F : R x X2 — X est une fonction continue et pour tout zg, 71 € Xq, F(t, 2o, r1) est w-périodique en ¢ .

Pour tout r > 0, il existe une fonction positive k. : R — R™ telle que :

sup |F(t, o, 21)|| < he(t), teR.

llzollasll@1 | <r

hr(t)

=s)= appartient a L} (R, RT) pour tout ¢ € R et il existe un constante 7 > 0 telle que :

loc

t
lim inf 1/ o (2) ds =y < c0.

T T J—w (t - S)a

la fonction s —

(H2) G : R x X, — X est une fonction continue et pour z € X,,, G(t,x) est w-périodique en t .
G(t,0) = 0 pour t € R, et il existe une constante L > 0 telle que :
JAG(t,2) = AG(t,y)|| < Ll|z = ylla, t € R 2,y € X

wl—oz
1—

(H3) CMoy+ Ci_oL + CM,L <lavec C = ||(I—T(w)) |

(0%

2.4.1 Théoréme d’existence de solution mild

Théoréme 2.1.

Si les conditions|(H1),|(H2) et|(H3) sont satisfaites, alors, I’équation (1)) admet au moins une solution mild

w-périodique .

Démonstration.
Pour u € C,(R, X,,), G(t,u(t — £)) est bien définit dans D(A) .
Ainsi, on peut réécrire I’équation (1) sous la forme de I’équation de probleme et on obtient :

d

= () - Gt ut—9)) + A(@®) - Gt ut - )

=F(t,ult),ut—7)) — AG(t,u(t = €)), teR.

2.7)

Ainsi, on obtient :

V' (t) + Av(t) = h(t)

ou :
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- h(t) = F(t,u(t),u(t — 7)) — AG(t,u(t — €)) .
Pour r» > 0, on considére I’ensemble :
Q, = {u e Co(R, Xo)| Julle, <r}. (2.8)

Notons que ©, est une boule non vide, fermée, bornée et convexe de centre 0 et de rayon r de 'espace de Banach
Co(R, X,).
Par la définition de la norme || - |4, ona:
|T(t — s)AG(s,u(s — &))[|a = [[A*T(t — s)AG(s,u(s — &))|
< AT (t = s)|| - [AG(s, u(s = )|

De plus, par la condition[(HZ) et pour ¢ > s, il s’ensuit que :
IT(t = 5)AG(s, uls — ) la < IIA°T(t - 5)|| - |AG (5, u(s — €)) — AG(s,0)]
< Mo (t = 5)"Lfu(s = &)l

s luts =€)l

ce qui implique que s — T'(t — s)AG (s, u(s — £)) est intégrable au sens de Bochner sur [t — w, {] pour tout u € €.

En appliquant les résultats de Lemme{i I’équation d’évolution (2.7) écrite sous la forme v’ (t) + Av(t) = h(t),

ona:

t

u(t) — G(tu(t—¢)) = (I - T(w))_1 /t T(t— s) (F(s, u(s),u(s — 7)) — AG (t,u(t — {)))ds

—w
Donc, on peut définir Uopérateur Z sur C, (R, X,,) par:

Zu(t) =: (I — T(w))f1 /75 T(t — s)F(s,u(s),u(s — 7))ds + G(t,u(t — €))
b . (2.9)
—(I- T(w))f1 /t T(t—s)AG(s,u(s — §))ds, teR.
Montrer I'existence de solution de revient a montrer que Z admet un point fixe et pour cela on applique
le Théoréme [L11]
Etape 01 : On montre tout d’abord qu’il existe une constante positive 7 telle que Z(£,.) C €, .

Supposons qu’au contraire :
pour tout 7 > 0, il existe u, € Q, ett, € R tels que ||Zu,(t,)||o > 7. (2.10)

Ainsi, on voit par définition de 'opérateur Z, les propriétés de I'intégrale et la norme || - ||o que :

|Zu,(t) || = H (I- T(o.)))f1 /t ' T(tr — $)F(s,ur(s), up(s — 7))ds + G (tr, ur (t — §))

r—w
tr

—(I- T((,u))_1 / T(tr — 5)AG(s,ur(s — §))ds

tr—w

(e
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tr

< H(I—T(w))_l/ T(t, — 5)F (5, up(s), ur(s — 7)) ds

tr—w

(63

+ |G (tr, ur (£ — )

e

+ H(I—T(w))_l /t " Tty — $)AG(s, (s — )ds

r—w

[e%

<[ a—zen - [ 1T [t - ) s

+[|AG (tr, ur(tr — ©)) ||
(=T /_w AT (tr = 5)I| - [ AG (s, ur(s — €) || ds.

Par I’hypothése on obtient :
(20t < [ 1A= (ool = )
+ HA@H (AG(tr, sty — ) - AG(5,0)) H
+ || = 7)™ - / JA°T (¢, — )| - | AG (5. s (s — ) — AG(s,0) | ds.

En utilisant la propriété |(v)| du Lemme [1.1] caractérisant les puissances fractionnaires de A, 'hypothése et en
posant C' = H (I- T(w))il

,ona:

h(s)
(t—s)
+ Cr—aLllus(tr — &)lla

t,

1
+ C’MQL/ ———|ur(s — &)||ads.
M= R

t,
120 (1) |0 < CM, /
tr—w

Par la définition de la norme || - ||c,,, on arrive & :
1Zun (1|0 < CM /t () gs 4 1oL, + CM. L/tr ds|| |
Uy Ty a = [e S —« Uy [e} T aAs||Uy .
b (E= )7 ' ‘o b (E= )7 ‘o
Par la supposition (2.10), on a [|u,[|c, < 7 et || Zu,(t;)|o > 7, donc:
t, 11—«
r hT
r < || Zur(tr)]|a < C’Ma/ (5) ds + Ci_oLr + C’MaLw 7. (2.11)
tr—w (t - 8)a -«
En divisant les deux membres de par 7, on obtient :
1 tr hr 11—«
~CM, ) s+ o al MDY 1,
T t—w (t—8) 1-—«o

En considérant la limite inférieure quand r — oo et d’apres|(H1), on arrive a :

wl—a

CMyy + Ci—oL+CM,L >1

2.12
il (2.12)

ce qui contredit

Donc, notre supposition est fausse et il existe une constante positive r telle que Z(Q,.) C Q,..
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Etape 02 : On montre que Z est un opérateur condensant. Pour cela et d’aprés la Proposition , on montre
que Z = Z; + Z5, ou 2 est un opérateur complétement continu et Z, est une contraction .
En effet, 'opérateur Zu(t) définit dans (2.9), peut étre écrit Zu(t) = Z1u(t) + Zau(t) avec :
t

Zyu(t) =: (I — T(w))71 / T(t — s)F(s,u(s),u(s —7))ds, (2.13)

Zou(t) = G(t,ult — &) — (I - T(w))_1 / T(t — s)AG(s,u(s — &))ds. (2.19)

t—w

1. On montre que Z; est un opérateur compact .
Soit {u,} C Q, avec u,, — u dans €2,., alors par la continuité de ', on a:
Ftun(t),un(t — 7)) "= F(t,u(t),u(t — 7)), teR.

Deplus,ona:

t

| Z1un(t) — Z1u(t)||a = H (I- T(w))_l /t_w T(t—s) (F(s,un(s)mn(s — 7)) — F(s,u(s),u(s — T)))ds

t

< -T@) | / IAYT (t = 5)| - [[F (5, un(s), un(s — 7)) = F(s,u(s), u(s — 7))||ds

E[F (s, un(s), un(s — 7)) — F(s,u(s),u(s — 7))l
(t—s)"

[e3%

<CM, ds.

t—w

Puisque || F(t, up (t), un(t — 7)) — F(t,u(t),u(t — 7))|| < 2h,(t) pour tout t € R (D’aprés (H1)), alors, le

Théoréme|[L.5de convergence dominée assure que :

bF (s un(s), un(s — 7)) = F(s,u(s),u(s — 7)) ||
(t —s)>
- /t lim |1F (5, un(s), un(s = 7)) = F(s,u(s),u(s —7))|

t—w OO (tis)a

lim ds
n—oo [, .,

ds.

n—oo

Par la continuité de F, on en déduit que || Z1u,(t) — Z1u(t)]la — 0 et donc | Z1u, — Z1ullc,

3
l
L

c’est-a-dire que Z; est continue dans C, (R, X,,).

Montrons maintenant que Z;(Q,) = {Z,u,u € Q, C C,(R, X,)} est équicontinue .

Pour tout u € §,., par la périodicité de u (u € Cy(R, Xa)), on ne considére que l'intervalle [0, w] .

Soient 0 < t1 < t3 < w, alors :

Ziu(ty) — Ziu(ty) = (I — T(w))_l /t i T(ty — s)F(s,u(s),u(s — 7))ds
- (I - T(w))fl/ 1 T(t1 — s)F(s,u(s),u(s —7))ds.

tlfw
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Pourty —w <t; <tgett] —w <ty —w<tj;,ona:

ty

Ziu(ty) — Ziu(ty) = (I — T(w))_l/ T(to — s)F(s,u(s),u(s — 7))ds

to—w

+ (I - T(w))_1 / ’ T(to — s)F(s,u(s),u(s — 7))ds

t1

—(I- T(w))71 /t iﬁw T(t1 — s)F(s,u(s),u(s — 7))ds
-(I- T(o.;))f1 /t 1_ T(ty — s)F(s,u(s),u(s — 7))ds,

Ceci implique que :

Ziu(te) — Ziu(ty) = ((I - T(w))’l /ttl (T(t2 —38)—T(t; — 5)>F(s,u(s),u(s — T))d8>

2—W

_ ((I —T(w)) ™" /tz_w T(t, — s)F (s, u(s), u(s — T))d8>

tl —Ww

+ ((I - T(bu))_1 /t2 T(t> — s)F(s,u(s),u(s — T))ds)

ty

=1L+ 1+ I

Il est clair que :

Z1u(t2) — Ziuti)lla = 11 + L2 + I3lla < [1]la + 2]l + [[13]|a- (2.15)

Donc, il suffit de vérifier que || ;|| tend vers 0 indépendamment de u € Q,. lorsque to —t; — Opouri = 1,2, 3.
Par définition de la norme || - ||o, on a:

1]l = H (I—T(w) ™" /ttl (T(t2 —8) —T(t — s))F(s,u(s),u(s —17))ds

2—Ww

<J-ren- |

tz—w

«@
t1

4 (T(t2 = ) = T(ts = )) || | F (5, u(s), uls = 7)) [[ds0

Les propriétés de semi-groupe permettent d’écrire [52]] :

t1 — —t b —
s () (o5 ()
7 t1—s T 2ty — 25+ s -1 _p t1 — s
2 2 9
_T t1 —s T t275+t2—t1 _ ty — s '
Ainsi, par la continuité de ¢ — ||T(¢)|| pour ¢ > 0 ,on obtient :
t1
i1 —s to—s ty—1 t —s
||Il|a§0/ AQT( > T( + )—T( )
‘ to—w 2 2 2 2
t1
th — ta — to —t b —
o [ hen (o5 o o5 e
to—w 2 2 2 2
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ouC = (1-Tw)™|.
Et, I'hypothése [(HT), permet d’obtenir :

b h (S) tg — S tg—tl tl — S

Iilla < CM,, - T = 1) _7r(=—2)|d

Ml ta—w (h—s)“ H ( 2 "2 ) < 2 )H ’
2

— 0, quandiy —t; — 0 (t2 — t1).

D’autre part, on a :

tsz

Il = (7= 7)™ [ 10 = 9t uts = 7

1—Ww

[e3
tz—w

<|@-Tw)™|- / AT = 1 (s ), uts = ) s

t1—

Par I'hypothése la propriété (v){du Lemme ona:

B h(s)
T <CM. - _r\7y
ol < OMa- [ o0

— 0, quand to —t1 — 0 (tg — tl),

ds

oulC = H(I—T(w))le :

De méme, on a:

sl = =@ [ 20— )P 5 uts — )

t1

«
ta
ty

<|[tr=7@)- / 14Tt — 8)] - 11F (5, u(s), u(s — 7))]| ds.
L’hypothése la propriété [(v)]du Lemme [I.1] permettent d’en déduire :

to
|slla < CM, / ( hr(s)
t

——ds
) to — S)O‘

— O, quand to —t1 — 0 (tz — tl),

ou C = H(I - T(w))_lH :

Par conséquent, || Z;u(ty) — Z1u(t;)|q tend vers 0 indépendamment de u € €2, lorsque t5 — t; — 0, ce qui
signifie que Z;(€2,) est équicontinu .

Il reste 2 montrer que (Z,(),)(t) est relativement compact dans X, pour toutt € R.

Pour cela, on définit un ensemble (Z.€2,.)(¢) par :

Pourt € R, (Z,)(t) = {(Zau)(t) |u € Qp, 0 < €< wl, (2.16)
(Zeu)(t) = (I — T(w))_1 /f__6 Ty (t — s)F(s,u(s),u(s — T))ds

= To(e)(I —T(w)) ! / To(t—s— e)F(s,u(s),u(s — T))ds,

t—w
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et on montre que || Z1u(t) — Zcu(t)||o tend vers 0 quand € tend vers 0 .
D’apres le Lemme lopérateur T, (¢) est compact dans X, si T l'est dans X , il s’ensuit que 'ensemble
(Z.,)(t) est relativement compact dans X, .
Pourtoutu € Q,. ett € R,ona:
t

(I- T(o.)))_1 (/t T(t — s)F(s,u(s),u(s — 7))ds

—w

[Z21u(t) = Zeu(t)[la =

- /t B To(t — 8)F (s, u(s), u(s — T))d5>

—w

[0

D’apreés la Remarque (1.4.3), on a:

[Z21u(t) = Zeu(t)]|lo =

(I- T(o.)))f1 </t_ T(t — s)F(s,u(s),u(s — 7))ds

_ / T — ) (s, uls),us — T))d8>

—w

[e3

Pourt — w <t — ¢ < t, on obtient :

[Z21u(t) = Zeu(t)]la =

(I- T(w))i1 (/t h T(t — s)F(s,u(s),u(s —7))ds

—w

+ /t Tt = s)F (s, u(s),u(s — 7))ds

—€

—w

- /t h T(t — s)F(s,u(s),u(s — 7))d5>

[eY
t

~a=ren™ [ re- st - nas

t—e

[0

Par suite on a, d’aprés définition de la norme || - || :

I22(0) ~ Zealle < | (1) |- [ 14T 9l 1P u(6) s~ ).

t—e

Ainsi, pour C' = H (I- T(w))f1

et en utilisant I’hypothése|(H1), la propriété du Lemme on arrive a :

L hy(s)

_ <
I1Z0(t) = ZauDlla < OM | 205

(2.17)

De l'inégalité (2.17), I'ensemble (Z,9,.)(t) est relativement compact dans X, pour tout t € R .
Ainsi, le Théorémed’Ascoli—Arzelé garantit que (2, (,.) est relativement compact et par suite (J; est un opérateur

complétement continu .
2. On prouve que Z; est une contraction .

Soit u, v Gﬁr,ona:

|1 Z2u(t) — Z20(¢) || = HG(t, u(t — f)) — (I — T(w))_1 /t_ T(t — s)AG(s,u(s — §))ds
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t

—G(t,u(t =€)+ (I+ T(w))_1 / T(t — s)AG(s,v(s — €))

t—w

e

<Gt ult =€) = G(t,v(t = ) la
’(I - T(w))f1 /75 T(t—s) (AG(s,u(s — &) — AG(s,v(s — 5)))ds

—w

+

[0}

Par définition de la norme || - ||, ona:

|Z2u(t) ~ Zov(®)lla < |[4°7 (At u(t - ©) — AC(v(t - 9) ) |

-1

+ (I =T (w)) |- /ti |A“T(t — s)]| - ||AG(s,u(s =€) — AG(s,v(s — €)) || ds.

La notation Cy, := || A~|| implique que C_q = [|A*1|.
Aussi, pour C' = H (I —T(w)) -1 H et on utilisant la propriété du Lemme il suit que :

1Z2u(t) — Z20(t)[|a < Ci—q ||AG(t, u(t — &) — AG(t,v(t — &))||

¢ 1
M /HJ (t—s)p [AG (s, u(s — €)) — AG(s,v(s — ©))]| ds.

Par I’hypothése [(H2) et la définition de la norme | - [|c, , on obtient :

t

|Z20(t) = 2200l < CooLlut =) = ot = Olla+ CML | s (s =) = s = €) s

11—«
< (Cl—aL""OMaL;-d ) . ||u—v||ca.
«

Dongc,
11—«

w
22— Zaolle, < (Cuoal 4 COMALE— ) - fu =l (2.19)

11—« 11—«

< 1,donc Ci_,L + CMDCL;U* <1.
—

D’aprés hypothése [(H3)C M,y + C1—o L + CMaL;d
-«

Il s’ensuit que Z5 est une contraction .
Ainsi Z est condensant, et d’aprés le Théoréme [1.11} Z admet un point fixe u € Q,., c’est-a-dire, I'équation
admet une mild solution w-périodique .

La démonstration est terminée. O

Remarques :

I. Concernant la condition |(H1), si la fonction &, est indépendante de ¢, on obtient facilement une constante

~ > 0 satisfaisant .

II. Sila condition est remplacée par la suivante :
(H1') 1l existe des constantes positives ag, a1 et K indépendantes de t, telles que :

|E(t, z0,x1)]| < aol|lxolla + a1]|z1le + K, pourt € Retzg,x1 € Xg4. (2.19)
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Dans ce cas, pour tout 7 > 0 et 2o, 1 € X, avec || Zo||a, ||Z1||e < 7 ona:
|F(t,zo,z1)|| < 7(ap+a1) + K :=h.(t), teR.

Ainsi,

1 (" he(t) ! 1
lim inf — ——ds = liminf ———ds + liminf —
imin /t ( s = limin (a0+al)/t7w G—sp s+ limin / —s)n ds

r—oo T w t— 5) r—00 r—oo T
11—« K
= liminf(ap + a1) d + lim inf w!
r—00 1— r—00 r( —a)
11—«
= (ao—|—a1)1_ =:v>0.

L’hypothése est une adaptation de I'hypothése [(H1) dans le cas ou la fonction h,.(t) est indépendante de ¢ .

Par conséquent, nous avons le résultat suivant :
Corollaire 2.4.1. Pour« € [0, 1), on suppose que :
e G:RxX,— XjetF:Rx X2 — X sont deux fonctions continues .
e Pour tout z, xo, x1 € X, G(t, ), F(t,20,x1) sontw-périodiques ent .
Si les conditions et

l—o

(H3') CM,(ap + a1 + L)(;_ - +Ci_oL <1, avec C= H(I — T(w))fl

>

sont satisfaites, alors, Uéquation (1) admet au moins une solution mild w-périodique . .

Remarque : L’hypotheése est une adaptation de I’hypotheése aux hypotheéses|(H1') et|(H2).

2.4.2 Théoréme d’unicité de solution mild
Si F vérifie la condition de Lipschitz suivante :

(H1") 1l existe deux constantes positives ag, a1 indépendantes de ¢, telles que :

||F(f,$0,l‘1) - F(tvyanl)H < a0||:vo - y()”a + alel - ylHa’ pour tout ¢ € R7$0,$1,y07y1 € Xa,

Alors on a le résultat suivant :
Théoréme 2.2. Pour « € [0,1), on suppose que :
e G:RxX,— XjetF:Rx X2 — X sont deux fonctions continues .

e Pour tout x, xo, v1 € X, G(t,2), F(t, xg,z1) sont w-périodiques ent .

Si les conditions|(H1" )} |(H2) et|(H3' ) sont satisfaites, alors, I’équation (1) admet une unique solution mild w-périodique .

Démonstration.
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1. Existence de la solution mild :

De|(H1"), on peut obtenir |(H1'), en effet, pour tout ¢t € R et 29,21 € Xy,0ona:

|‘F(t7x0>$1)H = HF(tvawrl) - F(t,0,0) +F(t7070)H

< HF(taxmﬂ) - F(t,0,0)H + ||F(t,0,0)||
Par la condition on obtient :

(8 o, 21) || < aollzolla + arllz1fla + [ F(2,0,0)]].

A partir de la continuité et la périodicité de F', on peut choisir K’ = H%ax] |IF'(t,0,0)| , donc, on arrive a|(H1')
te0,w

Ainsi, par le Corollaire [2.4.1] I’équation (1) admet au moins une solution mild w-périodique .

2. Unicité de la solution mild :

Soient uy, us € Cy(R, X,) deux solutions mild w-périodiques pour I’équation , alors ce sont des points fixes de
l'opérateur Z qui est défini par (2.9). Ainsi :

| Zug(t) — Zui(t)||a = H(I — T(w))_l /t; T(t — s)F(s,us(s), uz(s — 7))ds + G(t, ua(t — €))
~(1-7w)" /t; Tt — s)AG s, uz(s — €))ds
~(1-Tw)™" /t; T(t = s)F (s,u1(s), ur(s — 7))ds — G(t, ur(t — €))
+(I—T(w))_l/j T(t - s)AG(s, ur(s — §))ds

—w

«a
t

< H (I- T(w))ﬂ /75 T(t—s) (F(s, us(s),uz(s — 7)) — F(s,u1(s),u1 (s — T)))ds

—w

[e3

+ HG(tvu2(t - 5)) - G(ta ul(t - 5))”&

i H(I— 7)™ /ij(t ~5)(AG (s ua(s — ©) — AG(s, w1 (s — ) ) ds

[e3%

Par définition de la norme || - ||, et pour C' = H (I- T(w))_1 ,ona:

[Zuz(t) = Zur(t)]a < C- /ti [AT(t = s)|| - [|F' (5, u2(s), u2(s — 7)) = F(s,u1(s), us(s — 7)) |lds

+ 457 (AG (tua(t - ©) = AG(t i (t - ©)) ) |
+C- . |AT (t — s)]| - HAG(S,UQ(S -&) - AG(s,ul(s — f))Hds.

En utilisant 'hypothése (H1”)| la propriété|(v)|du Lemme[1.1let C;_,, = ||A>~!

t

, on obtient :

|Zus(t) = Zur(t) o < CMa - =+ (aolluz(s) = wi(s)lla + arlluz(s = 7) = wi(s = 7)lla ) ds

t—w (t - S)
+ CroaLlluz(t = &) —ui(t = §)lla
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t

+COMo | o llua(t = &) —ua(t = §)llads.
t—w (t - S)a
Deplus,ona:
t -«
1
/ ds =< (2.20)
t—w (t - S)a l-a
Par définition de la norme || - ||¢, et I'équation (2.20), il s’en suit que :
wl—a wl—a
12u2(t) = Zur(t)lla < OMag——(a0 +a1)lluz —urllc, + Cr-allluz —wiflc, + CMay——luz — uillc,-
Donc :
wlfa
| Zuz2(t) — Zur(t)]|a < (CMa(ao +a1+1L) Tt C1a> Nug —uile, - (2.21)

D’autre part, u1, us € C,(R, X,,) sont des points fixes de 'opérateur Z qui est défini par , implique que :
[uz = uille, = [|2Zu2 — Zur|c. (2.22)

D’apres (2.21) et (2.22), on obtient :

wlfa

luz — uille, = | Zu2 — Zuqlle, < <0Ma(a0 +a1+ L) 1

+01_a> Nz — e,

-«
A partir de cette derniére inégalité et de la condition ((H3)} il s’ensuit que |lug — u1llc, < |Juz — u1llc,, -
Ainsi, ’équation (1) n’a qu’une seule solution mild w-périodique .

La démonstration est terminée . O



CHAPITRE 3

REGULARITE DE SOLUTION MILD
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on discute les propriétés de régularité de la solution mild w-périodique et on obtient le fait
que la solution mild est classique ou encore forte si F' et G vérifient des conditions de régularité différentes en ¢,

Holdériennes pour les solutions classiques et Lipschitziennes pour les solutions fortes .

3.2 Théoréme d’existence de solution forte

3.2.1 Hypotheses considérées

Pour I’étude de Pexistence de solution forte on considére pour les fonctions F' et G certaines conditions .

Pour « € [0, 1), supposons que :
e X est un espace de Banach réflexif .

(H4) F : R x X2 — X est une fonction continue et pour tout zg, x1 € Xa, F(t, 7o, z1) est w-périodique en ¢ .

Il existe une constante L; > 0 telle que :
| F(t2, zo, 1) — F(t1, 50, y)ll < L1 (lta — t1] + llzo — wolla + 21 — 1 lla),
pour tout t1,t2 € Retxg, z1, Yo, y1 € Xo -

(H5) G : R x X, — X; est une fonction continue et pour z € X,,, G(t, x) est w-périodique en ¢ .

G(t,0) = 0 pour t € R, il existe Ly tel que :

|AG(t2, ) — AG(t1,y)|| < La(|t2 — ta| + |z — ylla)-

11—«

(H6) CM, (2L, + Ly)<
l—«

+ Ci_alo <1, avec C = H(I—T(w))ilu .
Remarque :
- Les hypothéses|(H4)| et [(H5)| sont donné dans le cas ot pi1 = po = 1.

- L’hypothese est une adaptation de I’hypothése aux hypotheses et .

3.2.2 Résultat principal

Théoréme 3.1.

Si les condition|(H6), [(H4) et|(H5) sont satisfaites, alors, I’équation (1)) admet une solution forte w-périodique .

Démonstration.

Soit Z I'opérateur défini par (2.9), c’est-a-dire :

Zu(t)= (I - T(u)))_1 /t_ T(t — s)F(s,u(s),u(s — 7))ds + G(t,u(t — &))

—(I- T(w))_1 /t T(t — s)AG(s,u(s — €))ds, teR.

—w
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Pour un r > 0 donné, soit 2,. C C, (R, X,,) défini par .
Par les conditions [(H4)[(H5) et [[H6) on procéde comme dans la démonstration du Théoréme pour obtenir
que (2Q,) = {Zu,u € Q,} CQ, .

Pour ce r, considérons I’ensemble :
Q= {u e Co(R, Xo)| lJulle, <7, [Ju(te) —u(t1)||a < L*|t2 — t1|, Vt1,t2 € R}. (3.1)

pour un certain L* sur le quel on imposera par la suite des contraintes .
Remarque : () est un ensemble convexe fermé et non vide et on a Q C €2, on peut utiliser le Théoréme m
pour montrer que Z admet un point fixe .
Etape 01 : On montre que Z(Q) C Q.
Ona Q C €, ce qui implique que :
Z(Q) C 2(Q,) C Q.

Pour tout u € ﬁ, ona:

|(Zu)(te) — (Zu)(t1)|la = H (I— T(w))_1 /t 2_ T(to — s)F(s,u(s),u(s — 7))ds
+ G(t27u(t2 - 6))

to

- (I- T(o.z))_1 /t ) T(t — s)AG(s,u(s — €))ds

—(I- T((,u))_1 /t ) T(ty — s)F(s,u(s),u(s — 7))ds
— G(tl,u(tl — f))

+(I - T(w))_1 / T(t1 — s)AG(s,u(s — &))ds

t1—w

«

< H (I -T(w)™ /tz T(ty — s)F (s, u(s), u(s — 7)) ds

- (I- T(w))*l /tl_ T(ty — s)F(s,u(s),u(s — 7))ds
+ H(I — T(W))_1 /t 2_ T(ta — s)AG(s,u(s — f))ds
—(I- T(w))—l /t i T(t1 — s)AG(s,u(s — &))ds

+[|G(t2, ultz = €)) = G(tr, ult = ©)||

En faisant le changement de variable s’ = ¢; — s pour i = 1,2, on obtient :
w
1(Zu)(t2) — (Zu)(t1)||a < H(.r - T(w))_l/ T(s')F(ty — 8, ults — &), ults — 8’ — 7)) ds’
0

- (I- T(w))71 /Ow T(sF(ty — s’ u(ty — s'),u(ty —s" —7))ds’

«

+ H (I -T(w)™ /w T(s"AG(to — ', u(ts — ' — €))ds’

0
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1) [ TAG st - )

[e3

+ HG(tQa u(ty — €)) — G(t1, ulty — €)) ||a :
Ainsi :
|(Zu)(t2) — (Zu)(t1)]a < H(I - T(cu))71 /Ow T(s) (F(t2 —s,u(ta — s),u(ts — s — 1))

— F(t1 — s,u(t—s),u(ty — s — T)))ds

«

wa-men™ [Tre (460 - s u - s )
—AG(t - s,ults s - )|

+ |G (2, ults = €)) = Gt ult =), -

[

Pour C = H(I - T(w))f1

et par la définition de la norme || - || ,ona:

I(20)(t2) = Eu)ella < [ 1ATE]- [F(t - u(ta — 9).ulta — 5 - 7)
— F(ti — s,u(t_s),u(ty — s —7))|| ds
+ C’/ AT (s)| - [|AG (t2 — s,u(ts — s — €))
0
—AG(t1 — s,u(ty — s —§)) H ds

+ [lae—1 (AG(tg,u(tg — &) — AG (1, ulty — g))) H .

En utilisant les hypothéses[(H4)| [(H5)|et pour Cy_, = ||A*~!||, on obtient :
I(Zu)(t2) ~ (Z)t)lo < OM [ 57 (La(lta = o]+ futta = 5) ~ ults = 5
+llult = 5 = 7) = ults = s = 7)l|a) ) ds
My [T (Laflta = ]+ fulta = €~ uttr = €)1a) ) ds
+ CroaLa(|tz = ta] + [[u(ts = &) — u(ty — €)|a)-

De plus,ona:

/ s~%ds = = . (3.2)
0

En utilisant (3.2), on arrive a :

wlfa
I(Zu)(t2) = (Zu)(t2)lla < CMag— (Ll(\tz —t1| + [lu(tz — ) —u(ts — s)|a
Flults — s —7) —u(ts — s — T)||a))
+OMyE— (La(lta — 1] + Jultz — ) — u(ts ~ ©)]a))

+ CroaLlo(ta = ta] + [lu(tz — &) — u(ts — €)lla)
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17 1704

< OM(X L1|t2 — t1| + CM Ll‘lu(tg — S) — U(tl — S)”a
wl—a
+CM, = O[L1||u(t2 —s—7)—u(ts1 — 5 —7)||a
wlfa wlfa
+ OMay——Lolts = ta| + CMay——Laflu(tz = &) —u(ts = §)lla

+ Cr-alalts = ti] + CraLaffu(tz =€) —ulti = lla-
De la définition de €2 dans , ona:
- lultz = s) = ulty = s)lla < L*|t2 — ta],
- lulte —s—7) —ults — s — 7)|la < L*[t2 — t1],
- ults =€) —u(ts = )lla < L*|t2 — t].

Ceci implique que :

wlfoc wlfa
|(Zu)(t2) = (Bu)(t1)la < OMaT—Lilts = ta| + CMaT— L1 Llt2 — ]

wl—a

L OM, LiL* [ty —t1]
11—«
wl—a o‘)1—05

+ OMo— Loty — t1] + O Mo Ly L* |ty — 1]
1—a 11—«

+ Ci_aLalta —ti| + Cr_aLoL* |ty — ti]a

1 a
KC‘M 2L+ L) + ClaLQ) L*

1—0/
(CM . (L1 + Ly)+ Ch- aLQ):| [ta — t1]-
Donc :
[(Zu)(t2) = (Zu)(t1)]la < (KL* 4+ Ko)[t2 — ta],
ou:
l—a
- Ky = CM (L1 + Lo) + C1_4 Lo est une constante indépendante de L*.

Et d’aprés Phypotheése m :
1 a

- K* = CM

(2L1 + LQ) +Ci_ala < 1.

Par conséquent :

||Zu(t2) — Z’U,(tl)Ha < L*|t2 — tll7 Viti1,ta € R, (3.3)

en considérant L* > , pour que Ko + K*L* < L*. Ce qui montre que Z(Q2) C Q.

Ko
1—-K* -~
Etape 02 : On montre que Z est une contraction dans {2 .

Pour tout u1, ug € Cy(R, X,), t € R, et en procédant comme pour le Théoréme (2.2l on a :

|Zu2(t) — Zuq(t) || = H (I - T(w))_1 /t_ T(t — s)F(s,uz(s),uz(s — 7))ds + G(t, ua(t — €))
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t

- (I- T(m))_1 /t_ T(t — s)AG(s,uz(s — €))ds

— (I—T(w))_1 /t_ T(t — s)F(s,u1(s),u1(s — 7))ds — G(t,u1 (t — €))
+(I—T(w))_1 /t_ T(t — s)AG(s,ui(s — €))ds

<u-ren™ |

t—w

«a
t

T(t—s) (F(s, us(s),uz(s — 7)) — F(s,u1(s),ur (s — T)))dS

[e3

+ HG(tvu2(t - g)) - G(ta ul(t - g))”a

#a-zen [

—w

T(t—s) (AG(S,UQ(S — &) — AG(s,u1(s — 5)))ds

«

Par définition de la norme || - ||, et pour C' = H (I- T(u}))_1

,ona:

[Zusz(t) = Zur(t)]|a < C- /t_ [AT(t = )| - | F' (s, uz(s), uz(s = 7)) = F(s,u1(s),us(s — 7)) ds
+[|A>! (AG(t,ug(t — &) — AG(t,u(t — 5))) |

+C- /ti |AT(t — s)]| - HAG(S,UQ(S —5)) — AG(S,ul(s — 5))Hds

Par la propriété du Lemme les hypothese et etpour Cy_,, = [|[A% 1|, ona:
t
1
[Zua(t) = Zur(t)]|o < CMq WLl(Huz(S) —u1(s)fla + lua(s — 7) —ur(s — 7)[la) ds
t—w -

+ C1aLa(|lua(s — &) —ur(s — €)lla)

+OM, [ aua(s = ) — (s = ) )ds

D’aprés I’équation (2.20) et la définition de la norme || - ||, , ona:

o‘)l—oc
12u2(t) = Zur(t)lla < OMay——2L1[luz — wille, + Cr-alzlluz — urllc.
l-«a

w
+ CMaiLQHUQ — U1||Ca.
11—«

Donc :

wl—a

||Z’U,2(t) — Z’U,l(t)Ha < (CMQ(QLl + L2)1

N cl_am) s — uale...

—

D’aprés hypothése ona:

11—«
(CMQ(2L1 + L) ;"_ ~+ ClaL2> <1

Ce qui implique que 'opérateur Z est bien une contraction dans €2 .
La Proposition nous donne que l'opérateur Z est une k-contraction d’ensemble.

Alors par application du Théoréme|[1.10} I'opérateur Z admet un point fixe v qui est une solution mild w-périodique
de I’équation (I.
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Par les hypothéses et le calcul ci-dessus, pour ce u(-) appartenant a £, on voit que u(-) est Lipschitzienne. Ainsi,

toutes les fonctions suivantes :

g(t) = G(t,u(t - ¢)),
o(t) = (I - T((,u))_1 / T(t — s)F(s,u(s),u(s — 7))ds,

t—w

()= (I- T((,u))_1 / T(t — s)AG(s,u(s — €))ds

t—w
sont Lipschitziennes .
Puisque u est Lipschitz continue sur R et que 'espace X, est réflexif par I’hypothese et le Lemme alors le

Théoréme|1.4|affirme que u(-) est presque partout différentiable sur R et u’(-) € L}, .(R, X,,) .

loc

De plus, par la formule de Leibniz on obtient que :

%@(t) =(I- T(w))*1 (T(t —OF (tu(t),u(t—7)) =Tt —t+w)F(t —w,u(t —w),u(t —w—7))

+ /ttw T(t—s) <§;F(s, u(s),u(s — 7)) — AF (s, u(s), u(s — 7'))) d5>

— (I -T(w)™" (F(t, u(t),u(t — 7)) = T(W)F(t — w, u(t —w), u(t —w — 7))

- /ttw AT(t — 5)F (s, u(s), uls — T))ds).

F(t,x0,x1) est w-périodique en t et u € C, (R, X,,), alors :

d t

7o) = (I-T(w)™ <(1 — T (W) F (t,u(t), u(t — 7)) — /t

—w

AT (t — s)F (s, u(s),u(s — T))d8>.

De méme, on a:

%\I!(t) =(I- T(w))_l (T(t —)AG(tu(t — &) =Tt —t+ w)AG(t — w, u(t —w —€))

+ /t; T(t—s) (;AG(S, u(s —§€)) — A(AG(S,u(s - g)))) ds)

— (I -T(w)™" (AG(t, u(t — €)) = T(W)AG(t — w, u(t —w — £))

- /tlt AT (t — s)AG (s, u(s — 5))ds>.

—w

G(t, ) est w-périodique en t et u € C, (R, X ), alors :

t

D) = (1 - T(w) ™ ((1 - T(@)AG(tu(e-9) - [

—w

AT (t — s)AG (s, u(s — §))ds>.

Ainsi, pour presque toutt € R,ona:

d d d d

Zult) = = ®(t) + 2 g(t) — 2 U(1)

=(I- T(w))_1 ((I —T(w))F(t, u(t),u(t — 7)) — /t_ AT (t — s)F (s, u(s),u(s — T))dS)
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d
+ %G(t,u(t—g))

~ (1= 1) (- T@) A6 - 9) - [

—w

t

AT (t — s)AG (s, u(s — f))ds)

= F(s,u(s),u(s — 7)) — AG(t,u(t — &) + %G(t, u(t —¢))

— A((I — T((,u))_1 / T(t — s)F(s,u(s),u(s — 7))ds

- (I- T(cu))_1 /f_ T(t — s)AG(s, u(s — f))ds)
= F(s,u(s),u(s — 7)) — AG(t,u(t — &) + %G(t, u(t —¢))

- A<u(t) — Gt u(t — g))).

Ce qui implique que :

d

pn (u(t) - G(t,u(t - f))) + Au(t) = F(s,u(s),u(s — 7)), pour presque tout t € R. (3.4)

Cela montre que u est une solution forte pour I’équation (1)) .

La démonstration est terminée . 0

3.3 Théoreme d’existence de solution classique

3.3.1 Hypotheéses considérées

On considére le probléme ,

d

%(u(t) — G(t,u(t — 5)))+Au(t) = F(t,u(t),u(t—71)), teR.

ou F' et G vérifient les hypothéses suivantes :

Pour « € [0, 1), on suppose que :

(H4') F:R x X2 — X est une fonction continue et pour tout ¥, z1 € X, F(t, 0, z1) est w-périodique en ¢ .

Il existe Ly et g € (0,1) tels que :
IF(t2, o, 21) — F(t1, 50, y1) | < La(Jtz — 1" + [0 — yolla + 21 — y1lla),
pour chaque t1,t5 € Ret zg, 21, Yo, y1 € Xa -

(H5') G : R x X, — X est une fonction continue et pour tout x € X,,, G(t, x) est w-périodique en ¢ .
G(t,0) = 0 pour t € R, il existe Ly et us € (0,1) tels que :

|AG(t2, ) = AG(t1,y)|| < (It2 — "> + [l — ya)

pour chaque t1,to € Retx,y € X, .

Remarque : Pour montrer que la solution mild est une solution classique sous les hypothéses |[(H4"), [(H5")| et [(H6)]

on considére que le retard est unique, c’est-a-dire, 7 = £ = .
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3.3.2 Résultat principal

Théoréme 3.2.

Si les conditions[(H4 ), [(H5 ) et[(H6) sont remplies, alors, I’équation (1) admet une solution classique w-périodique .

Démonstration.
Etape 01 : Existence et unicité de la solution mild.

Soit Z 'opérateur défini par (2.9), c’est-a-dire :

Zu(t) = (I - T(w))_1 /t_ T(t — s)F(s,u(s),u(s — 7))ds + G(t,u(t — ))

—(I—T(w))_l/ T(t —s)AG(s,u(s — €))ds, teR.

t—w
Par les hypotheéses [(H4")| [(H5")| [(H6) et la preuve du Théoréme nous savons que 'opérateur
Z:C,(R, X,) — Cy,(R, X,) est bien défini .

Pour tout ug, uz € Cy(R, X,), t € R, en procédant de la méme maniére que dans la preuve du Théoréme

ona:
t

|Zua(t) — Zua(t)]|a = H (I-Tw)) ™ /t_w T(t — 5)F (s, ua(s), ua(s — 7)) ds + G(t, us(t — €))
—(1=T(w)™ /t; Tt — s)AG s, uz(s — €))ds
—(1=T(w)™ /t; T(t — s)F (s,u1(s), ur(s — 7)) ds — G(t,us(t — €))
(I —T(w) ™ /tt T(t — 5)AG(s,u (s — €))ds

—w

@
t

< H([ — T((,.;))fl/75 T(t—s) (F(S,UQ(S),UQ(S — T)) — F(s7u1(8),u1(8 - T))>d8

—w

[e3

+ HG(tvu2(t - 5)) - G(tv ul(t - 5))”(1

+ H(I —T(w))™" /t

t—w

Tt —s) (AG(s,ug(s — &) — AG(s,u(s — 5)))615

[e3%

Par définition de la norme || - ||, et pour C' = H (I- T(w))f1 ,ona:

|1Zu2(t) — Zuy(t)||o < C - |A“T(t — s)]| - ||F(s,u2(3),u2(s - T)) - F(S, ur(s),ur(s — 7')) lds

t—w

+]lAet (AG(t,uQ(t —§)) — AG(t,u(t — f))) [

+C- /t_ |AYT(t — s)| - [|AG (s, uz(s — €)) — AG(s,u1(s — &))||ds.

Par la propriété du Lemme les hypothese et etpour C;_,, = ||A*" Y|, ona:
t
1
[Zus(t) = Zur () ]la < CMa WM(HW(S) —ur(s)[la + [lua(s = 7) — ur(s = 7)lla) ds
t—w

+ Cr—aLa(Juz(s — &) —ui(s = &)la)

+CM, s La(lluz(s — &) —ui(s = €)la)ds.

t—w (t - 5)
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D’aprés I’équation (2.20) et la définition de la norme || - ||¢_, ona:

Wl—a
|Zuz(t) — Zui(t)]|o < CMQEQLlHUQ —ulle, + Cr—ala|lus — uillc,
l1-—a

w
+ CMaliLQH’U,Q — Ucha.
—

Donc :

1—

wl—a
||Z’IL2(t> — Z’U,l(t)Ha < (CMQ(QLl + L2) 1~ a + C1QL2> ||U2 — U

Ca-
En utilisant ceci implique que :
[Zuz — Zuslle, < lluz —ualle, - (3.5)

Donc, Z : Cy(R, X,)— C, (R, X,,) est une contraction. D’apres le Théoréme [1.7| de point fixe de Banach , Z
admet un unique point fixe ug € C, (R, X,).

Par la définition de Z, uq est une solution mild w-périodique de I’équation (1)) .

Etape 02 : Solution classique .
Ensuite, on prouve que ug est une solution classique w-périodique. A partir de la périodicité de uy, il suffit de le
prouver sur [0, w] .

On considére le probléme (1) avec & = 7 = 6, ’équation considérée est donc :

d

= (u(t) — G(tut - 6)))+Au(t) = F(t,u(t), u(t — 6)), teR

Pourt € [0,w] et :
h(t) = F(t,u(t),u(t —8)) — AG(t,u(t — 0)).

Par les hypothéses de continuité de F et G, h € C([0,w], X) .
Pour tout € € (0,w), puisque uq est la solution mild w-périodique de I’équation , donc ug est la solution mild

du probléme a valeur initiale :

(3.6)

{ %(u(t) — G(t,u(t — 5))) + A(u(t) — G (t,u(t - 5))) — h(t), tel0,w]
u(e) = uo(e),

avec ug(€) € X, du Lemme [2.1il s’ensuit que :
ug € CH3 ([e,w],Xa_Hs) — C”"’([e,w],X), us € (0, ).
D’autre part, h € C*([e,w], X), o p = min{ iy, p2, us}, en effet :

1A (t2) = h(t)]] = [ F (t2, u(ta), u(ts — 8)) — AG (t2, ults — 9))
— F(t,u(ty),u(ts —6)) + AG(t1,u(ty — 9))||
< IF(t2, ulta), ultz — ) = F(tr, ult), u(ty — 9)) |
+ |AG (t2, u(ts — 0)) — AG (t1,u(ty — 9))||-
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D’aprés les conditions et ug € C*3([e,w], X), on a bien que :

IA(t2) = h(t)]| < Ly (ft2 — o] + [Ju(tz) — ulty)lla + u(tz — 6) — u(ts — d)a)
+ L2(|t2 — t1|'u2 + ||u(t2 - (5) - u(t1 — 5)”04)

< Ly(Jta — t1]" + 20t — t1]"2) + La(Jta — t1]"2 + [t2 — t1]*).
D’apres le Lemme on obtient que ug est une solution classique de I’équation (3.6) et satisfait :
up € C'((e,w], X) NC([e,w], X1).
Et, puisque € est quelconque dans (0, w), alors :
up € C'((0,w], X) NC([0,w], X1).
Par conséquent, ug est une solution classique w-périodique de 1’équation (1)) et satisfait :
up € CL(R, X) NCy, (R, X71).

La démonstration est terminée . O
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Introduction

Dans cette section, on présente un exemple, qui indique comment nos résultats abstraits peuvent étre appliquer

a des problémes concrets .
4.1 Position du probléme

On consideére le probleme aux limites associé a une équation aux dérivées partielles parabolique avec des retards

suivant :
0 ! 0?
53 (@)= [ ofamt (.t = 9)dn) = o
= f(z,t,¢(z,1),¢(x, t — 7)), x €[0,1),t € R, (4.1)
¥(0,t) =¢(1,1) =0
ou:

e geC([0,1] x[0,1]x RxR, R)et f€C([0,1] x Rx R xR, R),
e f, g sont w-périodiques en ¢,
e ¢, 7 sont des constantes positives qui dénotent les retards.

Pour formuler ce systéme sous la forme abstraite , on choisit I'espace X = L?([0,1],R), c’est un espace de
Hilbert muni de la norme || - || 2, X est réflexif .

De plus, pour ¢ : R x [0,1] — R la fonction inconnue dans (4.1), on définit u : R — X par u(t)(z) = ¢(z,t)
pour z € [0, 1], ce qui implique que u(t — 7)(-) = (-, t — 7) et u(t — ) () = ¢¥(-,t = &).

Par conséquent, I’équation aux dérivées partielles avec retards peut étre réécrite sous la forme de I’équation

d’évolution abstraite avec retards (1)) :

d

- (u(t) — Gt ult - 5))) + Au(t) = F(t,u(t), u(t — T))). (4.2)

On définit 'opérateur A : D(A) C X — X par:

v

D(A) :={v e X|v,v" € X,v(0) =v(1) =0}, Av:—@.

(4.3)

—A génére un semi-groupe analytique compact exponentiellement stable (T(t)) dans X, pour 'analyticité

>0
du semi-groupe, voir ([19], Corollaire 5) ou [26]. De plus, on note que 0 € p(A) et que les puissances fractionnaires

de A sont bien définies .

2

Les valeurs propres de I'opérateur A sont de la forme n?72, n € N, et les fonctions propres normalisées associées

sont données par e, (z) = v/2sin(nmz) pour z € [0, 1], le semi-groupe associé (T'(t)),. , est explicitement donné

t>0

par:

Tt)w = Z 67”2“2t(w, en)en, t>0,weX, (4.4)
n=1
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1
ot (-, -) est le produit scalaire sur X, tel que, ||T'(¢)|| < e~™* pour tout ¢ > 0. Donc, on prend M = 1, My =T (2>
-1 1
et|[(I -T(w)) | < P
Lemme 4.1. [55] Siv € D(A2), alors v est absolument continue avecv' € X et |[v/|| 2 = || AZv]| 2 .

4.2 L’étude du probléme
1 1
D’apres le Lemme on définit 'espace de Banach X, := (D(A2), || - ||%) ol [[vf[z = [|[AZv][r2 pour tout
veXi.
2
4.2.1 Hypotheses considérées

Pour discuter 'existence et la régularité de la solution mild w-périodiques du probléme (4.1), on impose les hypo-

théses suivantes :

(F1) 1l existe des constantes positives ag, a; et K telles que, pour tout (z,¢,v,w) € [0,1] x Rx R x R:

(st 0,0)] < aglo] + arw] + K.

(F2) ¢:[0,1] x [0,1] x R x R — R satisfait les conditions suivantes :
(i) Il existe une fonction positive b : [0,1] x [0, 1] x R — R telle que :
|g(9:,y,t,vg) - g(a:,y,t,vl)\ < b(:L',y,t)h}Q - v1|7 T,y € [07 1}71& € R, V1,02 € R.

62
De plus, (7,y,t) = -—5b(,y,t) est bien défini et mesurable avec :

ox
) 1,1 52 2
[© = —b t dy d .
o [ [ (b)) dvas <o

(i) ¢(0,y,t,v) =g(1,y,t,v) =0, teR,ye[0,1],v €R.

2w3
(F3) ———

— e Tw

F(%)(ao+a1+l)+l<1.

4.3 Existence de solution mild

Proposition 4.3.1.
Si les conditions[(F1),[(F2) et[(F3) sont remplies, alors, I'équation différentielle partielle neutre avec retards admet

au moins une solution mild w-périodique par rapport au temps .

Démonstration.

Soient F': R X X1 X X1 — X etG: R x X1 — X définies par :

- F(t, 6, 0) (@) = f(a,t,¢(x), (7)),
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- G(t,9)(x) =/0 9(z,y,t,0(y)) dy,

pourt €R,p,p€ Xietw € [0,1].

A partir de la définition de F' et de l’hypothése on en déduit que F': R x X1 x X1 — X estune fonction
continue, et pour chaque ¢, p € X% etteR:

1
2

7 oolee = ([ (10000 00) i)

1
2

< (/01(a0|¢(x) +ae(z)| + K)de)

< aol|dllze + arllolle + K

< aol¢lly + arllelly + K.

Donc, la condition [(H1') est bien vérifiée .
Par la définition de G’ et ’hypothese , on voit que G': R x X% — X1, (X1 =: D(A)) est continue et on a :

1 1 2
46(t.6) = AG( o) = [ | [ (9wt.60) ~ a(o9.tot0)) | da

< [ [ (Lot -0t oto) ava

Lol g2 2
2

< Pllo - ¢l3-,

pour chaque ¢ € Reet ¢, € X;. Donc, la conditionest bien vérifiée .
Enfin, d’aprés et le Corollaire[2.4.1] alors I’équation d’évolution (4.2) admet une solution mild w-périodique .

La preuve est terminée . O

4.4 Existence de solution classique et forte

Pour montrer l'existence de solutions classiques et fortes, les hypothéses suivantes sont nécessaires :

(F4) 1l existe des constantes [; et p; € (0, 1] telles que, pour tout ¢;,v;, w; € R(i =1,2) etz € [0,1] :
|f(z, b2, v2,w2) — f(@, b1, v1,w1)| <y ([t2 =t " + Jvg — v1] + [wa — wi]).

(F5) ¢:10,1] x [0,1] x R x R — R satisfait les conditions suivantes :

82
@) (x,y,t,v) — Wg(x, y,t,v) est bien défini et mesurable .
x

De plus, il existe des constantes 5 > 0 et o € (0, 1] telles que, pour tout ¢;,v; € R(i = 1,2) :

1 82 1 82
@9(%9%2,’02)6@ - @g(l’y%thvl)dy <l ([ta — 1] 4 |vg — v1]).

0 0
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(i) ¢(0,y,t,v) = g(1,y,t,v) = 0 pourtoutt € R,y € [0,1] etv € R,

2 1
(Fe) 1_:)7,27%F (3) (2 + 1)+l < 1.

Donc, pour tout ¢1,%5 € R et ¢1, @1, P2, 02 € X%, ona:

| F(t2, ¢, p2) — F(t1, ¢1,01)|2 = </0 | f (2, t2, d2(x), 02(x)) — f (2,11, d1(2), p1(2)) ’2 dm) ’

1
2

< (/O B[tz = ta]"* + [d2(2) — ¢1(2)| + |02(z) — wl(w)l)de)

<y (Jta = ta]" 4 ll¢2 — d1llL2 + llp2 — ¢1llr2)

< U (lt2 =t + lld2 = dully + Iz — enll1).-

Et,ona:

Nl

1 82 1 82
‘/(J@g(%y,tz»@(y))dy_/o ﬁg(%yath%(y))dy

/

[ Bl = = 4 Joate) - ¢1<x>|>2dx)
0

2
dx)

1
2

IN

|AG(tz, p2) — AG(t1,01)||L2 = (

<ly([t2 — t1]** + ||p2 — ¢1]|22)

(
<lo(|ta — 1" + [|¢2 — ¢1||%)7
ce qui implique que les conditions et[(H5") pour 1, p2 € (0,1) ou et pour p; = po = 1 sont bien
vérifiées .

D’autre part, par la condition [(F6)| on peut facilement prouver la condition [(H6)|.
Par conséquent, toutes les conditions énoncées dans le Théoréme et le Théoréme sont satisfaites, et nous
obtenons les résultats intéressants suivants :

Résultat 1:

Si les conditions sont vraies pour pi1, o € (0, 1), alors I’équation d’évolution a retards de type neutre
(4.2) (avec &= 7') admet une solution classique w-périodique .

Résultat 2 :

Si les conditions sont vraies pour 3 = po = 1, alors 'équation d’évolution a retards de type neutre

(4.2) admet une solution forte w-périodique .



RESUME :
Ce mémoire vise a examiner le probléme périodique d’une équation d’évolution a retard neutre dans un espace

de Banach X . L’équation considérée est de la forme :

%(u(t) ~ Gt ult — ©) ) +Au(t) = F(t,u(t), ult 7)), t € B.
ou A : D(A) C X — X est un opérateur linéaire fermé et — A génére un semi-groupe d’opérateurs analytiques
compacts (T(t))t>0.

En utilisant la théorie de semi-groupes d’opérateurs analytiques et certains théorémes de point fixe, I'existence
et 'unicité d’une solution mild périodique pour cette équation sont établies .

Nous étudions également la régularité des ces solutions mild et nous obtenons des résultats d’existence de solu-
tions classiques et fortes .

Et, un exemple illustrant I'applicabilité des résultats abstraits obtenus est présenté .
Ce travail représente une application de la théorie de semi-groupe exponentiallement stables et de la notion mesure de
non compacité pour I’étude d’une certaines classes d’équations aux drivées partielles pouvant s’exprime sous forme
d’une équation d’évolution a retard de type neutre, en basant sur la référence [39] .

ABSTRACT :

This thesis aims to examine the periodic problem of a neutral evolution equation with delay in a Banach space

X. The considered equation is of the form :

d

= <u(t) — Gt u(t - g)))+Au(t) = F(t,u(t),u(t — 7)), t € R.

where, A : D(A) C X — X is a closed linear operator, and —A generates a compact analytic operator semigroup
(T(0) o0

Using the theories of analytic operator semigroups and some fixed point theorems, the existence and uniqueness
of a periodic mild solution for this equation are proved .

The regularity of these mild solutions and existence results for classical and strong solutions is considered .
An example illustrating the applicability of the abstract results obtained is present .

This work represents an application of the theory of exponentially stable semi-groups and of the notion of mea-
surement of non-compactness for the study of a certain class of partial differential equations which can be expressed

in the form of an evolution equation with neutral type delay, based on reference [39] .
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