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Notations
RY Espace euclidien de dimension N (N € N).
E': Dual topologique de E.
|E| : Mesure de Lebesgue d’un ensemble E.
Q: Partie ouvert de RY.
< e > Crochet de dualité .
D® La dérivée au sens faible d’ordre a.
0% : La dérivée partielle d’ordre «.
— Injection continue.
e Injection compacte.
q: Conjugué de Holder de p : 1= ]% sip>1
g=o00 sip=1
Vu Gardian de u
pp : Presque par tout.
LoQ) = ﬁl ().
P La moyenne harmonique des p;.
Di Un nombre réel supérieur ou égale a 1 pour tout ¢ =1, ...
(pi) = (p1,p2; -, pn) tel que 1 < py < py... < py < 400
S VR
D = NN—ﬁﬁ’ p< N
p(p;) Permutation de (p;).
ut(x) = max(u(x)),0).

Convergence faible.
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Introduction

Dans sa forme classique, I'inégalité de Sobolev fournit une estimation de la norme LP*,
d’une fonction u réguliere appartient & C5°(RYN) A support compact dans RY en termes

de norme L du gradient de u c’est a dire, si 1 < p < N alors :

|| ull o) < K[Vl o)

ou k constante dépend que de p et N.

Le but de ce mémoire est d’étudier un probleme elliptique de type Kirchhoff dans le cas
anisotrope ot la fonction inconnue v du probleme et ses différentes dérivées partielles
O;u doivent appartenir a des espaces de Lebesgue différents LP (), pour i=1,...,N
c’est a dire :

ue LP(Q) et ue LP(Q) pour i=1,..,N.

Et I'inégalité de Sobolev dans ce cas est de la forme :

N
|| UHLTT"(Q) < k Z |]82u||Lpz(Q)
=1

avec :
k : constante indépendante de u,

_ . 1 1
P : la moyenne harmonique des p;, tel que : — = = — N’

p*

il =

cette inégalité s’appelle inégalité anisotrope de Sobolev, car les différents normes de L?:

pour les dérivées, dans les différentes directions, sont employées dans 'estimation de L?
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et le probleme qu’on veut traiter est donné par :

N
— ; [(a + b/Q |0;u Pim20u) | = fqi? +g(x)u?™t  dans Q,

(P) : u>0 dans €2,

u=1>0 sur 0f),

avec des conditions spécifiques sur f, g, ¢, u et a, b.
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Description du mémoire
Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Le premier chapitre est constitué de deux parties, la premiere est réservée a la
présentation de préliminaires nécessaires pour la bonne compréhension du sujet, le
lecteur trouvera des résultats plus ou moins connu concernant les espaces de Lebesgue et
Sobolev usuel (isotrope) et quelques théorémes utiles comme :

I'injection continue, l'injection compacte, lemme de Vitali, convergence dominée, point
critique....

Et dans la deuxieme partie on procede les définitions concernant les espaces

L®)(Q) pour i=1,...,N et quelques lemmes utiles dans cet espace anisotrope par
exemple :

I'inégalité de Sobolev anisotrope et cela comme un outil nécessaire pour traiter le

probleme principal indiqué précédemment.

Dans le deuxieme chapitre on étudie un probleme elliptique de type Kirchhoff mais
isotrope comme une préparation a I’étude générale du probléme principal (dans le cas

anisotrope) , ce probléme est de la forme :

A
—(a~|—b/Q |Vu]2dx)Au =t f(z,u) dans Q,

(P):§ u>0 dans €2,

u=0 sur 0.

Le dernier chapitre est dédié a prouver que le probleme suivant :

f(z)

S + g(x)u?™!  dans Q,
u

N

_ 5 [(a+b / 1OyulP ), (|BrulP20u) | =
i=1 Q

(P2) 5§ u >0 dans Q,

u=20 sur 0f),

avec : f € Lt (Q), geLF(Q), ue Wy (Q) et abe R* .

admet au moins deux solutions.






Chapitre 1
Préliminaires

Ce chapitre est consacré a introduire les notions nécessaires et quelques outils d’analyse
fonctionnelle qui seront utilisés dans les différents chapitres de ce mémoire, et qui sont

utiles pour I'étude des deux problemes (P) et (FPs).

1.1 Rappels et quelques définitions

Dans tout ce qui suit, on considére {2 un domaine borné régulier de RY, N > 1, sa

frontiere 92 et son adhérence €, la fonction u = u(zy, 7y, ..., z) définie dans Q C RY.

Définition 1.1. (L’espace LP(12))
L’espace LP(QY) est défini par :

LP(Q2) = {u est musurable // |u(z)|Pdr < oo}
Q

— LP(Q) est un Banach.
— LP(Q) est réflexif, si 1 < p < 400.

— LP(Q) est séparable, si 1 < p < 400.

Définition 1.2. (L’espace des fonctions de tests)

L’espace des fonctions de tests notés D(Q) ou C§°(N2) est l'ensemble des fonctions :
p:Q—R

indéfiniment différentiables (de classe C*(Q2)) et a support compact dans S).

Remarque 1.1.

. D(Q) est un espace vectoriel.
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. SipeD):supp o= {x €Q, p(x)#0}.
. D(Q) =C>=(Q)NC(Q)

Définition 1.3. (Espace Séparable)
Un espace de Banach E est séparable s’il existe un ensemble au plus dénombrable qui est

dense dans E.

Définition 1.4. (Espace Dual)
Le dual topologique d’un espace vectoriel E sur le corps K est l’ensemble des formes li-

néaires continues de E, c’est a dire des applications linéaires continues de E dans K, noté

E' = L(E,K).

avec : ||ul|pr = sup Ju(z)|= sup |u(z)|= sup
z€E,||z||=1 lz|l<1,zeE z€E,||z||#0

Proposition 1.1.

Soient Ey, Ey deux espaces vectoriels, F', E} leurs espaces duals respectivement, alors :
1- By C By, = E; C EY.

| <uz>pr| < |[ulpllle

Définition 1.5. (Dérivée au Sens Faible)

Soit u une fonction localement intégrable sur Q, o = (v, g, ..., ) € N et

la] = a1 +as+ ... + .

On appelle dérivée au sens faible de u d’ordre a moté 0%u :
< 0%, p >=(—1)" <u, 0% >,

= (—1)0‘/Qué?°‘cpdx, V¢ € D(Q),

0%y

avec : 0%p = :
0x10xy?...0xon

Définition 1.6. (Espace de Sobolev)
Soit p € [1,4+00] et m € N. L’espace de Sobolev noté W™P(QQ) est défini par :

WmP(Q) = {u e LP(Q) : 0% € LP(Y), a € N",|a| < m}.
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muni de la norme :
1
P
([ I0mlte)” 1<p<oo,
al<m

[lullwmr@) =

g‘lgﬁHDauHLw(m p = +oo.

L’espace W™P(Q) est un Banach.
L’espace W™P(Q) est réflexif, si 1 < p < oo.
L’espace W™P(Q) est séparable, si 1 < p < +o0.

Remarque 1.2.

Dans le cas p = 2, 'espace de Sobolev W™2(Q2) peut noté H™().

H™(Q)={ue L*(), 0"ue L*(Q) VaeN", |a|<m}.

Proposition 1.2.

L’espace H™(S2) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire :

< UV >pm)= Z < 0%, 0%v >L2(Q)

la<m

et la norme

1
2
lullim = ( X ll07ullia)

|a|<m
Proposition 1.3. (Inégalité de Holder)
1 1
Si f e LP(Q) et g € LYN) tel que — + — =1 alors f.g € L'(Y), de plus on a :
p g

gl < Nfllee@llgllLa)-

Si de plus |Q| < oo et f e LI(Q) alors :

1_1
[ fllzr) < [ fllza) (92775

Théoréme 1.1. (Inégalité de Holder généralisé )[1)]
1 1 1 1
Soient p; € [1,+00[ des exposants avec 1 < i < n tel que — = — + — + ... + — alors
p b1 P2 DPn
pour toute fonction f; € LPi(Q2), nous avons f = f1 X fo... X f, € LP(Q) et l'inégalité de

Holder généralisée est donnée par :

e < I fillze @l fallLrz ) [| ful [Lon @)
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d’autre fagon
n

I1 /&

k=1

Jr

<1l
) k=1

Théoréme 1.2. (Les injections continues)[])

Lr(Q LPk(Q)

Soit Q un domaine borné de RN de classe C' et 1 <p < 400 on a :

(1) Si1<p<N. Alors :

1 1
Lp p* —_ - _
WHP(Q) = LP*(Q)  avec N

(ii) Sip= N. Alors :

WHP(Q) — LU(Q), Vg€ [p,+oof

1.C

(1i1) Sip> N. Alors :
WP (Q) = L™(Q)

Définition 1.7. (L’injection Compacte )[4)]

Soient X,Y deux espace de Banach et A une application linéaire :
A X — Y

est dite compacte si pour toute suite (uy), € X bornée, il existe une sous suite (Uam))n
telle que :

Augny converge dans Y
ot ® : N — N est une application strictement croissante.

Théoréme 1.3. (Théoréme de Rellich-Kondrachov)
Si Q est un ouvert borné régulier de classe C', alors de toute suite bornée de H*(S)), on

peut extraire une sous suite convergente dans L*(Q)(on dit que l'injection canonique de

HY(Q) dans L*(Q) est compacte).
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Théoréme 1.4. (L’injection compacte)

L) vgellp| p<N

Whe(Q) ey LIQ) Vge[l,+o0[ p=N

injection compacte

Théoréme 1.5. (L’inégalité de Sobolev)[])]
Soit 1 < p < o0, alors WHP(RY) < LP*(RN) et il existe une constante C' = C(P,N)
telle que

ul| ey < Cl| VUl oy Vu € WH(RY)

otu px est donné par :

L
N

3
*
=R

Théoréme 1.6. (L’inégalité de Poincaré)[])]
Soit  un ouvert borné au moins dans une direction, alors il existe une constante positive

C =C(Q,p) telle que :

pour 1 < p < oo.

1.2 Points Critiques

Soient X un espace de Banach, w un ouvert de X et J € C*(w,R).

Définition 1.8. [J/
On dit que u € w est un point critique de J si J (u) = 0, et on dit que C' € R est une

valeur critique de J, s’il existe un u € w tel que :
Jw)=C et J(u)=0.

-Si u n’est pas un point critique on dit que u est un point régulier de J.

-On dit que J est faiblement semi continue inférieurement (f.s.c.i) si pour toute suite
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{Zp}nen de w converge faiblement vers x dans w, et on a
J(z) < liminf J(x,)

i.e
i, () < U inf ().
Remarque 1.3.
Dans les espaces de Banach réflexifs, les fonctions s.c.i atteignent leurs minimums pourvu

qu’elles soient coercives.

Proposition 1.4. [9/
Soient X un Banach réflexif , et K C X convexe fermé et J une fonctionnelle définie
sur K et s.c.i et pour toute suite (x,)nen de K telle que :  J(x,) — 400  quand
[|n|| — +o0.
Alors J est bornée inférieurement et elle atteint son minimum.
i.e:

Ju e K : J(u) = inf J(v) = min J(v)

veK veK

Définition 1.9. (la condition de Palais-Smale)[9]
Soit E un espace de Banach et J : E — R de classe C'. On dit que J vérifie la condition

de Palais-Smale au niveau C si de toute suite (uy), de E telle que :
J(u,) 222 C dans R

J'(u,) 2% 0 dans E

on peut extraire une sous suite (u¢(n))n€N convergente.

Théoréme 1.7. (Théoréme du Col)[9]
Soit J une fonctionnelle de classe C1(E,R) wvérifiant la condition de Palais-Smale au

niveau C' tel que :
. J(0)=0.
.l existe p > 0 et a > 0 tel que :

J(u) > a pour tout uwe€E, avec ||lullg=p



1.3. Théorémes Utiles 11

.Ml existe v € E, tel que :
J()<a pour |lv||lg>p
Alors J admet une valeur critique C' > a o1

C = inf max J(v(t))

~v €r, t€[0,1]
et
r={7€c(0,1, £),7(0) = 0,5(1) = v
Proposition 1.5.

Soit (Uup)nen une suite d’un espace de Hilbert H, muni de la norme noté ||.||, et qui

converge faiblement vers x € H. Alors la suite (u,)nen est bornée dans H et on a :

||z|| < liminf ||z,]||
n—-+4oo

Définition 1.10. (Suite Minimisante)

On appelle suite minimisante pour le probléeme

(P) :inf J(u)

ueK

toute suite (up)neny dans K telle que

lim J(u,) =m = inf J(u)

n—+oo ueK

1.3 Théoréemes Utiles

Définition 1.11. (équi-intégrabilité)
X ensemble mesurable de RY et 1 < p < oo

On dit que la suite { f,}n C LP(X) est equi-intégrable si est seulement si
Ve>0, 30 >0, VECX telque |E|<$¢

On a :
/ |fo(2)|Pde <e Vn eN.
E
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Théoréeme 1.8. (Théoréme de Vitali)
X un ensemble de mesure finie pour la mesure de Lebesgue de RY, soit { f, }nen une suite

de fonctions de L'(X) qui vérifie les deuz conditions suivantes :

1. {fn}nen converge presque partout vers f dans X.

2. {fn}nen est equi-intégrable.

Alors : { fn}nen converge fortement vers f dans L*(X).

Théoréme 1.9. (Théoréme de Convergence Dominée)
Soit 0 un ouvert borné de RY, soient p € [1,+00[ et {fn}nen une suite de fonctions de
LP(QY) qui converge presque partout vers une fonction mesurable f et on suppose qu’il

existe une fonction g € LP(Q) telle que
VneN |fu(z)] < g(z) p.p dans Q

Alors :

ferLr() etona:

lim ||f, = fllzr) =0

n—-+0o0o

1.4 Espace de Sobolev anisotrope

Soit © un ouvert borné régulier de RY(N > 2), et py,po,...,pn; N nombres avec

1 <py <po < .. < py < 00, on note :

. (pi) = (p1, D25 .-, PN)

du
. Ou =

1 1 X1 _ :
- == Z — p la moyenne harmonique des p;.
p NiZp

N
p* = p< N

N7 (P <N)

. LP(Q2) = {u: Q@ — R mesurable et / lu(x)
Q

Pidy < oo}
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L’espace LPi(€2) muni de la norme :

||u||Lei ) </ |u(x |p’dx>

et si:

pi =400 1 ||ul|pe) = supess |u(z)]

Définition 1.12. [/

Les espaces de Sobolev anisotropes sont définis comme suit
WhE () = {u € WHL(Q), B € LPF(QVi = 1, ... N}

WOL(M)(Q> ={ue WrPN(Q) tel queu=0 sur 0N}

muni de la norme :

[l q ZII(9 ull i) (1.1)

Pour plus de détails veillez consulter [7].

Remarque 1.4.

N LP(Q) = I ().

=1
L LP(Q) = LP(Q) si pj=p Vi=1,..,N.
Nl zri@) = [[ulloo = sup ess [u()] si p; = +00.

z; €Q

=

Nl ) = ; (HUHLP»;(Q) + H@iu||m(g)> C’est une autre norme équivalente

Lemme 1.1. [12]
Wy Q) € W™ (Q) c wp Q)

Démonstration.
1- Pour montrer que Wol’(Pi)(Q) W, F1(€), 11 faut montrer que :
< Cllullge

[l ) (@)’
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tel que C est une constante strictement positive.
On a :

1
HUHWOLPl(Q) = (/Q \Vu(:z:)\pldx> '

g X
< 2|P1 1
< </le:1|3zu| dx)

N
< Z |Osu HLm(Q),

i=1

N
< Z”aiuHLpl(Q)-
i=1

Donc

<

N
||u||W01’p1(Q) = 4

</Q |8iu|p1dx) o

7

et par I'inégalité de Holder
P Pl

ullyter o) < 2 [(/Q (‘aiufpldx)my X (/de)‘l’

=1

1
P 1 D1
avec —=1-——7
o Di

P11

Pi) pi]pl

1
) D;
pzdx> g

N
||u||W(}’pl(Q) S O; |:<_/Q |azu

<ox[(fun

< C,HUHWOL(W)

@)
Donc :
HUHWS’“(Q) < C/HUHWOMM(Q)
ie
Wy (@) € W™ ()

2- Montrons que :

||U| |W(}7(Pi>(g) < C(||UJ| |W017PN(Q)
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Soit u € WP~ (Q), on a :
|Opul" < |Qul["M +1  puisque  p; < py
donc
|0;ulPt < |VulPY +1
c.a.d
/]@up’dxg / \Vu\de:I:—i-/ ldx
Q Q Q
< PN Q
< [l gy + 19
donc
/ |Oyu|Pide < C
Q
L 1
(/ |0;u pidx)“ < (Cri
Q
N -
3 (/ 1O pidx) Yk Yue WP ()
i=1 \/9
d’ou
Wol’pN (Q) C WOL(I%)(Q)
Conclusion
Wy (Q) € Wy (2) € W™ (@)
O

Lemme 1.2. [13] Il existe une constante ¢ qui dépend de i telle que :

Yo € Wo () ol < cill0idllm@ — pour tout i=1,...

Démonstration. Soit ¢ € D(Q).
On peut écrire
o(z) = L Oip(x1, Ty s i1, t, Tty .oy Ty )dl
Pour z € supp (¢), (suppy C [—a,a]y = R,,a € R*).
On pose :

Xi(t) = (21,22, .., Tic1, 6, Tig1, .o, TN)

Donc

o) = [ osplXie))at

.N.
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@) < [ op(Xi(t))lat
@) < [ losplXi(e)at

On applique I'inégalité de Holder

|w@ﬂ§([i@wuwwwwgé</“mglé

—a

< Ci(/_aa |0:p( X (1)) pidt>pli

Ce qui donne

mgdl”@ﬂXﬁ»

/. le@)
[ 1¢(@)

et par la densité de D(Q2) dans Wol’(P")(Q), il résulte

| Ie@)

() Pidt Y € D(Q)

On integre sur R,

pi dﬁC

Pidy < './ O
r < ¢ Ra\ o(z)

Ce qui implique

Pide < c/z/ |0;0(x)|Pide Y € D(Q)
Q

rdr Yo e Wo™(Q).

vde < ¢, [ |0p(a)
Q

C.ad
1,(F
Vo € Wo™ (@), lellirie) < CllOel i)

[
Lemme 1.3. (L’inégalité de Hélder)[13]
Soit :
(pi>:(plap2a“apN)a 1 sz S"’OO, 1= 1,...,N
et
(@) = (a1, 92, - qn), 1 <¢ < +oo, t=1,...,N.
Alors pour tout u € LPi(RY), v e L9%(RN) et (r;) = (r1,79,..,7n) avec
1 1 1
— =+ (1.2)
LET

[uv| oo @y < Mull oo @yl 0] L@ @) (1.3)



1.4. Espace de Sobolev anisotrope 17

Démonstration.

1) le cas : p;, q;, sont finis

on applique I'inégalité de Holder pour w.v avec % = p% + q%, on obtient

v |[pr @y < ul|zer @y ||V Lo vy

et encore :
vtz || < [l el e
Lr2(zz) L2 (z2)
on utilise 'inégalité de Holder de nouveau, on obtient :
otz <flullern| el
L2 (:BQ) LP2 (:EQ) L2 (:EQ)
par récurrence on peut démontrer :
1 1
uv|[ oo ) < Nullpeo @y llvllpwn @) avec el

2) le cas : un composant infini :
soit p;, = +00 et ¢;, finie
dans ce cas 1, = ¢,

]| rio 2y < Nl v @ig) 0] 250 (23)
0

3) le cas p;, = i, = +00
w2 @) < Nl Lo @) |[V]| oo (o).

Donc le lemme est prouvé O

Corollaire 1.1. (L’inégalité de Holder généralisée)[1]

Soit
(ri) = (ri,r2, orw) et (') = (01, Py - D)
tel que
1<r; <400 et 1<p' <400
et i
1 1
VA
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Alors

k k
I TT willLeo o) < TT sl oo @)
i=1 i=1

Lemme 1.4. (Inégalité de Minkowski)[15]
Pour r > 1 et pour tout u € D(R?) :

H/ $17$2 d$1||Lr (dx2) < / ||U($1,$2)||Lr d:cz)dxl

Démonstration. Soit u € D(R?) et r > 1 et comme supp(u) C [—a,a]*,a >0 :

on peut écrire :

I= H/ u(w1, xo)da || Lr(des) = ||/ (71, 22)dx1 || 17 (da)

on utilise la formule d’intégration de Riemann

n

2a 2a
I < lim — k—

L7'(d$2)
IS/_ ||u($1,$2)||LT(dz2)d$1

+o0
1< [ s, 20) oy
d’ou

||/ w(@1, £2)d || Lr(dwg) < / |w(z1, 22)|| L7 (des) d1

Théoréme 1.10. (L’injection de Sobolev anisotrope)[13]
Q un ouvert borné de RN régulier. Alors

1. Sip< N, ona:
WhE(Q) — LP(Q) et WHP(Q) s LI(Q) Vg € [1,p7

2.85%p=N,ona:
WhED(Q) s LYQ) Vg € [1, +o0]
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3.5p>N,ona:

Whr) s C%B(Q) avec 0< B =

Corollaire 1.2. (L’injection Compacte)

p(N +1)

1 <p <
pour P N

Whe(Q) < LP(Q) Vi=1,.,.N

1.5 Norme MZélée

Soit u une fonction réelle mesurable sur RV tel que

+o00
/ lu(zy, .y zn)Pide; < 00 1< p; < 400

—0o0

supess [u(z1, ..., zn)| < +00 pi = +00
z;ER

On peut calculer la norme de u par rapport a z; dans L' (R) puis par rapport a x5 dans
LP2(R) ...jusqu’a la norme par rapport a xy dans LPN (R)

On obtient un nombre réel qu’on le note :

lullgooamy = |||l |

LPN-1 (mel) ILPN ($N)

pour p; finis alors

P3

+oc0 —+00 +oo P2 P
ooy = [ [ L[ wtn, R )™ e

—0o0 —0o0

PN

Notons par L®) = L®)(RN) L’ensemble des fonctions mesurable définis de RY dans R
tel que

|l oo gy < 00

L’espace L") est un espace de Banach muni de la norme ||.|| ;-

Le lecteur est invité a voir [IJ.
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Exemple 1.1.
1. (B) =(2,5,7), N =3,

+o0 +o00 ~+o00 9 g % ;
||UH(2,5,7) = [/ [[ [/ !U($1,9327$3| d-’lﬁ} dﬂ?z] dl":a]

[e o]

2. (pi) = (p1, p2, +00).

[l

(p;) = SUp €ss

z3€R

N

/

o

+o00 P2 %
/ lu(zy, xg, xg)]pldxl} 71 d$2:|
—0oQ

La définition de ||u|| exige des normes successives LPi d’étre calculées dans l'ordre de

I’aspect des variables dans la forme de la fonction w.

Mais cet ordre peut étre changé en permutant 'ordre des intégrales et les réels associées.
Soit p une permutation de {1,2,...,n}

T = (Zp(1)s Tp(2)s s Tp(rm))
P(Pi) = (Pp(1): Po(2)s -+ Pp())
et pu définie par :
plow) = u(@) e pu(z) = u(p™z)
||pul|pps) s’appelle une norme mélées de la fonction w.

Exemple 1.2. N = 3 soit

p(1) =2, p(2)=1, p(3)=3

pu(wla X2, xd) = ’LL(Q?Q, X1, 333)
plpu) = u(z1, T2, 3)

p(u(z)) = u(p™'z) = u(xy, v2, v3)

Exemple 1.3. (p;) = (p1,p2), N =2

+oo

lullgony = | [
+oo

lallgorry = | [ |/

Remarque 1.5.
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lull o et ||u]]pw, contient les méme variables, seulement 'ordre de ’évaluation qui se

change

Lemme 1.5. [1]

/+oo [/+°° |u|p1d$1}§?dx2:|pl2 < {/Jroo {/+O° ’u‘pzdajz}z;dw]}pll

Démonstration.

P2

+00 +00 P2 L

/ {/ |u|p1dx1} " d:zcg] "

_oo+oo _oo+oo P2 o L

:< [ ] dxg} )
—00 —00 N

+oo 1
=1 [ ulda |7y,
—00 LP1 (l‘z)

par l'inégalité de Minkowski

+o0
H/ |u|Prdzy
—00

Pl Foo Py
< ([ de)
LH(IQ) —0o0 Lr1 (a’:g)

Par conséquent

+oo —+o00 P2 £ L
1< / / (|u|p1)p1 dl’2:| deml} "
—0o0 —00
donc
Foo oo w1
1< [/ / |ulP?dxy| ~ dxy
o0 — 00

Si py fini et py = 400, on écrivant :

+00 % 400 %
sup (/ |U($1,$2)|p1d9€1) < </ |Supu(a:1,x2)|p1dx1)
_ o

xr2 — 00 o0
Sip; = py = +o0.

sup <sup |u(a:1,:172)\> < sup (sup u(wy, 932)>

€2 x1 1 €2

Remarque 1.6.

Si p. permutation croissante et p* permutation décroissante, Alors :

[pste] | oo < [ull o < |10 U] poewn) (1.4)
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1.6 Inégalité de Sobolev anisotrope

Soit u € LPI(RY) et d;u € LPi(RY) pour tout ¢ = 1,2, ..., N, inégalité de la forme

N
[ul[p7+ <k ]|0sul|ri, k constante, (1.5)
i=1

s’appelle inégalité de Sobolev anisotrope car les différentes normes de LP* des dérivées

dans différentes directions sont employées pour estimer la norme de u dans LP" (£2).

Lemme 1.6. [1] S7il existe une constante k telle que pour toute fonction u € D(RY), on

a

N
l|ul|Le < kZ ||Oiu||ri () alors q = p*.
i=1

Démonstration. Soit u € D(RY) telle que :

N
lullzs < kY 110vul 100,

=1

soit

A= (A, Ay, Ay) tel que 0 < N\ < 400, i =1,..., N.

En introduisant la fonction uy (la dilatation anisotrope) définie comme suit :

U)\([El, o, .‘.,ZEN) = U()\ll‘l, /\21’2, ey /\NI'N) V($1,$27 ceey IL‘N) € RN.

On a
uall%, = /RN u(Mzr, Aga, .oy Ay )|9d,
on pose
Yi :)\ixi, Vi = 1,...,N,
cad
Yy = (/\11’1, )\QZL’27 ceey )\N{L‘N),
alors
dy - ()\161331, >\2dx27 ) )\Nd.f[}N),
luallfe = [ (1,02, )i,
RN
donc

luallfe = [ Ty, gos e )17 A Aw) ™y,
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d’ou
laallfs = o )™ [Ty, g, o) Py,
c.a.d )
s = Ouodhae ) T ([ uCon, e ) y) "
donc

luallze = Ao Aw) @ [fully, (1.6)

et d’autre part

||aiu>\ %m = )‘fi /N |aiu(>\1131,)\21‘2, ...,)\NxN) Pidax,
R
Y1 = )\1‘751, Yo = )\QIQ, ey YN = ANxN
|0y By = AP /RN 10(y1, Yo, ooy yn )P,

||Biux |72 = X" /RN Oy, Y2, ooy Y) P (A1 A2 Aw) "y,

Halu)\H%m = ()‘1)‘2)%)_1)\?1 [RN ’alu pz‘dy7

10htia ][ = (A1 Agr )~ LAE: /RN B

Pidy.

05w = (Ar-Aoen An) 0 i |Bsu] o (1.7)

On peut choisir X telle que : Aj(Ar, .o An) 7 = 1.
On a:

ws‘\

—
I
—

At Aw)
Ao A1)

-

s
[ V]
I
HTH-
—

Ay AN) 7Y = 71,

On fait le produit membre a membre de (1 & N) :
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N
N . 3 i
H)\i()\l.)\g...)\jv) P :()\1...)\]\/)()\1.,,)\]\[) = =N
=1
d’ou
i .
15~ L
(A1 Aw) -t :t_N,
_N
N
1 prlz

et on a d’autre part :

donc
N

N
A=t (t,,(; i) )

Soit uy qui vérifie (1.5)) et tenant compte (1.6}, (1.7).

N
2 0allzee 0] XA;1<A1---AN>”%

=1 _
- 1
||l | = lluallg (A1 AN) @

donc
> J10ul 1
kl;” iU\ | LPi - (>\1)\N>_E
lulle = N(Aaw)
car I
0; ‘
kll uy || o1
[[uallq
ce qui implique
+(z)
q N
> lloulln Lowt
k=
lullpa =
-N +1
> |0l pe: (ii—)
k= >t i vVt >0
]| o
d’on
-N
~ +1=0
(5 -1)
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et alors
Noq
N=q> —-1)
i—1 Pi
1 1.1
OO}
q izlpz
1 1 &1 1
g NIZIZp N
1 1 1
q p N
donc
q = px

Théoréme 1.11. [1] Si

1 1 1
p<N avec — =—
p p N

Alors il existe une constante positive k telle que [’inégalité de Sobolev anisotrope :
N
ul| oy < B ||0ul|r: Yu € D(R)  avec g = p*.
i=1
Sip > N linégalité est aussi vraie pour tout ¢ > 1 et k dépend de q et du supp(u).

Démonstration.

(1) Lecas : p< N :

soit u € D(RY) et s; > 1 pour i = 1, ..., N, comme la fonction u & support compact dans
RV,

On peut écrire :

-
u(z1, 22, ., )™ :/ Z Ailu(wy, T,y o Tim1, t, Tigr, oy ) [,
—00
+o0o .
S/ Oilu(zy, ko, ...wi—1,t, Tiy, ..., xy)|*1dE,
— 0o
par conséquent, :
] +oo ‘
sup |u(z1, T2, ..., on)|* < / Oi|u(zy, xa, ..., xN)|* dz;,
z;€ER —c0

en intégrant cette inégalité par rapport aux (n—1) composantes x1, T, ..., Ti—1, Tit1, .-, TN,
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on obtient :

[/{ ........ / SUp [ e /|u|$1dx1] ...... ]:||usi||L(1,1 ,,,,, o0, 1) (RNY
N i+l z; Jie1 1

donc :
I P [RSNGB
ol p; une permutation définie par :
pi(1) =1, pi(i)=1, et pi(j)=3 Vj#Li.

Posons :

(i i i i i
= <U1 =lLvy=1,...,v, =4+0,v;,, =1,...,0y = 1)

C.a.d la composante d’ordre i du vecteur (v;) égale a co et les autres composantes prennent
la valeur 1.

Revenons a ([1.8]) on peut ’écrire comme suit :

Tl | oo @y < loilul®||poeo @y < 1105]ul ™[] 21 @),
car p; est la permutation décroissante, donc :
ol [l oo ey < 11l s e (1.9)
d’autre part
1O |ul* || L1 revy = sill[ul ™~ sl 1y ey (1.10)

On applique Holder a (|1.10))

) 1—L 1
b0l < ([ Qb H77) 7 ([ o)
Q Q

< ||u32‘71||LP§(RN)‘|aiu|‘Lpi(RN)
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On sait que

-1 -1
||usl ||Lp L(s 71)p
car en général
[l Zas = [[u®[|2s
donc
[l o vy < Fllll3c, o o 107l 222 vy
avec '
pi=- s op#1
pi—1
pi=+400 si p=1
soit
ol 1 Moo
S:ZSi et — = Z —=N-1
i=1 T k=ik21 Uk
car :
vp =1 pour k#i
d’ou
Mo
> —=N-1
k=i k%1 Uk
et par suite
1
TN
c.a.d
Moy = Il avee  (r) = (r,r,.07)
En utilisant (1.11)) pour écrire ||u\|Lﬁ(RN)
el ey = 11 o
— Husl+32+....+sN||L(r) RN

Si

L(O(RN)

En utilisant 1'inégalité de holder généralisée , on obtient :

HuHiﬁ(RN) < 1_[1 H |U‘SiHL(vi)(RN)
1=

(1.11)

(1.12)

(1.13)
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on utilise (1.12)

Si—1 )||8,~u||Lpz-(RN) (114)

N
N
1ell} e gy < K Z:Hl [|ul L= 10 gn

On choisit s de telle sorte que

N(p;i—1
s= DD g g (p1 ) 41

Efvzl — 1 (Ei]il T 1)192'

(2 (2

ce choix est possible car la condition p < N puisque

N1
> —>1

i—1 Pi
car
N X1 :
f:Z—>1 sachant que p; >1 Vi=1,... N
p i=1 Di
Si on pose :
s
1T N1

calculons (s; — 1)p; :

de ([1.14)) on peut écrire

N
||u||8Lq(RN) <k H ||u 5Liq2ﬂ1£N)||6iu||Lpi(RN)
i=1

N
< EMullz™ T 105l e o)
i=1
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car
= [l
donc
N
s N s —-N
HUHLq(RN) <k HUHLQ(RN)HUHDI(RN) H |10su] | Lo vy
i=1
d’ou
N N1y
||UHLq(RN) <k H 05wl | Lri )
i=1
i.e

Z|=

N
||uf|Lagry < k[H ||| | Lo v vu € D(RY)

i=1

On sait que

N N N
H%S(Zcu) Va; > 0
i=1 ;

c.a.d
N i N
(Ia)" <X
i=1 i=1
donc
N
HUHLLI(RN) < kZ HaiuHLPi(RN) Yu € D(RN)
i=1
L. . 1 1
vérifiant maintenant que : - =-— —
p N
on a :
s
1= N1
N
> ——1
i=1 Pi
. N(N —1)
puisque s = —————, alors
;Pi -
_ 1
T g: 11
NiZpi N
1
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donc
11 1 1

g p N p

finalement on obtient I'inégalité anisotrope de Sobolev

pour le cas p > N et par méthode presque similaire a celle du cas précédent on obtient

N 1
N
lully < £( TLI0wullen )™ o € [L+oc
i=1
O
Corollaire 1.3. [12/
N
Soit Q un ouvert borné régulier de RN, u est une fonction de E = Wol’pi(ﬂ).
i=1
alors
v ¥
lull oy < & TT Iorulonco) Vue E (1.15)
i=1
avec
1 1 1 _
==—-—— avec P<N
P p N

Sip> N : linégalité (1.15) est vraie pour tout p* € [1,4+00] et la constante k dépend de
€2].



Chapitre 2

Etude d’un probléme de type
Kirchhoft

Dans ce chapitre nous allons voir I’étude d’un probleme elliptique non-locale isotrope

de type Kirchhoff de la forme

—]\4(/Q |Vu\2dx)Au = f(z,u) dans €,

(P1) u>0 dans (2,

u=2>0 sur 0f2.

Ot  est un ouvert borné de RY de frontiere réguliere 952, f fonction qui sera spécifiée
ultérieurement et M une application sur R*.

Ce probléme est dit non local en raison de la présence du terme / |Vu|?*dz qui indique
que ’équation n’est plus une identité ponctuelle mais non locale, cor?lme il est appelé dans
[2].

Ce genre de probléme est I'un des sujets de grande importance de I’analyse variationnelle
et qui est liée en physique par les études des vibrations et les déformations des plaques

ou des cordes tendues.
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2.1 Le probleme de type Kirchhoff avec un terme sin-
gulier

Considérons Le probleme singulier de type Kirchhoff :

—(1 + b/ |Vu|2d:13)Au _A + f(z,u) dans Q
Q uy

(21):< u>0 dans 2

u=0>0 sur Of?

Soient  un domaine borné de R® et A > 0,0 <y <let f: QxR — RT continue

satisfait les hypotheses suivantes :

t
(f1) : f(z,t) =0 pour tout ¢t <0 et lim f(i’ ) = 0 uniformément pour tout x € Q2

t——+00

fz,1)
t

l'opérateur (—A) de Dirichlet comme étant la solution ¢; du probléme :

(f2) = Il existe [ > Ay tel que tlgn = [ avec A\ est la premiere valeur propre pour

—Ap1 = My dans Q,
¢ = 0 sur 091,
o1 > 0 dans Q.

On a le résultat suivant :

Théoréme 2.1. [10] Supposons 0 <~y <1,b>0 et f:Q xR — RT continues satisfait
( f1) et ( fa), alors il existe Ay > 0 indépendant de b avec 0 < X\ < Ay tel que :
1. Le probléme (2,1) admet au moins une solution positive

2. de plus si 0 < b < b, le probléme (2,1) admet au moins deux solutions positives (b, :

une constante)

Démonstration. Soit H}(Q) 'espace fonctionnel muni de la norme :

| ullfye = [ [Vulds
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et on note par :

Br={ue Hy(Q): | ul <r}
0B, ={uwe Hy(Q): | ul =r}

et la fonctionnelle I,y définie par :

Lo Hy(Q) = R

1 b A _
o) = gl + gl = 3= [ e~ [ PG )

telle que :

Flat) = /Ot f(o, 5)ds
u” =max{ u,0}

A

Il est bien connu que le terme singulier — conduit a la non-différentiabilité de I, dans
u

H;(2) et par conséquent on peut pas utiliser la théorie des points critiques.

On considere dans ce cas le probleme perturbé :

A

—a 200V Ay = —
( +b/Q|Vu| T)A u (s a)

+ f(z,u) dans Q,

u=0 sur 0f2

Avec o > 0

La fonctionnelle d’énergie associe au probleme (2,2) est donnée par :

1 b A
Lo = =llull® + 2full* — / + 1y _ 1y —/F +
o= 7+ Sl = 2 [+ = 0 e = [ Pty

Lemme 2.1. [10/
pour une donnée 0 < o < 1, supposons ( fi) et ( f2) sont vérifiées, alors I, satisfait les

conditions de Palais-smale.

Démonstration. Pour ¢ € R, soit la suite {u,} C H{ () suite de palais -smale pour I,
telle que :

Iy o(u,) — ¢,qd n — 400
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I o (un) — 0,qd n — +00

< Bpttn >= fuall® + nl* = A [ [+ ) 7o = [ flaru,)do

Quand n — +oo, J'(u,) — 0 alors
lunl® + bllun]l* < )\/Q[(un +a)' e +/Qf(a:,un)undx + o(1)[un]

et d’apres les conditions ( f1), ( f2) :

lim f(g;’t) =0 f(z,t) <et au  V(0)
et
Jim f(:i,t) =0 f(x,t)<Iltau V(+o0)

donc on peut écrire

flz,t) <et+ct!™! V(x,t) € QxRF

on applique Holder et Poincaré

[ ual = < ([ (ual =) 7)1
Q Q

1—

< d||unl|z2(q)
1—

< CQHUnHH(}zQ)

et
/ frttnde < / (etp + crul™ Nu,de
Q Q

< oo |un||* + cs|fun|

ce qui donne :
[lunl * + lJunl|* < collunl '™ + csllunl * + callunl P c2,¢5,¢4 >0

d’ou

b < cafunl| 777 + (e3 = Dllunll ™ + eaf fun] [P~

(2.1)
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Si on suppose que {u,}, n’est pas bornée C.a.d
lim ||u,|| = +00  quand n — +o00

on obtient

b<0 pour 2<p<H4

et cela contredit b > 0.
Donc {uy },, est bornée dans Hj () et puisque H} (2) Banach réflexif, alors il existe {u,, }»

sous suite de {u,}, telle que
Up, — u*  (convergence faible) dans  Hy(Q)

d’autre part, on applique le théoreme de convergence dominée i.e

, Up, uk U,
lim [ —————dz = / —————dx car ——— <1
n—+oo Ja (u, + @)Y o (us + )7 (U, + )Y

et
I F,nd:/F,+d F,n:/n s)d
n_l}l’_‘r_looQ(ZEu)l‘ Q(:pu*)x car  F(z,uy,) Of(xs)s
On pose :
W, = u, — U,
alors :

|Wo|| =0 quand n — 40

sinon, il existe une sous suite noté encore (W,,),, tel que :

lim [[W,|]|=L>0

n—-+00

A partir de la formulation variationnelle, il résulte que :

(Ut el Pal P = A [ oo+ [ G ua)d 2.2

On a aussi
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[[unl[* = W + u||?

=< W, +u" W, +u* >

= [[Wall? + [|u[]* + 2 < Wy, u* >

= [[Wall? + [Ju*]]”

=L*+ ||[u*]]* quand n — +oo
car :

< Wi, u" >=<u, —u",u" >p1q)=0

d’out 'expression (2.1) devient par le passage a la limite :

1 L2 *|12 *2:/
(bl ol PP = 2 ) s

da:—/ﬂf(x,u*)u*dx

car

lim < —Au,,u* > =< -Au*,u* >

n—-+00o

et d’autre part on a

1+ bL2 + bl lu*|12) (L2 *2—)\/u*d—/ Vurdr = 0
(U 02 4 B P2 (o) = e = [ faayuds

et par la combinaison de ([2.3]) et (2.4]) on obtient (par la soustraction)
L? +bL* + bL?||u*]|* = 0

donc L =0.
en conséquence :

Wl =0 ie ||un —u*||Hé(Q) —0

d’ou I, satisfait les conditions de Palais-Smale

(2.3)

(2.4)

]

Lemme 2.2. [70] Supposons (f1) et (f2) sont satisfaites, alors il existe Ag > 0 (indépen-

dant de b) et r,p > 0 tel que
(i) Ina lop, > 0 et inf Iy o(u) <0 pour 0 <A <1
(ii) il existe v € H3(Q) avec ||v|| > p et by > 0 tel que

Iyo(v) <0 pour 0<b<b,
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Démonstration.

(i) Supposons que (f1) et (f) sont vérifies pour tout € > 0, il existe D(e,p),p > 2 tel que
1, .
F(x,t) < §€t + Dt? V(z,t) e QxR

grace a 'inégalité de Holder et aussi le théoreme des accroissements finis, on obtient :

A

1 2 * 1—v 1—v / +
] — 2 o Nde— [ F d
Sllull? = == [ [ + 07 —at e — [ Pt

1 A 1
2||u||2—1_7/90|u*|1_7dx—/ﬂ(25|u|2+D|u|p)dx

1—v
= 1
%HUH2 —CA(/Q(ulv)l—zv) — 56/Qu2dx—D/Qupdx

1 1
= 5llulliy o) = CAllullzz@) = gellullzz@) = CDIullzaq)

v

Ib@ (u)

[b,a

v

v

On fait le passage de L*(Q2) a H}(Q) par I'inégalité de Poincaré
1 1
Ipa 2 Gllull® = eAllul "7 = Sezelful[* = caD|ful|?

1 1
Ipo = HUHl_W(iHUHH7 — A — 562£||u|\1+7 — C3D||u‘|p—1+7)

1— cye
B 2 =T (F 2 [ = oDl a4 = 1))

1
Pour ¢ = —
our € 262

(1 -
I 2 el (lull = csDllulP 7 — 1))

On voit que : I o(u) > r > 0 a condition que ||u|| = p suffisamment petit et A €]0, AO[H
de plus pour : u € H}(Q), et par la condition (f;) on aura :

Iy o (t 1
lim ~2 (tu) = lim {H ||2+bt4||u||4} lim - /(tu—i—a —a >dm
t—0+ t t—0 ¢ 7t—>0+t
~ lim — (15t2|]u||2+Dt”||u||”)>dx
t—0t+ ¢ Jo \2
t 11—y _ 1—v
< - lim [(u—i—a) a >dx
1 —vyt=0tJa t

1. L’étude de la fonction
1
h(p) = Zplfy —ApPtvl B A/B>0

montre l'existence de r > 0 tel que :
Iyo(u)>r>0
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. Ib a(tu) A . 1 _
1 ’ —— [ lim —(1— K
N LT T
. Ibya(tU) )\ —
Iy o (t
lim b’(u)<—)\/§_“’udx quand t—=0:& — «
t—0+ Q
d’ou
I
lim 7b’a(tu) <0
t—0+ t

donc il existe u assez petit tel que I ,(u) < 0.
ii) soit ¢, la premiére fonction propre associée a la valeur propre A; pour l'opérateur (—A)

c.a.d :

—Agbl = >\1¢1 dans
=0 sur OS2

on multiplie 'équation par ¢, € HJ(f2) et on integre sur 2, on obtient :
—/ Agipy = )\1/ gb?dm
Q Q

/Q VenVrde = A /Q Sz

1]l = 1 [ gdo

et on a aussi :

f(x,t) ~ 1t (V(+o0)
It?
Fat)o o (V(+oo)
donc on a : : )
. F $,t¢1
Jm f W-ﬁdw
tcbl
tHJroo_/ 2
:iéﬁ“
d’ou
Iy A _ _
Jim_ Qg%)_tﬂwﬁ[H¢M2—7/[@%+af”—alvdﬁjéF@J%Mﬂ
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: 2
tilﬂ-noo 12 Y1 dz

. Toa(ter) M 9 [ 2
lim TZS/Q%CM_§/QSO1CZ$

t—+o0
A — 1
= 12 /ngfdx

Ioo(ter) _ 1“90 2 _/ F(x,tp)
971 t2p3

Iy o (t
lim 2l (ten)

<0 car [ > )\
t——+00 12

Donc il existe v € Hj () avec ||[v]| > p tel que :

Iyo(v) <0 puisque Iy, — lon quand b— 0"

on obtient 'existence de b, > 0 tel que
Io <0 pour 0<b<b,

[]

Lemme 2.3. [10] Supposons les conditions (f1) et (f2) sont remplies et 0 < X\ < Ay, le
probléeme (2.2)) a une solution positive u, € H(Q) qui vérifie I o(uy) < 0.

Lemme 2.4. [10] Avec les conditions (f1) et (f2) et 0 < A < Ay et 0 < b < b, le probléme
(2.2) admet une solution wu, avec I, o(uy) > 0.

Démonstration.
En tenant compte des lemmes (2.1), (2.2) on applique le théoréme de col.
il existe une suite (v,) C H3(Q) telle que

Iyo(vy) > C>r>0

et

Iéja(vn) — 0

avec ¢ = infyep 4e01) max (Y (t))
r={ye c<[o, 1],H3(Q)) Y(0) = 0,Y(1) = e}

d’apres (2.1), {v,} C (H)(©)) admet une sous suite convergente notée encore {v,},
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Un = Va dans Hj (). par conséquent d’apres (2,5) :

Iyo(Va) = limy sy o0 Lpa(vn) =c>1 >0

Lemme 2.5. [10]
Supposons ui est une solution positive du probleme (2.2) avec o = % alors pour tout

k cC Q il existe & > 0 et une sous suite {ny}1>5 de N telle que u (x) > & pour tout

1
'"/k
x € k.
Démonstration.
Posons u1 est la solution positive du probleme 1’ avec a = . la suite {u 1 } bornée
dans H}(Q), en effet si [|u1|| — +oo quand n — +oo ga contredit (2.1) donc elle est
bornée dans Hg ().
Posons lim ||ui]| = A.

n—-+o0o n

On considere ¢, € H(€) une solution faible du probleme

—A, = A dans €2
(1+bu1 |2> (s +1)7

Yy =0 sur 0f)

évidemment {1,,} bornée dans H} ().

ainsi il existe 1, € HJ(2) tel que la sous-suite notée encore 1, :
Yo = dans  Hy(Q)
et

Yp(z) = Y(x) p.pdans Q

Posons
A

(14 bllus |[2) (45} (z) + 1)

hn@) =

il est clair que {h,} est bornée dans L>(f2) et par conséquent elle est bornée dans L?(£2)
(L>°(Q)) C L*(Q)), donc
h, — h dans L*(Q)

hn(x) — h(xz) dans €
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ol

A

fin(@) = (1 + bA2) (Y (z) + 1)

par le passage a la limite , on obtient :

—A1p = h(z) dans )
=0 sur 0f)

ce qui implique 1 € ¢(Q) (résulte de la régularité) et 1 (x) > 0 pour tout z € Q de plus

Y, — 1 dans ¢(Q).

fixons le compact k£ C €2, donc :

36>0 dng e N,Vn>ny .(z) >p (2.5)

et d’autre part, puisque u1 solution positive du probléme 1 , il vient

A flz,uz)
_Aul: - T _|_ n
I S Y 17 e s R TP
et
A
— A, =
U A Ml P f @) + 10
d’ou
A fz,u1)
—A(n —us) = 3 X~ 2 Ny~ AIE
D T D@ + 10 A+ bl B es + 17 T+ Hual]
c.a.d
A 1 1
A, —u1) < [ _ ]
Wn =) S T @ I~ (w20
finalement
A 1 1
AW, —u1) < [ _ ]
Wn =) S O (G I~ (w2

si on prend (1, — u1)* comme fonction de test on obtient :

/|(V(1/)n — U%))\de <0

donc ui(x) > 1, (z) pour tout = € Q et d’apres résultat (2-3), il vient que ui(z) > 0

n
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pour tout x € K et n > ng € N O

Preuve du Théoréme 2.1. Soit uL solution du probleme 1} avec o = % par la méme
maniére du lemme 1) on peut montrer que la suite {u1} est bornée dans Hj(f), et

+oo
1

donc la sous-suite {u 1 } C {u1},;t2] converge faiblement vers u € H}(Q).
ne n

ui —u dans HJ(Q)

ng
ui (x) — u(zr) p.p dans €
n

Par le lemme (2.5) on obtient pour chaque ¢ € H}(), il résulte :

i 2 _ RN —
<1+bkgrfoo||un1k|| >/QVqu0dx )\/dex /Qf(x,u)godx 0 (2.6)
Cas U_1 = Ug,, par (2.6 et similaire-ment au lemme |} on conclure :
nE

u1 —udans  Hy ()

"k

avec u est la solution positive de (2.1)) et :

Lo(u)= lim [, 1 (u1) <0 parle lemme(2,3).

k—+oco Tng np

cas u_1 = v, et similaire-ment, on déduit
nE

ui —u dans Hy(Q)

"k

avec u est la solution positive de (2.1)

Iyo(u)= lim I, 1+ (u1) >0 par le lemme(2,4)

k—4o0 Tng ng

Conclusion :

donc le probleme (2,2) admet au moins deux solutions positives pour : 0 < b < b,



Chapitre 3

L’étude d’un probleme elliptique
anisotrope de type Kirchhoff

Dans ce chapitre on traite un probleme elliptique de type kirchhoff anisotrope, dont
toutes les dérivées partielles peuvent avoir des puissances différentes dans l'opérateur

différentiel .

3.1 le probléeme

soit le probléeme :

N

_ ; (a+ b/Q |Ou|Pidx) 0 (|0;ulP—20u) | = J(l(jv) +g(z)ut™t  dans Q
Y n=t dans 2
v=y sur 0f)

avec f € L (), gelF(Q), ue Wol’(pi)(Q)-

3.2 La fonctionnelle d’énergie

La fonctionnelle d’énergie J(u) est définit par :

b 2
Pidy + (/ |0;u pidm)
Qpi Q

1 1
— 7/ fut™dx — 7/ guidx
1—7vJa q Jo

T(u) = é L‘j / 1O
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Lemme 3.1. [3/
Il existe une fonction ¢ € Wol’(pi)(Q), © > 0 non-identiquement nulle, telle que J(typ) <0

pour tout t >0 assez petit.

Démonstration.
Jt )—%{“tm/w nd +bt2pi(/ Oupide)’| e [ o= [ gt
2 _i:1 i Jo 1P x 2]%’ o PP X 1_,}/ 0 (%2 T 7 QggO X
atP? N bt2p N 9 = 4
J(to) < /ai Pidy + /ai Py }— / 1_7dx——/ Ty
(t0) < = =3 J 0l det 5= 5 ([ Nl de) | =7 [ fo o 9%

car p1 < p; ,Vi=1,...,N et t > 0 assez petit.

J(t ><th[ zN:/|a pid +b§j(/|a pig )2} ! /f 1vg
—la i tax — 4 ‘axr _—— X
v Tl oo Ja vy 2: 5 Va ? 1—vJa ?

cart < 1.

Pour que J(tp) soit négative il suffit :

1
7/]”901’7613:
1—~Ja

N N
aizl/gjaicp”idx—i-gizl(/ﬂmz@

p1—(1=7) D
2
pldI)

On choisit

1
t < Tri—-0-)

avec

O<T<min{1,

[ fot
1—7vJa
N b N 2}
. n|Pi _ L A|Di
a;/ﬂmm dx + 2;(/9\&90 d:c)

pour que t soit proche de 0.

Donc avec cette condition de ¢, on obtient J(tp) < 0. O

Lemme 3.2. [3/
Il existe r > 0 et p > 0 tel que J(u) > r pour ||ul| = p.

Démonstration.

On a

2
P dx)

N b
(u) ZEZI pz/Q‘ ulPidr + /Q] U

2p;

1 1
— 17/ fu™dx — f/ guldx
—vJa qJo
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pour ||u|| = p > 0 sans qu’on perde la généralité , on peut prendre :

N
a 2
> 5 S Ol 3 1000~
=1

car

et

et par suite

puisque :

lOul| <1, Vi=1,.,N

. 1= o 11;”/
/ | fu' 7 |dw < (/(ul’y)lpwdx) ’ ( =) dx)
Q Q Q

< JJull 7 111

7 (1

= ([0 )"q(

< [ullfq

1-7%
5 —qu)

(@)

_ p*—q
2y llullL gl

N
a 2 _
> *NZH@%HIZ%(Q)ﬂL Z||8Un||ﬁ‘§iV — Ci|ul]'™7 = Caful |
=1

J(u) = K[| + Ko[u Y = Cyllul | = Callul|?

N
Hu| ’WOI’(”)(Q) = Z H&u] ’LP@'(Q)
i=1

N PN
Hal2%, 50 ) = (X B0tllmoy) >§nwwmm
=1

et par 'inégalité de Sobolev anisotrope

e 2y < Clllyron g = Cll

Conclusion : il existe r > 0 tel que J(u) > r pour ||u|| = p.

Lemme 3.3. [3/

La fonctionnelle J est coercive.

Démonstration.

N
a
_; [pi/g‘ai“"

b 2 1 1
Di + ( pz) :| _ / fu 'de _
2p; ¢ 1—7vJa

1
7/ guldx
qJa
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Noob 1 - 1 .
Z( ) —1_7/qu dx—q/ﬂgudm

=1 2pN

b X 2 1
7 Di " - _ q v
> ;( | o) SN 1 s ([ e[
car
[ yut—ds < (/ |u1_7|1p—vdx> ’ (/(f)ﬁ*‘?wdx) ’
0 0 0
1— 1
uw Tdr < ||u
J fut e < el I
et
" -4 N
/guqug < p*qu) (/ |uq|qu>
Q Q Q
‘||u||%ﬁ*(Q)
Posons :
/Q\(?ju|pj:max{ A z':l,...,N} (3.1)
et
% 3
(/ |8ku|p’“> :max{< Pi) , izl,...,N} (3.2)
0 0
le
Vi=1,...,N ||Ju||ex ) < [0l 1ri )
donc

2 (o)

En utilisant les suppositions (3.3)),(3.1)) on obtient les inégalités suivantes

NP P
</Q |8ju|p7da:) < (/Q \8ku|p’“dx> < HUHW(},(M(Q)
P

<N</ OpulPd )”’“<N(/ d.ulPid )k
oo ey < N ( [ o)™ < 5( [ jojuae

2p 2
Sl < ([ 1ogupa) (3.4)

1=y q .
o) — ellellp g lgll ez (33

d’ou

et on a

/\aku|p’“dx§/ |0;u P dx
0 Q



3.2. La fonctionnelle d’énergie 47

par hypothese du max (3.1)) et

2
Pk < 2
/Q|8ku| dz </Q |0;ul da:)

et de (3.2) on obtient
2
pi d:v)

el < ([ 10w

On remplace dans ((3.3))

1—
J(u) =T (/‘0U|Pad:v> ——Hf\l o Nl gy = ellull o gy 1191 o0 @y
On obtient
7w 2 5~ (Sl ——||f|| Null357 gy = ellull e 9l o
- 2pN N2Pk i 1+ 3 (Q) LP* () L™ () LE)(Q)

et puisque ¢ > 1 on a

ce qui implique

e 1 13*
Li=(Q) c LP)(Q) car (=) = —
) 2 (p*) pr—1
donc si :
g€ L= (Q) alors g € L (Q)
d’ou
70) 2 (G lP) = T2 A1l gy = el o sl
~ 2pn \ NPk iy 1+ ) LP*(Q) LP* () Il (@)
et encore
I = 5l - ull o7y = ¢IlullLs
B 2pN.N2pk (Q)' L™ () L5*(Q)

et grace a 'inégalité anisotrope de Sobolev

lull e @) < Klfullpreo g
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C.ad
[lull (@) < K]ull

On arrive a

J) > - 1L

2 Yo N7 [l PP = Cal[u] 777 = Cof[ul|?

il résulte en fin que

J(u) — 400 quand ||u|] = +o0,

donc : J est coercive pour 2p; > q. O

Théoréeme 3.1. [3/

Sous les hypotheses suivantes :
d<p<pyet0<y <.

. fe L5 ef g € LPN(Q).

. a, b positive.

La fonctionnelle J atteint son minimum dans Wol’(pi)(Q)

Démonstration.
On pose

m= min J(u)
uewolv(Pi) (Q)

m est bien défini d’apres les calculs précédents. Soit (u,),en une suite minimisante tel
que

J(uy) — m
n—-+o00

1
P
il 0 gy < N( [ 00l de) ™

<NM=C

avec : M:max{/ |OsulP i = 1,...,N}
Q

d’0tt {tn new bornée dans W% (Q).
Donc il existe une sous-suite { () fnen nOté encore {u, }nen converge faiblement vers u
dans W, ®)(Q).

Uy — u dans Wy P(Q)
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par le théoreme de Rellich-Kondrachov on a :
u, — u dans L"(Q) Vr e [1,p*]

U, — u p.p dans

La convergence faible {u, }n,en permet d’écrire
||8Zu| |Lpi(Q) S lim inf ||3,un| |LPi(Q) Vi = 1, ceey N

On considére la fonction M telle que M(t) = a + bt,t > 0

donc

~

b
M = at + 5252 ( fonction primitive).

Puisque M est croissante on obtient :

M(y

et aussi M est continue donc

B ) < M| Qminf [Qullis )] Vi= 1, N

]\N4<Ha¢u|’Lm(Q)) < lim inf]\N/[(HﬁiuHLm(Q)) Vi=1,..,N

b
Pi 4 .
22%'(9

M(H@UHWQQ < liminf [“/ 1Brttn
pi JQ

pour le deuxieme terme

/qu};mxg (/Q<\un|1 ) = d ) (

P14y

< Nl ey - I 7o o
p*—1+y

—

* ]j*
P —1+'y

<o

car f € L= et l|un|| € LP" () puisque

[lunl] € L7 () < Cllugl |10 gy < €'
0

‘(@)

)]
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par le théoreme de convergence dominée on voit que

1—v 1—v
/Q fun n—-4o00 /Q fu
et

q q
u — Uu
/Qg nn—)—l—oo/g'g

En conclusion J est faiblement semi continue inférieurement donc
m < J(u) < liminf J(u,) =m

C.ad
J(u)=m
d’ou :

u solution du (3.1)

O
3.3 Résultat du Multiplicité
On considere le probleme d’approximation
=3 [(@t b [ o) (i 200)] = (uf(j”) +gleput™t dans Q
=1 n n
(3.2) u, >0 dans (2
U, =0 sur 0f)

1
Puisque on a évité la singularité par le terme —.

n
La fonctionnelle d’énergie associé au probleme (3.2) est différentiable
Y la b 201 1 1 1
T = |5 [ fownpa .(/ampid)—/<nu—u)d—/ 14
() ;[Z)z Q| u $+2pi Q| up [Pidx T Qf (u—i—n) (n) T qggunx

avec u™ = max{u, 0}
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Lemme 3.4. [3/
Il existe r > 0 et p > 0 tel que J(u) > r pour ||lu]| = p.

Démonstration.

pi

n) = Zg; [;/QWzUn (/ D5, pld%) }—/ <un+ (i)1_7>dx—;/ﬂgugdx

comme ||u|| = p avec p > 0 on peut prendre ||O;ul|zri() < 1, Vi =1,..., N sans perte de

généralité appliquant I'inégalité de Holder.

a al 2101\/
> — > ||0unl 75 +7ZH3@ nllzen(
NZ L L
i=1

. Snuunnigag)%—]_i,7<;)1-WHfHLuQ>—-Hunuzﬁmgyuguizixg)
car

/Qf(un+Tll)lﬂd:vg/qu}l_”dx%—/gf(i)l_“’dx
D’ou

meum+<wwuml

R R 1

puisque 0 < 1 —~ < 1, donc

N
a 2 _ 1., 1
*NZ || Osul [75: m+ Z||au||g;7 y—Ci[un || 7—Czllunllqu(ﬁ)1 ”71_7||f||L1(m

et par I'inégalité anisotrope
J(un) > kyf|un| PN + k2||un||2pN - Cl||un||1_7 — Cyl[unl|?

(Il < C llullypon Cad Nl < C [lull).
donc pour ||u|| = p il existe r > 0 tel que J(u) >r O

Lemme 3.5. [3/
1l existe p € Wol’(pi)(Q), © >0, ¢ #0 tel que J(tp) < 0 pour tout t > 0 assez petit.

Démonstration.

) o et

1. Va,b>0 (a+b)2<a?+b? avec0<qg<1

pi
J(ty) ZZ{ /I(MI’”

i=1
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Jip) < U [ o ( [0’

pour que J(ty) < 0 on peut choisir ¢ tel que [|@||p+o () >

~ t1 =~ donc

1 t1*
||f| L) <

nl— ||f||L1 ||90||LOO(Q)

et par suite

P N b 2
b dsolPida+~ </al pid):| .
d’ou . . ,
p1—(1=7) D1 EIQ fodx — EHfHLI(Q)H(pHLOO(Q) 2
AT Jo Opldn + 52, (folosghde )
Posons :
T = tpr—(1=7)
Donc : J(tp) <0 pour
1 -
1 F¢'dw = || {1l Il <o)
. — v Ja
0<T <min{l,p1— T~ .
aZ/ |05 0 pida?—l—fz (/ |05 pidx)
i=1 79 275 \Je
]

Lemme 3.6. [3/

J satisfait les conditions de Palais-Smale sous [’hypothése ¢ < p;.

Démonstration.

Soit {ug }r une suite de Palais-Smale C.a.d

k—+o00

et
J'(up) =0 dans (W %)Y (Q)

2?% (\/;l ‘auk pid$)2:| _137 /Q f<(Uk_:L)1_’y_(iL>l_’y>_; &

la suite {ug} est bornée dans Wol’(pi)(Q).

pi

T(ug) = z:; {;/ﬂ\@uk

1 1
Ydp+— ——
T+—.7 _7||f||L1(Q)

<0

gujdx
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En effet on a :

du fait que

(a+b/ |8uk|pldzn)/ |8uk|pldas] /f uk+ /gu%dm

et < J'(ug,u) >— 0.
Alors

n
<J uk,uk >= Z
=1

Z Pidy

i=1

Lo
g/Qf(uk—irg)l 7dx+/ﬂguidx+o(1)

(a—i—b/ |05 ug pid:c)/ |05y

Q Q

pidx)/ | Oty
Q

S/fui,_”dx+/guzdx+o(1)
Q Q

n

Z Ka—l—b/g\@iuk

=1

pi dﬂ:

S/qu,lgvd:c—i—(i)lV/Qfd:c—ir/gguzdaﬂ—o(l)
(3.5)

En utilisant I'inégalité de Holder et Sobolev

1—v -
/qu};”dx < cl(/gui*dx> ' ./Q(f)ﬁ**(lfﬂdx

< ClHukHLP* Hf”

Q)
< K1||uk||1’7

q

ﬁ*)ﬁde

* 1_1%*
/qude < 02</ﬂgp*—f1dx> (/Q(|uk

< Collgllmry el %

—k

car si u € Lﬁf*q alors u € L(ﬁ*)/
Donc

| gutde < Kollu

On remplace dans (3.2]) on obtient

pidm) /Q |3iuk|pid4 < Ky [ug| [ + Ko ]|

g: [(a—i—b/g@uk

=1

Quand up — 400
k—+00
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nécessairement il existe [ tel que

/ |Oyug|Prde — +o00  quand  k — 400
Q

tel que
2
b( [ 1oruelda) < [l
Donc
Vo [ 1o de < |
Q
Cad 1
([, o) < e
D’ou )
N(x/l’;)é(/ |8luk|pldx> < N ||
Q
et ,
(VO lfanl| < N3 ([ foranfda )™ < Nfu| 5
doi

1 _a_
(VD)7 [l | < N
(VB)# < NJug| %

donc il faut que

i—1>O

2y
C.a.d

q>2p
i.e
q>2p>p >

Ceci contredit 'hypothese ¢ < py.

Donc la suite {ug}r est bornée dans VVO1 (P i)(Q), par suite il existe une sous suite notée

encore {ug}y telle que

we = u, dans Wy*(Q)
up — u, fortement dans L"(§2) pour tout r € [1,p

up — u, P.Pdans
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On acheve la preuve de la méme maniere précédente O

Conclusion :
Comme conséquence directe des trois lemmes (3.4)), (3.5)et (3.6) et J(0) = 0 le probléme

(3.2) possede une solution u,, telle que J(u,) < 0.

Lemme 3.7. [3/
Le probléme (3.2) admet une solution V,, telle que J(V,,) > 0.

Démonstration.

a partir des lemmes précédentes et par I'application du théoreme de Col, on déduit qu’il

existe une sous-suite {Vj }r C Wol’(pi)(Q) tel que

JVi) = C>r et J(Vi)—0

avec C'= inf maxJ(5(t)) et

Ber,te0,1]
r= {5 e (01w ™) 5 50) = 0.5(1) = p}

et similaire-ment a la preuve précédente on déduit que {Vj}p converge vers V, dans

W, (P )(Q) quand k — 400 est solution du probleme (3.2) tel que
JV,)>r>0

En conclusion , le probleme (3.2) admet au moins deux solutions.
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Abstract

The purpose of this thesis ,is to study of anisotropic kirchhoff elleptic problem type

where the unknown fonction u of the problem and its different derivations belong to
different Lesbegue spaces LFi(2),Vi = 1,.., N , more precisely If :

ue LP(Q) et O;ue LPF(Q),Vi=1,..,N

The issue at hand is of form

N

-> {(a—l—b/ﬂ@u

=1

pi_z@-u)] = J:Ef) + g(z)ut™?

with the sobolev inequality in this case is given as

N
I uHLP’*(Q) < k ZHaz‘UHLPi(m

i=1

: 1 1 1

Where k is an independant constant of €2 and p is the harmonic mean
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Résumé

Le but de ce mémoire est d’étudier un probleme elliptique de type Kirchhoff

anisotrope ou la fonction inconnue wu du probleme et ses différentes dérivées partielles

O;u doivent appartenir a des espaces de Lebesgue différents LPi(Q2),¥i = 1,.., N Plus
précisément si p; > 1

uwe LP(Q) et O, ue LP(Q),Vi=1,.,N

Le probleme considéré est de la forme :

N

_; {(a + b/ﬂ |aiu|pidx)8i(|aiu|Pi—25iu)] _ f(z)

q—1
o ol

Avec I'inégalité de Soboleve dans ce cas est donné par :

N
| ullre@) < K Z |[Osu|| i ()

i=1

tel que : &+ =

_ L
px N

[ =

ou k est une constante indépendante de €2 et p la moyenne harmonique des p;
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el
u W s Bl s uj,.glf&y oo Lwadls s FON JERPV ZEJ(J\.H oda e Dugll
LP(Q) Bsanie £ o) Sllas I o Oru Loy Lilaae lisy dldl o Liws O il
S Kawgi=1,.,N Co@i ue LP(Q) sue LF(Q) LW pi>1 Jol g S

;IS e s g | AL
N

—Z {(a + b/Q |8iu|pidx)8,»(|8iu|pi_28iu)] = fif) + g(z)ut™?
i—1

JURCE TFARS WO I NN KN

N
|l < kD ||0ul] ey
i=1

1 1
px p N

pi Slasd wsled] gl p g Q oo Jiwe B ol Eus
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