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Notations

|Ω| : Mesure de Ω.
supp(u) : Le support de la fonction u.
S (RN ) : La classe de Schwartz, c’est l’espace des fonctions indéfiniment dérivables

à décroissance rapide.
S ′(RN ) : Le dual topologique de S (RN ).
C∞0 (Ω) : L’ensemble des fonctions infiniment dérivables à support compact dans Ω.
meas{·} : La mesure de Lebesgue de RN .
M(Ω) : L’ensemble des fonctions mesurables de Ω dans R.
H : Un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire noté 〈·, ·〉,

la norme associée notée ‖ · ‖.
↪→ : L’injection continue.
↪→↪→ : L’injection compacte.
Cb(RN ) : L’espace des fonctions continues et bornées de RN dans R.
Cm(Ω) : L’espace des fonctions ayant des dérivées continues jusqu’à l’ordre m.
D(Ω) : Espace des fonctions de C∞(Ω) à support compact.
W 2s,q
Loc (Ω) : {u ∈ Lp(Ω) tel que uη ∈W 2s,q(RN ) pour tout fonction η ∈ D(Ω)},

où 1 < q < +∞ et s ∈ (0, 1).
Br(x) : La boule de centre x et de rayon r.
CBr(x) : le complémentaire de la boule Br(x) autrement dit RN\Br(x).
Γ(x) : La fonction Gamma définie par : Γ(x) =

∫+∞
0 tx−1e−tdt.

[α] : Si α ∈ R, c’est la partie entière de α.
[α] : Si α = (α1, · · · , αn) ∈ NN , c’est la longueur du multi indice α, donné par∑n

i=0 αi.
xα : Désigne xα1

1 · x
α2
2 · · ·xαnn , pour x ∈ RN et α ∈ NN .

Dαu : La dérivée mixte de u qu’on note ∂[α]

∂α1
x1 ...∂

αn
xn
u .

P.V. : Une abréviation pour "valeur principale de l’intégrale".
diam(Ω) : Le diamètre d’une partie bornée Ω de RN tel que

diam(Ω) = sup{‖x− y‖ : x, y ∈ Ω}.
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Introduction générale

Cette thèse est consacrée à l’étude d’une classe de problèmes non locaux et non
compacts.

Une attention particulière a été donnée au développement de la théorie du calcul
fractionnaire ces dernières années. Ceci est dû au fait que cette dernière permet une
meilleure modélisation et interprétation de beaucoup de phénomènes issus de la physique,
la chimie, la finance, biologie , etc.

L’exemple typique est les processus de Lévy qu’on retrouve dans différents domaines.
Ces processus sont générés par des équations faisant intervenir le Laplacien fractionnaire.
Pour plus de détails concernant les applications nous invitons le lecteur à consulter les
références [9, 14, 23, 25, 27, 31].

Notre contribution est l’étude mathématique d’une classe de problèmes non locaux,
avec perte de compacité faisant intervenir essentiellement le Laplacien ou le p-Laplacien
fractionnaire. On s’intéresse à l’existence et la multiplicité des solutions de la classe de
problèmes suivants {

(−∆)spu = f(x, u) dans Ω,
u = 0 dans RN\Ω,

où Ω est un domaine régulier de RN , 0 < s < 1, N > sp, p ∈ (1,+∞), f(x, u) est
une fonction qui sera définie ultérieurement selon les différents cas considérés dans ce
manuscrit,

(−∆)spu(x) = 2 lim
ε↘0

∫
RN\Bε(x)

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))
|x− y|N+sp dy, x ∈ RN .

Si p = 2, (−∆)s est le Laplacien fractionnaire, pour p 6= 2 c’est le p-Laplacien fraction-
naire.

Notons que l’existence de solutions dépend de la croissance de la fonction f i.e. sous
critique, critique ou sur critique. La présence d’un terme non compact dans l’équation
engendre certaines difficultés. Dans de telles situations, les méthodes classiques ne s’ap-
pliquent pas. Le problème type est le problème de Brézis-Nirenberg [22]. Ce dernier a

4



INTRODUCTION GÉNÉRALE

été une source d’inspiration de beaucoup de travaux.

Ce travail comprend cinq chapitres.

Le chapitre 1 concerne un rappel sur les outils de l’analyse non linéaire qui nous se-
ront utiles dans cette thèse tels que les espaces de Sobolev fractionnaires, les différentes
injections, le Laplacien fractionnaire et d’autres résultats nécessaires pour la résolution
des problèmes posés.

Dans le chapitre 2, on généralise les travaux de Cac, Gatica, et Li [24] au problème
non local suivant {

(−∆)spu = µg(x)γ(u) dans Ω,
u = 0 dans RN\Ω,

où Ω est un domaine borné régulier de RN (N > sp), p > 2, s ∈ (0, 1), γ est une fonction
continue positive et g est une fonction qui change de signe satisfaisant certaines condi-
tions.
Il est connu que l’existence de solutions positives dépend du signe du second membre
de l’équation traitée. Dans cette partie on montre que le problème admet une solution
positive sous certaines hypothèses sur la fonction g. En appliquant le théorème de Leray-
Schauder. Il est à noter qu’on distinguera le cas p = 2 et le cas p > 2.
Les résultats établis dans cette partie nous seront d’une grande utilité pour la résolution
des problèmes à venir.

Le chapitre 3 est consacré à l’étude du problème non compact suivant
(−∆)su = uq + λf(x) dans Ω,
u > 0 dans Ω,
u = 0 dans RN\Ω,

où Ω un domaine borné régulier de RN (N > 2s), 0 < s < 1, q = N+2s
N−2s , λ un paramètre

réel strictement positif et f une fonction qui change de signe.

En tenant compte des résultats du chapitre 2, on montre que le problème admet deux
solutions strictement positives. La démonstration est basée sur la méthode de sous et
sur-solution et une version du Théorème du Col.

Au chapitre 4, on étend les résultats obtenus précédemment au p-Laplacien fraction-
naire. Comparé au cas semi-linéaire un certain nombre de difficultés ont été rencontrées,
nous citons : l’absence de la fonction de Green associée au p-Laplacien fractionnaire
chose qui existe pour le Laplacien fractionnaire, le principe du maximum qui n’est pas
applicable ainsi la forme explicite des minimiseurs de l’inégalité de Sobolev fractionnaire.
En définissant un problème auxiliaire on prouve l’existence de deux solutions positives

5



INTRODUCTION GÉNÉRALE

du problème considéré.

Quant au chapitre 5, il s’agit d’étudier un problème avec un poids de Hardy de la
forme (−∆)su− µ u

|x|2s = λf(x, u) dans Ω,
u = 0 dans RN\Ω,

avec 0 ∈ Ω ⊂ RN est un domaine borné à frontière lipschitzienne, λ, µ des paramètres
positifs, f une fonction de Caracthéodory asymptotiquement linéaire à l’infini i.e.

lim
t→+∞

f(x, t)
t

= β(x) ∈ Lp(Ω), p > N

2s. (1)

Selon les valeurs du paramètre λ, on prouve l’existence de solutions positives ainsi que
la multiplicité de solutions sous certaines hypothèses sur f en utilisant une méthode
variationnelle.

6



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre on rappelle les différents outils de l’analyse non linéaires dont on
aura besoin dans cette thèse.
La majorité des définitions et résultats ont été pris des références [3, 4, 37, 38].

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Espaces des fonctions höldériennes

Définition 1.1 Soient Ω un ouvert de RN , m ∈ N, on définit

Cmb (Ω) =
{
u ∈ Cm(Ω) /

(
∀α ∈ NN , [α] 6 m

)
, ∃k; ‖Dαu‖L∞(Ω) 6 k

}
.

L’espace Cmb (Ω) est muni de la norme :

‖u‖Cm
b

(Ω) =
∑

06[α]6m
‖Dαu‖L∞(Ω).

On note Cb(Ω) = C0
b (Ω).

Définition 1.2 Soit λ ∈ (0, 1]. On définit l’espace des fonctions höldériennes bornées
sur Ω d’ordre λ
C0,λ
b (Ω) =

{
u ∈ Cb(Ω) /∃C > 0, ∀(x, y) ∈ Ω× Ω; |u(x)− u(y)| 6 C|x− y|λ

}
.

Si λ = 1, c’est l’espace des fonctions lipschitziennes bornées.
L’espace C0,λ

b (Ω) est muni de la norme :

‖u‖
C0,λ
b

(Ω) = ‖u‖L∞(Ω) + sup
(x,y)∈Ω2

x6=y

|u(x)− u(y)|
|x− y|λ

.

Plus généralement, on définit l’espace Cm,λb (Ω) comme suit

7



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Cm,λb (Ω) =
{
u ∈ Cm(Ω) : Dmu ∈ C0,λ

b (Ω),
(
∀α ∈ NN , [α] = m

)}
,

il est muni de la norme

‖u‖
Cm,λ
b

(Ω) = ‖u‖Cm
b

(Ω) +
∑
|α|=m

‖Dαu‖
C0,λ
b

(Ω).

(
Cm,λb (Ω), ‖.‖

Cm,λ
b

(Ω)
)
est un espace de Banach et on a

∀(γ, λ), 0 < γ < λ < 1⇒ Cm,λb (Ω) ↪→ Cm,γb (Ω) ↪→ Cmb (Ω),

avec des inclusions strictes.

1.1.2 Espace de Lebesgue Lp

Définition 1.3 Soit p ∈ R tel que 1 ≤ p <∞. On définit

Lp(Ω) =
{
v : Ω→ R; v est mesurable et ||v||Lp <∞

}
,

où

‖v‖Lp(Ω) =
(∫

Ω
|v(x)|pdx

)1/p
.

Également on a

L∞(Ω) = {v ∈M(Ω) : ∃A > 0 tel que meas {x ∈ Ω |v(x)| > A} = 0 } ,

on note

‖v‖L∞(Ω) = inf {A ≥ 0 tel que meas {x ∈ Ω |v(x)| > A} = 0} .

Lemme 1.1 Soit p, q ∈ (1,+∞) tel que p 6 q. Si Ω est de mesure finie alors :

Lq(Ω) ↪→ Lp(Ω),

en particulier :

L∞(Ω) ↪→ Lp(Ω) ↪→ ... ↪→ L1(Ω) pour tout 1 < p 6 +∞.

Théorème 1.1 L’espace Lp(Ω) est :
• Banach pour tout 1 6 p 6 +∞,
• Séparable pour tout 1 6 p < +∞,
• Réflexif pour tout 1 < p < +∞.

8



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

1.2 Espaces de Sobolev

1.2.1 Espace de Sobolev d’ordre entier Wm,p, m ∈ N

Dans cette section on présente les espaces de Sobolev classiques et quelques proprié-
tés fondamentales.

Soient Ω un ouvert de RN , m ∈ N et p ∈ [1,+∞].

Définition 1.4 On définit l’espace de Sobolev Wm,p(Ω) par :

Wm,p(Ω) =
{
u ∈ Lp(Ω)\∀α ∈ Nn tel que [α] 6 m,Dαu ∈ Lp(Ω)

}
,

où α = (α1, α2, ..., αn) ∈ Nn, [α] =
n∑
i=1

αi et Dα = ∂[α]

∂α1
x1 ...∂

αn
xn

.

Dαu représente la dérivée mixte au sens des distributions de u sur Ω, c.à.d.(
∀ϕ ∈ C∞0 (Ω)

)
〈Dαu, ϕ〉 = (−1)[α]〈u,Dαϕ〉.

Wm,p(Ω) est un espace de Banach muni de la norme :
? Pour 1 6 p < +∞ :

‖u‖Wm,p(Ω) :=
(
‖u‖pLp(Ω) +

∑
[α]6m

‖Dαu‖pLp(Ω)

) 1
p

.

? Pour p = +∞ :
‖u‖Wm,∞(Ω) := max

06[α]6m
‖Dαu‖L∞(Ω).

? Si p=2 :
On noteWm,2(Ω) = Hm(Ω). Cet espace est un espace de Hilbert dont le produit scalaire
est donné par

〈u, v〉Hm(Ω) :=
∑

06[α]6m
(Dαu,Dαv)L2(Ω).

En particulier
〈u, u〉Hm(Ω) = ‖u‖2Hm(Ω).

Définition 1.5 On définit l’espaceWm,p
0 (Ω) comme la fermeture de C∞0 (Ω) dansWm,p(Ω).

Supposons que Ω est un ouvert régulier, alors en utilisant le théorème de trace, on déduit
la caractérisation suivante de l’espace Wm,p

0 (Ω) : Pour u ∈Wm,p(Ω) on a

u ∈Wm,p
0 (Ω)⇐⇒

(
∀α ∈ NN , [α] ≤ (m− 1)

)
Dαu = 0 sur ∂Ω.

9



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Proposition 1.1 Wm,p(Ω) est un espace :

• Banach pour 1 6 p 6 +∞,

• Réflexif pour 1 < p < +∞,

• Séparable pour 1 6 p < +∞.

Théorème 1.2 : Pour 1 ≤ p < +∞ on a

Wm,p
0 (RN ) = Wm,p(RN ).

Théorème 1.3 (Injection continue pour l’espace de Sobolev) [37]
Soient m > 1 un entier et 1 6 p <∞. Alors :

1. Si N > mp :
Wm,p(RN ) ↪→ Lq(RN ), pour p 6 q 6 Np

N −mp
.

2. Si N = mp :
• pour p > 1 on a :

Wm,p(RN ) ↪→ Lq(RN ), pour p 6 q < +∞.

• pour p = 1 (N = m) on a :

Wn,1(RN ) ↪→ Cb(RN ).

3. Si N < mp :
• pour N

p
/∈ N et j tel que (j − 1)p < N < jp :

Wm,p(RN ) ↪→ Cm−j,λb (RN ) pour tout 0 < λ 6 j − N

p
.

• pour N
p
∈ N et m > j = N

p
+ 1 :

Wm,p(RN ) ↪→ C
m−n

p
−1,λ

b (RN ) pour tout 0 < λ < 1.

Le théorème reste vrai pour un ouvert régulier qu’il soit borné ou pas.

Théorème 1.4 (Injection compacte pour l’espace de Sobolev)[37]
Soit Ω un ouvert borné, lipschitzien de RN avec N > 1.

10



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

1. Si N > mp :

Wm,p(Ω) ↪→↪→ Lq(Ω), pour tout q <
Np

N −mp
.

2. Si N = mp :

Wm,p(Ω) ↪→↪→ Lq(Ω), pour tout q < +∞.

3. Si N < mp et j =
[
N

p

]
+ 1 :

Wm,p(Ω) ↪→↪→ Cm−j,λ(Ω) pour tout 0 < λ < j − N

p
.

Remarque 1.1 Le Théorème précédent est appelé le Théorème de Rellich-Kondrachov.
Noter que dans l’énoncé, sans aucune hypothèse de régularité sur ∂Ω on peut remplacer
Wm,p(Ω) par Wm,p

0 (Ω) .

1.2.2 Espace de Sobolev factionnaire W s,p, s ∈ (0, 1)
Dans cette section on s’intéresse à l’espace de Sobolev de type fractionnaire W s,p(Ω)

pour s ∈ (0, 1).

Définition 1.6 Soient Ω un ouvert de RN , s ∈(0,1) et p ∈ [1,+∞[ .
L’espace fractionnaire W s,p(Ω) est donné par :

W s,p(Ω) :=

u ∈ Lp(Ω) : |u(x)− u(y)|

|x− y|
N
p

+s
∈ Lp(Ω× Ω)

 . (1.1)

W s,p(Ω) est un espace de Banach engendré par la norme :

‖u‖W s,p(Ω) :=
(∫

Ω
|u|pdx+

∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp dxdx

) 1
p

, (1.2)

d’une manière équivalente on a

‖u‖W s,p(Ω) := ‖u‖Lp(Ω) + [u]W s,p(Ω), (1.3)

où

[u]W s,p(Ω) :=
(∫

Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp dxdy

) 1
p

, (1.4)

est appelée semi norme de u (ou la norme de Gagliardo).
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Définition 1.7 Soient Ω un ouvert de RN , s ∈ (0, 1) et p ∈ [1,+∞[. On définit l’espace
W s,p

0 (Ω) par
W s,p

0 (Ω) :=
{
u ∈W s,p(RN ) : u = 0 p.p dans RN\Ω

}
.

Si Ω est borné, la norme équivalente est

‖u‖W s,p
0 (Ω) = [u]W s,p(Ω).

Proposition 1.2 Soit Ω un ouvert de RN , s ∈ (0, 1) et p ∈ [1,+∞), alors :
l’espace W s,p(Ω) est

• Banach si 1 6 p 6 +∞,

• Réflexif si 1 < p < +∞,

• Séparable si 1 6 p < +∞.

Proposition 1.3 [38] Soient Ω un ouvert de RN , p ∈ [1,+∞) et 0 < s 6 s′ < 1, alors
on a :

W s′,p(Ω) ↪→W s,p(Ω).

En plus, il existe une constante C = C(N, s, p) tel que pour tout u ∈W s′,p(Ω) on a

‖u‖W s,p(Ω) 6 C‖u‖W s′,p(Ω).

Pour un domaine régulier, la proposition suivante permet d’avoir que le résultat de la
Proposition 1.3 reste vrai quand s′ = 1.

Proposition 1.4 Soient Ω un ouvert de RN de classe C0,1 avec une frontière bornée,
p ∈ [1,+∞) et s ∈ (0, 1). Alors

W 1,p(Ω) ⊆W s,p(Ω).

Pour tout u : Ω −→ R fonction mesurable on a

‖u‖W s,p(Ω) 6 C‖u‖W 1,p(Ω), (1.5)

où C = C(N, s, p) > 1 est une constante .

Remarque 1.2 On suppose que Ω un ouvert connexe de RN . Bourgain, Brezis et Mi-
ronescu [19] ont prouvé que pour toute fonction u ∈W 1,p(Ω), on a

lim
s−→1

(1− s)
∫

Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp dxdy = C1

∫
Ω
|∇u|pdx, (1.6)

où C1 = C1(N, p) > 0. Comme conséquence, si pour s ≥ 1, on a∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp dxdy < +∞,

12



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

alors en faisant tendre s vers 1 dans (1.6), on déduit∫
Ω
|∇u|p dx = 0

ce qui implique que u est constante.
Par conséquent, La définition de l’espace W s,p(Ω) quand s > 1 par (1.1) est impos-

sible.

L’espace C∞0 (RN ) est dense dans W s,p(RN ), donc si on utilise l’opérateur prolonge-
ment, on récupère le résultat de densité suivante dans l’espace W s,p(Ω).

Corollaire 1.1 Soit Ω un ouvert lipschitzien de RN avec une frontière bornée. On consi-
dère p ∈ [1,+∞) et s ∈ (0, 1). Pour tout u ∈W s,p(Ω), il existe une suite {un} ∈ C∞0 (RN )
telle que :

lim
n−→+∞

‖un − u‖W s,p(Ω) = 0.

Injection continue

On a trois cas :

• sp < N :

Théorème 1.5 Soient s ∈ (0, 1) et p ∈ [1,+∞) tel que sp < N , alors il existe C =
C(N, s, p) > 0, tel que, pour tout v ∈ C∞0 (RN ), on a :

‖v‖
Lp
∗
s (RN ) 6 C

(∫
Rn

∫
RN

|v(x)− v(y)|p

|x− y|N+sp dx dy

) 1
p

(1.7)

avec p∗s = p∗s(N, s) = Np
N−sp (exposant critique). Ainsi, on déduit

W s,p(RN ) ↪→ Lq(RN ) ∀q ∈ [p, p∗s].

Remarque 1.3 Les injections ci-dessus ne sont pas généralement vérifiées pour l’espace
W s,p(Ω), car ce n’est pas toujours possible de prolonger une fonction f ∈W s,p(Ω) à une
fonction de W s,p(RN ). Pour pouvoir le faire, nous devrions exiger d’autres hypothèses
de régularité sur Ω.

Théorème 1.6 On considère s ∈ (0, 1), p ∈ [1,+∞) tel que sp < N . Soit Ω un ouvert
lipschitzien de RN . Alors il existe C = C(N, s, p,Ω) > 0, tel que pour tout v ∈ W s,p(Ω)
on a :

‖v‖Lq(Ω) 6 C‖v‖W s,p(Ω) ∀q ∈ [p, p∗s], (1.8)

i.e.
W s,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) ∀q ∈ [p, p∗s],

13
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avec p∗s = Np

N − sp
.

Si de plus Ω est borné alors :

W s,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) ∀q ∈ [1, p∗s]. (1.9)

• sp = N :

On a le théorème suivant qui nous donne l’injection quand sp = N .

Théorème 1.7 On considère s ∈ (0, 1), p ∈ [1,+∞) tel que sp = N . Alors il existe une
constante C = C(N, s, p) > 0 tel que pour tout q ∈ [p,+∞[, on a

(∀v ∈ C∞0 (RN )) ‖v‖Lq(RN ) 6 C‖v‖W s,p(RN ) ∀q ∈ [p,+∞),

autrement dit,
W s,p(RN ) ↪→ Lq(RN ) ∀q ∈ [p,+∞).

Quand le domaine Ω est régulier, en utilisant l’opérateur de prolongement, les injections
précédentes restent vraies si on remplace Rn par Ω.

Théorème 1.8 Supposons que s ∈ (0, 1) et p ∈ [1,+∞) tel que sp = N . Si Ω est un
ouvert lipschitzien de RN alors il existe une constante C = C(N, s, p,Ω) > 0 tel que pour
tout v ∈W s,p(Ω) on a :

‖v‖Lq(Ω) 6 C‖v‖W s,p(Ω), ∀q ∈ [p,+∞),

i.e.
W s,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) ∀q ∈ [p,+∞). (1.10)

De plus, si Ω est borné alors :

W s,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) ∀q ∈ [1,+∞).

• sp > N :

Dans ce paragraphe on présente deux propriétés de régularité pour les fonctions de
W s,p(Ω) lorsque sp > N , avec Ω = RN .

Théorème 1.9 Soient s ∈ (0, 1) et p ∈ [1,+∞) tel que sp > N , alors il existe une
constante C = C(N, s, p,Ω) tel que :
∀v ∈W s,p(RN ),

‖v‖
C

0,s−Np
b

(RN )
6 C ‖v‖W s,p(RN ),

en particulier
W s,p(RN ) ↪→ C

0,s−N
p

b (RN ) ↪→ L∞(RN ).

14
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Corollaire 1.2 Soit Ω ⊆ RN est un ouvert lipschitzien et soient s ∈ (0, 1), p ∈ [1,+∞),
sp > N . Il existe une constante C = C(N, s, p,Ω) tel que : ∀v ∈W s,p(Ω),

‖v‖
C

0,s−Np
b

(Ω)
6 C‖v‖pW s,p(Ω),

en particulier
W s,p(Ω) ↪→ C

0,s−N
p

b (Ω) ↪→ L∞(Ω).

Injection compacte

Théorème 1.10 [37]
Considérons Ω un ouvert borné de classe C0,1 de frontière bornée, s ∈ (0, 1), p > 1. Soit
N > 1 alors :
• Si sp < N , on a W s,p(Ω) ↪→↪→ Lq(Ω) pour tout q < Np

N − sp
.

• Si sp = N , on a W s,p(Ω) ↪→↪→ Lq(Ω) pour tout q < +∞.

• Si sp > N , on a W s,p(Ω) ↪→↪→ C0,λ
b (Ω) pour tout 0 < λ < s− N

p .

1.2.3 Espace de Sobolev fractionnaire W s,p, s ∈ R\N

Définition 1.8 Soient Ω un ouvert de RN , p ∈ [1,+∞). Si s ∈ R\N avec s > 1 on peut
écrire s = m + σ, avec m ∈ N est la partie entière de s et σ ∈ (0, 1), dans ce cas on
définit l’espace W s,p(Ω) comme suit :

W s,p(Ω) :=
{
u ∈Wm,p(Ω) : Dαu ∈W σ,p(Ω) pour tout α t.q. |α| = m

}
, (1.11)

c’est un espace de Banach.
C’est un espace de Banach par rapport à la norme

‖u‖W s,p(Ω) :=
(
‖u‖pWm,p(Ω) +

∑
[α]=m

‖Dαu‖pWσ,p(Ω)

) 1
p

. (1.12)

Si s = m, l’espace W s,p(Ω) coïncide avec l’espace de Sobolev d’ordre entier, voir la
définition 1.4.

Proposition 1.5 Soient p ∈ [1,+∞) et s, s′ > 1 des réels. On considère Ω un ouvert
de Rn de classe C0,1.
Alors, si s′ > s, on a :

W s′,p(Ω) ⊆W s,p(Ω).
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Pour s > 0 et comme le cas classique (s ∈ N), on peut approximer les fonctions de
W s,p(RN ) par des suites des fonctions régulières à support compact .

Théorème 1.11 [3] Pour tout s > 0, l’espace C∞0 (RN ) des fonctions régulières à sup-
port compact est dense dans W s,p(RN ).

Propriété 1.1 Soit Ω un ouvert de RN .
• On a :

W s,p
0 (Ω) = C∞0 (Ω)W

s,p(Ω) (Ω 6= RN ).

En plus, du théorème (1.11) on trouve :

W s,p
0 (RN ) = W s,p(RN ).

• En outre, l’espace C∞0 (Ω) n’est pas dense dans W s,p(Ω), et on a W s,p(Ω) 6= W s,p
0 (Ω).

Remarque 1.4 •Il est clair que les inclusions obtenues dans les Propositions 1.3 et 1.4,
sont valables pour l’espace W s,p

0 (Ω).
• Quand s < 0 et p ∈ (1,+∞), W s,p(Ω) est défini comme le dual de l’espace W−s,q0 (Ω)
avec 1

p + 1
q = 1.

1.2.4 L’espace Hs(RN)
Dans cette partie on s’intéresse au cas particulier du p = 2. Notez que l’espace Hs

fournit le cadre naturel pour les études des équations elliptiques dont l’opérateur prin-
cipal est le Laplacien fractionnaire.

Soit s ∈ (0, 1), pour p = 2 les espaces W s,2(RN ) et W s,2
0 (RN ) deviennent des espaces de

Hilbert où :

W s,2(RN ) := Hs(RN ) =
{
u ∈ L2(RN ) : [u]W s,2(RN ) < +∞

}
, (1.13)

pour Ω un ouvert de RN

W s,2
0 (Ω) := Hs

0(Ω) =
{
u ∈ Hs(RN ) : u = 0 p.p dans RN\Ω

}
, (1.14)

la notation [ . ]W s,2(RN ) est définie dans (1.4).
L’espace Hs est muni de produit scalaire :
∀u, v ∈ Hs(RN ) ;

〈u, v〉Hs(RN ) =
∫
RN

u(x).v(x)dx+
∫
RN×RN

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))
|x− y|N+2s dxdy.
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1.3 Laplacien fractionnaire (−∆)s

Maintenant on va introduire la définition du Laplacien fractionnaire (−∆)s pour
s ∈ (0, 1), et quelques résultats le concernant.

Définition 1.9 Soit s ∈ (0, 1), pour tout u ∈ S on définit le Laplacien fractionnaire
comme suit :

(−∆)su(x) = C(N, s)P.V.
∫
RN

u(x)− u(y)
|x− y|N+2s dy︸ ︷︷ ︸

I’

= C(N, s) lim
ε−→0+

∫
CBε(x)

u(x)− u(y)
|x− y|N+2s dy,

(1.15)

où C(N, s) est une constante positive qui dépend de N et de s et elle est donnée par :

C(N, s) =
(∫

RN

1− cos(ζ1)
|ζ|N+2s dζ

)−1
, (1.16)

et ζ = (ζ1, ζ
′), ζ ′ ∈ RN−1.

Remarque 1.5 (1.15) n’est pas bien définie en général en raison de la singularité de
l’intégrale I’, sauf si s ∈ (0, 1

2). En effet, on a :
Pour tout u ∈ S et pour x ∈ RN fixé :

∫
RN

|u(x)− u(y)|
|x− y|N+2s dy 6 C

∫
BR

|x− y|
|x− y|N+2sdy + ‖u‖L∞(RN )

∫
CBR

1
|x− y|N+2sdy

6 C

(∫
BR

1
|x− y|N+2s−1dy +

∫
CBR

1
|x− y|N+2sdy

)
6 C

(∫ R

0

1
|ρ|2s

dρ+
∫ +∞

R

1
|ρ|2s+1dρ

)
< +∞.

C > 0 est une constante qui dépend de la dimension et de ‖u‖L∞.

Dans le lemme suivant on donne une autre écriture pour (−∆)s, tel qu’on écrit comme
un quotient différentiel du second ordre pondéré.

Lemme 1.2 Soit s ∈ (0, 1), alors pour tout u ∈ S on a :

(−∆)su(x) = −1
2C(N, s)

∫
RN

u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)
|y|N+2s dy, ∀x ∈ RN . (1.17)
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Propriétés de la constante C(N, s)
Dans la suite, on donnera quelques propriétés sur la constante C(N, s) qui intervient

dans (1.15). Ces résultats sont prouvés dans [38].

Lemme 1.3 Soit s ∈ (0, 1), on rappelle que :

C(N, s) =
(∫

RN

1− cos(ζ1)
|ζ|N+2s dζ

)−1
.

Soient A(N, s) et B(N, s) comme suit :

A(N, s) :=


1 si N=1∫
RN−1

1
(1 + |η′|2)

N+2s
2

dη′ si N > 2, (1.18)

et
B(s) = s(1− s)

∫
R

1− cos t
|t|1+2s dt. (1.19)

Alors :
C(N, s) = s(1− s)

A(N, s)B(s)

Proposition 1.6 On a :

(i) lim
s−→1−

A(N, s) = ωN−2

∫ +∞

0

ρN−2

(1 + ρ2)
N
2 +1

dρ < +∞;

(ii) lim
s−→0+

A(N, s) = ωN−2

∫ +∞

0

ρN−2

(1 + ρ2)
N
2
dρ < +∞;

(iii) lim
s−→1−

B(s) = 1
2 ;

(iv) lim
s−→0+

B(s) = 1,

où ωN−2 désigne la mesure dimensionnelle (N − 2) de la sphère unitaire SN−2.
En conséquence on a :

lim
s−→1−

C(N, s)
s(1− s) =

(
ωN−2

2

∫ +∞

0

ρN−2

(1 + ρ2)
N
2 +1

dρ

)−1
,

et

lim
s−→0+

C(N, s)
s(1− s) =

(
ωN−2

∫ +∞

0

ρN−2

(1 + ρ2)
N
2
dρ

)−1
.

Corollaire 1.3 On a les résultats suivants :

18
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(i) lim
s−→1−

C(N, s)
s(1− s) = 4N

ωN−1
;

(ii) lim
s−→0+

C(N, s)
s(1− s) = 2

ωN−1
.

où ωN−1 désigne la mesure dimensionnelle (N − 1) de la sphère unitaire SN−1.

Remarque 1.6 On peut trouver la définition du Laplacien fractionnaire par la trans-
formée de Fourier (voir [17]).

1.4 Outils fonctionnels
Le but de ce chapitre est de rappeler quelques résultats que nous allons utiliser dans

les chapitres à venir.

Lemme 1.4 (Lemme de Fatou)
Soit {vn} une suite de fonctions de L1(Ω) telle que :
(i) ∀n ∈ N, vn(x) > 0 p.p sur Ω.
Pour p.p.x ∈ Ω, on pose v(x) = lim inf

n−→+∞
vn(x), alors∫

Ω
v(x)dx 6 lim inf

n−→+∞

∫
Ω
vn(x).

Définition 1.10 Soit H un espace de Hilbert réel. On dit qu’une forme bilinéaire a(u,v) :
H×H −→ R est :
• Continue s’il existe une constante C telle que

|a(u, v)| 6 C‖u‖ ‖v‖ ∀u, v ∈ H.

• Coercive s’il existe une constante α > 0 telle que

a(v, v) > α‖v‖2 ∀v ∈ H.

Théorème 1.12 (Lax Milgram)
Soit a(u,v) une forme bilinéaire, continue et coercive sur un espace de Hilbert H. Alors,
pour tout ϕ ∈ H, il existe un et un seul u ∈ H telle que

a(u, v) = 〈ϕ, v〉 ∀v ∈ H.

De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisée par :

1
2a(u, u)− 〈ϕ, u〉 = min

v∈H

{1
2a(v, v)− 〈ϕ, v〉

}
.

Proposition 1.7 (Inégalité de Hölder)
Soit 1 ≤ p ≤ ∞, on note p′ l’exposant conjugué de p i.e :1

p + 1
p′ = 1.

Si u ∈ Lp(Ω) et v ∈ Lp′(Ω) alors uv ∈ L1(Ω)
et

||uv||L1(Ω) ≤ ||u||Lp(Ω)||v||Lp′ (Ω).
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Théorème 1.13 (Théorème de convergence monotone)
Soit {vn} une suite croissante de fonctions positives de L1(Ω) qui converge p.p vers v.
Alors ∫

Ω
lim

n−→+∞
vndx = lim

n−→+∞

∫
Ω
vdx.

Théorème 1.14 (Théorème de convergence dominée)
Soit {vn} une suite de fonctions de L1(Ω) telle que :
•vn −−−→

n→∞
v p.p, avec v ∈M(Ω).

• ∃ w ∈ L1(Ω) telle que :
∀n > 1, |vn(x)| 6 w(x) p.p en x.
Alors

v ∈ L1(Ω)et lim
n−→+∞

‖vn − v‖L1(Ω) = 0,

ce qui implique

lim
n−→+∞

∫
Ω
vn(x)dx =

∫
Ω

lim
n−→+∞

vn(x)dx =
∫

Ω
v(x)dx.

Théorème 1.15 (Lemme de Brezis-Lieb)[21]
Soit 0 < p <∞. On suppose que il existe C > 0 tel que

‖vn‖Lp(Ω) 6 C,

et vn −→ v p.p dans Ω.

Alors
lim
n→∞

(
‖vn‖pLp(Ω) − ‖vn − v‖

p
Lp(Ω)

)
= ‖v‖pLp(Ω).

Considérons le problème linéaire suivant{
(−∆)su = g dans Ω,
u = 0 dans RN\Ω,

(1.20)

où s ∈ (0, 1) et Ω un domaine de RN . Le théorème de Lax Milgram nous assure l’existence
et l’unicité de la solution du problème (1.20).

Proposition 1.8 [67] Soit Ω un domaine lipschitzien borné vérifiant la condition de la
boule extérieure. Supposons que u est une solution du problème (1.20) avec g ∈ L∞(Ω).
Alors, u ∈ Cs(RN ) tel que

‖u‖Cs(RN ) 6 C‖g‖L∞(Ω),

avec C = C(s,Ω) > 0.

20



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Théorème 1.16 [67] Soit Ω un domaine C1,1 borné. Supposons que u est une solution
du problème (1.20), g ∈ L∞(Ω) et δ(x) = dist(x, ∂Ω). Alors on a∥∥ u

δs
∥∥
Cα(Ω̄) 6 C‖g‖L∞(Ω),

pour 0 < α := α(s,Ω) < min{1, 1− s} et C := C(s,Ω) > 0.

Théorème 1.17 [16] Soit 1 < q < ∞. Si g ∈ Lq(Ω) et u est la solution faible unique
du problème (1.20). Alors u ∈W 2s,q

Loc (Ω).

Lemme 1.5 [16] Soit N > 2s. Supposons que g ∈ Lq(Ω), 2N
N+2s 6 q 6 N

2s et u est la
solution faible unique du problème (1.20). Alors, il existe C > 0 tel que

‖u‖Lq(Ω) 6 C‖g‖Lq(Ω).

Proposition 1.9 [11] Soit Ω un domaine borné régulier. On suppose que u une solution
positive du {

(−∆)su = f(x, u) dans Ω,
u = 0 dans RN\Ω,

tel que |f(x, t)| 6 C(1 + |t|p), où p ∈ [1, 2∗s − 1] et C > 0. Alors u ∈ L∞(Ω).

Proposition 1.10 (Principe du maximum faible)[1]
Supposons que pour ε > 0, u : RN −→ R est une fonction dans C2s+ε(Ω) ∩ C(Ω̄) telle
que : ∫

RN

|u(y)|
1 + |y|N+2sdy < +∞, et

{
(−∆)su 6 0 dans Ω,
u 6 0 sinon.

Alors u 6 0 dans Ω.

Proposition 1.11 (Principe du maximum fort)[64]
Si u est une fonction semi-continue inférieurement dans Ω̄ qui satisfait{

(−∆)su > 0 dans Ω,
u > 0 dans RN\Ω.

Alors, u > 0 dans RN . De plus s’il existe x0 ∈ Ω tel que u(x0) = 0, alors u ≡ 0 dans
tout RN .

Proposition 1.12 (Principe de comparaison faible)[66]
Soit Ω un domaine borné. Supposons que u et v vérifient

{
(−∆)su = f dans Ω,
u = 0 dans RN\Ω,

{
(−∆)sv = g dans Ω,
v = 0 dans RN\Ω.

Si f > g. Alors, u > v dans Ω.
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Proposition 1.13 (Principe de comparaison fort)[34]
Soient h1, h2 : RN × R −→ R deux fonctions continues. Supposons que pour γ > 0 on a
v, w ∈ L∞(RN ) ∩ C2s+γ(Ω) tel que{

(−∆)sv > h1(x, v) dans Ω,
(−∆)sw 6 h2(x,w) dans Ω,

(1.21)

de plus, w 6 v dans RN et

h2(x,w(x)) 6 h1(x,w(x)) pour tout x ∈ Ω.

S’il existe un point x0 ∈ Ω auquel v(x0) = w(x0). Alors, v = w dans tout Ω.

Proposition 1.14 [26] (Lemme de Hopf)
Soient Ω un domaine régulier et u(x) 6≡ 0 est une fonction strictement positive satisfai-
sant

(−∆)su = 0.

S’il y’a un point x0 ∈ ∂Ω avec u(x0) = 0. Alors, il existe a > 0 tel que
u(x) > a(x− x0)ν0(x0), où ν0 est la normale extérieure au point x0.

Corollaire 1.4 [49] Soient p ∈ (1,∞) et u ∈W s,p
0 (Ω) vérifiant

|(−∆)spu| 6 K faiblement dans Ω,

pour K > 0. Alors,
‖u‖L∞(Ω) 6 (CdK)

1
p−1 ,

avec Cd = C(N, p, s, d) et d = diam(Ω).

Lemme 1.6 (Principe de comparaison)[53] Soient p > 2, N < αp < N + p. Si
u, v ∈W s,p

0 (RN ) deux fonctions continues tels que
• u > v dans RN\Ω.
• pour tout ψ ∈ C0(Ω) tel que ψ > 0 on a∫

RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))(ψ(x)− ψ(y))
|x− y|αp

dxdy

>
∫
RN

∫
RN

|v(x)− v(y)|p−2(v(x)− v(y))(ψ(x)− ψ(y))
|x− y|αp

dxdy.

Alors, u > v dans RN .

Théorème 1.18 (Inégalité de Picone fractionnaire)[13]
Soit p ∈ (1,+∞) et v ∈W s,p

0 (Ω) avec v > 0. Supposons que (−∆)spv > 0 est une mesure
de Radon bornée dans Ω. Alors, pour tout w ∈W s,p

0 (Ω), on a

2
∫

Ω
(−∆)spv

wp

vp−1dx 6 ‖w‖
p
W s,p

0 (Ω).
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Théorème 1.19 [49] Soient p ∈ (1,∞) et g ∈ L∞(Ω). Il existe α ∈ (0, s] et CΩ =
C(N, p, s,Ω) > 0 tel que pour u ∈W s,p

0 (Ω) solution faible de{
(−∆)spu = g dans Ω,
u = 0 dans RN\Ω.

(1.22)

On a
‖u‖Cα(Ω̄) 6 CΩ‖g‖

1
p−1
L∞(Ω),

en particulier u ∈ Cα(Ω̄).
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Chapitre 2
Problème non local avec une donnée qui
change de signe

Ce chapitre est le développement des parties des articles [18], [58].

2.1 Introduction
Dans ce chapitre on étudie l’existence de solutions positives du problème non-local

suivant {
(−∆)spu = µg(x)γ(u) dans Ω,
u = 0 dans RN\Ω,

(P1)

où Ω est un domaine borné régulier de RN , s ∈ (0, 1), p ∈ (1,+∞), µ un paramètre
réel strictement positif, γ une fonction continue positive et g une fonction qui change de
signe satisfaisant certaines hypothèses qu’on spécifiera ultérieurement.

Ce problème est intéressant, ceci est dû au fait de la présence d’un coefficient qui
change de signe. En général l’existence de solutions positives dépend du signe du second
membre de l’équation. La plupart des travaux supposent que ce dernier est de signe
positif.

A noter que pour s = 1 le problème a été traité par Cac et al [24], des résultats
d’existence et de non existence ont été obtenu.

Notre objectif est de généraliser les résultats de Cac et al [24] à un problème non
local faisant intervenir le Laplacien fractionnaire et le p-Laplacien fractionnaire.

Il s’avère que dans notre étude on aura besoin de deux types de problèmes :
Problème semi-linéaire i.e. p = 2, qui fera objet de la section 2.3. L’existence de

la solution est établie en utilisant le théorème de Leray-Schauder. La positivité de la
solution repose sur la fonction de Green associée au Laplacien fractionnaire.

La section 2.4 est dédiée au problème quasi-linéaire i.e. p 6= 2. La résolution de
ce dernier a engendré certaines difficultés. L’existence de la solution est assurée par le
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théorème de Leray-Schauder. Par contre la positivité de la solution est plus délicate à
prouver cela est dû à l’absence de la fonction de Green pour un opérateur quasi linéaire
et qu’on ne peut pas appliquer le principe du maximum. L’idée est d’utiliser le principe
de comparaison afin de surmonter les différentes difficultés.

La résolution de ce problème nous sera d’une très grande utilité pour les chapitres
qui suivent.

2.2 Résultats préliminaires
Dans cette section on rappelle la définition du degré topologique de Leray-Schauder

ainsi que quelques propriétés qui nous seront utiles. Pour plus de détails nous invitons
le lecteur à consulter la référence [52].

On note par E un espace de Banach dont sa norme est notée par ‖.‖, Ω un ouvert
borné de E.

Définition 2.1 On dit qu’un opérateur T : Ω −→ E n’admet pas un point fixe sur ∂Ω
si l’équation u = Tu n’admet pas de solution sur ∂Ω. Autrement dit

Tu 6= u ∀u ∈ ∂Ω.

Lemme 2.1 Si T : Ω −→ E est un opérateur compact (linéaire ou non-linéaire) sans
point fixe sur ∂Ω alors

d := inf
u∈∂Ω

‖u− Tu‖ > 0.

Lemme 2.2 Soit T : Ω −→ E un opérateur compact (linéaire ou non-linéaire) sans
point fixe sur ∂Ω. Si ε ∈ (0, d4) alors il existe un sous espace vectoriel de dimension fini
Eε et un opérateur Tε : Ω −→ Eε tels que :

(∀u ∈ Ω) (∀v ∈ ∂Ω) ‖Tεu− Tu‖ ≤ ε, et ‖Tεv − v‖ ≥ 3ε.

Maintenant nous allons définir le degré topologique de Leray-Schauder ce dernier a
été définit à partir du degré topologique de Brouwer.

Définition 2.2 Considérons F un sous espace vectoriel de dimension finie contenant
Eε tel que Eε ⊂ F ⊂ E ; F ∩ Ω 6= ∅. Le degré topologique de Leray-Schauder est défini
par

deg(I − T,Ω, 0) := degF (IF − Tε,Ω ∩ F, 0).

Signalons que cette définition ne dépend que de T et Ω (voir [52]).

Théorème 2.1 Soit b ∈ E. Si b /∈ (I − T )(∂Ω). Alors,

deg(I − T,Ω, b) := deg(I − T − b,Ω, 0).

Dans ce qui suit, nous donnons des propriétés importantes sur le degré topologique.
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Proposition 2.1 Soit b ∈ E. Supposons que deg(I − T,Ω, b) 6= 0 et que u − Tu 6= b
pour tout u ∈ ∂Ω. Alors il existe u ∈ Ω solution de l’équation u− Tu = b.

Ensuite on a le résultat suivant

Proposition 2.2 Soient b ∈ E et P : Ω̄×[0, 1] −→ E une application compacte vérifiant

∀(u, t) ∈ (∂Ω× [0, 1]), u− P (u, t) 6= 0.

Alors, deg(I − P (.t),Ω, b) est constant pour t ∈ [0, 1]. Autrement dit,

∀t ∈ [0, 1], deg(I − P (., t),Ω, b) = deg(I − P (., 0),Ω, b).

2.3 Problème semilinéaire faisant intervenir le Laplacien
fractionnaire

Considérons le problème semilinéaire suivant{
(−∆)sv = g dans Ω,
v = 0 dans RN\Ω,

(2.1)

où (−∆)s représente le Laplacien fractionnaire dont on rappelle

(−∆)su(x) = CN,sP.V.

∫
Rn

u(x)− u(y)
|x− y|n+2s dy.

où CN,s est une constante qui dépend de N et s.
Nous notons par G(x, y) la fonction de Green associée au problème (2.1) alors

v(x) := ((−∆)s)−1(g) :=
∫

Ω
G(x, y)g(y) dy.

En utilisant le comportement de G(., .) et les injections compactes on montre que g ∈
Lq(Ω) alors v ∈ Lq(Ω) pour 1 < q <∞.

Dans cette section nous traitons le problème elliptique semi linéaire suivant{
(−∆)su = µg(x)γ(u) dans Ω,
u = 0 dans RN\Ω.

(2.2)

La théorie du degré topologique et la théorie de régularité nous permet d’établir
l’existence de solutions strictement positives pour le problème (2.2).

En appliquant le théorème du point fixe de Schauder, nous prouvons le théorème
suivant :

Théorème 2.2 Soient γ ∈ L∞(R), g ∈ Lq(Ω) avec q > 1. Alors, problème (2.2) admet
une solution uµ ∈W 2s,q

Loc (Ω) pour tout µ ∈ R.
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Preuve
Considérons le problème suivant{

(−∆)su1 = νµg(x)γ(u1) dans Ω,
u1 = 0 dans RN\Ω.

(2.3)

Comme ((−∆)s)−1 est un opérateur compact, alors pour tout u1 ∈ Lq(Ω) et ν ∈ [0, 1]
on pose

Tν(u1) := ((−∆)s)−1
(
νµg(x)γ(u1)

)
.

L’existence de solutions du problème (2.3) revient à résoudre l’équation suivante :

u1 − Tν(u1) = 0 , u1 ∈ Lq(Ω), (2.4)

pour cela on commence par trouver une boule BR(0) de Lq(Ω) avec R > 0, tel que pour
tout ν ∈ [0, 1] on a

0 /∈ (I − Tν)(∂BR(0)× [0, 1]).

En utilisant les Propositions 2.1 et 2.2, on montre que (2.4) admet au moins une solution.
L’existence d’une telle boule est établie en prouvant qu’il existe un R > 0 tel que pour
tout (u1, t) ∈ Lq(Ω)× [0, 1].

Si u1 − Tν(u1) = 0, alors ‖Tν(u1)‖Hs
0(Ω) < R. (2.5)

Prenons u1 − Tν(u1) = 0, le Théorème 1.17 nous donne

‖Tν‖W 2s,q
Loc (Ω) 6 K|ν||µ|‖γ‖L∞(R)‖g‖Lq(Ω)

6 K̄‖g‖Lq(Ω), (2.6)

ainsi, on a

‖Tν‖Lq(Ω) 6 ‖Tν‖W 2s,q
Loc (Ω)

6 K̄‖g‖Lq(Ω), (2.7)

avec 0 < K, K̄ < +∞ qui ne dépendent pas de u1, ν, µ et ν ∈ [0, 1]. Ce qui implique que
(2.5) est vérifié d’où l’existence d’une boule BR(0) de Lq(Ω). De plus le degré topologique
deg(Tν , BR(0), 0) est bien défini et c’est égal à une constante d’après la Proposition 2.2.

On a

deg(I − Tν , BR(0), 0) = deg(I − T0, BR(0), 0)
= deg(I,BR(0), 0) = 1 6= 0, (2.8)

pour tout ν ∈ [0, 1]. La Proposition 2.1 nous donne que Tν admet un point fixe dans
BR(0) pour tout ν ∈ [0, 1], par conséquent T1 admet un point fixe.
On conclut que le problème (2.3) admet une solution uµ ∈W 2s,q

Loc (Ω) pour tout µ ∈ R.
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Maintenant on va montrer que la solution obtenue uµ est strictement positive grâce à
l’hypothèse (H1). Remarquons qu’il est difficile de montrer la positivité de la solution en
présence d’un terme qui change de signe, le principe du maximum n’est pas applicable
directement.

Le résultat principal de cette section est le suivant

Théorème 2.3 Soit q > N
2s et g ∈ Lq(Ω) satisfaisant la condition suivante :

(H1) : il existe ε > 0 tel que
∫

Ω
G(x, t)

(
g+(t)− (1 + ε)g−(t)

)
dt > 0,

où g+(x) = max{g(x), 0}, g−(x) = −min{g(x), 0}. Si γ ∈ C(R) et γ(0) > 0. Alors il
existe µ̃ > 0 tel que pour tout µ ∈ (0, µ̃), le problème (2.2) admet une solution strictement
positive.

Preuve Soit M ∈ R tel que M est strictement positif et suffisamment grand. On définit
la fonction troncature γ̄ : R −→ R

γ̄(s) :=


γ(0) s 6 0
γ(s) 0 < s 6M

M̄ s > M,

avec γ(M) = M̄ > 0.
Considérons le problème{

(−∆)su = µg(x)γ̄(u) dans Ω,
u = 0 dans RN\Ω.

(2.9)

On a γ̄ ∈ L∞(R), d’après le Lemme 2.2 le problème (2.9) admet une solution uµ dans
W 2s,q
Loc (Ω).
La fonction γ̄ est continue, donc pour tout ξ ∈ (0, ε

2+ε) il existe η ∈ (0,M) tel que

Si |y| < η alors |γ̄(y)− γ̄(0)| < γ̄(0)ξ,

ce qui nous donne
−γ̄(0)ξ < γ̄(y)− γ̄(0) < γ̄(0)ξ,

alors
γ̄(0)− γ̄(0)ξ < γ̄(y) < γ̄(0) + γ̄(0)ξ. (2.10)

Puisque q > N
2s , d’après les injections de Sobolev fractionnaires (Corollaire 1.2) nous

déduisons que uµ est dans C(Ω̄), il s’ensuit

‖uµ‖C(Ω̄) 6 K1µ‖g‖Lq(Ω)‖γ̄‖L∞(R)

6 K2µ‖g‖Lq(Ω) < +∞,
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où K1,K2 sont des constants strictement positives. En Choisissant µ̃ > 0 suffisamment
petit tel que pour tout µ ∈ (0, µ̃) on ait

‖uµ‖C(Ω̄) 6 K2µ‖g‖Lq(Ω)

< η.

Comme η < M , on peut conclure que pour tout µ ∈ (0, µ̃), γ̄(uµ) = γ(uµ) et par
conséquent uµ est une solution du problème (2.2).

Maintenant il nous reste à montrer que la solution uµ est strictement positive.
Rappelons que pour tout (x, y) ∈ Ω× Ω, on a

G(x, y) > 0. (2.11)

On définit la solution uµ via la fonction de Green on trouve

uµ(x) = µ

∫
Ω
G(x, y)g(y)γ̄(uµ(y))dy

= µ

∫
Ω
G(x, y)(g+(y)− g−(y))γ̄(uµ(y))dy

= µ

∫
Ω
G(x, y)

(
g+(y)γ̄(uµ(y))− g−(y)γ̄(uµ(y))

)
dy,

en utilisant la continuité de γ̄ et (2.10) on obtient que pour tout ξ ∈ (0, ε
2+ε)

uµ(x) > µ

∫
Ω
G(x, y)

(
(γ̄(0)− γ̄(0)ξ)g+(y)− (γ̄(0) + γ̄(0)ξ)g−(y)

)
dy

> µ

∫
Ω
γ(0)G(x, y)

(
(1− ξ)g+(y)− (1 + ξ)g−(y)

)
dy

> µγ(0)(1− ξ)
∫

Ω
G(x, y)

(
g+(y)− 1 + ξ

1− ξ g
−(y)

)
dy

> µγ(0)(1− ξ)
∫

Ω
G(x, y)

(
g+(y)− (1 + ε)g−(y)

)
dy,

finalement grâce à l’hypothèse (H1), (2.11) et le fait que µγ(0)(1− ξ) > 0, on déduit que
pour tout µ ∈ (0, µ̃), x ∈ Ω on a uµ(x) > 0.

�

2.4 Solution positive pour le p-Laplacien fractionnaire
L’objectif de cette section est de généraliser les résultats précédents au cas quasi

linéaire. On cherchera à établir l’existence d’une solution positive du problème suivant :{
(−∆)spu = µg(x)γ(u) dans Ω,
u = 0 dans RN\Ω,

(2.12)
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rappelons que le p-Laplacien fractionnaire est défini comme suit

(−∆)spu(x) = 2 lim
ε↘0

∫
RN\Bε(x)

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))
|x− y|N+sp dy, x ∈ RN .

Afin d’assurer l’existence d’une solution positive, on impose l’hypothèse suivante :
(H2) : g+ 6≡ 0 et g− 6≡ 0, il existe un ε > 0 tel que(

g+ − (1 + ε)g−
)
∈ A,

où g+(x) = max{g(x), 0}, g−(x) = −min{g(x), 0},

A :=
{
h ∈ L∞(Ω) : S(h)(x) > 0 pour x ∈ Ω

}
,

et S est l’application inverse de (−∆)sp, S : (W s,p
0 (Ω))∗ −→ W s,p

0 (Ω) qui est un homéo-
morphisme strictement monotone. S(g+−(1+ε)g−) n’est autre en réalité q’une solution
positive du problème{

(−∆)spv = (g+(x)− (1 + ε)g−(x)) dans Ω,
v = 0 dans RN\Ω.

L’existence est assurée par le théorème de minimisation et le principe de comparaison.

Théorème 2.4 Soit g ∈ L∞(Ω) une fonction satisfaisant l’hypothèse (H2). Si γ ∈ C(R)
avec γ(0) > 0. Alors il existe µ̄ > 0 tel que le problème (2.12) admet une solution positive
pour tout µ ∈ (0, µ̄).

Preuve En suivant les mêmes étapes que le cas p = 2, on commence par définir la
fonction de troncature γ̄ : R −→ R tel que

γ̄(y) :=


γ(0) y 6 0
γ(s) 0 < y 6M

γ(M) y > M,

où M est un paramètre réel, strictement positif et suffisamment grand.
Commençons en premier par traiter le problème suivant :{

(−∆)spu = µg(x)γ̄(u) dans Ω,
u = 0 dans RN\Ω.

(2.13)

Pour tout u ∈ L∞(Ω) et ν ∈ [0, 1] on pose

Tν,p(u) := ((−∆)sp)−1(νµg(x)γ̄(u)
)
.
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Comme l’inverse de l’opérateur (−∆)sp est compact, en procédant de la même manière
que pour le cas p = 2, on montre que le problème (2.13) admet une solution en résolvant
l’équation

u− Tν,p(u) = 0 , u ∈ L∞(Ω), (2.14)

en montrant l’existence d’une boule Br(0) ∈ L∞(Ω) avec r > 0, par la suite obtient que
0 /∈ (I − Tν,p)(∂Br(0)× [0, 1]).

Le Corollaire 1.4 nous assure l’existence de K3 > 0 tel que

‖Tν(u)‖L∞(Ω) 6 K3(µ‖g‖L∞(Ω))
1
p−1 <∞,

Donc la boule Br(0) existe et elle est dans L∞(Ω).
En outre le degré topologique de Leray-Schauder deg(Tν,p, Br(0), 0) est bien défini et
c’est une constante, ce qui nous donne que pour tout ν ∈ [0, 1]

deg(I − Tν,p, Br(0), 0) = deg(I − T0, Br(0), 0)
= deg(I,Br(0), 0)
= 1 6= 0.

Par conséquent, pour tout ν ∈ [0, 1], Tν,p admet un point fixe uµ dans la boule Br(0).
On déduit que pour tout µ ∈ R, uµ est une solution du problème (2.13).
D’après les hypothèses on a la fonction γ ∈ C(R) de même pour la fonction γ̄, donc pour
tout ξ ∈ (0, ε

2+ε) il existe η ∈ (0,M) tell qu’ on ait

si |y| < η alors |γ̄(y)− γ̄(0)| < γ̄(0)ξ,

ce qui implique
γ̄(0)− γ̄(0)ξ < γ̄(y) < γ̄(0) + γ̄(0)ξ. (2.15)

En utilisant le Théorème 1.19 on obtient que pour tout α ∈ (0, s), la solution uµ appar-
tient à Cα(Ω) donc

‖uµ‖Cα(Ω̄) 6 K4(µ‖g‖L∞(Ω))
1
p−1 < +∞.

avec K4 > 0.
Si on choisit µ̄ > 0 suffisamment petit dans lequel on a pour tout µ ∈ (0, µ̄), on a

‖uµ‖Cα(Ω̄) 6 K4(µ‖g‖L∞(Ω))
1
p−1

< η. (2.16)

Il s’ensuit que
|uµ| < η.

Ce qui nous donne que γ̄(uµ) = γ(uµ) ce qui implique que uµ est une solution du
problème (2.12).
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Maintenant il nous reste à montrer que la solution uµ est positive, pour cela on va
appliquer le principe de comparaison (Lemme 1.6).
Soit ψ ∈W s,p

0 (Ω) tel que ψ > 0, alors pour tout µ ∈ (0, µ̄) on a

µ

∫
Ω
g(x)γ̄(uµ(x))ψdx = µ

∫
Ω

(g+(x)− g−(x))γ̄(uµ(x))ψdx

= µ

∫
Ω

(
g+(x)γ̄(uµ(x))− g−(x)γ̄(uµ(x))

)
ψdx.

d’après (2.15), pour tout ξ ∈ (0, ε
2+ε) on obtient

µ

∫
Ω
g(x)γ̄(uµ(x))ψdx > µ

∫
Ω

(
g+(x)γ̄(0)(1− ξ)− g−(x)γ̄(0)(1 + ξ)

)
ψdx

> µγ(0)
∫

Ω

(
g+(x)(1− ξ)− g−(x)(1 + ξ)

)
ψdx

> µγ(0)(1− ξ)
∫

Ω

(
g+(x)− g−(x)1 + ξ

1− ξ

)
ψdx

> µγ(0)(1− ξ)
∫

Ω

(
g+(x)− g−(x)(1 + ε)

)
ψdx.

La fonction g satisfait (H2) et µγ(0)(1− ξ) > 0 alors

µγ(0)(1− ξ)(g+(x)− g−(x)(1 + ε)) ∈ A,

il s’ensuit que
µg(x)γ(uµ(x)) ∈ A.

Par conséquent, la solution uµ est positive pour tout x ∈ Ω.

�
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Chapitre 3
Sur un problème critique non local avec
une donnée qui change de signe

Ce chapitre est le développement de l’article [18].

3.1 Introduction
Dans ce chapitre nous étudions l’existence de solutions strictement positives du pro-

blème suivant 
(−∆)su = uq + λf(x) dans Ω,
u > 0 dans Ω,
u = 0 dans RN\Ω,

(3.1)

où Ω est un domaine borné régulier de RN avecN > 2s, s ∈ (0, 1), λ est un paramètre réel
strictement positif et f est une fonction de C1(Ω̄)\{0} qui change de signe satisfaisant
certaines hypothèses.

Les problèmes locaux non compacts ont reçu beaucoup d’attention ces dernières
années nous citons à titre d’exemples le travaux de [8, 51] et leur références.

La perte de compacité génère certaines difficultés pour prouver l’existence de solu-
tions. Si on a un terme qui change signe ça serait encore plus pour montrer la positivité
de la solution.

Inspirer par les travaux de [11, 35], on établit l’existence et la multiplicité de solutions
strictement positives du problème (3.1).

Notre étude est partagée en deux principales parties.
Dans la section 3.3 on traite le cas où q = 2∗s−1 où 2∗s = 2N

N−2s est l’exposant critique
fractionnaire. En utilisant les résultats du chapitre 2, on obtient que le problème (3.1)
admet une solution minimale strictement positive à énergie négative par la méthode de
sous et sur solution.

En tenant compte de la structure variationnelle du problème (3.1) on prouve l’exis-
tence d’une seconde solution dont l’énergie est strictement positive et ceci par le Théo-
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rème du Col.

Dans la section 3.4, on considère le cas où q > 2∗s − 1 et Ω un domaine étoilé par
rapport à l’origine. On établit quelques propriétés des solutions du problème (3.1).

3.2 Le cadre fonctionnel
Nous commençons par introduire le cadre fonctionnel de notre problème. On définit

l’espace de Sobolev fractionnaire

Hs
0(Ω) =

{
u ∈ Hs(RN ) : u = 0 p.p. dans RN\Ω

}
,

muni de la norme
‖u‖2Hs

0(Ω) =
∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N+2s dxdy.

Définition 3.1 On dit que u ∈ Hs
0(Ω) est une solution faible du problème (3.1), si pour

tout ϕ ∈ Hs
0(Ω) on a∫
RN×RN

(u(x)− u(y))(ϕ(x)− ϕ(y))
|x− y|N+2s dxdy =

∫
Ω
uqϕdx+ λ

∫
Ω
f(x)ϕdx,

Le problème a une structure variationnelle, donc les solutions faibles du problème
(3.1) correspondent aux points critiques de la fonctionnelle d’énergie

Jλ(u) = 1
2

∫
RN×RN

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N+2s dxdy − 1
q + 1

∫
Ω
uq+1

+ dx− λ
∫

Ω
f(x)u(x)dx, (3.2)

avec u+ = max(u, 0).

3.3 Problème critique
Dans cette setion nous allons montrer que grâce aux résultats du chapitre 2, on

peut établir l’existence des solutions strictement positives. Avant de donner les résultats
principaux , on fait l’hypothèse suivante
(H1) il existe ε > 0 tel que∫

Ω
G(x, t)

(
f+(t)− (1 + ε)f−(t)

)
dt > 0,

où f+(x) = max{f(x), 0}, f−(x) = −min{f(x), 0}.

Théorème 3.1 Supposons que q = 2∗s − 1 et f ∈ C1(Ω̄)\{0} satisfaisant (H1). Alors il
existe Λ > 0 tel que :
• pour tout λ ∈ (0,Λ) le problème (3.1) admet une solution minimale strictement positive
uλ tel que J (uλ) < 0. De plus, ces solutions sont croissantes par rapport à λ.
• si λ = Λ, le problème (3.1) admet au moins une solution faible strictement positive.
• si λ > Λ, le problème (3.1) n’a pas de solution positive.
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Théorème 3.2 Pour tout λ ∈ (0,Λ), le problème (3.1) admet une seconde solution.

3.3.1 Existence de la première solution

Cette partie est consacrée à la preuve du Théorème 3.1.
Les résultats du Théorème 3.1 restent valables pour 1 < q 6 2∗s − 1. L’existence de
solutions strictement positives est étroitement liée au résultat du problème(2.2). On
prend γ = 1 dans le problème (2.2) de la section 2.3, tel que on normalise le µ de telle
sorte qu’on peut appliquer le Théorème 2.3 au le problème suivant :{

(−∆)su = f(x) dans Ω,
u = 0 dans RN\Ω,

(3.3)

ce problème admet une solution strictement positive notée u0.

On définit

Λ := sup
{
λ > 0 : tel que le problème (3.1) admet une solution

}
.

La preuve du Théorème 3.1 se décompose en plusieurs lemmes. Commençons par
montrer le résultat suivant :

Lemme 3.1 On a 0 < Λ <∞.

Preuve La preuve se base sur la méthode de sous-sur solution. Soit v0 l’unique solution
du problème 

(−∆)sv0 = 1 dans Ω
v0 > 0 dans Ω
v0 = 0 dans RN\Ω.

qui est strictement positive. Notons que l’existence de la solution est assurée par le
Théorème de Lax Milgram, le principe du maximum assure la positivité.
On se propose de chercher la sur-solution de (3.1) sous la forme ū =Mv0 oùM est une
constante strictement positive. Le problème (3.1) admet une sur-solution ū si

(−∆)sū > ū2∗s−1 + λf(x).

On peut trouver un λ̄ > 0 tel que pour tout 0 < λ < λ̄ on a

M >M2∗s−1‖v0‖2
∗
s−1
L∞(Ω) + λmax

x∈Ω
|f(x)|,

ainsi

(−∆)sū =M > M2∗s−1‖v0‖2
∗
s−1
L∞(Ω) + λmax

x∈Ω
|f(x)|

> (Mv0)2∗s−1 + λf(x).
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On a ū = Mv0 > 0 dans Ω et ū = 0 dans RN\Ω. Ainsi ū est une sur-solution du
problème (3.1).

Maintenant on cherche une sous-solution de (3.1). Soit u0 la solution strictement
positive du problème (3.3), on pose u = λu0 sous-solution tel que on a

(−∆)su = λf(x) 6 u2∗s−1 + λf(x) dans Ω,
u > 0 dans Ω,
u = 0 dans RN\Ω.

Alors u est bien une sous-solution de (3.1). De plus, on choisit λ assez petit tel que
λu0 6Mv0. Le théorème de sous-sur solution implique que le problème (3.1) admet une
solution uλ tel que u 6 uλ 6 ū pour tout λ ∈ (0, λ̄). Par conséquent Λ > 0.

Pour montrer que Λ < +∞, on prend λ > 0 tel que le problème (3.1) admet une
solution uλ. On considère le problème de valeurs propres suivant{

(−∆)sφ = λφ dans Ω,
φ = 0 dans RN\Ω,

(3.4)

on note par λ1 la première valeur propre du problème (3.4) et φ1 la fonction propre
correspondante.

On multiplie l’équation du problème (3.1) par φ1, on trouve∫
RN

(−∆)suλ(x)φ1(x)dx =
∫

Ω
u

2∗s−1
λ (x)φ1(x)dx+ λ

∫
Ω
f(x)φ1(x)dx,

ce qui nous donne aussi∫
RN

(−∆)sφ1(x)uλdx =
∫

Ω
u

2∗s−1
λ (x)φ1(x)dx+ λ

∫
Ω
f(x)φ1(x)dx,

en utilisant (3.4) on obtient

λ1

∫
Ω
uλ(x)φ1(x)dx =

∫
Ω
u

2∗s−1
λ (x)φ1(x)dx+ λ

∫
Ω
f(x)φ1(x)dx,

ce qui implique

λ

∫
Ω
f(x)φ1(x)dx = λ1

∫
Ω
uλ(x)φ1(x)dx−

∫
Ω
u

2∗s−1
λ (x)φ1(x)dx

=
∫

Ω

(
λ1uλ(x)− u2∗s−1

λ (x)
)
φ1(x)dx. (3.5)

On pose E(uλ) = u
2∗s−1
λ − λ1uλ, alors

E′(uλ) = (2∗s − 1)u2∗s−2
λ − λ1.

Pour E′(uλ) = 0 on trouve
(2∗s − 1)u2∗s−2

λ − λ1 = 0,
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ce qui implique
u∗λ = ( λ1

2∗s − 1)
1

2∗s−2 , (3.6)

E(uλ) a un minimum u∗λ sur [0,+∞)

E(u∗λ) 6 E(uλ).

En remplaçant (3.6) dans E(uλ) on trouve

( λ1
2∗s − 1)

2∗s−1
2∗s−2 − λ1( λ1

2∗s − 1)
1

2∗s−2 6 u2∗s−1
λ − λuλ,

donc
(−2∗s)(

λ1
2∗s − 1)

2∗s−1
2∗s−2 6 u2∗s−1

λ − λ1uλ,

ainsi
λ1uλ − u

2∗s−1
λ 6 2∗s(

λ1
2∗s − 1)

2∗s−1
2∗s−2 . (3.7)

D’après (3.5) et (3.7), on obtient

λ

∫
Ω
f(x)φ1(x)dx 6 2∗s(

λ1
2∗s − 1)

2∗s−1
2∗s−2

∫
Ω
φ1(x)dx. (3.8)

Soit u0 la solution du problème (3.3), on multiplie l’équation du problème (3.3) par φ1,
en utilisant (3.4) on a∫

RN
(−∆)su0(x)φ1(x)dx =

∫
RN

(−∆)sφ1(x)u0(x)dx = λ1

∫
Ω
φ1(x)u0(x)dx > 0,

alors ∫
RN

(−∆)su0(x)φ1(x)dx =
∫

Ω
f(x)φ1(x)dx > 0. (3.9)

(3.8) et (3.9) avec λ > 0 nous donne

λ 6 2∗s
(

λ1
2∗s − 1

) 2∗s−1
2∗s−2

∫
Ω
φ1(x)dx∫

Ω
f(x)φ1(x)dx

= Λ∗ < +∞.

�

Lemme 3.2 Pour tout λ ∈ (0,Λ), le problème (3.1) admet une solution strictement
positive .
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Preuve D’après le Lemme 3.1 il existe au moins λ1 avec λ1 ∈ (0,Λ) tel que le problème
(3.1) admet une solution uλ1 . Soit λ2 ∈ (0, λ1), montrons que le problème

(−∆)su = u2∗s−1 + λ2f(x) dans Ω,
u > 0 dans Ω,
u = 0 dans RN\Ω,

(3.10)

admet une solution non-triviale v.
On a

(−∆)suλ1 = u
2∗s−1
λ1

+ λ1f(x) > u2∗s−1
λ1

+ λ2f(x).

Comme uλ1 > 0 dans Ω et uλ1 = 0 dans RN\Ω donc uλ1 est une sur-solution du problème
(3.10).

Posons uλ2 = λ2u0 où u0 est solution du problème (3.3), on trouve que{
(−∆)suλ2 = λ2f(x) 6 uλ2 + λ2f(x) dans Ω,
u = 0 dans RN\Ω,

alors uλ2 est une sous-solution du problème (3.10). Par le principe de comparaison on
a uλ2 6 uλ1 et en utilisant la méthode de sous et sur solution on obtient que v est une
solution du problème (3.10) tel que uλ2 6 v 6 uλ1 .

�

Existence de la solution minimale

Maintenant on montre que le problème (3.1) possède une solution minimale, dont
l’énergie est négative.

Lemme 3.3 Pour tout λ ∈ (0,Λ), le problème (3.1) admet une solution minimale uλ tel
que Jλ(uλ) < 0. De plus la famille des solutions minimales uλ est croissante par rapport
à λ.

Preuve Pour λ ∈ (0,Λ), on considère vλ solution du problème
(−∆)svλ = λf(x) dans Ω,
vλ > 0 dans Ω,
vλ = 0 dans RN\Ω,

et wλ solution du problème (3.1). On définit la suite {wn} comme suit
(−∆)swn = w

2∗s−1
n−1 + λf(x) dans Ω,

wn > 0 dans Ω,
wn = 0 dans RN\Ω,

et w0 = vλ. (3.11)
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En résonnant par récurrence et en appliquant le principe de comparaison, on montre que

vλ 6 ... 6 wn 6 wλ.

En utilisant wn comme une fonction test dans l’équation du problème (3.11) on obtient

‖wn‖2Hs
0(Ω) 6 λ

∫
Ω
f(x)wn(x)dx+

∫
Ω
|wn(x)|2∗sdx

6 λmax
x∈Ω
|f(x)|

∫
Ω
wλ(x)dx+ ‖wλ‖

2∗s
L2∗s (Ω)

.

Les injections de Sobolev fractionnaires nous donne

‖wn‖2Hs
0(Ω) 6 K‖wλ‖

2∗s
L2∗s (Ω)

6 K‖wλ‖
2∗s
Hs

0(Ω),

où K > 0. Par conséquent la suite {wn} est bornée dans Hs
0(Ω), il s’ensuit qu’il existe

uλ tel que

wn ⇀ uλ faiblement dans Hs
0(Ω)

wn −→ uλ fortement dans Lq(Ω), 1 6 q < 2∗s,

de plus
wn ↗ uλ p.p dans Ω.

Il est clair que uλ 6 wλ.
Soit ξ ∈ Hs

0(Ω), on multiplie l’équation du problème (3.11) par ξ et on intègre sur
Ω, on trouve ∫

RN
(−∆)swn.ξdx =

∫
Ω
w

2∗s−1
n−1 (x).ξdx+ λ

∫
Ω
f(x).ξdx,

en faisant tendre n vers +∞ et en utilisant la convergence faible et le théorème de
convergence monotone, on obtient∫
RN

(−∆)swn.ξdx =
∫
RN

(−∆)
s
2wn.(−∆)

s
2 ξdx −→

∫
RN

(−∆)
s
2uλ.(−∆)

s
2 ξdx =

∫
RN

(−∆)suλ.ξdx,

et
λ

∫
Ω
f(x).ξdx+

∫
Ω
w

2∗s−1
n−1 .ξdx −→

∫
Ω
u

2∗s−1
λ .ξdx+ λ

∫
Ω
f(x).ξdx.

Donc ∫
RN

(−∆)suλ.ξdx =
∫

Ω
(u2∗s−1
λ + λf(x)).ξdx.

D’après ce qui précède on conclut que uλ est une solution minimale du problème (3.1).
En utilisant le principe de comparaison fort dans Lemme 1.13, on obtient que la

famille des solutions minimales {uλ} est croissante pour tout λ ∈ (0,Λ).
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Pour la suite de la preuve on pose a(x) = (2∗s−1)u2∗s−2
λ où uλ est la solution minimale

de (3.1), on considère le problème de valeurs propres suivant
(−∆)sϕ− a(x)ϕ = ν1ϕ dans Ω,
ϕ > 0 dans Ω,
ϕ = 0 dans RN\Ω,

(3.12)

où ν1 est la première valeur propre du problème (3.12). Montrons que ν1 > 0.
Soit u1 et u2 sous-solution et sur-solution respectivement du problème (3.1) tel que
u1 < uλ 6 u2 où u1 n’est pas une solution de (3.1). On raisonne par l’absurde, on
suppose que µ1 < 0 et que uλ− εϕ est une sur solution de (3.1) pour ε > 0 suffisamment
petit. Calculons

(−∆)s(uλ − εϕ)− (λf(x) + (uλ − εϕ)2∗s−1)
= (−∆)suλ − ε(−∆)sϕ− λf(x)− (uλ − εϕ)2∗s−1

= λf(x) + u
2∗s−1
λ − ε(2∗s − 1)u2∗s−1

λ ϕ− εµ1ϕ− λf(x)− (uλ − εϕ)2∗s−1

= u
2∗s−1
λ − ε(2∗s − 1)u2∗s−1

λ ϕ− (uλ − εϕ)2∗s−1 − εµ1ϕ

= o(εϕ)− εµ1ϕ > 0,

pour ε > 0 suffisamment petit, ν1 < 0 et ϕ > 0. Alors (uλ − εϕ) est une sur solution de
(3.1).
On a uλ > u1, si on prend ε suffisamment petit on peut supposer que uλ − εϕ > u1.
Donc il existe une solution ũ tel que u1 6 ũ 6 uλ − εϕ, ceci est en contradiction avec le
fait que uλ est une solution minimale du problème (3.1), par conséquent ν1 > 0.

Revenons à la démonstration du Lemme 3.3. D’après ce qui précède on obtient que

‖ϕ‖2Hs
0(Ω) >

∫
Ω
a(x)ϕ2dx ∀φ ∈ Hs

0(Ω). (3.13)

Si on prend ϕ = uλ dans (3.13), on trouve

‖uλ‖2Hs
0(Ω) > (2∗s − 1)‖uλ‖

2∗s
L2∗s (Ω)

. (3.14)

En utilisant le fait que uλ est une solution du problème (3.1) on a

‖uλ‖2Hs
0(Ω) = λ

∫
Ω
f(x)uλ(x)dx+ ‖uλ‖

2∗s
L2∗s (Ω)

. (3.15)

De (3.14) et (3.15) on obtient

λ

∫
Ω
f(x)uλ(x)dx > (2∗s − 2)‖uλ‖

2∗s
L2∗s (Ω)

. (3.16)

En remplaçant (3.15) dans la fonctionnelle d’énergie associée au problème (3.1), on
trouve

Jλ(uλ) = λ

2

∫
Ω
f(x)uλ(x)dx+ 1

2‖uλ‖
2∗s
L2∗s (Ω)

− λ
∫

Ω
f(x)uλ(x)dx− 1

2∗s
‖uλ‖

2∗s
L2∗s (Ω)

= 2∗s − 2
22∗s

‖uλ‖
2∗s
L2∗s (Ω)

− λ

2

∫
Ω
f(x)uλ(x)dx. (3.17)
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En utilisant (3.16), on obtient

Jλ(uλ) = 2∗s − 2
22∗s

‖uλ‖
2∗s
L2∗s (Ω)

− 2∗s − 2
2 ‖uλ‖

2∗s
L2∗s (Ω)

6
(−2∗s + 1)(2∗s − 2)

22∗s
‖uλ‖

2∗s
L2∗s (Ω)

< 0.

Ce qui achève la démonstration du premier point du Théorème 3.1.

�

La démonstration du deuxième point du Théorème 3.1 se trouve dans le lemme
suivant.

Lemme 3.4 Si λ = Λ, le problème (3.1) admet au moins une solution.

Preuve Soit {λn} une suite tel que λn ↗ Λ. On prend un = uλn solution minimale au
problème 

(−∆)sun = u
2∗s−1
n + λnf(x) dans Ω,

un > 0 dans Ω,
un = 0 dans RN\Ω,

(3.18)

la suite {un} est croissante. De plus Jλn(un) < 0 et J ′λn(un) = 0, donc

Jλn(un)− 1
2∗s
〈J ′λn(un), un〉+ o(1) =

(1
2 −

1
2∗s

)‖un‖2Hs
0(Ω) − λn(1− 1

2∗s
)
∫

Ω
f(x)un(x)dx+ o(1) < 0. (3.19)

En utilisant les inégalités de Poincaré et de Hölder, il existe C > 0 tel que∫
Ω
f(x)un(x)dx 6 max

x∈Ω
|f(x)|

∫
Ω
|un(x)|dx

6 C max
x∈Ω
|f(x)||Ω|

1
2 (
∫

Ω
|un(x)|2dx)

1
2

6 C max
x∈Ω
|f(x)‖|un(x)‖L2(Ω).

6 C max
x∈Ω
|f(x)‖|un(x)‖Hs

0(Ω),

donc

0 >
2∗s − 2

22∗s
‖un‖2Hs

0(Ω) − λ
2∗s − 1

2∗s

∫
Ω
f(x)un(x)dx

>
2∗s − 2

22∗s
‖un‖2Hs

0(Ω) − λC
2s − 1

2∗s
max
x∈Ω
|f(x)‖|un(x)‖Hs

0(Ω),

il s’ensuit que

‖un‖2Hs
0(Ω) 6 Cλ

22∗s − 1
2∗s − 2 max

x∈Ω
|f(x)|‖un‖Hs

0(Ω)
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‖un‖Hs
0(Ω) 6 Cλ

22∗s − 1
2∗s − 2 max

x∈Ω
|f(x)| < +∞.

Par conséquent la suite {un} est bornée dans Hs
0(Ω) donc il existe u∗ ∈ Hs

0(Ω) tel que

un ⇀ u∗ faiblement dans Hs
0(Ω). (3.20)

Soit ξ ∈ Hs
0(Ω), on multiplie (3.18) par ξ et on intègre sur Ω on trouve∫

RN
(−∆)sunξdx =

∫
Ω
u2∗s−1
n ξdx+ λn

∫
Ω
f(x)ξdx.

En faisant tendre n −→ +∞ et en utilisant le théorème de convergence monotone on
obtient∫
RN

(−∆)sunξdx =
∫
RN

(−∆)
s
2un(−∆)

s
2 ξdx −→

∫
RN

(−∆)
s
2u∗(−∆)

s
2 ξdx =

∫
RN

(−∆)su∗ξdx,

et ∫
Ω
u2∗s−1
n ξdx+ λn

∫
Ω
f(x)ξdx −→

∫
Ω
u∗2

∗
s−1ξdx+ Λ

∫
Ω
f(x)ξdx.

Donc ∫
RN

(−∆)su∗ξdx =
∫

Ω
(u∗2∗s−1 + Λf(x))ξdx. (3.21)

Ce qui signifie que u∗ est une solution faible du problème (3.1) pour λ = Λ.

�

3.3.2 Existence de la seconde solution

Dans cette partie on prouve l’existence d’une deuxième solution du problème (3.1)
en utilisant une méthode variationnelle.

Tout d’abord on montre que la solution minimale uλ > 0 donnée par le premier point
du Théorème 3.1 dans la sous-section 3.3.1 est un minimum local pour la fonctionnelle
d’énergie Jλ défini dans (3.2).
Pour faire ça, on commence par un lemme de séparation dans la topologie de la classe

Cs(Ω) =
{
w ∈ C0(Ω̄) : ‖w‖Cs = ‖w

δs
‖L∞(Ω) <∞

}
,

avec δ(x) = dist(x, ∂Ω).

Lemme 3.5 Pour 0 < λ1 < λ̄ < λ2 < Λ. Soient u1, v, u2 les solutions minimales
correspondantes au problème (3.1) pour λ=λ1, λ = λ̄ et λ = λ2 respectivement.
On pose

X = {u ∈ C1
0 (Ω), u1 6 u 6 u2}.

Alors, il existe ε > 0 tel que
{v} ± εB1 ⊂ X,

avec
B1 :=

{
w ∈ C0(Ω̄) : ‖w

δs
‖L∞(Ω) < 1

}
.
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Preuve Pour λ ∈ (0,Λ),soit u une solution arbitraire de (3.1) tel que u ∈ {v} ± εB1,
donc u = v ± ε.
En utilisant le lemme de Hopf dans la Proposition 1.14, on obtient l’existence d’une
constante strictement positive c telle que

u(x) > cδs(x), x ∈ Ω, (3.22)

La Proposition 1.8 nous donne la Cs régularité de Hölder optimale pour u, il existe une
constante strictement positive c′ telle que

u(x) 6 c′δs(x), x ∈ Ω. (3.23)

De (3.22) et (3.23) on trouve que

‖u‖Cs = ‖ u
δs
‖L∞(Ω) <∞,

ce qui implique que u ∈ Cs(Ω).
Maintenant il ne reste plus qu’à montrer que

u1 6 u 6 u2.

On a λ1 < λ̄ < λ2, par le principe de comparaison fort (Proposition 1.13) on a

u1 < v < u2,

en ajoutant ±ε avec ε > 0 on obtient

u1 ± ε < v ± ε < u2 ± ε
⇒ u1 ± ε < u < u2 ± ε
⇒ u1 6 u 6 u2.

On obtient que u ∈ X, donc
{v} ± εB1 ⊂ X.

�

Nous allons montrer que la fonctionnelle Jλ atteint un minimum local pour la to-
pologie de Cs(Ω), comme première étape on prouve que c’est un minimum local dans
Hs

0(Ω).
Lemme 3.6 Pour tout λ ∈ (0,Λ), le problème (3.1) admet une solution qui est un
minimum local de Jλ dans la topologie de Cs(Ω) .
Preuve On fixe 0 < λ1 < λ < λ2 < Λ. Soit u1 = uλ1 et u2 = uλ2 les solutions minimales
du problème (3.1) avec λ = λ1 et λ = λ2 respectivement.
Par le principe de comparaison on a u1 6 u2, ce qui implique

(−∆)s(u2 − u1) = λ2f(x) + u
2∗s
2 − λ1f(x)− u2∗s

1

> λ1f(x) + u
2∗s
2 − λ1f(x)− u2∗s

1

> u
2∗s
2 − u

2∗s
1

> 0 dans Ω, (3.24)
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et
u1 = u2 = 0 dans RN\Ω.

Comme λ1 < λ2 on trouve que u1 < u2 .
Par ailleurs, on pose

h∗λ(x, t) =


λf(x) + u

2∗s−1
1 (x) si t 6 u1

λf(x) + t2
∗
s−1 si u1 < t < u2

λf(x) + u
2∗s−1
2 (x) si t > u2.

(3.25)

H∗λ(x, u) =
∫ u

0
h∗λ(x, t)dt,

la fonctionnelle d’énergie associée est

J ∗λ (u) = 1
2‖u‖

2
Hs

0(Ω) −
∫

Ω
H∗λ(x, u)dx.

On montre que J ∗λ atteint son minimum global. Calculons H∗λ(x, u), on sait que

H∗λ(x, u) =
∫ u

0
h∗λ(x, t)dt

=
∫ u1

0
(λf(x) + u

2∗s−1
1 )dt+

∫ u2

u1
(λf(x) + t2

∗
s−1)dt+

∫ u

u2
(λf(x) + u

2∗s−1
2 )dt

= λf(x)u1 + u
2∗s
1 + λf(x)

(
u2 − u1

)
+ 1

2∗s
(
u

2∗s
2 − u

2∗s
1
)

+ λf(x)(u− u2) + u
2∗s−1
2 u− u2∗s

2

= λf(x)u+ u
2∗s
1 + 1

2∗s
u

2∗s
2 −

1
2∗s
u

2∗s
1 + u

2∗s−1
2 u− u2∗s

2

= ( 1
2∗s
− 1)(u2∗s

2 − u
2∗s
1 ) + (λf(x) + u

2∗s−1
2 )u,

puisque 1
2∗s
− 1 < 0 et u1 < u2, alors

( 1
2∗s
− 1)

∫
Ω

(u2∗s
2 − u

2∗s
1 )dx < 0.

D’un autre coté∫
Ω

(λf(x) + u
2∗s−1
2 ).udx =

∫
Ω

(−∆)su2.udx

=
∫

Ω
(−∆)

s
2u2.(−∆)

s
2udx

6 C‖(−∆)
s
2u2‖L2(Ω).‖(−∆)

s
2u‖L2(Ω)

6 C‖u2‖Hs
0(Ω).‖u‖Hs

0(Ω).
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D’après ce qui précède on obtient

J ∗λ (u) = 1
2‖u‖

2
Hs

0(Ω) + (1− 1
2∗s

)
∫

Ω
(u2∗s

2 − u
2∗s
1 )dx−

∫
Ω

(λf(x) + u
2∗s−1
2 )udx

>
1
2‖u‖

2
Hs

0(Ω) − C‖u2‖Hs
0(Ω).‖u‖Hs

0(Ω)

> (1
2‖u‖H

s
0(Ω) − C‖u2‖Hs

0(Ω)).‖u‖Hs
0(Ω). (3.26)

Ce qui implique que J ∗λ (u) atteint son minimum global pour un certain v ∈ Hs
0(Ω)

tel que

J ∗λ (u) > J ∗λ (v) ∀u ∈ Hs
0(Ω). (3.27)

De plus {
(−∆)sv = h∗λ(x, v) dans Ω
v = 0 dans RN\Ω.

Maintenant on veut prouver que u1 < v < u2 pour pouvoir utiliser le Lemme 3.5. En
utilisant (3.25) et le fait que u1 et u2 sont des solutions minimales du problème (3.1) on
trouve

(−∆)s(v − u1) = (−∆)sv − (−∆)su1

= h∗λ(x, v)− λf(x)− u2∗s−1
1

=


0 v 6 u1

v2∗s−1 − u2∗s−1
1 > 0 u1 < v < u2

u
2∗s−1
2 − u2∗s−1

1 > 0 v > u2,

on a également

(−∆)s(v − u2) = (−∆)sv − (−∆)su2

= h∗λ(x, v)− λf(x)− u2∗s−1
2

=


u

2∗s−1
1 − u2∗s−1

2 < 0 v 6 u1

v2∗s−1 − u2∗s−1
2 < 0 u1 < v < u2

0 v > u2,

par conséquent
u1 < v < u2.

Le Lemme 3.5 nous donne que

{v}+ εB1 ⊂ X avec ε > 0 suffisamment petit.

Soit v satisfaisant
‖u− v‖Cs(Ω) 6 ε,
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alors u1 6 v 6 u2 et de plus

J ∗λ (u) = Jλ(u) = 0 pour tout u tel que ‖u− v‖Cs(Ω).

De (3.27) on trouve

Jλ(u) = J ∗λ (u) > J ∗λ (v) = Jλ(v), pour tout u ∈ Cs(Ω) et ‖u− v‖Cs(Ω) 6 ε.

Par conséquent, v est également un minimum local pour la fonctionnelle Jλ dans la
topologie de Cs(Ω).

�

Maintenant, on montre qu’on a un minimum local dans l’espace Hs
0(Ω).

Proposition 3.1 Soit u0 ∈ Hs
0(Ω) un minimum local de Jλ dans Cs(Ω), c’est à dire,

qu’il existe r1 > 0 tel que

Jλ(u0) 6 Jλ(u0 + u) ∀u ∈ Cs(Ω) avec ‖u‖Cs(Ω) 6 r1. (3.28)

Alors, u0 est aussi un minimum local de Jλ dans Hs
0(Ω), c’est à dire, il existe r2 > 0 tel

que

Jλ(u0) 6 Jλ(u0 + u) ∀u ∈ Hs
0(Ω) avec ‖u‖Hs

0(Ω) 6 r2. (3.29)

Preuve Soit u0 ∈ Hs
0(Ω) vérifiant (3.28), posons

Bε(u0) = {u ∈ Hs
0(Ω) : ‖u− u0‖ 6 ε} pour ε > 0.

On choisit vε ∈ Bε(u0) tel que

Jλ(vε) = min
v∈Bε(u0)

Jλ(v),

On fait un raisonnement par l’absurde . On suppose que pour ε > 0 on a

Jλ(vε) < Jλ(u0).

Montrons que

vε → u0 dans Cs(Ω) quand ε↘ 0,

ce qui impliquera l’existence d’un u ∈ Cs(Ω) proche de u0 dans la métrique de Cs(Ω),
tel que

Jλ(u) < Jλ(u0),

ce qui nous ramène à une contradiction avec l’hypothèse que

Jλ(u0) 6 Jλ(u0 + u) ∀u ∈ Cs(Ω) avec ‖u‖Cs(Ω) 6 r1.
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On prend 0 < ε� 1. L’équation d’Euler Lagrange satisfaite par vε implique l’existence
d’un multiplicateur de Lagrange ξε tel que

〈J ′λ(vε), ϕ〉H−s(Ω),Hs
0(Ω) = ξε〈vε, ϕ〉Hs

0(Ω) ∀ϕ ∈ Hs
0(Ω). (3.30)

On a vε est un minimum of Jλ dans Bε(u0), donc

ξε =
〈J ′λ(vε), vε〉H−s(Ω),Hs

0(Ω)

‖vε‖2Hs
0(Ω)

6 0 pour 0 < ε� 1, (3.31)

avec
ξε → 0 quand ε↘ 0.

D’après (3.30), vε satisfaisant
(−∆)svε = hλ(vε)

1− ξε
:= hελ(vε) dans Ω

vε > 0 dans Ω
vε = 0 dans RN\Ω,

où hλ(vε) = λf(x) + v
2∗s−1
ε .

On a vε > 0 et
‖vε‖Hs

0(Ω) 6 C,

d’après la Proposition 1.9 on a l’existence d’une constante C1 > 0 indépendante de ε,
telle que

‖vε‖L∞(Ω) 6 C1.

De plus, par (3.31) on obtient que

‖hελ(vε)‖L∞(Ω) 6 C.

La Proposition 1.8 implique que

‖vε‖Cs(Ω̄) 6 C2,

la constante C2 est strictement positive indépendante de ε.
Par le théorème d’Ascoli-Arzelá il existe une sous suite encore noté {vε} telle que

vε → u0 uniformément quand ε↘ 0. (3.32)

Le Théorème 1.16 implique l’existence d’une constante strictement positive C tel que∥∥∥∥vε − u0
δs

∥∥∥∥
L∞(Ω)

6 C sup
Ω

∣∣hελ(vε)− hλ(u0)
∣∣ < ε.

Ainsi, on trouve

Jλ(vε) < Jλ(u0) pour tout vε vérifiant ‖vε − u0‖Cs(Ω) < ε, (3.33)
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donc il existe u ∈ Cs(Ω) proche de u0 dans Cs(Ω) tel que

Jλ(u) < Jλ(u0).

Ceci est en contradiction avec l’hypothèse (3.28), par conséquent u0 est un minimum
local de Jλ dans Hs

0(Ω).

�

D’après le Lemme 3.6 et la Proposition 3.1 on obtient l’existence d’un minimum local
de la fonctionnelle Jλ dans Hs

0(Ω), qu’on notera u0.
Fixons λ ∈ (0,Λ), on conclut l’existence d’une deuxième solution strictement positive

u du problème (3.1) sous la forme u = u0 + v, v satisfaisant le problème suivant
(−∆)sv = g(u0, v) dans Ω,
v > 0 dans Ω,
v = 0 dans RN\Ω,

(3.34)

avec la fonction g définie par

g(u0, s) :=
{

(u0 + s)2∗s−1 − u2∗s−1
0 si s > 0

0 si s < 0,
(3.35)

et
G(u0, v) =

∫ v

0
g(x, s)ds.

La fonctionnelle d’énergie associée au problème (3.34) est définie comme suit

I(v) = 1
2‖v‖

2
Hs

0(Ω) −
∫

Ω
G(u0, v)dx. (3.36)

Pour montrer l’existence d’une seconde solution, on suivra le raisonnement suivant :
Si v 6≡ 0 est un point critique de I alors c’est une solution du problème (3.34), en utilisant
le principe du maximum (Proposition 1.11), on trouve que v > 0. Par conséquent u
sera une deuxième solution strictement positive du problème (3.1) à énergie strictement
positive ainsi u 6= u0.
Pour cette raison, on va étudier l’existence des points critiques non triviaux pour la
fonctionnelle I. Commençons par prouver le résultat suivant

Lemme 3.7 u = 0 est un minimum local de I dans Hs
0(Ω).

Preuve En utilisant la Proposition 3.1, il suffit de prouver que u = 0 est un minimum
local de la fonctionnelle I dans Cs(Ω).
Soit u ∈ Cs(Ω) et on définit la fonction

H(z) = λf(x)z + z2∗s , z ∈ Hs
0(Ω).
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Alors,
G(u0, v) = H(u0 + v)−H(u0)− λf(x)v − u2∗s−1

0 v.

D’après(3.2), on a

Jλ(u0 + v) = 1
2‖u0 + v‖2Hs

0(Ω) −
∫

Ω
H(u0 + v)dx

= 1
2‖u0‖2Hs

0(Ω) + 1
2‖v‖

2
Hs

0(Ω) +
∫

Ω
(−∆)

s
2u0.(−∆)

s
2 vdx−

∫
Ω
H(u0 + v)dx

= 1
2‖u0‖2Hs

0(Ω) + 1
2‖v‖

2
Hs

0(Ω) +
∫

Ω
(−∆)su0.vdx−

∫
Ω
H(u0 + v)dx

= 1
2‖u0‖2Hs

0(Ω) + 1
2‖v‖

2
Hs

0(Ω) +
∫

Ω
(λf(x) + u

2∗s−1
0 )vdx−

∫
Ω
H(u0 + v)dx,

(3.37)

et

I(v) = 1
2‖v‖

2
Hs

0(Ω) −
∫

Ω
G(u0, v)dx

= 1
2‖v‖

2
Hs

0(Ω) −
∫

Ω

(
H(u0 + v)−H(u0)− λf(x)v − u2∗s−1

0 v
)
dx

= 1
2‖v‖

2
Hs

0(Ω) −
∫

Ω
H(u0 + v)dx−

∫
Ω
H(u0)dx−

∫
Ω

(λf(x)− u2∗s−1
0 )vdx.

(3.38)

On remplace (3.37) dans (3.38) on obtient

I(v) = Jλ(u0 + v)− 1
2‖u0‖2Hs

0(Ω) +
∫

Ω
H(u0)dx

= Jλ(u0 + v)− Jλ(u0), (3.39)

comme u0 est un minimum local de Jλ, alors

I(v) > 0 = I(0) pour ‖v‖Cs(Ω) 6 ε.

Donc 0 est un minimum local de I dans Cs(Ω) et d’après la Proposition 3.1 on déduit
que 0 est un minimum local de I dans Hs

0(Ω).

�

Condition de Palais-Smale

Dans cette partie on suppose que 0 est l’unique point critique de la fonctionnelle
I. On prouve que I satisfaisant la condition de Palais-Smale locale au niveau c < c∗(
(PS)c) en abrégé

)
ce qui nous permettra d’avoir une compacité locale, cette idée a été

développée par Brézis-Nirenberg [22].
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Considérons le problème de valeur propre suivant
(−∆)sψ = µ(2∗s − 1)u2∗s−2

0 ψ dans Ω,
ψ > 0 dans Ω,
ψ = 0 dans RN\Ω.

(3.40)

On veut trouver la première valeur propre de ce problème, en considérant le problème
de minimisation suivant

µ1 := inf
ψ∈Hs

0(Ω)\{0}

∫
RN

∫
RN

|ψ(x)− ψ(y)|2

|x− y|N+2s dxdy∫
Ω

(2∗s − 1)u2∗s−2
0 ψ2dx

. (3.41)

On prouve que ce infimum -qui est la première valeur propre- est strictement positif et
de plus la fonction propre correspondante ψ1 ∈ Hs

0(Ω) est strictement positive.
Lemme 3.8 On a

µ1 > 0 dans Ω.
De plus, il est atteint par ψ1 ∈ Hs

0(Ω) avec ψ1 > 0 p.p dans Ω.
Preuve Soit {φn} ⊂ Hs

0(Ω) une suite minimisante du problème (3.40) vérifiant∫
Ω

(2∗s − 1)u2∗s−2
0 φ2

ndx = 1, (3.42)

et ∫
RN

∫
RN

|φn(x)− φn(y)|2

|x− y|N+2s dxdy −→ µ1 quand n→∞. (3.43)

En utilisant (3.42), (3.43) et le problème (3.40), on obtient l’existence d’un M > 0 tel
que

‖φn‖Hs
0(Ω) 6M,

alors la suite {φn} est bornée dans Hs
0(Ω). Par conséquent, il existe une sous suite on la

note également par {φn} et une fonction ψ1(x) dans Hs
0(Ω) tel que

φn ⇀ ψ1 faiblement dans Hs
0(Ω)

φn → ψ1 fortement dans Lq(Ω), 1 6 q < 2∗s
φn → ψ1 p.p dans Ω.

De (3.43) on trouve

µ1 = lim
n→∞

inf
∫
RN

∫
RN

|φn(x)− φn(y)|2

|x− y|N+2s dxdy

>
∫
RN

∫
RN

lim
n→∞

inf |φn(x)− φn(y)|2

|x− y|N+2s dxdy

>
∫
RN

∫
RN

|ψ1(x)− ψ1(y)|2

|x− y|N+2s dxdy

> ‖ψ1‖2Hs
0(Ω) > 0.
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Comme (2∗s − 1)u2∗s−2
0 ∈ L

N
2s (Ω), alors la suite {φ2

n} est bornée dans L
N

N−2s (Ω) et par
suite

lim
n→∞

∫
Ω

(2∗s − 1)u2∗s−2
0 φ2

ndx =
∫

Ω
(2∗s − 1)u2∗s−2

0 ψ2
1dx

= 1.

Par conséquent, la fonction ψ1 6≡ 0, cette dernière est la fonction propre associée à la
valeur propre µ1 > 0.
On sait que

||a| − |b|| 6 |a− b| ∀a, b ∈ R,

il s’ensuit

‖|ψ1|‖2Hs
0(Ω) =

∫
RN

∫
RN

||ψ1(x)| − |ψ1(y)||2

|x− y|N+2s dxdy

6
∫
RN

∫
RN

|ψ1(x)− ψ1(y)|2

|x− y|N+2s dxdy

= ‖ψ1‖2Hs
0(Ω). (3.44)

On déduit que µ1 est atteinte par |ψ1| aussi . Ainsi, on peut supposer que ψ1 > 0 p.p
dans Ω. De plus par (3.40) on a

(−∆)sψ1 = µ1(2∗s − 1)u2∗s−2
0 ψ1 > 0 dans Ω,

ψ1 > 0 dans Ω,
ψ1 = 0 dans RN\Ω,

le principe de comparaison fort nous donne ψ1 > 0 p.p dans Ω.

�

Passons au lemme suivant :

Lemme 3.9 Pour tout λ ∈ (0,Λ), on a

µ1 > 1.

Preuve Soient λ, λ̄ ∈ (0,Λ) avec λ < λ̄. Considérons u0, u1 les solutions minimales du
problème (3.1) correspondantes à λ et λ̄ respectivement.
On prend z = u1 − u0, alors

(−∆)sz = u
2∗s−1
1 − u2∗s−1

0 dans Ω,
z > 0 dans Ω,
z = 0 dans RN\Ω.
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En appliquant l’inégalité suivante

ap − bp > pbp−1(a− b), pour tout a > b > 0 et p > 1.

On obtient que

(−∆)sz = u
2∗s−1
1 − u2∗s−1

0 > (2∗s − 1)u2∗s−2
0 z, dans Ω. (3.45)

On sait que (µ1, ψ1) est le couple associé à la première valeur propre et la fonction
propre correspondante au problème (3.40), en utilisant z comme fonction test dans (3.40)
on obtient ∫

RN
(−∆)sψ1.zdx = µ1

∫
Ω

(2∗s − 1)u2∗s−2
0 ψ1zdx. (3.46)

Ensuite on multiplie (3.45) par ψ1 et on intègre sur Ω, on trouve∫
RN

(−∆)sz.ψ1dx >

∫
Ω

(2∗s − 1)u2∗s−2
0 ψ1zdx. (3.47)

En combinant (3.46) et (3.47) on obtient∫
RN

(−∆)sz.ψ1dx =
∫
RN

(−∆)sψ1.zdx

= µ1

∫
Ω

(2∗s − 1)u2∗s−2
0 ψ1zdx

>

∫
Ω

(2∗s − 1)u2∗s−2
0 ψ1zdx,

ce qui implique que
µ1 > 1.

�

Par la suite, on définit la constante suivante associée a l’injection de Sobolev frac-
tionnaire

Ss := inf
u∈Hs

0(RN )\{0}

∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N+2s dxdy

‖u‖2
L2∗s (RN )

. (3.48)

Cet infimum est bien défini, strictement positif et indépendant du domaine choisi. De
plus, la constante est atteinte par la famille des fonctions uε tel que

uε := ε
N−2s

2

(ε2 + |x|2)
N−2s

2
, ε > 0. (3.49)

Ainsi, ∫
RN

∫
RN

|uε(x)− uε(y)|2

|x− y|N+2s dxdy =
∫
RN
|uε(x)|2∗sdx = S

N
2s
s , (3.50)

voir [33] et [62] pour plus de détails.
Maintenant, on va montrer que I satisfaisant la condition de Palais-Smaile à un

niveau bien déterminé notée (PS)c
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Lemme 3.10 Soit c ∈ R. Si 0 est le seule point critique de I dans Hs
0(Ω), alors I

satisfaisant la condition de (PS)c pour tout

c < c∗ = s

N
S
N
2s
s .

Preuve Soit {vj} une suite de Palais Smale pour la fonctionnelle I définie dans (3.36),
c’est à dire

I(vj)→ c et I ′(vj)→ 0 dans H−s(Ω), (3.51)

quand j → +∞. on a

1
2‖vj‖

2
Hs

0(Ω) −
∫

Ω
G(u0, vj)dx = c+ o(1), (3.52)

et
‖vj‖2Hs

0(Ω) −
∫

Ω
g(u0, vj)vjdx = o(1). (3.53)

Soit r2∗s = min{1, 2∗s − 2}, on multiplie (3.52) par (2 + r2∗s ) on obtient

2 + r2∗s
2 ‖vj‖2Hs

0(Ω) − (2 + r2∗s )
∫

Ω
G(u0, vj)dx = c(2 + r2∗s ) + o(1).

En combinant ce résultat avec (−1)× (3.53) on a

c(2 + r2∗s ) >
r2∗s
2 ‖vj‖

2
Hs

0(Ω) +
∫

Ω
g(u0, vj)vj − (2 + r2∗s )G(u0, vj)dx+ o(1).

En utilisant le Lemme B.1 de la référence [57], on trouve que

g(u0, vj)vj − (2 + r2∗s )G(u0, vj) > −
r2∗s (2

∗
s − 1)
2 u

2∗s−2
0 v2

j ,

donc

c(2 + r2∗s ) >
r2∗s
2 ‖vj‖

2
Hs

0(Ω) −
∫

Ω
g(u0, vj)vj − (2 + r2∗s )G(u0, vj)dx+ o(1)

>
r2∗s
2
(
‖vj‖2Hs

0(Ω) −
∫

Ω
(2∗s − 1)u2∗s−2

0 v2
jdx

)
+ o(1). (3.54)

En utilisant µ1 défini dans (3.41)

∫
Ω

(2∗s − 1)u2∗s−2
0 v2

jdx 6
‖vj‖2Hs

0(Ω)

µ1
.

Ainsi

c(2 + r2∗s ) >
r2∗s
2
(
‖vj‖2Hs

0(Ω) −
1
µ1
‖vj‖2Hs

0(Ω)
)

+ o(1)

>
r2∗s
2
(
1− 1

µ1

)
‖vj‖2Hs

0(Ω) + o(1).
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Puisque µ1 > 1, alors

‖vj‖2Hs
0(Ω) 6

2c(2 + r2∗s )
r∗s

( µ1
µ1 − 1

)
,

par la suite il existe M > 0 tel que

‖vj‖Hs
0(Ω) 6M,

et on conclut que la suite {vj} est bornée dans Hs
0(Ω).

Par hypothèse on a que 0 est le seul point critique de I, donc

vj ⇀ 0 faiblement dans Hs
0(Ω),

vj → 0 fortement dans Lq(Ω), 1 6 q < 2∗s,
vj → 0 p.p dans Ω. (3.55)

Par le lemme de Brezis-Lieb (Théorème 1.15), on a∫
Ω
|u0 + vj |qdx =

∫
Ω
|vj |qdx+

∫
Ω
|u0|qdx+ o(1),

(3.56)

pour q = 2∗s − 1 ou 2∗s. En utilisant le résultat précédent et (3.51) on obtient

o(1) = 〈I ′(vj), vj〉

= ‖vj‖2Hs
0(Ω) −

∫
Ω
g(u0, vj)vjdx

= ‖vj‖2Hs
0(Ω) −

∫
Ω

(
(u0 + vj)2∗s−1 − u2∗s−1

0
)
vjdx

= ‖vj‖2Hs
0(Ω) −

∫
Ω
|vj |2

∗
sdx+ o(1),

ce qui implique
‖vj‖2Hs

0(Ω) =
∫

Ω
|vj |2

∗
sdx+ o(1). (3.57)

D’un autre coté, de (3.51), (3.55) et (3.56) on a

o(1) + c = I(vj) = 1
2‖vj‖

2
Hs

0(Ω) −
∫

Ω
G(u0, vj)dx

= 1
2‖vj‖

2
Hs

0(Ω) −
1
2∗s

∫
Ω

(
(u0 + vj)2∗s − u2∗s

0
)
dx−

∫
Ω
u2∗s−1

0 vjdx

= 1
2‖vj‖

2
Hs

0(Ω) −
1
2∗s

∫
Ω
|vj |2

∗
sdx+ o(1). (3.58)

En combinant (3.57) et (3.58) on trouve

c = 1
2‖vj‖

2
Hs

0(Ω) −
1
2∗s
‖vj‖2Hs

0(Ω) + o(1)

= (1
2 −

1
2∗s

)‖vj‖2Hs
0(Ω) + o(1)

= s

N
‖vj‖2Hs

0(Ω) + o(1), (3.59)
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ce qui implique
s

N
‖vj‖2Hs

0(Ω) 6 c. (3.60)

En outre, on sait que la suite {vj} est bornée donc on peut supposer qu’il existe un
L > 0 tel que

‖vj‖2Hs
0(Ω) −→ L,

de (3.57), on a aussi
‖vj‖2

∗
s

L2∗s (Ω)
−→ L.

Par (3.48) on a
‖vj‖2Hs

0(Ω) > Ss‖vj‖
2
L2∗s (Ω),

et quand j −→∞ on obtient
L > SsL

2
2∗s .

Alors, on a soit L = 0 ou bien L > S
N
2s
s .

On suppose que L > S
N
2s
s est vraie, (3.60) donne

c >
s

N
L >

s

N
S
N
2s
s .

Contradiction avec le fait que c < s
N S

N
2s
s , ainsi L = 0 .

Par conséquent
‖vj‖ −→ 0 fortement dans Hs

0(Ω).

Alors on déduit que I satisfaisant la condition de (PS)c pour tout c < c∗.

�

Maintenant, on peut montrer que le sup de la fonctionnelle I reste inférieur à la
valeur c∗. Pour cela on suppose sans perte de généralité que 0 ∈ Ω et on considère la
fonction φ0 ∈ C∞0 (R) tel que

φ0(t) =
{

1 if 0 6 t 6 1
2

0 if t > 1.
(3.61)

On pose φ(x) = φr(x) = φ0( |x|r ), pour un r suffisamment petit pour que B̄r ⊂ Ω, avec
uε défini dans (3.49), on note que φuε ∈ Hs

0(Ω).
On a les estimations suivantes

Lemme 3.11 [10], [62] Soit s ∈ (0, 1), N > 2s, alors les estimations suivantes tiennent

‖φuε‖2Hs
0(Ω) 6 S

N
2s
s +O(εN−2s). (3.62)
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‖φuε‖2L2(Ω) >


Cε2s +O(εN−2s) N > 4s
Cε2s| log(ε)|+O(ε2s) N = 4s.
CεN−2s +O(ε2s) N < 4s

(3.63)

‖φuε‖2
∗
s

L2∗s (Ω)
6 S

N
2s +O(εN ). (3.64)

‖φuε‖2
∗
s−1
L2∗s−1(Ω)

> Cε
N−2s

2 . (3.65)

La démonstration de ce lemme est faite en Annexe.
On définit la famille de fonctions

wε = φuε
‖φuε‖L2∗s (Ω)

∈ Hs
0(Ω),

telle que
‖wε‖L2∗s (Ω) = 1.

Grâce aux précédentes estimations on peut établir le lemme suivant :

Lemme 3.12 Il existe ε > 0 assez petit tel que

sup
t>0

I(twε) < c∗.

Preuve Pour la démonstration on a besoin de l’inégalité algébrique suivante

(a+ b)p > ap + bp + µ̄ap−1b, a, b > 0, p > 1, µ̄ > 0. (3.66)

De (3.35) on a

g(x, t) > t2∗s−1 + µ̄u
2∗s−2
0 t pour t > 0

G(x, t) > 1
2∗s
t2
∗
s + µ̄

2 t
2u

2∗s−2
0 pour t > 0.

Alors

I(twε) = 1
2 t

2‖wε‖2Hs
0(Ω) −

∫
Ω
G(x, twε)dx

6
1
2 t

2‖wε‖2Hs
0(Ω) −

t2
∗
s

2∗s
‖wε‖2

∗
s

L2∗s (Ω)
− µ̄t2

2

∫
Ω
u

2∗s−2
0 w2

εdx, (3.67)

comme ‖wε‖L2∗s (Ω) = 1 et le fait que u0 > ᾱ > 0 dans supp(wε) alors

I(twε) 6
1
2 t

2‖wε‖2Hs
0(Ω) −

t2
∗
s

2∗s
− µ̄αt

2

2 ‖wε‖
2
L2(Ω) := Ē(t).
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On remarque que lim
t→+∞

Ē(t) = −∞, par suite supt>0 Ē(t) est atteint par un certain
tε > 0, ainsi supt>0 I(twε) est atteint.
En dérivant la fonction Ē(t) on obtient

Ē′(t) = t‖wε‖2Hs
0(Ω) − t

2∗s−1 − µ̄αt‖wε‖2L2(Ω),

Si
Ē′(tε) = 0,

alors

t2
∗
s−1
ε = tε‖wε‖2Hs

0(Ω) − µαtε‖wε‖
2
L2(Ω),

6 tε‖wε‖2Hs
0(Ω),

ce qui nous donne
tε 6

(
‖wε‖2Hs

0(Ω)
) 1

2∗s−2 .

La fonction t −→ t2

2 ‖wε‖
2 − t2

∗
s

2∗s
est croissante sur l’intervalle [0, ‖wε‖

2
2∗s
Hs

0(Ω)], donc

sup
t>0

I(twε) = I(tεwε) 6
t2ε
2 ‖wε‖

2
Hs

0(Ω) −
t
2∗s
ε

2∗s
− µαt

2
ε

2 ‖wε‖
2
L2(Ω)

6
1
2
(
‖wε‖2Hs

0(Ω)
)N

2s − 1
2∗s
(
‖wε‖2Hs

0(Ω)
)N

2s − C̃‖wε‖2L2(Ω)

6
s

N

(
‖wε‖2Hs

0(Ω)
)N

2s − C̃‖wε‖2L2(Ω), (3.68)

avec C̃ > 0.
Notons que ‖uε‖L2∗s (Ω) est indépendante de ε, par (3.62) on a

‖wε‖2Hs
0(Ω) =

‖φuε‖2Hs
0(Ω)

‖φuε‖2
L2∗s(Ω)

6

∫
RN

∫
RN

|uε(x)− uε(y)|2

|x− y|N+2s dxdy

‖φuε‖2L2∗s (Ω)
+O(εN−2s)

6 Ss +O(εN−2s), (3.69)

D’aprés l’estimation (3.63) on a

‖wε‖2L2(Ω) >

{
Cε2s if N > 4s
Cε2s| log(ε)| if N = 4s.

(3.70)

Par conséquent, à partir de (3.68), (3.69) et (3.70), nous distinguons les cas suivants,
• Si N>4s

sup
t>0

I(twε) 6
s

N

(
Ss + CεN−2s

)N
2s
− C̃ε2s

6
s

N
S
N
2s
s + CεN−2s − C̃ε2s

<
s

N
S
N
2s
s . (3.71)
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• Si N=4s, on a

sup
t>0

I(twε) 6
s

N

(
Ss + CεN−2s

)N
2s
− C̃ε2s| log(ε)|

<
s

N
S
N
2s
s = c∗. (3.72)

• Si 2s<N<4s, en utilisant (3.66) encore une fois, on obtient

g(x, t) > t2∗s−1 + µ̄t2
∗
s−2u0 t > 0

G(x, t) > 1
2∗s
t2
∗
s + µ̄

2∗s − 1 t
2∗s−1u0 t > 0. (3.73)

Ainsi

sup
t>0

I(twε) = I(twε) 6
t2ε
2 ‖wε‖

2
Hs

0(Ω) −
t
2∗s
ε

2∗s
− µα

2∗s − 1 t
2∗s−1‖wε‖2

∗
s−1
L2∗s−1(Ω)

6
s

N

(
‖wε‖2Hs

0(Ω)
)N

2s − C̃‖wε‖2
∗
s−1
L2∗s−1(Ω)

.

A partir de (3.65) et en suivant les mêmes étapes que précédemment, on obtient.

sup
t>0

I(twε) 6
s

N

(
S
N
2s
s − CεN−2s

)
− C̃ε

N−2s
2

<
s

N
S
N
2s
s = c∗.

�

Preuve de Théorème 3.2 D’après ce qui précède, on définit

Γε = {γ ∈ C([0, 1], Hs
0(Ω)) : γ(0) = 0, γ(1) = Mwε},

et

cε = inf
γ∈Γε

sup
06t61

I(γ(t)).

où M et une constante strictement positive.

On a

I(twε) = 1
2‖twε‖

2
Hs

0(Ω) −
∫

Ω
G(u0, twε)dx

= 1
2‖twε‖

2
Hs

0(Ω) −
∫

Ω

( 1
2∗s

(u0 + twε)2∗s − 1
2∗s
u

2∗s
0 − tu

2∗s−1
0 wε

)
dx

= 1
2‖twε‖

2
Hs

0(Ω) −
1
2∗s

∫
Ω

(u0 + twε)2∗sdx+ t

∫
Ω
u

2∗s−1
0 wεdx+ 1

2∗s

∫
Ω
u

2∗s
0 dx.
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En utilisant (3.66) on obtient

I(twε) 6
1
2‖twε‖

2
Hs

0(Ω) −
1
2∗s

∫
Ω

(
u

2∗s
0 + t2

∗
sw2∗s

ε + µ̄tu
2∗s−1
0 wε

)
dx

+ t

∫
Ω
u

2∗s−1
0 wεdx+ 1

2∗s

∫
Ω
u

2∗s
0 dx

6
1
2‖twε‖

2
Hs

0(Ω) −
1
2∗s
t2
∗
s

∫
Ω
|wε|2

∗
sdx− ( 1

2∗s
µ̄− 1)t

∫
Ω
u

2∗s−1
0 wεdx. (3.74)

Puisque 2∗s > 2 si t tend vers +∞ dans (3.74) on trouve

lim
t−→+∞

I(twε) = −∞.

Pour M > 0 assez grand on a

I(Mwε) < I(0) = 0, (3.75)

du Lemme 3.7 et pour ‖v‖Hs
0(Ω) < ε on obtient

I(v) > I(0) = 0. (3.76)

Il s’ensuit que
cε > I(0). (3.77)

Ainsi, par (3.74) et (3.75)

cε 6 sup
06t61

I(γ(t)) 6 sup
06t61

I(tMwε). (3.78)

En choisissant θ = tM > 0, le Lemme 3.12 nous donne

I(0) 6 cε 6 sup
θ>0

I(θwε) < c∗.
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Pour terminer avec ce qui précède :
• Si I(v) = cε > I(0) = 0, alors v est un point critique non trivial de I.
• Si I(v) = cε = I(0) = 0, en utilisant le même raisonnement que dans [5] alors il existe
un point critique non trivial de I. Comme hypothèse dans Lemme 3.10 on a que 0 est le
seule point critique de la fonctionnelle I, cela nous donne une contradiction.

En conclusion, v est une solution non trivial de (3.34). En outre u = u0 + v est
une deuxième solution strictement positive du problème (3.1) différente de la première
solution u0.

�

3.4 Problème sur-critique
Voyons maintenant ce qui se passe quand Ω est un domaine étoilé par rapport à

l’origine avec une croissance sur critique i.e. q > 2∗s − 1 = N+2s
N−2s .

Le résultat principal de ce paragraphe est le suivant.

Théorème 3.3 Supposons que q > N+2s
N−2s , Ω un domaine étoilé par rapport à l’origine

et f ∈ C1(Ω̄)\{0}. Alors,
il existe λ0 un réel strictement positif tel que pour tout λ ∈ (0, λ0) le problème (3.1)
admet au moins une solution strictement positive si et seulement si f satisfaisant la
condition (H1).

Avant de commencer la démonstration de ce résultat, établissons la propriété suivante

Proposition 3.2 Supposons que q > N+2s
N−2s et Ω un domaine étoilé. Alors, toute solution

strictement positive vλ du problème (3.1) vérifiant

‖vλ‖Hs
0(Ω) −→ 0,

quand λ→ 0.

Pour prouver cette propriété on a besoin des lemmes suivants

Lemme 3.13 Pour tout λ ∈ (0, λ0), il existe une constante M > 0 tel que le problème
(3.1) possède au plus une solution strictement positive satisfaisant

‖u‖L∞(Ω) 6M.

Preuve Soit λ1 la première valeur propre bu problème (3.4). Choisissons M > 0 assez
petit tel que

qM q−1 < λ1,

avec q > N+2s
N−2s .

En raisonnant par l’absurde, tel que on suppose que le problème (3.1) admet une
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deuxième solution de la forme v = uλ + z où uλ est la solution minimale du problème
(3.1) et z vérifiant 

(−∆)sz = (uλ + z)q − uqλ dans Ω,
z > 0 dans Ω,
z = 0 dans RN\Ω.

(3.79)

Ainsi, v satisfaisant
‖v‖L∞(Ω) 6M.

On multiplie l’équation du problème (3.79) par z on obtient∫
RN

(−∆)sz.zdx =
∫

Ω

(
(uλ + z)q − uqλ

)
.zdx,

il s’ensuit que ∫
RN

(
(−∆)

s
2 z
)2
dx =

∫
Ω

(
(uλ + z)q − uqλ

)
.zdx.

En appliquant l’inégalité suivante

aq − bq 6 qaq−1(a− b) pour 0 < b < a,

on trouve ∫
RN

(
(−∆)

s
2 z
)2
dx 6 q

∫
Ω

(uλ + z)q−1z2dx. (3.80)

D’autre part, on a ∫
RN

(
(−∆)

s
2 z
)2
dx > λ1

∫
Ω
z2dx. (3.81)

En combinant (3.80) et (3.81) on obtient

λ1

∫
Ω
z2dx 6 q

∫
Ω

(uλ + z)q−1z2dx.

Puisque v = uλ + z, alors

λ1

∫
Ω
z2dx 6 q‖v‖q−1

∞

∫
Ω
z2dx.

Ce qui implique
λ1

∫
Ω
z2dx 6 qM q−1

∫
Ω
z2dx. (3.82)

Par hypothèse on a qM q−1 < λ1, donc (3.82) donne que z = 0. Contradiction avec le
fait que z > 0.
Par conséquent, le problème (3.1) admet au plus une solution strictement positive u qui
satisfait

‖u‖L∞(Ω) 6M.

�
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Lemme 3.14 [68] Soit Ω un domaine borné et C1,1, régulier et g une fonction locale-
ment Lipschitzienne. Si u une solution bornée vérifiant{

(−∆)su = g(u) dans Ω,
u = 0 dans RN\Ω.

Notons δ(x) = dist(x, ∂Ω). Alors, on a
u

δs
∣∣
Ω ∈ C

α(Ω̄) pour α ∈ (0, 1).

De plus, on a l’identité suivante :

Γ(1 + s)2
∫
∂Ω

( v
δs
)2(x.ν)dσ = 2N

∫
Ω
G(v)dx− (N − 2s)

∫
Ω
vg(v)dx,

où G(v) =
∫ v

0 g(t)dt, ν est la normale extérieure à ∂Ω en x et Γ est la fonction Gamma.

Preuve de la Proposition 3.2 Soit vλ solution du problème (3.1), on pose
vλ = λwλ donc{

(−∆)svλ = (−∆)s(λwλ) = λqwqλ + λf(x) dans Ω,
vλ = 0 dans RN\Ω.

Alors, wλ vérifie {
(−∆)swλ = λq−1wqλ + f(x) dans Ω,
wλ = 0 dans RN\Ω.

(3.83)

En utilisant le Lemme 3.14 on obtient

Γ(1 + s)2
∫
∂Ω

(wλ
δs
)2(x.ν)dσ = 2N λq−1

q + 1

∫
Ω
wq+1
λ dx+ 2N

∫
Ω
f(x)wλ

−(N − 2s)
∫

Ω
wλ(λq−1wqλ + f(x))dx

=
( 2N
q + 1 − (N − 2s)

)
λq−1

∫
Ω
wq+1
λ dx

+(N + 2s)
∫

Ω
f(x)wλdx.

Comme Ω est étoilé par rapport à l’origine, on a

Γ(1 + s)2
∫
∂Ω

(wλ
δs
)2(x.ν)dσ > 0,

donc

(N + 2s)
∫

Ω
f(x)wλdx >

(
(N − 2S)− 2N

q + 1
)

︸ ︷︷ ︸
C

λq−1
∫

Ω
wq+1
λ dx. (3.84)
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Puisque q > N+2s
N−2s on a C > 0 et par (3.84), on trouve

λq−1
∫

Ω
wq+1
λ dx 6

1
C

(N + 2s)
∫

Ω
f(x)wλdx. (3.85)

De (3.83), on obtient∫
RN
|(−∆)

s
2wλ|2dx = λq−1

∫
Ω
wq+1
λ dx+

∫
Ω
f(x)wλdx, (3.86)

combinant ceci avec (3.85) nous donne∫
RN
|(−∆)

s
2wλ|2dx−

∫
Ω
f(x)wλdx 6

1
C

(N + 2s)
∫

Ω
f(x)wλdx

⇒
∫
RN
|(−∆)

s
2wλ|2dx 6

(
1 + N + 2s

C

) ∫
Ω
f(x)wλdx.

Ainsi il existe une constante strictement positive C1 indépendant de λ tel que∫
RN
|(−∆)

s
2wλ|2dx 6 C1, (3.87)

de plus on a
‖vλ‖2Hs

0(Ω) = λ2‖wλ‖2Hs
0(Ω).

Par conséquent

‖vλ‖Hs
0(Ω) −→ 0 quand λ→ 0. (3.88)

�

Preuve du Théorème 3.3 On a déjà prouvé dans le Lemme 3.2 que pour λ assez
petit et si f satisfaisant la condition(H1), alors le problème (3.1) admet une solution
strictement positive. Ainsi, le premier coté de l’équivalence est démontré.

Maintenant, on veut montrer que la condition (H1) est nécessaire, c’est à dire, si
q > 2∗s − 1, le domaine étoilé et pour un λ assez petit le problème (3.1) a une solution
strictement positive alors f satisfaisant la condition (H1).

Soit uλ une solution du problème (3.1) pour λ suffisamment petit, on pose uλ = λwλ
donc {

(−∆)suλ = λqwqλ + λf(x) dans Ω,
uλ = 0 dans RN\Ω,

ce qui nous donne {
(−∆)swλ = λq−1wqλ + f(x) dans Ω,
wλ = 0 dans RN\Ω.

(3.89)
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En procédant de la même manière que dans la preuve de la Proposition 3.2 , on conclut
l’existence des constantes C1, C2 > 0 indépendantes de λ tels que∫

Ω
wq+1
λ dx 6 C1

N + 2s
λq−1 ,

et
‖wλ‖Hs

0(Ω) 6 C2.

Ainsi, on peut extraire une sous-suite, encore notée par wλ telle que

wλ ⇀ w faiblement dans Hs
0(Ω), (3.90)

quand λ→ 0.
Par conséquent, quand λ→ 0 et pour tout ψ ∈ C∞0 (Ω) on obtient∫

RN
(−∆)

s
2wλ.(−∆)

s
2ψdx→

∫
RN

(−∆)
s
2w.(−∆)

s
2ψdx. (3.91)

Par l’inégalité de Hölder on a∫
Ω
wqλ.ψdx 6 ‖wλ‖qLq+1(Ω).‖ψ‖L

q+1
q

6
(
C

λ

)q q+1
q−1

.

Donc, quand λ→ 0 on trouve

λq−1
∫

Ω
wqλ.ψdx→ 0. (3.92)

D’après le problème (3.1) on obtient∫
RN

(−∆)swλ.ψdx =
∫
RN

(−∆)
s
2wλ.(−∆)

s
2ψdx (3.93)

= λq−1
∫

Ω
wλ.ψdx+

∫
Ω
f(x).ψdx. (3.94)

En tenant compte de (3.91), (3.92) et en faisant tendre λ vers 0 dans (3.93) on conclut
que pour tout ψ ∈ C∞0 (Ω) on a∫

RN
(−∆)

s
2w.(−∆)

s
2ψdx =

∫
RN

(−∆)sw.ψdx =
∫

Ω
f(x).ψdx. (3.95)

On déduit que w est une solution faible du problème (3.3). De plus le fait que wλ > 0
pour λ > 0 nous donne que w > 0 alors

w(x) =
∫

Ω
G(x, t)f(t)dt =

∫
Ω
G(x, t)

(
f+(t)− f−(t)

)
d > 0,

donc il existe un ε > 0 tel que∫
Ω
G(x, t)

(
f+(t)− (1 + ε)f−(t)

)
dt > 0,

alors la condition (H1) est vérifiée.
�
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Chapitre 4
Problème critique impliquant le
p-Laplacien fractionnaire

Ce chapitre est le développement de l’article [58].

4.1 Introduction
Dans ce chapitre on généralise les résultats du chapitre 3 pour le p-Laplacien frac-

tionnaire. On considère le problème elliptique suivant{
(−∆)spu = |u|p∗s−2u+ λf(x) dans Ω,
u = 0 dans RN\Ω,

(4.1)

où Ω est un domaine borné régulier de RN , N > sp, s ∈ (0, 1), p ∈ (1,+∞), λ est un
paramètre, p∗s = Np

N−sp est l’exposant critique de Sobolev fractionnaire et f une fonction
de C1(Ω̄)\{0} qui change de signe qui sera spécifiée ultérieurement.

Les problèmes fractionnaires ont été largement étudiés. Nous référons le lecteur aux
articles [15, 29, 48, 50, 56, 60].

Motivés par ce type de problèmes et inspirés par [28, 36]. Nous étudions le problème
(4.1) avec p 6= 2 et nous prouvons l’existence de multiples solutions positives malgré que
la fonction f change de signe.

On décompose ce chapitre en deux sections.
Dans la section 4.3, en tenant compte les résultats obtenues dans le chapitre 2 et en uti-
lisant la méthode de sous et sur solution, on montre l’existence d’une solution minimale
positive à énergie négative.

Dans la deuxième section 4.4, on cherche une seconde solution du problème (4.1),
positive et distincte de la première, en utilisant le théorème du Col avec la condition de
Palais-Smale locale.
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4.2 Le cadre fonctionnel
On utilise la notation suivante

‖u‖ := ‖u‖W s,p
0 (Ω) =

(∫
Q

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp dxdy

) 1
p

,

où Q = (RN × RN )\(CΩ × CΩ) et CΩ = RN\Ω.
On définit l’opérateur p-Laplacien fractionnaire (−∆)spu par

(−∆)spu(x) = 2 lim
ε↘0

∫
RN\Bε(x)

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))
|x− y|N+sp dy, x ∈ RN .

Cet opérateur n’est rien d’autre que le Laplacien fractionnaire (−∆)s pour p = 2.

Définition 4.1 On dit que u ∈ W s,p
0 (Ω) est une solution faible du problème (4.1) si

pour tout ψ ∈W s,p
0 (Ω), on a∫

RN×RN

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))(ψ(x)− ψ(y))
|x− y|N+ps dxdy

=
∫

Ω
|u|p∗s−2uψdx+ λ

∫
Ω
f(x)ψdx. (4.2)

La fonctionnelle d’énergie associée au problème (4.1) est définie par

Jλ,p(u) = 1
p
‖u‖p − 1

p∗s

∫
Ω
|u(x)|p∗sdx− λ

∫
Ω
f(x)u(x)dx. (4.3)

Notons que Jλ,p ∈ C1(W s,p
0 (Ω),R). De plus, les points critiques de cette fonctionnelle

sont les solutions faibles du problème (4.1).

4.3 Résultat d’existence et de non existence
Dans cette section on montre que l’existence et la non existence de solutions positives

du problème (4.1) dépend de la position du paramètre λ. Avant d’introduire nos résultats,
faisons quelques commentaires. Nous rappelons l’hypothèse (H2) :
(H2) : f+ 6≡ 0 et f− 6≡ 0, il existe un ε > 0 tel que(

f+ − (1 + ε)f−
)
∈ A,

où f+(x) = max{f(x), 0}, f−(x) = −min{f(x), 0} et

A :=
{
h ∈ L∞(Ω) : S(h)(x) > 0 pour x ∈ Ω

}
.
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CHAPITRE 4. PROBLÈME CRITIQUE IMPLIQUANT LE P-LAPLACIEN
FRACTIONNAIRE

S(f+ − (1 + ε)f−) est une solution positive du problème{
(−∆)spu = f+(x)− (1 + ε)f−(x) dans Ω,
u = 0 dans RN\Ω,

(4.4)

Grâce à cette hypothèse le problème{
(−∆)spu = f(x) dans Ω,
u = 0 dans RN\Ω,

(4.5)

admet une solution positive z0 (d’après le Théorème 2.4 pour γ = 1 et µ = 1).
On remarque que le problème (4.5) admet comme sous solution u = v0 où v0 est une
solution positive du problème (4.4)

et comme sur solution ū = v1 où v1 est une solution positive du problème{
(−∆)spv1 = f+(x) + f−(x) = |f(x)| dans Ω,
v1 = 0 dans RN\Ω.

Le principe de comparaison nous assure que v0 6 v1, par conséquent 0 6 v1 6 z0 6 v1
p.p. dans Ω. Ce qu’on peut retenir de ceci est que si la partie positive, d’une fonction
qui change signe, est supérieure à la partie négative de la fonction (on peut voir ceci
graphiquement) on assure l’existence d’une solution positive.

Un exemple d’une fonction f qui change de signe est f(x) = λ1ϕ1(x)m(x), où
m(x) ∈ L∞(Ω) tel que m+(x) 6= 0 et m−(x) 6= 0, λ1 est la première valeur propre
du problème (−∆)spu = λm(x)u, avec la condition de Dirichlet au bord et ϕ1(x) > 0 est
la fonction propre associée. Cette dernière est solution du problème (4.5).

Le théorème principal de cette section est le suivant

Théorème 4.1 Soit f ∈ C1(Ω̄)\{0} satisfaisant la condition (H2). Alors, il existe un
réel Λ∗ > 0 tel que le problème (4.1) :
• admet une solution minimale positive u1 pour tout λ ∈ (0,Λ∗) avec Jλ,p(u1) < 0.
• n’a aucune solution positive pour λ > Λ∗.

D’abord on définit Λ∗ comme suit

Λ∗ := sup
{
λ > 0 : le problème (4.1) admet une solution

}
. (4.6)

La preuve du théorème principal sera diviser en plusieurs résultats auxiliaires. On
commence par le lemme suivant

Lemme 4.1 Il existe un Λ∗ > 0 tel que pour tout λ ∈ (0,Λ∗) le problème (4.1) admet
une solution positive .
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Preuve Dans cette preuve on utilise la méthode de sous et sur solution.
On pose z = λ

1
p−1 z0 avec z0 est la solution positive de (4.5), alors on obtient que z est

une solution de {
(−∆)spz = λf(x) dans Ω,
z = 0 dans RN\Ω,

(4.7)

et on a
λf(x) 6 zp∗s−1 + λf(x).

Cela nous donne que z est une sous solution de (4.1). Ensuite, on cherche une sur solution,
on considère z1 l’unique solution positive du problème suivant{

(−∆)spz1 = 1 dans Ω,
z1 = 0 dans RN\Ω,

(4.8)

z1 est continue jusqu’au bord. On pose z̄ = m
1
p−1 z1 avec m assez petit. Donc, z̄ satisfait{

(−∆)spz̄ = m dans Ω,
z̄ = 0 dans RN\Ω.

(4.9)

On a l’existence d’un réel strictement positif λ∗ tel que pour tout λ ∈ (0, λ∗) l’inégalité
suivante

m > m
p∗s−1
p−1 max

x∈Ω
z
p∗s−1
1 (x) + λmax

x∈Ω
|f(x)|, (4.10)

est vérifiée pour un certain m > 0. D’après ce qui précède on obtient

(−∆)spz̄ = m > m
p∗s−1
p−1 max

x∈Ω
z
p∗s−1
1 (x) + λmax

x∈Ω
|f(x)|

> m
p∗s−1
p−1 z

p∗s−1
1 (x) + λmax

x∈Ω
|f(x)|

> (m
1
p−1 z1)p∗s−1(x) + λf(x), (4.11)

ce qui implique
(−∆)spz̄ > (z̄)p∗s−1(x) + λf(x).

De plus, on a z̄ = m
1
p−1 z1 > 0 dans Ω et z̄ > 0 dans RN\Ω. On déduit que z̄ est une sur

solution du problème (4.1). Ensuite on choisit le paramètre λ tel qu’on ait

z = λ
1
p−1 z0 6 z̄ = m

1
p−1 z1.

En utilisant (4.7), (4.9) et (4.10) on trouve que

(−∆)spz̄ = m > m
p∗s−1
p−1 max

x∈Ω
z
p∗s−1
1 (x) + λmax

x∈Ω
|f(x)|

> λmax
x∈Ω
|f(x)|

> λf(x) = (−∆)spz, (4.12)
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pour tout λ ∈ (0, λ∗). Par le principe de comparaison on obtient que

z = λ
1
p−1 z0 6 m

1
p−1 z1 = z̄,

pour tout λ ∈ (0, λ∗).
On utilise la méthode de sous et sur solution on obtient une solution positive u1 du (4.1)
pour tout λ ∈ (0, λ∗) tel que z 6 u1 6 z̄.

�

Par la suite on montre :

Lemme 4.2 On a
0 < Λ∗ < +∞.

Preuve Du Lemme 4.1 on a que Λ∗ > 0.
Maintenant on veut montrer que Λ∗ < +∞. On considère λ > 0 tel que le problème

(4.1) admet une solution positive ū1. Soit z = λ
1
p−1 z0 est la sous solution de (4.1) , avec

z0 est la solution positive de (4.5). Par le principe de comparaison on a z 6 ū1.
Soit ϕ ∈ W s,p

0 (Ω) tel que supp(ϕ) ⊂ supp(f+) avec f+ 6≡ 0, n ∈ N∗. En utilisant
l’inégalité de Picone fractionnaire (Théorème 1.18), on a

‖ϕ‖p > 2
∫

Ω

(−∆)sp(ū1 + 1
n)ϕp

(ū1 + 1
n)p−1 dx

> 2
∫

Ω

(
(ū1 + 1

n)p∗s−1 + λf(x)
)
ϕp

(ū1 + 1
n)p−1 dx (4.13)

> 2
∫

Ω
(ū1 + 1

n
)p∗s−pϕpdx+ 2λ

∫
Ω

f(x)ϕp

(ū1 + 1
n)p−1dx,

car λ > 0, supp(ϕ) ⊂ supp(f+) et f+ 6≡ 0, alors

λ

∫
Ω

f(x)ϕp

(ū1 + 1
n)p−1dx > 0.

Il s’ensuit que

‖ϕ‖p > 2
∫

Ω
(ū1 + 1

n
)p∗s−pϕpdx,

en faisant tendre n vers +∞ et en appliquant le lemme de Fatou (Lemme 1.4), on obtient

‖ϕ‖p > 2 lim inf
n−→+∞

∫
Ω

(ū1 + 1
n

)p∗s−pϕpdx

>
∫

Ω
ū
p∗s−p
1 ϕpdx

>
∫

Ω
zp
∗
s−pϕpdx

> λ
p∗s−p
p−1

∫
Ω
z
p∗s−p
0 ϕpdx.
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Ce qui implique que

λ 6
( ‖ϕ‖p∫

Ω z
p∗s−p
0 ϕpdx

) p−1
p∗s−p = Λ̄.

On déduit que
Λ∗ 6 Λ̄ < +∞.

Par conséquent on a que
0 < Λ∗ < +∞.

Donc on peut conclure le deuxième point du Théorème 4.1.

�

On continue à montrer le Théorème 4.1. D’abord on montre le premier point, tel
qu’on considère deux lemmes.
Dans le premier on montre que le problème (4.1) admet une solution minimale avec une
propriété concernant cette solution

Lemme 4.3 Pour tout λ ∈ (0,Λ∗), le problème (4.1) a une solution minimale u1 véri-
fiant

‖u1‖L∞(Ω) → 0 quand λ→ 0. (4.14)

Preuve D’abord, on prend vλ = λ
1
p−1 z0 comme sous solution de (4.1) où z0 est la

solution positive du problème (4.5). En outre, on considère vm̄ = m̄
1
p−1 z1 comme sur

solution du problème (4.1) avec z1 est la solution du problème (4.8) et m̄ satisfaisant

m̄ > m̄
p∗s−1
p−1 max

x∈Ω
z
p∗s−1
1 (x) + λmax

x∈Ω
|f(x)|, (4.15)

pour tout λ ∈ (0, λ∗) avec λ∗ assez petit. En plus

m̄
1
p−1 max

x∈Ω
z1(x) < ε, pour tout ε > 0 assez petit. (4.16)

Par ailleurs, pour tout λ ∈ (0, λ∗) on ait

λ
1
p−1 z0 6 m̄

1
p−1 z1. (4.17)

En utilisant la méthode de sous et sur solution on obtient que pour tout λ ∈ (0, λ∗), le
problème (4.1) admet une solution wλ tel que vλ 6 wλ 6 vm̄.

On définit une suite {wn} par{
(−∆)spwn = w

p∗s−1
n−1 + λf(x) dans Ω,

wn = 0 dans RN\Ω.
et w0 = vλ. (4.18)
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En raisonnant par récurrence et en utilisant le principe de comparaison on a

w0 6 ... 6 wn 6 wλ,

alors
vλ 6 ... 6 wn 6 wλ. (4.19)

On multiplie (4.18) par wn, puis on intègre sur Ω on obtient

‖wn‖ 6 ‖wλ‖.

Puisque wλ est une solution de (4.1) alors la suite {wn} est bornée dans W s,p
0 (Ω) ce qui

nous donne l’existence de u1 ∈W s,p
0 (Ω) tel que

wn ↗ u1 p.p dans Ω. (4.20)

De plus par (4.19) on a u1 6 wλ.
Ensuite, soit ξ ∈W s,p

0 (Ω). En utilisant ξ comme fonction test dans (4.18) on trouve∫
Ω

(−∆)spwn.ξdx =
∫

Ω
w
p∗s−1
n−1 .ξdx+ λ

∫
Ω
f(x).ξdx

On fait tendre n vers +∞. Par la convergence faible et le théorème de convergence
monotone on obtient ∫

Ω
(−∆)spwn.ξdx −→

∫
Ω

(−∆)spu1.ξdx,

et ∫
Ω
w
p∗s−1
n−1 .ξdx+ λ

∫
Ω
f(x).ξdx −→

∫
Ω
u
p∗s−1
1 .ξdx+ λ

∫
Ω
f(x).ξdx.

Alors, on déduit ∫
Ω

(−∆)spu1.ξdx =
∫

Ω
(up

∗
s−1

1 + λ

∫
Ω
f(x)).ξdx. (4.21)

En utilisant le fait que u1 6 wλ, on conclut que u1 est une solution minimale.
Maintenant il reste à montrer que

‖u1‖L∞(Ω) → 0, quand λ→ 0.

Pour cela on utilise (4.17) et le fait que u1 est une solution minimale, alors on obtient

0 6 vλ 6 u1 6 wλ 6 vm̄ = m̄
1
p−1 z1(x),

pour tout λ ∈ (0, λ∗). De (4.16), il s’ensuit que

0 6 u1 6 m̄
1
p−1 z1(x) 6 m̄

1
p−1 max

x∈Ω
z1(x) 6 ε,
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pour tout ε > 0 assez petit.
Par la définition de Λ∗, on déduit que pour tout λ ∈ (0,Λ∗) le problème (4.1) admet une
solution minimale positive te que

0 6 u1 < ε,

pour tout ε > 0 assez petit. En conclusion, pour λ assez petit la solution u1 converge
vers 0 ce qui implique

‖u1‖L∞(Ω) → 0, quand λ→ 0.

�

En dernier, montrons que la solution minimale u1 a une énergie négative.

Lemme 4.4 Pour tout λ ∈ (0,Λ∗) on a

Jλ,p(u1) < 0.

Preuve On sait que pour tout λ ∈ (0,Λ∗) le problème (4.1) admet une solution minimale
u1. En utilisant u1 comme fonction test dans (4.1), on trouve

‖u1‖p =
∫

Ω
u1(x)p∗sdx+ λ

∫
Ω
f(x)u1(x)dx,

ce qui implique
λ

∫
Ω
f(x)u1(x)dx = ‖u1‖p −

∫
Ω
u1(x)p∗sdx. (4.22)

Ensuite, on utilise la fonctionnelle d’énergie définie dans (4.3) avec la solution u1 on a

Jλ,p(u1) = 1
p
‖u1‖p −

1
p∗s

∫
Ω
u1(x)p∗sdx− λ

∫
Ω
f(x)u1(x)dx. (4.23)

En insérant (4.22) dans (4.23) on obtient

Jλ,p(u1) = 1
p
‖u1‖p −

1
p∗s
‖u1‖p

∗
s

Lp
∗
s (Ω)
− ‖u1‖p + ‖u1‖p

∗
s

Lp
∗
s (Ω)

= (1
p
− 1)‖u1‖p + (1− 1

p∗s
)‖u1‖p

∗
s

Lp
∗
s (Ω)

= (1− 1
p∗s

)‖u1‖p
∗
s

Lp
∗
s (Ω)
− (1− 1

p
)‖u1‖p.

Par le Théorème 1.6 on peut déduire qu’il existe une constante strictement positive C1
tel que

C1‖u1‖p
Lp
∗
s (Ω)
6 ‖u1‖p. (4.24)

Il s’ensuit que

Jλ,p(u1) 6 (1− 1
p∗s

)‖u1‖p
∗
s

Lp
∗
s (Ω)
− C1(1− 1

p
)‖u1‖p

Lp
∗
s (Ω)

. (4.25)
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Par le Lemme 4.3 on a

‖u1‖L∞(Ω) → 0 quand λ→ 0.

Par le Lemme 1.1 et pour λ assez petit on obtient

‖u1‖Lp∗s (Ω) → 0.

Ainsi on peut choisir λ̂ assez petit tel que

‖u1‖p
∗
s−p
Lp
∗
s (Ω)
6 C1(1− 1

p
)(1− 1

p∗s
)−1 pour tout λ ∈ (0, λ̂). (4.26)

En combinant (4.25) et (4.26) on trouve

Jλ,p(u1) < 0 pour tout λ ∈ (0,Λ∗).

�

4.4 Résultat de multiplicité
Cette section est consacrée à trouver une deuxième solution du problème (4.1) notée

par u2, telle que u2 est différente de la solution minimale positive du problème (4.1)( u1
trouvée dans la section précédente (section 4.3)).

En utilisant le Théorème du Col avec la condition de Palais-Smale locale (notée (PS)c
en abrégé) on prouve le résultat suivant

Théorème 4.2 Pour tout λ ∈ (0,Λ∗), le problème (4.1) admet une seconde solution.

Pour commencer, on prouve que la fonctionnelle d’énergie Jλ,p satisfaisant les condi-
tions géométriques du Théorème du Col [5]

Lemme 4.5 Il existe des constantes strictement positives α et β, tel que
• Si ‖u‖ = α, on a Jλ,p(u) > β.
• Il existe v ∈W s,p

0 (Ω) tel que ‖v‖ > α et on a Jλ,p(v) < 0.

Preuve • Par la définition de Jλ,p(u) et l’inégalité de Hölder on a

Jλ,p(u) > 1
p
‖u‖p − 1

p∗s
‖u‖p

∗
s

Lp
∗
s (Ω)
− λ‖f‖Lp′ (Ω)‖u‖Lp(Ω),

où p′ = p
p−1 . En utilisant le Théorème 1.6, on obtient l’existence des constantes C1, C2 >

0 tel que
Jλ,p(u) > 1

p
‖u‖p − C1

p∗s
‖u‖p∗s − C2λ‖f‖Lp′ (Ω)‖u‖.
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De plus, l’inégalité de Young nous donne

Jλ,p(u) > 1
p
‖u‖p − C1

p∗s
‖u‖p∗s − Cςλp

′‖f‖p
′

Lp′ (Ω) − ς‖u‖
p

> (1
p
− ς)‖u‖p − C1

p∗s
‖u‖p∗s − Cςλp

′‖f‖p
′

Lp
′ (Ω),

où 0 < ς < 1
p et C1, Cς sont des constantes strictement positives.

Si on choisit α strictement positif et assez petit tel que pour tout u ∈ W s,p
0 (Ω) avec

‖u‖ = α on a
(1
p
− ς)‖u‖p > C1

p∗s
‖u(x)‖p∗s + Cςλ

p′‖f‖p
′

Lp′ (Ω),

alors
Jλ,p(u) > β > 0.

• Maintenant on considère une fonction positive w ∈W s,p
0 (Ω) et t > 0, alors

Jλ,p(tw) = 1
p
‖tw‖p − 1

p∗s

∫
Ω

(tw)p∗sdx− λ
∫

Ω
f(x)tw(x)dx

= tp

p
‖w‖p − tp

∗
s

p∗s

∫
Ω
wp
∗
sdx− λt

∫
Ω
f(x)w(x)dx.

Puisqu’on a 1 < p < p∗s donc si on fait tendre t vers +∞ on obtient

lim
t→+∞

Jλ,p(tw) = −∞.

On conclut qu’il existe t0 assez large tel que ‖t0w‖ > α et J (t0w) < 0.

�

Pour continuer notre raisonnement on définit la constante de Sobolev fractionnaire
par

Ss,p := inf
u∈W s,p(RN )\{0}

∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+ps dxdy

‖u‖p
Lp
∗
s (RN )

, (4.27)

Cette constante est strictement positive par l’inégalité de Sobolev fractionnaire (1.7).
La difficulté essentielle dans cette section est l’absence d’une formule explicite pour les
minimiseurs de la constante Ss,p.
Ce problème a été résolu dans [56], en utilisant certaines estimations asymptotiques
obtenues dans [20], les auteurs donnent une conjecture selon laquelle tous les minimiseurs
sont de la forme cU((x− x′)/ε), où c 6= 0, ε > 0, x′ ∈ RN et

U(x) = 1(
1 + |x|

p
p−1

)N−sp
p

, x ∈ RN .
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Cette conjecture est vraie pour le cas où p = 2 et c’est prouvé dans [29]. Autrement, il
n’ya aucun résultat pour le cas p 6= 2.

Suivons les idées de [56]. On a un minimiseurs pour Ss,p décroissant non négatif à
symétrie radiale U = U(r). En multipliant U tel que pour tout ε > 0

uε(x) = 1

ε
N−sp
p

U( |x|
ε

),

est un minimiseur pour Ss,p.
Ensuite, rappelons que la fonction f change de signe donc il existe x0 ∈ Ω et δ > 0

tel que

pour tout x ∈ Ω, |x− x0| < δ , on a f(x) > 0. (4.28)

Sans perte de généralité, on suppose que 0 ∈ Ω. Pour θ > 1 et δ, ε > 0, soit

mε,δ = uε(δ)
uε(δ)− uε(θδ)

,

et

gε,δ(t) =


0 si 0 6 t 6 uε(δ)
mp
ε,δ(t− uε(θδ)) si uε(θδ) 6 t 6 uε(δ),

t+ uε(δ)(mp
ε,δ − 1), si t > uε(δ),

avec
Gε,δ(t) =

∫ t

0
g′ε,δ(τ)

1
pdτ.

gε,δ et Gε,δ sont des fonctions non décroissantes et absolument continues.
La fonction radialement symétrique non croissante est donnée par

uε,δ(r) = Gε,δ(uε(r)),

telle que

uε,δ(r) =
{
uε(r) si r 6 δ,
0 si r > θδ.

Ainsi, on a besoin des estimations suivantes

Lemme 4.6 [56] Il existe une constante C = C(N, s, p) > 0 tel que pour tout ε 6 δ
2 on a

‖uε,δ‖p 6 S
N
sp
s,p + C

(ε
δ

)N−sp
p−1 , (4.29)

‖uε,δ‖
p∗s
Lp
∗
s
> S

N
sp
s,p − C

(ε
δ

) N
p−1 .

∫
Ω
|uε,δ(x)|qdx > C


ε
N−N−sp

p
q si q > N(p−1)

N−sp ,

ε
N−N−sp

p
q| log ε| si q = N(p−1)

N−sp ,

ε
N−sp
p(p−1) q si q < N(p−1)

N−sp .

.
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Maintenant on montre qu’on a une suite de (PS)c de la fonctionnelle Jλ,p pour un
niveau qui sera déterminé plus tard. Pour cela on considère la famille des fonctions
données par

wε,δ(x) := uε,δ(x− x0) ∈W s,p
0 (Ω). (4.30)

On prouve le résultat suivant

Lemme 4.7 Il existe un paramètre strictement positif λ0 tel que pour tout λ ∈ (0, λ0)
on a

sup
t>0
Jλ,p(u1 + twε,δ) < Jλ,p(u1) + s

N
S
N
sp
s,p pour tout ε > 0 assez petit.

(4.31)

Preuve Rappelons que

Jλ,p(u1) = 1
p
‖u1‖p −

1
p∗s
‖u1‖p

∗
s

Lp∗s (Ω) − λ
∫

Ω
f(x)u1(x)dx, (4.32)

et
‖u1‖p = ‖u1‖p

∗
s

Lp∗s (Ω) + λ

∫
Ω
f(x)u1(x)dx,

ce qui implique
‖u1‖p

∗
s

Lp∗s (Ω) = ‖u1‖p − λ
∫

Ω
f(x)u1(x)dx. (4.33)

En remplaçant (4.33) dans (4.32) on obtient

Jλ,p(u1) = 1
p
‖u1‖p −

1
p∗s
‖u1‖p + λ

p∗s

∫
Ω
f(x)u1(x)dx− λ

∫
Ω
f(x)u1(x)dx

= (1
p
− 1
p∗s

)‖u1‖p − λ(1− 1
p∗s

)
∫

Ω
f(x)u1(x)dx.

L’inégalité de Young et les injections de Sobolev fractionnaires nous donne que

Jλ,p(u1) > s

N
‖u1‖p − Cς̃λp

′(N(p− 1) + sp

Np
)p′‖f‖p

′

Lp′ (Ω) − ς̃‖u1(x)‖p

> ( s
N
− ς̃)‖u1‖p − Cς̃λp

′(N(p− 1) + sp

Np
)p′‖f‖p

′

Lp′ (Ω)

> −Cς̃λp
′(N(p− 1) + sp

Np
)p′‖f‖p

′

Lp′ (Ω),

avec p′ = p
p−1 , 0 < ς̃ < s

N et Cς̃ est une constante strictement positive. Alors, on choisit
λ0 assez petit tel que pour tout λ ∈ (0, λ0) on trouve

Jλ,p(u1) + s

N
S
N
sp
s,p >

s

N
S
N
sp
s,p − Cςλp

′(N(p− 1) + sp

Np
)p′‖f‖p

′

Lp′ (Ω).
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Donc, pour tout λ ∈ (0, λ0) on a

Jλ,p(u1) + s

N
S
N
sp
s,p > 0.

Ce qui implique
Jλ,p(u1) + s

N
S
N
sp
s,p > Jλ,p(0).

La fonctionnelle Jλ,p est continue, donc il existe un t0 ∈ (0, 1) tel qu’on ait

sup
06t<t0

Jλ,p(u1 + twε,δ) < Jλ,p(u1) + s

N
S
N
sp
s,p.

pour tout λ ∈ (0, λ0) et ε > 0 assez petit
D’autre part, montrons que

sup
t>t0
Jλ,p(u1 + twε,δ) < Jλ,p(u1) + s

N
S
N
sp
s,p.

Le fait que le support de u1 et wε,δ sont disjoints nous donne

‖u1 + twε,δ‖p 6 ‖u1‖p + tp‖wε,δ‖. (4.34)

On a aussi
‖u1 + twε,δ‖

p∗s
Lp
∗
s (Ω)
> ‖u1‖p

∗
s

Lp
∗
s (Ω)

+ tp
∗
s‖wε,δ‖

p∗s
Lp
∗
s (Ω)

.

D’après ce qui précède, on obtient

Jλ,p(u1 + twε,δ) = 1
p
‖u1 + twε,δ‖p − ‖u1 + twε,δ‖

p∗s
Lp
∗
s (Ω)

− λ

∫
Ω
f(x)(u1(x) + twε,δ)dx

6
1
p
‖u1‖p + tp

p
‖wε,δ‖p −

1
p∗s
‖u1‖p

∗
s

Lp
∗
s (Ω)
− tp

∗
s

p∗s
‖wε,δ‖

p∗s
Lp
∗
s (Ω)

−λ
∫

Ω
f(x)u1(x)dx− λt

∫
Ω
f(x)wε,δ(x)dx.

On sait que ∫
Ω
f(x)u1(x)dx >

∫
|x−x0|<δ

f(x)u1(x)dx,

et par (4.28) on a ∫
|x−x0|<δ

f(x)u1(x)dx > 0. (4.35)

Par la définition de wε,δ dans (4.30) et (4.28) on a∫
Ω
f(x)wε,δ(x)dx > 0. (4.36)
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On pose

H̄(t) = tp

p
‖wε,δ‖ −

tp
∗
s

p∗s
‖wε,δ‖

p∗s
Lp
∗
s (Ω)
− λt

∫
Ω
f(x)wε,δ(x)dx+ 1

p
‖u1‖p.

Puisque 1 < p < p∗s alors quand on fait tendre t→ +∞ on obtient

lim
t→+∞

H̄(t) = −∞.

Ainsi, supt>t0 Jλ,p(u1 + twε,δ) est atteint pour un certain t∗ε > 0.
En dérivant la fonction H̄ on trouve

H̄ ′(t) = tp−1‖wε,δ‖ − tp
∗
s−1‖wε,δ‖

p∗s
Lp
∗
s (Ω)
− λ

∫
Ω
f(x)wε,δ(x)dx.

Pour
H̄ ′(t∗ε) = 0,

on a

t∗p
∗
s−1

ε ‖wε,δ‖
p∗s
Lp
∗
s (Ω)

= t∗p−1
ε ‖wε,δ‖ − λ

∫
Ω
f(x)wε,δ(x)dx.

De (4.36) on obtient

t∗p
∗
s−1

ε ‖wε,δ‖
p∗s
Lp
∗
s (Ω)
6 t∗p−1

ε ‖wε,δ‖,

⇒ t∗p
∗
s−1

ε 6 t∗p−1
ε

‖wε,δ‖
‖wε,δ‖

p∗s
Lp
∗
s (Ω)

,

⇒ t∗(p
∗
s−p)

ε 6
‖wε,δ‖

‖wε,δ‖
p∗s
Lp
∗
s (Ω)

,

⇒ t∗ε 6
( ‖wε,δ‖
‖wε,δ‖

p∗s
Lp
∗
s (Ω)

) 1
(p∗s−p)

.

Sur l’intervalle [0, ‖wε,δ‖
p
p∗s ] la fonction t −→ tp

p ‖wε,δ‖ −
tp
∗
s

p∗s
‖wε,δ‖

p∗s
Lp
∗
s (Ω)

est croissante.
De plus on a ∫

Ω
|u1 + twε,δ|p

∗
sdx >

∫
Ω
|u1|p

∗
sdx+ tp

∗
s

∫
Ω
|wε,δ|p

∗
s

+ p∗st

∫
Ω
|u1|p

∗
s−2u1wε,δdx+ Cε

N−sp
p . (4.37)
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En utilisant (4.34), (4.36) et (4.37) on trouve

sup
t>t0
Jλ,p(u1 + twε,δ) = Jλ,p(u1 + t∗εwε,δ)

= 1
p
‖u1 + t∗εwε,δ‖p −

1
p∗s

∫
Ω
|u1 + t∗εwε,δ|p

∗
sdx

− λ

∫
Ω
f(x)

(
u1(x) + t∗εwε,δ(x)

)
dx

6
1
p
‖u1‖p −

1
p∗s

∫
Ω
|u1|p

∗
sdx− λ

∫
Ω
f(x)u1(x)dx

+ t∗pε
p
‖wε,δ‖p −

t
∗p∗s
ε

p∗s

∫
Ω
|wε,δ|p

∗
sdx− λt0

∫
Ω
f(x)wε,δ(x)dx

− t0

∫
Ω
|u1|p

∗
s−2u1wε,δdx− C(ε

N−sp
p )

6 Jλ,p(u1) + 1
p
‖wε,δ‖p

( ‖wε,δ‖
‖wε,δ‖

p∗s
Lp
∗
s (Ω)

) p
(p∗s−p)

− 1
p∗s
‖wε,δ‖

p∗s
Lp
∗
s (Ω)

( ‖wε,δ‖
‖wε,δ‖

p∗s
Lp
∗
s (Ω)

) p∗s
(p∗s−p) − C(ε

N−sp
p )

6 Jλ,p(u1) + (1
p
− 1
p∗s

)‖wε,δ‖p
( ‖wε,δ‖
‖wε,δ‖

p∗s
Lp
∗
s (Ω)

) p
(p∗s−p) − C(ε

N−sp
p ),

pour ε > 0 assez petit. Par (4.29) on obtient

sup
t>t0
Jλ,p(u1 + twε,δ) 6 Jλ,p(u1) + s

N
(S

N
ps
s,p + C1ε

N−sp
p−1 )− C2(ε

N−sp
p ).

Puisque N−sp
p < N−sp

p−1 , on déduit que

sup
t>t0
Jλ,p(u1 + twε,δ) 6 Jλ,p(u1) + s

N
S
N
ps
s,p.

Finalement on obtient notre résultat

sup
t>0
Jλ,p(u1 + twε,δ) 6 Jλ,p(u1) + s

N
S
N
ps
s,p,

pour tour λ ∈ (0, λ0).

�

Maintenant on définit

Γε,δ := {γ ∈ C([0, 1],W s,p
0 (Ω)) : γ(0) = 0, γ(1) = u1 +Mwε,δ}, (4.38)
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et le point
c := inf

γ∈Γε,δ
sup

06t61
Jλ,p(γ(t)), (4.39)

pour M > 0 assez grand tel que

Jλ,p(u1 +Mwε,δ) < 0.

En outre, on montre l’existence d’une deuxième solution du problème (4.1).

Lemme 4.8 Il existe une solution positive notée u2 du problème (4.1) satisfaisant

c = Jλ,p(u2) ou bien c > Jλ,p(u2) + s

N
S
N
sp
s,p. (4.40)

Preuve Soit {uj} une suite de (PS)c pour la fonctionnelle Jλ,p. Alors, on a

Jλ,p(uj) −→ c and J ′λ,p(uj) −→ 0. (4.41)

Ce qui implique
1
p
‖uj‖p −

1
p∗s
‖uj‖p

∗
s

Lp
∗
s (Ω)
− λ

∫
Ω
f(x)uj(x)dx = c+ o(1), (4.42)

et
‖uj‖p − ‖uj‖p

∗
s

Lp
∗
s (Ω)
− λ

∫
Ω
f(x)uj(x)dx = o(1). (4.43)

On fait (4.42)− 1
p∗s

(4.43) on trouve

c = (1
p
− 1
p∗s

)‖uj‖p − (1− 1
p∗s

)λ
∫

Ω
f(x)uj(x)dx+ o(1).

Par l’inégalité de Young et les injections de Sobolev fractionnaires on obtient

c > (1
p
− 1
p∗s

)‖uj‖p − Cς̄λp
′(1− 1

p∗s
)p′‖f‖p

′

Lp′ (Ω) − ς̄‖uj(x)‖p

> (1
p
− 1
p∗s
− ς̄)‖uj‖p − Cς̄λp

′(1− 1
p∗s

)p′‖f‖p
′

Lp′ (Ω).

Ainsi, on a
c+ Cς̄λ

p′(1− 1
p∗s

)p′‖f‖p
′

Lp′ (Ω) > (1
p
− 1
p∗s
− ς̄)‖uj‖p, (4.44)

pour tout λ > 0, ς̄ < 1
p −

1
p∗s

et Cς̄ une constante positive.
Donc, il existe C > 0 telle que

‖uj‖ 6 C.

Alors la suite {uj} est bornée dans W s,p
0 (Ω). Ainsi, il existe u2 ∈W s,p

0 (Ω) tel que

uj ⇀ u2 faiblement dans W s,p
0 (Ω),

uj −→ u2 fortement dans Lq, 1 6 q < p∗s, (4.45)
uj −→ u2 p.p dans Ω.
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Ce qui implique que pour tout ξ ∈W s,p
0 (Ω), on a

〈J ′λ,p(u2), ξ〉 = 0. (4.46)

Par conséquent, u2 est une solution faible du problème (4.1).
On considère z̄λ = λ

1
p−1 z0 > 0, avec z0 solution de (4.5). On sait que

(−∆)spu = |u|p∗s−2u+ λf(x) > λf(x),

par le principe de comparaison (Lemme 1.6) on obtient u2 > λ
1
p−1 z0 > 0 pour tout

x ∈ Ω. On conclut que u2 est une solution positive du (4.1). Par le lemme de Brézis Lieb
(Théorème 1.15) on a

‖uj‖p = ‖uj − u2‖p + ‖u2‖p + o(1)
‖uj‖p

∗
s

Lp
∗
s

= ‖uj − u2‖p
∗
s

Lp
∗
s

+ ‖u2‖p
∗
s

Lp
∗
s

+ o(1).

Insérons ces deux relations dans (4.42) on trouve

c = Jλ,p(uj)

= 1
p
‖uj − u2‖p −

1
p∗s
‖uj − u2‖p

∗
s

Lp
∗
s

+ 1
p
‖u2‖p −

1
p∗s
‖u2‖p

∗
s

Lp
∗
s
− λ

∫
Ω
f(x)u2(x)dx+ o(1)

= Jλ,p(u2) + 1
p
‖uj − u2‖p −

1
p∗s
‖uj − u2‖p

∗
s

Lp
∗
s

+ o(1). (4.47)

D’après (4.41) on a

o(1) = 〈J ′λ,p(uj), uj〉

= ‖uj − u2‖p − ‖uj − u2‖p
∗
s

Lp
∗
s

+ ‖u2‖p − ‖u2‖p
∗
s

Lp
∗
s
− λ

∫
Ω
f(x)u2(x)dx+ o(1).

En utilisant ξ = uj dans (4.46) on obtient

o(1) = 〈J ′λ,p(u2), uj〉

= ‖u2‖p − ‖u2‖p
∗
s

Lp
∗
s
− λ

∫
Ω
f(x)u2(x)dx.

Il s’ensuit que

o(1) = ‖uj − u2‖p − ‖uj − u2‖p
∗
s

Lp
∗
s

+ o(1).

⇒ ‖uj − u2‖p = ‖uj − u2‖p
∗
s

Lp
∗
s
. (4.48)

On a déjà montré que la suite {uj} est bornée donc on peut supposer qu’il existe l > 0
tel que on a

‖uj − u2‖p → l.
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Également, par (4.48) on trouve

‖uj − u2‖p
∗
s

Lp
∗
s
→ l. (4.49)

Par (4.47), (4.48) et (4.49) on a

c = Jλ,p(u2) + (1
p
− 1
p∗s

)‖uj − u2‖p + o(1),

⇒ c = Jλ,p(u2) + (1
p
− 1
p∗s

)l,

⇒ c = Jλ,p(u2) + s

N
l. (4.50)

De (4.27) on peut écrire

‖uj − u2‖p
∗
s

Lp
∗
s
Ss,p 6 ‖uj − u2‖p,

⇒ lp
∗
s > Ss,pl

p,

⇒ l > Ss,pl
p
p∗s , (4.51)

Alors on a
soit l = 0 ou bien l > S

N
sp
s,p.

• Si on prend l = 0 dans (4.50) on trouve

c = Jλ,p(u2).

• par ailleurs si l > S
N
sp
s,p > 0 on obtient

c > Jλ,p(u2) + s

N
S
N
sp
s,p.

Ce qui nous donne le résultat de notre lemme.

�

Preuve du Théorème 4.2 Comme résultat du Théorème 4.1 on a obtenu que le
problème (4.1) admet une solution minimale positive u1 à énergie négative :

Jλ,p(u1) < 0.

Par le Lemme 4.8 on trouve que le problème (4.1) admet une deuxième solution u2
satisfaisant soit :
• c = Jλ,p(u2) > 0 par la définition de c dans (4.39), on déduit que les solutions u1 et
u2 sont différentes .
• Sinon

c > Jλ,p(u2) + s

N
S
N
sp
s,p,
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et dans ce cas aussi u1 6= u2. On suppose que u1 = u2 on trouve

c > Jλ,p(u2) + s

N
S
N
sp
s,p

= Jλ,p(u1) + s

N
S
N
sp
s,p (4.52)

Par (4.38) et (4.39)

c = inf
γ∈Γε,δ

sup
06t61

Jλ,p(γ(t))

6 sup
06t61

Jλ,p(γ(t))

6 sup
06t61

Jλ,p(u1 + tMwε,δ),

pour M > 0 assez grand. On met τ = tM > 0, alors

c 6 sup
τ>0
Jλ,p(u1 + τwε,δ)

Le Lemme 4.7 nous donne

c 6 sup
τ>0
Jλ,p(u1 + τwε,δ) < Jλ,p(u1) + s

N
S
N
sp
s,p.

On arrive à une contradiction. Par conséquent u1 6= u2.
Finalement, on conclut que le problème (4.1) admet deux solutions positives u1 et

u2 distinctes.

�
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Chapitre 5
Problème elliptique impliquant le
potentiel de Hardy et un terme
asymptotiquement linéaire

Ce chapitre est le développement de l’article [59].

5.1 Introduction
Dans ce chapitre on considère un problème elliptique non local avec le potentiel de

Hardy (−∆)su− µ u
|x|2s = λf(x, u) dans Ω,

u = 0 dans RN\Ω,
(5.1)

où Ω est un domaine borné de RN à frontière lipschitzienne tel que 0 ∈ Ω, N > 2s,
s ∈ (0, 1), λ un paramètre strictement positif, 0 6 µ < µH := 22sΓ2(N+2s

4 )
Γ2(N−2s

4 ) étant la
meilleure constante de l’inégalité de Hardy fractionnaire et f une fonction de Carathéo-
dory satisfaisant certaines hypothèses qui seront précisées ultérieurement.

Une grande attention a été consacrée à l’étude des problèmes elliptiques avec le
potentiel de Hardy soit dans le cadre linéaire ou non-linéaire, voir par exemple [2, 12,
44, 63].

L’objectif de ce chapitre est d’établir l’existence des solutions positives, ainsi que des
résultats de multiplicité dans le cas où f est asymptotiquement linéaire à l’infini. Pour
le cas local nous invitons le lecteur à consulter les travaux de [70, 55].

Le plan de ce chapitre est comme suit : dans la section 5.3, on considère le cas où
f est une fonction asymptotiquement linéaire, on établit l’existence et la non existence
des solutions positives du problème (5.1).

Ensuite, on prouve la multiplicité des solutions du problème (5.1). On obtient l’exis-
tence de deux solutions non triviales, l’une est positive et l’autre est négative.
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Dans la section 5.4, on suppose que f est une fonction super-linéaire, sous-critique.
On montre que le problème (5.1) admet une solution positive.

5.2 Cadre fonctionnel et résultats préliminaires
Dans cette partie on établit quelques résultats préliminaires.

Définition 5.1 On dit que u ∈ Hs
0(Ω) est une solution faible du problème (5.1), si u

satisfait∫
RN×RN

(u(x)− u(y))(ψ(x)− ψ(y))
|x− y|N+2s dxdy − µ

∫
Ω

u

|x|2s
ψdx = λ

∫
Ω
f(x, u)ψdx,

pour tout ψ ∈ Hs
0(Ω).

Notre approche est variationnelle, la fonctionnelle d’énergie associée au problème (5.1)
est

J̃ (u) = 1
2‖u‖

2
Hs

0(Ω) −
µ

2

∫
Ω

|u|2

|x|2s
dx− λ

∫
Ω
F (x, u)dx, (5.2)

où
F (x, u) =

∫ u

0
f(x, s)ds.

Rappelons que tout point critique u de J̃ (u) est une solution faible du problème (5.1).

Définition 5.2 L’inégalité fractionnaire de Hardy est

CN,s
2

∫
RN×RN

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N+2s dxdy > µH

∫
RN

|u|2

|x|2s
dx, u ∈ C∞0 (RN ), (5.3)

où CN,s est une constante positive qui dépend de N et s. Voir [42] pour plus détails.

Définition 5.3 La fonctionnelle J̃ satisfait la condition de Cerami (notée (C)). Si pour
toute suite {un} ∈ Hs

0(Ω) telle que

J̃ (un) −→ c et (1 + ‖un‖Hs
0(Ω))J̃ ′(un) −→ 0, (5.4)

possède une sous-suite convergente.

Maintenant, nous rappelons une version du Théorème du Col avec la condition de Cerami
qui sera utilisé ultérieurement

Proposition 5.1 [32] Soit E un espace de Banach. Supposons qu’ils existent a, b et d
des réels telle que la fonctionnelle J ∈ C1(E,R) vérifiant

max {J(0), J(v1)} 6 a et inf
‖v‖E=c

J(v) > b. (5.5)

avec a < b ,d > 0 et v1 ∈ E tel que ‖v1‖E > b. Soit
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Γ0 = {γ ∈ C([0, 1], E) : γ(0) = 0, γ(1) = v1},

et

c0 = inf
γ∈Γ0

sup
06t61

I(γ(t)) > b.

Alors, il existe une suite {vn} ⊂ E tel que

lim
n→+∞

J(vn) = c0 et lim
n→+∞

(1 + ‖vn‖E)‖J ′(vn)‖E∗ = 0.

Nous imposons les hypothèses suivantes :

(f1) f(x, t) = 0, ∀t 6 0, x ∈ Ω et f(x, t) > 0, ∀t > 0 , x ∈ Ω.
(f2) il existe 0 6 α ∈ Lp(Ω) avec p > N

2s , c > 0 tel que

|f(x, t)| 6 α(x)|t|+ c|t|q−1 pour tout (x, t) ∈ Ω× R, (5.6)

avec q ∈ (2, 2∗s).

(f3) lim
|t|→+∞

f(x,t)
t = β(x) 6≡ 0 uniformément pour p.p. x ∈ Ω, β ∈ Lp(Ω), p > N

2s , telle

que α(x) 6 β(x) p.p. x ∈ Ω et meas{x ∈ Ω tel que α(x) < β(x)} 6= 0.

(f4) lim
t→+∞

f(x,t)
t = +∞ et f(x,t)

t est non décroissante en t > 0.

Considérons le problème de valeur propre suivant(−∆)sϕ− µ ϕ
|x|2s = λσ(x)ϕ in Ω,

ϕ = 0 in RN\Ω,
(5.7)

On définit le problème de minimisation suivant

λ1,σ := inf
{∫

RN
|(−∆)

s
2φ|2dx− µ

∫
Ω

|φ|2

|x|2s
dx : φ ∈ Hs

0(Ω),
∫

Ω
σ(x)φ2dx = 1

}
. (5.8)

Nous allons montrer que λ1,σ est une valeur propre principale positive.

Lemme 5.1 Soit σ(x) ∈ Lp(Ω), p > N
2s tel que σ(x) > 0 (6≡ 0). Alors, λ1,σ > 0 et il

existe une fonction φ1,σ ∈ Hs
0(Ω) telle que∫

Ω
σ(x)φ2

1,σdx = 1 et ‖φ1,σ‖2Hs
0(Ω) − µ

∫
Ω

|φ1,σ|2

|x|2s
dx = λ1,σ.

De plus, φ1,σ(x) > 0 p.p. dans Ω.
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Preuve Considérons une suite minimisante {φn} satisfaisant (5.8) i.e.∫
Ω
σ(x)φ2

ndx = 1 et lim
n→+∞

inf
(
‖φn‖2Hs

0(Ω) − µ
∫

Ω

|φn|2

|x|2s
dx
)

= λ1,σ. (5.9)

La suite {φn} est bornée dans Hs
0(Ω), alors il existe φ1,σ ∈ Hs

0(Ω) telle que

φn ⇀ φ1,σ faiblement dans Hs
0(Ω),

φn → φ1,σ fortement dans Lp(Ω) 1 6 p < 2∗s,
φn → φ1,σ p.p. dans Ω. (5.10)

Il s’ensuit que

λ1,σ = lim
n→+∞

inf
(
‖φn‖2Hs

0(Ω) − µ
∫

Ω

|φn|2

|x|2s
dx
)
> ‖φ1,σ‖2Hs

0(Ω) − µ
∫

Ω

|φ1,σ|2

|x|2s
dx. (5.11)

En utilisant (5.3) on a

λ1,σ > ‖φ1,σ‖2Hs
0(Ω) − µ

∫
Ω

|φ1,σ|2

|x|2s
dx > (1− µ

µH
)(‖φ1,σ‖2Hs

0(Ω)).

comme µ < µH alors λ1,σ > 0.
La suite {φn} est bornée dans L2∗s (Ω), alors

φn ⇀ φ1,σ faiblement dans L2∗s (Ω),

et

φ2
n ⇀ φ2

1,σ faiblement dans L
N

N−2s (Ω)

Puisque σ ∈ Lp(Ω), p > N
2s , on trouve

lim
n−→∞

∫
Ω
σ(x)φ2

ndx =
∫

Ω
σ(x)φ2

1,σdx.

Ainsi ∫
Ω
σ(x)φ2

1,σdx = 1. (5.12)

De (5.11) et (5.12), on conclut que φ1,σ 6≡ 0 atteint λ1,σ > 0. De plus

‖|φ1,σ|‖2Hs
0(Ω) =

∫
RN

∫
RN

||φ1,σ(x)| − |φ1,σ(y)||2

|x− y|N+2s dxdy

6
∫
RN

∫
RN

|φ1,σ(x)− φ1,σ(y)|2

|x− y|N+2s dxdy = ‖φ1,σ‖2Hs
0(Ω),

donc |φ1,σ| atteint λ1,σ. Supposons que φ1,σ > 0 p.p. dans Ω, par le principe de compa-
raison on conclut que φ1,σ > 0 dans Ω.
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On remarque que λ1,σ n’est autre que la première valeur propre associée au problème
(5.7), cette dernière est simple voir la référence [47]. L’hypothèse (f3) implique que
λ1,β < λ1,α.

Maintenant, prouvons que la fonctionnelle d’énergie J̃ satisfait les conditions géo-
métriques du Théorème du Col.

Proposition 5.2 Supposons que les hypothèses (f1)-(f3) sont satisfaites, 0 6 µ < µH
et λ1,β < λ < λ1,α. Alors
(i) pour tout u ∈ Hs

0(Ω), si ‖u‖Hs
0(Ω) = r, on a J̃ (u) > R,

(ii) il existe v ∈ Hs
0(Ω) tel que ‖v‖Hs

0(Ω) > r et on a J̃ (v) < 0.

Preuve (i) Nous avons

λ1,α

∫
Ω
α(x)|u|2dx 6

∫
RN
|(−∆)

s
2u|2dx− µ

∫
Ω

|u|2

|x|2s
dx.

En utilisant (5.3), (f2) et les injections du Théorème 1.6 on trouve

J̃ (u) > 1
2‖u‖

2
Hs

0(Ω) −
µ

2

∫
Ω

|u|2

|x|2s
dx− λ

2

∫
Ω
α(x)|u|2dx− λc

∫
Ω
|u|qdx

>
1
2‖u‖

2
Hs

0(Ω) −
µ

2

∫
Ω

|u|2

|x|2s
dx− λ

2λ1,α

∫
Ω

(
‖u‖2Hs

0(Ω) − µ
∫

Ω

|u|2

|x|2s
dx
)
dx

− λc

∫
Ω
|u|qdx

>
1
2(1− λ

λ1,α
)
(
‖u‖2Hs

0(Ω) − µ
∫

Ω

|u|2

|x|2s
dx
)
− C1‖u‖qHs

0(Ω)

>
1
2(1− λ

λ1,α
)
(
1− µ

µH

)
‖u‖2Hs

0(Ω) − C1‖u‖qHs
0(Ω),

où 0 6 µ < µH , 0 < λ < λ1,α, q ∈ (2, 2∗s) et C1 une constante positive .
En choisissant r > 0 assez petit tel que pour ‖u‖Hs

0(Ω) = r on a J̃ (u) > R > 0.

(ii) Pour φ1,β > 0 on a

J̃ (tφ1,β) = t2

2 ‖φ1,β‖2Hs
0(Ω) − t

2µ

2

∫
Ω

|φ1,β|2

|x|2s
dx− λ

∫
Ω
F (x, tφ1,β)dx.

En passant à la limite, on obtient

lim
t→+∞

J̃ (tφ1,β)
t2

= 1
2‖φ1,β‖2Hs

0(Ω) −
µ

2

∫
Ω

|φ1,β|2

|x|2s
dx− λ lim

t→+∞

∫
Ω

F (x, tφ1,β)
t2φ2

1,β
φ2

1,βdx.
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En utilisant le lemme de Fatou (Lemme 1.4), on obtient

lim
t→+∞

J̃ (tφ1,β)
t2

6
1
2‖φ1,β‖2Hs

0(Ω) −
µ

2

∫
Ω

|φ1,β|2

|x|2s
dx− λ lim inf

t→+∞

∫
Ω

F (x, tφ1,β)
t2φ2

1,β
φ2

1,βdx

6
1
2‖φ1,β‖2Hs

0(Ω) −
µ

2

∫
Ω

|φ1,β|2

|x|2s
dx− λ

∫
Ω

lim inf
t→+∞

F (x, tφ1,β)
t2φ2

1,β
φ2

1,βdx.

6
1
2‖φ1,β‖2Hs

0(Ω) −
µ

2

∫
Ω

|φ1,β|2

|x|2s
dx− λ

2

∫
Ω
β(x)φ2

1,βdx

De (5.3) et (f3) on a

lim
t→+∞

J̃ (tφ1,β)
t2

6
1
2‖φ1,β‖2Hs

0(Ω) −
λ

2

∫
Ω
β(x)φ2

1,βdx

6
1
2‖φ1,β‖2Hs

0(Ω) −
λ

2

∫
Ω
β(x)φ2

1,βdx

6
1
2‖φ1,β‖2Hs

0(Ω) −
λ

2λ1,β
λ1,β

∫
Ω
β(x)φ2

1,βdx

6
1
2‖φ1,β‖2Hs

0(Ω) −
λ

λ1,β
‖φ1,β‖Hs

0(Ω)

6
1
2

(
1− λ

λ1,β

)
‖φ1,β‖2Hs

0(Ω).

Puisque λ1,β < λ et φ1,β > 0 on trouve que

lim
t→+∞

J̃ (tφ1,β) = −∞.

Alors, il existe t0 assez large tel que on a ‖t0φ1,β‖Hs
0(Ω) > r et J̃ (t0φ1,β) < 0.

�

5.3 Problème avec un terme asymptotiquement linéaire

5.3.1 Solutions positives

Dans cette partie on montre que le problème (5.1) possède une solution positive sous
certaines conditions appropriées sur f(x, u). Les principaux résultats sont les suivants :

Théorème 5.1 Soit 0 6 µ < µH , 0 < λ < λ1,α et f une fonction de Caratheodory
satisfaisant les hypothèses (f1)-(f3). Alors on a
• Si λ1,β < λ, le problème (5.1) admet une solution positive.
• Si λ1,β = λ, le problème (5.1) admet une solution positive u ∈ Hs

0(Ω) si et seulement
s’il existe une constante positive a tel que u(x) = aφ1,β(x) et f(x, u) = β(x)u p.p. x ∈ Ω.
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Remarque 5.1 On remarque que si λ1,β > λ, le problème (5.1) n’admet pas de solu-
tions positives.
En effet, supposons que le problème (5.1) admet une solution positive u ∈ Hs

0(Ω). Mul-
tiplions l’équation du problème (5.1) par u et intégrons sur Ω, on obtient

‖u‖2Hs
0(Ω) − µ

∫
Ω

|u|2

|x|2s
dx = λ

∫
Ω
f(x, u)udx.

En utilisant (f1) et (f3) on trouve

f(x, u)u 6 β(x)u2 pour p.p. x ∈ Ω. (5.13)

Il s’ensuit que

‖u‖2Hs
0(Ω) − µ

∫
Ω

|u|2

|x|2s
dx 6 λ

∫
Ω
β(x)u(x)2dx.

De (5.8), on déduit que λ1,β 6 λ.
Par conséquent pour λ < λ1,β le problème (5.1) n’admet aucune solution positive.

Montrons que la suite de Cerami est bornée

Lemme 5.2 Si les hypothèses (f1)-(f3) sont satisfaites et λ1,β < λ. Alors, toute suite
{un} de Cerami est bornée.

Preuve On définit

Γ := {γ ∈ C([0, 1], Hs
0(Ω)) : γ(0) = 0, γ(1) = M̃φ1,β},

et

c := inf
γ∈Γ

sup
06t61

J̃ (γ(t)),

où φ1,β > 0 et M̃ > 0 assez grand tel que J̃ (M̃φ1,β) < 0.
D’après la Proposition 5.2, on trouve c > R > 0. Soit {un} une suite de Cerami telle

que

J̃ (un) −→ c et (1 + ‖un‖Hs
0(Ω))‖J̃ ′(un)‖H−s(Ω) −→ 0, (5.14)

ce qui implique que

J̃ (un) = 1
2‖un‖

2
Hs

0(Ω) −
µ

2

∫
Ω

|un|2

|x|2s
dx− λ

∫
Ω
F (x, un)dx = c+ o(1), (5.15)

〈J̃ ′(un), ψ〉Hs
0(Ω) =

∫
RN×RN

(un(x)− un(y))(ψ(x)− ψ(y))
|x− y|N+2s dxdy − µ

∫
Ω

un
|x|2s

ψdx

− λ

∫
Ω
f(x, un)ψdx = o(1) pour tout ψ ∈ Hs

0(Ω). (5.16)
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Pour montrer que la suite {un} est bornée, on raisonne par l’absurde. Supposons que

‖un‖Hs
0(Ω)

n−→ +∞.

Prenons
wn := un

‖un‖Hs
0(Ω)

, (5.17)

alors

‖wn‖Hs
0(Ω) =

‖un‖Hs
0(Ω)

‖un‖Hs
0(Ω)

= 1, (5.18)

ce qui implique que la suite {wn} est bornée dans Hs
0(Ω), alors il existe w ∈ Hs

0(Ω) tel
que

wn ⇀ w faiblement dans Hs
0(Ω),

wn → w fortement dans Lp(Ω) 1 6 p < 2∗s,
wn → w p.p. dans Ω. (5.19)

Montrons que w 6≡ 0. On raisonne par l’absurde, supposons que w ≡ 0, donc

wn ⇀ 0 faiblement dans Hs
0(Ω),

wn → 0 fortement dans Lp(Ω) 1 6 p < 2∗s,
wn → 0 p.p. dans Ω. (5.20)

D’après les conditions (f1)-(f3) et pour tout (x, t) ∈ (Ω × R∗), il existe une fonction
0 6 κ(x) ∈ Lp(Ω), p > N

2s telle que ∣∣∣∣f(x, t)
t

∣∣∣∣ 6 κ(x). (5.21)

En utilisant (5.16) pour ψ = un on trouve

‖un‖2Hs
0(Ω) − µ

∫
Ω

|un|2

|x|2s
dx = λ

∫
Ω
f(x, un)undx+ o(1). (5.22)

On multiplie (5.22) par 1
‖un‖2Hs0(Ω)

, on utilise (5.17) on obtient

1− µ
∫

Ω

|wn|2

|x|2s
dx = λ

∫
Ω

f(x, un)
un

w2
ndx+ o(1).

L’inégalité de Hardy Sobolev (5.3) nous donne

1− µ

µH
‖wn‖2Hs

0(Ω) 6 1− µ
∫

Ω

|wn|2

|x|2s
dx = λ

∫
Ω

f(x, un)
un

w2
ndx+ o(1).
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Il s’ensuit
1− µ

µH
6 1− µ

∫
Ω

|wn|2

|x|2s
dx = λ

∫
Ω

f(x, un)
un

w2
ndx+ o(1).

Ce qui implique
1− µ

µH
6 λ

∫
Ω

f(x, un)
un

w2
ndx+ o(1).

Par (5.21) on a
1− µ

µH
6 λ

∫
Ω
κ(x)w2

n(x)dx+ o(1).

En faisant tendre n→ +∞. De (5.20) on a

wn ⇀ 0 faiblement dans L2∗s (Ω),

il s’ensuit que
w2
n ⇀ 0 faiblement dans L

N
N−2s (Ω).

Puisque 0 6 κ(x) ∈ Lp(Ω), p > N
2s , on obtient∫

Ω
κ(x)w2

n(x)dx→ 0.

On déduit
1− µ

µH
6 0.

Comme 0 6 µ < µH on arrive à une contradiction. Par conséquent w 6≡ 0.

Ensuite, montrons que pour tout ψ ∈ Hs
0(Ω) on a∫

RN×RN

(w(x)− w(y))(ψ(x)− ψ(y))
|x− y|N+2s dxdy − µ

∫
Ω

w

|x|2s
ψdx = λ

∫
Ω
β(x)wψdx. (5.23)

(5.21) nous donne que pour tout x ∈ Ω la suite {f(x,un)
un
} est bornée dans Lp(Ω), p > N

2s .
Alors, il existe une fonction h(x) ∈ Lp(Ω), p > N

2s tel que

f(x, un)
un

⇀ h(x) faiblement dans Lp(Ω), p > N

2s. (5.24)

D’après ce qui précède et (5.19) la suite {f(x,un)
un

wn} est bornée dans Lq(Ω) avec 1
q =

1
p + 1

2∗s
. De (5.24) on obtient

f(x, un)
un

wn ⇀ h(x)w faiblement dans Lq(Ω), (5.25)

puisque f(x, t) = 0 pour t 6 0, on a

f(x, u+
n )

u+
n

w+
n ⇀ h(x)w+ faiblement dans Lq(Ω). (5.26)
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Multiplions (5.16) par 1
‖un‖Hs0(Ω)

on trouve

1
‖un‖Hs

0(Ω)
|〈J ′(un), ψ〉Hs

0(Ω)| =∣∣∣∣ ∫
RN×RN

(wn(x)− wn(y))(ψ(x)− ψ(y))
|x− y|N+2s dxdy − µ

∫
Ω

w+
n

|x|2s
ψdx− λ

∫
Ω

f(x, u+
n )

u+
n

w+
n ψdx

∣∣∣∣,
pour tout ψ ∈ Hs

0(Ω). Par (5.14) et le fait que ‖un‖Hs
0(Ω) → +∞ on a

1
‖un‖Hs

0(Ω)
|〈J̃ ′(un), ψ〉Hs

0(Ω)| 6
1

‖un‖Hs
0(Ω)
‖J̃ ′(un)‖H−s(Ω)‖ψ‖Hs

0(Ω) −→ 0 quand n→ +∞,

pour tout ψ ∈ Hs
0(Ω). Par conséquent∫

RN×RN

(wn(x)− wn(y))(ψ(x)− ψ(y))
|x− y|N+2s dxdy − µ

∫
Ω

w+
n

|x|2s
ψdx = λ

∫
Ω

f(x, u+
n )

u+
n

w+
n ψdx,

(5.27)
pour tout ψ ∈ Hs

0(Ω). De plus, par (5.17) on a

un = ‖un‖Hs
0(Ω)wn.

En combinant (5.19) avec (5.27) et d’après ce qui précède, on a∫
RN×RN

(w(x)− w(y))(ψ(x)− ψ(y))
|x− y|N+2s dxdy − µ

∫
Ω

w+

|x|2s
ψdx = λ

∫
Ω
h(x)w+ψdx, (5.28)

D’après (5.19) et le fait que ‖un‖Hs
0(Ω)−→+∞, si on suppose que pour tout x ∈ Ω on a

w(x) > 0, on trouve que un −→ +∞ p.p. dans Ω. Ainsi (f3) nous donne que h(x) = β(x)
p.p. dans Ω.

Considérons ψ = w−, (5.28) nous donne ‖w−‖Hs
0(Ω) = 0, alors w(x) = w+(x) > 0

p.p dans Ω. Par le principe du maximum on obtient que w(x) > 0 p.p. dans Ω, ainsi
un −→ +∞ p.p. dans Ω. En utilisant (f3) et (5.24), on conclut que h(x) = β(x) p.p.
dans Ω.
On déduit que∫

RN×RN

(w(x)− w(y))(ψ(x)− ψ(y))
|x− y|N+2s dxdy − µ

∫
Ω

w

|x|2s
ψdx = λ

∫
Ω
β(x)wψdx, (5.29)

pour tout ψ ∈ Hs
0(Ω). Ce implique que λ1,β = λ.

On obtient une contradiction avec le fait que λ1,β < λ. Par conséquent, la suite {un} est
bornée dans Hs

0(Ω) pour λ1,β < λ.

�
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Preuve du Théorème 5.1
On définit

Γ1 := {γ ∈ C([0, 1], Hs
0(Ω)) : γ(0) = 0, γ(1) = M1φ1,β},

pour φ1,β > 0 et M1 > 0 assez grand tel que J̃ (M1φ1,β) < 0.
D’après le premier point de la Proposition 5.2 on peut choisir t0 ∈ (0, 1) tel qu’on ait
‖γ(t0)‖Hs

0(Ω) = r alors J̃ (γ(t0)) > R > 0. Alors

sup
06t61

J (γ(t)) > J̃ (γ(t0)) > 0.

Par conséquent

c1 := inf
γ∈Γ1

sup
06t61

J̃ (γ(t)) > 0.

La Proposition 5.1 nous assure l’existence d’une suite de Cerami {un} vérifiant (5.6).
Par le Lemme 5.2 , {un} est bornée dans Hs

0(Ω), donc il existe u ∈ Hs
0(Ω) tel que

un ⇀ u faiblement dans Hs
0(Ω),

un → u fortement dans Lp(Ω) 1 6 p < 2∗s,
un → u p.p. dans Ω. (5.30)

On veut montrer que
un → u fortement dans Hs

0(Ω).

Notons
‖un‖2H := ‖u‖2Hs

0(Ω) − µ
∫

Ω

|u|2

|x|2s
dx. (5.31)

La norme ‖.‖2H est équivalente à la norme ‖.‖Hs
0(Ω) d’après (5.3). Puisque la suite {un}

est bornée dans Hs
0(Ω), il existe C > 0 telle que

‖un‖H 6 C.

Pour montrer que un converge fortement vers u dans Hs
0(Ω), il suffit de montrer que

‖un − u‖2H → 0.

En utilisant (5.16) avec ψ = un − u, alors

o(1) = 〈J̃ ′(un), un − u〉
= 〈J̃ ′(un)− J ′(u), un − u〉

= ‖un − u‖2Hs
0(Ω) − µ

∫
Ω

(un − u)2

|x|2s
dx− λ

∫
Ω

(f(x, un)− f(x, u))(un − u)dx+ o(1).

Ce qui implique que

‖un − u‖2H = λ

∫
Ω

(f(x, un)− f(x, u))(un − u)dx+ o(1).
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D’après les hypothèses (f1)-(f3) et (5.30) on déduit que

λ

∫
Ω

(f(x, un)− f(x, u))(un − u)dx = o(1).

Il s’ensuit que
‖un − u‖2H → 0.

Par conséquent un → u fortement dans Hs
0(Ω).

Par le Théorème du Col on conclut que la fonctionnelle J̃ possède un point critique
non trivial u ∈ Hs

0(Ω) tel que c1 = J̃ (u) > 0 = J̃ (0). De plus, par le principe du
maximum fort (Proposition 1.11) u est une solution positive du problème (5.1).
• D’après (5.8), on a pour tout v ∈ Hs

0(Ω)∫
RN×RN

(φ1,β(x)− φ1,β(y))(v(x)− v(y))
|x− y|N+2s dxdy − µ

∫
Ω

φ1,β
|x|2s

vdx = λ1,β

∫
Ω
β(x)φ1,β(x)v(x)dx.

Pour λ1,β = λ, on obtient∫
RN×RN

(φ1,β(x)− φ1,β(y))(v(x)− v(y))
|x− y|N+2s dxdy − µ

∫
Ω

φ1,β
|x|2s

vdx = λ

∫
Ω
β(x)φ1,β(x)v(x)dx,

(5.32)

pour tout v ∈ Hs
0(Ω).

D’autre part, soit u une solution positive du problème (5.1). Multiplions l’équation du
problème (5.1) par φ1,β on trouve∫
RN×RN

(u(x)− u(y))(φ1,β(x)− φ1,β(y))
|x− y|N+2s dxdy − µ

∫
Ω

u

|x|2s
φ1,βdx = λ

∫
Ω
f(x, u(x))φ1,β(x)dx.

(5.33)

Prenons v = u dans (5.32)∫
RN×RN

(φ1,β(x)− φ1,β(y))(u(x)− u(y))
|x− y|N+2s dxdy − µ

∫
Ω

φ1,β
|x|2s

udx = λ

∫
Ω
β(x)φ1,β(x)u(x)dx.

(5.34)

En combinant (5.34) et (5.33) on a

λ

∫
Ω
β(x)φ1,β(x)u(x)dx = λ

∫
Ω
f(x, u(x))φ1,β(x)dx,

ce qui implique
λ

∫
Ω

[f(x, u(x))− β(x)u(x)]φ1,β(x)dx = 0.

Par (f3) et le fait que φ1,β(x) > 0 p.p. dans Ω, on conclut

f(x, u(x)) = β(x)u(x) p.p. dans Ω.
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Ainsi u(x) > 0 est également atteint par λ1,β = λ, Alors, il existe a > 0 tel que u(x) =
aφ1,β(x) p.p x ∈ Ω.

D’un autre côté, considérons u(x) = aφ1,β(x) et f(x, aφ1,β(x)) = aβ(x)φ1,β(x) pour
a > 0 et x ∈ Ω et montrons que u ∈ Hs

0(Ω) est une solution du problème (5.1).
On sait que λ1,β = λ est atteint par aφ1,β(x), alors pour chaque v ∈ Hs

0(Ω) on a∫
RN×RN

(aφ1,β(x)− aφ1,β(y))(v(x)− v(y))
|x− y|N+2s dxdy − µ

∫
Ω

φ1,β
|x|2s

vdx = λa

∫
Ω
β(x)φ1,β(x)v(x)dx.

Par hypothèse, on déduit que∫
RN×RN

(aφ1,β(x)− aφ1,β(y))(v(x)− v(y))
|x− y|N+2s dxdy−µ

∫
Ω

φ1,β
|x|2s

vdx = λ

∫
Ω
f(x, aφ1,β(x))v(x)dx.

Ce qui nous donne que u(x) = aφ1,β(x) est une solution positive du problème (5.1).

�

5.3.2 Solutions multiples

Cette partie est consacrée pour trouver des solutions multiples non triviales du pro-
blème (5.1). En particulier, montrons le résultat suivant :

Théorème 5.2 Supposons que 0 6 µ < µH , 0 < λ < λ1,α et f une fonction de Ca-
ratheodory satisfaisant les conditions (f2)-(f3) sont vérifiées. Alors, le problème (5.1)
possède deux solutions non triviales l’une est positive et l’autre est négative pour tout
λ1,β 6 λ.

On pose u+ = max{u, 0} et u− = min{u, 0}. Notre objectif est de traité le problème
suivant

(−∆)su− µ u±

|x|2s = λf±(x, u) dans Ω,
u = 0 dans RN\Ω,

(5.35)

où

f+(x, s) =
{
f(x, s) ∀s > 0
0 ∀s < 0,

f−(x, s) =
{
f(x, s) ∀s 6 0
0 ∀s > 0.

(5.36)

La fonctionnelle d’énergie associée au problème (5.35) est définie par

J̃ ±(u) = 1
2‖u‖

2
Hs

0(Ω) −
µ

2

∫
Ω

|u±|2

|x|2s
dx− λ

∫
Ω
F±(x, u)dx, (5.37)

où
F±(x, u) =

∫ u

0
f±(x, s)ds.
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Preuve du Théorème 5.2 • On commence par étudier le problème suivant(−∆)su− µ u+

|x|2s = λf+(x, u) dans Ω,
u = 0 dans RN\Ω,

(5.38)

On définit

Γ3 := {γ ∈ C([0, 1], Hs
0(Ω)) : γ(0) = 0, γ(1) = M3φ1,β}

et

c+ := inf
γ∈Γ3

sup
06t61

J̃ +(γ(t)).

pour φ1,β > 0 et M3 > 0 assez grand tel que J̃ +(M3φ1,β) < 0. Ce M3 existe d’après la
Proposition 5.2 (ii).
La Proposition 5.2 nous donne que c+ > 0. En suivant le même raisonnement que
le Théorème 5.1, on déduit que c+ est la valeur critique du J̃ +, tel que on a c+ =
J̃ +(u+) > J̃ +(0) donc u+ est une solution non triviale du problème (5.38). De plus, le
principe du maximum fort (Proposition 1.11) nous donne la positivité.
• Ensuite, considérons le problème suivant(−∆)su− µ u−

|x|2s = λf−(x, u) dans Ω,
u = 0 dans RN\Ω,

(5.39)

D’après la Proposition 5.2, il existe r > 0 tel que pour tout u− ∈ Hs
0(Ω) avec ‖u−‖Hs

0(Ω) =
r on a J̃ −(u−) > J̃ −(0). Ainsi, on peut choisir M4 > 0 assez grand et ξ = −φ1,β dans
lequel J̃ −(M4ξ) < 0.
Posons l’espace

Γ4 := {γ ∈ C([0, 1], Hs
0(Ω)) : γ(0) = 0, γ(1) = M4ξ}

et

c− := inf
γ∈Γ4

sup
06t61

J̃ −(γ(t)).

par ce qui précède c− > J̃ (0) > 0.
En utilisant le Lemme 5.2, le Théorème du Col et en procédant de la même manière

que dans la preuve du Théorème 5.1, nous obtenons que J̃ − admet un point critique
non trivial u− tel que c− = J̃ −(u−). Par le principe du maximum fort on déduit que u−
est une solution négative de (5.39).

Par conséquent le problème (5.1) possède une solution positive et une solution néga-
tive pour λ1,β 6 λ.

�
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5.4 Problème avec un terme super-linéaire
Dans cette section on considère le cas où β(x) ≡ +∞. Le principal résultat est le

suivant

Théorème 5.3 Supposons que les hypothèses (f1), (f2) et (f4) sont satisfaites, 0 6 µ <
µH et 0 < λ < λ1,α. Alors, le problème (5.1) admet une solution positive.

Pour prouver ce résultat, nous avons besoin de quelques lemmes en plus. D’abord
on montre que le deuxième point de la Proposition 5.2 est satisfait même pour le cas
β(x) ≡ +∞.

Lemme 5.3 Supposons que les hypothèses (f1), (f2) et (f4) sont satisfaites. Alors,
il existe e ∈ Hs

0(Ω) tel que ‖e‖Hs
0(Ω) > r et J̃ (e) < 0.

Preuve Considérons le cas β(x) ≡ +∞. En utilisant le fait que f(x,t)
t est non-décroissante

en t > 0, on trouve que pour tout x ∈ Ω et t > 0 on a

0 6 2F (x, t) 6 f(x, t)t.

Ainsi, F (x,t)
t2 est non-décroissante en t > 0.

Soit ϕ1 > 0 la fonction propre associée à la valeur propre λ1, où λ1 est la première valeur
propre de ((−∆)s − µ|x|−2s, Hs

0(Ω)) . Alors il existe ρ > 0 tel que ϕ1(x) > ρ > 0 p.p.
x ∈ Ω, ce qui nous donne que pour tout x ∈ Ω, t > 0 on a

lim
t→+∞

F (x, tϕ1)
t2ϕ2

1
> lim

t→+∞

F (x, tρ)
t2ρ2 = +∞.

Alors, il existe t0 > 0 tel que pour tout t > t0, x ∈ Ω on a

F (x, tϕ1)
t2ϕ2

1
> K,

pour K > 0 assez grand.
Le fait que µ > 0 nous donne

J̃ (tϕ1)
t2

= 1
2‖ϕ1‖2Hs

0(Ω) −
µ

2

∫
Ω

ϕ2
1

|x|2s
dx− λ

∫
Ω

F (x, tϕ1)
t2

dx

6
1
2‖ϕ1‖2Hs

0(Ω) − λ
∫

Ω

F (x, tϕ1)
t2

dx

Ainsi, pour tout t > t0 et x ∈ Ω on a

J̃ (tϕ1)
t2

= 1
2‖ϕ1‖2Hs

0(Ω) − λ
∫

Ω

F (x, tϕ1)
t2

dx

6
1
2‖ϕ1‖2Hs

0(Ω) − λ
∫

Ω

F (x, tϕ1)
t2ϕ2

1
ϕ2

1dx

6
1
2‖ϕ1‖2Hs

0(Ω) − λK
∫

Ω
ϕ2

1dx.
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On choisit K > 0 suffisamment grand pour avoir lim
t→+∞

J̃ (tϕ1) = −∞.

Alors, il existe t0 assez large tel que on a ‖t0ϕ1‖Hs
0(Ω) > r et J̃ (t0ϕ1) < 0.

�

Lemme 5.4 Si f vérifie (f4) et lim
n→∞

〈J̃ ′(un), un〉Hs
0(Ω) = 0. Alors pour tout t > 0 et

n > 1 on a

J̃ (tun) 6 1 + t2

2n + J̃ (un).

Preuve En utilisant le fait que lim
n→∞

〈J̃ ′(un), un〉Hs
0(Ω) = 0 et pour une sous-suite,

supposons que pour tout n > 1 on a

− 1
n
< − 1

n
〈J̃ ′(un), un〉Hs

0(Ω) = ‖un‖2Hs
0(Ω) − µ

∫
Ω

|un|2

|x|2s
dx− λ

∫
Ω
f(x, un)undx <

1
n
.

(5.40)
Alors, pour tout n > 1 on a

‖un‖2Hs
0(Ω) − µ

∫
Ω

|un|2

|x|2s
dx <

1
n

+ λ

∫
Ω
f(x, un)undx. (5.41)

Pour tout t > 0 et n > 1 on obtient

J̃ (tun) = t2

2 ‖un‖
2
Hs

0(Ω) − t
2µ

2

∫
Ω

|un|2

|x|2s
dx− λ

∫
Ω
F (x, un)dx

6
t2

2n + λt2

2

∫
Ω
f(x, un)undx− λ

∫
Ω
F (x, un)dx

6
t2

2n + λ

∫
Ω

( t2
2 f(x, un)un − F (x, tun)

)
dx.

On pose g(t) = t2

2 f(x, un)un − F (x, tun), en dérivant g on obtient

g′(t) = tun

(
f(x, un)− f(x, tun)

t

)
.

Calculons g′(t) = 0, on trouve que t∗ = 1. On déduit que

g(t) 6 g(1) ∀t > 0,

donc
t2

2 f(x, un)un − F (x, tun) 6 1
2f(x, un)un − F (x, un).

D’après ce qui précède on a

J̃ (tun) 6 t2

2n + λ

∫
Ω

(1
2f(x, un)un − F (x, un)

)
dx. (5.42)
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D’autre part, (5.40) implique que pour tout n > 1 on a

‖un‖2Hs
0(Ω) − µ

∫
Ω

|un|2

|x|2s
dx > − 1

n
+ λ

∫
Ω
f(x, un)undx.

Il s’ensuit que

J̃ (un) = 1
2‖un‖

2
Hs

0(Ω) −
µ

2

∫
Ω

|un|2

|x|2s
dx− λ

∫
Ω
F (x, un)dx

> − 1
2n + λ

2

∫
Ω
f(x, un)undx− λ

∫
Ω
F (x, un)dx

> − 1
2n + λ

∫
Ω

(1
2f(x, un)un − F (x, un)

)
dx, (5.43)

(5.42) implique que

J̃ (tun)− t2

2n 6 λ
∫

Ω

(1
2f(x, un)un − F (x, un)

)
dx 6 J̃ (un) + 1

2n. (5.44)

Par conséquent

J̃ (tun) 6 t2 + 1
2n + J (un).

�

Preuve du Théorème 5.3 D’abord, on définit

Γ5 := {γ ∈ C([0, 1], Hs
0(Ω)) : γ(0) = 0, γ(1) = M5ϕ1}

et

c̃ := inf
γ∈Γ5

sup
06t61

J̃ (γ(t)).

D’après le Lemme 5.3, il existe M5 > 0 assez grand tel que J̃ (M5ϕ1) < 0 avec ϕ1 > 0
est la fonction propre associée à la valeur propre λ1,α.
La Proposition 5.2 nous donne que c̃ > R > 0.
En suivant le même argument que dans le Théorème 5.1 (le deuxième point). D’après la
Proposition 5.1 on obtient l’existence d’une suite de Cerami {un} satisfaisant

J̃ (un) −→ c̃ et (1 + ‖un‖Hs
0(Ω))‖J̃ ′(un)‖H−s(Ω) −→ 0, (5.45)

ce qui implique

J̃ (un) = 1
2‖un‖

2
Hs

0(Ω) −
µ

2

∫
Ω

u2
n

|x|2s
dx− λ

∫
Ω
F (x, un)dx = c̃+ o(1), (5.46)

〈J̃ ′(un), ψ〉Hs
0(Ω) =

∫
RN×RN

(un(x)− un(y))(ψ(x)− ψ(y))
|x− y|N+2s dxdy − µ

∫
Ω

un
|x|2s

ψdx

− λ

∫
Ω
f(x, un)ψdx = o(1) pour tout ψ ∈ Hs

0(Ω). (5.47)
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Montrons que la suite {un} est bornée dans Hs
0(Ω). Prenons

wn = 2
√
c̃

‖un‖Hs
0(Ω)

un. (5.48)

On raisonne par l’absurde. Supposons que ‖un‖Hs
0(Ω) → +∞. On a

‖wn‖Hs
0(Ω) = 2

√
c̃,

la suite {wn} est bornée dans Hs
0(Ω), donc il existe w ∈ Hs

0(Ω) tel que

wn ⇀ w faiblement dans Hs
0(Ω),

wn → w fortement dans Lp(Ω) 1 6 p < 2∗s,
wn → w p.p. dans Ω. (5.49)

Multiplions (5.47) par 2
√
c̃

‖un‖Hs0(Ω)
. De (5.48) et comme f(x, t) = 0 pour t 6 0, on a

λ

∫
Ω

f(x, un)
un

(wn)2dx = λ

∫
Ω

f(x, u+
n )

u+
n

(w+
n )2dx = ‖wn‖2Hs

0(Ω) − µ
∫

Ω

(w+
n )2

|x|2s
dx.

En faisant tendre n→ +∞ on obtient

lim
n→+∞

λ

∫
Ω

f(x, u+
n )

u+
n

(w+
n )2dx = lim

n→+∞
(‖w+

n ‖2Hs
0(Ω) − µ

∫
Ω

(w+
n )2

|x|2s
dx)

6 lim
n→+∞

‖w+
n ‖2Hs

0(Ω) = 4c̃ <∞. (5.50)

D’autre part, on prend Ω1 = {x ∈ Ω : w+(x) > 0}. Si ‖un‖Hs
0(Ω) → +∞, par

(5.48) on obtient que un(x) → +∞ p.p. dans Ω1. En utilisant le fait que f(x,t)
t est non

décroissante en t > 0 et lim
t→+∞

f(x,t)
t = +∞

f(x, u+
n )

u+
n

> K pour K > 0 dans Ω1. (5.51)

Ainsi, on trouve

lim
n→∞

λ

∫
Ω

f(x, u+
n )

u+
n

(w+
n )2dx = lim

n→∞
λ

∫
Ω1

f(x, u+
n )

u+
n

(w+
n )2dx

> λK lim
n→+∞

∫
Ω1

(w+
n )2dx.

(5.52)

De (5.49) on a
λK lim

n→+∞

∫
Ω1

(w+
n )2dx→ λK

∫
Ω1

(w+)2dx (5.53)
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Donc
lim
n→∞

λ

∫
Ω

f(x, u+
n )

u+
n

(w+
n )2dx > λK

∫
Ω1

(w+)2dx. (5.54)

En combinant (5.50) et (5.54), on obtient

λK

∫
Ω1

(w+)2dx 6 lim
n→∞

λ

∫
Ω

f(x, u+
n )

u+
n

(w+
n )2dx 6 4c̃. (5.55)

Comme w+ > 0 dans Ω1 et K > 0 est assez grand, (5.55) nous donne une contradiction.
Ainsi, |Ω1| = 0 ce qui implique que w+ ≡ 0 dans Ω.
Puisque f(x,t)

t est non-décroissante en t > 0, donc pour tout (x,wn) ∈ (Ω× R+) on a

0 6 F (x,w+
n ) 6 1

2f(x,w+
n )w+

n .

En utilisant (f2) on a

F (x,w+
n ) 6 α(x)(w+

n )2 + c(w+
n )q, (5.56)

où 0 6 α(x) ∈ Lp(Ω), p > N
2s , 2 < q < 2∗s et c > 0.

Si w ≡ 0, (5.49) nous donne

lim
n−→+∞

( ∫
Ω
α(x)(w+

n )dx+ c

∫
Ω

(w+
n )qdx

)
= 0,

pour tout 2 < q < 2∗s et c > 0. Par (5.56), il s’ensuit que

lim
n−→+∞

∫
Ω
F (x,w+

n )dx = 0.

Par conséquent, on a

J̃ (wn) = 1
2‖wn‖

2
Hs

0(Ω) −
µ

2

∫
Ω

(w+
n )2

|x|2s
dx− λ

∫
Ω
F (x,w+

n )dx

= 1
2‖wn‖

2
Hs

0(Ω) −
µ

2

∫
Ω

(w+
n )2

|x|2s
dx.

De (5.3), on a

J̃ (wn) > 1
2(1− µ

µH
)‖wn‖2Hs

0(Ω)

> 2(1− µ

µH
)c̃+ o(1) > 0 0 6 µ < µ. (5.57)

En utilisant le Lemme 5.4 avec (5.48), on trouve que

J̃ (wn) = J̃
( √

c̃

‖un‖Hs
0(Ω)

un
)
6

1 + c̃
‖un‖2Hs0(Ω)

2n + J̃ (un)

6
1

2n + c̃

2n‖un‖2Hs
0(Ω)

+ J̃ (un). (5.58)
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En faisant tendre n→ +∞ alors ‖un‖Hs
0(Ω) → +∞ , on obtient

J̃ (wn) 6 J̃ (un),

(5.46) nous donne
J̃ (wn) 6 c̃.

On arrive à une contradiction avec (5.57).
Par conséquent, la suite {un} est bornée dans Hs

0(Ω). Ainsi, il existe u ∈ Hs
0(Ω) tel que

un ⇀ u faiblement dans Hs
0(Ω),

un → u fortement dans Lq(Ω) 1 6 q < 2∗s,
un → u p.p. dans Ω. (5.59)

Pour terminer la démonstration, on montre que un → u fortement dans Hs
0(Ω). Comme

les normes sont équivalentes, on suit les mêmes étapes que précédemment.
Posons

‖un‖2H := ‖un‖2Hs
0(Ω) − µ

∫
Ω

u2
n

|x|2s
dx. (5.60)

Montrons que

lim
n→+∞

‖un − u‖2H = 0.

En utilisant (5.47) pour ψ = un − u, on a

〈J̃ ′(un)− J̃ ′(u), un − u〉Hs
0(Ω) = o(1).

Ainsi,

‖un − u‖2H = λ

∫
Ω

(f(x, un)− f(x, u))(un − u)dx+ o(1). (5.61)

L’hypothèse (f2) implique que

f(x, t) 6 α(x)|t|+ c|t|q−1,

où 0 6 α(x) ∈ Lp(Ω), p > N
2s , 2 < q < 2∗s et c > 0.

Par (5.59) on obtient

λ

∫
Ω

(f(x, un)− f(x, u))(un − u)dx

6 λ

∫
Ω
α(x)|un − u|2dx+ λc

∫
Ω

(|un|q−1 − |u|q−1)(un − u)dx

= λ

∫
Ω
α(x)|un − u|2dx+ λc

(∫
Ω
|un|qdx−

∫
Ω
|un|q−1udx−

∫
Ω
|u|q−1undx+

∫
Ω
|u|qdx

)
= o(1), (5.62)
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avec 0 6 α(x) ∈ Lp(Ω), p > N
2s , 2 < q < 2∗s et c > 0.

Par conséquent, (5.61) implique

lim
n→+∞

‖un − u‖2H = 0.

On conclut que un → u fortement dans Hs
0(Ω).

Par le Théorème du Col on conclut que la fonctionnelle J̃ possède un point critique
u ∈ Hs

0(Ω) tel que c̃ = J̃ (u) > 0 = J̃ (0), donc u est une solution du problème (5.1) non
triviale. De plus, le principe du maximum fort (Proposition 1.11) nous donne que u est
une solution positive de (5.1).

�
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Conclusion et perspectives

Conclusion
Sur la base des études et recherches ci-dessus, nous concluons les résultats suivants :

• Dans le chapitre 2, grâce à l’étude réalisée et à l’aide de théorème du point fixe de
Schauder, on a montré l’existence d’une solution positive du problème (P1) malgré que
le second membre change de signe.
• Dans le chapitre 3, on a établit que le problème (3.1) admet deux solutions positives.
La première solution est obtenue par la méthode de sous et sur solution avec une énergie
négative. La deuxième solution est positive, elle découle du théorème du Col, cette
dernière est à énergie positive.
• Le chapitre 4 est une extension du chapitre 3. En surmontant les différentes difficultés,
on a pu montrer l’existence de deux solutions positives.
• Le chapitre 5 est consacré à l’étude d’un problème elliptique non local avec le potentiel
de Hardy. En considérant que le second membre du problème (5.1) est asymptotiquement
linéaire et en utilisant une version du théorème du Col, on conclut l’existence et la
multiplicité de solutions.

Perspectives
Pour les travaux futurs, nous suggérons :

• L’étude du problème suivant(−∆)spu− µ
|u|p−2u
|x|sp = f(x, u) dans Ω,

u = 0 dans RN\Ω.

où Ω est un domaine borné de RN à frontière lipschitzienne tel que 0 ∈ Ω, N > sp,
p > 2, s ∈ (0, 1), λ > 0, 0 6 µ < µH,p la meilleure constante de l’inégalité de Hardy
fractionnaire et f une fonction satisfaisant certaines hypothèses.
• Traiter les travaux antérieurs avec la condition au bord de Neumann.
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Annexe

Dans cette partie on re-détaille la preuve du Lemme 3.11. Pour cela on considère la
fonction φ(x) = φr(x) = φ0( |x|r ) pour r suffisamment petit pour que B̄r ⊂ Ω et φ0 défini
dans (3.61).

D’abord on a besoin du lemme suivant.

Lemme 5.5 Soit R > 0 tel que x ∈ RN\BR. Alors on a

|φuε(x)| 6 |uε(x)| 6 Cε
N−2s

2 , (5.63)

avec ε > 0, et une constante C = C(s,R,N) > 0.

Preuve Soit x ∈ RN\BR alors |x| > R.
En utilisant (3.49), on trouve que

|uε(x)| =
∣∣ ε

N−2s
2

(ε2 + |x|2)
N−2s

2

∣∣
6

ε
(N−2s)

2

(ε2 + |R|2)
N−2s

2

6 Cε
(N−2s)

2 . (5.64)

De (3.61) on obtient
|φuε(x)| 6 |uε(x)| 6 Cε

N−2s
2 , (5.65)

pour ε > 0 et C = C(s,R,N) > 0.

�

Ensuite, on prouve notre résultat Lemme 3.11.

106



ANNEXE

Preuve du Lemme 3.11 On a :∫
RN

∫
RN

|φuε(x)− φuε(y)|2

|x− y|N+2s dxdy =
∫
B r

2

∫
B r

2

|uε(x)− uε(y)|2

|x− y|N+2s dxdy

+
∫
RN\B r

2

∫
RN\B r

2

|φuε(x)− φuε(y)|2

|x− y|N+2s dxdy

+ 2
∫
RN\B r

2

∫
B r

2

|φuε(x)− φuε(y)|2

|x− y|N+2s dxdy.

(5.66)

• Pour x, y ∈ RN\B r
2
, |φ| 6 1 dans RN et Lemme 5.5, on a

|φ(x)uε(x)− φ(y)uε(y)|2 = |φ(x)uε(x)− φ(x)uε(y) + φ(x)uε(y)− φ(y)uε(y)|2

= |φ(x)
(
uε(x)− uε(y)

)
− uε(y)

(
φ(y)− φ(x)

)
|2

6 |uε(x)− uε(y)|2 + |uε(y)|2|φ(x)− φ(y)|2

6 |uε(x)− uε(y)|2 + CεN−2s|φ(x)− φ(y)|2.

Alors, on obtient∫
RN\B r

2

∫
RN\B r

2

|φuε(x)− φuε(y)|2

|x− y|N+2s dxdy =
∫
RN\B r

2

∫
RN\B r

2

|uε(x)− uε(y)|2

|x− y|N+2s dxdy

+ CεN−2s
∫
RN\B r

2

∫
RN\B r

2

|φ(x)− φ(y)|2

|x− y|N+2s dxdy.

On remarque que |φ| 6 1 pour |x−y| 6 r
4 , le développement de Taylor du premier ordre

nous donne
|φ(x)− φ(y)| 6 |x− y|.

Pour |x− y| > r
4 on a

|φ(x)− φ(y)| 6 1.

Ce qui nous donne∫
RN\B r

2

∫
RN\B r

2

|φ(x)− φ(y)|2

|x− y|N+2s dxdy =
∫
RN\B r

2

∫
RN\B r

2
∩|x−y|6 r4

|φ(x)− φ(y)|2

|x− y|N+2s dxdy

+
∫
RN\B r

2

∫
RN\B r

2
∩|x−y|> r

4

|φ(x)− φ(y)|2

|x− y|N+2s dxdy

6
∫
RN\B r

2

∫
RN\B r

2
∩|x−y|6 r4

|x− y|2

|x− y|N+2sdxdy

+
∫
RN\B r

2

∫
RN\B r

2
∩|x−y|> r

4

1
|x− y|N+2sdxdy
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ainsi∫
RN\B r

2

∫
RN\B r

2

|φ(x)− φ(y)|2

|x− y|N+2s dxdy 6
∫
Br

∫
|z|6 r4

1
|z|N+2s−2dzdy +

∫
Br

∫
|z|> r

4

1
|z|N+2sdzdy

6
∫
Br
dy

∫
|z|6 r4

1
|z|N+2s−2dz +

∫
Br
dy

∫
|z|> r

4

1
|z|N+2sdz

6
∫ r

0
tN−1dt

∫ r
4

0
τ1−2sdτ +

∫ r

0
tN−1dt

∫ +∞

r
4

1
τ2s+1dτ

6
rN

N

(
r2−2s

(2− 2s)4(2−2s) −
42s

(2s)r2s

)
6 (24srN−2s

N
)
(

r2

(2− 2s)24 −
1
2s

)
< +∞.

Ce qui implique∫
RN\B r

2

∫
RN\B r

2

|uε(x)− uε(y)|2

|x− y|N+2s dxdy 6
∫
RN\B r

2

∫
RN\B r

2

|uε(x)− uε(y)|2

|x− y|N+2s dxdy

+ CεN−2s(24srN−2s

N
)
(

r2

(2− 2s)24 −
1
2s

)
6

∫
RN\B r

2

∫
RN\B r

2

|uε(x)− uε(y)|2

|x− y|N+2s dxdy + C ′εN−2s

=
∫
RN\B r

2

∫
RN\B r

2

|uε(x)− uε(y)|2

|x− y|N+2s dxdy +O(εN−2s),

(5.67)

quand ε −→ 0.
• Pour x ∈ B r

2
, y ∈ RN\B r

2
, φ(x) = 1, |φ(y)| 6 1.

|φ(x)uε(x)− φ(y)uε(y)|2 = |φ(x)uε(x)− φ(x)uε(y) + φ(x)uε(y)− φ(y)uε(y)|2

= |φ(x)
(
uε(x)− uε(y)

)
− uε(y)

(
φ(y)− φ(x)

)
|2

6 |uε(x)− uε(y)|2 + |uε(y)|2|φ(x)− φ(y)|2

+ 2|uε(x)− uε(y)||uε(y)||φ(x)− φ(y)|,

donc∫
RN\B r

2

∫
B r

2

|φuε(x)− φuε(y)|2

|x− y|N+2s dxdy 6
∫
RN\B r

2

∫
B r

2

|uε(x)− uε(y)|2

|x− y|N+2s dxdy

+
∫
RN\B r

2

∫
B r

2

|uε(y)|2|φ(x)− φ(y)|2

|x− y|N+2s dxdy

+ 2
∫
RN\B r

2

∫
B r

2

|uε(x)− uε(y)||u∗ε(y)||φ(x)− φ(y)|
|x− y|N+2s dxdy.
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D’après ce qui précède on trouve :

•
∫
RN\B r

2

∫
B r

2

|uε(y)|2|φ(x)− φ(y)|2

|x− y|N+2s dxdy 6 CεN−2s
∫
RN\B r

2

∫
B r

2

|φ(x)− φ(y)|2

|x− y|N+2s dxdy

6 CεN−2s
∫
B r

2

∫
RN\B r

2
∩|x−y|6 r4

|x− y|2

|x− y|N+2sdydx

+ CεN−2s
∫
B r

2

∫
RN\ r2∩|x−y|>

r
4

1
|x− y|N+2sdydx

6 CεN−2s
∫
B r

2

∫
|z|6 r4

1
|z|N+2s−2dzdx

+ CεN−2s
∫
B r

2

∫
|z|> r

4

1
|z|N+2sdzdx

6 CεN−2s
∫
B r

2

dx

∫
|z|6 r4

1
|z|N+2s−2dz

+ CεN−2s
∫
B r

2

dx

∫
|z|> r

4

1
|z|N+2sdz.

En faisant le changement de variable suivant |z| = τ on obtient∫
RN\B r

2

∫
B r

2

|uε(y)|2|φ(x)− φ(y)|2

|x− y|N+2s dxdy 6 CεN−2s
∫ r

2

0
tN−1dt

∫ r
4

0
τ1−2sdτ

+ CεN−2s
∫ r

2

0
tN−1dt

∫ +∞

r
4

1
τ2s+1dτ

6 CεN−2s
∫ r

2

0
tN−1dt

(∫ r
4

0
τ1−2sdτ +

∫ +∞

r
4

1
τ2s+1dτ

)

6 CεN−2s(24srN−2s

N
)
(

r2

(2− 2s)24 + 1
2s

)
6 C ′εN−2s = O(εN−2s) (5.68)

quand ε −→ 0.
On a

•
∫
RN\B r

2

∫
B r

2

|uε(x)− uε(y)||uε(y)||φ(x)− φ(y)|
|x− y|N+2s dxdy 6

∫
RN\B r

2

∫
B r

2

|uε(x)||uε(y)||φ(x)− φ(y)|
|x− y|N+2s dxdy︸ ︷︷ ︸
I

+
∫
RN\B r

2

∫
B r

2

|uε(y)|2|φ(x)− φ(y)|
|x− y|N+2s dxdy︸ ︷︷ ︸
II

.
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Commençons par estimer (II), le Lemme 5.5 et (5.68) nous donne

∫
RN\B r

2

∫
B r

2

|uε(y)|2||
>0︷ ︸︸ ︷

φ(x)− φ(y) |
|x− y|N+2s dxdy 6 CεN−2s

∫
RN\B r

2

∫
B r

2

|φ(x)− φ(y)|2

|x− y|N+2s dxdy

6 CεN−2s

= O(εN−2s), (5.69)

as ε −→ 0.
Estimation de (I). On sait que

∫
B r

2

|uε(x)|dx 6
∫
|x|6 r2

ε
(N−2s)

2

(ε2 + |x|2)
N−2s

2
dx 6

∫
|x|6ε

ε
(N−2s)

2

(2ε2)
N−2s

2
dx+

∫
ε6|x|6 r2

ε
(N−2s)

2

(2|x|2)
N−2s

2
dx

6
ε−

(N−2s)
2

2
N−2s

2

∫ ε

0
tN−1dt+ ε

(N−2s)
2

2
N−2s

2

∫ r
2

ε
τ2s−1dτ

6
ε

(N+2s)
2

N2
N−2s

2
+ ε

(N−2s)
2

(2s)2
N−2s

2

[
r2s

22s − ε
2s
]

6
−(N − 2s)
N(2s)2

N−2s
2

ε
N+2s

2 + r2s

(2s)2
N+2s

2
ε
N−2s

2

6 −C1ε
N+2s

2 + C2ε
N−2s

2 . (5.70)

En utilisant ce résultat et le Lemme 5.5 on trouve∫
RN\B r

2

∫
B r

2

|uε(x)||uε(y)||φ(x)− φ(y)|
|x− y|N+2s dxdy

6 Cε
N−2s

2

∫
RN\B r

2

∫
B r

2

|uε(x)||
>0︷ ︸︸ ︷

φ(x)− φ(y) |
|x− y|N+2s dxdy

6 Cε
N−2s

2

∫
RN\Bς

∫
Bς

|u∗ε(x)||φ(x)− φ(y)|2

|x− y|N+2s dxdy

6 Cε
N−2s

2

∫
B r

2

∫
RN\B r

2
∩|x−y|6 r4

|uε(x)||x− y|2

|x− y|N+2s dydx

+Cε
N−2s

2

∫
B r

2

∫
RN\B r

2
∩|x−y|> r4

|uε(x)|
|x− y|N+2sdydx
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ainsi ∫
RN\B r

2

∫
B r

2

|uε(x)||uε(y)||φ(x)− φ(y)|
|x− y|N+2s dxdy

6 Cε
N−2s

2

∫
B r

2

|uε(x)|
∫
|z|6 r4

1
|z|N+2s−2dzdx+ Cε

N−2s
2

∫
B r

2

|uε(x)|
∫
|z|> r4

1
|z|N+2sdzdx

6 Cε
N−2s

2

∫
B r

2

|uε(x)|dx
(∫
|z|6 r4

1
|z|N+2s−2dz +

∫
|z|> r4

1
|z|N+2sdz

)

6 Cε
N−2s

2

∫
B r

2

|uε(x)|dx
(∫ r

4

0
τ1−2sdτ +

∫ +∞

r
4

1
τ2s+1dτ

)

6 Cε
N−2s

2
(
− C1ε

N+2s
2 + C2ε

N−2s
2
)( r2−2s

(2− 2s)42−2s + 42s

(2s)r2s

)
6 −C ′1εN + C ′2ε

N−2s

= O(εN−2s), (5.71)

quand ε −→ 0.
Par conséquent∫

RN\B r
2

∫
B r

2

|uε(x)− uε(y)||uε(y)||φ(x)− φ(y)|
|x− y|N+2s dxdy 6

∫
RN\B r

2

∫
B r

2

|uε(x)||uε(y)||φ(x)− φ(y)|
|x− y|N+2s dxdy +

∫
RN\B r

2

∫
B r

2

|uε(y)|2|φ(x)− φ(y)|
|x− y|N+2s dxdy

= O(εN−2s). (5.72)

Ainsi, on obtient∫
RN\B r

2

∫
B r

2

|φuε(x)− φuε(y)|2

|x− y|N+2s dxdy 6
∫
RN\B r

2

∫
B r

2

|uε(x)− uε(y)|2

|x− y|N+2s dxdy

+ O(εN−2s). (5.73)

(3.50), (5.67) et (5.73) nous donne∫
RN

∫
RN

|φuε(x)− φuε(y)|2

|x− y|N+2s dxdy 6
∫
B r

2

∫
B r

2

|uε(x)− uε(y)|2

|x− y|N+2s dxdy

+
∫
RN\B r

2

∫
RN\B r

2

|uε(x)− uε(y)|2

|x− y|N+2s dxdy +O(εN−2s)

+
∫
RN\B r

2

∫
B r

2

|uε(x)− uε(y)|2

|x− y|N+2s dxdy +O(εN−2s)

6
∫
RN

∫
RN

|uε(x)− uε(y)|2

|x− y|N+2s dxdy +O(εN−2s)

6 S
N
2s
s +O(εN−2s),
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quand ε −→ 0.

ii) Prouvons (3.63)

‖φuε‖2L2(Ω) =
∫

Ω
φ2 εN−2s(
|x|2 + ε2)N−2sdx

>
∫
{|x|< r

2}

εN−2s(
|x|2 + ε2)N−2sdx

>
∫
{|x|<ε}

εN−2s

(2ε2)N−2sdx+
∫
{ε<|x|< r

2}

εN−2s

(2|x|2)N−2sdx

>
εN−2s

(2ε2)N−2s

∫
{|x|<ε}

dx+ εN−2s

2N−2s

∫
{ε<|x|< r

2}

|x|4s−2Ndx,

>
ε2s−N

2N−2s

∫ ε

0
tN−1dt+ εN−2s

2N−2s

∫ r
2

ε
t4s−N−1dt.

On distingue trois cas
• Pour N > 4s on obtient

‖φuε‖2L2(Ω) >
ε2s

N2N−2s −
εN−2s

2N−2s(N − 4s)

[(2
r

)N−4s
− 1
εN−4s

]

>
ε2s

N2N−2s −
1

2N−2s(N − 4s)

[
εN−2s

(2
r

)N−4s
− ε2s

]
6

ε2s

N2N−2s + ε2s

(N − 4s)2N−2s −
εN−2s

22srN−4s(N − 4s)

>
( 2N − 4s

2N−2sN(N − 4s)

)
︸ ︷︷ ︸

>0

ε2s −
( 1

22srN−4s(N − 4s)

)
εN−2s

> C1ε
2s − C ′1εN−2s

> Cε2s +O(εN−2s),

pour ε assez petit, C1, C
′
1, C des constantes strictement positives.

• Pour N = 4s on obtient

‖φuε‖2L2(Ω) >
ε2s

4s22s + ε2s

22s

[
log(r2)− log(ε)

]
> C2ε

2s| log(ε)|+ C ′2ε
2s,

> Cε2s| log(ε)|+O(ε2s),

pour ε assez petit, C2, C
′
2, C des constantes strictement positives.
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• Pour N < 4s on obtient

‖φuε‖2L2(Ω) >
ε2s

N2N−2s + εN−2s

2N−2s(4s−N)

[(
r

2

)4s−N
− ε4s−N

]

>
ε2s

N2N−2s + 1
2N−2s(4s−N)

[
εN−2s

(
r

2

)4s−N
− ε2s

]
6

ε2s

N2N−2s −
ε2s

(4s−N)2N−2s + r4s−NεN−2s

(4s−N)22s

>
( 4s− 2N

2N−2sN(N − 4s)

)
︸ ︷︷ ︸

<0

ε2s +
(

rN−2s

22s(4s−N)

)
εN−2s

> −C3ε
2s + C ′3ε

N−2s

> CεN−2s +O(ε2s),

pour ε assez petit, C3, C
′
3, C des constantes strictement positives.

iii) Pour démontrer (3.64), on utilise (3.50) on trouve

‖φuε‖2
∗
s

L2∗s (Ω)
=

∫
Ω
|φuε(x)|2∗sdx

6
∫
RN
|φuε(x)|2∗sdx

=
∫
RN
|uε(x)|2∗sdx+

∫
RN

(|φ(x)|2∗s − 1)|uε(x)|2∗sdx

= S
N
2s
s +

∫
RN\B r

2

(|φ(x)|2∗s − 1)|uε(x)|2∗sdx

= S
N
2s
s +

∫
RN\B r

2

(
|φ(x)|2∗s − 1

)∣∣∣∣ ε
N−2s

2

(ε2 + |x|2)
N−2s

2

∣∣∣∣2
∗
s

dx

= S
N
2s
s +

∫
RN\B r

2

(
|φ(x)|2∗s − 1

) εN(
ε2 + |x|2

)N dx
∼= S

N
2s
s + εN

∫
RN\B r

2

1
|x|2N

dx

= S
N
2s
s + εN

∫ +∞

r
2

1
tN+1dt

6 S
N
2s
s + 2NεN

NrN

= S
N
2s
s + CεN = S

N
2s
s +O(εN ),

avec C > 0, quand ε −→ 0.

113



ANNEXE

iv) D’après (3.49) on a

‖φuε‖2
∗
s−1
L2∗s−1(Ω)

=
∫

Ω
φ2∗s−1 ε

N+2s
2(

|x|2 + ε2)N+2s
2

dx

>
∫
{|x|< r

2}

ε
N+2s

2(
|x|2 + ε2)N+2s

2
dx

>
∫
{|x|<ε}

ε
N+2s

2(
2ε2)N+2s

2
dx+

∫
ε<{|x|< r

2}

ε
N+2s

2(
2|x|2

)N+2s
2

dx

>
1

2
N+2s

2 ε
N+2s

2

∫
{|x|<ε}

dx+ ε
N+2s

2

2
N+2s

2

∫
{ε<|x|< r

2}

1
|x|N+2sdx

>
1

2
N+2s

2 ε
N+2s

2

∫ ε

0
tN−1dt+ ε

N+2s
2

2
N+2s

2

∫ r
2

ε

1
t2s+1dt.

En intégrant, on obtient

‖φuε‖2
∗
s−1
L2∗s−1(Ω)

>
εN

2
N+2s

2 ε
N+2s

2 (N)
− ε

N+2s
2

2
N+2s

2 (2s+ 1)

[(2
r

)2s
− 1
ε2s

]

>
ε
N−2s

2

2
N+2s

2 (N)
− 1

2
N+2s

2 (2s+ 1)

[
ε
N+2s

2

(2
r

)2s
− ε

N−2s
2

]

>
(

N + 2s+ 1
2
N+2s

2 N(2s+ 1)

)
︸ ︷︷ ︸

>0

ε
N−2s

2 −
( 1

2
N−2s

2 r2s(2s+ 1)

)
ε
N+2s

2

> C4ε
N−2s

2 − C ′4ε
N+2s

2 ,

> Cε
N−2s

2 +O(ε
N+2s

2 ). (5.74)

pour ε assez petit, C4, C
′
4, C des constantes strictement positives.
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Résumé

Dans cette thèse, on s’intéresse à l’étude d’une classe de problèmes non locaux
avec perte de compacité faisant intervenir essentiellement le laplacien fractionnaire
ou le p-laplacien fractionnaire. Plus précisément on s’intéresse à l’existence et la
multiplicité des solutions de la classe de problèmes suivants{

(−∆)s
pu = f(x, u) dans Ω,

u = 0 dans RN\Ω,

où f(x, u) est une fonction qui sera définie ultérieurement, selon les différents cas
considérés dans ce manuscrit.

Mots-clés: Laplacien fractionnaire ; p-laplacien fractionnaire ; exposant critique ; méthode
variationnelle ; méthode de sous et sur solution ; potentiel de Hardy ; terme asymptotiquement linéaire.

Abstract

In this thesis, we are interested in the study of a class of non-local with loss of com-
pactness essentially involving the fractional laplacian or the fractional p-laplacian.
More precisely we are interested in the existence and the multiplicity of the solutions
of the following class of problems{

(−∆)s
pu = f(x, u) in Ω,

u = 0 in RN\Ω,

where f(x, u) is a function that will be defined later, depending on the different cases
considered in this manuscript.

Keywords: Fractional laplacian; fractional p-laplacian; critical exponent; variational method;
sub-super solution method; Hardy potential; asymptotically linear term.
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