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Notations

diam(Q)

Mesure de §2.

Le support de la fonction u.

La classe de Schwartz, c’est ’espace des fonctions indéfiniment dérivables
a décroissance rapide.

Le dual topologique de .7 (RY).

L’ensemble des fonctions infiniment dérivables a support compact dans 2.
La mesure de Lebesgue de RY.

L’ensemble des fonctions mesurables de 2 dans R.

Un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire noté (-, -),

la norme associée notée || - ||.

L’injection continue.

L’injection compacte.

L’espace des fonctions continues et bornées de RY dans R.

L’espace des fonctions ayant des dérivées continues jusqu’a l’ordre m.
Espace des fonctions de C*°(2) a support compact.

{u € LP(Q) tel que un € W24(RY) pour tout fonction n € D(Q)},
oul<g<+ooetse(0,1).

La boule de centre x et de rayon r.

le complémentaire de la boule B,(x) autrement dit RV\ B, (z).

La fonction Gamma définie par : T'(z) = [;F* t*~le~!dt.

Si a € R, c’est la partie entiere de a.

Sia=(ag,---,a,) € NV, cest la longueur du multi indice o, donné par
Zzn:o Q.
Désigne 2! - 252 - - -2, pour z € RN et a € NV,

Hlal
U -
Opt...08"
Une abréviation pour "valeur principale de I'intégrale".
Le diameétre d’une partie bornée © de R tel que
diam(Q) = sup{||z — y|| : z,y € Q}.

La dérivée mixte de u qu’on note



Introduction générale

Cette theése est consacrée a 1’étude d’une classe de problemes non locaux et non
compacts.

Une attention particuliere a été donnée au développement de la théorie du calcul
fractionnaire ces derniéres années. Ceci est d@ au fait que cette derniére permet une
meilleure modélisation et interprétation de beaucoup de phénomenes issus de la physique,
la chimie, la finance, biologie , etc.

L’exemple typique est les processus de Lévy qu’on retrouve dans différents domaines.
Ces processus sont générés par des équations faisant intervenir le Laplacien fractionnaire.
Pour plus de détails concernant les applications nous invitons le lecteur a consulter les
références [9, 14], 23], 25, 27 31].

Notre contribution est ’étude mathématique d’une classe de problémes non locaux,
avec perte de compacité faisant intervenir essentiellement le Laplacien ou le p-Laplacien
fractionnaire. On s’intéresse a ’existence et la multiplicité des solutions de la classe de
problémes suivants

(=A)Su = f(x,u) dans €,
u=0 dans RV\Q,
ot  est un domaine régulier de RV, 0 < s < 1, N > sp, p € (1,400), f(x,u) est

une fonction qui sera définie ultérieurement selon les différents cas considérés dans ce
manuscrit,

(—A)SU(SL‘) = 92 lim ”UJ(J?) — u(y)‘p_Q(u(:E) — u(y))

dy, = eRN.
p N0 JRM\ B () |m _ y|N+sp Y

Sip =2, (—A)® est le Laplacien fractionnaire, pour p # 2 c’est le p-Laplacien fraction-
naire.

Notons que 'existence de solutions dépend de la croissance de la fonction f i.e. sous
critique, critique ou sur critique. La présence d’un terme non compact dans I’équation
engendre certaines difficultés. Dans de telles situations, les méthodes classiques ne s’ap-
pliquent pas. Le probléme type est le probleme de Brézis-Nirenberg [22]. Ce dernier a
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été une source d’inspiration de beaucoup de travaux.
Ce travail comprend cing chapitres.

Le chapitre [T] concerne un rappel sur les outils de I’analyse non linéaire qui nous se-
ront utiles dans cette these tels que les espaces de Sobolev fractionnaires, les différentes
injections, le Laplacien fractionnaire et d’autres résultats nécessaires pour la résolution
des problemes posés.

Dans le chapitre [2| on généralise les travaux de Cac, Gatica, et Li [24] au probleme
non local suivant

(~A)gu = pg(a)y(u)  dans Q.
u=0 dans RV\Q,

ot1 Q est un domaine borné régulier de RY (N > sp), p > 2, s € (0,1), v est une fonction
continue positive et g est une fonction qui change de signe satisfaisant certaines condi-
tions.

Il est connu que l'existence de solutions positives dépend du signe du second membre
de I’équation traitée. Dans cette partie on montre que le probléeme admet une solution
positive sous certaines hypotheses sur la fonction g. En appliquant le théoréme de Leray-
Schauder. Il est a noter qu’on distinguera le cas p = 2 et le cas p > 2.

Les résultats établis dans cette partie nous seront d’une grande utilité pour la résolution
des problemes & venir.

Le chapitre [3| est consacré a I’étude du probléeme non compact suivant

(—=A)u =u?~+ Af(x) dans ,

u >0 dans (2,

u=20 dans RM\Q,
ott Q un domaine borné régulier de RN (N > 2s),0<s<1,q= %f%i, A un parametre
réel strictement positif et f une fonction qui change de signe.

En tenant compte des résultats du chapitre 2] on montre que le probléme admet deux
solutions strictement positives. La démonstration est basée sur la méthode de sous et
sur-solution et une version du Théoreme du Col.

Au chapitre [d] on étend les résultats obtenus précédemment au p-Laplacien fraction-
naire. Comparé au cas semi-linéaire un certain nombre de difficultés ont été rencontrées,
nous citons : Pabsence de la fonction de Green associée au p-Laplacien fractionnaire
chose qui existe pour le Laplacien fractionnaire, le principe du maximum qui n’est pas
applicable ainsi la forme explicite des minimiseurs de ’inégalité de Sobolev fractionnaire.
En définissant un probléme auxiliaire on prouve l’existence de deux solutions positives
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du probléeme considéré.

Quant au chapitre [} il s’agit d’étudier un probléme avec un poids de Hardy de la
forme
(—A)su — uﬁ = Af(z,u) dans Q,
u=0 dans RM\Q,

avec 0 € Q C RY est un domaine borné a frontiere lipschitzienne, ), des parameétres
positifs, f une fonction de Caracthéodory asymptotiquement linéaire a I'infini i.e.
f(z,t)

N
Jim R = () e (@) p > S (1)

Selon les valeurs du parametre A, on prouve 'existence de solutions positives ainsi que
la multiplicité de solutions sous certaines hypotheses sur f en utilisant une méthode
variationnelle.




Chapitre

Préliminaires

Dans ce chapitre on rappelle les différents outils de ’analyse non linéaires dont on
aura besoin dans cette these.
La majorité des définitions et résultats ont été pris des références [3}, 4, 37, [38].

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Espaces des fonctions holdériennes

Définition 1.1 Soient Q un ouvert de RN, m € N, on définit

Cm(Q) = {u € C™(Q) / (Yo € NV, o] < m), Fk; | Dull () < k}
L’espace CJ*(Q) est muni de la norme :
lullom@) = Y I1D%ullL~(q)-
0<[a]<m
On note Cy(2) = CP(12).

Définition 1.2 Soit A € (0,1]. On définit l’espace des fonctions holdériennes bornées
sur § d’ordre A

CZ?’A(Q) = {u € Cp(Q) /AC >0, Y(z,y) € 2 x Qs |u(z) —u(y)| < Clz — y|)‘}

Si A =1, c’est ’espace des fonctions lipschitziennes bornées.
L’espace C’l?’)‘(Q) est muni de la norme :

u(z) = u(y)|
[ull o gy = llullzoe) + sup :
G (@) DT ez —yP
zAY

Plus généralement, on définit ’espace C’gn’/\(Q) comme suit
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Q) = {u eC™(Q) :D™ue CPNQ), (Yo e NV, (o] = m)},

il est muni de la norme

el gy = llullepr) + D2 1D ull o qy-

|a|l=m
m,A\
(C (), ”.Hcgn,)\(ﬂ)) est un espace de Banach et on a

V(1,A),0 <7 <A < 1= CP"NQ) < C7(Q) < CP(Q),

avec des inclusions strictes.

1.1.2 Espace de Lebesgue L
Définition 1.3 Soit p € R tel que 1 < p < 00. On définit

LP(Q) :{ v:Q— R; v est mesurable et ||v||pr < 00 },

ol

1/p
ol = ( [ ota)pd)

L) ={ve M():3A >0 tel que meas{zr e Q |v(z)|>A}=0},

Egalement on a

on note

|| poc(y = inf{A >0 tel que meas{x € Q |v(x)] > A} =0}.

Lemme 1.1 Soit p,q € (1,+00) tel que p < q. Si Q est de mesure finie alors :
LY(Q) — LP(Q),
en particulier :
L®(Q) < LP(Q) — ... = LY(Q) pour tout 1 < p < +o0.

Théoréme 1.1 L’espace LP(Q2) est :
e Banach pour tout 1 < p < 400,

e Séparable pour tout 1 < p < 400,

o Réfilexif pour tout 1 < p < 400.
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1.2 Espaces de Sobolev

1.2.1 Espace de Sobolev d’ordre entier WP, m € N

Dans cette section on présente les espaces de Sobolev classiques et quelques proprié-
tés fondamentales.

Soient 2 un ouvert de RY, m € N et p € [1, +00].

Définition 1.4 On définit l’espace de Sobolev WP () par :

WmP(Q) = {u € LP(Q)\Va € N" tel que [o] < m, D% € LP(Q)},

n a[a]
ol o = (a1, az,...,0p) €N, [a] = 3 oy et DY = 5~ .
=1 arl x:

D%u représente la dérivée mixte au sens des distributions de u sur €2, c.a.d.
(voe @) (D%u.g) = (-1)u D)

W™P(Q) est un espace de Banach muni de la norme :
*x Pour 1 <p<+o00:

S0

e (L R M L

[a]<m

* Pour p = 400 :

[wl[yprm.o () = Oéﬂf]igmHDauHLm(Q)-

* Sip=2:
On note W™2(Q) = H™(). Cet espace est un espace de Hilbert dont le produit scalaire
est donné par

<u, U>Hm(Q) = Z (Dau, Dav)L2(Q) .

0<[a]<m
En particulier
(u, u) grn () = l|ullFrm -

Définition 1.5 On définit l’espace W (Q) comme la fermeture de C§°(2) dans W™P(Q).
Supposons que ) est un ouvert régulier, alors en utilisant le théoréme de trace, on déduit
la caractérisation suivante de l’espace Wy"F(Q) : Pour u € W™P(Q) on a

ue Wy(Q) = (Va e NV, [a] < (m — 1)) D% =0 sur 0S).

9
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Proposition 1.1 W™P(Q) est un espace :
e Banach pour 1 < p < +o0,
o Réflexif pour 1 < p < 400,
e Séparable pour 1 < p < +00.

Théoréme 1.2 : Pour 1 <p < 400 on a
WP (®Y) = W (RY).

Théoréme 1.3 (Injection continue pour l’espace de Sobolev) [7]
Soient m > 1 un entier et 1 < p < oo. Alors :

1. SiN >mp :

wmr(RNY — LYRYN <g ———.
( ) ( )7 pourp % g N—mp

2. Si N=mp :
e pourp>1ona:

WP (RN) — LYRY), pour p < q < +oo0.

epourp=1(N=m)ona:

W RN) < Cp(RY).

3. Si N <mp :
N
e pour — ¢ N et j tel que (j —1)p < N < jp :
p

i N
wmP(RY) — J”\(RN) pour tout 0 < A < j — —.
p

N . N
epour —e€Netm=2j=—+1:
p p

21,2
(

WP (RN — C’;n_p RY)  pour tout 0 < X < 1.

Le théoréme reste vrai pour un ouvert régulier qu’il soit borné ou pas.

Théoréme 1.4 (Injection compacte pour l’espace de Sobolev)[77]
Soit Q un ouvert borné, lipschitzien de RY avec N > 1.

10
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1. SiN >mp :

WmP(Q Li(Q tout —_—.
(Q) =< LI(Q), pour tou Q<N—mp

2. SiN=mp :

WP(Q) —— LY(Q), pour tout q < +oc.

N
3. SiN<mpetj:[p]+1:

R N
WP (Q) s Cm—JvA(Q) pour tout 0 <\ < j— ;

Remarque 1.1 Le Théoréme précédent est appelé le Théoréeme de Rellich-Kondrachov.
Noter que dans l’énoncé, sans aucune hypothése de régularité sur 02 on peut remplacer
WmP(Q) par Wi'P(Q) .

1.2.2  Espace de Sobolev factionnaire W*?, s € (0,1)

Dans cette section on s’intéresse a ’espace de Sobolev de type fractionnaire W*P(£2)
pour s € (0,1).

Définition 1.6 Soient Q un ouvert de RN, s €(0,1) et p € [1,+o0] .
L’espace fractionnaire W*P(Q) est donné par :

——— {uem w<>} W)
r—ylr

W#P(Q) est un espace de Banach engendré par la norme :

1
» ,
fullwsioy = ( [ JaPdo + [ [ 0= S0 dnar) (1.2

d’une maniére équivalente on a

lullws») = lull o) + [W]wsr@), (1.3)
ol )
lu(z) — uly)? »

est appelée semi norme de u (ou la norme de Gagliardo).

11
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Définition 1.7 Soient Q un ouvert de RN, s € (0,1) et p € [1,4+o00[. On définit I’espace
Wyt () par
WeP(Q) := {U e WSP(RY) : u =0 p.p dans RN\Q}.

Si Q) est borné, la norme équivalente est
[ullwer ) = [ulwsr@)-
Proposition 1.2 Soit Q un ouvert de RV, s € (0,1) et p € [1,+00), alors :
lespace W*P(Q) est
e Banach si 1 < p < +oo,

o Réflexif si 1 < p < +o0,

e Séparable si 1 < p < +00.

Proposition 1.3 [38] Soient Q un ouvert de RN |, p € [1,+00) et 0 < s < s’ < 1, alors
on a:

WP (Q) < WP(Q).
En plus, il existe une constante C = C(N, s, p) tel que pour tout u € W*?(Q) on a

lullwenay < Cllulypy-

Pour un domaine régulier, la proposition suivante permet d’avoir que le résultat de la
Proposition [L.3| reste vrai quand s’ = 1.

Proposition 1.4 Soient Q un ouvert de RN de classe C%' avec une frontiére bornée,
p € [l,400) et s € (0,1). Alors

WP(Q) C W*P(Q).
Pour tout u : Q — R fonction mesurable on a
[ullwsr) < Cllullwirq), (1.5)

ot C = C(N,s,p) =1 est une constante .

Remarque 1.2 On suppose que 2 un ouvert connexe de RN . Bourgain, Brezis et Mi-
ronescu [T9] ont prouvé que pour toute fonction u € WHP(Q), on a

. lu(x) —u(y)P /
lim (1 — ———" drdy =C VulPdx 1.6
S1 1( 5)/ | |N+sp Yy 1 | | s ( )

ot C1 = C1(N,p) > 0. Comme conséquence, si pour s > 1, on a

/ |u(z) — uly)”
Q

drdy < +o0,
o Jo— e S

12
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alors en faisant tendre s vers 1 dans @), on déduit
/ |VulPde =0
Q

ce qui implique que u est constante.
Par conséquent, La définition de l’espace W*P(Q) quand s > 1 par est impos-
sible.

L'espace C§°(RY) est dense dans W*P(R™), donc si on utilise I'opérateur prolonge-
ment, on récupere le résultat de densité suivante dans I'espace W5P(Q).

Corollaire 1.1 Soit Q un ouvert lipschitzien de RN avec une frontiére bornée. On consi-
dérep € [1,+00) et s € (0,1). Pour tout u € WP (), il existe une suite {u,} € C§°(RY)

telle que :

Al = @) =0

Injection continue

On a trois cas :

esp< N :

Théoréme 1.5 Soient s € (0,1) et p € [1,+00) tel que sp < N, alors il existe C =
C(N, s,p) > 0, tel que, pour tout v € C(RN), on a :

1
WF 4 )
ol < € [, [, s R o dy) (1.7

N
avec p; = pi(N,5) = 25

WHP(RY) — LYRYN) Vq € [p,pi].

Remarque 1.3 Les injections ci-dessus ne sont pas généralement vérifiées pour l’espace
W*P(Q2), car ce n'est pas toujours possible de prolonger une fonction f € W*P(§) a une
fonction de WP(RN). Pour pouvoir le faire, nous devrions exiger d’autres hypothéses
de régularité sur Q.

Théoréme 1.6 On considére s € (0,1), p € [1,+00) tel que sp < N. Soit Q un ouvert
lipschitzien de RN . Alors il existe C = C(N,s,p,Q) > 0, tel que pour tout v € WP(Q)
on a:

[vllLa) < Cllvllwsr@) Va € [p, P, (1.8)
i.e.

W57P<Q) (SN LQ(Q) Vq S [p7p:]7

13
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Np

N —sp’
Si de plus ) est borné alors :

avec pi =

WP(Q) < LUQ) Vq € [1,p]]. (1.9)
esp=N:
On a le théoréme suivant qui nous donne l'injection quand sp = N.

Théoréme 1.7 On considére s € (0,1), p € [1,+00) tel que sp = N. Alors il existe une
constante C = C(N, s,p) > 0 tel que pour tout q € [p,+o0[, on a

(Vo € CFRY)) vl pa@y) < Cllvllwss@yy  Va € [p, +00),

autrement dit,
WP(RY) < LIURY) Vg € [p, +00).

Quand le domaine € est régulier, en utilisant 'opérateur de prolongement, les injections
précédentes restent vraies si on remplace R™ par ().

Théoréme 1.8 Supposons que s € (0,1) et p € [1,400) tel que sp = N. Si Q est un
owvert lipschitzien de R alors il existe une constante C = C(N,s,p,Q) > 0 tel que pour
tout v € WP(Q) on a :

[vllzae) < Cllvllwsr),  Va € [p, +00),

i.e.

WSP(Q) < LYQ) Vg € [p, +00). (1.10)

De plus, si  est borné alors :
WP(Q) — LY(Q) Vqe€ [1,+00).
esp>N:

Dans ce paragraphe on présente deux propriétés de régularité pour les fonctions de
WeP(Q) lorsque sp > N, avec Q = RV,

Théoréme 1.9 Soient s € (0,1) et p € [1,+00) tel que sp > N, alors il existe une
constante C = C(N, s,p,Q) tel que :
Yo € WP(RY),

v W N < C ||v|lwspmyy,

Il -5y < € Ilhwesey

en particulier
N
s— N
p

Wer®RY) < €, 7 (RN) < L2(RY).

14
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Corollaire 1.2 Soit Q C RV est un ouvert lipschitzien et soient s € (0,1), p € [1,+00),
sp > N. Il existe une constante C = C(N, s,p, ) tel que : Yv € WP(Q)

)

o] - < Ol

en particulier

Q) = Lo(Q).

Injection compacte

Théoréme 1.10 [37]

Considérons 0 un ouvert borné de classe C%! de frontiére bornée, s € (0,1), p > 1. Soit

N > 1 alors :

N

o Sisp <N, onaW?3P(Q) —— LI(Q) pour tout ¢ < ~ P
— sp

e Sisp=N, on a W*P(Q) —— LI(Q) pour tout ¢ < +oc.

e Sisp> N, onaWP(Q) —— CE’A(Q) pour tout 0 < A < s — %.

1.2.3 Espace de Sobolev fractionnaire W*?, s € R\N

Définition 1.8 Soient Q un ouvert de R™, p € [1,4+00). Si s € R\N avec s > 1 on peut
écrire s = m + o, avec m € N est la partie entiére de s et o € (0,1), dans ce cas on
définit l'espace W*P(Q) comme suit :

WeP(Q) := {u € W™P(Q) : D% € W7P(Q) pour tout « t.q. |a| = m}, (1.11)

c’est un espace de Banach.
C’est un espace de Banach par rapport da la norme

P
sy i= (Ielympe + 3 10" ulyeney) (1.12)

[a]=m

Si s = m, lespace W*P(Q) coincide avec 'espace de Sobolev d’ordre entier, voir la
définition [[L41

Proposition 1.5 Soient p € [1,400) et s, s > 1 des réels. On considére Q un ouvert
de R" de classe C%.
Alors, si s’ > s, on a :

W*'P(Q) C WP (Q).
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Pour s > 0 et comme le cas classique (s € N), on peut approximer les fonctions de
WP(RN) par des suites des fonctions réguliéres & support compact .

Théoréme 1.11 [J] Pour tout s > 0, Uespace C°(RYN) des fonctions réguliéres a sup-
port compact est dense dans WP(RY).

Propriété 1.1 Soit Q un ouvert de RY.
e Ona:

s, ATV @)
W(Q) = C5°()

(Q #RM).
En plus, du théoréme on trouve :
WoPRY) = Wor(RN).

e En outre, l'espace C§°(2) n’est pas dense dans W5P(QQ), et on a WP(Q) £ WyP ().

Remarque 1.4 o]l est clair que les inclusions obtenues dans les Propositions[1.3 et[1.4),
sont valables pour l’espace Wi(8).

e Quand s <0 et p € (1,400), W*P(Q) est défini comme le dual de l’espace Wy ()
avec + + % =1.

p
1.2.4 L’espace H*(RY)

Dans cette partie on s’intéresse au cas particulier du p = 2. Notez que ’espace H*®
fournit le cadre naturel pour les études des équations elliptiques dont 'opérateur prin-
cipal est le Laplacien fractionnaire.

Soit s € (0,1), pour p = 2 les espaces W*2(RY) et W 2(RY) deviennent des espaces de
Hilbert ou :

WARY) = HY(RY) = {u € L2RY) : [ulypagry < +00} (1.13)
pour  un ouvert de RY
Wi(©) = Hy(2) = {u € H*®Y) : u=0p.p dans RM\Q}, (1.14)

la notation [ . Jyys2gyy est définie dans (1.4).
L’espace H?® est muni de produit scalaire :
Yu,v € H¥(RN);

(U, ) s vy = /]RN u(z).v(zr)dr + - (u() _|Z(y)g)/$\}[(f2)s_ U(y))dxdy.

16
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1.3 Laplacien fractionnaire (—A)*

Maintenant on va introduire la définition du Laplacien fractionnaire (—A)® pour
s € (0,1), et quelques résultats le concernant.

Définition 1.9 Soit s € (0,1), pour tout u € . on définit le Laplacien fractionnaire
comme sutt :

u(z) — u(y)

(—A)’u(zr) = C(N,s)P.V. o Tz — gV

r

: u(z) — u(y)
= C(N 1 — "
( ’S)s 1H(1)+ ¢B.(x) |T — y|NF2

)

(1.15)

ot C(N,s) est une constante positive qui dépend de N et de s et elle est donnée par :

C(N,s) = (/RN mdg>_l, (1.16)

et C_: = (Cb Cl)a g/ € RN?l'
Remarque 1.5 n’est pas bien définie en général en raison de la singularité de

Uintégrale I’, sauf si s € (0, %) En effet, on a :
Pour tout u € .7 et pour x € RN fizé :

u(z) — u(y)| |z —y| / 1
dy < C d oo ———d
/RN |z — y[N+2s Yy By |T — y|Nt2s Y+ [[ull oo ) By T — y|NT2s Yy

1 1
< C(/ —g—d +/ d>
B |t — V21T Jop o — gy

C(/R 1 d e 1 d
b +/ 1 )<+oo.
o 12T e JpP

C > 0 est une constante qui dépend de la dimension et de ||u| .

Dans le lemme suivant on donne une autre écriture pour (—A)*, tel qu’on écrit comme
un quotient différentiel du second ordre pondéré.

Lemme 1.2 Soit s € (0,1), alors pour tout u € . on a :

(—A)°u(x) = —%C(N, s) /RN uz+y) +|;’(]\Jf+;5y) — 2ulz) dy, V& eRVN. (1.17)
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Propriétés de la constante C'(N, s)

Dans la suite, on donnera quelques propriétés sur la constante C (N, s) qui intervient
dans ([1.15)). Ces résultats sont prouvés dans [3§].

Lemme 1.3 Soit s € (0,1), on rappelle que :

C(N,s) = (/RN de)l.

Soient A(N, s) et B(N,s) comme suit :

1 st N=1
- 1
A(N,s): / i si N>2, (1.18)
RYE (1A Jy'?)
et 1 ;
— cos
B(s) = s(1 — —————dt. 1.19
() =s0-9) [ T (1.19)
Alors : (1-s)
s(1—s
C(N,s) =
(N.5) = ZN 9B()
Proposition 1.6 On a :
400 pN—2
(i) lim A(N,s) = wN,g/ ——5—dp < +o0;
s—1— 0 (1 + p2)7+1
+o00 ,0N_2
(ii) lim A(N,s) = wN_g/ ——dp < +o0;
s—0t 0 (1+p2)2

(iti) lim B(s) = 3;

s—1-

(iv) lim B(s) =1,
s—0t
ot wy_2 désigne la mesure dimensionnelle (N — 2) de la sphére unitaire
En conséquence on a :

. C(N,s) (wN_2 too N2 -
lim = / ~—dp |
s— 1~ S(l - S) 2 0 (1 + p2)5+1

. C(N,s) ( oo pN—2 )‘1
lim = CL)N_Q/ —xdp| .
s—0t s(1 —s) 0 (1+pY)2

SN2,

et

Corollaire 1.3 On a les résultats suivants :

18
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N C(N,s) 4N
(z)slirg* s(1—5)  wn_1
(i) tim CS) 2

s—0t+ s(1—58)  wn_1

ot wy_1 désigne la mesure dimensionnelle (N — 1) de la sphére unitaire SN =1.

Remarque 1.6 On peut trouver la définition du Laplacien fractionnaire par la trans-
formée de Fourier (voir [17]).

1.4 Outils fonctionnels

Le but de ce chapitre est de rappeler quelques résultats que nous allons utiliser dans
les chapitres a venir.

Lemme 1.4 (Lemme de Fatou)

Soit {v,} une suite de fonctions de L' (Q) telle que :
(i) Yn € N, vy (z) > 0 p.p sur Q.

Pour p.p.x € Q, on pose v(x) = Aglfofo vp(x), alors

/ v(z)dr < liminf [ v,(x).
Q

n—-+oo JO)

Définition 1.10 Soit H un espace de Hilbert réel. On dit qu’une forme bilinéaire a(u,v) :
HXH—Rest:
e Continue s’il existe une constante C telle que

la(u, v)] < Cllullflo]l - Vu,v e H.
e Coercive s’il existe une constante o > 0 telle que
a(v,v) = aljv||* Vv e H.

Théoréme 1.12 (Lax Milgram)
Soit a(u,v) une forme bilinéaire, continue et coercive sur un espace de Hilbert H. Alors,
pour tout w € H, il existe un et un seul u € H telle que

a(u,v) = (p,v) Yv € H.

De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisée par :

%a(u,u) —(p,u)y = {}Iél?I_[l {;G(Uﬂ)) — (e, U>}

Proposition 1.7 (Inégalité de Holder)
Soit 1 < p < oo, on note p’ l’exposant conjugué de p i.e .% + ]% =1.
Siue LP(Q) et ve LY () alors uwv € L'(Q)
et
vl oy < Il oy 1ol o -
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Théoréme 1.13 (Théoréme de convergence monotone)

Soit {v,} une suite croissante de fonctions positives de L*(2) qui converge p.p vers v.

Alors
/ lim wv,dr = lim vdr.
Q

n—>-+00 n—+oo JO

Théoréme 1.14 (Théoréme de convergence dominée)
Soit {v,} une suite de fonctions de L*(Q) telle que :
®Un —— U PP, GUEC U € M(Q).

n—oo

e Jwec LY Q) telle que :
Vi1, |on(@) < w(z) pp en
Alors
1 .
vel (Q>etngnioo |vn —vl|L1q) =0,

ce qui implique

lim Qvn(x)dﬂr::/Q lim vn(m)dx:/ﬂv(x)dx.

n—--+o0o n—--+o0o

Théoréme 1.15 (Lemme de Brezis-Lieb)[21|
Soit 0 < p < oco. On suppose que il existe C' > 0 tel que

|vnllLr ) < C,
et v, — v p.p dans ().

Alors

nlglgo <”Un||]zp(9) — |lon — U”ip(ﬂ)) = HUHII)JP(Q)‘

Considérons le probleme linéaire suivant

{(—A)su =g dans Q, (1.20)

u=20 dans RV\Q,

oits € (0,1) et Q un domaine de RY. Le théoréme de Lax Milgram nous assure I’existence
et l'unicité de la solution du probleme (|1.20)).

Proposition 1.8 [67] Soit Q un domaine lipschitzien borné vérifiant la condition de la
boule extérieure. Supposons que u est une solution du probléme avec g € L>(Q).
Alors, u € C5(RYN) tel que

[ulles®vy < CllgllLe ()

avec C' = C(s,€2) > 0.
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Théoréme 1.16 [67] Soit Q un domaine CH' borné. Supposons que u est une solution
du probleme (1.20)), g € L>(Q) et §(z) = dist(z,08). Alors on a
u
155l ca@) < Cllgllz=,
pour 0 < o := (s, Q) <min{l,1 — s} et C :=C(s,Q) > 0.

Théoréme 1.17 [16] Soit 1 < g < co. Si g € LY(Q) et u est la solution faible unique
du probléme . Alors u € Wi54(Q).

Lemme 1.5 [16] Soit N > 2s. Supposons que g € L1(Q), % <qg< 2% et u est la

solution faible unique du probléme . Alors, il existe C > 0 tel que

[ullLae) < Cllgllza)-

Proposition 1.9 [71] Soit Q un domaine borné régulier. On suppose que u une solution
positive du

(—A)*u = f(z,u) dans Q,

u=0 dans RV\Q,
tel que |f(z,t)| < C(1+ [t]P), oup € 1,25 —1] et C > 0. Alors u € L®(Q).
Proposition 1.10 (Principe du mazximum faible)[1]

Supposons que pour € > 0, u : RN — R est une fonction dans C*T¢(Q) N C(Q) telle
que :

/ lu@l . N . JEAPu<0 dans Q,
—_— 00, €
RN 1+ |y|V+2s 4 u<0 sinon.

Alors uw < 0 dans €.

Proposition 1.11 (Principe du mazimum fort)[0]]
Si u est une fonction semi-continue inférieurement dans 0 qui satisfait

(—=A)*u >0 dans Q,
u =0 dans RN\ Q.

Alors, u > 0 dans RN . De plus s’il existe xo € Q tel que u(zg) = 0, alors u = 0 dans
tout RN,

Proposition 1.12 (Principe de comparaison faible)[60]
Soit Q0 un domaine borné. Supposons que u et v vérifient

(=A)Yu=f dansQ, (—A)v =g dans Q,
u=0 dans RV\Q, v=20 dans RN\ Q.

Si f > g. Alors, u > v dans €.
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Proposition 1.13 (Principe de comparaison fort)[3])]
Soient hi,hy : RN x R — R deux fonctions continues. Supposons que pour vy > 0 on a
v,w € LXRN) N C%+7(Q) tel que

Ay >
{( A)v = hy(x,v) dans <, (1.21)
Sw <

ho(z,w)  dans £,
de plus, w < v dans RN et
ho(z,w(z)) < hi(z,w(z)) pour tout x € Q.
S’il existe un point xo € Q auquel v(xo) = w(xo). Alors, v =w dans tout .

Proposition 1.14 [26] (Lemme de Hopf)
Soient Q un domaine régulier et u(x) £ 0 est une fonction strictement positive satisfai-
sant

(—=A)°u = 0.
S’il y’a un point xo € O avec u(xy) = 0. Alors, il existe a > 0 tel que
u(x) = a(x — zo)vo(xo), ot vy est la normale extérieure au point xg.
Corollaire 1.4 [/9] Soient p € (1,00) et u € WiP(Q) vérifiant
[(=A)ul < K faiblement dans €2,
pour K > 0. Alors,
1
ull Lo (@) < (Cak)P~T,
avec Cq = C(N,p, s,d) et d = diam(£).
Lemme 1.6 (Principe de comparaison)[53] Soient p > 2, N < ap < N + p. Si
u,v € WP (RY) deux fonctions continues tels que

e u>v dans RV\Q.
e pour tout 1 € Cp(R2) tel que ¥ >0 on a

L/ l/ hdx)—Wdy)V_2@K$)—ldyD(¢C®-—d%yﬁdxdy
RN JrN |z — ylop

v(@) — v(y)[P*(v(x) — v(y) (Y(z) —Y(y))
> /]RN/RN dxdy.

|z — ylop

Alors, u > v dans RN,

Théoréme 1.18 (Inégalité de Picone fractionnaire)[13]
Soit p € (1,+00) et v € W5P(Q) avec v > 0. Supposons que (—A)5v > 0 est une mesure
de Radon bornée dans Q). Alors, pour tout w € WiP(Q), on a

s, wh P
2/9(—A)pvvp_1da: < ol gy
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Théoréme 1.19 [/9] Soient p € (1,00) et g € L>®(Q). 1l existe a € (0,s] et Cq =
C(N,p,s,9Q) > 0 tel que pour u € W5*(Q) solution faible de

{(—A);u =g dans (, (1.22)

u=0 dans RN \Q.
On a )
ullon @ < Callgll iz,

en particulier v € C*(Q).
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Chapitre

Probleme non local avec une donnée qui
change de signe

Ce chapitre est le développement des parties des articles [18], [58].

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on étudie ’existence de solutions positives du probleme non-local
suivant

—A)u = ug(x)y(u) dans §,

{( )i = () (w) -

u=0 dans RV\Q,

ot  est un domaine borné régulier de RY, s € (0,1), p € (1,+00), u un parametre
réel strictement positif, v une fonction continue positive et g une fonction qui change de
signe satisfaisant certaines hypotheses qu’on spécifiera ultérieurement.

Ce probleme est intéressant, ceci est dii au fait de la présence d’un coefficient qui
change de signe. En général l’existence de solutions positives dépend du signe du second
membre de ’équation. La plupart des travaux supposent que ce dernier est de signe
positif.

A noter que pour s = 1 le probléme a été traité par Cac et al [24], des résultats
d’existence et de non existence ont été obtenu.

Notre objectif est de généraliser les résultats de Cac et al [24] & un probléme non
local faisant intervenir le Laplacien fractionnaire et le p-Laplacien fractionnaire.

Il s’avere que dans notre étude on aura besoin de deux types de problémes :

Probléme semi-linéaire i.e. p = 2, qui fera objet de la section [2.3] L’existence de
la solution est établie en utilisant le théoreme de Leray-Schauder. La positivité de la
solution repose sur la fonction de Green associée au Laplacien fractionnaire.

La section [2.4] est dédiée au probleme quasi-linéaire i.e. p # 2. La résolution de
ce dernier a engendré certaines difficultés. L’existence de la solution est assurée par le
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théoreme de Leray-Schauder. Par contre la positivité de la solution est plus délicate a
prouver cela est da a 'absence de la fonction de Green pour un opérateur quasi linéaire
et qu’on ne peut pas appliquer le principe du maximum. L’idée est d’utiliser le principe
de comparaison afin de surmonter les différentes difficultés.

La résolution de ce probleme nous sera d’une trés grande utilité pour les chapitres
qui suivent.

2.2 Résultats préliminaires

Dans cette section on rappelle la définition du degré topologique de Leray-Schauder
ainsi que quelques propriétés qui nous seront utiles. Pour plus de détails nous invitons
le lecteur a consulter la référence [52).

On note par E un espace de Banach dont sa norme est notée par ||.||, £ un ouvert
borné de F.

Définition 2.1 On dit qu’un opérateur T : Q — E n’admet pas un point fize sur OS)
st Uéquation u = T'u n’admet pas de solution sur 0. Autrement dit

Tu#u  Yue€ 0.

Lemme 2.1 Si T : Q — E est un opérateur compact (linéaire ou non-linéaire) sans
point fize sur 02 alors
d:= inf ||lu—Tu| > 0.
u€02

Lemme 2.2 Soit T : Q@ — E un opérateur compact (linéaire ou non-linéaire) sans
point fize sur 0. Si e € (0, %) alors il existe un sous espace vectoriel de dimension fini
E. et un opérateur T, : Q) — E. tels que :

(Vu e Q) (Vv e d) [|[Teu — Tu|| <e, et ||Tev —v| > 3e.

Maintenant nous allons définir le degré topologique de Leray-Schauder ce dernier a
été définit & partir du degré topologique de Brouwer.

Définition 2.2 Considérons F' un sous espace vectoriel de dimension finie contenant
E. tel que E- CF C E; FNQ # 0. Le degré topologique de Leray-Schauder est défini
par

deg(I —T,9,0) :=degp(Ir — T:,Q2N F,0).
Signalons que cette définition ne dépend que de T" et Q (voir [52]).
Théoréme 2.1 Soitbe E. Sib¢ (I —T)(00). Alors,

deg(I —T,9Q,b) :==deg({ —T —b,9Q,0).

Dans ce qui suit, nous donnons des propriétés importantes sur le degré topologique.
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Proposition 2.1 Soit b € E. Supposons que deg(I —T,Q,b) # 0 et que u —Tu # b
pour tout u € 02, Alors il existe u € Q solution de l’équation v — Tu = b.

Ensuite on a le résultat suivant

Proposition 2.2 Soientb € E et P: Qx[0,1] — E une application compacte vérifiant
V(u,t) € (02 x [0,1]),  u— P(u,t) #0.
Alors, deg(I — P(.t),Q,b) est constant pour t € [0,1]. Autrement dit,

vt e [0,1],  deg(I — P(.,t),Q,b) =deg(I — P(.,0),0,b).

2.3 Probleme semilinéaire faisant intervenir le Laplacien
fractionnaire

Considérons le probleme semilinéaire suivant

{(—A)sv =g dans Q, (2.1)

v=>0 dans RV\Q,
ou (—A)?® représente le Laplacien fractionnaire dont on rappelle

u(@) — u(y)

—A)® =CnsP.V.
( ) U(TL') N, R |$ _ y|n+23

ou Cp s est une constante qui dépend de N et s.
Nous notons par G(z,y) la fonction de Green associée au probleme ([2.1)) alors

o(@) = (=8)) (@) = [ Gawgly) dv

En utilisant le comportement de G(.,.) et les injections compactes on montre que g €
L1(Q) alors v € LI(2) pour 1 < ¢ < o0.
Dans cette section nous traitons le probleme elliptique semi linéaire suivant

{(—A)Su = ug(z)y(u)  dans Q, (2:2)

u=0 dans RM\Q.

La théorie du degré topologique et la théorie de régularité nous permet d’établir
lexistence de solutions strictement positives pour le probleme ([2.2)).

En appliquant le théoreme du point fixe de Schauder, nous prouvons le théoreme
suivant :

Théoréme 2.2 Soient v € L*°(R), g € LY(Q) avec g > 1. Alors, probléeme admet
une solution u,, € WEZ’Cq(Q) pour tout j € R.
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Preuve
Considérons le probléme suivant

{(—A)Sm =vpg(x)y(u1)  dans €, (2.3)

up =0 dans RV\Q.

Comme ((—A)*)~! est un opérateur compact, alors pour tout u; € Li(Q) et v € [0, 1]
on pose

T, 1) 1= ((-8)°) 7 (vgla)y(un) ).

L’existence de solutions du probleme ([2.3)) revient a résoudre ’équation suivante :
Uy — T,,(ul) =0 ,u; € Lq(ﬂ), (2.4)

pour cela on commence par trouver une boule Br(0) de L9(2) avec R > 0, tel que pour
tout v € [0,1] on a
0¢ (I =T,)(0Br(0) x [0,1]).

En utilisant les Propositionset on montre que (2.4]) admet au moins une solution.
L’existence d’une telle boule est établie en prouvant qu’il existe un R > 0 tel que pour
tout (uy,t) € LY(Q) x [0, 1].

Siup — T,,(ul) = 0, alors ||T,/(U1)”H5(Q) < R. (2.5)
Prenons u; — T, (u1) = 0, le Théoréme nous donne
Tollyzony < KWl sl
< KlglLoe), (2.6)
ainsi, on a
Tl < 1ol
< Kllgllzaa), (2.7)

avec 0 < K, K < +0o qui ne dépendent pas de u1, v, pet v € [0, 1]. Ce qui implique que

(2.5]) est vérifié d’ott I'existence d’une boule Br(0) de L4(£2). De plus le degré topologique

deg(T,, Br(0),0) est bien défini et c’est égal & une constante d’apres la Proposition
On a

deg(I —T,,Bgr(0),0) = deg(I — Ty, Br(0),0)
= deg(I) BR(O)a 0) =1#0, (28)
pour tout v € [0,1]. La Proposition nous donne que 7;, admet un point fixe dans

Br(0) pour tout v € [0,1], par conséquent 77 admet un point fixe.
On conclut que le probléme 1) admet une solution v, € ngf(Q) pour tout u € R.
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O

Maintenant on va montrer que la solution obtenue wu,, est strictement positive grace a
I’hypothese (H1). Remarquons qu'’il est difficile de montrer la positivité de la solution en
présence d’un terme qui change de signe, le principe du maximum n’est pas applicable
directement.

Le résultat principal de cette section est le suivant

Théoréme 2.3 Soit q > % et g € L1(Q) satisfaisant la condition suivante :
(Hp) @ il existe e > 0 tel que / G(x,t) <g+(t) -1+ E)g(t))dt > 0,
Q

ot gt (z) = max{g(z),0}, g~ (z) = —min{g(x),0}. Si vy € C(R) et v(0) > 0. Alors il
existe i > 0 tel que pour tout p € (0, i), le probléme admet une solution strictement
positive.

Preuve Soit M € R tel que M est strictement positif et suffisamment grand. On définit
la fonction troncature 7 : R — R

7(0) s<0
Y(s):=4¢v(s) 0<s<M
M s> M,

avec y(M) = M > 0.
Considérons le probleme

{(_A)Su = png(z)y(u) dans £,

2.9
u=20 dans RM\Q. (2.9)

On a 5 € L*®(R), d’apres le Lemme le probleme (2.9) admet une solution u, dans
2 b
Wchq(Q)'
La fonction 7 est continue, donc pour tout £ € (0, 357) il existe n € (0, M) tel que

Si |yl <n alors [5(y) —3(0)] < ¥(0)¢,

ce qui nous donne
—7(0)¢ <3(y) —7(0) <7(0)¢,
alors
7(0) = 7(0)€ < 4(y) <7(0) +7(0)¢. (2.10)
N

Puisque ¢ > 57, d’apres les injections de Sobolev fractionnaires (Corollaire ) nous

déduisons que u, est dans C'(§2), il s’ensuit

luello@ < EKipllgllaolvllzem)
< Kopllgllpao) < +oo,
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ou K1, Ks sont des constants strictement positives. En Choisissant fi > 0 suffisamment
petit tel que pour tout p € (0, 1) on ait

lupllo < Kapllgllrae
< n.
Comme 7 < M, on peut conclure que pour tout p € (0,7), ¥(uu) = v(uu) et par
conséquent u,, est une solution du probleme ([2.2]).

Maintenant il nous reste a montrer que la solution u, est strictement positive.
Rappelons que pour tout (z,y) € Q x Q, on a

G(z,y) > 0. (2.11)
On définit la solution u, via la fonction de Green on trouve
ue) = n [ G (wsv))dy
= [ 9@ W)~ 9" @)y
— 1 [ 96 (57 W) - g W)l )
en utilisant la continuité de v et on obtient que pour tout & € (0

' 77e)

w@) > uf Q(fc,y)<(v(0)’v(0)§)g+(y)(7(0)+7(0)€)9‘(y)>dy

> /7 2 (=05 W)~ 1+ 97 (0) ) dy
> ()1 ¢ /gxy( D~ e )y

> py(0)(1=¢) /Q G(z,y) <g+(y) - (1+ s)g‘(y)>dy,
finalement grace a ’hypothese (Hp), (2.11) et le fait que py(0)(1 —¢&) > 0, on déduit que
pour tout p € (0, /1), € Q on a u,(x) > 0.
O

2.4 Solution positive pour le p-Laplacien fractionnaire

L’objectif de cette section est de généraliser les résultats précédents au cas quasi
linéaire. On cherchera a établir ’existence d’une solution positive du probléme suivant :

{(—A)Zu = pg(z)y(u)  dans Q,

2.12
u=20 dans RM\Q, (2.12)
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rappelons que le p-Laplacien fractionnaire est défini comme suit

S.00) — 91 u(z) — u(y) P> (u(z) — u(y)) N
(=A)pu(z) = 221{‘% () PR e dy, v € R".

Afin d’assurer 'existence d’une solution positive, on impose I’hypothese suivante :
(Hy): gT #0et g~ #0, il existe un € > 0 tel que
(g+ -1+ £)g> € A,
olt ¢*(z) = max{g(z),0}, g~ (z) = —min{g(x), 0},

A= {h € L>®(Q): S(h)(z) = 0 pour x € Q},

et S est lapplication inverse de (—=A)5, S : (W5P(Q))* — W3P(€2) qui est un homéo-
morphisme strictement monotone. S(g* — (1+¢)g~) n’est autre en réalité q'une solution
positive du probleme

(A =(g"(x) - (1+¢e)g~(x)) dans ,
v=20 dans RV\Q.

L’existence est assurée par le théoreme de minimisation et le principe de comparaison.

Théoréme 2.4 Soit g € L>®(Q2) une fonction satisfaisant 'hypothése (Hs). Siy € C(R)
avec y(0) > 0. Alors il existe i > 0 tel que le probléme (2.12)) admet une solution positive
pour tout u € (0, f1).

Preuve En suivant les mémes étapes que le cas p = 2, on commence par définir la
fonction de troncature v : R — R tel que

7(0) ¥y <0
(s) O<y<M
(M) y> M,

Y(y) =

ou M est un parameétre réel, strictement positif et suffisamment grand.
Commengons en premier par traiter le probléme suivant :

{(_A);;u = pg(2)y(u)  dans Q, (2.13)

u=20 dans RV\Q.
Pour tout u € L*>(Q) et v € [0, 1] on pose
Top(u) = ((=2);) " (vpg(a)7(w).
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Comme l'inverse de 'opérateur (—A); est compact, en procédant de la méme maniere
que pour le cas p = 2, on montre que le probléme (2.13)) admet une solution en résolvant
I’équation

u—"T,p(u) =0 ,ue L>®(Q), (2.14)

en montrant l'existence d’une boule B,(0) € L*°(f2) avec r > 0, par la suite obtient que
0¢ (I =T,p)(0B:(0) x [0,1]).
Le Corollaire nous assure ’existence de K3 > 0 tel que

1
1T, ()| () < Ks(pllgllzoe() 7T < o0,

Donc la boule B, (0) existe et elle est dans L>(€2).
En outre le degré topologique de Leray-Schauder deg(T),p, Br(0),0) est bien défini et
c’est une constante, ce qui nous donne que pour tout v € [0, 1]

deg(I — Ty, B,(0),0) = deg(I —To, B,(0),0)
dea(I, B,(0),0)
= 1#0.
Par conséquent, pour tout v € [0,1], T}, admet un point fixe u, dans la boule B,(0).
On déduit que pour tout 1 € R, u,, est une solution du probleme ([2.13]).

D’apres les hypotheses on a la fonction v € C'(R) de méme pour la fonction 7, donc pour
tout ¢ € (0, 55) il existe n € (0, M) tell qu’ on ait

st |yl <n alors |3(y) —5(0)] <7(0)¢,
ce qui implique
7(0) = 3(0)§ < ¥(y) <7(0) +7(0)¢. (2.15)
En utilisant le Théoréme on obtient que pour tout « € (0, s), la solution u, appar-

tient a C*(§2) donc

_1
lunlloa@y < Kalpllgllpoe (@) 7= < +oo.

avec K4 > 0.
Si on choisit 1 > 0 suffisamment petit dans lequel on a pour tout p € (0, 1), on a

1
lupllca < Ka(pllglle@)) 7
< (2.16)

Il s’ensuit que
[up| <.

Ce qui nous donne que (u,) = y(u,) ce qui implique que u, est une solution du

probléme (2.12)).

31



CHAPITRE 2. PROBLEME NON LOCAL AVEC UNE DONNEE QUI CHANGE
DE SIGNE

Maintenant il nous reste a montrer que la solution u,, est positive, pour cela on va
appliquer le principe de comparaison (Lemme |1.6]).
Soit ¢ € WP (Q) tel que ¥ > 0, alors pour tout p € (0, ) on a

p [ s@A@de = u [ (g (@) =g~ @)ilu()vde
= [ (5" @) - 5~ @lu o) )bz
d’apres , pour tout £ € (0, 37;) on obtient
p [ g@itua)ide > [ (@301~ g @)1+ 6 Jvds
> 00 [ (5@ -9 - g @)1+ )vda
_ 1+¢
(o @) @1
(67 @)~ g~ @)1+ 2) Jud.

> n(0)1-9 |

Q

>wdx

> -9 |

Q

La fonction g satisfait (Hz) et py(0)(1 — &) > 0 alors

py(0)(1 =& (gF(x) —g~ (z)(1+¢)) € A,

il s’ensuit que
png(z)y(uu(z)) € A

Par conséquent, la solution u, est positive pour tout x € €.
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Chapitre

Sur un probleme critique non local avec
une donnée qui change de signe

Ce chapitre est le développement de l'article [18].

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous étudions I’existence de solutions strictement positives du pro-
bleme suivant
(=A)Yu=ul4+ A\f(z) dansQ,
u>0 dans €, (3.1)
u=20 dans RM\Q,

ot  est un domaine borné régulier de RN avec N > 2s, s € (0,1), A\ est un parametre réel
strictement positif et f est une fonction de C'1(Q)\{0} qui change de signe satisfaisant
certaines hypotheses.

Les probléemes locaux non compacts ont recu beaucoup d’attention ces dernieres
années nous citons a titre d’exemples le travaux de [8, 51 et leur références.

La perte de compacité génere certaines difficultés pour prouver 'existence de solu-
tions. Si on a un terme qui change signe ¢a serait encore plus pour montrer la positivité
de la solution.

Inspirer par les travaux de [I11, [35], on établit 'existence et la multiplicité de solutions
strictement positives du probleme (3.1J).

Notre étude est partagée en deux principales parties.

Dans la sectionon traite le cas o1 ¢ = 2% —1 ou 2f = ZN_ et Iexposant critique

— N-2s
fractionnaire. En utilisant les résultats du chapitre [2, on obtient que le probleme (3.1

admet une solution minimale strictement positive a énergie négative par la méthode de
sous et sur solution.

En tenant compte de la structure variationnelle du probléme on prouve ’exis-
tence d’une seconde solution dont I’énergie est strictement positive et ceci par le Théo-
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reme du Col.

Dans la section on considere le cas ou g > 27 — 1 et (2 un domaine étoilé par
rapport a l'origine. On établit quelques propriétés des solutions du probleme ((3.1).

3.2 Le cadre fonctionnel

Nous commencons par introduire le cadre fonctionnel de notre probleme. On définit
I’espace de Sobolev fractionnaire
Hj(Q) = {u € H*(RY) : u =0 p.p. dans RN\Q} ,

muni de la norme

uly)?
e = [, [ |x_ |N+25 - dady.

Définition 3.1 On dit que u € H§(Q) est une solution faible du probléme (3.1), si pour
tout ¢ € H3(2) on a

/RNxRN (@) = ) (@) = eW) ) 40— /Qquodx N A/Qf(x)@dx’

o — y 7

Le probleme a une structure variationnelle, donc les solutions faibles du probleme
(3.1) correspondent aux points critiques de la fonctionnelle d’énergie

1 Ju(@) — u(y)? 1

avec u4 = max(u,0).

3.3 Probleme critique

Dans cette setion nous allons montrer que grace aux résultats du chapitre [2, on
peut établir 'existence des solutions strictement positives. Avant de donner les résultats
principaux , on fait I’hypothese suivante
(Hy) il existe € > 0 tel que

[ o@o(r-a+ar®)d>o,

o f*(z) = max{f(z),0}, f~(z) = —min{f(x),0}.

Théoréme 3.1 Supposons que ¢ =25 — 1 et f € CH(Q)\{0} satisfaisant (Hy). Alors il
existe A > 0 tel que :

e pour tout A € (0, A) le probléme (3.1)) admet une solution minimale strictement positive
uy tel que J(uy) < 0. De plus, ces solutions sont croissantes par rapport a A.

e si A=A, le probléme (3.1) admet au moins une solution faible strictement positive.
e si A > A, le probléme (3.1) n’a pas de solution positive.
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Théoréme 3.2 Pour tout A € (0,A), le probléme (3.1) admet une seconde solution.

3.3.1 Existence de la premiére solution

Cette partie est consacrée a la preuve du Théoreme [3.1
Les résultats du Théoréme restent valables pour 1 < ¢ < 2% — 1. L’existence de
solutions strictement positives est étroitement liée au résultat du probléme. On
prend v = 1 dans le probleme de la section tel que on normalise le u de telle
sorte qu’on peut appliquer le Théoréme au le probleme suivant :

{(—A)Su— f(z) dans Q,

3.3
u=0 dans RV\Q, (3:3)

ce probléeme admet une solution strictement positive notée uyg.

On définit
A:=sup{X>0: tel que le probléme (3.1) admet une solution }.

La preuve du Théoréme [3.1] se décompose en plusieurs lemmes. Commengons par
montrer le résultat suivant :

Lemme 3.1 On a0 < A < o0.

Preuve La preuve se base sur la méthode de sous-sur solution. Soit vy I'unique solution
du probleme

(=A)*vp =1 dans Q
vg >0 dans
vg =0 dans RM\Q.

qui est strictement positive. Notons que l'existence de la solution est assurée par le
Théoréme de Lax Milgram, le principe du maximum assure la positivité.

On se propose de chercher la sur-solution de sous la forme u = Mwvg o M est une
constante strictement positive. Le probléme admet une sur-solution u si

(=A)*a > a® " 4 A f(x).
On peut trouver un A > 0 tel que pour tout 0 < A < A on a
M = Mool gy + Amax | f ()],
ainsi
(A a=M > M* uolf g + Amax|f(z)]

> (Mug)=" 4 A f(x).
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Onau = Muvg > 0 dans Q et 4 = 0 dans RV\Q. Ainsi @ est une sur-solution du

probleme (i3.1)).
Maintenant on cherche une sous-solution de ([3.1f). Soit wug la solution strictement
positive du probleme ([3.3), on pose u = Aug sous-solution tel que on a

(A u=Af(z) <u* '+ Af(z) dansQ,
u >0 dans €2,
u=0 dans RNM\Q.

Alors u est bien une sous-solution de . De plus, on choisit A assez petit tel que
Aug < Mug. Le théoreme de sous-sur solution implique que le probléme admet une
solution wu) tel que u < uy < @ pour tout A € (0, 5\). Par conséquent A > 0.

Pour montrer que A < +o00, on prend A > 0 tel que le probleme admet une
solution uy. On considere le probleme de valeurs propres suivant

{(—A)sgb =\¢ dans Q,

$=0 dans RV\Q, (34)

on note par A; la premiere valeur propre du probleme (3.4) et ¢; la fonction propre
correspondante.
On multiplie I’équation du probleme (3.1]) par ¢1, on trouve

[ arn@edr = [ @i+ [ @@
ce qui nous donne aussi
| Caraapnds = [ o @o@)de A [ fa)on)de
en utilisant on obtient
M\ /Q ux(2)¢1 () da = /Q W (@)1 ()da + A /Q (@)1 (2)da

ce qui implique

)\/Qf(x)dn(x)dx _ )\1/Q / ()

— /Q (Mua(@) — 21 (2)) (3.5)
On pose E(uy) = u?\:_l — A\uy, alors
E'(uy) = (25 — Duy > = Ar

Pour E'(uy) = 0 on trouve
(28— Duy 2= A =0,
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ce qui implique
L) (3:6)
25 —1 ’ '

uy = (
E(uy) a un minimum u} sur [0, 4+00)
E(u}) < E(uy).

En remplagant (3.6) dans E(uy) on trouve

= Al g 221
s—2 )\ 25-2 < s _ A ,
G ™ NG < -
donc «
oy AL (3T o
(_25)<2*_1) s gu)\s _)\luA7
S
ainsi
21 e, A B
AUy — uy® < 25(2* — 1)25_2. (37)
S
D’apres (3.5)) et (3.7), on obtient
)\1 2% -1
A [ F@or@yde < 275 [ ai@)da. (38)
S

Soit ug la solution du probleme (3.3]), on multiplie I’équation du probléme (3.3)) par ¢1,
en utilisant (3.4)) on a

/R (D) ug(x)n (w)dx = /R (A6 ()ug(x)dr = Ay /Q b1 (2)uo(z)dz > 0,

alors

/ (=A)’ug(z)p1(x)dx = / f(z)p1(z)dz > 0. (3.9)
RN Q
et avec A > 0 nous donne

O

Lemme 3.2 Pour tout A € (0,A), le probléme (3.1) admet une solution strictement
positive .
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Preuve D’apres le Lemmeil existe au moins A\; avec \; € (0, A) tel que le probléeme
(3.1) admet une solution wuy,. Soit A2 € (0, A1), montrons que le probléme

(—=A)u =u*""+ Xof(z) dans Q,
u>0 dans Q, (3.10)
u=20 dans RN\ Q,

admet une solution non-triviale v.

On a . .
(—A)°uy, = U?\jfl + A f(z) > Uislfl + Ao f ().

Comme uy, > 0 dans Q et uy, = 0 dans RV\Q donc uy, est une sur-solution du probléme
(3-10j).
Posons uy, = Ag2up ol ug est solution du probleme (3.3), on trouve que

(—A)’uy, = Xaf(x) <wuy, + Aof(x) dans Q,
u=20 dans RV\Q,

alors uy, est une sous-solution du probleme (3.10). Par le principe de comparaison on
a uy, < uy, et en utilisant la méthode de sous et sur solution on obtient que v est une
solution du probleme (3.10]) tel que uy, < v < wy,.

O

Existence de la solution minimale

Maintenant on montre que le probléeme (3.1)) posséde une solution minimale, dont
I’énergie est négative.

Lemme 3.3 Pour tout A € (0,A), le probléeme (3.1) admet une solution minimale u) tel
que Jx(uy) < 0. De plus la famille des solutions minimales u)y est croissante par rapport

a M.
Preuve Pour A € (0,A), on considére vy solution du probléeme

(=A)*vy = Af(x) dans Q,
vy >0 dans €,
vy =0 dans RV\Q,

et w) solution du probléme (3.1). On définit la suite {w,} comme suit

(—A)’w, = wi::ll + Af(x) dans Q,
wp, >0 dans €, et wp = vy. (3.11)
wy, =0 dans RM\Q,
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En résonnant par récurrence et en appliquant le principe de comparaison, on montre que
V) < . S Wy < W)

En utilisant w,, comme une fonction test dans 1’équation du probleme (3.11]) on obtient

wallfgey < A [ f@wa@)da+ [ Jwa(@)* da
25
< | f@)] [ wr@)de+ a2 g
Les injections de Sobolev fractionnaires nous donne

2*
honl3s ey < Kllwoal% g < KllwalZs g

L2*
ou K > 0. Par conséquent la suite {wy,} est bornée dans H(£2), il s’ensuit qu'’il existe
u) tel que
Wy, — U faiblement dans H(€2)
Wy — U fortement dans L9(€2), 1 < ¢ < 2,

de plus
wy, A uy p.p dans Q.

11 est clair que uy < wy.
Soit £ € H{(Q2), on multiplie I’équation du probleme (3.11]) par £ et on integre sur
), on trouve

/RN( )wnﬁdw—/w £d:U+/\/f ).Edx,

en faisant tendre n vers +o0o et en utilisant la convergence faible et le théoréeme de
convergence monotone, on obtient

/ (—A)Swn.fdx:/ (A3 wp.(—A)3edr —s (—A)%u,\.(—A)gfda::/ (—A)ouy.£dz,
RN RN RN RN
et ) .

)\/(zf(x).gda:—k/ﬂwijl.gdx —>/Qu§s*1.§dx+A/Qf(x).gdx.

Donc

/]R (D) gdr = /Q (W Af(2)).Ede.

D’apres ce qui précede on conclut que uy est une solution minimale du probleme (3.1]).
En utilisant le principe de comparaison fort dans Lemme [1.13] on obtient que la
famille des solutions minimales {uy} est croissante pour tout A € (0, A).
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Pour la suite de la preuve on pose a(z) = (2% — 1)712\:72 ol uy est la solution minimale
de (3.1)), on consideére le probléeme de valeurs propres suivant

(=A)*p —a(z)p =11 dans Q,
>0 dans €, (3.12)
=0 dans RV\Q,

ou vy est la premiere valeur propre du probléme . Montrons que v > 0.

Soit w1 et uo sous-solution et sur-solution respectivement du probleme tel que
up < uy < ug ou wp n'est pas une solution de . On raisonne par l'absurde, on
suppose que u1 < 0 et que u) — ey est une sur solution de pour € > 0 suffisamment
petit. Calculons

(—2)%(ur — ep) — (Mf(2) + (un — )7
= ( )SUA - E( Ao = Af(x) = (un —ep)s !
= M) +uy =2 - Duy e — e = M(e) — (ux — o)
= uy - (2* — DU e = (un — ep) % — e
= o(ep) —epryp >0,
pour € > 0 suffisamment petit, 1 < 0 et ¢ > 0. Alors (uy — ep) est une sur solution de

(3.1)-

On a uy > u1, si on prend e suffisamment petit on peut supposer que uy — ep > uj.

Donc il existe une solution 4 tel que u; < @ < u) — €p, ceci est en contradiction avec le

fait que u) est une solution minimale du probléme , par conséquent vy > 0.
Revenons a la démonstration du Lemme D’apres ce qui précede on obtient que

el > [ ale)etda Vo € H () (3.13)
Si on prend ¢ = uy dans (3.13)), on trouve
* 25
Jusligiey > 22— Dlerl % - (314)

En utilisant le fait que uy est une solution du probleme (3.1)) on a

||uAH%IS(Q) =\ [ F@ua@)de + ol g (315)
De et ( on obtient
A @ @yde > ;= Dl g (3.16)

En remplacant (3.15) dans la fonctionnelle d’énergie associée au probleme (3.1]), on
trouve

A 1 *
Tw) = 5 [ S+ gl o -5 [ fE@unEds - gl

_ 2*22* sl _;‘/Qf(gc)uA(x)dm. (3.17)
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En utilisant ([3.16)), on obtient

28 —2 2% 2 -2
Ia(ur) = = lluall e ) — lual:
227 5@ 2 1%(@)
(2+DE-2),
< - 0
22: Hu}‘HLQs(Q) <

Ce qui acheve la démonstration du premier point du Théoréme

O

La démonstration du deuxieme point du Théoréme se trouve dans le lemme

suivant.

Lemme 3.4 Si A\ = A, le probléme (3.1) admet au moins une solution.

Preuve Soit {\,} une suite tel que \,, ,/* A. On prend u,, = u), solution minimale au

probléme
(—A)uy, = up Tt 4 A f(z) dans Q,
Up >0 dans €,
U, =0 dans RV\Q,

la suite {uy} est croissante. De plus Jy, (u,) < 0 et J', (u,) = 0, donc

Tonlitn) = 52 (T2, (). ) + 0(1) =

G — )l = Ml = 32) [ @hua@)iz+01) < 0.

S S

En utilisant les inégalités de Poincaré et de Holder, il existe C' > 0 tel que

[ t@un@ds < max|f@)] [ un(a)|do
Q TEQ Q
< Cmax|f@)91F(] fun(a) Pdo)’
e Q
< Cmax (@) lun (@) 2
< Cmax | £(@)llun(@) msco)
donc
2*
> s - TL
0 > Al 2* /f o)u
2*
> A 2 ot sy — A nace |1 (2)] [ (2)] 50,

il s’ensuit que

227 -1
max ]f($)|‘|unHH3(Q)

2
Hun”Hg(Q) < C/\ — o &

(3.18)

(3.19)
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22% — 1
2 — 2

Par conséquent la suite {u,} est bornée dans H(f2) donc il existe u* € H§(2) tel que

[unll gz () < CA I;lgg|f($)| < +o0.

Up — u* faiblement dans Hg(€2). (3.20)
Soit £ € H§(2), on multiplie (3.18]) par £ et on intégre sur € on trouve

/RN(—A)Suné’da:z/ﬂuff—lgdwr/\n/gf(g;)gdx_

En faisant tendre n — 400 et en utilisant le théoréme de convergence monotone on
obtient

/ (A unéde = / (=AY up(—A)3edr —s / (A3 u(—A)s¢de = / (—A)u*éda,
RN RN RN RN
et
/ufﬁ—lgdm+An/ f(zx)édx — / u*22—1gd:¢+A/ f(z)éd.
Q Q Q Q

Donc

/ (—A)ou*tde = / (W2 4+ Af(z))eda. (3.21)

RN Q
Ce qui signifie que u* est une solution faible du probleme ({3.1]) pour A = A.

3.3.2 Existence de la seconde solution

Dans cette partie on prouve l'existence d’une deuxiéme solution du probléeme
en utilisant une méthode variationnelle.

Tout d’abord on montre que la solution minimale u) > 0 donnée par le premier point
du Théoreme dans la sous-section est un minimum local pour la fonctionnelle
d’énergie J défini dans .

Pour faire ¢a, on commence par un lemme de séparation dans la topologie de la classe

= w
(0) = {w € COQ) s e, = I lzie) < o},

avec d(z) = dist(z, 0N).

Lemme 3.5 Pour 0 < A\ < A < Mo < A. Soient uy, v, us les solutions minimales
correspondantes au probléme (3.1)) pour A=A, A = X\ et A = Ay respectivement.
On pose
X ={uecCl),u; <u<us}.
Alors, il existe ¢ > 0 tel que
{U} +eB; C X,

avec
— w
By — {w € C°@) ¢ | 2oy < 1}.
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Preuve Pour A € (0, A),soit u une solution arbitraire de tel que u € {v} £ ¢eBjy,
donc u =v *e.

En utilisant le lemme de Hopf dans la Proposition on obtient I'existence d’une
constante strictement positive c telle que

u(x) > co®(x), =€, (3.22)

La Proposition [1.8] nous donne la C*® régularité de Holder optimale pour u, il existe une
constante strictement positive ¢’ telle que

u(z) < d6%(x), xeq. (3.23)
De (3.22) et (3.23) on trouve que
u
lulle, = 155 1o @) < o0,

ce qui implique que u € G,(Q).
Maintenant il ne reste plus qu’a montrer que

U < U< U

On a A\; < A < \g, par le principe de comparaison fort (Proposition on a
up < v < ug,

en ajoutant d¢ avec € > 0 on obtient

ute<vte<ug ke
= urte<u<ugxte
= U1 < U< U
On obtient que v € X, donc
{v}+eB; C X.
O

Nous allons montrer que la fonctionnelle Jy atteint un minimum local pour la to-
pologie de %;(2), comme premiére étape on prouve que c’est un minimum local dans
Hi(€2).

Lemme 3.6 Pour tout A\ € (0,A), le probléme (3.1) admet une solution qui est un
minimum local de Jy dans la topologie de €s(2) .

Preuve Onfixe 0 < A\; < A < A2 < A. Soit u; = uy, et ug = u), les solutions minimales
du probleme (3.1) avec A = A; et A = \g respectivement.
Par le principe de comparaison on a uj < ug, ce qui implique
2 2
(—=A)*(ug — u1) Ao f(z) +uy” — A f(z) —uy®
2 2
Af(@) +uy” — A fa) —uy®
23 23
Ug™ — Uy

0 dans €, (3.24)

VoV WV
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et
w1 = ug = 0 dans ]RN\Q.

Comme A1 < Ao on trouve que uj < ug .
Par ailleurs, on pose

M(x) + u?:_l(x) sit<u
hy(z,t) = Q Af(x) + %1 siup <t <ug (3.25)
M(z) + ugz_l(m) sit > uo.

u
Hi(wou) = [ b3t
0
la fonctionnelle d’énergie associée est
* _ 1 2 H* d
T30 = 5l — [ Hiw.w)ds.

On montre que J; atteint son minimum global. Calculons H3(x, u), on sait que

Hi(e,u) — /0 B (s, £)dt

= /Oul (Af(z)+ u%z_l)dt + /“2(/\f(x) " t2§71)dt n /u()\f(x) . ug;—1>dt

2

= M@+ @) (i — ) + o (0 — o)
;

+ Af(x)(u—u2)+ ugz_lu — ugz

= AM(z)u+ u?: + 21;1@3 - ;gufs + unglu - u§3

= <21z — 1) — ) + (o) + 6,

puisque L —l<O0etu < uo, alors
23

1 * *
(= —1) / (W2 — u®)dz < 0.
2% Q

D’un autre coté
/(Af(x)—f—ug:_l).udx = /(—A)Sug.udaz
Q Q
- /(_A)%uQ_(—A)%udm
Q

Cll(—=A)2uy|| 2y (—A) 2u 120
C||U2HH5(Q)-||U||H5(Q)~

NN
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D’apres ce qui précede on obtient

1 1 * .
Fw = Flule + =5 [ @5 =)o — [ @)+ uda

> 5”””%{5(9) = Clluzll g @)-lull s 2
1
> (§HUHH3(Q) — Clluzll gz (@) -lull m5(0)- (3.26)

Ce qui implique que J; (u) atteint son minimum global pour un certain v € Hg(2)
tel que

Ix(u) = Jx(v)  Yue H5(Q). (3.27)
De plus

(=A)*v = h}(z,v) dans Q
v=20 dans RNM\Q.
Maintenant on veut prouver que u; < v < ug pour pouvoir utiliser le Lemme [3.5 En

utilisant (3.25)) et le fait que uj et ug sont des solutions minimales du probleme (3.1)) on
trouve

(=2 (v—w) = (=4)v—(=A)u

= Wi(z,v) — Mf(z) —ur !

0 v<ug
£ 2r—1
= RE l—uls >0 u <v<usg
25 —1 251
uy® —wui® >0 v > ug,

on a également
(A (w—u2) = (=A)v—(-A)"u

= By(z,v) = M(z) —uy°
25 —1 25 —1

-1

u®  —uyt <0 v<u
x 2r—1
= RE 1—u25 <0 u <v<us
0 (> u2,
par conséquent
up < v < us.

Le Lemme nous donne que
{v} +¢eB; C X avec € > 0 suffisamment petit.

Soit v satisfaisant
lu—vll4,@) <e,
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alors u1 < v < ug et de plus
Ix(u) =T\(u) =0 pour tout u tel que |lu — v« (q)-
De on trouve
Ia(u) = Iy (u) = Ix(v) = Ixn(v), pour tout u € €s(2) et |lu — vll4, ) < e

Par conséquent, v est également un minimum local pour la fonctionnelle Jy dans la
topologie de €5(£2).

O
Maintenant, on montre qu’on a un minimum local dans 'espace Hj(€2).

Proposition 3.1 Soit ug € H§(2) un minimum local de Jx dans €5(S2), c’est a dire,
qu’il existe r1 > 0 tel que

In(uo) < Tn(ug +u)  Vu € G5(Q) avec ||ullg, ) < 71 (3.28)

Alors, ug est aussi un minimum local de Jy dans H§(S2), c’est a dire, il existe ro > 0 tel
que

In(uo) < In(uo +u)  Vu € H5(Q) avee [lul|gz@) < 7o (3.29)
Preuve Soit ug € H§(Q) vérifiant (3.28), posons
Bu(uo) = {u € HY(®) : lu—uol <} poure > 0.
On choisit v. € Be(ug) tel que

Ia(ve) = min  Jy(v),

vEDB:(ug)

On fait un raisonnement par I’absurde . On suppose que pour € > 0 on a
Ia(ve) < In(uo)-
Montrons que
Ve — Up dans %5(2) quand & N\ 0,

ce qui impliquera 'existence d'un u € %;(£2) proche de uy dans la métrique de %5(2),
tel que
Ia(u) < I (uo),

ce qui nous ramene a une contradiction avec I’hypothese que

In(ug) < Ia(up +u)  Yu € €5(0) avec ||u

() ST
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On prend 0 < € < 1. L’équation d’Euler Lagrange satisfaite par v. implique ’existence
d’un multiplicateur de Lagrange & tel que

(T'A(e), @) -5, m3(0) = &ves ) mz) Y € Hy(9). (3.30)
On a v, est un minimum of 7y dans B:(ug), donc

~ {T"\we) ve) m-s(9), m3(9)

& = <0 pour0<e<l, (3.31)

||Us||2 3(Q)

avec
& — 0 quand € 0.

D’apres (3.30)), v satisfaisant

h
(—A)sv. = A(ve) = h5(ve) dans €2
1- 5:—:
ve >0 dans 2
ve =0 dans RV\Q,

ot hy(ve) = Af(x) + vt

Onav. >0et
[vell 30y < C,

d’apres la Proposition [1.9| on a 'existence d’une constante C; > 0 indépendante de ¢,
telle que
|Vl oo () < C1-

De plus, par on obtient que
A5 (ve) | Lo () < C-
La Proposition [1.8 implique que
[vell s (@) < Cos

la constante C5 est strictement positive indépendante de ¢.
Par le théoréme d’Ascoli-Arzeld il existe une sous suite encore noté {v.} telle que

Ve — U uniformément quand ¢ \, 0. (3.32)

Le Théoreme [1.16] implique 'existence d’une constante strictement positive C' tel que

Ve — U
53

< Csup | A5 (ve) — ha(ug)| <e.
L(Q) Q

Ainsi, on trouve

In(ve) < Ix(up) pour tout ve vérifiant  |jve — uoll¢, ) < &, (3.33)
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donc il existe u € €5(Q2) proche de uy dans () tel que

Ta(u) < Tx(uo).

Ceci est en contradiction avec '’hypothese (3.28]), par conséquent ug est un minimum
local de J) dans H{(2).

O

D’apres le Lemme (3.6 et 1a Proposition 3.1/ on obtient I'existence d’un minimum local
de la fonctionnelle 7y dans H(§2), qu’on notera ug.

Fixons A € (0, A), on conclut 'existence d’une deuxieéme solution strictement positive
u du probléeme sous la forme u = ug + v, v satisfaisant le probléme suivant

(—A)*v = g(ug,v) dans Q,
v>0 dans Q, (3.34)
v=0 dans RV\Q,

avec la fonction g définie par

. 2 -1 .
u0+3281—u5 sis>0
oo, s) = {< e (3.35)
si s <0,
et
v
Gluo, v) = / g(z, 5)ds.
0
La fonctionnelle d’énergie associée au probleme (3.34)) est définie comme suit
1
I(v) = *Hv”%s(g) — | G(ug,v)dz. (3.36)
2 0 Q

Pour montrer 'existence d’une seconde solution, on suivra le raisonnement suivant :
Si v #Z 0 est un point critique de I alors ¢’est une solution du probléeme , en utilisant
le principe du maximum (Proposition , on trouve que v > 0. Par conséquent u
sera une deuxieme solution strictement positive du probléme a énergie strictement
positive ainsi u # ug.
Pour cette raison, on va étudier l'existence des points critiques non triviaux pour la
fonctionnelle 1. Commengons par prouver le résultat suivant

Lemme 3.7 u =0 est un minimum local de I dans H§(S2).

Preuve En utilisant la Proposition il suffit de prouver que v = 0 est un minimum
local de la fonctionnelle I dans %5(£2).
Soit u € €(€2) et on définit la fonction

H(z) = M(z)z+ 2%, z¢€ HS(Q).
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Alors, «
G(up,v) = H(up +v) — H(ug) — Af(z)v — ugs_lv.

D’apres(3.2), on a
1 2
Ta(ug +v) = 5\|u0+v|st(Q —/ H(ug + v)dz
1 s
= Sluoligiey + ol + [ (~8)buo(~A)bvds — [ H(uo +v)de
1 2
- - s - s —A s . d —/ H d
5ol + 5 10y + [ (~A) ueds — [ Hiuo+v)da

1 2 L2 / 2% 1 /
= - s — s A s dx — H d
2||UO|MHO(Q)+2||U||HO(Q)+ Q( f(@) +uy " )vdx . (uo + v)da,
(3.37)

et
I = Ly G d
@) = Sl — [ Gl vda
1 *_
_ 5Hv||§,8(m—/Q(lar(uo+v)—H(uo)—Af(a:)v_ugs L) da

= ;HUH%{S(Q)—/QH(uo—|—U)dac—/QH(u0)dx—/(/\f( )—uo “Huda.

(3.38)
On remplace (3.37)) dans (3.38]) on obtient
1
I(v) = jA(uo—i-v)—iHu()H%[g(Q)—i—/ H(uo)dz
Q
= Ia(uo +v) — J(uo), (3.39)

comme ug est un minimum local de 7, alors
10)>0=1(0)  pour [ollee) <<

Donc 0 est un minimum local de I dans %5(2) et d’aprés la Proposition on déduit
que 0 est un minimum local de I dans H{(2).

O

Condition de Palais-Smale

Dans cette partie on suppose que 0 est I'unique point critique de la fonctionnelle
I. On prouve que [ satisfaisant la condition de Palais-Smale locale au niveau ¢ < cx
((PS).) en abrégé ) ce qui nous permettra d’avoir une compacité locale, cette idée a été
développée par Brézis-Nirenberg [22].
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Considérons le probleme de valeur propre suivant

(—A)%) = p(2F — l)ug:_Qw dans €,
>0 dans €, (3.40)
=0 dans RV\Q.

On veut trouver la premiére valeur propre de ce probleme, en considérant le probleme

de minimisation suivant
/ / )‘Qd dy
_ N+2s
0T = -
veH;(2)\{0} /Q (28 — D222 de

On prouve que ce infimum -qui est la premiére valeur propre- est strictement positif et
de plus la fonction propre correspondante ¢ € H§(2) est strictement positive.

py = (3.41)

Lemme 3.8 On a
w1 >0 dans €.
De plus, il est atteint par ;1 € H3(Q) avec 1 > 0 p.p dans .
Preuve Soit {¢,} C H§(2) une suite minimisante du probleme vérifiant

/ (28 — Dule *¢2de =1, (3.42)
Q
et

/RN /RN ’(Z)Tx = |N+(22£)‘ dxdy — 11 quand n — o0. (3.43)

En utilisant ( -, et le probleme ([3.40)), on obtient 'existence d’'un M > 0 tel
que

[énllmy@) < M,
alors la suite {¢,} est bornée dans H{(€2). Par conséquent, il existe une sous suite on la
note également par {¢,} et une fonction ¢ (x) dans Hj(Q2) tel que

On — U1 faiblement dans Hj(2)
On — 1 fortement dans L9(2), 1 < ¢ < 2
On — U1 p-p dans .

De ([3.43) on trouve
- 6a2) = Sal)?
o= Jgngolnf/RNAN ]:n—y|N+23 dxdy
o on(@) = dn(y)?
/]RN /RN nh_)ngolnf P— T dxdy

[1(z) — 1 (y)?
/]RN /RN ]a:— |N+25 dzdy
1175 0y >

WV

WV
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Comme (2% — l)ug:_2 € L%(Q), alors la suite {¢2} est bornée dans Lv= (Q) et par

suite

lim [ (2% — Dl *¢ide = /Q (2F — Dul 22da

n—oo Q
= 1.

Par conséquent, la fonction i1 # 0, cette derniére est la fonction propre associée a la

valeur propre p1 > 0.
On sait que

lla| = bl < la—b]  Va,beR,

il s’ensuit

el = )
ol = [, [ e dady

|%/)1 ¥1(y)?
/]RN/RN |x— |N+2s dady
= |11l @)

N

On déduit que p; est atteinte par |11| aussi . Ainsi, on peut supposer que

dans 2. De plus par (3.40) on a

(=AY = (2% — 1)“(2):_2¢1 >0 dans €,
1 20 dans Q,
Y1 =0 dans RM\Q,

le principe de comparaison fort nous donne 1 > 0 p.p dans Q.

Passons au lemme suivant :

Lemme 3.9 Pour tout A € (0,A), on a

w1 > 1.

(3.44)

= 0pp

Preuve Soient A\, A € (0,A) avec A < \. Considérons ug, u; les solutions minimales du

probléeme (i correspondantes & A et A respectivement.
On prend z = u; — ug, alors

(=A)*z = u%zfl - u(z):*1 dans €,
z>0 dans €,
z2=0 dans R\ (.
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En appliquant 'inégalité suivante
a? — WP = pbP L (a —b), pour tout a >b>0et p > 1.
On obtient que
(—A)°z = u?z ! ug s > (2 — 1)u§:_2z, dans Q. (3.45)

On sait que (p1,11) est le couple associé a la premieére valeur propre et la fonction
propre correspondante au probleme (3.40f), en utilisant z comme fonction test dans (3.40)
on obtient

/ (—A)*y.zde = g / (25 — 1)u(2):721/11zdx. (3.46)
RN Q
Ensuite on multiplie (3.45)) par ¥; et on integre sur €2, on trouve
/ (=AY zapyde > / (28 — D)up o zda. (3.47)
RN Q

En combinant ([3.46)) et (3.47)) on obtient

/ (—A)Y’zapde = / (=A)*9y.zdx
RN RN
= Ml/Q(Q* — 1) wlzdac

> /Q(Q* — 1) 2y zda,

ce qui implique que
wp > 1.

O
Par la suite, on définit la constante suivante associée a l'injection de Sobolev frac-

Ju(@) — u(y)|?
/ / —————=—dzxdy
N+28
Sy:=  inf RYRY y‘ . (3.48)

u€Hg (BRN)\{0} HuIILQ; ®Y)

tionnaire

Cet infimum est bien défini, strictement positif et indépendant du domaine choisi. De
plus, la constante est atteinte par la famille des fonctions wu. tel que

N—2s
e 2
us = W, [ 0. (3-49)
£ T
Ainsi,
/ / Juc() — uey)l dmdy—/ e ()2 da = S (3.50)
RN JRN ’aj‘— ’N+25 RN € 50

voir [33] et [62] pour plus de détails.
Maintenant, on va montrer que I satisfaisant la condition de Palais-Smaile a un
niveau bien déterminé notée (PS),
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Lemme 3.10 Soit ¢ € R. Si 0 est le seule point critique de I dans H(2), alors I
satisfaisant la condition de (PS). pour tout
N

s N
c<c*:NSs23.

Preuve Soit {v;} une suite de Palais Smale pour la fonctionnelle I définie dans (3.36]),
c’est a dire

I(vj) = cet I'(v;) = 0 dans H%(92), (3.51)
quand j — +00. on a
1
Sl — [ Gluo,vy)de = e+ o(1), (352)
et
ol — || 9(uo,v3)ejde = o(0) (3.59)

Soit 72: = min{1,2} — 2}, on multiplie (3.52)) par (2 + r2:) on obtient

2-’-7‘2;«
2

En combinant ce résultat avec (—1) x (3.53) on a

ol — @+ 722) [ Glun,vj)de = 2+ 7az) +o(1).

Tox
(24 1) > fll%‘lﬁ{g(m + /Qg(uO, v;)vj — (2 + 12;)G(uo, vj)dx + o(1).
En utilisant le Lemme B.1 de la référence [57], on trouve que

(25— 1) 9o o

g(uo, vj)vj — (24 12:)G(ug, vj) = f“o 2,
donc
c(247r:) = "”;2 v 25 0y — /Qg(uo,vj)vj — (24 r9:)G(ug, vj)dx + o(1)
> B ol — [ (20— D) + o). 854

En utilisant u; défini dans ((3.41])

. [
/(2: — 1)u(2)3_2vj2-d:x < @),
Q M1

Ainsi

7"2: 1
c(24r) 2 7(””;’”%{5(9) - EHU]'HJ%IS(Q)) +o(1)

2 ——= ]. - T ] S 1 .
(L= )yl + 0()
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Puisque p; > 1, alors
20(2 + ?“2:) ( U1 )
7’;“ m1 — 17’

sl oy <
par la suite il existe M > 0 tel que
lvjll g @) < M,

et on conclut que la suite {v;} est bornée dans Hg(12).
Par hypothese on a que 0 est le seul point critique de I, donc

v; =0 faiblement dans H{(2),
v;j =0 fortement dans L9(2), 1 < ¢ < 23,
vj =0 p.p dans Q. (3.55)

Par le lemme de Brezis-Lieb (Théoreme [1.15]), on a

/|u0—|—vj|qu:/ \vj|qu—|—/ |ugl?dx 4+ o(1),
Q Q Q

(3.56)
pour ¢ = 2% — 1 ou 2%. En utilisant le résultat précédent et (3.51)) on obtient
S S
o(l) = (I'(vj),v))
= ol — [ ouo,vy)osde
_ 251
= Teillgeoy — [ (ot 0% = uyda
= il — | lvi*dz + o(1),
SN S
ce qui implique
ol = |, lesl o+ o(0) (3.57)
D’un autre coté, de (3.51)), (3.55) et (3.56) on a
1
o) +e=10) = 3l — [ Gluo,v)da
1 2 1 2% 23 2%s—1
= iijHHg(Q) o /g ((uo +v;)™ — ug®*)dw — o o vjdw
S
1 1 «
= Sl = 5 [ loiffde+ o). (359)
S
En combinant (3.57)) et (3.58]) on trouve
1 1
c = 5”%’”%15(9) - 2*:”“]'”1%13(9) +o(1)
1 1

= (5 - §)||Uj||%{g(§z) +o(1)

S
= llvillig@ + o), (3.59)
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ce qui implique
S 2
NHUJ'HHS(Q) <e (3.60)

En outre, on sait que la suite {v;} est bornée donc on peut supposer qu’il existe un
L > 0 tel que
2
HUJ'HHS(Q) — L,

de (3.57)), on a aussi

2*
||Uj||LS2§ (Q) — L

Par (3.48]) on a

”v]”?{g(ﬂ) Z SSHUjHifg Q)

et quand 7 — oo on obtient
2
L>S,L%.
N

Alors, on a soit L = 0 ou bien L > S2°.
N

On suppose que L > S2° est vraie, (3.60) donne

S s N
/*L>*S2S
CZNVENTE

N

Contradiction avec le fait que ¢ < & 2° ainsi L =0 .
Par conséquent
|lvj]| — 0 fortement dans Hg(£2).

Alors on déduit que I satisfaisant la condition de (PS). pour tout ¢ < c¢*.

O

Maintenant, on peut montrer que le sup de la fonctionnelle I reste inférieur a la
valeur ¢*. Pour cela on suppose sans perte de généralité que 0 € et on considere la
fonction ¢p € C3°(R) tel que

1 ifo<gegd
t) = 2 3.61
¢o(t) { —_ (3.61)

On pose ¢(x) = ¢p(z) = ¢o(‘%|), pour un r suffisamment petit pour que B, C €, avec
ue défini dans (3.49), on note que ¢pu. € Hj(Q2).
On a les estimations suivantes

Lemme 3.11 [I0), [67] Soit s € (0,1), N > 2s, alors les estimations suivantes tiennent

N
[ uel3s o < S +O(N), (3.62)
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Ce? + O(eN=%) N > 4s
[puell7aiq) = § Ce*|log(e)| + O(e*) N =4s. (3.63)
CeN=25 1 O(e%) N < 4s
2% N
6l ) < 5% +O(EY). (3.64)
2;,1 N—-2s
HQSUE”L2’S‘71(Q) > Ce 2 (365)
La démonstration de ce lemme est faite en Annexe.
On définit la famille de fonctions
Pu.
w ———— € Hj(Q),
T ol
telle que
”wsHL2TS(Q) =L
Gréce aux précédentes estimations on peut établir le lemme suivant :
Lemme 3.12 ]| existe € > 0 assez petit tel que
sup I (tw;) < ¢*.
>0
Preuve Pour la démonstration on a besoin de I'inégalité algébrique suivante
(a4 b)P >aP + b + paP~'b, a,b>0,p>1,1>0. (3.66)
De ([3.35) on a
glx,t) > %71 + ﬁungzt pour t > 0
1 i w_
G(z,t) > —*tz + %tzugs > pour ¢ > 0.
S
Alors
1 2)
Itw) = el / G, tw.)d
1, t ,u752 2;-2, 2
< gl — gl o — T [ o e, (367

comme |[we|, 2z @ = Let le fait que up > @ > 0 dans supp(w.) alors

125 2 _

1 t
I(twe) < 5Pwelifge) — 5 — Fos lwelBae) = B().

S
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On remarque que tl}ﬁn E(t) = —oo, par suite SUPs>0 E(t) est atteint par un certain
oo

te > 0, ainsi sup( I (tw;) est atteint.
En dérivant la fonction F(t) on obtient

E'(t) = tllwell3s ) — 177" — fot]we| 72 ),

Si _
E'(t;) =0,
alors
tH = tuseH%{g(Q) - uat5||w5|!%2(9),
< taHWEH%{OS(Q)’
ce qui nous donne
2 2% _o
te < (llwellzs ) *
2
25 .

: 2 : : *
La fonction ¢ — & {jw||? — 5+ est croissante sur Iintervalle [0, HwEH;jS(Q)], donc

t2 t2s 2
sup I (twe) = I(tews) < 9 —llw EHHS(Q) i T pay — ||w6HL2
t=0 s
1 N 1 N o
< 5(”%”%13(9))25 - 23(”%”?13(9))25 — Cllwe1 2y
< 2wl ® = Clhwel? (3.68)
Sy UPellEg (@) ellLz(Q) :
avec C' > 0.
Notons que [Jue| 2z (@) est indépendante de ¢, par l on a
|ue () — ue(y)|?
dxd
I bue g e /RN f \x— i (N2
e o) = T + 0N )
Ue HLT"(Q) H¢U5HL2*
< S+ 0N, (3.69)

D’aprés l'estimation (3.63) on a

lwe |72 0 (3.70)

Ce?s if N > 4s
Ce*|log(e)| if N = 4s.

Par conséquent, & partir de (3.68), (3.69) et (3.70)), nous distinguons les cas suivants,
e Si N>4s

N
2s ~
sup I (tw:) < =l <SS + 05N23> — Ce?
=0 N
s N ~
< g8 CeN725 _ Ce?

s N
< oS (3.71)
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e Si N=4s, on a

N
2s ~
sup I(tw.) < 5<ss+051”8) — Ce®|log(e)|
=0 N
s N N
< §S = (3.72)

e Si 2s<IN<4s, en utilisant (3.66]) encore une fois, on obtient

g(x,t) > %71 4+ %2y t>0

1 * *
Gz, t) > 1% + L 21y, >0 (3.73)
o T o
Ainsi
t2 2 tg: ,LLOf 2% _1 2:_1
Sup I(tw:) = I(tw:) < 5 llwelligg o) — 9 2:7_115 T wel o
s X A 251
< N(Hwamfg((z))% - CHwé‘HLQ;‘ffl(Q)'

A partir de (3.65)) et en suivant les mémes étapes que précédemment, on obtient.

S zﬂ N—2s ~ N=2s
supI(tw.) < — (8¢ —Ce —Ce 2
>0 N

s N N
< NSLES:C.

Preuve de Théoréme [3.2] D’apres ce qui précede, on définit
Ie ={y € C([0,1}, H5(2)) : ~(0) = 0,7(1) = Mw.},
et

ce = inf sup I(v(t)).
v€le 0<t<1

ou M et une constante strictement positive.

On a
1 2
I(tw.) — thw{.:HHs(Q)—/G(uo,tws)dx
2 0 Q
1 1 o1 g g
= 5”1‘511)5”%{8(9) 7/9(;( 0+tw8>2s — 2—*’U/0‘ —tuo‘ wg)dl’
S S
1 2 1 o 21 ar o L[ 2
= Sltwellis ) — 57 [ (o +tw:)>de +t | ug® wedz + 5 | uy®da.
2 0 2% Ja Q 2% Ja
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En utilisant (3.66)) on obtient

1

I(twa) < §Htw5HH(s)(Q) - 27*‘/9 (UO + 1 swgs + ,U/tuO we)d{]:

S
21 1 2
—I—t/us wdx+f/usdx
QO £ 2: QO

23

1 1 * * 1 _ —1
< glltwcle = 5ot [ el = (i = Dt [ i weda.

S

Puisque 2} > 2 si t tend vers 400 dans (3.74) on trouve

tﬁfﬂw I(tw,) = —c0.

Pour M > 0 assez grand on a
I(Mw.) < I(0) =0,

du Lemme et pour ||v|gs(@) < € on obtient

Il s’ensuit que

Ainsi, par (3:74) et (B75)

ce < sup I(y(t)) < sup I(tMw;).
0<t<1 o0<t<1

En choisissant 8 = tM > 0, le Lemme [3.12| nous donne

I(0) < c. <supl(fwe) < c*.
0>0

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)
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Pour terminer avec ce qui précede :
e Si I(v) =c. > I(0) =0, alors v est un point critique non trivial de I.
e Si I(v) = c. = I(0) = 0, en utilisant le méme raisonnement que dans [5] alors il existe
un point critique non trivial de I. Comme hypothése dans Lemme [3.10] on a que 0 est le
seule point critique de la fonctionnelle I, cela nous donne une contradiction.

En conclusion, v est une solution non trivial de @ En outre u = ug + v est
une deuxiéme solution strictement positive du probléme @ différente de la premiere
solution wug.

O

3.4 Probleme sur-critique

Voyons maintenant ce qui se passe quand () est un domaine étoilé par rapport a
l’origine avec une croissance sur critique i.e. ¢ > 2 — 1= %fgi
Le résultat principal de ce paragraphe est le suivant.

N+2s
N-—-2s’

Théoréme 3.3 Supposons que q > Q un domaine étoilé par rapport a lorigine

et f € CLQ)\{0}. Alors,
il existe Ao un réel strictement positif tel que pour tout X € (0, o) le probléme
admet au moins une solution strictement positive si et seulement si f satisfaisant la
condition (Hy).
Avant de commencer la démonstration de ce résultat, établissons la propriété suivante
N+2s

Proposition 3.2 Supposons que ¢ > 375 et 0 un domaine étoilé. Alors, toute solution
strictement positive vy du probléme vérifiant

loallzs @) — 0,
quand A — 0.
Pour prouver cette propriété on a besoin des lemmes suivants

Lemme 3.13 Pour tout A € (0, o), il existe une constante M > 0 tel que le probléme
posséde au plus une solution strictement positive satisfaisant

|ull oo () < M.

Preuve Soit A\; la premiere valeur propre bu probléme (3.4]). Choisissons M > 0 assez
petit tel que
gMI™! < Ay,

avec q > %f%i

En raisonnant par I'absurde, tel que on suppose que le probléeme (3.1)) admet une
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deuxiéme solution de la forme v = u) 4+ z ou u) est la solution minimale du probléme

(3.1) et z vérifiant

(—A)z = (up+2)? —u! dans Q,
z>0 dans Q, (3.79)
z2=0 dans R\ .

Ainsi, v satisfaisant
[v]| Lo () < M.

On multiplie I’équation du probléeme (3.79)) par z on obtient

/RN(—A)Sz.zdx = /Q ((un + 2)7 — ul).zde,

il s’ensuit que
S N2
/]RN (—A)zz)"dx = /Q ((ux + 2)7 — ul).2dz.

En appliquant 'inégalité suivante

a? —b? < ga? Y (a —b) pour 0 < b < a,

on trouve
/N ((—A)gz)de < q/ (uy + 2)7 1 22dx. (3.80)
R Q
D’autre part, on a
/N (=A)32) da > )\1/ 22da. (3.81)
R Q

En combinant (3.80)) et (3.81)) on obtient
)\1/ 22dx < q/ (uy + 2)7 122 dx.
Q Q
Puisque v = u)y + z, alors

)\1/ 22dx qunggl/ Z2dz.
Q Q

Ce qui implique
)\1/ 22dx < qufl/ 22da. (3.82)
Q Q

Par hypothése on a ¢M9~! < A\, donc donne que z = (. Contradiction avec le
fait que z > 0.
Par conséquent, le probleme admet au plus une solution strictement positive u qui
satisfait

1wl ooy < M.
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Lemme 3.14 [68] Soit Q un domaine borné et CV', régulier et g une fonction locale-
ment Lipschitzienne. Si u une solution bornée vérifiant

g(u)  dans Q,
u=20 dans RV\ Q.

—
0
>
S~—
@
IS
Il

Notons 6(x) = dist(x,00). Alors, on a

u

I

De plus, on a l’identité suivante :

I+ 8)2/8 (E)Z(:E.V)da = 2N/QG(U)d:L‘ — (N — 28)/ vg(v)dz,

Q 0° Q

€ C*(Q) pour a € (0,1).

ot G(v) = [§ g(t)dt, v est la normale extérieure @ 9 en x et I' est la fonction Gamma.

Preuve de la Proposition Soit vy solution du probleme (3.1)), on pose
vy = Aw), donc

(=A)Svy = (—A)*(Awy) = Xwi + Af(z) dans Q,
vy =0 dans RV\Q.

Alors, wy vérifie

(=A)*wy = A" wi + f(z) dans Q, (3.83)
wy =0 dans RN\Q. '
En utilisant le Lemme B.14] on obtient
)\qf
I'(1 2/ Y2 ydo = /‘7+1d 2N/
402 [ (2 6nde = 2N [utde 4 on [ gy
(N —2) /Q WALl + f(z))da
2N +1
= (- W2 1/Qw§ de
+(N+28)/Qf(x)wkdx.
Comme (2 est étoilé par rapport a l'origine, on a
1+ 5)2/ (%)2(93.1/)&7 >0,
oa - 0°
donc
N +2s) | f(z)wrdz > (N —285) — ——)x! wq+1dm. 3.84
A
Q

C
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Puisque g > ]Nvfgz on a C >0 et par 1) on trouve
A1 [t < LN 42 d
wy dr < 5< +2s) [ f(x)wyde. (3.85)
Q Q
De ([3.83)), on obtient
/ |(—A)§wk|2dx:>\q‘1/ w§+1dx+/ Flz)wyde, (3.86)
RN Q Q
combinant ceci avec (3.85)) nous donne

/RN |(—A)§wA|2dg;—/Qf(x)w>\dx< é(N+25)/Qf(:n)w,\dw

s N + 2s
202
= [Nkl < 0+ =57 [ f@yunds.

Ainsi il existe une constante strictement positive C7 indépendant de A tel que

/RN [(=A) 2wy |?dz < Cy, (3.87)

de plus on a
2 _ 2 2
||U>\||H5(Q) =A ||w/\||Hg(Q)-

Par conséquent
”v)\||H§(Q) — 0 quand A — 0. (388)
O

Preuve du Théoréme On a déja prouvé dans le Lemme [3.2] que pour A assez
petit et si f satisfaisant la condition(H;), alors le probléme admet une solution
strictement positive. Ainsi, le premier coté de I’équivalence est démontré.

Maintenant, on veut montrer que la condition (Hj) est nécessaire, c’est a dire, si
g > 2% — 1, le domaine étoilé et pour un A assez petit le probleme a une solution
strictement positive alors f satisfaisant la condition (Hj).

Soit uy une solution du probleme pour A\ suffisamment petit, on pose uy = Aw)
donc

(—=A)suy = Mw] + Af(z) dans Q,
uy =0 dans RM\Q,

ce qui nous donne

{(A)swA = Xl 4 f(x) dans Q, (3.89)

wy =0 dans RV\Q.
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En procédant de la méme maniére que dans la preuve de la Proposition [3.2], on conclut
Iexistence des constantes C, Co > 0 indépendantes de A tels que

N+ 2s
q+1
/w/\ der < C1—— 1

et
lwall s ) < Co.
Ainsi, on peut extraire une sous-suite, encore notée par wy telle que

wy — w faiblement dans  HF(), (3.90)

quand A — 0.
Par conséquent, quand A — 0 et pour tout ¢ € C§°(2) on obtient

RN CNE TR N

Par 'inégalité de Holder on a

[ ufvdn < a0 u

O\
< — .
< (%)

m\n

—A)3yda. (3.91)

Donc, quand A — 0 on trouve

A1 /ng.wd:c — 0. (3.92)

D’apres le probleme on obtient
/RN(fA)SwA.wdx _ /RN(fA)%wA.(fA)%Wx (3.93)
_ e /Q wybda + /Q F(z)da. (3.94)

En tenant compte de (3.91)), (3.92)) et en faisant tendre A vers 0 dans (3.93) on conclut

que pour tout ¢ € C§°(2) on a

/RN(_A)%W-(—A)giﬂdx:/RN(—A)sw.wd:r:/Qf(x).wd:U. (3.95)

On déduit que w est une solution faible du probleme (3.3]). De plus le fait que wy > 0
pour A > 0 nous donne que w > 0 alors

= [ goswar = [ g (10 -1 @)d>o,

donc il existe un € > 0 tel que

[ o@o(r@-a+ar®)d>o,

alors la condition (Hj) est vérifiée.
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Chapitre

Probleme critique impliquant le
p-Laplacien fractionnaire

Ce chapitre est le développement de l'article [58].

4.1 Introduction

Dans ce chapitre on généralise les résultats du chapitre |3| pour le p-Laplacien frac-
tionnaire. On consideére le probleme elliptique suivant

p

(=A)Su = |ulPs"2u+ Af(z) dans Q, (41)
u=20 dans RV\Q, '

ot Q est un domaine borné régulier de RY, N > sp, s € (0,1), p € (1,+00), A est un
parametre, p; = N]\_fg - est 'exposant critique de Sobolev fractionnaire et f une fonction
de C*(Q)\{0} qui change de signe qui sera spécifiée ultérieurement.

Les problemes fractionnaires ont été largement étudiés. Nous référons le lecteur aux
articles [15] 29, 48], 50} 56, [60].

Motivés par ce type de problémes et inspirés par [28] [36]. Nous étudions le probléme
avec p # 2 et nous prouvons ’existence de multiples solutions positives malgré que
la fonction f change de signe.

On décompose ce chapitre en deux sections.

Dans la section f.3] en tenant compte les résultats obtenues dans le chapitre 2] et en uti-
lisant la méthode de sous et sur solution, on montre I’existence d’une solution minimale
positive a énergie négative.

Dans la deuxiéeme section on cherche une seconde solution du probleme ,
positive et distincte de la premiére, en utilisant le théoreme du Col avec la condition de
Palais-Smale locale.

65



CHAPITRE 4. PROBLEME CRITIQUE IMPLIQUANT LE P-LAPLACIEN
FRACTIONNAIRE

4.2 Le cadre fonctionnel

On utilise la notation suivante

|u(z) — uly)”

1

p
Jull = el ooy = (S dody)
ou Q= (RN X RN)\(CQ x Cq) et Co = RN\Q.

On définit 'opérateur p-Laplacien fractionnaire (—A)ju par

(—A)SU(SL‘) = 92 lim |u(:r:) — u(y)|p_2(u(x) — u(y))

dy, = e RN,
p N0 ]RN\BE(x) |$_y|N+sp )

Cet opérateur n’est rien d’autre que le Laplacien fractionnaire (—A)® pour p = 2.

Définition 4.1 On dit que u € WP(Q) est une solution faible du probléme (4.1)) si
pour tout ¢ € WiP(Q2), on a

[ M) P ete) )W) =)
RN xRN

|z — y|NFPs
— /Q\U|P§—2u¢dx+A/Qf(x)¢dx. (4.2)

La fonctionnelle d’énergie associée au probleme (4.1]) est définie par

Tplu) = ;Hqu —pl* /Q () [PEdr — A /Q F@)u(z)da. (4.3)

Notons que Jy, € CH(W;*(Q),R). De plus, les points critiques de cette fonctionnelle
sont les solutions faibles du probleme (4.1)).

4.3 Résultat d’existence et de non existence

Dans cette section on montre que I'existence et la non existence de solutions positives
du probleme dépend de la position du parametre A. Avant d’introduire nos résultats,
faisons quelques commentaires. Nous rappelons 'hypothese (Hs) :

(Hs) : fT #£0et f~ #£0, il existe un € > 0 tel que

(f*—(l—i—e)f_) € A,
ol f*(x) =max{f(z),0}, f~(z) = —min{f(x),0} et

A= {h € L*>®(Q): S(h)(x) = 0 pour = € Q}

66



CHAPITRE 4. PROBLEME CRITIQUE IMPLIQUANT LE P-LAPLACIEN
FRACTIONNAIRE

S(fT — (1+¢€)f) est une solution positive du probléme

(=A)su = ff(@)— 1 +e)f () dansQ, (4.4)
u=20 dans RM\Q, '
Gréce a cette hypothese le probleme
(=A)ju= f(xr) dans Q;V (45)
u=0 dans R\,

admet une solution positive zg (d’apreés le Théoréme pour vy =1et p=1).
On remarque que le probleme admet comme sous solution u = vy ou vy est une
solution positive du probléme

et comme sur solution # = vy ou v; est une solution positive du probléeme

(=A)yur = fH(x) + f~(x) = [f(z)] dans Q,
vy =0 dans RV\Q.

Le principe de comparaison nous assure que vy < vp, par conséquent 0 < v; < 29 < v1
p.p. dans 2. Ce qu’on peut retenir de ceci est que si la partie positive, d’'une fonction
qui change signe, est supérieure a la partie négative de la fonction (on peut voir ceci
graphiquement) on assure l'existence d’une solution positive.

Un exemple d’'une fonction f qui change de signe est f(z) = Ajpi(x)m(x), ou
m(z) € L>®(Q) tel que m*(z) # 0 et m™(z) # 0, A1 est la premiere valeur propre
du probleme (—A)Su = Am(x)u, avec la condition de Dirichlet au bord et 1(z) > 0 est

P
la fonction propre associée. Cette derniere est solution du probleme (4.5)).

Le théoréme principal de cette section est le suivant

Théoréme 4.1 Soit f € CY(Q)\{0} satisfaisant la condition (Hs). Alors, il existe un
réel A* > 0 tel que le probléme :

e admet une solution minimale positive ui pour tout A € (0, A*) avec Ty p(u1) < 0.

e n’a aucune solution positive pour A\ > A*.

D’abord on définit A* comme suit
A* :=sup{X >0: le probleme (4.1) admet une solution }. (4.6)

La preuve du théoreéme principal sera diviser en plusieurs résultats auxiliaires. On
commence par le lemme suivant

Lemme 4.1 [ existe un A* > 0 tel que pour tout \ € (0,A*) le probléme (4.1) admet
une solution positive .
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Preuve Dans cette preuve on utilise la méthode de sous et sur solution.

1
On pose z = Ar—Tz) avec zg est la solution positive de 1} alors on obtient que z est
une solution de

{—mp—vm dans €, (4.7)

2=0 dans RN\Q,

et on a

M(z) < 271+ M f(2).

Cela nous donne que z est une sous solution de (|4.1]). Ensuite, on cherche une sur solution,
on considere z; I'unique solution positive du probléme suivant

p

—A)Sz1 =1 dans Q
(—A)3zy ans : (4.8)
21 =0 dans R™V\Q,

71 . —_ . .
z1 est continue jusqu’au bord. On pose z = m»-12z; avec m assez petit. Donc, z satisfait

{(—A)Zz =m dans Q, (4.9)

z=0 dans RM\Q.

On a l'existence d’un réel strictement positif A\, tel que pour tout A € (0, ) U'inégalité
suivante

Bs—2 x—1
> m E A : 4.1
m 2 m >l max zy (z) + max |f(z)] (4.10)

est vérifiée pour un certain m > 0. D’apres ce qui précede on obtient
ps—1

s _ S — pi—1 A
Z=m > merTmaxz® (z)+Amax|f(z)|

P:—l *
> mor1 zfs 1(:6)+)\max|f(x)\
e

(m7T 2% (@) + Af (), (4.11)

WV

ce qui implique
(=A)z = (2)PH(x) + Af(x).

1
De plus, on a z = m#»-1z; > 0 dans Q et z > 0 dans RV\Q. On déduit que Z est une sur

solution du probléeme (4.1)). Ensuite on choisit le parameétre A tel qu’on ait

1 1

z=Ar1zp < Z=mpr12.

En utilisant (4.7)), (4.9) et (4.10) on trouve que
pr—1

sz s -1
(“A)pz=m > mrT ffgng (93)+Aglggz<!f($)!
>
> rggglf(w)l
> M(z) = (-A),z, (4.12)
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pour tout A € (0, A\,). Par le principe de comparaison on obtient que
1 1
z=Ar-lzg <mr-1z =2,
pour tout A € (0, \y).
On utilise la méthode de sous et sur solution on obtient une solution positive u; du (4.1
pour tout A € (0, A) tel que z < u; < Zz.
U

Par la suite on montre :

Lemme 4.2 On a
0 < A* < 4o00.

Preuve Du Lemme on a que A* > 0.

Maintenant on veut montrer que A* < +00. On considére A > 0 tel que le probleme
admet une solution positive 4. Soit z = )\P%l zo est la sous solution de
zp est la solution positive de . Par le principe de comparaison on a z < 4.
Soit p € W5P(Q) tel que supp(p) C supp(f+) avec fT # 0, n € N*. En utilisant
I'inégalité de Picone fractionnaire (Théoréme , on a

1ol > 2/ (—A)5 (a1 + L)gp
(1 + 3 )Pt

) , avec

dx

N

v
> 2/ (up + )ps pdm‘+2)\/ 7¢dm,
U1+ )

car A > 0, supp(p) C supp(fT) et f+ #£ 0, alors

f(@)eP

Il s’ensuit que
I
lelP > 2 [ (@ + i rers,
Q n
en faisant tendre n vers +o00 et en appliquant le lemme de Fatou (Lemme [1.4]), on obtient

1 *
lelP = 2liminf [ (u; + —)Ps PpPdx
n

n—+o0 JO

> /ﬁzlosfpgopdx
Q
> /épzfpwpdx
Q
ps—p .
> A1 /ngs PoPdz.
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Ce qui implique que
=1
ve (e Y
fq 20" Porda
On déduit que B
A <A< 4.

Par conséquent on a que
0 < A" < 4o00.

Donc on peut conclure le deuxieme point du Théoreéme
O

On continue & montrer le Théoréme [I.1] D’abord on montre le premier point, tel
qu’on considére deux lemmes.
Dans le premier on montre que le probleme admet une solution minimale avec une
propriété concernant cette solution

Lemme 4.3 Pour tout A € (0,A*), le probléme (4.1)) a une solution minimale uy véri-
fiant

utll oo (@) = 0 quand A — 0. (4.14)

1 . N
Preuve D’abord, on prend vy = Ar-1zy comme sous solution de 1) ou zy est la

solution positive du probleme {D En outre, on consideére vy = mp-1z; comme sur
solution du probleme (4.1)) avec z; est la solution du probleme (4.8)) et m satisfaisant
ps—1

B> B max 2P (2) 4 2 4.1
m 2 m =T max 2y (x) + I;flgéi\f(x)\a (4.15)

pour tout A € (0, \s) avec A, assez petit. En plus

1
mp—1 max 21 (x) < €, pour tout € > 0 assez petit. (4.16)
Te

Par ailleurs, pour tout A € (0, A\,) on ait
1 1
AP—Tzg < mp-1z. (4.17)

En utilisant la méthode de sous et sur solution on obtient que pour tout A € (0, \.), le
probléme (4.1)) admet une solution wy tel que vy < wy < vy-
On définit une suite {wy,} par

p

—A)sw, = wh 4 A dans Q
{( )Ow w1+ Af(z) dans R;V\Q ot wp = vy (4.18)
Wy, = ans .
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En raisonnant par récurrence et en utilisant le principe de comparaison on a
wp < ... < Wy < Wy,

alors
vy < ... < wp, < wy. (4.19)

On multiplie (4.18) par w,, puis on integre sur €2 on obtient
[[wn ]l < Jlwall.

Puisque w) est une solution de (4.1 alors la suite {w,} est bornée dans Wy"*(Q) ce qui
nous donne Pexistence de u; € Wi*(Q) tel que

wy U p.p dans . (4.20)

De plus par (4.19) on a u; < wy.

Ensuite, soit £ € WP (Q2). En utilisant £ comme fonction test dans (4.18)) on trouve

/Q (—A)3wy.Edr = /Q wh !t ede + A /Q f(z).tdx

On fait tendre n vers 4+o0o. Par la convergence faible et le théoréme de convergence
monotone on obtient

/Q (—A)ywn Ldz — /Q (—A)Suy.&dz,
et
/szz__ll.gdx+)\/ﬂf(:v).£dm—>/Qu’1’;_1.§dm+)\/ﬂf(g;)_gdx_

Alors, on déduit

/Q (—A)Suy £do = /Q (W A /Q f(2)).£da. (4.21)

En utilisant le fait que u; < wy, on conclut que u; est une solution minimale.
Maintenant il reste a montrer que

|1l oo (@) — O, quand A — 0.

Pour cela on utilise (4.17)) et le fait que u; est une solution minimale, alors on obtient

1

0 < vy <up Swy < vy =mr1z(x),

pour tout A € (0, Ay). De (4.16)), il s’ensuit que

1 1

0<wu; <mrTzi(z) <mrt maéc z1(x) <,
xe
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pour tout € > 0 assez petit.
Par la définition de A*, on déduit que pour tout A € (0, A*) le probléme admet une
solution minimale positive te que

0<u < €,

pour tout € > 0 assez petit. En conclusion, pour A\ assez petit la solution u; converge
vers 0 ce qui implique

1]l oo ) = O, quand A — 0.

En dernier, montrons que la solution minimale u; a une énergie négative.

Lemme 4.4 Pour tout A € (0,A*) on a

j>\7p(u1) < 0.

Preuve On sait que pour tout A € (0, A*) le probleme (4.1]) admet une solution minimale
up. En utilisant u; comme fonction test dans (4.1)), on trouve

Jurl? = [ wn(aida+x [ () (@)da,

ce qui implique

A / F(@)ur (@)dz = [[u ]| — / wn (2)P de. (4.22)
Q Q
Ensuite, on utilise la fonctionnelle d’énergie définie dans (4.3)) avec la solution u; on a
1 1 ,
Frplen) = urll? = — [wa@pide =2 [ flayn(@)do. (4.23)
p bs JQ Q

En insérant (4.22)) dans (4.23) on obtient

.
[P+ [Jua

]. 1 *
Frplwr) = Sl = Tt o)

Ps _|
* LP3 ()
1 1 *
— ——1 p 1— = ps*
(p ) [u][” + ( pz)llmllms(
1 Pt 1 »
= (=l gy~ (1= D

S

Q)

Par le Théoreme [I.6] on peut déduire qu’il existe une constante strictement positive Cy
tel que

Crllarll s ) < (4:24)
Il s’ensuit que
<-- r Cr(1 = ) 4.25
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Par le Lemme 4.3 on a
Jutllzoe (@) — 0 quand A — 0.
Par le Lemme [1.1] et pour A assez petit on obtient
|l p @ 0.

Ainsi on peut choisir \ assez petit tel que

1

* 1 A
Hu1||zl7;*p <Ci(1—-)1— =)t pour tout A € (0, A).

@ P 28
En combinant (4.25)) et (4.26]) on trouve

Inp(u1) <0 pour tout A € (0,A").

4.4 Reésultat de multiplicité

(4.26)

Cette section est consacrée a trouver une deuxieéme solution du probleme (4.1) notée
par ug, telle que ug est différente de la solution minimale positive du probléme (4.1))( u;

trouvée dans la section précédente (section [4.3).

En utilisant le Théoréme du Col avec la condition de Palais-Smale locale (notée (P.S).

en abrégé) on prouve le résultat suivant

Théoréme 4.2 Pour tout A € (0,A*), le probléme admet une seconde solution.

Pour commencer, on prouve que la fonctionnelle d’énergie J) ) satisfaisant les condi-

tions géométriques du Théoreme du Col [5]

Lemme 4.5 ] existe des constantes strictement positives a et 3, tel que
o Si|lul| =, on a T p(u) = B.
o Il existe v € WP (Q) tel que ||v]| > a et on a Ty p(v) <O.

Preuve e Par la définition de J) ,(u) et I'inégalité de Holder on a

1 1 *
o) = Sl =l ) = Al ey v

oup = ]%. En utilisant le Théoréme on obtient I’existence des constantes C, Cy >

0 tel que
1 P Cl p*
Tnp(u) = EIIUII - pTIIUII * = O Sl o e llell-
S
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De plus, I'inégalité de Young nous donne
1 Cl * / p/
Inp(u) = Z;IIUIIP - gIIUIlpS = GNP S ) = slull?

1 Cl *
P p_ - ps _ P’
z (= lul” = 2l = CeA 171, )’

S

oul<g¢< % et C1,C; sont des constantes strictement positives.
Si on choisit « strictement positif et assez petit tel que pour tout u € Wy(Q2) avec

|lu|| = @ on a

1 Ch
(= = ull” > —u(z)
p p

S

4 C NI

alors

j>\7p(u) > [ >0.

e Maintenant on considére une fonction positive w € Wi*(Q) et ¢ > 0, alors

Topltw) = 1||zsw|yfff— pl* /Q (tw)P dz — A /Q F(@)tw(@)da

S

P Ps
= Sl = [ wide - )\t/ F(z)w(x)de
p D3

Puisqu’on a 1 < p < p% donc si on fait tendre ¢ vers 400 on obtient
li = —o0.
i Prglt) = —oc
On conclut qu'il existe ¢y assez large tel que |[tow]| > a et J(tow) < 0.

O

Pour continuer notre raisonnement on définit la constante de Sobolev fractionnaire

par
/ / >‘pd dy
_ | N+ps
Ssp = inf RY JRY \x ‘ , (4.27)

ueWs»(RN)\ {0} Hu||Lp; &)

Cette constante est strictement positive par I'inégalité de Sobolev fractionnaire .
La difficulté essentielle dans cette section est ’absence d’une formule explicite pour les
minimiseurs de la constante S .

Ce probleme a été résolu dans [56], en utilisant certaines estimations asymptotiques
obtenues dans [20], les auteurs donnent une conjecture selon laquelle tous les minimiseurs
sont de la forme cU((z — 2')/¢), ol ¢ # 0, e > 0, ' € RN et

1
Uzx) = , v €RY,

N—sp

_Db p
(1 + ]az\P1>
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Cette conjecture est vraie pour le cas ou p = 2 et c’est prouvé dans [29]. Autrement, il
n’ya aucun résultat pour le cas p # 2.

Suivons les idées de [56]. On a un minimiseurs pour S, décroissant non négatif a
symétrie radiale U = U(r). En multipliant U tel que pour tout & > 0

1 ||

),

est un minimiseur pour S .
Ensuite, rappelons que la fonction f change de signe donc il existe g € Q2 et § > 0
tel que

pour tout = € Q, |z —x9| <0 , ona f(z)>0. (4.28)

Sans perte de généralité, on suppose que 0 € Q). Pour 0 > 1 et d,e > 0, soit
us(é)

M0 = 0 (8) — us(06)°
et
0 si0<t<u(d)
Ges(t) = QmP 5(t —uc(68))  sius(60) <t < us(0),
t+u(d)(mls—1), sit>uc(9),
avec

t 1
Geslt) = [ gts(iar.

g5 et G 5 sont des fonctions non décroissantes et absolument continues.
La fonction radialement symétrique non croissante est donnée par

Ug,§ (T) = Gs,(S (us (T))a

telle que
9,
0.

r
0 sir

e g(r) = {us(r) si

VoA

Ainsi, on a besoin des estimations suivantes

Lemme 4.6 [50] Il existe une constante C = C(N,s,p) > 0 tel que pour tout e < g on a
N £ N—sp
luesll” < Ssp+C(5) » (4.29)
pE Sﬁ e._N_
sl = Ssp = C(5)PT
N—s
N siq > 7]\%’2;),
N-—s
/ [ue5(@)|%de > C {75 4 loge|  sig =YL
. S=Eq , N(p—1)
gplp—1) St q < W
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Maintenant on montre qu’on a une suite de (PS). de la fonctionnelle 7, pour un
niveau qui sera déterminé plus tard. Pour cela on considere la famille des fonctions
données par

we 5(2) 1= ue 5(x — o) € WP (). (4.30)
On prouve le résultat suivant

Lemme 4.7 Il existe un paramétre strictement positif Ao tel que pour tout A € (0, \o)
on a

sup Jap(ut + twe 5) < Inp(ur) + S sp  pour tout € > 0 assez petit.

0
(4.31)
Preuve Rappelons que
= Ll = 2 A d 4.32
Tnolm) = ]l = s oy = A [ sz, (4.32)
et
Jur]? = s oy + 2 [ S
ce qui implique
a1 iy = al” = A | f@pua(a)do. (4.33)

En remplagant (4.33)) dans (4.32]) on obtient
I
Frpl) = Sl =l + 2 [y (@) 2 /Q f(@)ur (x)do

1 1
= (== ul? - 1—*/f z)uy(z
(p )II |
L’inégalité de Young et les injections de Sobolev fractionnaires nous donne que
s ' N(p=1)+5p i oip! N
Frplun) > el = ON (LR ) = Sl ()
s L ' N(p—1)+sp,, /
> — P _ ()P p p ,
> (5 = OllurllP = €N oz AT
' N(p—1)+sp
O (AT ) T OP Ny

avec p/ = = L2, 0 << < et C¢ est une constante strictement positive. Alors, on choisit
Ao assez petit tel que pour tout A € (0, \g) on trouve

S oo S ot ' N(p—1)+sp
Frp(w) + 555 > 55 Seh — ON? (N—p

s,p = N )p ||f||ip’(g)

76



CHAPITRE 4. PROBLEME CRITIQUE IMPLIQUANT LE P-LAPLACIEN
FRACTIONNAIRE

Done, pour tout A € (0, \9) on a

N

S
Tnp(ur) + NS;,% > 0.

Ce qui implique

N

s N
Irpur) + 555 > Top(0)-

La fonctionnelle Jy , est continue, donc il existe un ¢y € (0,1) tel qu’on ait

s N

sup Jap(ur + twes) < Tnp(ur) + NS’;,’;’).

0<t<ty

pour tout A € (0, \g) et € > 0 assez petit
D’autre part, montrons que

N

¢ N
sup Jap(ur + twe5) < Tnplur) + NS;’;).
t>to

Le fait que le support de u; et we s sont disjoints nous donne

s + tw s 7 < P+ ¢ 1 (4:34)
On a aussi
Ps ps x ps
lux + tweslips o) 2 llwallpns ) + 7 llweslips o)
D’apres ce qui précede, on obtient
1 "
Inplur +twes) = ];Hul + tw 5P — [Jur + twe 5| %p; @
~ /Q F(@) (w1 (@) + twe 5)de
1 tP 1 « Ps «
_ p _ p_ ps - Ds
< Sl + el =l g = Sl
—/\/Qf(x)ul(x)d:c— /\t/Qf(a:)we’g(x)dw.
On sait que
[t@um@de> [ @),
Q |x—z0|<d
et par (4.28)) on a
/ F(x)ur (z)dz > 0. (4.35)
|x—xzo|<d
Par la définition de w, s dans (4.30)) et (4.28) on a
/ F(@)we 5(x)dz > 0. (4.36)
Q
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On pose

*

_ tp tps
H{(t) = EHwa,éH - EH@U e

s

ey~ [ F@ues(o)ds +
Puisque 1 < p < pf alors quand on fait tendre ¢t = 400 on obtient

lim H(t) = —oo.

t——+o0

Ainsi, supy~;, I p(u1 + twe 5) est atteint pour un certain ¢ > 0.
En dérivant la fonction H on trouve

H'(t) = 0 g = 3 e ) = A [ Fl@pus(a)da

Pour B
H'(tf) =0,

£

on a
gl gy = 7 el = A [ F@)wes(@)da.

De (|4.36) on obtient

e Mty S 12 el
- —1_ llwesll
= {75 1 <P 1;’
- [ ,all
= pip) ¢ Te0l

st,(s’ Lspz,‘ (Q)

1
t: < < H’ws(gH ) (P;*P)'
Jwes "

L5 (Q)

2|

b
Sur Uintervalle [0, [|w. s]/?s] la fonction ¢t — ||w55\| — 5 est croissante.

Ps
w5,5 Lp: (Q)

De plus on a

/\m—l—twg,alp;dx = /|U1‘pzd$+tp:/ |w6,5|p:
0 Q @

*_9 N—sp
pZt/ luq [Ps " uwe gdx + Ce ™7 . (4.37)
Q
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En utilisant (4.34)), (4.36) et (4.37) on trouve

sup Dnplur +twes) = Tnplur + twes)
=10

1 1 "
_ p||u1+t;we,5||1’—ﬁk/Q|u1+t:w5,5|z’sdx
S

— /\/Qf(x)(ul(x)+t:w575(x))dx

1 1 «
< Sl = — [ ulde =2 [ fapu )
p Ds JQ Q

t*p *p:

t *
b gl = S [ wnslPide = Mo [ f@)wes(a)ds
p bs Ja Q

s

N—sp

— to/ ]u1|p:72u1w575d:v—0(€ P
Q

N

'(

1
Tplun) + Zlwes

P
1 * We § (p5—p) N—sp
- 7”“18,5 ZSZ’;(Q)< H E;;j;” ) ’ _C(E P )
Dbs H 5,5’ rk Q)

1 1

[we s

p
||w€76‘ L;; (Q)

P
) ®%-»)

P
We § (p5—p)
< Faafn) = el ()

Ds

pour € > 0 assez petit. Par (4.29)) on obtient

t>to

N—sp N—sp
P < p—1

Puisque , on déduit que

s N
sup T p(u1 + twe 5) < Tnplur) + —=S&p.

t>to

Finalement on obtient notre résultat

t20

pour tour A € (0, o).

Maintenant on définit

R {’Y € C([Ov 1]7 Wg’p(Q)) :7(0)

p*
s
w€,5| Lp; (Q)

N—sp

S N N—sp
sup Jap(ur +twes) < Tnpur) + N(Ss”} + Cre 1) —Ca(e 7 ).

N

N

S N
sup Ty p(u1 + twe ) < T p(ur) + NP

077(1) =u1 + MwE,ts}:

(4.38)
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et le point
c:= inf sup Jyp(v(1)), (4.39)

Y€l 5 0<t<1

pour M > 0 assez grand tel que

Inp(ur + Mwe5) <0.
En outre, on montre I'existence d’une deuxieme solution du probléme .
Lemme 4.8 Il existe une solution positive notée us du probléme satisfaisant

N
sp

c=Tp(u2) oubien c= Thp(u2)+ %Ss,p. (4.40)

Preuve Soit {u;} une suite de (PS). pour la fonctionnelle 7 ;. Alors, on a

Inp(uj) — ¢ and Ty ,(u;) — 0. (4.41)
Ce qui implique
1 1 *
Sl =l ) = [ @y (@)de = e of0), (4.4
et
Jugl? = sz ) =X [ @yt = o(1). (1.43)

On fait 44.42[) — é(|4.43[) on trouve

e = G Dl == [ f@p )iz + o).
Par I'inégalité de Young et les injections de Sobolev fractionnaires on obtient
¢ > (G- Dl — oW (1= SW P, =Sl (@)
p D J2 )
[l e A S T L

p D P} @)

Ainsi, on a
4 C¥ (L= 1180y 2 (5 = o = Dl (.49

pour tout A > 0, ¢ < £ — L et C: une constante positive.
Dong, il existe C' > 0 telle que
Juill < C.

Alors la suite {u;} est bornée dans W (2). Ainsi, il existe ug € W*(Q) tel que

uj — Uy faiblement dans WP (),
uj — ug fortement dans LY, 1 < g < p%, (4.45)
Uj — Us p.p dans €.
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Ce qui implique que pour tout & € Wi*(Q), on a
(Taplu2),€) = 0. (4.46)

Par conséquent, uy est une solution faible du probléme (4.1J).
1
On considere z), = Ar—1zy > 0, avec zg solution de 1D On sait que

(—A)pu = [ul""2u+ Af(z) = Af(2),

1
par le principe de comparaison (Lemme ) on obtient ug > Ar—lzy > 0 pour tout
x € Q. On conclut que uz est une solution positive du (4.1]). Par le lemme de Brézis Lieb

(Théoreme [1.15]) on a

u[[P = |luj — ua|P + [|uz|” + o(1)
* * *
s | = g — a7 + [luz]?%: + o(1).

Insérons ces deux relations dans (4.42)) on trouve

¢ = Iapluy)
1 1 x
= BHUJ' = ug|l? = = [luy — w2,

S

1 1 "
- P _ pPs
+ Sl =l )\/Qf(x)ug(af)da:—i—o(l)

1 1 *
= Dpluz) + Jlluy = wall” = Tl — ug|l7;; +o(1). (4.47)

S
D’apres (4.41) on a
o(1) = (Tnp(u),u;)

=l —w2l” = lluj — w2l + lluall” = fluzl7: - A/ﬂf(%)ﬂz(m)dw +o(1).

En utilisant £ = u; dans (4.46) on obtient
o(l) = (T5,(u2), us)
= Nl =l = A [ f(a)us(e)da.
‘ Q
Il s’ensuit que
o(1) = llug — wall? — 1w — wal/%; + o(1).
= luy —u2|lP = [luy — w27, (4.48)

On a déja montré que la suite {u;} est bornée donc on peut supposer qu'il existe I > 0
tel que on a
oty — uall? = i
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Egalement, par (4.48) on trouve
luj — a7 — 1. (4.49)
Par (4.47)), (4.48)) et (4.49) on a
11 )
¢ = Dp(uz) + (= = —)lluj — w2l + o(1),
P Ds
S o= Taplun) + (2 — )1
c=Tnp(u - — =),
P b
s
= c= j)\7p(u2) + Nl. (4.50)

De (4.27) on peut écrire

luj — u2ll7s Ssp < luj — uzl?,
= IP5 > S0P,

P
= 1> 8,07, (4.51)

Alors on a N

soit [ = 0 ou bien [ > S5

e Si on prend [ = 0 dans (4.50) on trouve

c = Thp(u).

N

e par ailleurs si [ > S¢% > 0 on obtient
s N
cz= ._7)\7P(UQ) + =555,
N
Ce qui nous donne le résultat de notre lemme.

O

Preuve du Théoréme [@.2] Comme résultat du Théoreme on a obtenu que le
probleme (4.1) admet une solution minimale positive u; a énergie négative :

.7/\,p(u1) < 0.

Par le Lemme on trouve que le probléeme admet une deuxiéme solution us
satisfaisant soit :

o ¢ = Jyp(uz) > 0 par la définition de ¢ dans , on déduit que les solutions uq et
uy sont différentes .

e Sinon

s N
¢ Trple) + 5535,
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et dans ce cas aussi u; # ug. On suppose que u; = ug on trouve

s N
c z jA,p(u2)+N5§,%
s N
= jA,p(u1)+N5§,% (4.52)
Par (4.38) et (4.39)
c = inf sup Jx,(v(t))
Y€l 5 0<t<1
< sup Dhp(v(1))
o<t<1

< sup jA,p(ul + the,5)7
0<t<1

pour M > 0 assez grand. On met 7 = tM > 0, alors

c <sup Iy p(ur + Twe 5)

720
Le Lemme .7 nous donne
s N
¢ < sup \7)\,]}(“1 + T'ws,(s) < j)\,p(ul) + 7583’1;'
>0 N

On arrive a une contradiction. Par conséquent uy # us.
Finalement, on conclut que le probleme (4.1)) admet deux solutions positives uj et
uy distinctes.

O
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Chapitre

Probleme elliptique impliquant le
potentiel de Hardy et un terme
asymptotiquement linéaire

Ce chapitre est le développement de article [59].

5.1 Introduction

Dans ce chapitre on considére un probleme elliptique non local avec le potentiel de
Hardy

{(A)Su — pt = Af(e.u)  dans ©, 65)

u=20 dans RM\Q,

ot Q est un domaine borné de RY & frontiere lipschitzienne tel que 0 %ﬁ’ N > 2s,
2572 s

meilleure constante de 'inégalité de Hardy fractionnaire et f une fonction de Carathéo-
dory satisfaisant certaines hypotheéses qui seront précisées ultérieurement.

Une grande attention a été consacrée a 1’étude des problemes elliptiques avec le
potentiel de Hardy soit dans le cadre linéaire ou non-linéaire, voir par exemple [2, [12]
44, [63].

L’objectif de ce chapitre est d’établir ’existence des solutions positives, ainsi que des
résultats de multiplicité dans le cas ou f est asymptotiquement linéaire a 'infini. Pour
le cas local nous invitons le lecteur a consulter les travaux de [70} 55].

Le plan de ce chapitre est comme suit : dans la section [5.3] on consideére le cas ou
f est une fonction asymptotiquement linéaire, on établit I’existence et la non existence
des solutions positives du probleme .

Ensuite, on prouve la multiplicité des solutions du probleme . On obtient 'exis-
tence de deux solutions non triviales, I'une est positive et 'autre est négative.

s € (0,1), A un parametre strictement positif, 0 < p < pugy := étant la
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HARDY ET UN TERME ASYMPTOTIQUEMENT LINEAIRE

Dans la section on suppose que f est une fonction super-linéaire, sous-critique.
On montre que le probléeme (5.1)) admet une solution positive.

5.2 Cadre fonctionnel et résultats préliminaires

Dans cette partie on établit quelques résultats préliminaires.

Définition 5.1 On dit que uw € HF(2) est une solution faible du probléeme (5.1), si u
satisfait

(u(@) — u(y))(D(z) — P(y)) u B
/RNXRN |z — y|Nt2s dzdy — M/Q Wlﬁdw = A/Q f(z, u)ydz,

pour tout ¢ € HE(S).

Notre approche est variationnelle, la fonctionnelle d’énergie associée au probléme (5.1])

est
7 _ 1 2 H Jul?
J(w) = S llulls ) — 5/9 P dx — A/QF(x,u)dx, (5.2)

F(z,u) = /Ouf(a:,s)ds

Rappelons que tout point critique u de J (u) est une solution faible du probléme (5.1).

ou

Définition 5.2 L’inégalité fractionnaire de Hardy est

Cns Ju(z) - (!2ddyu/

d C (RN 5.3
2 JRNxRN |z —y|Nt2s ™ u € O R, (5:3)

ou Cp s est une constante positive qui dépend de N et s. Voir [{2] pour plus détails.

Définition 5.3 La fonctionnelle J satisfait la condition de Cerami (notée (C)). Si pour
toute suite {u,} € HF(Q) telle que

T (un) —rc et (L [lunlg0) T (un) — 0, (5.4)
possede une sous-suite convergente.

Maintenant, nous rappelons une version du Théoréme du Col avec la condition de Cerami
)
qui sera utilisé ultérieurement

Proposition 5.1 [32] Soit E un espace de Banach. Supposons qu’ils existent a,b et d
des réels telle que la fonctionnelle J € C1(E,R) vérifiant

max {J(0),J(v1)} <a et inf J(v)>=b. (5.5)

vl z=c

avec a < b ,d >0 et v1 € E tel que ||v1]|g > b. Soit
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Lo ={yeC([0,1],E) : ~(0) =0,7(1) = v},
et

co = inf sup I(y(t)) = b.
v€lo 0<t<1

Alors, il existe une suite {v,} C E tel que

lim J()=co et lim (14 [foulls) |7 (va) |- = 0.

li
n—-+4o0o n—-4o0o

Nous imposons les hypotheses suivantes :

(fr) flx,t) =0,Vt <0,z €Qet f(x,t) >20,Vt >0,z € Q.
(f2) il existe 0 < a € LP(§2) avec p > év—s, ¢ > 0 tel que

|f(x,t)] < afx)|t] + c|t|?! pour tout (z,t) € Q x R, (5.6)

avec ¢ € (2,2%).

(f3) | ‘lim f(f’t) = fB(z) # 0 uniformément pour p.p. z € Q, g € LP(Q), p > %, telle
t|—+oo

que a(x) < B(z) p.p. © € Q et meas{z € Q tel que a(z) < B(x)} # 0.

(f1) . hT f(f’t) = +00 et @ est non décroissante en t > 0.
— 400

Considérons le probleme de valeur propre suivant

(—A)'0 — ppfm = Ao(x)p  inQ,
=0 in RV\Q,

On définit le probléme de minimisation suivant

2
A1, := inf / y(—A)%qb\?dx—p,/ !¢\2 de:¢ e Hg(Q),/ o(x)p*de =13. (5.8)
RN Q |z|?s Q
Nous allons montrer que \; , est une valeur propre principale positive.

Lemme 5.1 Soit o(x) € LP(Q?), p > % tel que o(x) > 0 (# 0). Alors, A1, > 0 et il
existe une fonction ¢, € HG(S2) telle que

2

‘(Zsl,a
0 |LL’ % dr = ALJ.

/QU(x)ﬁ,adl’ =1 et H%,a”%{g(ﬂ) —

De plus, ¢1,5(x) >0 p.p. dans Q.
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Preuve Considérons une suite minimisante {¢, } satisfaisant (5.8]) i.e.

2 _ . . 2 .
/Qa(sv)qbndx =1 et nll}r_{loo inf (||d>n||Hg(Q) P, Wd:ﬂ) = Ao (5.9)
La suite {¢,} est bornée dans H{(2), alors il existe ¢1 , € HF(Q2) telle que

On — D16 faiblement dans Hj(€2),
On = P10 fortement dans LP(2) 1 < p < 23,

On = D10 p.p. dans €. (5.10)
Il s’ensuit que
o . . 2 |¢n|2 |¢1,0|2
Mo = tim inf (6l ) > on g — 1 Ppde. (5.11)
En utilisant ([5.3)) on a
2 1,01 M 2
Mo 2 P10l = # | S de > (1 - MH)(H(bLaHHg(Q))-
comme p < pp alors A s > 0.
La suite {¢,} est bornée dans L?: (), alors
bn — D10 faiblement dans L?:(Q),
et
¢2 = ¢2,  faiblement dans L¥% (Q)
Puisque 0 € LP(Q2), p > 2—]\2, on trouve
. 2 _ 2
Jim [ o(@)éide = [ o)t do
Ainsi
/ o(2)¢2 dx = 1. (5.12)
Q k)

De (5.11)) et (5.12)), on conclut que ¢1,, # 0 atteint A\ , > 0. De plus

o 61.0(2)] = 010 WP
lorellfey = [ ], e dody

¢10’ ¢10-( )|2 B )
S /]RN /RN |z — y|N+25 drdy = H¢1,JHH§(Q);

donc |¢1 | atteint A1 ,. Supposons que ¢1, > 0 p.p. dans €2, par le principe de compa-
raison on conclut que ¢1 , > 0 dans .
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O

On remarque que A1, n’est autre que la premiere valeur propre associée au probléme
(5.7)), cette derniére est simple voir la référence [47]. L’hypothese (f3) implique que

/\1’5 < >\1,a-

Maintenant, prouvons que la fonctionnelle d’énergie J satisfait les conditions géo-

métriques du Théoreme du Col.

Proposition 5.2 Supposons que les hypothéses (f1)-(fs) sont satisfaites, 0 < p < pg
et Mg < A< Ao. Alors )
(i) pour tout u € H5(Y), si[[ullms) =7, on a J(u) > R,
(i) il existe v € HG(SQ) tel que [|v]|gs) > 1 et on a J(v) <O0.
Preuve (i) Nous avons
A1 / afz)|uldz < / |(—A)Zul?ds — ,u/ [uf*
o S fen q 7]
En utilisant (5.3)), (f2) et les injections du Théoréme on trouve
- 1 pofolul®
Fw > e -5 [ e g / 2)|ul2dz - )\c/ utda
pof P A / / jul®
z S(Q) " 5 -
sl — 5 [ e = g [ (ulfye o [ (s
— )\c/ |u|9dx
Q
1 A 2 |u|2 q
> 5(1 - )\LaxHUHHg(Q) —M/Q ’x|2sd:1: — Ch|ull 5(Q)
1 A H 2 q
> (- m)(l - E)HUHHS(Q) = Cillullg (o)
ou 0 < p < pp, 0 <A< ALa, q€(2,2) et Cq une constante positive .
En choisissant r > 0 assez petit tel que pour |[ul s =7 ona J(u) > R > 0.
(73) Pour ¢1 3 >0 on a
- o i [ b1l
T (t¢1,8) = 5 l1o15l50) — 75 /Q de - )\/QF(%W)LB)dIE
En passant a la limite, on obtient
. T (o) pof ldusl F(z,t418) o
Jim T Dy i ) - /Q et [ S e
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En utilisant le lemme de Fatou (Lemme [1.4)), on obtient

tiigrnoo j(ttﬁlﬁ) < %Hqﬁl,ﬁ’“%{g(g) - g A ‘T&f’ﬁf dx — /\ltiglJri&f ; W¢%,B
< %HQZ)L,BH%JS(Q) - g A |Txl|§s|,2 dr — X Ql}gjgofWﬁﬁ
< %Wl,ﬁ”%{g(g) - g A ‘Txl’éfdx - /2\/95(33)(25%,,66137
De et (f3) on a
gim 08y e 3 [ Bk e
< %Hd’lﬁ”%{g(ﬂ) - /2\/95(95)‘;5%,6(133
< 5losle -~ gt [ @)t e
< gloalie - 5o louslngo)
< ;(1 - Qﬁ) 91, @15(9)-

Puisque A\ g < A et ¢1 3 > 0 on trouve que

lim J(t¢y ) = —oo.

t—+o00

Alors, il existe to assez large tel que on a [[tod1,l| s () > 7 et J (tog1.5) < 0.

5.3 Probleme avec un terme asymptotiquement linéaire

5.3.1 Solutions positives

Dans cette partie on montre que le probleme ([5.1)) posséde une solution positive sous
certaines conditions appropriées sur f(z,u). Les principaux résultats sont les suivants :

Théoréme 5.1 Soit 0 < p < pg, 0 < X < Ao et f une fonction de Caratheodory

satisfaisant les hypothéses (f1)-(f3). Alors on a
o SiAig <A, le probléme (5.1) admet une solution positive.

o Si A g =\, le probléme (5.1) admet une solution positive v € H§(SY) si et seulement
s’il existe une constante positive a tel que u(x) = ap1 g(x) et f(x,u) = B(x)u p.p. x € .
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Remarque 5.1 On remarque que si Ay g > X, le probléme (5.1) n’admet pas de solu-
tions positives.

En effet, supposons que le probleme admet une solution positive u € H§(§2). Mul-
tiplions I’équation du probléme par u et intégrons sur §2, on obtient

ul?
||UH§{3‘(Q) —M/ [u dr = )\/Qf(x,u)ud:v.

Q ’x‘Qs
En utilisant (f1) et (f3) on trouve
flz,u)u < Blz)u® pour p.p. x € Q. (5.13)

1l s’ensuit que

U2
falligoy — e [ e <3 [ BatuCe)da.

’x‘Qs
De (@, on déduit que Ay g < .
Par conséquent pour X < A1 g le probleme n‘admet aucune solution positive.

Montrons que la suite de Cerami est bornée

Lemme 5.2 Si les hypothéses (f1)-(f3) sont satisfaites et A1 g < X. Alors, toute suite
{un} de Cerami est bornée.

Preuve On définit

T = {y € C([0,1], H§(Q)) : v(0) = 0,7(1) = M¢1 g},
et

c:= inf sup J(v(1)),
el o<1
ou ¢8>0 et M > 0 assez grand tel que j(Md)lﬁ) < 0.
D’apres la Proposition on trouve ¢ > R > 0. Soit {u,} une suite de Cerami telle
que
T (un) — ¢ et (14 lunllms @) 1T (wn) |l gr-+(0) — 0, (5.14)
ce qui implique que

H |un|?
2 Q ’x‘2s

1
T (up) = §HUNH%{§(Q) -

dx — )\/QF(m, up)dz = c+o(1), (5.15)

(T (un), V) sy = /RNX]RN (un(2) = &”Ey;)’](\%i) — w(y))da:dy — M/Q %@bdw
- )\/Q f(z,up)pdx = o(1) pour tout ¥ € Hi(R). (5.16)
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Pour montrer que la suite {u,} est bornée, on raisonne par ’absurde. Supposons que

||Un||Hg(Q) 5 +o00.

Prenons u
Wy = ———— (5.17)
HunHHg(Q)
alors
[un |l a3 ()
lwallgs@ = T~ —
HunHHg(Q)
= 1, (5.18)

ce qui implique que la suite {w,} est bornée dans H(2), alors il existe w € H{(2) tel
que

Wy, — W faiblement dans Hj(€2),
Wy, — W fortement dans LP(2) 1< p < 2,
Wy, — W p.p. dans 2. (5.19)

Montrons que w # 0. On raisonne par ’absurde, supposons que w = 0, donc

wp, =0 faiblement dans H{(2),
wy, — 0 fortement dans LP(2) 1< p < 2%,
wy, — 0 p.p. dans . (5.20)

D’apres les conditions (f1)-(f3) et pour tout (z,t) € (2 x R*), il existe une fonction
0 < k(x) € LP(Q), p> 2—]\; telle que

< k(7). (5.21)

En utilisant ([5.16)) pour ¥ = u,, on trouve

’un’2
el = ot =2 | Fouaund + of1), (5.22)

On multiplie (5.22)) par , on utilise (|5.17) on obtient

1
2
||u”||H8(Q)

2
l—u/ \wn2| dx = /\/ Mwidm—i—o(l).
Q ‘37’ 5 Q Up,

L’inégalité de Hardy Sobolev ([5.3) nous donne

Unp

1 9 / |wy, |? / fzyun) o
1 — —|wn|Frsion <1 — dr = )\ wydx + o(1).
L H HHO(Q) I Q ‘l’PS Q ( )
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Il s’ensuit

= )\/Q'Wwidx—ko(l).

2
1—i<1—'u/ wn2| d
0% Q |z|*

Ce qui implique
<A / UG 2dx+ o(1).

Par (5.21)) on a
1_47 A/ z)dz + o(1).

En faisant tendre n — +o0o0. De on a
w,, — 0 faiblement dans L% (),

il s’ensuit que
N
w2 — 0 faiblement dans L¥-2 (Q).

Puisque 0 < k(x) € LP(Q2), p > 2—]\2, on obtient

/ w(z)w? (z)dx — 0.
Q

On déduit
11— <o
MH

Comme 0 < p¢ < pp on arrive a une contradiction. Par conséquent w # 0.

Ensuite, montrons que pour tout ¢ € H3(2) on a

(w(z) —w(y)(¥(z) —¥(y))
/]RNX]RN dady = 'u/

w
|£L'—y|N+2S Q |.’L“23¢

5.21)) nous donne que pour tout z € €2 la suite {f 2un) Y ost bornée dans LP(S), p > X
Alors, il existe une fonction h(z) € LP(Q2), p > 5; tel que

n N
f(a;,u) — h(z) faiblement dans LP(Q2),p > %5 (5.24)

:ALﬁ@mwm;(a%)

1

K x“" wn} est bornée dans LI((2) avec | =

D’apres ce qui précede et (5.19) la suite {—"*

117 + i De 1) on obtient
[, un)

Un,

wy, — h(z)w faiblement dans L7(€2), (5.25)

puisque f(z,t) =0 pour t <0, on a

+
7f(x’_:t")w,f — h(z)wt faiblement dans L9((2). (5.26)
Un
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Multiplions ([5.16f) p on trouve

ar —+
lunll s )

1 !/
m\(ﬂ (un), V) ()| =
(wn() — wn())(V(2) — B(y) wt Fad)
/RNxRN ’$_y’N+28 da:dy—,u/Q ‘.’E QSwdx_)\/Quj;wnwdx )

pour tout ¢ € Hi(€2). Par (5.14) et le fait que [lun | ms@) — +00 on a

1

||Un||H3(Q)

1

HUnHHg(Q)

(T (un), ) ps oy < 1T (wn)ll -2 19l g () — 0 quand n — 400,

pour tout ¢ € Hi(£2). Par conséquent

_ _ + +
RN xRN |z — y|N+2s Q |z|?* Q  up
(5.27)
pour tout ¢ € H3(€2). De plus, par (5.17)) on a
Un = ”unHHg(Q)wn-
En combinant (5.19) avec (5.27) et d’apres ce qui précede, on a
(w(z) — w(y))(b(z) = P(y)) / w” / +
dxdy — der =M\ | h(x)wTydr, (5.28
Lo i y—n | e = [ hwt v, (5.29)

D’apres et le fait que Hun”Hg(Q)—) + 00, si on suppose que pour tout € 2 on a
w(z) > 0, on trouve que u, — +o0o p.p. dans 2. Ainsi (f3) nous donne que h(z) = ()
p-p- dans €.

Considérons 1) = w™, (5.28) nous donne |[w™||gs(q) = 0, alors w(z) = w¥(z) > 0
p.p dans Q. Par le principe du maximum on obtient que w(z) > 0 p.p. dans (Q, ainsi
up, — 400 p.p. dans Q. En utilisant (f3) et , on conclut que h(x) = S(z) p.p.
dans €.

On déduit que

(w(z) —w(y)(W(z) —¥(y)) w B
/RNXRN |z — y|N+2s dady — :“/Q |$‘231/1d93 = )\/Qﬁ(w)wi/}das, (5.29)

pour tout ¢ € H§(€2). Ce implique que A\j g = A.
On obtient une contradiction avec le fait que A 3 < A. Par conséquent, la suite {u,} est
bornée dans Hg(2) pour A; g < .
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Preuve du Théoréme [5.1]
On définit

Iy = {y € C([0,1], H5 () : 7(0) = 0,7(1) = M1¢1 s},

pour ¢1 53 > 0 et M; > 0 assez grand tel que j(MlgbL/g) < 0.
D’apres le premier point de la Proposition on peut choisir ¢y € (0,1) tel qu’'on ait
[v(to)ll 1z () = r alors T (v(to)) = R > 0. Alors

sup J(y(t)) = T (y(to)) > 0.

0<t<1

Par conséquent

c1 := inf sup J(v(t)) > 0.
vel'1 0<i<1

La Proposition nous assure l'existence d’une suite de Cerami {u,} vérifiant (5.6).
Par le Lemme , {un} est bornée dans H{ (), donc il existe u € H§(2) tel que
Uy — U faiblement dans H{ (),
Up — U fortement dans LP(Q2) 1 < p < 2%,
Up —> U p.p. dans Q. (5.30)
On veut montrer que
un, — u fortement dans HF(2).

Notons

2
[l g (5.31)

2 . 2
HunHH T HUHHS(Q) - Q |x|25 .

La norme ||.||% est équivalente & la norme |- g () d’apres 1) Puisque la suite {uy}
est bornée dans H{(), il existe C' > 0 telle que

[unlzr < C.
Pour montrer que u, converge fortement vers u dans H{(€2), il suffit de montrer que
|tn — ul/3 — 0.
En utilisant avec ¢ = u, — u, alors

o) = (T un)un —)
= () = T ) )
Uy — )2
= o =l — 1 [ = [ (£ ) = 7o) w01,

|LE|28

Ce qui implique que

lun — ully = A/ (f (2, un) = f(2,u))(un — u)dz + o(1).
Q
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D’apres les hypotheses (f1)-(f3) et (5.30) on déduit que

A (Faun) = £(a,0) w — w)dz = ofD)
Q
Il s’ensuit que

|tn — ul/3 — 0.

Par conséquent u, — u fortement dans Hj(€2).

Par le Théoréme du Col on conclut que la fonctionnelle J posséde un point critique
non trivial u € HE(Q) tel que ¢; = J(u) > 0 = J(0). De plus, par le principe du
maximum fort (Proposition u est une solution positive du probleme .

e D’apres (5.8)), on a pour tout v € Hg(12)

(91,8() — 91,8(y)) (v(z) — v(y)) P11 _
/waRN |z — y|N+2s dzdy — “/Q |25 vdr = A1 /Q B(x)¢1,p(x)v(z)dz.

Pour A\ g = A, on obtient

(91,5(2) — ¢1,5(y))(v(z) — v(y)) _
/RNXRN |z — y|N+2s drdy — “/ ‘2svd$ A/B z)¢1,5(x)v(x)d,
(5.32)

pour tout v € H§().
D’autre part, soit u une solution positive du probleme (j5.1). Multiplions 1’équation du

probleme (5.1]) par ¢; g on trouve

/RNXRN (u(z) — u(iyz?)_(cb;',jﬁv(jvg)s— le,b’(y))dg;dy _ “/Q #gmdw = )\/Qf(as,u(x))gblﬁ(g:)dx
(5.33)
Prenons v = u dans
/RNxRN Gr4(z) _’il_ﬁgj/‘z\;igs(ﬂﬁ) — U(y))dxdy — K 0 ‘gil’gi“dx = )‘/Qﬁ(l’)ﬂﬁlﬁ(if)u(x)dx.
(5.34)

En combinant et (5.33) on a
A [ B@)ors@u@ids = A [ fau(@)ors(a)de

ce qui implique
A [ 1@ (@) = B@yu(e)lon s(a)da = 0.

Par (f3) et le fait que ¢1 g(x) > 0 p.p. dans §, on conclut

f(z,u(x)) = B(x)u(x) p.p. dans Q.
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Ainsi u(z) > 0 est également atteint par A\; 3 = A, Alors, il existe a > 0 tel que u(x) =
ap1 g(z) p.p x € Q.

D’un autre c6té, considérons u(z) = a¢y g(x) et f(x, a1 5(x)) = af(x)d1 (x) pour
a >0 et x € Q et montrons que u € H5(2) est une solution du probleme .
On sait que A\; g = A est atteint par a¢; g(x), alors pour chaque v € H§(€2) on a

/RNXRN (ag1,5(x) — ad1 5(y))(v(z) — v(y))dxdy B “/Q P18, 4 _ Aa/ﬂﬁ(x)@,g(x)v(a:)d:c.

’x_y|N+25 |CC|25

Par hypothese, on déduit que

(a¢1,5(7) — ag1p(y))(v(x) — v(y)) $15
/]RNXRN |z — y|N+2s dxdy*‘“/ﬂ |2 vdz = )‘/Qf(%aﬁbl,ﬂ(ﬂﬂ))v(f)dﬂﬁ-

Ce qui nous donne que u(z) = ag; g(z) est une solution positive du probleme (5.1)).

5.3.2 Solutions multiples

Cette partie est consacrée pour trouver des solutions multiples non triviales du pro-
bléme ((5.1). En particulier, montrons le résultat suivant :

Théoréme 5.2 Supposons que 0 < p < pg, 0 < A < Ao et f une fonction de Ca-
ratheodory satisfaisant les conditions (f2)-(f3) sont vérifies. Alors, le probléme (5.1))
possede deux solutions non triviales 'une est positive et l'autre est mégative pour tout
Ag <A

On pose vt = max{u,0} et v~ = min{u, 0}. Notre objectif est de traité le probléme
suivant

(—A)*u — u“—i = \fF(x,u) dans Q,
g (5.35)
u=20 dans RV\Q,
ol
Vs >0 _ f(z,s) Vs<O0
T(x,s) = f@s) T,8) = ’ 5.36
(@ 9) {0 Vs < 0, (@) 0 Vs > 0. ( )
La fonctionnelle d’énergie associée au probléme ([5.35)) est définie par
- 1 \ui]2
£y 2 M +
TH) = gl ~ § [ et = [ FE @ wd (5.37)

ou

- Y A=t
F (m,u)—/o f*(z, s)ds.
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Preuve du Théoreme e On commence par étudier le probleme suivant

{(—A)Su _ M% — )\f+(.’L',U) dans Q, (538)

u=20 dans RV\Q,

On définit

Ig3:={y e C([0,1], H5(?)) :  ~(0) = 0,7(1) = M3y}
et
¢t = inf sup JT(y(t)).
v€ls 0<t<1
pour ¢1 5 > 0 et M3 > 0 assez grand tel que j+(M3¢175) < 0. Ce M3 existe d’apres la
Proposition [5.2] (i7).
La Propositi nous donne que ¢ > 0. En suivant le méme raisonnement que
le Théoréme on déduit que ¢ est la valeur critique du J+, tel que on a ¢™ =
J* () > J*(0) donc ut est une solution non triviale du probléme (5.38). De plus, le
principe du maximum fort (Proposition nous donne la positivité.
e Ensuite, considérons le probleme suivant

{(—A)Su _ M# — /\ff(x’u) dans Q, (539)

u=0 dans RNV\Q,

D’apres la Proposition il existe r > 0 tel que pour tout u™ € H{(€2) avec [[u™ || gz (o) =
ronaJ (u”) > J(0). Ainsi, on peut choisir My > 0 assez grand et £ = —¢ g dans
lequel 7~ (M4€) < 0.

Posons I’espace

Iy:={yeC(0,1], H5(Q)) :  ~7(0) = 0,7(1) = Mu&}
et
¢ = inf sup J (y(¢)).

v€l4 o<1

par ce qui précede ¢~ > J(0) > 0.

En utilisant le Lemme le Théoreme du Col et en procédant de la méme maniere
que dans la preuve du Théoréme nous obtenons que J~ admet un point critique
non trivial u~ tel que ¢~ = J ~(u7). Par le principe du maximum fort on déduit que u~
est une solution négative de .

Par conséquent le probléme posseéde une solution positive et une solution néga-
tive pour A\ g < A.

O

97



CHAPITRE 5. PROBLEME ELLIPTIQUE IMPLIQUANT LE POTENTIEL DE
HARDY ET UN TERME ASYMPTOTIQUEMENT LINEAIRE

5.4 Probleme avec un terme super-linéaire

Dans cette section on considére le cas ou f(x) = +oo. Le principal résultat est le
suivant

Théoréme 5.3 Supposons que les hypothéses (f1), (f2) et (f1) sont satisfaites, 0 < p <
pr et 0 < X< Aiq. Alors, le probléme (5.1)) admet une solution positive.

Pour prouver ce résultat, nous avons besoin de quelques lemmes en plus. D’abord
on montre que le deuxieme point de la Proposition [5.2] est satisfait méme pour le cas
B(x) = +o0.

Lemme 5.3 Supposons que les hypotheéses (f1), (f2) et (f1) sont satisfaites. Alors,

il existe e € HG(RQ) tel que |le| sy > 1 et T(e) <0.

Preuve Considérons le cas (x) = +oo. En utilisant le fait que F@) ogt non-décroissante

i
en t > 0, on trouve que pour tout z € Q et t > 0 on a
0 < 2F(x,t) < f(x,t)t.

Ainsi, F(jg’t) est non-décroissante en t > 0.

Soit ¢1 > 0 la fonction propre associée a la valeur propre Aq, ou A1 est la premiere valeur
propre de ((—A)® — plz|72%, H3(Q)) . Alors il existe p > 0 tel que ¢1(x) = p > 0 p.p.
x € (), ce qui nous donne que pour tout z € Q,¢t > 0 on a

F(x,t F(x,t
i Flten) o Ftp)
t—o+oo {203 t—+oo  t2p2

= +00.

Alors, il existe tg > 0 tel que pour tout t > tg, x € Q on a

F(z,te1) S K,
1207
pour K > 0 assez grand.
Le fait que ¢ > 0 nous donne
J (te1) Lo p / ot / F(z,tp1)
= = S — o= dr — A\ d
12 2”§01||H0(Q) 2 Ja |$’25 £ Q 2 €L

1 9 F(x,tpr)
< slleillig e —)\/Qde

Ainsi, pour tout t > tg et x € Q on a

J(ter) 1 5 F(x,tp1)
L = Slelge - [ 5
1 2 F(x,tp1)
< sllerlige — A [, = et
1 2 2
< glorlpe — A [ el
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On choisit K > 0 suffisamment grand pour avoir lim J (tp1) = —oo0.

Alors, il existe ¢y assez large tel que on a HtogolHHs > r et J(towr) < 0.

O

Lemme 5.4 Si f vérifie (f4) et lim <j/(un>,un>H8(Q) = 0. Alors pour tout t > 0 et
n—oo
n=1ona

. 142
tup) <
T (tun) < — - + J (un).
Preuve En utilisant le fait que lim (T (un), ) Hy(©) = 0 et pour une sous-suite,
— 00

supposons que pour tout n > 1 on a

1 1, - 1
<=L o = oy~ [ e = [ o ununde < -
(5 40)
Alors, pour tout n > 1 on a
|2, || - / ‘un|2dx < 1—|—)\/ [z, up)upde (5.41)
nllggQ) — H qQ |z|? n a ) Un JUnGb- :
Pour tout t > 0 et n > 1 on obtient
~ 12 H U |?
J(tuy) = —||un||§{s ©) —tQ—/ | 2‘3 dx—)\/ F(z,up)dx
2 2
< L )\t/fxunundq:)\/qun
t2 t2
< o + )\/Q (gf(m,un)un — F(x,tuy))dz.
On pose ¢g(t) = t2f(:r Up)up, — F(x, tuy,), en dérivant g on obtient
tuy
(0 = tun £y = L2120,
Calculons ¢'(t) = 0, on trouve que t* = 1. On déduit que
g(t) < g(1l) Vt>0,
donc
t2 1
gf(a; Up Uy — F(x, tu,) < if(x, Up Uy — F(x,up).
D’apres ce qui précede on a
T (tuy) < —l—)\/ (@ un)un — F(x,uy))dz. (5.42)
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D’autre part, (5.40) implique que pour tout n > 1 on a

2 |un|? 1 /
2o — de>—= 4\ ) unda.
||u HHo(Q) M/Q 5 dw > —— + Qf(x Up ) U dx

||
Il s’ensuit que

H |un|®

1
Flun) = Sllwnllfoy - da — A /Q F(z, un)de

2 Q |$’25
> 1+A/f( Jund A/F( )d
> S A T, Up ) UndT A x, Uy )dx
1 1
> - -
> 2n+)\/ﬂ(2f(x,un)un F(z,up))dr,

(5.42)) implique que
2

T (tuy) — ;—n < )\/Q (%f(a:,un)un — F(2,up))de < J (up) + i

Par conséquent

Preuve du Théoréme D’abord, on définit

L5 :={y e C([0,1], H5(?)) :  ~(0) =0,7(1) = Ms¢1}
et

¢:= inf sup J(y(t)).
~v€l's 0<i<1

(5.43)

(5.44)

D’apres le Lemme il existe M5 > 0 assez grand tel que J(Msp;) < 0 avec @1 > 0

est la fonction propre associée a la valeur propre Aq 4.
La Proposition [5.2] nous donne que é > R > 0.

En suivant le méme argument que dans le Théoreme (le deuxiéme point). D’apres la

Proposition on obtient l'existence d’une suite de Cerami {u,} satisfaisant

J(un) — ¢ et (1+ lunll gg@) 1T (wn) | z-+) — 0, (5.45)
ce qui implique

~ 1 I u% -

T (un) = 5 lunll ) — 5/9 e - )\/QF(x,un)dx — &+ o(1), (5.46)
= _ (un(z) — un(y)) (W () — ¥(y)) B Un
(T (un), V) ) = /RNX]RN P dxdy M/Q ’m‘%wdac
- )\/ f(z,up)pdx = o(1) pour tout ¥ € Hi(R). (5.47)
0
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Montrons que la suite {u,} est bornée dans H{(2). Prenons

W
Wy, = ¢un (5.48)
||U7LHH8(Q)
On raisonne par I'absurde. Supposons que ||up||gs() = +00. On a
lwal g0 = 2VE,
la suite {wy,} est bornée dans H(2), donc il existe w € H{(12) tel que
Wy, — W faiblement dans Hj(€2),
Wy, — W fortement dans LP(2) 1 < p < 2,
Wy, — W p.p. dans . (5.49)
Multiplions (5.47) par m De (|5.48) et comme f(z,t) =0 pour t <0, on a
0
[z, un) 2 / f@,uy) 2 2 (wyy)?
A /= dr =\ | =2 (wh)?de = s() — / dx.
/Q ™ (wy,)"dx . (wy, ) dx HwnHHO(Q) K o [z T
En faisant tendre n — +00 on obtient
. f(m,urf) +\2 _ - +112 ( :{)2
Jim 3 [ SIS e = i (o gy o)
. 2 =
< ngrfoo ||w HHS(Q) =4¢ < 0. (5.50)

{r € Q: w'(x) > 0}. Si [unllgs (@) — 400, par
L&D est non

D’autre part, on prend §2;
T

1) on obtient que uy(z) — +oo p.p. dans ;. En utilisant le fait que oA

décroissante en t > 0 et lim @ = +00
t——+o00

Jr
f(Lf") > K pour K > 0 dans ;. (5.51)
Un
Ainsi, on trouve
. f(xau;t) +\2 _ : f(a:,u;‘[) +\2
nh_}rrolo)\/ﬂqm_(wn) dr = lim A QIT( T) dx
> i )2
> AKnEToo Ql(wn) dx
(5.52)
De (5.49) on a
MK lim (w)2de — NK | (wh)?da (5.53)
n—-4o0o (o5 0
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Donc +)
lim )\/ ) wi)ide > \K | (wh)?dz.
n—o0 0
En combinant ([5.50) et (5.54)), on obtlent
MK [ (wh)?dz < lim /\/ ) w)der < 4¢.
(o5 n—oo

(5.54)

(5.55)

Comme w* > 0 dans Q4 et K > 0 est assez grand, |) nous donne une contradiction.

Ainsi, || = 0 ce qui implique que w* = 0 dans Q.
f(zt)
£

Puisque

1

En utilisant (f2) on a

F(z,wy) < alz)(wy)? + c(wy)?,
oﬁOéa(m)EL”(Q),p>%,2<q<2’§ et ¢ > 0.
Siw =0, (5.49) nous donne

lim (/Qa(m)(w:{)dx—i-c/g(w;[)qu) =0,

n—>-+o0o
pour tout 2 < ¢ < 2% et ¢ > 0. Par (5.56)), il s’ensuit que
li F(z,w})dz = 0.
) (x,w, )dz =0

Par conséquent, on a
J(wy) = 1||w 12 B T — A F:Uw
n/o T g ITRIHG(Q2) — 9 | |2s

1 2 B (w:)2
= 2Hwn||Hg(Q)_2/Q’m|28d$

De (5.3), on a
7 1 H 2
T (wn) > 5(1 - E”Wn”]{g(fl)
> 21— )eto(1)>0 0<u<p
KH

En utilisant le Lemme avec (5.48)), on trouve que
¢
el
) S g I

NG

[unllms

I (wy) = J(

1 c ~
<

2””“71”%{3(9)

est non-décroissante en ¢ > 0, donc pour tout (z,w,) € (2 x R*) on a

(5.56)

(5.57)

(5.58)
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En faisant tendre n — +00 alors [|up||gs(q) — +00 , on obtient

(5.46)) nous donne

On arrive a une contradiction avec ((5.57)).
Par conséquent, la suite {u,} est bornée dans H{(€2). Ainsi, il existe u € H§(€2) tel que

Up — U faiblement dans Hj(2),
Up —> U fortement dans L9(2) 1< ¢ < 25,
Up — U p.p. dans . (5.59)

Pour terminer la démonstration, on montre que u, — u fortement dans H(£2). Comme
les normes sont équivalentes, on suit les mémes étapes que précédemment.
Posons

2
2 2 U
el 1= Il gy — 1 i (5.60)

Montrons que

i — ulfy = 0.
En utilisant pour ¥ = u, —u, on a
(T (un) = T (), un — 1) pry() = o(1).
Ainsi,
= ullf; = )\/Q(f(:n,un) — [z, u)(un — u)dzx + o(1). (5.61)
L’hypothese (f2) implique que
fla,t) < al)t] +clt*,

oﬁOéa(m)EL”(Q),p>%,2<q<2’§etc>0.

Par on obtient
A () = £ — u)do
Q

< A/ oz(:c)|un—u|2d$—|—)\c/(|un|q_1 Y (g — w)da
Q Q

= )\/ o) |up — ul*de + )\c(/ lup|?dx — / |ty |7 L uda — / lu|? Ly, da —i—/ |u]qd:c)
Q Q ) Q Q
= o(1), (5.62)
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avecOéoz(:L')GLP(Q),p>%,2<q<2: et ¢ > 0.
Par conséquent, ([5.61)) implique
. . 2 _
[~ = 0.

On conclut que u,, — u fortement dans Hj(2).

Par le Théoreme du Col on conclut que la fonctionnelle 7 possede un point critique
u € H§(Q) tel que é = J(u) > 0= J(0), donc u est une solution du probléme ({5.1)) non
triviale. De plus, le principe du maximum fort (Proposition [1.11)) nous donne que u est
une solution positive de (5.1]).

O
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Conclusion et perspectives

Conclusion

Sur la base des études et recherches ci-dessus, nous concluons les résultats suivants :
e Dans le chapitre [2| grace a 1’étude réalisée et a ’aide de théoreme du point fixe de
Schauder, on a montré 'existence d’une solution positive du probléme (P;) malgré que
le second membre change de signe.
e Dans le chapitre [3| on a établit que le probleme admet deux solutions positives.
La premiére solution est obtenue par la méthode de sous et sur solution avec une énergie
négative. La deuxieme solution est positive, elle découle du théoreme du Col, cette
derniere est a énergie positive.
e Le chapitre [d] est une extension du chapitre 3] En surmontant les différentes difficultés,
on a pu montrer I'existence de deux solutions positives.
e Le chapitre p|est consacré a I’étude d’un probléme elliptique non local avec le potentiel
de Hardy. En considérant que le second membre du probléme est asymptotiquement
linéaire et en utilisant une version du théoréme du Col, on conclut 'existence et la
multiplicité de solutions.

Perspectives

Pour les travaux futurs, nous suggérons :
e [’étude du probléme suivant

(—A)pu — M% = f(xz,u) dans Q,
u=0 dans ]RN\Q.

ou  est un domaine borné de RY & frontiere lipschitzienne tel que 0 € Q, N > sp,
p>25€(0,1), A >0,0 < p < pugy la meilleure constante de 'inégalité de Hardy
fractionnaire et f une fonction satisfaisant certaines hypotheses.

e Traiter les travaux antérieurs avec la condition au bord de Neumann.
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Annexe

Dans cette partie on re-détaille la preuve du Lemme Pour cela on considere la
fonction ¢(z) = ¢, () = o @) pour r suffisamment petit pour que B, C 2 et ¢y défini

dans (3.61)).

D’abord on a besoin du lemme suivant.

Lemme 5.5 Soit R > 0 tel que x € RN\ Bg. Alors on a

N—-2s

|pue(@)| < |ue(z)| < Cem 2, (5.63)
avec € > 0, et une constante C = C(s, R, N) > 0.
Preuve Soit x € RV\ By alors |z| > R.
En utilisant (3.49)), on trouve que
N—2s
e 2
lue(z)| = ‘——
) (&2 + o)
(N—2s)
< €’
C (4R
(N—2s)
< Ce =z . (5.64)
De ([3.61)) on obtient
N—2s
|[pue ()] < Jus(z)| < Ce 2, (5.65)

pour e >0et C =C(s,R,N) > 0.

Ensuite, on prouve notre résultat Lemme (3.11
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Preuve du Lemme [3.11] On a :

|pue () — puc(y)|? _ |ue(z (y)]?
/RN /]RN ]a:— BEEZ drdy = /T/T \x— ‘N+25 dxdy
Wus — Puc(y)|?
+ / / dxd
RM\Bz JRV\By y!N”S Y

|pue () — uc(y)|?
2 dxd
* /RN\B, / \x— \N+2s .

(5.66)

e Pour z,y € RN\B%, || < 1 dans RY et Lemme on a

|b()ue(x) — dlx)ue(y) + $(@)us(y) — d(y)u=(y)[?
(@) (ue () — ue(y)) — ue(y) ($(y) — o))
() = ue()]* + lue(y)]*|o(2) — o(y) [
() = ue(y)]” + CV"*|(x) — o (y)|*.

|6 (x)us(x) — $y)ue(y)|?

|e

lue(x

Alors, on obtient

|puc () — duc(y )‘2 / / |ue (v UE(Z/)|2
dedy = dxd
/RN\Br /RN\Br ’x_y’N+25 y RN\Br RN\Br ‘x_y‘N-I—QS y

2
L CeN- zs/ / o(y)| 19(x) = oW\, .
RM\By JRN\Byg |:c — IN“S Y

On remarque que |¢| < 1 pour |z —y| < 7, le développement de Taylor du premier ordre
nous donne

6(x) — o(y)| < & =yl

Pour [z —y| > 7 on a

Ce qui nous donne

9 . 2
/ / Ni2)| dedy — / / %dmdy
RM\By JRN\Bg !l’— | V2 R¥\By JRV\BgNle—y|<3 | —y[ e
_ 2
+ / / %dzdy
RN\B% RN\B r Nz—y|>% |z — 9|
|z —yl?
< / / 7dxdy
RN\B% RN\B zNlz—yl|< |9€—Z/\N+28
n / /  dud
RM\By JRN\By nla—y|>2 |7 — y| V2 Y
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ainsi

¢(y)|? / /
T gvias drdy < TN Tma d#d +/ / ——dzd
/RN\Br /RN\BT ‘fU—y\NHS Y - J)zl<s | Z|N+2S 2 r J]z> |z!N+2s Y

1
——dz + d ————dz
/T /|Z<, |2 N+25—2 B, Y e ’Z‘N—i—QS

N-1 ER N-1 too ]
0 0 0 T

T’N 2—2s 428
< _
S N ((2 — 25)4(2-2s) (2s)r2s)
24sT.N72s 7"2 1
(3

(—% 2—23)24_23> < foo.

N

N

N

Ce qui implique

Jue () — uc(y)|? / / |ue (@) — uc(y)|?
dzdy < dzd
/RN\BT /RN\Br ’30— y| N2 Y RN\By JRN\By |:v— [N+2s Y

243 N—-2s 7,‘2 1
C N-—2s < _ )
+ T ) (2—25)24 2s

|ue () — ue(y )’ ) _N—2
< dxdy + C'e s
/RN\BT /RN\BT \96 — y\N”S Y

_ |u5 UE( )| N9
= /RN\BT /]RN\BT |gg— |N+2s dzdy + O(e )

(5.67)

quand € — 0.
N -
oPouerB%,yE]R \Bgyéf)(@—la lp(y)| < 1

|o(2)us(z) — S(y)ue(y)* = |¢>($)us() $(a)us(y) + o(@)us(y) — d(y)u-(y)|?
= [o(x) (us(2) = ue(y)) — uey) (6(y) — o(2))I”
< Iua(fﬂ)—ua( )P+ lue(y)P|6(2) = o(y)I?
+ 2ue(z) = ue(y)lluc(y)llo(z) — o(y)l,

donc

|¢u€ ¢Ua( / / ‘Ua )|
dxd < dxd
/RN\Br / : \x—y\N“S Y RN\B; /By \w—y!N”S Y

luc()[*o(x) — o(y)|?
dxd
/RN\BT /g |z — ’N+23 ray

|ue (@) — ue(y)||uz(y)||o(z) — ()|
" 2/RN\B£/£ dady.

|.CU _ y|N+25
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D’apres ce qui précede on trouve :

lue(y)]*o(x) — o(y)I? N2 / / ¢(y)[*
° drdy < s 2 I daed
/RN\BS / : |x — y|N+2s y »M\B; /B, |N+25 Yy

2
_ z—y|
N =
By JRN\Bpnjz—y|<} |z — y|Nt2s Y

N

1
+ CsN_2S/ / ———dydzx
By RN\ﬁmxfybﬂ |z — y| V2
N 2s
——————dzdx
/g/zl<r ’N+2s 2

N 2s
+ /T/Z|> ’Z’NHSdzdac

[N

N

N—2s
Ce / d“’/ |N+28 5d
By |2|<
N 2s
+ / dx/ |Z|N+2s
% Z

En faisant le changement de variable suivant |z| = 7 on obtient

2 r r
/ / |u6 | |¢ 3\7 - ( )| dl'dy < C€N72S/2 t]\ffldt‘/4 7_172sd7_
RV\B; /By |z — y|NT2s 0 0

+ CeN72 tN Lat el dr
0 7-25+1
4

l\J

N

< CEN_25/2 tN_ldt</4 Tl_QSdT—l—/ —aT 1cl7'>
0 0 o7t
2487‘N—28 7“2 1
g C N—2s ( )
ey gzt
< N2 = 0N %) (5.68)

quand € — 0.
On a

g
RN\B

[ jue(2) = ue(y)|[uW)6) = SW) )\

’x _ |N+2s

|ue () |[ue (y)]|6(x) — ¢(y) Jue ()P 6(x) — d(y)|
/RN\BT/T |z — y|Nt2s dxd - /JRN\BT/T |z — y|NH2s ey

I 11

r
2
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Commencons par estimer (I7), le Lemme et (5.68)) nous donne

0
Jue ()] 6 ( )> o(y)| o(y)|?
uc(y N- 25/ /
drdy < " dxd
/]RN\Br / s |z — y|N+2s Y RM\By /By \x - y\N“S Y
g Ce N—-2s
= O(eN™%), (5.69)
as e — 0.
Estimation de (I). On sait que
(N;2s) (N;2s) (N;2s)
€ € €
/ |ue (w)]dr < / ——— 5 =dr < / ——~ 5 dx +/ — x5 dx
By lel<g (€% + |z} T2 lol<e (26%) 72 =<lel<g (2]xf*) 2
_(N72s) c (N—2s) r
2 2 2
< 51\,7_29/ tNildt+€1V7_23/2T2871dT
273 Jo 273 Je
(N+2s) (N—2s) 2s
< St —— r - ﬂ
N2N;2S (28)2N;2s 225
—(N —2s) nNi2s 28 N—2s
S ———F=2¢€ 2 t—F =€
N(2s)272 (25)27 2
< —C1€N-~2_2s + Cae 529 (5.70)
En utilisant ce résultat et le Lemme [5.5] on trouve
RN\BT Br ‘x _ ’N+2s
2
>0
ue(x H¢ z) — ¢y |
S RN\B |N+2s dxdy
5 /By
uz (@ H</5 o(y)I
<
N RN\ B, J B, |z —y \N+25 dudy
2 RN\B%mx—ng |5U—?/|N+2S
+C€ 2 / / Mdydw
% ]RN\B%O\:E—ZAZE |:1: - y|N+2s
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ainsi

|ue (z ||Us Yllo(x) — o(y)l
/RN\BT/T — y|N+2s dwdy

2
N—-2s

c /|<>|/ e+ C [ @) [ e
g 2 U\ T — 5. 5 Q24T g 2 Ue (T Zax
By ey o N2 By JEg |z |N+2s

2

N—2s ]_ 1
Ce 2 /BT |u5(:c)|d:c</ 7|Z‘N+25 2dz+/| 7|Z‘N+25d )

2

N—2s 1—92¢ +o0
< Ce 2 /BT |u€(x)|dx</0 d7'+/ 28+1d7‘)

2

2—2s 2s
N Ni2s N-2s T 4
C C C
ez (—Cie o + Che 2 )((2_28)42_25+(28)r28)

N

N

N

N

—CleN + ChelN 2
= O(eN7%), (5.71)

quand € — 0.
Par conséquent

|ue () — ue(y)ue(y)l|o(x) — ¢(y)|
/RN\BT /5 i — y[N+2s drdy <

|ue (2)|[us(y)||¢(z) — d(y)] ue (y)*|6(x) — ¢ (y)]
/RN\BT/ 5, P e RN\BT/ . oy W

2

= O@EN%). (5.72)
Ainsi, on obtient
|¢u€ qus( / / |us )|
dzd
/RN\BT /5 |N+2s RN\B; /B, ,35_ |N+23 Y
+ O(e N— 25)' (5.73)

(3.50), (5.67) et 1|5.73|h nous donne

\¢u€ — ¢uc(y) ’2 |ue (@ )‘
/RN /RN ‘N+2s da:dy < /T/T |N+23 dzx dy

|ue () — ue(y )‘ N-—2
+ / / dxdy + O s
RN\BT RN\BT |x_y|N+2s Y (e )

|ue ( )| N-2
+ / / dxdy + O(e™ ™%

e >| Nos
dxd O $
/RN/RN |x_y|N+2 Y+ 0(eN2)

< ST O@EN),

N
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quand ¢ — 0.

ii) Prouvons (3.63))
5 N 2s
lowlfg = [, o
N 2s
> / dx
{lel<5} (|Jz|2 +e2)" 7%
N 2s EN*QS

_  _ _dr+ / S
/|m|<e} 2e2)N—2s {e<lal<t} (2]x]2)N=2s

e 2 e 4s—2N
e
(2:2)N-25 /{x|<a} oN—2s {E<|x‘<%| |

528—1\7 € N1 EN_2S z e N1

_ s—N—

> 2N—25/0 t dt + 2N—25/ t dt.
€

On distingue trois cas
e Pour N > 4s on obtient

) E25 €N_28 2 N—4s 1
||¢u5||L2(Q) 2 N2N—2s - 2N725(N _ 48) ; B eN—4s
N—-4
S e 1 {sN_QS (2> ° 525}
~ N2N-2s  oN-25(N — 4s) r
g2s g2s eN—2s
< + -
N2N=2s = (N — 45)2N=2s  22spN—4s(N — 45s)
- ( 2N —4s > 225 ( 1 >5N25
= 2N728N(N _ 45) 225TN74S(N — 45)
>0
> 01625 _ Ci€N_2S
> 0628 +O(€N_2S),

pour ¢ assez petit, Cy,C, C des constantes strictement positives.
e Pour N = 4s on obtient

628 525

,
lpuelZe) = 102 T 5 | log(5) —log(e)

> Cae™|log(e)| + C3e™,
> Cc*|log(e)] + O(e™),

pour € assez petit, Cy, C%, C' des constantes strictement positives.
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e Pour N < 4s on obtient

e e e (4
ellL2(Q) = NON—2s 2N—2s(45 _ N) 2
Lo 1 e (r)“S‘N -
N2N-2s = 9N-2s(45 — N) 2
- 525 B 625 N r4st€Nf2s
S ON2N-25 (45— N)2N-2s © (45 — N)22s
S ( 4s — 2N )525 N ( rV=2s )EN_QS
2N=2sN(N — 4s) 225(4s — N)
<0
> —03528 + C’éaN’QS
> CgN—2s —|—O(625),

pour ¢ assez petit, C5,C%, C des constantes strictement positives.

iii) Pour démontrer (3.64]), on utilise (3.50) on trouve
[ 1ous(a) e da
Q

1%

)

< [ lousto) s
RN
= [ @+ [ (6@ - 1)) e
RN RN
N * *
= st (8@ - () da
RN\By
N gNEQS 2:
= st [ (1e@P - 1)| |
R*\ag 2+ aP)™
2 (6% ~1) 5
= S+ z)|* —1)———dx
RN\By (e +[af2) ™
N 1
= Sszs +EN/ 72Ndx
RN\By |z]
N oo 1
— s N
— 52 +E /I Wdt
2
N NN
< 823
< SE+

N N
= S& +CeN =8 +0(N),

avec C' > 0, quand ¢ — 0.
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iv) D’apres (3.49)) on a

N+29

2% —1 *_ 2
loweli gy = [ 6% e
(> +¢e%) 2
N+25
> / = —F 5 dx
{lel<3} (2|2 +2) 2
N+2.s N+2s
e 2
> / 2Sd$+/ — e dr
{|z|<e} 252 e<{lz|<5} (2’x|2) 2
N+2s
1 £ 2 1
> 7/ d:c+—s/ ———dx
2557 %57 J{jal<e) 255 Je<lal<gy [w[NH2s
1 I S A
> 7/ N dt + / dt.
2N42-2 61\742-2 0 21\7;2 . £25+1
En intégrant, on obtient
o —_ = W) =)
e T MR RN T o gy l\r) e
N—2s 2s
€ 2 1 {N+2s(2) N—zs}
s - s g 2 - —€ 2
255 (N) 27 (254 1) r
N+2s+1 N-—2s 1 Ni2s
+23 € 2 - N-—2s € 2
2 N(2s+1) 2772 r25(2s+1)
>0
N—2s ’ N+2s
> C’4s 2 —(Cye 2 |
> Ot 40T,

pour ¢ assez petit, Cy, Cj, C' des constantes strictement positives.
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Résumé

Dans cette thése, on s’intéresse a 1’étude d’une classe de problémes non locaux
avec perte de compacité faisant intervenir essentiellement le laplacien fractionnaire
ou le p-laplacien fractionnaire. Plus précisément on s’intéresse a l’existence et la
multiplicité des solutions de la classe de problemes suivants

(=A)ju = f(x,u) dans Q,
u=0 dans RV\Q,

ou f(z,u) est une fonction qui sera définie ultérieurement, selon les différents cas
considérés dans ce manuscrit.

Mots-clés: Laplacien fractionnaire ; p-laplacien fractionnaire ; exposant critique ; méthode
variationnelle ; méthode de sous et sur solution ; potentiel de Hardy ; terme asymptotiquement linéaire.

Abstract

In this thesis, we are interested in the study of a class of non-local with loss of com-
pactness essentially involving the fractional laplacian or the fractional p-laplacian.
More precisely we are interested in the existence and the multiplicity of the solutions
of the following class of problems

(—A)u = f(z,u) inQ,
u=20 in RN\Q,

where f(z,u) is a function that will be defined later, depending on the different cases
considered in this manuscript.

Keywords: Fractional laplacian; fractional p-laplacian; critical exponent; variational method;
sub-super solution method; Hardy potential; asymptotically linear term.
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