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Notations

Notations générales

Symbole
Tr = (xl, T2, ..., xN)

r= ol = /(e + a3+ +ay)

alp
0
Dyu = Ou = g Uy,
ZT; 5
0
Diju = &ju = Y

ou Ou

—— — Ug.x;
8xi8mj s

ou

Du:Vu:(

DQu = (DUU)
Au
Ayu = div(|Vu|P~2Vu)

/

p

o0

supp (u)
Al

-1l

- llx
Bpg
BR(J?O)
WN

/

wWN

a$1’8$27”"01‘]\7

)

Signification
Element de RY
Module de =

max{a, [}

Dérivée partielle de u par aport a x;

Deuxieme dérivée partielle de u par rapport a z;, x;

Gradient de u

Matrice Hessienne de
Laplacien de u

p Laplacien de u
1

Exposent conjugué de p, }9 + ]; =1
Frontiere de €2

Support de la fonction u

mesure de Lebesgue de A ¢ RY

Norme dans 'espace L*(f2)

Norme dans I’espace X

Boule de IRY de rayon R centrée a 'origine
Boule de IRY de rayon R centrée en zy € IRY
mesure de la sphere unité dans R

mesure de la boule unité de RY



Symbole
X/

V+

Ve

C(Q) 6 CO(Q)
Co(€2)
Q)
CH(Q)
Ch2(Q)
C5(Q)

C= (%)

G () = D(2)
DT ()

D'()

Lr(2)
L=(9)

L (Q)
WHhP(Q)

Wy(9)
Wkr(Q)
DL2 (BN)

/

-1
’D P

-

M(9)

Signification
Espace dual de X
Produit scalaire de IR" / dualité X, X’
Moins ensembliste
Y sous ensemble ouvert de © con ' C Q
symbol de Kronecker
Delta de Dirac en xg
presque pour tous les points
Semi continue inferierement
Semi continue superierement
Partie positive de la fonction V, VT = max(V, 0)
Partie negative de la fonction V', V'~ = max(—V,0)
Fonctions continues dans (2
Fonctions continues dans €2 a support compact
Fonctions Holder continues dans €2
Fonctions de classe k£ dans (2
Fonctions Holder continues de classe k dans €
Fonctions de C*(Q) a support compact
Fonctions indéfiniment differentiables dans 2
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Introduction

Ce mémoire est dédié a I’étude des équations elliptiques quasi-linéaires avec données
dans L', la difficulté majeure rencontrée lorsque I'on s’intéresse a de tels problemes est
que les théories classiques d’existence, soit en utilisant des méthodes variationnelle ou
des méthodes de compacité, ne sont pas applicables. D’ou la nécessité d’utiliser de
nouvelles techniques pour prouver l'existence et 1'unicité des solutions pour de tels
problemes.

Notons que I'importance de chercher a résoudre des problemes avec données dans
L' ne se limite pas & un cadre purement théorique , mais aussi pour des raisons ap-
plicables, pour s’en convaincre on recommande au lecteur différentes références comme
par exemple : [5], [7] et [30] ou différents exemples d’équations ayant une application
en physique sont présentés.

La premiere avancée significative dans cette direction est due a Stampacchia dans
[30], ot il considére des opérateurs elliptiques linéaires de second ordre avec données
non régulieres de la forme

L(u) = f

al Pu o= Ou
L(u) = Zaij%vLZ%—i—cu
ij=1 Yo=
ou a;j;, b;, c sont des fonctions avec des hypotheses précises.

Dans ses fameux travaux, Stampacchia utilise la notion de la dualité pour résoudre
ces classes de problemes. Des résultats d’existence et d’unicité ont été prouvés dans
cette direction grace au caractere linéaire et a "l'effet régularisant” de l'opérateur.
Notons que dans le cas ou L = A alors la notion de dualité coincide avec la notion de
la solution au sens des distributions. Dans le cadre linéaire, et avec la notion de dualité
on peut méme considérer des données mesures.

L’extension des travaux de Stampacchia aux opérateurs non linéaires a été réalisé
par plusieurs mathématiciens. Les premiers travaux ont été réalisé par Boccardo, Mu-
rat, Gallouet et leurs collaborateurs. Les difficultés principales pour les opérateurs non
linéaires consistent en deux points :

1- Le sens dans lequel la solution est définie ( le sens de la bonne solution et la
méthode de sa construction).
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2-L’unicité de la "bonne” solution.

Notons que la deuxieme question est 1égitime vu le contre exemple de Serrin pour
la non unicité de la solution, voir [31].

Pour aller au dela de la premiere difficulté on procede par approximation en revenant
au cadre variationnel, I’étape principale est de démontrer des propriétés des solutions
pour des problemes approximés qui restent conservées par passage a la limite. Ce
passage est réalisable en imposant des conditions naturelles sur ’espace des fonctions
tests.

Concernant la deuxieme difficulté, on démontre des résultats partiels, en particulier
pour l'opérateur A, on est apte a démontrer I'unicité de la solution. On notera que
I'unicité de la solution n’est en général vraie.

Description du contenu du mémoire.

Dans le premier chapitre on fait un bref rappel des espaces fonctionnels de Sobolev et
de Marcinkiewicz qui seront d’une tres grande utilité dans ce travail. Dans la Sousection
1.2.3 on définit la notion de la solution faible. En utilisant des techniques variationnelles
on démontre 'existence et 'unicité de la solution d’énergie pour le probleme

~A,u=f, uecW,PQ).

Ce résultat est une extension naturelle du Théoreme de Lax-Milgram au cas non
linéaire. Dans la Section 1.3 on présente la démonstration de l'inégalité de Picone
dans sa version générale et comme conséquence on obtient un principe de comparaison
pour des problemes quasi-linéaires avec un terme ” concave” par rapport au p laplacien.
Ce résultat généralise celui de Brezis-Kamin dans [16] pour le laplacien. Les résultats
obtenus dans ce chapitre font partie de I'article [2].

Le deuxieme chapitre est consacré a définir la notion d’entropie dans laquelle on va
étudier notre probleme. On commence par définir le cadre fonctionnel qui sera donné a
'aide de la fonction troncature, c.a.d on analyse les propriétés fonctionnelles de Ty (u)
au lieu de u. Notons que T} : R — R par

s si
Ti(s) = { k sign(s) si
Apres avoir donné la définition de solution au sens d’entropie, on démontre ’exis-
tence et l'unicité de la solution dans ce cadre. Quelques propriétés de la solution
d’entropie dans les espaces de Marcinkiewicz seront déduites. A la fin du chapitre
quelques généralisations pour des opérateurs quasilineaires non homogenes et avec se-
cond membre pouvant dépendre de u seront présentées. Le contenu de ce chapitre n’est
autre qu'une présentation détaillée et développée de I'article [5].
Le chapitre 3 est consacré a 1’étude des problemes elliptique quasilineaires avec une
dépendance en gradient, en particulier on se focalise sur le cas ou le terme contenant
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le gradient apparait comme un terme d’absorption. On commence par 1’équation
—Ayu+ [Vulf = f,

on démontre que ce probleme admet une solution dans VVO1 P(Q) pour tout f € L!
et que si f > 0, alors il n'y a qu'une solution positive. L’idée de la démonstration
est de procéder par approximation et de passer a la limite en utilisant des résultats
de compacité. Notons que la difficulté principale consiste a passer a la limite dans le
terme |Vul?, pour surmonter cette difficulté on utilise une fonction test particuliere
introduite par Boccardo-Gallouét dans [7].

Dans la derniere partie du chapitre 3 en étudiera le probleme

A+ g(u)|Vul? = f.

Sous des condition naturelles sur g on démontre 'existence d’une solution au sens
d’entropie et comme dans le cas précédent, si f > 0, alors la solution positive est
unique.

Ce chapitre est librement mais largement inspiré par les articles [7],[8] et une partie
de larticle [3].

Mots clés : Equations elliptiques quasilineaires, méthodes variationnelles, espaces
fonctionnels, arguments de compacité, problemes avec dépendance en gradient.



10

Préliminaires



Chapitre 1

Préliminaires.

1.1 Rappels et quelques définitions.

Définition 1.1 (Fonction de Carathéodory) Soit Q un ouvert borné de RN, f une
fonction de 2 x R dans R est dite de Carathéodory, si elle vérifie :

1. L’application : R — R, t+ f(x,t) est continue presque partout x € €.
2. L’application : Q@ — R, xw+ f(x,t) est mesurable pour tout t € R.

Définition 1.2 (Fonction convexe) Soit J une fonction définie sur un espace de
Banach X, a valeurs dans R. Elle est dite conveze si :

V(z,y) € X%, VA€0,1], J(Az 4+ (1= N)y) < AJ(z) + (1= X)J(y).

Définition 1.3 (Fonction semi continue inférieurement (s.c.i)) Soit J une fonc-
tion définie sur un espace de Banach X, & valeurs dans R = R U {—o0, +oc0}. Elle est
dite semi continue inférieurement (s.c.i.) en x si, pour toute suite {x,} telle que x,
converge vers x, on a :

J(x) < lim inf J(z,).

n—oo
En dite semi continue inférieurement faiblement si le convergence étant pour la topo-
logie faible.

Définition 1.4 (Fonction coercive) Une fonctionnelle J définie sur un espace de
Banach séparable X est dite coercive si :

J(z) = +o0.

llz]lx =00

Définition 1.5 (Fonctions équi-intégrable dans L') Soit X un ensemble de RY.
On dit qu’une suite {f,} de fonctions de L'(X) est équi-intégrable si, pour tout € > 0,
il existe 6 > 0 tel que mes(F) < § avec E C X entraine pour tout n,

[ Italde <

11
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On utilise souvent le résultat suivant de compacité dans L*

Lemme 1.1 (Lemme de Vitali : compacité dans L)

Soit X un ensemble de mesure finie pour la mesure de Lebesque de RYN. Soit {f,}
une suite de fonctions de L'(X) qui converge presque partout vers f, et qui est équi-
intégrable. Alors f € L*(X) et {f.} converge fortement vers f dans L*(X).

Ce résultat est faux si la mesure de X n’est pas finie.
Le résultat analogue pour LP, 1 < p < oo : si {f,} converge p.p. vers f et si |f,|" est
équi-intégrable, alors {f,} converge fortement vers f dans L.

1.2 Espaces fonctionnels

1.2.1 Les espaces de Sobolev W"P((2).

I-Les espaces W'?(Q).
Soit © C RY un ouvert et soit p € R avec 1 < p < oo.
L’espace de Sobolev W1?(Q) est défini par

Whr(Q) = {u €LP(Q) ; 391,92, .9y € LP(Q)  tel que

uaxi:—/ggigo Vo € C(Q) V2:1,2,-~~,N},

du _
on note 8—; = g;.
L’espace W'P(Q) est muni de la norme

lullwoi) = lllzre + Z H&B, ()’
ou parfois de la norme équivalente
s = (Il +Z [ ) voisreee

Si p = 0o, en muni W*°(Q) de la norme

|l ooy = (supQ|u| + SupQ\Vu|).

L’espace W1P(Q) est un espace de Banach pour 1 < p < oo; WHP(Q) est réflexif si
1 < p < oo, il est séparable si 1 < p < .
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On pose HY(Q) = Wh2(Q).
L’espace H'(§2) est muni du produit scalaire

=N

ou Ov
(u0) by = (1, 0) 2 + ) (%’ %)m(m’
i—1 7 7

1
2 2
L%ﬂ)) ’

la norme associée

N ou
[wllm1(0) = <”U||%2(Q) + Z Ha—x
i=1 ¢

est équivalente a la norme de W1%(Q).
L’espace H'() est un espace de Hilbert séparable.

II- Les espaces W™P(Q).
Soit m > 1 un entier et p un réel tel que 1 < p < oco. On définit

13

WmP(Q) = {u € LP(Q)) ; Va multi-indice avec |a] <m Fg, € LP(?) tel que

/QuDagpz (—1)'0"/an90 V@GCS"(Q)},

un multi-indice « est une suite o = (ay, g, - -+ , an) avec o; > 0 entier ; on pose

=N portazttan
|Oé| = E Q; et La(p = a1 %) an s
, ozt 0xy? -+ Ox
= 1 0% N

et on note D*u = ¢,.
Notons que par récurrence, en a

ou

Wme(Q) = {u e W™ P(Q); —— € W™ P(Q) Vi=1,2,3,

7 8.731

L’espace W™P(£)) muni de la norme

lullwma@y =D ID%ulloe),

0<|al<m
est un espace de Banach.
On pose H™(Q) = W™2(Q); H™(Q) muni du produit scalaire
(us v)pm() = Z (D u, D U) L2)’
0<|al<m

est un espace de Hilbert.
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III- Les espace W, 7 ().
Soit 1 < p < oo; WyP(Q) est la fermeture de C () dans W'P(Q).
On note  HL(Q) = W,?(Q).
L’espace W,?(Q) muni de la norme induite par W'?(Q) est un espace de Banach

séparable; il est réflexif si 1 < p < co. H}(Q) est un espace de Hilbert pour le produit
scalaire de H'(Q2).

Si 2 est un ouvert borné, on a le Théoreme suivant

Théoréme 1.1 (Inégalité de Poincaré)
On suppose que ) est un ouvert borné et 1 < p < oo. Alors il existe une constante C
(dépendant de Q2 et p) telle que

HUHLP(Q) < CHVUHLP(Q) YV ue Wol’p(Q).
En particulier en peut munir Wy *(Q) de la norme équivalente suivante | Vu||»(q)-

IV-Injections de Sobolev.
Les injections de Sobolev sont tres utilisées lorsqu’on étudie les équations aux dérivées
partielles. Elles fournissent des inégalités entre les normes des espaces de Sobolev et
les normes LP. Un exemple type trés courant est : si Q C R3, il existe une constante C
telle que pour toute fonction u € H*(Q), on a

ullzs ) < Cllullm @,

et donc, si u € H}(Q)

( /Q |u(x)|6dx)é <C /Q Vu(z)|?dz.

Pour le cas general, en pose p* = ]\’,’—JL, alors en a le Théoreme suivant
Théoréme 1.2 (Inégalité de Sobolev)

Soit Q est un ouvert régqulier de RN et 1 < p < N. Alors il existe une constante C
(dépendant de p et N) telle que

lull o @) < ClIVullza@y ¥ u € Wo"().
Pour I'espace W™P()), en a le résultat suivant.

Théoréme 1.3 Soit Q@ C RY un ouvert régulier. Soient m > 1 et p € [1,+oc[. Alors
1.8 1-m>0 ona Wm™P(Q)— LIQ) avec % = i %

2. Si =0, ona W™P(Q)— LYQ) pourtout q € [p,+o0], (mais pas
pour ¢ =400 sip>1).

AR
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3. Si %— %<0, ona Wm™P(Q)— L>(Q). Dans ce cas, si m — % > 0 n'est pas
un entier, alors W™P(Q) — C*P(Q), ot s = [m — %] et f=m — % — s,

les injections restent valables sim =1 et p € [1,+o0].

Toutes ces injections sont continues.

Sans hypothése de réqularité sur 2, les injections sont vrai localement, i.e. dans tout
ouvert bornée inclus dans Q). En d’autres termes, on a W™P(Q) — L} (), etc. Elles
restent globalement vraies si on remplace W™P(Q2) par Wy ().

Concernant la compacité des injections précédentes, en a le Théoreme suivant prouvé
par Rellich-Kondrachov.

Théoréme 1.4 (Théoréme de Rellich-Kondrachov)

On suppose 2 borné de classe Ct. On a

Si p<N alors WhP(Q) s L1(Q), Vgell,p*] ou z% = i
Si p=N alors WhP(Q) s L1(Q), V g € [1, 00|,
Si p>N alors WP(Q) —— C(Q),
toutes ces injections sont compactes.

1
N

Pour le cas ¢ = p*, l'injection n’est pas compact, ce défaut est du a 'invariance de la

norme de gradient dans LP et la norme de v dans LP" par le changement de fonction
suivant : v — vy, ol vy (x) = ,u_p?v(ﬁ),,u > 0.

La condition sur le domaine est nécessaire, si €2 n’est pas borné alors les injections
ne sont pas compact en général comme le démontre le contre example suivant : Soit
¢ € C(IRY) tel que ¢ > 0, on pose ¢, (7) = ¢(x +ne),e = (1,1,1...,1), il est facile de

voir que ¢, — 0 p.p. et |[¢nl|a = [|¢]|a > 0.

1.2.2 Les espaces de Marcinkiewicz.

Définition 1.6 Soit f : Q@ — R wune fonction mesurable, sa fonction de distribution
par

or(k) = mes{x e Q:|f(x) > k:} k>0,
Il est clair que ¢ est une fonction décroissante continue a droite.

Définition 1.7 /5] Soit 0 < g < 0o et Q est un ouvert borné de RY, I’espace Marcin-
kiewicz M1(Q) est l’ensemble des fonctions mesurables f : 2 — R telles que

or(k) < Ck™%,  C < oo, (1.2.1)

Pour un ensemble mesurable A C RY nous utilisons le notation mes(A) = |A| pour
dénoter sa mesure.
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L’espace de Marcinkiewicz M9(€2) muni de la norme

| f1l ma(e) = inf {C’ cop(k) < Ck™  pour tout k> O}.

est un espace de Banach.
Notons que si f € LI(f2), on a

/ dr < / ‘i‘qd:cg k—q/ f|de,
{171k} olk )

or(k) < k£ (1.2.2)

et comme conclusion en aura L(Q2) C M?(Q).
Pour analyser les propriétés des espaces M?(€2), en a besoin de lemme suivant

donc

Lemme 1.2 Si f € L9(Q2) alors

+o0o
/Q|f(:z)|qd$ = q/o t7 1 (t)dt. (1.2.3)

Preuve.
On commence par le cas ou ¢ = 1. Soit

1 si t>0
H<t):{ 0 si t<0
alors 1 si |f(x)| >k
S1 x)| > )
as@l-n={ o 3 4o 28
Donc on a

0+Oogz5f(k‘)dk _ /O+°° [/QH(|f(x)| _;{)dx} dk.
= [[[ sl -w i) o
_ /[/lf(x)|>k}]ldk} dx:/g[/of(x)]ldk} d%
= /|f )| dz,

donc /m(bf dk—/\f )| da

et le résultat est démontré

(grace a Fubini)
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On considére maintenant le cas général ¢ > 1. En pose g(z) = | f(x)|? alors, g € L'(Q)
et

¢g(k) = mes{|g| > k} = mes{|f|? > k} = mes{|f] > ks },

1

ie. Pg(k) = dp(ka),
donc

400 1
/ @) de= | ¢p(kt)dk,
Q 0

on pose t= ki alors k=19 et dk= gt de sorte que

+o00
[ls@rar=a [ 6oyt
Q 0

|
Corollaire 1.1 Si g €]1, 00, alors
L) € MY(Q) C LT75(2) Ve >0, (1.2.4)
et pour tout q, ¢ € [1,00[ on a
MIUQ) C MUQ) si qg>4 (1.2.5)

Preuve.
Supposant que f € M%) et € > 0, on a

= Jp — 9—¢ g 9= dg,
/Q (@) da /{ L /{ s
< o+ F()]"* da
“ /{|f|>1} | (x)| ’

< 01+/|f(f6)|‘”]1{|f>1}d$’
Q

< ot [ lo)redn
Q

ou g(x) = | f(z)| L{s>1}, donc

dg(t) = mes{|g| >t} < mes{|f(x)| Lgs>1y >t}
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implique que

/If(sc)l“d:c < C1+/|g(:l?)]q5d:1:,
Q 9)
+oo
c1 - q—e-1 ,(t) dt,
+ (g s)/o t dg(t) dt

IN

IN

1 +o00
c1+ (¢ —¢) /0 t g () dt + (q — ) /1 t g, (1) dt,

IA

1 +oo
c1+ (g —e) / t7=dt + c3(q — ) / trem e dt,
0 1

+oo

< cl+02(q—€)—|—03(q—5)/ = 1dt,
1

< L

< at-a-7]

< (O < .

alors f € L97¢(Q), et alors il résulte que M?(2) C LT ¢(Q).
Comme L7(2) C MI(Q) C L17¢(2) C M?¢(Q) pour tout ¢ €]1,00] et pour tout
e > 0, donc on déduit pour tout ¢, § €]1,00[ on a

MUQ) € MIQ) si q

vV
L

Notons que L1(£2) & M9(2). Plus précisément on a le contre exemple suivant : Soit la
fonction f(z) = 2z, 2 € Q = B.(0) € RN, N > 2, il est clair que

o]
FEM2(Q) et  fe¢LZT(Q).
Car :
fG/\/l%(Q) & mes{‘#}>k}§0k—g’

1 N
- /Qmes{‘w‘>k} dng/Qk: > dr,

1 N
= mes< | —| >k de < Ck™2[Q] < o0 (car € est bornée),
|z[?
0

Mais :

N
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1.2.3 Problemes elliptiques et la notion de la solution faible.

Soit p > 1 et Q un ouvert borné de RY, pour u € VVO1 (1), on peut considérer la
forme linéaire continue —A,u sur W, () définie par

(—Apu,v) E/ |VulP~2 Vu Vo dr.
Q

1l est clair que —Ayu € (WP(Q)) = Wy () et que || — ApuHWOA,p/(Q) = l[ullyrrq)-
Comme conséquence, on a la definition suivante

Définition 1.8 Soit f € Wy "7 (Q), on dit que u est une solution faible du probléme

—Ayu=f dans €,
u(z) =0 sur 08,

dans WyP(Q) si et seulement si
/ |VulP2 Vu Vo dr = (—Ayu, ¢) Y e WP (Q).
0

Les inégalités suivantes seront systématiquement utiliser dans ce mémoire.

Lemme 1.3 Soient &, & € RN, on a

1) Sip<2,
&1+ &I — &P = pl& P&, &) < Cp)l&al?, (1.2.6)
P P p— 5 _5 2
(&l — &P = pl&a|" (&, & — &) = Cp) (’£|2’2+ ’&1")21). (1.2.7)
2) Sip>2,
& 4+ &P — |G — pl& P36, &) < wﬂfﬂ + 1&)P2)& ), (1.2.8)
C
Bl — lal —plel a6 - 6) > o Pl —ap. (129)

Pour la démonstration, voir [27] et [21].

Pour démontrer 'existence d’une solution faible pour le probleme précédent, on utilise
souvent les techniques variationnelles et des arguments de minimisation des fonction-
nelles convexes. Plus précisément on a le résultat suivant.

Théoréme 1.5 [28] Soient V' est un espace de Banach réflexif, K C V est un convexe

fermé non vide, et J : K — RU{400} une fonction coercive semi-continue inférieurement
(s.c.i) faiblement sur K.

Alors ulg}f{ J(u) < oo et Jug € K, J(ug) = min J(u).

De plus si J est strictement convexe, ug est unique. Si J est différentiable au sense de
Gateaur et K ouvert alors J'(ug) = 0.
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Comme application directe du Théoreme précédent on a le résultat suivant qui
généralise le Théoreme de Lax-Milgram pour le cas non-linéaire

Théoréme 1.6 Soient ) est un domaine borné dans RN et p €]|1,00[. On suppose que
feLiQ) avecq >q= ﬁ, alors il eziste une solution faible unique u € Wy ()
du probléme

(1.2.10)

-Ayu=f dans €,
u=0 s O0.

Preuve.
Notons que f € W= (Q). 1l est clair que les solutions faibles du probleme (1.2.10)
sont les points critique de fonctionnelle .J définie dans Wy (Q) par

J(u):%/ﬂ\Vu\pd:C—/ﬂfudx.

Comme 1 < p < oo, alors W, () est réflexif,
(1) J est coercive

1
J(u) = —/\Vu|pdx—/fudx,
D Ja Q

1 S\ C o\ N
> —/|Vu|pdx— (/|f|qu) (/|u|p dx) ) avec p*:—p
D Ja Q Q N —p
1
> ]—?||Vu\|§—c||f||W,1,p/(Q)||Vu||p,
1
>

Z_9||U||€VOLP(Q) - CHU’”WOLP(Q))

1 _
> Nl (31~ €.

lorsque HuHWOLp(Q) — 00, on a J(u) — oo, donc J est coercive.

(ii) J est s.c.i faiblement sur W, (Q)
Soit {u,} € Wy (Q) tel que u, — ug dans W, ?(Q), alors

1
p : : p
;HU’OHWOLP(Q) S J’Lnololnf];Hun”WOl,p(Qy

/fuod:c = lim inf/ fu,dx,
0 n—oo Q

'/qudx

car

< C||f||wflw'(9)||vu||p < OHUHWOLT’(Q)’
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donc la forme linéaire u +— / fudz est continue sur Wy (Q), et
9)

/fuod:v: lim [ fu,dr= lim inf/fundx,
Q Q

n—oo Q n—oo
comme conclusion on obtient que

1 1
- b — < lim inf — p — lim inf
pHuOHW&p(Q) /quo dr < lim in pHu””wgm(m im in /qunda:

n—oo

ie.,

J(ug) < lim inf J(u,),

donc résulte que J est s.c.i faiblement sur I/VO1 P(Q).
On pose  m =inf 10 J(u), alors d’apres le Théoreme 1.5, il existe uy € W, ()
tel que m = J(up). Il est clair que

<J'(u0),v>:/|Vu0|p_2Vu0Vvdx—/ fv dz.
Q Q

Comme J'(ug) = 0, on conclut que wug est une solution faible du probleme (1.2.10).
(iii) uo est unique
Supposons u et v € W, ?(Q) deux solution de (1.2.10), impliquant

—Apu=f,
_Apv - f>
il détient
—Apu+ App =0,

donc, en utilisant la fonction u — v comme fonction test, il résulte que

/(—Apu + Apv)(u—v)de =0,

N / (IVul2Vu — [VolP~2V0) (Vi — Vo) dz = 0.
Q

Sip > 2, d’apres l'inégalité (1.2.9) on obtient que

/Q IV (u — v) [P dz = 0.

Donc u = v.
Sip < 2, d’apres l'inégalité (1.2.7) on obtient que

|Vu — Vol?
dx = 0.
/qumww—p !

Donc Vu = Vv et alors u — v = cont. Comme u — v = 0 sur 0f2, alors on conclu que
u=wv. m
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1.3 Inégalité de Picone pour le p-Laplacien et ap-
plication.

On commence par formuler I'inégalité de Picone ponctuelle pour le cas du p —
Laplacien.

Théoréme 1.7 Soit v > 0,u > 0 deux fonctions positive de classe C*, on pose

p ub P w p—2
L(u,v) = |Vul? + (p — 1>E‘VU| P |VouP~*VuVu.
p
R(u,v) = |Vulf =V ( uf ) |Vo|P2Vo.
(e

Alors L(u,v) = R(u,v), L(u,v) >0 et L(u,v) =0, p.p. dans Q si u = kv dans chaque
composante connexe de §2.

La démonstration du Théoreme 1.7 est simple, elle est basée sur le développement de
terme V (-£5) |[Vu|P~2Vw.

Pour appliquer I'inégalité de Picone a des équations elliptiques non linéaires on a besoin
de démontrer une extension de Théoreme 1.7 dans Wy (), plus précisément on a le
lemme suivant

Lemme 1.4 Soit v € WH(Q) tel que v > 6 > 0 dans Q. alors pour tous u € C§°(Q),

u >0 |
Up
[1var = [ (Eheam.
Preuve.

Comme v € WHP(Q) et v > 6 > 0 dans Q, alors il existe une suite {v, } des fonctions
régulieres telle que

{ v, — v dans W1P(Q), v, € C1(Q), (1.3.1)

v, — v, p.p., et v, > g dans 2.

Comme conséquence de la continuité de Uopérateur —A, ( de W'P(Q) dans W=7 (Q),

p' = ;%3) on obtient que —Ayv, — —Ayv dans W=(Q), p = -5 (voir [24]). En

utilisant I'identité de Picone a v, il résulte
up
p—1
n

|VulP > V( )| Vv, P2V,

(%

Comme

P

u? -2 U
—Ayuy —1 (Vo |P~*(Vu,, V( p—1)>
Q v Q v

n n

uP™! L
= [ ST v - - [
Q Un

Q

Up
—|Vu,|P.
IVl
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En utilisant I'hypothese sur v,, et par le Théoreme de la convergence dominée on conclut
que

/ IVl > / (C22%0, we CR(9), u> 0.
Q Q

pp—1
=

Dans un cadre plus général, on a le résultat suivant

Théoréme 1.8 Siu € Wy P(Q), u >0, v € WyP(Q), —A,v > 0 est une mesure de
Radon bornée, v|pq =0, v > 0, alors

[1var= [ Ge-a.

Preuve. D’apres le principe de Maximum fort on a v > 0 dans Q. (Voir [33]). On
pose v (z) = v(z) + L, m € IN. Donc Ayv, = Ao et {v,} converge dans WhP(Q)
et p.p. vers v. Par conséquence, en utilisant le Lemme 1.4, on obtient le résultat pour
tout ¢ € C3°(2), ¢ > 0. Maintenant en passe au cas général, par densité on déduit
I'existence de u, — u dans Wy (), u, € C°(Q) et u, > 0, alors

AV —A,v
/Q|Vun!p2/ﬂ(vp—f1)uﬁ=/ﬂ( ,Up—pl Jun.

Par 'hypothese imposée sur u et d’apres le Lemme de Fatou on obtient le résultat. m

1.3.1 Principe de comparaison.
Comme application de Lemme 1.4, on démontre le résultat suivant de comparaison
qui généralise le Lemme 3.3 dans [4] pour le cas de p-laplacien.

jﬁl | avec 1 < p. On

Lemme 1.5 Soit f une fonction positive continue telle que
suppose que u,v € WyP(Q) N CHQ) sont tels que

—Ayu > f(u), u>0 dansQ, (1.3.2)
—Apv < f(v), v >0 dans €. e
Alors u > v dans €.
Preuve. L’inégalité (1.3.2) implique que

—Ayu N Ay S fu)  f(v)

up~—1 pp—l T yp—1l gp—l7

Multiplions par w = (v? — uP)™, on trouve que

/Q(_Apu + M)(Up a7t > /Q(& _ M)(Up — Pyt

up~1 pp—1 up~1l  pp-l

-/ A L0y oy

-1 —1
v>u) up vP
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Par ’hypothese sur f, on conclut que le terme a droite dans 1’égalité précédente est
positive. D’autre par comme w = (v¥ — uP) ", alors Vw = p(vP 'V — uP "' Vu) X >,

donc
—Apu Ay s w
/ <W+Up Du= [ Va0 v

0= [ 190V V()

uP~IVw — (p — DuP"2wVu
_ 2
= [ v . )
VP IWaw — (p — 1)vP 2wV
2
- [ ver = )
vP vP
= - VU, Vo) = (p = 1) Val’ = [Vul?]
QNv>u]

uP~1 uP
+ / [p —| VP~ 2(Vu, Vu) — (p — 1)E|Vv|p— |Vo|?]

QNv>u]
/ K;(x)dx + / Ky(x)dx
QNv>u] QNv>u]

et comme u > 0 et v > 0 dans 2, en utilisant 'inégalité de Picone, K; < 0 et Ky < 0.

Alors
/ (—_A”u + —A”U)w <0
Q

up—1 pp—1

et par conséquence,

[ <o

N[v>wu] (e (U
Mais sur ensemble [v > u], jﬁ)l — gp(?_’)l > 0, donc |[v > u]| = 0, et on déduit que
v<u.m

En démontre facilement ’extension suivant de Lemme 1.5

Lemme 1.6 (Principe de comparaison) Soit u,v € Wy*(Q) N CY(Q) tels que

{ ~Ayu > () f(u). >0 dans Q, (1.3.3)

—Apv < h(z)f(v), v>0 dans Q,

ot h est une fonction positive telle que h # 0. Alors uw > v dans €.
Remarque 1.1 Le résultat du Lemme 1.6 reste valable si h(x) = |x|7P.

Comme application directe de Lemme 1.6, on obtient le résultat d’unicité suivant
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Théoreme 1.9 Le probléme

—Ayu = Ah(z)u? dans Q, 0<g<p-—1,
u >0 dans €, (1.3.4)
u [a0= 0,

ou h est dans les conditions de théoreme précédent, admet une solution unique.

Remarque 1.2 En général, on a le méme résultat d’unicité si on remplace u? par
une fonction de Carathéodory f(x,u) telle que % est décroissante uniformément en

x € Q). Pour démontrer ’existence on a besoin d’imposer plus de conditions sur f.
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Chapitre 2

Théorie d’existence et d’unicité des
solutions pour des probleme
elliptiques non linéaires avec
données dans L'

2.1 Introduction

Considérons le probleme de la forme

—-A,u = f dans Q,
{ u =0 sur oqL. (2.1.1)

olt 1 < p < oo, f est une fonction mesurable telle que f € LY().

Il y a trois difficultés associées a I’étude de 'équation (2.1.1), méme dans un domaine
borné.

1- Trouver le sens pour lequel I’équation précédente est bien définie.

2- La construction d’une solution dans le sens obtenu.

3- Unicité de la solution trouvée.

Notons que le sens le plus général que 'on peut utiliser est le sens de distribution,
c.a.d, u vérifie

/|Vu|p_2 Vu V¢ dx:/fgbdx Vo e Cr (),
Q Q

sauf que le probleme dans ce cadre est qui 'on a pas un argument de construction (
I'espace des fonctions test étant trop "petit”), et le deuxieme probleme est I'unicité
de la solution ( I'opérateur est non linéaire). Notons que pour le cas p = 2, le cadre
distributional est un cadre naturel pour étudier des équations avec second membre
dans L', car Au = 0 au sens des distributions implique que u est harmonique au sens
classique.

27
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Pour résoudre le probleme non linéaire on a besoin d’introduire un nouvel espace Tllo’cl (Q)
dans lequel nous pouvons donner un sens au gradient de u, qui en général n’est pas
localement intégrable. Donc 'idée est de travailler avec les troncatures Ty (u) de la
solution u et d’élargir I’espace des fonctions test a des fonctions bornées avec un gradient
dans un espace de Lebesgue convenable.

Les arguments qu’on va introduire seront applicables a une classe d’équations
générale de la forme

—A, u=F(z,u) dans  D'(Q). (2.1.2)

ou F' est une fonction Carathéodory, continue et décroissante en u pour z fixe , et
mesurable en x pour u fixe. De plus, F(z,0) € L}(Q) et F(z,c¢) € L}, (Q) si c¢#0,
et si

Ge(x) = sup |F(, )],

lul<e

alors G, € L}, (Q) pour tout ¢ > 0.

loc
Le but de ce chapitre est de développer le contenu de larticle [5].

2.2 Cadre fonctionnel

Avant de discuter le concept de la solution d’entropie, on va présenter le cadre
fonctionnel dans lequel la solution est bien définie.

Nous commencons par I'introduction de 'opérateur de troncature. Pour une constante
k > 0, nous définissons la fonction T}, : R — R par

B s si|s] <k,
Tils) = { k sign(s) si|s| >k
Donc pour une fonction mesurable u définie dans 2, Tyu est définie par (Tyu)(z) =

T (u(x)).

Les espaces fonctionnels que nous utiliserons dans se chapitre sont :
i) 7_11061(9) est ’ensemble des fonctions mesurables u : {2 — R telles que pour tout k& > 0,
la fonction de troncalture Ti.(u) appartient & W21 ().

ii) Pour p €]1, 0o[, 7,57() est le sous ensemble de 7,7} (Q2) composé par des fonctions u

telles que |V (Ty(u))| € LY () pour tout k > 0

loc
iii) De méme, 717(2) est le sous ensemble de 7,21 (Q) composé des fonctions u, telles
que, de plus |[VT(u)| € LP(€2) pour tout k > 0.
iv) Enfin, 7,7(2) est le sous ensemble de 717(Q), composé des fonctions qui peuvent
étre approchées par des fonctions de classe C!' & support compact dans  dans le sens
suivant : une fonction u € 7(Q) appartient a 7,7(Q), si pour tout & > 0, il existe une

suite (¢,) C C5°(£2) tels que
bn — Ti(u) dans L} (9),

Vo, — VTi(u) dans LP(Q).
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Cet espace va jouer un role important dans ce qui suit.

On a le lemme suivant donnant quelques propriétés des espaces précédents

Lemme 2.1 Pour tout p € [1,00[, on a

1) Wil (Q) C gl (@) et WM(Q) € 1p"(9),

loc

2) Tli’f(Q) N Ly,

loc

(Q) = Wl (2) N L (),

loc
3) VTk(u) =Vu ]l{|u|<k}7
ou 14 désigne la fonction caractéristique d’un ensemble mesurable A C RY.

Preuve.
1) On a

ueWEP(Q) = uweWh(Q) et VuecIl (),

loc loc

= Tp(u) e WH(Q) et VTi(u) e L?

loc loc

= u € Tllo’f(Q),

(Q) Vk>0,

donc W.hP(Q) C 77(Q).

loc
Pour le deuxieme point, on a

weW,P(Q) = ueW(Q) et I{p,} C CZ(Q) tel que
{ ¢n —u  dans LP(Q)
V¢, — Vu dans LP()

= wetPQ) et F{d,} CCF(Q) tel que

{ ¢n — Tp(u)  dans L} _(Q)

Vo, — VTi(u) dans LP(Q)
= ue’(),

VEk>D0,

donc W, 7(Q) C 7,7(Q).
2) Comme

we W) NLEQ) = ueWrP(Q) et ue LS (Q),

loc loc
= uer Q) et ue LE(Q),
= uec Q) NLE(Q),

loc

alors W P(Q)N L

loc loc

(Q) C 70 () N Lj5.().

29
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On a aussi

we T () N L)

loc

ueTP(Q) et ue LS(Q),

loc

Ti(u) € WEHQ) et VTi(u) € LF

loc loc

we Ll (Q) et VuelLl (Q) et ue L. (),

loc loc

=
= () et we L (),
=

= uecWP(Q) et wue L (Q),

=

Q)

loc

loc loc

we WHP(Q)N L (Q),

loc

alors  7.P(Q) N L (

loc

C Wipt (Q) N L5, ().

Donc le’f(Q) NLe(Q) = Wl’p(Q) N L2 ().

loc

3)On a
B u si |ul <k,
Ti(u) = { BE s Jul >k,

implique
| Vu si|u| <k,
V() = { 0 si|ul > k,

donc VT (u) = Vu Ly <k
[ |

. 1,1 e e
Notons que si u € 7., (£2), alors Vu n’est pas défini méme au sens des distributions,
pourtant on a le lemme suivant qui donne un sens a Vu.

Lemme 2.2 [5] Soit u € Tlt)’cl(Q), il existe une fonction v : Q — RN mesurable unique
telle que

VTk(u) = 'U]l{|u|<k} p.p. (2.2.1)

En outre, u € W1 (Q) si et seulement si v € L, (Q), et alors v = Vu dans le sens
faible habituel.

Preuve.

On a VTk(u) = Vu ]1{|u|<k}>

donc pour tout u € 7,21(Q) il existe une fonction v : @ — RY mesurable telle que
v=Vupp. etvelL(Q).

v est unique dans le sens presque partout, car :

Pour tout k,e > 0, nous avons Tj(Tyic(u)) = Ty(u). Par conséquent, nous obtenons
dans Q = {|u| < k} Pégalité VT . = VT p.p. Mais, U Qp = Q, dou (2.2.1) est

k>0
vraie et donc v unique p.p..
Il reste a montrer que u € WE(Q) siv € LL (). En effet, dans ce cas VTj(u) — v dans
Li.(2), donc il nous reste a prouver que u € L}, (). Par contradiction, si u ¢ Lj,, il

loc locy
existera une boule fermée B C 2 telle que

bk = ||Tk(u)||L1(B) — 00 quand k — oc.
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T’;(k“). Alors v, — 0 p.p., [[vkllisy = 1 et [|Vog|lim) — 0,

contradiction avec la compacité de l'injection de W' (B) dans L'(B).

par normalisation, vy =

2.3 Solutions au sens d’entropie

Dans ce chapitre nous allons développer le concept de la solution au sens d’entropie
qui nous permettra d’étudier les équations elliptiques avec second membre dans L!.
Supposons que f € L'(Q) et considérons 'équation suivante :

{—Apu = f(x) damns  Q, (2.3.1)

U =0 sur 0f).

Soit u € 73”(Q) une solution de I'équation (2.3.1) dans D'(Q), alors pour tout ¢ €
C3e (), on a

/ |VulP~? Vu V¢ dr = / fodr Vo eCr Q). (2.3.2)
Q Q

Notons que f € L'(€), donc par densité et si on impose des condition de type ” Dirichlet
homogene”, alors on peut prendre Ty (u—¢), k > 0, comme fonction test dans I’équation
précédente, nous obtenons

/ IVulP~? Vu VT (u— ¢) do = / Ti(u— @) f du,
Q Q

donc

/ |VulP™? Vu V(u — ¢) dv = / Ti(u— @) f dx. (2.3.3)
{lu—g|<k} Q
Notons que chaque terme dans (2.3.3) est bien défini : comme ¢ € L>((2), alors

ju=9l <k = |ul=[o] <|u—9| <k,
= |ul <k +10],
= Jul <kt ¢l
= |u| <k,

ok =k+ ||¢]lco-

Comme |Vu|P~! € LY(Q), donc
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/ |VulP~? Vu V(u — ¢) dx
{lu—¢l<k}

= / \Vul? dx —/ |VulP~? Vu V¢ du,
{lu—o|<k} {lu—o|<k}

< / |Vul? dx+/ VulP~! |Vo| dz,
{lul <k} {lu—g|<k}

< / VT (u)|P dx + cl/ |VulP d +cz/ |VolP dx,
Q {lu—g|<k} {lu—g|<k}
< 03/ VT (u)l? dx—i—CQ/ Vol|P dz,
Q {lu—g|<k}
< C(/ |V Tz (u)|? d:v—i—/ Vol? dm),
Q {lu—¢|<k}
alors
/ VulP™? Vu V(u — ¢) dr < C(/ VT (w)|P da —|—/ Vol? d:c).
{lu—g¢l<k} Q {lu—¢|<k}

(2.3.4)
Puisque Ti(u) € WyP(Q) ie., u € P (Q) et ¢ € L®(Q)NW,P(Q), le deuxicme
membre dans (2.3.4) est borné, et donc le premier membre de (2.3.3) est bien défini.
On est en position de donner la definition suivante
Définition 2.1 (Solution au sens d’entropie) Soit f € L'(Q), on dit que u €
707(Q) est une solution d’entropie du probléme (2.3.1) si (2.3.3) est vérifié pour chaque
¢ € L=(Q)NW,P(Q) et pour tout k > 0.

Commencons par la démonstration de quelques propriétés de la solutions d’entropie.

Lemme 2.3 Siu € 737(Q) est une solution d’entropie de (2.3.1) alors pour tout k > 0

1
[ v de< [ (s1de =11 (2:35)
{lul<k} Q
Par conséquent, on obtient [’estimation suivante dans LP(SY)

VT ()l < KILf - (2.3.6)

Preuve.
Comme u € 7,7(Q) = Tp(u) € WyP(Q) = Ti(u) € LP(Q). Si ¢ = 0 et grace a
(2.3.3) on aura

/ |Vu|p_2VuVudx:/Tk(u)fdx:/ ufdxgk‘/ |f|dx§k:/|f\dx,
{lul<k} {lul<k} {lul<k} Q

dott / VT (u) P dz < & || f]]..
Q
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2.4 Estimations a priori

Avant de démontrer ’existence de la solution d’entropie, nous allons prouver quelques
estimations apriori basées sur I'estimation (2.3.6). Ces estimations seront relatives a u
et & |Vu| dans des espaces de Marcinkiewicz et on peut les considérer comme des clés
pour démontrer des résultats de compacité dans des espace L?(2) avec g convenable-
ment choisi. Le premier résultat principal est le lemme suivant.

Lemme 2.4 Soit 1 <p < N et Q une domaine borné de R". Considérons u € 1,"7(Q)
tel que

1
—/ |Vul|P de < M, (2.4.1)
ke J{ui<ny
pour tout k > 0. Alors u € MP(Q) avec p; = %jp}). Plus précisément, il existe
C =C(N,p) > 0 tel que
mes{]u| > k} < CM~ 7k, (2.4.2)

Preuve.

Soient 1 < p < N et u € 7,7(R), donc Ti(u) € Wy *(Q) pour tout k > 0, et d’apres
I'inégalité de Sobolev on a

Np

pr S AN DIV, o pT=

T, =
ITi(w) e

grace a (2.4.1), on a / VT (uw)|P de < kM, ie. [[VTp(u)|p < kM,
Q

L A

et par conséquence ||V}, (u)||, < (kM)#, donc ||Ti(u)

o < e(N,p)(kM)>.

Pour 0 < € < k, nous avons {|u| > 5} = {|Tk(u) > 5|}, donc

mes{|u| > k;} < 7P| T (u) g: < o(N,p)(kM)F7e™ < (N, p)MN5k~N—5 e N5,

N(p—1)
Pour ¢ = k, mes{|u| > k;} < cl(N,p)MN]KPk_ N=r", on obtient

mes{|u| > k‘} < Ck™PY

ou C' = ¢1(N, p)MNZXP et p = %__;). Donc il résulte que ¢, (k) < Ck™P', et comme
conclusion it résulte que u € MP1(Q).

Remarque 2.1 Ces estimations ont été prover par Talenti pour les équations quasi-
linéaires en utilisant la théorie de rearrangement. La démonstration de [5] que nous
avons adapter ici semble étre plus élémentaire et plus simple et peut étre généralisée
pour d’autre classe d’équations.
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Nous prouvons maintenant des estimations sur le gradient de w.

Lemme 2.5 Soit 1 < p < N et supposons que u € 1,7(Q) satisfait (2.4.1) pour tout
k. Alors pour tout h > 0

mes{|Vu| > h} < C(N,p)M%h_pQ, P2 = % (2.4.3)
Preuve.
Pour k, A > 0, on pose
O(k,\) = mes{|Vu|p > A, Ju| > k‘},
d’apres le Lemme 2.5 nous avons
o(k,0) < C(N,p)M~sh. (2.4.4)

Comme la fonction A — ®(k, \) est décroissante, on obtient pour k, A > 0 et pour
0<s<A\ ®0,)) <P(0,s), donc

®(0,\) <P(0,5) = /A ®(0,\)ds < //\(19(0, s)ds,

1 A
= ¢(0,)) < X/ (0, s)ds,
0

et
A A A
%/0 ®(0,s)ds = %/0 Cb(k,s)ds—l—%/o (@(0,s) — ®(k, s))ds,
A A
< %/0 @(k,@)dH%/O (8(0,5) — D(k,))ds,
< @(k,0)+§/0 (B(0,5) — B(k, ))ds,
d’o
D(0,\) < %/Acp(o, s)ds < ®(k,0) + /A (®(0,s) — D(k,s)) ds. (2.4.5)

Remarquons que
®(0,s) — ®(k,s) = mes{|u| < k, |[Vul|’ > s},

et grace a (2.4.2), on aura

/000 (®(0,8) — ®(k,s))ds = /{ . |Vul|P doe < kM. (2.4.6)
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Enfin d’apreés (2.4.5) et en utilisant (2.4.4) et (2.4.6), nous arrivons a
ME
(0,) < =~ + O, )M T 5k, (2.4.7)

On pose P(k) = 4 4 M~ k=P, donc en minimisant P(k), en k, on aura a résoudre
I'équation P’(k) = 0, se qui entraine que

M
- CleNL—pk_pl_l — 0
A
et donc k = <c)\p1]\/[zv‘ip> Pt
Par conséquence,
M M M
B0,)) < k|~ +eMFok N < k| 4 — MY M N
A A
M 1 M 1 b N\ S
< ] A ey
A D1 A D1
N—p L . . B
< % [1 + l} <c/\p1MNpr> p(N-1) < % [1 + l} (Cpl)%A—%Mm%
A P1 A P1

d’ou

O(0,)) < C(N,p)MFIN T, avec 0<N,p>=[

1 _N—p_
1 + — p(Nfl),
Pl} (CP1)

posons A = h”; alors

N N(p—1)

mes{|Vu|p > hp} < C(N,p)M~=Th~ -1

et par conséquence

N(p—1)

mes{|Vu] > h} < C’(N,p)M%h_m avec  py = oD

D’ou le résultat.

2.5 Existence de la solution d’entropie

On est en position de démontrer le résultat principal de ce chapitre, plus précisément
on a le théoreme suivant
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Théoreme 2.1 Soit 1 < p < N et Q) un domaine borné, alors il existe u une solution
d’entropie du probléme (2.1.2) avec u € 7,7(Q). De plus,

u e MP(Q) et |Vu| € MP2(Q), (2.5.1)
ou py = —N,(V”_‘,}) et py = el
Dans le cas p > 2 — % la solution w appartient a Wol’q(Q) pour tout q < ps.
Preuve.

L’idée principale de la démonstration est de procéder par approximation.
Etape 1.

Comme f € L*(Q) il existe une suite de fonctions {f,,} C L>(Q) tel que f, — f
dans L'(Q).

Pour f, € L®(Q) il existe u, € W,”(Q), I'unique solution faible du probleme

—Apu, = fi dans €,
(2.5.2)
U, = 0 sur Of).

Notons que Ty (u,) € L*(2) N L>(N2) pour tout k > 0, donc en prenant Ty (u,) comme
fonction test dans (2.5.2) on obtient que

/ |V, [P~ Vu, VT (u,) dv = / fuTe(uy,) dz,
Q Q

donc
/ |Vu,|Pdx < ke,
{Jun|<k}
et alors .
—/ [Vua |’ dz < c, (2.5.3)
R {Junl<k}
ie.,
/ VT (u,)|P dx < ke, (2.5.4)
Q

par conséquence on conclu que {V7(u,)} est bornée dans LP(2) pour tout k& > 0.
Donc il existe wy, tel que T (u,) — wy, faiblement dans W, (Q) pour chaque k > 0, et
Ti(u,) — wy p.p. dans Q. On pose wy, = Tj.(u) dans 'ensemble ou |wy| < k, il est clair
que u est bien définie car Ty p(u,) = Tr(Th(u,)) et par conséquence Ty (u,) — Tr(u)
fortement dans L?(£2) pour tout ¢ < p*.

D’apres les lemmes 2.4 et 2.5, on a

U, € MP(Q) et \Vu,| € MP2(Q),

Ne=D ot py = Y= - alors

avec p; = N—p 2 N—1 °

tunllpmrr@) <C et |Vt || pme20) < C,
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et comme L?(2) C M9(Q) C L17¢(Q2) pour tout ¢, ¢ > 0, d’onr

HunHLm—s(Q) < C et Hvun“LPQ—E(Q) < 6

Notons que si p > 2 — %, alors p; > 1 et par conséquence {u,} sera bornée dans

W,y P27%(Q) pour tout € > 0 avec py —e > 1, donc u, — u faiblement dans W, "> ~%(€2).
Donc pour tout ¢ € Wh*(Q), on a

/ |V, [P~ Vu, Vo dr = / fopde,
Q Q

N
comme |Vu, |2~ = (]Vun|p_1) N1 6t p—1 < po, alors pour p—1 < py—e
IV, |[P~! e L¥-175(Q).
Comme |Vp| € L®(Q) et f, — f dans L'(Q), donc passant & la limite quand
n — 00, on trouve que

/|Vu|p2Vqu0dx—/fgodx.
0 Q

Il est clair que u,, — u fortement dans L%(2) telque 1 < g < p* avec p* = NN—fﬁ > 1
ou p=mpy—e.

Etape 2. Pour analyser le cas général 1 < p, nous commencons par démontrer que
u e 7" ().

On pose VTi(u) = Vay, il est clair que VT, (u) est bien définie car wy, € WyP(9),
pour passer a la limite en k on va commencer par montrer que Vu, converge vers
Vu localement en mesure. Pour le prouver nous montrons que {Vu,} est une suite de
Cauchy en mesure.

Soit t et € > 0, alors

{IVu, — Vuy,| >t} C {|Vu,| > A} U{|Vun,| > A} U{|u, — un| > k}
U Alun —um| <k, |Vu,| <A, |Vu,| <A, |Vu, — Vu,| > t}.
(2.5.5)

Nous choisissons A d’abord assez grand tel que
mes{|Vu,| > A} <e¢ pour tout n €N,

(ceci est possible par le Lemme 2.5).

Pour estimer le dernier terme dans (2.5.5), on utilise les inégalités algébriques sui-
vantes.
Pour tout £, n € RV, on a

(€26 = nfP~%n, £€—n) >0,
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de plus si € #n alors
(1P~ & = [P n , € —n) >0,
etsi[{| < A, In| <A et |£—mn|>t,alors il existe p > 0 tel que

(€& = ml"n , €=n) = p.

Sachant que —A, u, = f, et — A, u, = f,, donc par soustraction et en utilisant
Ty (u, — uy,) comme fonction test, on obtient

/ (|Vun P2V, — [Vun|P 2V, , Vu, — Vu, ) do
{lun—um|<k}

— /(fn — fm) Ti(uy — uy,) de < 2ck.
0

D’apres le Lemme 2.4, on a

mes{ |, — up| <k, |Vu,| <A, |Vu,| <A, [Vu, — Vu,| >t}

< mes{|un — | <k, (Va2 Uy — [Vun|P 2 ). (Vu, — Vug) > 1}
1
S —/ (IVun |2ty = [V [P th , Vg — V) dz (2.5.6)
I {jun—um| <k}
1
< Zock<e,
i

si k est assez petit, tel que k < £

Donc on fixant A et k, si ng assez grand, on a pour n, m > ng, mes{|u, — tuy| >
k} <e, et alors mes{|Vu, — Vu,,| >k} <2e.

Donc {Vu,} converge localement en mesure vers une fonction v et comme conséquence
p.p. dans Q. Puisque {VT}(u,)} est bornée dans LP(2) pour tout k > 0 et VT (u,) —
VT (u) faiblement dans LP(€2), on déduit alors que v = Vu p.p.. Notons que en général
v ¢ (LY(Q))N. Il est clair que si p > 2— L, alors v ¢ (L(Q2))V, et donc u € Wy'' ()
et d’apres le Lemme 2.2 on déduit Vu=v p.p..

Et par conséquence u € 7, ().
Pour voir que u € 7,7(Q), on considere ¢, € C(Q) tel que

1

1
IVon — VT (un)|lr0) < et |n — Ti(wn) || o= () < o

Nous avons alors
Vo, — VTi(u) fortement dans LP(Q2)

et
¢On — Ti(u) fortement dans L} () pour ¢ < p*.

Comme conclusion on obtient que ¢,, converge fortement vers Ti(u) et par conséquence
Lp
u € 75" ().
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Etape 3. Dans cette étape on va démontrer la convergence forte des troncatures dans
Wy (Q), c.i.d pour k > 0 fixé on a T (u,) — Ti(u) fortement dans W,?(Q).

Notons que Tj(t,) — Ty(u) faiblement dans W,"(€) pour tout k > 0.

Soient k£, h > 0 tel que h > k > 0, on suppose

En prenant w, comme fonction test dans (2.5.2), il résulte

/ \Vu,|[P~? Vu, Vw, dr = / fn wy, dx,
Q Q

on pose [ = / \Vu,|[P~? Vu, Vw, dz, lorsque k — oo et h — 0o on a/ fn w, do —
Q Q
0, donc / |V, |[P~? Vu, Vw, dr — 0.
Q
On pose M =4k+h. Si |u,| > M, Vw, =0. Donc
I = / \Vu,|[P~? Vu, Vw, dr,
{lun|<M}
= / \Vu,[P~? Vu, Vw, dr —|—/ |Vu,|[P~? Vu, Vw, dr,
{lun|<k} {k<|un|<M}
= / VT3 (wn) P> VT () V(Te(un) — Ti(w)) da
Q

+ / \Vu,[P~? Vu, Vw, dx.
{k<|un|<M}

Notons que

1-si k < |u,| < h alors Vw, = VTi(u)
et

2-si h < |u,| < M alors Vw, = VTj(u),
d’ou

/ |Vu,|P~? Vu, Vw, dv = / IV T (wn) P2 VT (un) VTi(u) dr,
{k<|un|<M} {lun|>k}
> / VT ()P [V T(w)| de,
{lun| >k}

on obtient

I > /Q\VTk(un)V’Z VTi(un) V(Th(un) — Ti(u)) dx

_ / VT ()P~ [V T(u)|
{lun|>k}
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Comme {|VTy(u,)[P~'} est bornée dans L7-1 (), |VT(w) |1 ju, >k} est bornée dans
LP(Q) et |VTi(u)|[Lgju,>ky — 0 fortement dans LP(2) quand k — oo, on obtient
que

AmﬂJvmw@PWVnmﬂm—m lorsque  k — 00
Donc
J = /Q IV T () P2 VT () V (Ti(utn) — Te(w)) dac

- /Q (|VTk(un)|p‘2 VT (un) — |V T (u) P2 VTk(u)> (VTi(tn) — VTi(u)) da

+ AHUMMWQVHmNVwa—VHWan
Comme

/Q IV Tx(u) P2 VTi(u) (VTk(un) — VTi(u)) dz — 0 lorsque n — oo,

alors
J= /Q (\VTk(un)]p_Q VT (un) — |VTi(u) P2 vmm) (VTi(tn) = VTi(w)) dz+o(1).
Donc
I > /Q (IVT(wa) P2 Vi) = VT2 VTx(w) ) (VTi(un) = VTi(w) da + o(1),

> c/ VT (un) = VTi(w)|” dz + o(1) si p>2
Q

et
VT (un) = VT (u)[?

IEC“W£UVQWM+an0WP

Il vient alors que

dx +o(1) siop<2.

/ VT (un) — VT (w)|” dz < o(1) + / fowy, dx si p>2,
Q Q

V() — V()
C“féuvnw»+wnmew

Par conséquence

dr < o(1) + / frnwn si p<2.
Q

/ |VTk(un) — VTk(u)‘p dx — 0 si p>2,
Q
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et

. 2
/ VTi(un) — VT(l™ 0 0 p<2.
Q

T
(VT (u)| + [VTi(un)])?P
Pour le deuxieme cas on a
p(2

Jo [V Tk (un) = VTi(w)|” dz = | VL) VT (1T, ()] + [V T (1)) o

(IVTk(W+I VT (un)]) ~ 2
2—p

= </Q (!V’ZICT(Z%TQ y_vz,zf(};(:))\‘)zpdf”)g( /Q (VT (un) P + \VTk(u)\p)dx>T,

Donc pour p < 2,

/ ‘VTk(un) - VTk(u)|p dx — 0 pour n — oo.
Q

Comme conclusion on obtient que Ty (u,) — Tj(u) fortement dans Wy () pour tout
k> 0.
Etape 4. Pour compléter la preuve il reste a montrer que u est une solution d’entropie.
Rappelons que
—Apu, = fi dans €,
U, = 0 sur €,

Soit v € L®°(Q) N W, P(Q), pour tout k fixé > 0, on a
/ \Vu, [P~ Vu, VT (u, —v)dr = / fuTe(u, —v) dx,
Q Q

Comme u, — u p.p. dans Q, et f, — f dans LY(Q).
Donc / foly(u, —v)de — / f Tx(u — v) dx pour n — oo.
Q Q

Comme v € L>®(Q) N WP (Q), alors il existe une constante positive ¢ > 0 tel que

/ (Vu,|P~2Vu, VT (u, —v)dz = / VT (un) P2 VT (uy) VTi(uy — v) da.
Q {

lun|<c}

Notons qu'il suffit de prendre ¢ > k + ||v||. Comme Tj(u,) — Ty (u) fortement dans
W,y (Q), alors on conclut que

/ VT () [P~2 VT (uy) VT (uy—v) do — |VT.(u)|P2 VT.(u) VT (u—v) d
{Jun|<c}

{lul<c}

pour n — oo. Par conséquence et pour n — oo on obtient que
/ IVulP2 Vu VT (u—v)dr = / fT(u —v) de.
Q Q

Donc u est une solution d’entropie du probleme (2.1.2).
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2.6 Unicité de la solution au sens d’entropie

Nous traitons ici la question de I'unicité de solutions d’entropie u € 7'01 P(Q2) pour le
probléeme (2.3.1), notons que apriori u vérifie (2.3.3) pour chaque ¢ € L>®(Q)NW,*(Q)
et pour tout £ > 0.

Le résultat principal de cette section est le théoreme suivant

Théoreme 2.2 Soit u; et uy deux fonctions dans Tol’p(Q), tels que uy et ug sont des
solutions d’entropie du probléme

—Ap u= f(x)
alors u; = us.

Preuve.
Notons que f € L'(£2), on substituant dans la relation (2.3.3) avec des fonction test
Ty (uy) et Th(ug) et par addition en obtient que

/ |Vui P2 Vuy V(ug — Ty(ug)) do = / [T (uy — Th(ug)) dr,
{lur =T (ug)| <k} Q

/ IVua|P™2 Vuy V(ug — Th(wi)) do = / STe(uy — Th(ur)) da.
{lua =T (u1)|<k} Q

Par combinant les deux résultats nous obtenons

/ |Vuy[P~2 Vuy V(up — Th(up)) da
{lur=Th(u2)|<k}

+ / \Vus|P~? Vug V(ug — Tp(uy)) da (2.6.1)
{{uz—Tp (u1)|<k}
- /Q F(T(us — Th(ua)) + T(us — Th(wn)) da.

La conclusion u; = us sera atteinte apres le passage a la limite h — oo dans cette
formule. Soit

;= / VP2 Vg V(uy — Th(us)) de
{lu1—Th (u2)|<k}
+ / ’VUQ'p_Q VUQ V(UQ — Th(ul)) dz.
{luz =T (u1)|<k}

On pose
Ao ={z € Q:|uy —us| <k, |us| < h, |us| < h}.
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Dans Ag le premier membre de (2.6.1) est réduit au terme suivant
Iy = / (V"= Vuy — |Vua [P Vug) (Vug — Vug) d.
Ao

Soit maintenant

A ={z € Q: |ur = Th(uz)| <k, [uz] > b,
donc
[Vui [P~ Vg V(ug — T (ug)) do = |Vuy|P dz > 0,

A1 Al
et sur 'ensemble

Ay ={2z € Q:|us — Th(ua)| <k, |ua| < h, |us| > R},

nous obtenons
|Vui[P~2 Vuy V(ug — Th(ug)) do = Vuy [P~2? Vuy (Vuy, — Vaug) dz,

A2 A2

> — ‘Vul\p*Q Vu, Vuy dx.

Az
De la méme fagon, on peut définir les ensemble A} et A, comme suivant
All = {I’ € Q: ‘UQ — Th(u1)| < k’, ]uﬂ > h},

et
Ay ={z e Q:|ug—Th(w)| <k, |u1| < h,|us| > h}.

Alors le deuxieme terme de (2.6.1) peut s’écrire comme somme de

[Vus P2 Vg (Vuy — VTi(w)) do = |Vug|? dz >0
Al A
et
[Vug[P™? Vuy (Vuz - VTh(Ul)) dr = |Vus[P~2 Vg (Vug — Vul) dx,
Al 4
> — | |Vue|P™? Vuy Vi, da.
Ag

Par conséquence on conclut que

I > Io—i-/ |Vuy P daz—/ |Vui[P~? Vuy Vuy do
A1 A2
+ |Vug|? dox — |Vuy[P~? Vuy Vu, dz,
A Al

> Iy — ( |Vuy [P~? Vuy Vuy do + |Vuy[P~? Vuy Vuy dx),
As Al

Z [0_137
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ou

L= [ |Vl Vu, Vuy de+ | |Vuy|P~? Vuy Vu, dz.
As Al

Le premier terme de I3 peut étre estimé par

[V [P~ Vuy Vuy do < |V [P~ [Vug| da,
AQ A2
p

( |Vuy|P d:p) ’ ( |Vus|? dx)p,
A2 A2

-1
< Vullzo reguy<nmp V2l Lo @r-k<ui<ny -

IA

Comme
HVU1||Z£;(1{h§|ul|§h+k})||VU2||LP({h—k:§|u2|§h}) — 0 quand h — oo pour tout k > 0, il

résulte que |Vui[P~? Vuy Vuy dz converge vers 0 quand h — oo pour tout k > 0.
Az
De la méme fagon on obtient la méme conclusion pour le deuxieme terme de I5.

Donc on conclut que I3 tend vers 0 quand h — oo.

Concernant le deuxieme membre de (2.6.1), sachant que
Ty(uy — Th(uz)) + Tr(ug — Th(uy)) — 0 p.p. dans Q pour h — oo

|Tk(u1 — Th(UQ)) + Tk<U2 - Th(ul))| S 2k

et que f € L'(Q), donc en utilisant le Théoréme de la convergence dominée on obtient
que

/ f(Tx(uy — Th(ug)) + Ti(ug — Th(uy))) dz — 0 quand h — oo pour chaque k > 0.
Q
En combinant les estimations précédentes il résulte que

/ (IVw [P~ Vg — |[Vus [P V) (Vug — V) dz < g(h),
Ao (h,k)

oue(h) — 0 quand h — oo pour tout k fixe > 0. Puisque Ay(h, k) converge vers
{z € Q:|up —us| <k},

nous concluons que

/ (IVw [P~ Vg — |[Vus [P~ Vus) (Vug — Vug) dz < 0.
{lu1—ua|<k}
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Comme

A”vul_vuzH]zp({|u17uz|<k}) S / (]Vullp’Q V’Uq-’VUg’piQ VUQ) (Vul—VUQ)d$
{lur —uz|<k}

sip>2et

/ |VU1 — VU2|2 <

{Jur —u2|<k} (|VU1‘ + |VU2|)2_p N

/ (IVw|P~? Vg — [Vua [P Vug) (Vuy — Vug)da
{lu1—uz|<k}

pour p < 2, alors Vu; — Vus = 0 p.p. et par conséquence Ty (u;) = Tj(uz) pour tous
k > 0. Il est clair que u; — us = ¢, en utilisant le fait que u; = us = 0 sur 052, alors on
conclut que u; = us p.p.. D’ou le résultat.

2.7 Quelques généralisations

La notion de la solution d’entropie peut étre définie pour une tres grande classe
d’opérateurs elliptique non linéaire, par exemple si on considere le probleme suivant

—div(a(z,u, Vu)) = F(z,u)
avec a(z,s,€) : RY x IR x IRY — IR™ est une fonction de Carathéodory vérifiant
(H1) : |a(z, s, )] < c(|g~ + [s]~ + k(2)), pp. 2 €Q, (s.§) € RY x R,
(H2) : a(z, 5,6)& > MNP, pp. 2€9Q, (s,6) € RY x IR,

(H3) : F est une fonction Carathéodory, continue et décroissante en u pour z fixe
et mesurable en = pour u fixe. De plus, F(x,0) € LY(Q) et F(x,c) € L} () si ¢ #0,
et si

Go() = sup |F(z,u)],

lul<e

G. € L}, .(Q) pour tout ¢ > 0.
Alors sous les conditions (H1), (H2) et (H3) on peut définir la notion de la solution
au sens d’entropie. Concernant 1'unicité de la solution, en général le résultat n’est pas
vrai mais si div(a(z,u, Vu)) = A,u, alors on peut démontrer 'unicité de la solution
au sens d’entropie.
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Chapitre 3

Existence de solution d’entropie
pour quelques problemes elliptiques
non linéaires avec une dépendance
en gradient.

Dans ce chapitre on va étudier une classe du problemes elliptiques non linéaires ou
il y a une dépendance par rapport au gradient, notre but est de démontrer un résultat
d’existence général pour des données dans L'(2).

3.1 Existence et unicité de la solution positive de
Iéquation —A, u+ |VulP = f.

Dans cette section on va se concentrer sur le probleme modele suivant
—Ap, u+ |Vulp = f dans €,
u>0 dans €2, (3.1.1)

u=0>0 sur Of2.

Ol © un domaine borné dans RY et f une fonction positive appartenant a L(Q).

e Existence
On procede par approximation, dans une premiere étape on va considerer f réguliere(
f € L>®(Q)) et apres on passe a la limite on utilisant des résultats de compacité.

Etape 1. Pour tout f € L™(Q), soit w, € Wy”() une solution du probleme

47
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suivant ) )
—A, wy, + % =f dans €,
w, >0 dans (2, (3.1.2)
w, =0 sur Of).

\
Notons que l'existence de w, est une conséquence facile du résultat de Leray-Lions,
voir [23]. Donc —A, w, < f dans Q. Soit v € Wy *(2) N L>(Q) la solution du probleme

A, v=f dans €,
v>0 dans €2, (3.1.3)
v=20 sur  0f).

Il est clair que w,, < v € L*®(Q), dou ||w,||e < M.
On utilisant w,, comme une fonction test dans (3.1.2), on obtient

P
—/prnwndqu/Mwndx:/fwndw,
Q o 1+ 2[Vw,|p 0

ce qui implique que

/|an]pdx§/fwndx§/fvdx§a
Q Q Q

donc {Vw,} est bornée dans L?(Q) et alors {w,} est bornée dans W, 7 (Q),
Donc w,, — w faiblement dans W, () et par suite w, — w p.p. et w € L®(Q),
deplus 0<w<v<M VneN.

Montrons que w, — w fortement dans W, ?(Q).

On considére ¢(s) = se™ avec v > ¢ (on remarquant ¢(0) = 0), et en prenant

¢(w, — w) comme une fonction test dans (3.1.2) on obtient

p
/ Vwnl" Vu, Vo(w, —w) dz + / [Viwn|
Q

T A ) de = [ gl —w) do

On pose
I :/ IVw, [P~? Vw, Vo(w, —w) dr,
Q

|Vw, [P
L= | — i ¢(w, —w) da,
= e A

I:/Qf o(w, —w) dz.
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Lorsque n — oo, ona |¢p(w,—w)| < M puisque ¢ est bornée par rapport & la topologie
faible * dans L>(€2) alors ¢(w, —w) — 0 p.p. et donc / f o(w, —w) de — 0,
Q

d’'ou I — 0 lorsque n — oo.
D’autre part on a

I, = / |Vw,|P~? Vw, Vé(w, —w) dr,
0
= / ([Vw,|[P~? Vw, — |[Vw|P~? Vw) (Vw, — Vw) ¢'(w, — w) dz
0
+ / |VwlP~? Vw V(w, —w) ¢ (w, —w) dr,
Q0

Comme {|Vw[P~} est bornée dans Lp%l(Q), V(w, —w) — 0 et ¢(w, —w) — 1,

on conclut que [ |[Vw[P™? Vw V(w, —w) ¢'(w, —w) dz — 0 lorsque n — oo, d’olt
Q

L> c’/Q IV (wn — )P ¢ (wn — w) dz + o(1).

Notons que

|Vw,[?
L = [ —> " (w,—w)d
? /Q 1+ L[Vw,|r ¢(wn —w) do

< [ IVl 6w~ w)| d,

< [ V(= w)+ Vol (6w, — w) de,
< ¢ [ V=P folw, —w)] do
¢ [ 9l lotw, )] de

Il est clair que, en utilisant le Théoreme de la convergence dominée, on obtient que

\Vw|? |¢(w, —w)| dr — 0 lorsque n — oo, alors

p
Lz JVTUV—M o, = w) de < ¢" [ V(. = w) (6w, — )| do +o{1).

Donc quand n — oo et pour p > 2,
I > c’/Q|V(wn—w)|p (w, —w) dx — ¢ / 'V (w, —w)P |¢(w, —w)| de + o(1),
> & [ V(- ) [ - —]gﬁ(wn—w)q dz + o(1),
Q
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Rappelons que I — 0, donc

o(1) 2 " [ (9, = w)P[¢/(w, = w) ~ o, = w)] de
Comme ¢(s) = se™, alors ¢/(s) = €7 + 2ys27*, et

#(s) = [9(s)] = & [295* = [s| + 1] >

o(1) > C/Q IV (wn — w)? dz = C||V (w, — w)]E.

alors, |lw, — wHWOLp(Q) < o(1), implique 7}1_)1{)10 ||w, — w||W01,p(Q) =0.

Pour p < 2, on a besoin de faire quelques calcul fine. Notons que
L > /Q (IVw,|[P~? Vw, — |[Vw|P? Vw) (Vw, — Vw) ¢'(w, — w) dz.
On utilisant le méme calcul pour la fonction test ¢((w, —w),) on conclut que
/Q (IVw, [P~ Vw, — [Vw|P~? Vw) (Vw, — V)4 ¢'(w, — w)4) dz < o(1).
De la méme fagons, choisissons comme fonction test ¢((w, — w)_), il résulte que
/Q (IVw,[P7? Vw, — [Vw|P~? Vw) (Vw, — Vw)_ ¢'((w, —w)_) dz < o(1).
Dongc, en utilisant le fait que ¢'(w, —w) > ¢ >0,

/Q (Y, — Vew)e|” & (wn — w))de =

p(2—p)

IVw| + |Vw,|) 2

< </w - (|V|Z|wi rvzirjl;_qu,(wn — w)dac)g (/wn>w(lvwn|p + [VwP)e (w, — w)d:c) 2

_ P o(2—p
/ ( e 2t (IVw| + [Vw,|) E )Qb/(wn —w)dzx
Wy >wW

< o(1).
De la méme facons on obtient que
170 = Fw)]? (G, = w) e < o)
Donc pour p < 2, il résulte que

/ Vuw, — Vw‘pdas < o(1)
Q
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et alors w, — w fortement dans W, ” (). Pour le cas p > 2, si 7 est grand on conclut
que w, — w fortement dans W,"(€).
En particulier on déduit

|Vw, P

0t p
T IV — |[Vw|’ p.p. dans Q,

par le Théoreme de convergence dominée

|Vw, |P

1Yl P 1
T IV p — |[Vw[P dans L (Q).

Comme —A, w, — —A, w au sens de distributions, on conclut que w satisfait le
probleme

—A, w+ |Vw|’ = f dans €, w>0 et we Wy P(Q).

Donc on déduit que pour tout f € L>(2) (f > 0), il existe une solution faible w
positive du probleme

A, w4+ |Vw|P = f dans
w >0 dans €, (3.1.4)

w=20 sur Of2.

Donc la premiere partie est prouvée.

Etape 2. Il reste & montrer que pour tout f € L'(€) (f > 0), il existe une solution
du probleme (3.1.1).
Comme f € L'(€), il existe une suite de fonctions { f,, }men C L(Q) tel que f,,  f
dans L'(Q).
Grace a la premiere étape pour tout f,, € L>®(Q) (m € N), il existe une solution wy,
du probleme

—Ap Wy + [Vwg|? = fi, dans €,
Wy, > 0 dans €, (3.1.5)
Wy, = 0 sur Of).

On décompose la preuve en trois parties.

1°7¢ partie. Convergence des troncatures.

On multipliant (3.1.5) par T (w,,), on obtient

/ |V [P72 Vwy, VTi(w,,) dx—l—/ |Vw,|P Ti(wy,) de = / fm Ti(wy,) dz,
Q Q Q
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donc
/ VT (w,) [P dx—i—/ \Vw,|P Ti(wy,) de = / fm Ti(wp,) dx, (3.1.6)
Q Q Q

alors

/|Vwm|” de < / |Vw,, [P dx—l—/ |Vw,|P de
Q Wi <k Wm >k

< /|VTk(wm)|p dx—l—/ |Vwn,|P Ty (wy,,) dx
Q Wm >k
< k[ fud
0
< ck

par conséquence il résulte que

/ \Vw,|P de < ck,
Q

et par suite
w,, —w  faiblement dans WW,"(Q).

D’apres (3.1.6), on a

/ |Vw,|P dx + k:/ |Vw,|P de +/ |V, |P wy, de < k/ fm dz < c(k),
wWm <k Wi >k wm <k Q

donc
/ |Vw, |’ dx + k/ |Vw, [P de < c(k). (3.1.7)
wm <k

W, >k

Nous affirmons que lim sup / \Vw,|P dx = 0.
{wm>k}

k—00 meN
Pour démontrer I'affirmation on va choisir comme fonction test 71 (Gy—1(wy,)) ot Gg(w,y,) =
Wy — T (wy,) et donc

Wy — Ty (wyy) si Jwy — Ti(wy)| <1
T1(Gr(w,y,)) =
Gl =1
‘wm*Tk(wm)l Sion
c.a.d
0 si |wy| <k-1
T (Gr(wm)) =4 wn—k+1 st k—1<|wy,| <k
1 si |w,| >k
D’ou

/ IV =2 Vi, VT4 (G (wn)) dz + / V[P T1(Cr s (1)) da
[9] Q

_ /Q o T1(Goors (w0) da,
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comme w,, > 0 on obtient que

/ |Vw,,[? dx+/ |Vw,,|P de < / fm T1(Gr_1(wy,)) dx,
{k—1<wm<k} {wm>k} Q

et par conséquent

/ |Vw,,[? das+/ |\Vw,|P de < / fm dx < / fmdx < c. (3.1.8)
{k—1<wm<k} {wm>k} {wm >k} Q

Notons que {wy, }men est bornée dans Wol’p(Q), donc w,,, — w p.p. dans €2, et comme
conséquence on conclut que klim mes{w,, > k} = 0. En utilisant le fait que f,, — f
—00

fortement dans L!(Q), il résulte que

/ |Vw,, [P §/ fm dz.
{wm>k} {wm>H}

Passant a la limite en m et k, on conclut que

lim sup/ |Vw,|P dx = 0. (3.1.9)
{wm>k}

k—oo meN

Donc Paffirmation est prouvée.

2¢me partie. Convergence forte des troncatures.
On est en mesure maintenant de démontrer la convergence forte des Ty (w,,). On va
donner deux démonstrations différentes, 'une étant basée sur des estimations a priori
qui est valable pour p > 2 et qui peut étre généraliser pour tous p, en utilisant des
techniques Porretta-Segura. La deuxieme méthode est plus générale, elle est basée sur
des résultats de [18].

On commence par le cas p > 2. Choisissons ¢ (T} (wy,) — Tx(w)) comme fonction
test avec ¢(s) = s€7*° (y > 0 & déterminer), donc on obtient

J = /Q|Vwm|7”_2 Vuw,, ng(Tk(wm) - Tk(w)) dr + /Q |Vw,,[? gzﬁ(Tk(wm) — Tk(w)) dx

= /Qfm gb(Tk(wm) —Tk(w)) dx,

J = /Q|Vwm‘p2 Vwm, V(Tk(wm) _ Tk(w)) ¢,(Tk(wm) B Tk(w)) dx
[ 19wl 6T ~ Tiw) d

Q
= i fm gb(Tk(wm) — Tk(w)) dx.
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On pose

Jy = / VW [P~ Vwn, V(Ti(wn) — Te(w)) ¢ (Te(wm) — Ti(w)) da,
Q

il découle que

J1 = / VWP~ Vw, V(wy, — Ti(w)) ¢ (Ti(wn) — Tr(w)) dz
{wm<k}

- /{ } VWP~ Vwn, VTi(w) ¢ (Ti(wpn) — Te(w)) da,
wm >k

puisque |Vaw,, [P~ est bornée dans L71(), lim ¢/ (T3 (wn) — Ti(w)) = 1 et puisque

m—00

w,, — w dans Wy (), il résulte que

/ (VWP Vwy, VT (w) ¢ (Te(wi) =T (w)) dz — |Vw|P~2 Vw VT, (w) dz
{wm >k}

{w>k}

quand m — oo. Maintenant, comme chaque terme est borné dans la derniere intégrale,
alors en passant a la limite quand £ — oo, on obtient que

_|_

—/{ . [V w|P~? Vw, VTi(w) ¢ (Ti(wn) — Te(w)) dz — o(1).

[ 9Tl V() ¥ (Tulwn) = i) ¢ (Tulu) - Tefw) do.

| (VTP Vi) = FTi@)l VTuw) (Vi) - VTiw) ¢ do,
| T VL) (Tin) = Telw) & (Tiw) = Te(w) do.

o [ 9Tiw,) = V(@) & (Tiwn) = Tu(w)) do.

/Q|VT;€(w)|p2 VT (w) V(Ti(wp) — Te(w)) ¢ (Te(wp) — Te(w)) dz,

comme

/Q VT (w)[P~? VT (w) V(Ti(wy) — Te(w)) ¢ (Te(wm) — Ti(w)) dz— 0

lorsque m — oo, on obtient

J1 > /Q VT (W) — VTe(w) [P ¢ (Th(w) — Ti(w)) dz + o(1). (3.1.10)
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On considére maintenant

Jo= [ 190, 6(Tu(wn) - Tufw) do
alors

Jo = VP o(Th(w,,) — TL(w)) dz VP o(Th(w,,) — TiL(w)) dz
/{%>k}| ? 6(Ti(wn) - Tulw)) +/{%<k}| ? 6(Ti(wn) — Ti(w))
_ / Veonl? é(k — Ty(w)) de + / VT (wn)P (Ti(wn) — Ta(w)) d,
{wm>k} Q
comme |[Vw,,|? ¢(k—Tp(w)) >0 dans {w,, >0}, il résulte que
Jo > /Q]VTk(wm)\p ¢(Th(wn,) — Ty(w)) de,
> /Q VT () — VT(w) + VTP [6(Th(wn) — To(w))| de,

> o / VT () — VTk(w) P |6(Ti(wn) — Te(w))| da

~ /Q VT ()P |6(T(wn) — To(w))]| da.

Notons que ¢(Ty(wm) — Tr(w)) — 0 lorsque m — oo et |[VTj(w)|P est bornée dans
L*(€2), donc en utilisant le Théoreme de la convergence dominée on obtient

9T 16(Tu () = Tiw) | do =0,
et par conséquence
Jo > —CQ/QWTk(wm) — VT (W) |¢(Th(wm) — Ti(w))| dz + o(1). (3.1.11)
Donc on combinant (3.1.10) et (3.1.11),
7 2 o [ 9T, = VR@P & (Titw,) - Tu(w) da

= o [ [9Tk(wn) = VTP [0(Til10n) = Tulw)] da+ o(1).

v

3 /Q VT (W) — VT (w)P (gb'(Tk(wm) — Tk(w)) — c|¢(Tk(wm) — Tk(w))|) dx
+ o(1),

lorsque m — oo.
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D’un autre coté et comme |¢(Ty(wy,) — Tp(w))| < M et ¢(Typ(wp,) — Tp(w)) — 0, en
utilisant le Théoreme de la convergence dominée, il résulte que

/Qfm O(Ty(wy,) — Tk (w)) dz — 0
d’ou J — 0 lorsque m — oo. Donc
o) 2 cx [ [9Tiw) = VTP (6 (Tulam) = Tiw) = [0(Tila) = Te(w)]) o,
comme en peut choisir v > 0 tel que ¢’ — ¢|¢| > ¢y > 0, on conclut que
o(1) 2 € [ [VT4fw,) = VI()P do = C|Ti(w,,) = VI

et alors
Ti(wp) — Te(w) fortement dans W, (Q).

Notons que pour démontrer la convergence forte des troncatures dans le cas p < 2, on
utilise I'inégalité (1.2.7) et on procéde comme dans la démonstration du la premiere
étape ( f € L>(9)).

3¢me partie. L’existence d’une solution positive pour le probléme (3.1.1).
Pour terminer la démonstration de notre résultat principal d’existence, on a besoin de
prouver que w,, — w fortement dans W,”(Q). Comme T (wy,) — Ti(w) fortement
dans I/VO1 P(Q), alors Vw,, — Vw p.p. dans Q, donc pour conclure on va appliquer le
lemme de Vitali.
Soit E un sous ensemble mesurable de €2, tel que mes(F) < § << 1.
Comme

/ Vwy,|P de = / \Vw,,|P dx +/ |Vw,,|P dz,
E En{wm<k} En{wm >k}

d’apres (3.1.9) on a / |Vw,,|P dz < =
En{wm>k} 2

D’un autre coté on a \Vw,|P de < / VT (wp)|P de.
En{wm<k} E

Comme |VTy(w,,)|P — |[VTi(w)[P fortement dans L'(£2), il résulte que

/ |Vw,|P de <
En{wm<k}

Alors on conclut que la suite {|VTi(wn,)[P} est équi-intégrable et d’apres le théoreme
de Vitali on déduit que |Vw,,|P convergence fortement a |Vw|[P dans L*(2). Donc

DO | ™

Wy, — W fortement dans W, ().
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Soit alors ¢ € L>*(Q2), on a

/ |Vw,[P~? Vw,, Ve dx—i—/ V[P ¢ de = / Jm @ dx,
Q Q 0

en passant a la limite quand m — oo et grace aux résultats de compacité prouvés on
obtient que

/ |Vw|P~2 Vw Vo dw+/ IVw|? ¢ do = / f e du.
0 0 0

et comme conséquence w est solution du probleme

—A, w+ |[VwlP = f dans €,
w >0 dans (),
w=0 sur  0f).

ce qui acheve la preuve du théoreme.

e Unicité de la solution positive.
Nous prouvons maintenant 'unicité de la solution du probleme (3.1.1).
On considére le changement de fonction suivant : pour une solution du probleme (3.1.1),
soit v = 1 — e~ = H(u), il est clair que v € L®(R), 0 < v < 1 et v € W, P(Q) pour
tout o > 0.
Comme u >0, et >0, dou 0<v<1.
Par un calcul directe on déduit que |[Vo|P~2 = (H'(u))P~?|Vu|P~2, et donc

|VolP=2 Vo = (H'(u))P | VulP~2 Vu,
alors,
Ay v = (H @) (<D u)— (p— 1) H')(H )29, (3112)
et par conséquence

Ay v = (H'W)(f = [Vul’) = (p— 1) H"(u)(H'(u)"*|Vul”,
= (H'(u)"" f = (H'(w)"2|Vul? (H'(u) = (p— 1) H"(u)).

Comme H'(s) = ae™®%, H"(s) = —a?e™** il résulte que
H(u)—(p-1) H'(u)=e*(a—(p—1)a*) =ae (1 - (p—1)a).

Pour av = p%l il découle que 1 — (p— 1) =0, donc si v =1—e 71, alors v € W P(Q)
vérifie

-A,v = ( ! e_Pul>p1f
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Donc v € W, P(2) est une solution borné du probleme

( —A, v = (p%l(l — v)>p_lf($)7

- (3.1.13)
L 0<v<l
On pose
1 p-1
(E(l—s)> si 0<s<1,
h(s) =

0 si s>1

Comme

G =) E-

il résulte que Shp(f)l N\, est décroissante en s pour tout s > 0, donc comme application

directe de principe de comparaison dans le Théoreme 1.9, il résulte que le probleme
(3.1.13) admet une solution unique et par conséquence le probleme (3.1.1) admet une
solution positive unique.

3.2 Existence et unicité de solution positive du probleme
Ay u+ g(w)|Vup = f.

Comme extension du probleme précédent on va étudier la forme général suivant

—Ap, u+g(uw)|VulP = f dans €,
(3.2.1)
u=20 sur O

Ou © un domaine borné dans RY et g : R — R est une fonction continue telle que
g(s) sign(s) > 0( condition de signe) et f une fonction dans L'(€2) non identiquement
nulle qui peut changer de signe.

Notre but est de démontrer que le probleme (3.2.1) admet une solution, et, sous
quelques conditions sur f, cette solution est unique.

e Existence
Comme dans 1’étude précédente, on va procéder par approximation, et on passe a la
limite en utilisant des résultats de compacité.
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Etape 1. On suppose que f € L®(€2), soit w, € W (€2) N L>(€) une solution du
probleme suivant
[Vwn [P —
_Ap Wnp, + g(wn)m = f dans Q,
(3.2.2)
w, =0 sur Of).

En utilisant w,, comme une fonction test, alors on obtient

—/Aw w d:v—l—/ (w)Mw d:v—/fw dx
0 P n n Qg n 1+%|vwn|p n - 0 n )

/ |Vw,|P de < / f w, dz,
Q Q

par conséquence, on applicant I'inégalité de Poincaré on conclut facilement que {Vw, }
est bornée dans LP(£2), ce qui implique que {w,} est bornée dans W, ”(Q).

On déduit alors que w, — w faiblement dans Wy*(Q), w, — w p.p. dans Q et
w € L*(Q) ( Cette derniere confirmation et conséquence du fait que f est bornée,
g(s)s > 0 et on appliquant les techniques de Stampachia, voir [30]).

donc

On démontre maintenant que w, — w fortement dans Wy (€2).
On consideére ¢(s) = se?* avec 4 > 0, a déterminé, choisissons ¢(w, — w) comme une
fonction test dans (3.2.2), il résulte que

/ |Vw,[P~? Vw, Vé(w, —w) dr
0

On pose

[Vw,|?
I, = /Qg(wn)r o(w, —w) dz,

I=/Qf¢<wn—w>dx

Puisque |¢(w, —w)| < M, ¢(w, —w) — 0 p.p. dans Q et par le fait que f € L™, on

conclut que [ f ¢(w, —w) dr — 0, donc I — 0 lorsque n — oo.
Q
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Pour analyser I; et Iy, on divise la preuve en deux parties, suivant la valeur de p :
Premier cas : p > 2
On a

I, = /Q\an|p2 Vw, Vo(w, —w) dz,

= [ (9 V= [T V) (T, Vi) o, — ) d

+ /Q\VwV’Q Vw V(w, —w) ¢'(w, —w) dr,

> [ 19w, =0 ¢, —w) do+ [ (Vo Vo D, —w) v, — ) do.
Comme |Vw|P~! est bornée dans L71(Q), V(w, —w) — 0 et ¢'(w, —w) — 1, on
déduit que /Q |Vw|P~? Vw V(w, —w) ¢'(w, —w) dv — 0 lorsque n — oo, d’ol

Bz V(= )P ¢, = w) do+ o).

On a aussi

|Vw,[?
I - n n d
9 /g(w )1 ,11|an|” o(w, —w) dx

< / 19(w)|[Vwal? [$(w0n — w)] do,

IN

/ IV (10 — )+ Vaul? [$(wn — w)| da,
& [ 19w, = 0P 6w, —w)] da
+ o / Vol [o(wn — w)| d.

IN

Sachant que / \Vw|? |p(w, —w)| dz — 0 lorsque n — oo, alors il résulte que
Q

B [ V=)l lé(w, — w)] do +o1).

Donc, pour n — 00,
1> / 1V (w0 — w) P (10 — w) dz — / 1V (wn — )P ¢ — w)] da + o(1),
>l [ 19w = w)l[6 =) = [6(w, = w)l] do+o(0)
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Deuxiéme cas 1 < p < 2
On a

L = / |Vw,|P~? Vw, Vé(w, —w) dz,
0
= / ([Vw,[P~? Vw, — |[Vw|P~? Vw) (Vw, — Vw) ¢'(w, — w) dx
0

+ / |VwlP~? Vw V(w, —w) ¢'(w, —w) dr,
0

v

! |V(w" — w>|2 / / p—2 /

Comme dans le premier cas, on déduit facilement que

/ ’V(wn — w)‘Q /
B2 e 4 ) o)

En utilisant I'inégalité de Holder, on conclut que

_ P -
/ |Vw, — Vw|” ¢/ (w, — w)dz = / [Veon) le(%p) (|Vw| + |Vw,|) % )gzﬁ’(wn — w)dx
Q © (V| + [Vwn[)™

: </9 <|v|ZTUi TVZZU”;—p ¢'(wn — Wdff) : ( /Q (IVw, P + |Vw[P)¢' (w, — w)dx> 2
<cr

Donc
I > cg/ IV (w, —w)|P ¢ (w, —w) dz + o(1).
0

Notons maintenant que

Vw, [
I, = n)—————— n — d
5 /Qg(w )1+ %|an|p o(w w) dx

< / 9(wn)|[Veoal? 9w — w)]| da,
Q

IN

e / 1V (wn — w) + Vel [¢(wn — w)]| da,
Q

IN

e [ (19, =)+ pl¥ (s = )P (s = 0), V) + o)Vl (= w)| do

IN

z / 1V (1 — )P |$(uw — )| di + c(p) / VwP|p(w, — w)| d

T E/Q [V (wy = w) [P~V (wn — w), Vw)|¢(w, — w)| da.
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Donc en utilisant le Théoreme de la convergence dominée il résulte que
Bl <@ [ 19w, = ) [otw, = w)l de -+ o(1),
Alors on conclut que dans les deux cas on obtient
o(ly=1> E/Q IV (w,, —w)[? [gb'(wn —w) — co|p(w, —w)|| dxr+ o(1).

Choisissons 7y large tel que ¢'(s)—co|d(s)| > ¢ > 0, il résulte que Hwn—wHWOl,p(Q) < o(1),

d’ott w, — w fortement dans W, ().
En particulier on déduit

|Vw, P
1+ %|an|p

g(wn)

— g(w)|Vwl’ p.p. dans €,

par le Théoreme de convergence dominée

|Vw, |P

W%Q(WVW’ dans  L'(9).

g(wy)
Comme —-A, w, — —A, w dans sens de distributions, on conclut que w est une
solution du probleme

A, w+gw)|VwlP =f dansQ et we WP (Q).
Donc on déduit que pour tout f € L*>(£), il existe une solution faible w de le probleme

—A, w4 g(w)|VwP = f dans @,
(3.2.3)
w=0 sur 0.

Donc on arrive a montrer I'existence de la solution du probleme (3.2.1).
Notons que notre solution n’est pas forcement positive.

Etape 2. 11 reste & montrer que pour tout f € L'(), il existe une solution du
probleme (3.2.1).
Comme f € L'(), il existe une suite de fonctions {f,, }men C L=(Q) tel que f,, — f
dans L'(Q).
Gréace a la premiere étape pour tout f,, € L>(2), il existe une solution w,, du probleme

—A, Wy, + §(Wi) [V |P = fim dans
(3.2.4)
Wy, = 0 sur Of).

On décompose la démonstration en trois parties.
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1¢7¢ partie. Convergence des troncatures.
On multipliant par T (w,,), on obtient

/ (VW [P~2 Vw, VTi(w,y,) dr + / §(w) [Vwp|P Ti(wy,) de = / fm Ti(wy,) dx,
Q Q Q

on peut écrire que

/ |V Tk (w,)|P dx + / g(wp) [Vw,|P Te(wy,) de = / fm T(wy,) dz, (3.2.5)
Q Q Q
alors

/ VT (wp,)|P de + /| | Wy (W) |V, [P dx—i—/ Ti(wm) g(wp)|Vw,|P de < C.
Q wm |<k

|wm |>k

Notons que par la condition de signe sur g, on aura que g(w,)w, > 0, donc
/ VT (wp)|P dx +/ T (W) g(wp)|Vw,|P de < C.
Q |wm |>k

D’autre part, si w,, > k, alors g(w,,) > 0 et si w,, < —k < 0, alors g(w,,) < 0, donc
pour tout k > 0, Ti(wp,)g(w.,) > 0 et par conséquence on déduit que

/ VT (wy,)|P de < C.
Q

Donc {Ti(wy)} est bornée dans W,*(Q), d'ott  Tj(w,) — Ti(w) faiblement dans
W, P(Q).

2¢me partie. Convergence forte des troncatures.
Pour démonter la convergence forte des troncatures on a besoin seulement de prouver
que

lim sup/ (W) |Vwy,|P de = 0. (3.2.6)
{lwm[>k}

k—0o0 meN

Le reste de la démonstration résulte en utilisant les mémes techniques développées dans
la Section 3.1.
Pour prouver (3.2.6), on prend T (Gy_1(w,,)) comme fonction test dans (3.2.4), alors

/ ’vwm‘p72 vU}m VT1<kal(wm)) de + /g(wm)‘vwm|p Tl(kal(wm» dx
Q Q

_LmﬂmemM,

donc

/ |Vw,,|? dx—l—/ |Vw,|P do
{k—1<|wm|<k} {|lwm|>k}

+ / 9(wp) [Vw|? T1(Gr—1(wy,)) dx —i—/ 9(w) |[Vw|P T1(Gr—1(wy,)) dz
{k—1<|wm|<k} {lwm >k}

< /Q Fo T4 (G () o,
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et par conséquence

/ \Vw,|P dx +/ |Vw,|P de —i—/ Wiy, §(Wy) |V, |P d
{k—1<|wm|<k} {lwm|>k} {k—1<|wm|<k}

+ / (W) | Vw,,|P dx
{lwm|>k}
< [ TiGewn) do.
Q
Il est clair que
/ fm T1(Gr_1(wy,)) de — 0 pour k — oo, uniformément en m,
Q
par conséquence on conclut que

lim sup/ g(wn)|Vwy,|P de = 0. (3.2.7)
{lwm|>k}

k—o00 meN

Pour démontrer la convergence forte des troncatures dans Wy *(€2), on utilise ¢ (T (W) —
T}.(w)) comme fonction test et on procéde comme dans la section précédente.

3¢me partie. Pour achever la démonstration de I'existence, on va utiliser le Lemme
de Vitali.
Maintenant soit £ une sous ensemble mesurable de €2, telle que mes(E) < § << 1.
Comme

/g(wm)|Vwm|p dx —/ g(wp)|[Vw,,|?P dm—i—/ g(wp)|Vwy,|P d,
E En{|wm|<k}

En{|wm|>k}

d’apres (3.2.7) on a / 9(wp,) |Vwy,|P dr < g.

En{|wm|>k}

Sachant que/ (W) | Vwy,|P de < / (W) | VT (wy,)|P dzx, et puisque | VT (w,,)|P
En{|wm|<k} E
converge fortement dans L'(Q), on déduit que

€
/ G(w,) [V Tk(w) P d < <.
B 2
Par conséquence on conclu que

/ g(wn) |[Vwy,|P dx < e.
B

Donc d’apres le Lemme de Vitali on déduit que

(W) |[Vw,|P — g(w)|Vw|P fortement dans L'(9).
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Comme
Wy — W faiblement dans W,"(9Q),

et comme pour tout ¢ € L>(Q) N W,”(Q), on a

/ VW, P2 Vuw,, Vo dx + / g(wp)|Vwn,|? ¢ de = / fm @ dx,
Q Q Q

en passant a la limite on obtient

/ IVw|P~2 Vw Vi do + / g(w)|Vwl? ¢ dx = / f o du.
Q Q Q
et donc w est solution de
—A, w+ g(w)|VwlP = f dans €,
w =10 sur Of).

e Unicité dans le cas ou f >0
Dans cette partie on suppose que f > 0, alors on peut démontrer que le probleme
(3.2.1) admet une solution positive unique.
Soit u une solution positive de (3.2.1), on pose v = H(u), avec

H(u) = /u e~ 71l 9()do g
alors d’apres (3.2.1) on a
Ay v o= (H'W)"" (=8, u) = (p— 1) H"(u)(H'(u))"?*|Vuf”,
= (H' W) (f —9)Vul’) = (p— 1) H"(u)(H'(w))"*|Vul’,
= (H'(w)™ f = (') 2V ul? (g(u) B (w) + (p— 1) H"(w)).
et par conséquence on conclu que v vérifie
—A, v =f e Jo9ds

Comme H’ > 0, donc H est strictement croissante et on peut définir 4!, alors comme
u = H (v), il résulte que

—A, v—fe_fo T 9(0)do (3.2.8)

Maintenant on pose
K(v) = e~ Ja" ot)io
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Comme B
K(v) el "olods i glo)do

pp—1 pp—1 ~ (H(u))p 1’

pour un calcul simple on trouve que fp—(j? N\, décroissante en s pour tout s > 0, donc
d’apres 'extension du principe de comparaison 1.9, on arrive a conclure que v est la
seule solution positive de (3.2.8), donc la probleme (3.2.1) admet une solution positive
unique.

Notons que si f > 0, alors sous la condition signe sur g, si w est une solution de (3.2.1),
alors w > 0. Pour démontrer cette affirmation, en utilise 7T)(w_) comme fonction test
dans (3.2.1), alors

Q

Notons que si w; > 0 alors Tj,(w_) = 0, alors
Ti(w-) g(w) = Ti(w-) g(-w-) <0

Donc on conclut que

/ IVTI@ ‘p dx < 0

comme k est arbitraire, il découle que w_ = 0 et alors w > 0.
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