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Equations elliptiques quasilinéaires avec
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Préliminaires 10
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Notations

Notations générales

Symbole Signification
x = (x1, x2, ..., xN) Element de IRN

r = |x| =
√

(x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
N) Module de x

α ∧ β max{α, β}

Diu = ∂iu =
∂u

∂xi
= uxi

Dérivée partielle de u par aport a xi

Diju = ∂iju =
∂2u

∂xi∂xj
= uxixj

Deuxième dérivée partielle de u par rapport a xi, xj

Du = ∇u =

(
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, . . . ,
∂u

∂xN

)
Gradient de u

D2u = (Diju) Matrice Hessienne de u
∆u Laplacien de u
∆pu = div(|∇u|p−2∇u) p Laplacien de u

p′ Exposent conjugué de p,
1

p
+

1

p′
= 1

∂Ω Frontière de Ω
supp (u) Support de la fonction u
|A| mesure de Lebesgue de A ⊂ IRN

‖ · ‖s Norme dans l’espace Ls(Ω)
‖ · ‖X Norme dans l’espace X
BR Boule de IRN de rayon R centrée à l’origine
BR(x0) Boule de IRN de rayon R centrée en x0 ∈ IRN

ωN mesure de la sphère unité dans IRN

ω
′
N mesure de la boule unité de IRN
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Symbole Signification
X ′ Espace dual de X
〈·, ·〉 Produit scalaire de IRN / dualité X, X ′

\ Moins ensembliste
Ω′ ⊂⊂ Ω Ω′ sous ensemble ouvert de Ω con Ω′ ⊂ Ω
δij symbol de Kronecker
δx0 Delta de Dirac en x0

p.p. presque pour tous les points
s.c.i. Semi continue inferierement
s.c.s. Semi continue superierement
V + Partie positive de la fonction V , V + = max(V, 0)
V − Partie negative de la fonction V , V − = max(−V, 0)
C(Ω) ó C0(Ω) Fonctions continues dans Ω
C0(Ω) Fonctions continues dans Ω a support compact
C0,β(Ω) Fonctions Hölder continues dans Ω
Ck(Ω) Fonctions de classe k dans Ω
Ck,β(Ω) Fonctions Hölder continues de classe k dans Ω
Ck0 (Ω) Fonctions de Ck(Ω) a support compact
C∞(Ω) Fonctions indéfiniment differentiables dans Ω
C∞0 (Ω) = D(Ω) Fonctions de C∞(Ω) a support compacte
D+(Ω) Fonctions de D(Ω) non négatives
D′(Ω) Espace dual de C∞0 (Ω), c.a.d espace des

distributions
Lp(Ω) {u : Ω→ IR | u mesurable,

∫
Ω
|u|p <∞}, 1 ≤ p <∞

L∞(Ω) {u : Ω→ IR | u mesurable et ∃C tel que |u(x)| ≤ C dans
p.p. x ∈ Ω }

Lp
′
(Ω) Espace dual de Lp(Ω)

W k,p(Ω) Espace de Sobolev avec dérivées d’ordre k
dans Lp(Ω)

W k,p
0 (Ω) Espace de Sobolev avec trace zero

W−k,p′(Ω) Espace dual de W k,p
0 (Ω)

D1,2(IRN) Completion de C∞0 (IRN) par apport a la norme
||φ||D1,2(IRN ) ≡

∫
IRN

|∇φ|2dx

D−1,p′

−γ Espace dual D1,p
0,γ

M(Ω) Espace des mesures de Radon dans Ω



Introduction

Ce mémoire est dédié a l’étude des équations elliptiques quasi-linéaires avec données
dans L1, la difficulté majeure rencontrée lorsque l’on s’intéresse à de tels problèmes est
que les théories classiques d’existence, soit en utilisant des méthodes variationnelle ou
des méthodes de compacité, ne sont pas applicables. D’où la nécessité d’utiliser de
nouvelles techniques pour prouver l’existence et l’unicité des solutions pour de tels
problèmes.

Notons que l’importance de chercher à résoudre des problèmes avec données dans
L1 ne se limite pas à un cadre purement théorique , mais aussi pour des raisons ap-
plicables, pour s’en convaincre on recommande au lecteur différentes références comme
par exemple : [5], [7] et [30] où différents exemples d’équations ayant une application
en physique sont présentés.

La première avancée significative dans cette direction est due à Stampacchia dans
[30], où il considére des opérateurs elliptiques linéaires de second ordre avec données
non régulières de la forme

L(u) = f

où

L(u) =
N∑

i,j=1

aij
∂2u

∂xij
+

N∑
i=1

∂u

∂xi
+ c u

où aij, bi, c sont des fonctions avec des hypothèses précises.
Dans ses fameux travaux, Stampacchia utilise la notion de la dualité pour résoudre

ces classes de problèmes. Des résultats d’existence et d’unicité ont été prouvés dans
cette direction grâce au caractère linéaire et à ”l’effet régularisant” de l’opérateur.
Notons que dans le cas ou L ≡ ∆ alors la notion de dualité cöıncide avec la notion de
la solution au sens des distributions. Dans le cadre linéaire, et avec la notion de dualité
on peut même considérer des données mesures.

L’extension des travaux de Stampacchia aux opérateurs non linéaires a été réalisé
par plusieurs mathématiciens. Les premiers travaux ont été réalisé par Boccardo, Mu-
rat, Gallouet et leurs collaborateurs. Les difficultés principales pour les opérateurs non
linéaires consistent en deux points :

1- Le sens dans lequel la solution est définie ( le sens de la bonne solution et la
méthode de sa construction).
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8 Introduction

2-L’unicité de la ”bonne” solution.
Notons que la deuxième question est légitime vu le contre exemple de Serrin pour

la non unicité de la solution, voir [31].
Pour aller au delà de la première difficulté on procède par approximation en revenant

au cadre variationnel, l’étape principale est de démontrer des propriétés des solutions
pour des problèmes approximés qui restent conservées par passage à la limite. Ce
passage est réalisable en imposant des conditions naturelles sur l’espace des fonctions
tests.

Concernant la deuxième difficulté, on démontre des résultats partiels, en particulier
pour l’opérateur ∆p on est apte à démontrer l’unicité de la solution. On notera que
l’unicité de la solution n’est en général vraie.

Description du contenu du mémoire.

Dans le premier chapitre on fait un bref rappel des espaces fonctionnels de Sobolev et
de Marcinkiewicz qui seront d’une très grande utilité dans ce travail. Dans la Sousection
1.2.3 on définit la notion de la solution faible. En utilisant des techniques variationnelles
on démontre l’existence et l’unicité de la solution d’énergie pour le problème

−∆p u = f, u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Ce résultat est une extension naturelle du Théorème de Lax-Milgram au cas non
linéaire. Dans la Section 1.3 on présente la démonstration de l’inégalité de Picone
dans sa version générale et comme conséquence on obtient un principe de comparaison
pour des problèmes quasi-linéaires avec un terme ”concave” par rapport au p laplacien.
Ce résultat généralise celui de Brezis-Kamin dans [16] pour le laplacien. Les résultats
obtenus dans ce chapitre font partie de l’article [2].

Le deuxième chapitre est consacré à définir la notion d’entropie dans laquelle on va
étudier notre problème. On commence par définir le cadre fonctionnel qui sera donné à
l’aide de la fonction troncature, c.à.d on analyse les propriétés fonctionnelles de Tk(u)
au lieu de u. Notons que Tk : R→ R par

Tk(s) =

{
s si |s| ≤ k,

k sign(s) si |s| > k.

Après avoir donné la définition de solution au sens d’entropie, on démontre l’exis-
tence et l’unicité de la solution dans ce cadre. Quelques propriétés de la solution
d’entropie dans les espaces de Marcinkiewicz seront déduites. A la fin du chapitre
quelques généralisations pour des opérateurs quasilineaires non homogènes et avec se-
cond membre pouvant dépendre de u seront présentées. Le contenu de ce chapitre n’est
autre qu’une présentation détaillée et développée de l’article [5].

Le chapitre 3 est consacré a l’étude des problèmes elliptique quasilineaires avec une
dépendance en gradient, en particulier on se focalise sur le cas où le terme contenant
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le gradient apparâıt comme un terme d’absorption. On commence par l’équation

−∆pu+ |∇u|p = f,

on démontre que ce problème admet une solution dans W 1,p
0 (Ω) pour tout f ∈ L1

et que si f ≥ 0, alors il n’y a qu’une solution positive. L’idée de la démonstration
est de procéder par approximation et de passer à la limite en utilisant des résultats
de compacité. Notons que la difficulté principale consiste à passer à la limite dans le
terme |∇u|p, pour surmonter cette difficulté on utilise une fonction test particulière
introduite par Boccardo-Gallouët dans [7].

Dans la dernière partie du chapitre 3 en étudiera le problème

−∆pu+ g(u)|∇u|p = f.

Sous des condition naturelles sur g on démontre l’existence d’une solution au sens
d’entropie et comme dans le cas précédent, si f ≥ 0, alors la solution positive est
unique.

Ce chapitre est librement mais largement inspiré par les articles [7],[8] et une partie
de l’article [3].

Mots clés : Equations elliptiques quasilineaires, méthodes variationnelles, espaces
fonctionnels, arguments de compacité, problèmes avec dépendance en gradient.
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Chapitre 1

Préliminaires.

1.1 Rappels et quelques définitions.

Définition 1.1 (Fonction de Carathéodory) Soit Ω un ouvert borné de RN , f une
fonction de Ω× R dans R est dite de Carathéodory, si elle vérifie :

1. L’application : R→ R, t 7→ f(x, t) est continue presque partout x ∈ Ω.

2. L’application : Ω→ R, x 7→ f(x, t) est mesurable pour tout t ∈ R.

Définition 1.2 (Fonction convexe) Soit J une fonction définie sur un espace de
Banach X, à valeurs dans R. Elle est dite convexe si :

∀ (x, y) ∈ X2, ∀λ ∈]0, 1[, J
(
λx+ (1− λ)y

)
≤ λJ(x) + (1− λ)J(y).

Définition 1.3 (Fonction semi continue inférieurement (s.c.i)) Soit J une fonc-
tion définie sur un espace de Banach X, à valeurs dans R = R ∪ {−∞,+∞}. Elle est
dite semi continue inférieurement (s.c.i.) en x si, pour toute suite {xn} telle que xn
converge vers x, on a :

J(x) ≤ lim
n→∞

inf J(xn).

En dite semi continue inférieurement faiblement si le convergence étant pour la topo-
logie faible.

Définition 1.4 (Fonction coercive) Une fonctionnelle J définie sur un espace de
Banach séparable X est dite coercive si :

lim
‖x‖X→+∞

J(x) = +∞.

Définition 1.5 (Fonctions équi-intégrable dans L1) Soit X un ensemble de RN .
On dit qu’une suite {fn} de fonctions de L1(X) est équi-intégrable si, pour tout ε > 0,
il existe δ > 0 tel que mes(E) < δ avec E ⊂ X entrâıne pour tout n,∫

E

|fn(x)|dx ≤ ε.

11



12 Préliminaires

On utilise souvent le résultat suivant de compacité dans L1

Lemme 1.1 (Lemme de Vitali : compacité dans L1)
Soit X un ensemble de mesure finie pour la mesure de Lebesgue de RN . Soit {fn}
une suite de fonctions de L1(X) qui converge presque partout vers f , et qui est équi-
intégrable. Alors f ∈ L1(X) et {fn} converge fortement vers f dans L1(X).

Ce résultat est faux si la mesure de X n’est pas finie.
Le résultat analogue pour Lp, 1 < p < ∞ : si {fn} converge p.p. vers f et si |fn|p est
équi-intégrable, alors {fn} converge fortement vers f dans Lp.

1.2 Espaces fonctionnels

1.2.1 Les espaces de Sobolev Wm,p(Ω).

I-Les espaces W 1,p(Ω).
Soit Ω ⊂ RN un ouvert et soit p ∈ R avec 1 ≤ p ≤ ∞.
L’espace de Sobolev W 1,p(Ω) est défini par

W 1,p(Ω) =

{
u ∈ Lp(Ω) ; ∃g1, g2, · · · , gN ∈ Lp(Ω) tel que∫

Ω

u
∂ϕ

∂xi
= −

∫
Ω

giϕ ∀ϕ ∈ C∞c (Ω) ∀i = 1, 2, · · · , N
}
,

on note ∂u
∂xi

= gi.

L’espace W 1,p(Ω) est muni de la norme

‖u‖W 1,p(Ω) = ‖u‖Lp(Ω) +
i=N∑
i=1

∥∥∥ ∂u
∂xi

∥∥∥
Lp(Ω)

,

où parfois de la norme équivalente

‖u‖W 1,p(Ω) =

(
‖u‖pLp(Ω) +

i=N∑
i=1

∥∥∥ ∂u
∂xi

∥∥∥p
Lp(Ω)

) 1
p

si 1 ≤ p <∞.

Si p =∞, en muni W 1,∞(Ω) de la norme

‖u‖W 1,∞(Ω) =

(
supΩ|u|+ supΩ|∇u|

)
.

L’espace W 1,p(Ω) est un espace de Banach pour 1 ≤ p ≤ ∞ ; W 1,p(Ω) est réflexif si
1 < p <∞, il est séparable si 1 ≤ p <∞.
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On pose H1(Ω) = W 1,2(Ω).
L’espace H1(Ω) est muni du produit scalaire

(u, v)H1(Ω) = (u, v)L2(Ω) +
i=N∑
i=1

( ∂u
∂xi

,
∂v

∂xi

)
L2(Ω)

,

la norme associée

‖u‖H1(Ω) =

(
‖u‖2

L2(Ω) +
i=N∑
i=1

∥∥∥ ∂u
∂xi

∥∥∥2

L2(Ω)

) 1
2

,

est équivalente à la norme de W 1,2(Ω).
L’espace H1(Ω) est un espace de Hilbert séparable.

II- Les espaces Wm,p(Ω).
Soit m > 1 un entier et p un réel tel que 1 ≤ p ≤ ∞. On définit

Wm,p(Ω) =

{
u ∈ Lp(Ω) ; ∀α multi-indice avec |α| ≤ m ∃gα ∈ Lp(Ω) tel que∫

Ω

uDαϕ = (−1)|α|
∫

Ω

gαϕ ∀ϕ ∈ C∞c (Ω)

}
,

un multi-indice α est une suite α = (α1, α2, · · · , αN) avec αi ≥ 0 entier ; on pose

|α| =
i=N∑
i=1

αi et Dαϕ =
∂α1+α2+···+αN

∂xα1
1 ∂x

α2
2 · · · ∂x

αN
N

ϕ,

et on note Dαu = gα.
Notons que par récurrence, en a

Wm,p(Ω) =

{
u ∈ Wm−1,p(Ω);

∂u

∂xi
∈ Wm−1,p(Ω) ∀i = 1, 2, 3, · · · , N

}
.

L’espace Wm,p(Ω) muni de la norme

‖u‖Wm,p(Ω) =
∑

0≤|α|≤m

‖Dαu‖Lp(Ω),

est un espace de Banach.
On pose Hm(Ω) = Wm,2(Ω) ; Hm(Ω) muni du produit scalaire

(u, v)Hm(Ω) =
∑

0≤|α|≤m

(
Dαu,Dαv

)
L2(Ω)

,

est un espace de Hilbert.
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III- Les espace W 1,p
0 (Ω).

Soit 1 ≤ p ≤ ∞ ; W 1,p
0 (Ω) est la fermeture de C1

c (Ω) dans W 1,p(Ω).
On note H1

0 (Ω) = W 1,2
0 (Ω).

L’espace W 1,p
0 (Ω) muni de la norme induite par W 1,p(Ω) est un espace de Banach

séparable ; il est réflexif si 1 < p <∞. H1
0 (Ω) est un espace de Hilbert pour le produit

scalaire de H1(Ω).

Si Ω est un ouvert borné, on a le Théorème suivant

Théorème 1.1 (Inégalité de Poincaré)
On suppose que Ω est un ouvert borné et 1 ≤ p < ∞. Alors il existe une constante C
(dépendant de Ω et p) telle que

‖u‖Lp(Ω) ≤ C‖∇u‖Lp(Ω) ∀ u ∈ W 1,p
0 (Ω).

En particulier en peut munir W 1,p
0 (Ω) de la norme équivalente suivante ‖∇u‖Lp(Ω).

IV-Injections de Sobolev.
Les injections de Sobolev sont très utilisées lorsqu’on étudie les équations aux dérivées
partielles. Elles fournissent des inégalités entre les normes des espaces de Sobolev et
les normes Lp. Un exemple type très courant est : si Ω ⊂ R3, il existe une constante C
telle que pour toute fonction u ∈ H1(Ω), on a

‖u‖L6(Ω) ≤ C‖u‖H1(Ω),

et donc, si u ∈ H1
0 (Ω) ,(∫

Ω

|u(x)|6dx
) 1

3

≤ C

∫
Ω

|∇u(x)|2dx.

Pour le cas general, en pose p∗ = pN
N−p , alors en a le Théorème suivant

Théorème 1.2 (Inégalité de Sobolev)

Soit Ω est un ouvert régulier de IRN et 1 ≤ p < N . Alors il existe une constante C
(dépendant de p et N) telle que

‖u‖Lp∗ (Ω) ≤ C‖∇u‖Lp(Ω) ∀ u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Pour l’espace Wm,p(Ω), en a le résultat suivant.

Théorème 1.3 Soit Ω ⊂ RN un ouvert régulier. Soient m ≥ 1 et p ∈ [1,+∞[. Alors
1. Si 1

p
− m

N
> 0, on a Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) avec 1

q
= 1

p
− m

N
.

2. Si 1
p
− m

N
= 0, on a Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) pour tout q ∈ [p,+∞[, (mais pas

pour q = +∞ si p > 1).
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3. Si 1
p
− m

N
< 0, on a Wm,p(Ω) ↪→ L∞(Ω). Dans ce cas, si m− N

p
> 0 n’est pas

un entier, alors Wm,p(Ω) ↪→ Cs,β(Ω), où s = [m− N
p

] et β = m− N
p
− s,

les injections restent valables si m = 1 et p ∈ [1,+∞].
Toutes ces injections sont continues.
Sans hypothèse de régularité sur Ω, les injections sont vrai localement, i.e. dans tout
ouvert bornée inclus dans Ω. En d’autres termes, on a Wm,p(Ω) ↪→ Lqloc(Ω), etc. Elles
restent globalement vraies si on remplace Wm,p(Ω) par Wm,p

0 (Ω).

Concernant la compacité des injections précédentes, en a le Théorème suivant prouvé
par Rellich-Kondrachov.

Théorème 1.4 (Théorème de Rellich-Kondrachov)
On suppose Ω borné de classe C1. On a
Si p < N alors W 1,p(Ω) ↪→↪→ Lq(Ω), ∀ q ∈ [1, p∗[ où 1

p∗
= 1

p
− 1

N
,

Si p = N alors W 1,p(Ω) ↪→↪→ Lq(Ω), ∀ q ∈ [1,+∞[,
Si p > N alors W 1,p(Ω) ↪→↪→ C(Ω),
toutes ces injections sont compactes.

Pour le cas q = p∗, l’injection n’est pas compact, ce défaut est du à l’invariance de la
norme de gradient dans Lp et la norme de u dans Lp

∗
par le changement de fonction

suivant : v 7→ v1, où v1(x) = µ−
p∗
p v(x

µ
), µ > 0.

La condition sur le domaine est nécessaire, si Ω n’est pas borné alors les injections
ne sont pas compact en général comme le démontre le contre example suivant : Soit
φ ∈ C∞0 (IRN) tel que φ ≥ 0, on pose φn(x) = φ(x+ ne), e = (1, 1, 1..., 1), il est facile de
voir que φn → 0 p.p. et ||φn||Lq = ||φ||Lq > 0.

1.2.2 Les espaces de Marcinkiewicz.

Définition 1.6 Soit f : Ω → R une fonction mesurable, sa fonction de distribution
par

φf (k) = mes
{
x ∈ Ω : |f(x)| > k

}
k > 0,

Il est clair que φf est une fonction décroissante continue à droite.

Définition 1.7 [5] Soit 0 < q <∞ et Ω est un ouvert borné de RN , l’espace Marcin-
kiewicz Mq(Ω) est l’ensemble des fonctions mesurables f : Ω→ R telles que

φf (k) ≤ Ck−q, C <∞, (1.2.1)

Pour un ensemble mesurable A ⊂ RN nous utilisons le notation mes(A) = |A| pour
dénoter sa mesure.
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L’espace de Marcinkiewicz Mq(Ω) muni de la norme

‖f‖Mq(Ω) = inf

{
C : φf (k) ≤ Ck−q, pour tout k > 0

}
.

est un espace de Banach.
Notons que si f ∈ Lq(Ω), on a∫

{|f |>k}
dx ≤

∫
Ω

∣∣∣f
k

∣∣∣qdx ≤ k−q
∫

Ω

|f |qdx,

donc
φf (k) ≤ k−q‖f‖qq (1.2.2)

et comme conclusion en aura Lq(Ω) ⊂Mq(Ω).
Pour analyser les propriétés des espaces Mq(Ω), en a besoin de lemme suivant

Lemme 1.2 Si f ∈ Lq(Ω) alors∫
Ω

|f(x)|qdx = q

∫ +∞

0

tq−1φf (t)dt. (1.2.3)

Preuve.
On commence par le cas où q = 1. Soit

H(t) =

{
1 si t > 0,
0 si t < 0,

alors

H(|f(x)| − k) =

{
1 si |f(x)| > k,
0 si |f(x)| < k,

Donc on a∫ +∞

0

φf (k) dk =

∫ +∞

0

[ ∫
Ω

H(|f(x)| − k) dx
]
dk,

=

∫
Ω

[ ∫ +∞

0

H(|f(x)| − k) dk
]
dx, (grâce à Fubini)

=

∫
Ω

[ ∫
{|f(x)|>k}

1 dk
]
dx =

∫
Ω

[ ∫ |f(x)|

0

1 dk
]
dx,

=

∫
Ω

|f(x)| dx,

donc

∫ +∞

0

φf (k) dk =

∫
Ω

|f(x)| dx
et le résultat est démontré
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On considére maintenant le cas général q > 1. En pose g(x) = |f(x)|q alors, g ∈ L1(Ω)
et

φg(k) = mes{|g| > k} = mes{|f |q > k} = mes{|f | > k
1
q },

i.e. φg(k) = φf (k
1
q ),

donc ∫
Ω

|g(x)| dx =

∫ +∞

0

φf (k
1
q ) dk,

on pose t = k
1
q alors k = tq et dk = q tq−1, de sorte que∫

Ω

|f(x)|q dx = q

∫ +∞

0

tq−1 φf (t) dt.

�

Corollaire 1.1 Si q ∈]1,∞[, alors

Lq(Ω) ⊂Mq(Ω) ⊂ Lq−ε(Ω) ∀ ε > 0, (1.2.4)

et pour tout q, q̂ ∈ [1,∞[ on a

Mq(Ω) ⊂Mq̂(Ω) si q ≥ q̂. (1.2.5)

Preuve.
Supposant que f ∈Mq(Ω) et ε > 0, on a∫

Ω

|f(x)|q−ε dx =

∫
{|f |≤1}

|f(x)|q−ε dx+

∫
{|f |>1}

|f(x)|q−ε dx,

≤ c1 +

∫
{|f |>1}

|f(x)|q−ε dx,

≤ c1 +

∫
Ω

|f(x)|q−ε1{|f |>1} dx,

≤ c1 +

∫
Ω

|g(x)|q−ε dx,

où g(x) = |f(x)|1{|f |>1}, donc

φg(t) = mes{|g| > t} ≤ mes{|f(x)|1{|f |>1} > t}
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implique que∫
Ω

|f(x)|q−ε dx ≤ c1 +

∫
Ω

|g(x)|q−ε dx,

≤ c1 + (q − ε)
∫ +∞

0

tq−ε−1 φg(t) dt,

≤ c1 + (q − ε)
∫ 1

0

tq−ε−1 φg(t) dt+ (q − ε)
∫ +∞

1

tq−ε−1 φg(t) dt,

≤ c1 + c2(q − ε)
∫ 1

0

tq−ε−1 dt+ c3(q − ε)
∫ +∞

1

tq−ε−1 t−q dt,

≤ c1 + c2(q − ε) + c3(q − ε)
∫ +∞

1

t−ε−1 dt,

≤ c4 + (q − ε)
[
− t−ε

ε

]+∞

1
,

≤ C <∞.

alors f ∈ Lq−ε(Ω), et alors il résulte que Mq(Ω) ⊂ Lq−ε(Ω).
Comme Lq(Ω) ⊂ Mq(Ω) ⊂ Lq−ε(Ω) ⊂ Mq−ε(Ω) pour tout q ∈]1,∞[ et pour tout
ε > 0, donc on déduit pour tout q, q̂ ∈]1,∞[ on a

Mq(Ω) ⊂Mq̂(Ω) si q ≥ q̂.

Notons que Lq(Ω)  Mq(Ω). Plus précisément on a le contre exemple suivant : Soit la
fonction f(x) = 1

|x|2 , x ∈ Ω ≡ Br(0) ⊂ IRN , N ≥ 2, il est clair que

f ∈M
N
2 (Ω) et f /∈ L

N
2 (Ω).

Car :

f ∈M
N
2 (Ω) ⇔ mes

{∣∣ 1

|x|2
∣∣ > k

}
≤ Ck−

N
2 ,

⇒
∫

Ω

mes
{∣∣ 1

|x|2
∣∣ > k

}
dx ≤ C

∫
Ω

k−
N
2 dx,

⇒
∫

Ω

mes
{∣∣ 1

|x|2
∣∣ > k

}
dx ≤ Ck−

N
2 |Ω| <∞ (car Ω est bornée),

Mais : ∫
Ω

( 1

|x|2
)N

2
dx =

∫
Ω

1

|x|N
dx =∞.
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1.2.3 Problèmes elliptiques et la notion de la solution faible.

Soit p > 1 et Ω un ouvert borné de IRN , pour u ∈ W 1,p
0 (Ω), on peut considérer la

forme linéaire continue −∆pu sur W 1,p
0 (Ω) définie par

〈−∆pu, v〉 ≡
∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇v dx.

Il est clair que −∆pu ∈ (W 1,p
0 (Ω))

′
= W−1,p′

0 (Ω) et que ||−∆pu||W−1,p′
0 (Ω)

= ||u||W 1,p
0 (Ω).

Comme conséquence, on a la definition suivante

Définition 1.8 Soit f ∈ W−1,p′

0 (Ω), on dit que u est une solution faible du problème{
−∆p u = f dans Ω,
u(x) = 0 sur ∂Ω,

dans W 1,p
0 (Ω) si et seulement si∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇ϕdx = 〈−∆pu, ϕ〉 ∀ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω).

Les inégalités suivantes seront systématiquement utiliser dans ce mémoire.

Lemme 1.3 Soient ξ1, ξ2 ∈ IRN , on a
1) Si p ≤ 2,

|ξ1 + ξ2|p − |ξ1|p − p|ξ1|p−2〈ξ1, ξ2〉 ≤ C(p)|ξ2|p, (1.2.6)

|ξ2|p − |ξ1|p − p|ξ1|p−2〈ξ1, ξ2 − ξ1〉 ≥ C(p)
|ξ2 − ξ1|2

(|ξ2|+ |ξ1|)2−p . (1.2.7)

2) Si p > 2,

|ξ1 + ξ2|p − |ξ1|p − p|ξ1|p−2〈ξ1, ξ2〉 ≤
p(p− 1)

2
(|ξ1|+ |ξ2|)p−2|ξ2|2, (1.2.8)

|ξ2|p − |ξ1|p − p|ξ1|p−2〈ξ1, ξ2 − ξ1〉 ≥
C(p)

2p − 1
|ξ2 − ξ1|p. (1.2.9)

Pour la démonstration, voir [27] et [21].

Pour démontrer l’existence d’une solution faible pour le problème précédent, on utilise
souvent les techniques variationnelles et des arguments de minimisation des fonction-
nelles convexes. Plus précisément on a le résultat suivant.

Théorème 1.5 [28] Soient V est un espace de Banach réflexif, K ⊂ V est un convexe
fermé non vide, et J : K → R∪{+∞} une fonction coercive semi-continue inférieurement
(s.c.i) faiblement sur K.
Alors inf

u∈K
J(u) <∞ et ∃u0 ∈ K, J(u0) = min

u∈K
J(u).

De plus si J est strictement convexe, u0 est unique. Si J est différentiable au sense de
Gateaux et K ouvert alors J ′(u0) = 0.
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Comme application directe du Théorème précédent on a le résultat suivant qui
généralise le Théorème de Lax-Milgram pour le cas non-linéaire

Théorème 1.6 Soient Ω est un domaine borné dans RN et p ∈]1,∞[. On suppose que
f ∈ Lq(Ω) avec q ≥ q = Np

N(p−1)+p
, alors il existe une solution faible unique u ∈ W 1,p

0 (Ω)
du problème {

−∆p u = f dans Ω,
u = 0 si ∂Ω.

(1.2.10)

Preuve.
Notons que f ∈ W−1,p′(Ω). Il est clair que les solutions faibles du problème (1.2.10)
sont les points critique de fonctionnelle J définie dans W 1,p

0 (Ω) par

J(u) =
1

p

∫
Ω

|∇u|p dx−
∫

Ω

f u dx.

Comme 1 < p <∞, alors W 1,p
0 (Ω) est réflexif,

(i) J est coercive

J(u) =
1

p

∫
Ω

|∇u|p dx−
∫

Ω

f u dx,

≥ 1

p

∫
Ω

|∇u|p dx−
(∫

Ω

|f |q dx
) 1

q
(∫

Ω

|u|p∗ dx
) 1

p∗

, avec p∗ =
Np

N − p

≥ 1

p
‖∇u‖pp − c‖f‖W−1,p′ (Ω)‖∇u‖p,

≥ 1

p
‖u‖p

W 1,p
0 (Ω)

− C‖u‖W 1,p
0 (Ω),

≥ ‖u‖W 1,p
0 (Ω)

(
1

p
‖u‖p−1

W 1,p
0 (Ω)

− C
)
,

lorsque ‖u‖W 1,p
0 (Ω) →∞, on a J(u)→∞, donc J est coercive.

(ii) J est s.c.i faiblement sur W 1,p
0 (Ω)

Soit {un} ⊂ W 1,p
0 (Ω) tel que un ⇀ u0 dans W 1,p

0 (Ω), alors

1

p
‖u0‖pW 1,p

0 (Ω)
≤ lim

n→∞
inf

1

p
‖un‖pW 1,p

0 (Ω)
,

et ∫
Ω

f u0 dx = lim
n→∞

inf

∫
Ω

f un dx,

car ∣∣∣∣ ∫
Ω

f u dx

∣∣∣∣ ≤ c‖f‖W−1,p′ (Ω)‖∇u‖p ≤ C‖u‖W 1,p
0 (Ω),
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donc la forme linéaire u 7→
∫

Ω

f u dx est continue sur W 1,p
0 (Ω), et∫

Ω

f u0 dx = lim
n→∞

∫
Ω

f un dx = lim
n→∞

inf

∫
Ω

f un dx,

comme conclusion on obtient que

1

p
‖u0‖pW 1,p

0 (Ω)
−
∫

Ω

f u0 dx ≤ lim
n→∞

inf
1

p
‖un‖pW 1,p

0 (Ω)
− lim

n→∞
inf

∫
Ω

f un dx

i.e.,
J(u0) ≤ lim

n→∞
inf J(un),

donc résulte que J est s.c.i faiblement sur W 1,p
0 (Ω).

On pose m = infu∈W 1,p
0 (Ω) J(u), alors d’après le Théorème 1.5, il existe u0 ∈ W 1,p

0 (Ω)

tel que m = J(u0). Il est clair que

〈J ′(u0), v〉 =

∫
Ω

|∇u0|p−2∇u0∇v dx−
∫

Ω

fv dx.

Comme J ′(u0) = 0, on conclut que u0 est une solution faible du problème (1.2.10).
(iii) u0 est unique

Supposons u et v ∈ W 1,p
0 (Ω) deux solution de (1.2.10), impliquant{

−∆p u = f,
−∆p v = f,

il détient
−∆pu+ ∆pv = 0,

donc, en utilisant la fonction u− v comme fonction test, il résulte que∫
Ω

(−∆pu+ ∆pv)(u− v) dx = 0,

⇒
∫

Ω

(|∇u|p−2∇u− |∇v|p−2∇v)(∇u−∇v) dx = 0.

Si p > 2, d’après l’inégalité (1.2.9) on obtient que∫
Ω

|∇(u− v)|p dx = 0.

Donc u = v.
Si p < 2, d’après l’inégalité (1.2.7) on obtient que∫

Ω

|∇u−∇v|2

(|∇u|+ |∇v|)2−pdx = 0.

Donc ∇u = ∇v et alors u − v = cont. Comme u − v = 0 sur ∂Ω, alors on conclu que
u = v.
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1.3 Inégalité de Picone pour le p-Laplacien et ap-

plication.

On commence par formuler l’inégalité de Picone ponctuelle pour le cas du p −
Laplacien.

Théorème 1.7 Soit v > 0, u ≥ 0 deux fonctions positive de classe C1, on pose

L(u, v) = |∇u|p + (p− 1)
up

vp
|∇v|p − pu

p−1

vp−1
|∇v|p−2∇v∇u.

R(u, v) = |∇u|p −∇
(
up

vp−1

)
|∇v|p−2∇v.

Alors L(u, v) = R(u, v), L(u, v) ≥ 0 et L(u, v) = 0, p.p. dans Ω si u = kv dans chaque
composante connexe de Ω.

La démonstration du Théorème 1.7 est simple, elle est basée sur le développement de
terme ∇

(
up

vp−1

)
|∇v|p−2∇v.

Pour appliquer l’inégalité de Picone a des équations elliptiques non linéaires on a besoin
de démontrer une extension de Théorème 1.7 dans W 1,p

0 (Ω), plus précisément on a le
lemme suivant

Lemme 1.4 Soit v ∈ W 1,p(Ω) tel que v ≥ δ > 0 dans Ω. alors pour tous u ∈ C∞0 (Ω),
u ≥ 0 ∫

Ω

|∇u|p ≥
∫

Ω

(
|u|p

vp−1
)(−∆pv).

Preuve.
Comme v ∈ W 1,p(Ω) et v ≥ δ > 0 dans Ω, alors il existe une suite {vn} des fonctions
régulières telle que {

vn → v dans W 1,p(Ω), vn ∈ C1(Ω),
vn → v, p.p., et vn >

δ
2

dans Ω.
(1.3.1)

Comme conséquence de la continuité de l’opérateur −∆p ( de W 1,p(Ω) dans W−1,p′(Ω),
p′ = p

p−1
) on obtient que −∆pvn → −∆pv dans W−1,p′(Ω), p′ = p

p−1
. (voir [24]). En

utilisant l’identité de Picone a vn, il résulte

|∇u|p ≥ ∇(
up

vp−1
n

)|∇vn|p−2∇vn.

Comme∫
Ω

−∆pvn
up

vp−1
n

=

∫
Ω

|∇vn|p−2〈∇vn,∇(
up

vp−1
n

)〉

= p

∫
Ω

up−1

vp−1
n

|∇vn|p−2〈∇vn,∇u〉 − (p− 1)

∫
Ω

up

vpn
|∇vn|p.
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En utilisant l’hypothèse sur vn et par le Théorème de la convergence dominée on conclut
que ∫

Ω

|∇u|p ≥
∫

Ω

(
−∆pv

vp−1
)up, u ∈ C∞0 (Ω), u ≥ 0.

Dans un cadre plus général, on a le résultat suivant

Théorème 1.8 Si u ∈ W 1,p
0 (Ω), u ≥ 0, v ∈ W 1,p

0 (Ω), −∆pv ≥ 0 est une mesure de
Radon bornée, v|∂Ω = 0, v  0, alors∫

Ω

|∇u|p ≥
∫

Ω

(
up

vp−1
)(−∆pv).

Preuve. D’après le principe de Maximum fort on a v > 0 dans Ω. (Voir [33]). On
pose vm(x) = v(x) + 1

m
, m ∈ IN . Donc ∆pvm = ∆pv et {vm} converge dans W 1,p(Ω)

et p.p. vers v. Par conséquence, en utilisant le Lemme 1.4, on obtient le résultat pour
tout φ ∈ C∞0 (Ω), φ ≥ 0. Maintenant en passe au cas général, par densité on déduit
l’existence de un → u dans W 1,p

0 (Ω), un ∈ C∞0 (Ω) et un ≥ 0, alors∫
Ω

|∇un|p ≥
∫

Ω

(
−∆pvn

vp−1
n

)upn =

∫
Ω

(
−∆pv

vp−1
n

)upn.

Par l’hypothèse imposée sur u et d’après le Lemme de Fatou on obtient le résultat.

1.3.1 Principe de comparaison.

Comme application de Lemme 1.4, on démontre le résultat suivant de comparaison
qui généralise le Lemme 3.3 dans [4] pour le cas de p-laplacien.

Lemme 1.5 Soit f une fonction positive continue telle que f(u)
up−1 ↓ avec 1 < p. On

suppose que u, v ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ C1(Ω) sont tels que{

−∆pu ≥ f(u), u > 0 dans Ω,
−∆pv ≤ f(v), v > 0 dans Ω.

(1.3.2)

Alors u ≥ v dans Ω.

Preuve. L’inégalité (1.3.2) implique que

−∆pu

up−1
+

∆pv

vp−1
≥ f(u)

up−1
− f(v)

vp−1
.

Multiplions par w = (vp − up)+, on trouve que∫
Ω

(
−∆pu

up−1
+

∆pv

vp−1
)(vp − up)+ ≥

∫
Ω

(
f(u)

up−1
− f(v)

vp−1
)(vp − up)+

=

∫
[v>u]

(
f(u)

up−1
− f(v)

vp−1
)(vp − up)+.
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Par l’hypothèse sur f , on conclut que le terme a droite dans l’égalité précédente est
positive. D’autre par comme w = (vp − up)+, alors ∇w = p(vp−1∇v − up−1∇u)χ[v≥u],
donc ∫

Ω

(
−∆pu

up−1
+

∆pv

vp−1
)w =

∫
Ω

|∇u|p−2〈∇u,∇(
w

up−1
)〉 −

∫
Ω

|∇v|p−2〈∇v,∇(
w

vp−1
)〉

=

∫
Ω

|∇u|p−2〈∇u, u
p−1∇w − (p− 1)up−2w∇u

u2(p−1)
〉

−
∫

Ω

|∇v|p−2〈∇v, v
p−1∇w − (p− 1)vp−2w∇v

v2(p−1)
〉

=

∫
Ω∩[v>u]

[p
vp−1

up−1
|∇u|p−2〈∇u,∇v〉 − (p− 1)

vp

up
|∇u|p − |∇u|p]

+

∫
Ω∩[v>u]

[p
up−1

vp−1
|∇v|p−2〈∇v,∇u〉 − (p− 1)

up

vp
|∇v|p − |∇v|p]

:=

∫
Ω∩[v>u]

K1(x)dx+

∫
Ω∩[v>u]

K2(x)dx

et comme u > 0 et v > 0 dans Ω, en utilisant l’inégalité de Picone, K1 ≤ 0 et K2 ≤ 0.
Alors ∫

Ω

(
−∆pu

up−1
+

∆pv

vp−1
)w ≤ 0

et par conséquence, ∫
Ω∩[v≥u]

(
f(u)

up−1
− f(v)

vp−1
)(vp − up) ≤ 0.

Mais sur l’ensemble [v > u], f(u)
up−1 − f(v)

vp−1 ≥ 0, donc |[v > u]| = 0, et on déduit que
v ≤ u.

En démontre facilement l’extension suivant de Lemme 1.5

Lemme 1.6 (Principe de comparaison) Soit u, v ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ C1(Ω) tels que{

−∆pu ≥ h(x)f(u), u > 0 dans Ω,
−∆pv ≤ h(x)f(v), v > 0 dans Ω,

(1.3.3)

où h est une fonction positive telle que h 6= 0. Alors u ≥ v dans Ω.

Remarque 1.1 Le résultat du Lemme 1.6 reste valable si h(x) = |x|−p.

Comme application directe de Lemme 1.6, on obtient le résultat d’unicité suivant
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Théorème 1.9 Le problème
−∆pu = λh(x)uq dans Ω, 0 < q < p− 1,

u > 0 dans Ω,
u |∂Ω= 0,

(1.3.4)

où h est dans les conditions de théorème précédent, admet une solution unique.

Remarque 1.2 En général, on a le même résultat d’unicité si on remplace uq par
une fonction de Carathéodory f(x, u) telle que f(x,u)

up−1 est décroissante uniformément en
x ∈ Ω. Pour démontrer l’existence on a besoin d’imposer plus de conditions sur f .
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Chapitre 2

Théorie d’existence et d’unicité des
solutions pour des problème
elliptiques non linéaires avec
données dans L1

2.1 Introduction

Considérons le problème de la forme{
−∆p u = f dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω.

(2.1.1)

où 1 < p <∞, f est une fonction mesurable telle que f ∈ L1(Ω).
Il y a trois difficultés associées à l’étude de l’équation (2.1.1), même dans un domaine
borné.
1- Trouver le sens pour lequel l’équation précédente est bien définie.
2- La construction d’une solution dans le sens obtenu.
3- Unicité de la solution trouvée.

Notons que le sens le plus général que l’on peut utiliser est le sens de distribution,
c.à.d, u vérifie ∫

Ω

|∇u|p−2 ∇u ∇φ dx =

∫
Ω

fφ dx ∀φ ∈ C∞0 (Ω),

sauf que le problème dans ce cadre est qui l’on a pas un argument de construction (
l’espace des fonctions test étant trop ”petit”), et le deuxième problème est l’unicité
de la solution ( l’opérateur est non linéaire). Notons que pour le cas p = 2, le cadre
distributional est un cadre naturel pour étudier des équations avec second membre
dans L1, car ∆u = 0 au sens des distributions implique que u est harmonique au sens
classique.

27
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Pour résoudre le problème non linéaire on a besoin d’introduire un nouvel espace τ 1,1
loc (Ω)

dans lequel nous pouvons donner un sens au gradient de u, qui en général n’est pas
localement intégrable. Donc l’idée est de travailler avec les troncatures Tk(u) de la
solution u et d’élargir l’espace des fonctions test a des fonctions bornées avec un gradient
dans un espace de Lebesgue convenable.

Les arguments qu’on va introduire seront applicables à une classe d’équations
générale de la forme

−∆p u = F (x, u) dans D′(Ω). (2.1.2)

où F est une fonction Carathéodory, continue et décroissante en u pour x fixe , et
mesurable en x pour u fixe. De plus, F (x, 0) ∈ L1(Ω) et F (x, c) ∈ L1

loc(Ω) si c 6= 0,
et si

Gc(x) = sup
|u|≤c
|F (x, u)|,

alors Gc ∈ L1
loc(Ω) pour tout c > 0.

Le but de ce chapitre est de développer le contenu de l’article [5].

2.2 Cadre fonctionnel

Avant de discuter le concept de la solution d’entropie, on va présenter le cadre
fonctionnel dans lequel la solution est bien définie.

Nous commençons par l’introduction de l’opérateur de troncature. Pour une constante
k > 0, nous définissons la fonction Tk : R→ R par

Tk(s) =

{
s si |s| ≤ k,

k sign(s) si |s| > k.

Donc pour une fonction mesurable u définie dans Ω, Tku est définie par (Tku)(x) =
Tk(u(x)).

Les espaces fonctionnels que nous utiliserons dans se chapitre sont :
i) τ 1,1

loc (Ω) est l’ensemble des fonctions mesurables u : Ω→ R telles que pour tout k > 0,
la fonction de troncature Tk(u) appartient à W 1,1

loc (Ω).
ii) Pour p ∈]1,∞[, τ 1,p

loc (Ω) est le sous ensemble de τ 1,1
loc (Ω) composé par des fonctions u

telles que |∇(Tk(u))| ∈ Lploc(Ω) pour tout k > 0
iii) De même, τ 1,p(Ω) est le sous ensemble de τ 1,1

loc (Ω) composé des fonctions u, telles
que, de plus |∇Tk(u)| ∈ Lp(Ω) pour tout k > 0.
iv) Enfin, τ 1,p

0 (Ω) est le sous ensemble de τ 1,p(Ω), composé des fonctions qui peuvent
être approchées par des fonctions de classe C1 à support compact dans Ω dans le sens
suivant : une fonction u ∈ τ 1,p(Ω) appartient à τ 1,p

0 (Ω), si pour tout k > 0, il existe une
suite (φn) ⊂ C∞0 (Ω) tels que

φn → Tk(u) dans L1
loc(Ω),

∇φn → ∇Tk(u) dans Lp(Ω).
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Cet espace va jouer un rôle important dans ce qui suit.

On a le lemme suivant donnant quelques propriétés des espaces précédents

Lemme 2.1 Pour tout p ∈ [1,∞[, on a

1) W 1,p
loc (Ω) ⊂ τ 1,p

loc (Ω) et W 1,p
0 (Ω) ⊂ τ 1,p

0 (Ω),

2) τ 1,p
loc (Ω) ∩ L∞loc(Ω) = W 1,p

loc (Ω) ∩ L∞loc(Ω),

3) ∇Tk(u) = ∇u1{|u|<k},

où 1A désigne la fonction caractéristique d’un ensemble mesurable A ⊂ RN .

Preuve.
1) On a

u ∈ W 1,p
loc (Ω) ⇒ u ∈ W 1,1

loc (Ω) et ∇u ∈ Lploc(Ω),

⇒ Tk(u) ∈ W 1,1
loc (Ω) et ∇Tk(u) ∈ Lploc(Ω) ∀ k > 0,

⇒ u ∈ τ 1,p
loc (Ω),

donc W 1,p
loc (Ω) ⊂ τ 1,p

loc (Ω).
Pour le deuxième point, on a

u ∈ W 1,p
0 (Ω) ⇒ u ∈ W 1,p(Ω) et ∃ {φn} ⊂ C∞0 (Ω) tel que{

φn → u dans Lp(Ω)
∇φn → ∇u dans Lp(Ω)

⇒ u ∈ τ 1,p(Ω) et ∃ {φn} ⊂ C∞0 (Ω) tel que{
φn → Tk(u) dans L1

loc(Ω)
∇φn → ∇Tk(u) dans Lp(Ω)

∀ k > 0,

⇒ u ∈ τ 1,p
0 (Ω),

donc W 1,p
0 (Ω) ⊂ τ 1,p

0 (Ω).

2) Comme

u ∈ W 1,p
loc (Ω) ∩ L∞loc(Ω) ⇒ u ∈ W 1,p

loc (Ω) et u ∈ L∞loc(Ω),

⇒ u ∈ τ 1,p
loc (Ω) et u ∈ L∞loc(Ω),

⇒ u ∈ τ 1,p
loc (Ω) ∩ L∞loc(Ω),

alors W 1,p
loc (Ω) ∩ L∞loc(Ω) ⊂ τ 1,p

loc (Ω) ∩ L∞loc(Ω).
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On a aussi

u ∈ τ 1,p
loc (Ω) ∩ L∞loc(Ω) ⇒ u ∈ τ 1,p

loc (Ω) et u ∈ L∞loc(Ω),

⇒ Tk(u) ∈ W 1,1
loc (Ω) et ∇Tk(u) ∈ Lploc(Ω) et u ∈ L∞loc(Ω),

⇒ u ∈ Lploc(Ω) et ∇u ∈ Lploc(Ω) et u ∈ L∞loc(Ω),

⇒ u ∈ W 1,p
loc (Ω) et u ∈ L∞loc(Ω),

⇒ u ∈ W 1,p
loc (Ω) ∩ L∞loc(Ω),

alors τ 1,p
loc (Ω) ∩ L∞loc(Ω) ⊂ W 1,p

loc (Ω) ∩ L∞loc(Ω).

Donc τ 1,p
loc (Ω) ∩ L∞loc(Ω) = W 1,p

loc (Ω) ∩ L∞loc(Ω).

3) On a

Tk(u) =

{
u si |u| ≤ k,
k u
|u| si |u| > k,

implique

∇Tk(u) =

{
∇u si |u| ≤ k,
0 si |u| > k,

donc ∇Tk(u) = ∇u1{|u|<k}.

�

Notons que si u ∈ τ 1,1
loc (Ω), alors ∇u n’est pas défini même au sens des distributions,

pourtant on a le lemme suivant qui donne un sens à ∇u.

Lemme 2.2 [5] Soit u ∈ τ 1,1
loc (Ω), il existe une fonction v : Ω→ RN mesurable unique

telle que
∇Tk(u) = v 1{|u|<k} p.p. (2.2.1)

En outre, u ∈ W 1,1
loc (Ω) si et seulement si v ∈ L1

loc(Ω), et alors v ≡ ∇u dans le sens
faible habituel.

Preuve.
On a ∇Tk(u) = ∇u1{|u|<k},
donc pour tout u ∈ τ 1,1

loc (Ω) il existe une fonction v : Ω → RN mesurable telle que
v ≡ ∇u p.p. et v ∈ L1

loc(Ω).
v est unique dans le sens presque partout, car :
Pour tout k, ε > 0, nous avons Tk(Tk+ε(u)) = Tk(u). Par conséquent, nous obtenons

dans Ωk = {|u| < k} l’égalité ∇Tk+ε = ∇Tk p.p. Mais,
⋃
k>0

Ωk = Ω, d’où (2.2.1) est

vraie et donc v unique p.p..
Il reste a montrer que u ∈ W 1,1

loc (Ω) si v ∈ L1
loc(Ω). En effet, dans ce cas∇Tk(u)→ v dans

L1
loc(Ω), donc il nous reste a prouver que u ∈ L1

loc(Ω). Par contradiction, si u /∈ L1
loc, il

existera une boule fermée B ⊂ Ω telle que

tk = ‖Tk(u)‖L1(B) →∞ quand k →∞.
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par normalisation, vk = Tk(u)
tk

. Alors vk → 0 p.p., ‖vk‖L1(B) = 1 et ‖∇vk‖L1(B) → 0,

contradiction avec la compacité de l’injection de W 1,1(B) dans L1(B).

�

2.3 Solutions au sens d’entropie

Dans ce chapitre nous allons développer le concept de la solution au sens d’entropie
qui nous permettra d’étudier les équations elliptiques avec second membre dans L1.
Supposons que f ∈ L1(Ω) et considérons l’équation suivante :{

−∆p u = f(x) dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω.

(2.3.1)

Soit u ∈ τ 1,p
0 (Ω) une solution de l’équation (2.3.1) dans D′(Ω), alors pour tout φ ∈

C∞0 (Ω), on a ∫
Ω

|∇u|p−2 ∇u ∇φ dx =

∫
Ω

fφ dx ∀φ ∈ C∞0 (Ω). (2.3.2)

Notons que f ∈ L1(Ω), donc par densité et si on impose des condition de type ”Dirichlet
homogène”, alors on peut prendre Tk(u−φ), k > 0, comme fonction test dans l’équation
précédente, nous obtenons∫

Ω

|∇u|p−2 ∇u ∇Tk(u− φ) dx =

∫
Ω

Tk(u− φ)f dx,

donc ∫
{|u−φ|<k}

|∇u|p−2 ∇u ∇(u− φ) dx =

∫
Ω

Tk(u− φ)f dx. (2.3.3)

Notons que chaque terme dans (2.3.3) est bien défini : comme φ ∈ L∞(Ω), alors

|u− φ| < k ⇒ |u| − |φ| < |u− φ| < k,

⇒ |u| < k + |φ|,
⇒ |u| < k + ‖φ‖∞,
⇒ |u| < k,

où k = k + ‖φ‖∞.

Comme |∇u|p−1 ∈ L1(Ω), donc
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{|u−φ|<k}

|∇u|p−2 ∇u ∇(u− φ) dx

=

∫
{|u−φ|<k}

|∇u|p dx−
∫
{|u−φ|<k}

|∇u|p−2 ∇u ∇φ dx,

≤
∫
{|u|<k}

|∇u|p dx+

∫
{|u−φ|<k}

|∇u|p−1 |∇φ| dx,

≤
∫

Ω

|∇Tk(u)|p dx+ c1

∫
{|u−φ|<k}

|∇u|p dx+ c2

∫
{|u−φ|<k}

|∇φ|p dx,

≤ c3

∫
Ω

|∇Tk(u)|p dx+ c2

∫
{|u−φ|<k}

|∇φ|p dx,

≤ C

(∫
Ω

|∇Tk(u)|p dx+

∫
{|u−φ|<k}

|∇φ|p dx
)
,

alors∫
{|u−φ|<k}

|∇u|p−2 ∇u ∇(u− φ) dx ≤ C

(∫
Ω

|∇Tk(u)|p dx+

∫
{|u−φ|<k}

|∇φ|p dx
)
.

(2.3.4)
Puisque Tk(u) ∈ W 1,p

0 (Ω) i.e., u ∈ τ 1,p
0 (Ω) et φ ∈ L∞(Ω) ∩W 1,p

0 (Ω), le deuxième
membre dans (2.3.4) est borné, et donc le premier membre de (2.3.3) est bien défini.

On est en position de donner la definition suivante

Définition 2.1 (Solution au sens d’entropie) Soit f ∈ L1(Ω), on dit que u ∈
τ 1,p

0 (Ω) est une solution d’entropie du problème (2.3.1) si (2.3.3) est vérifié pour chaque
φ ∈ L∞(Ω) ∩W 1,p

0 (Ω) et pour tout k > 0.

Commençons par la démonstration de quelques propriétés de la solutions d’entropie.

Lemme 2.3 Si u ∈ τ 1,p
0 (Ω) est une solution d’entropie de (2.3.1) alors pour tout k > 0

1

k

∫
{|u|<k}

|∇u|p dx ≤
∫

Ω

|f | dx = ‖f‖1. (2.3.5)

Par conséquent, on obtient l’estimation suivante dans Lp(Ω)

‖∇Tk(u)‖pp ≤ k‖f‖1. (2.3.6)

Preuve.
Comme u ∈ τ 1,p

0 (Ω) ⇒ Tk(u) ∈ W 1,p
0 (Ω) ⇒ Tk(u) ∈ Lp(Ω). Si φ = 0 et grâce à

(2.3.3) on aura∫
{|u|<k}

|∇u|p−2 ∇u∇u dx =

∫
Tk(u) f dx =

∫
{|u|<k}

u f dx ≤ k

∫
{|u|<k}

|f | dx ≤ k

∫
Ω

|f | dx,

d’où

∫
Ω

|∇Tk(u)|p dx ≤ k ‖f‖1.
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2.4 Estimations à priori

Avant de démontrer l’existence de la solution d’entropie, nous allons prouver quelques
estimations apriori basées sur l’estimation (2.3.6). Ces estimations seront relatives à u
et à |∇u| dans des espaces de Marcinkiewicz et on peut les considérer comme des clés
pour démontrer des résultats de compacité dans des espace Lq(Ω) avec q convenable-
ment choisi. Le premier résultat principal est le lemme suivant.

Lemme 2.4 Soit 1 < p < N et Ω une domaine borné de IRN . Considérons u ∈ τ 1,p
0 (Ω)

tel que
1

k

∫
{|u|<k}

|∇u|p dx ≤M, (2.4.1)

pour tout k > 0. Alors u ∈ Mp1(Ω) avec p1 = N(p−1)
N−p . Plus précisément, il existe

C = C(N, p) > 0 tel que

mes
{
|u| > k

}
≤ CM

N
N−pk−p1 . (2.4.2)

Preuve.
Soient 1 < p < N et u ∈ τ 1,p

0 (Ω), donc Tk(u) ∈ W 1,p
0 (Ω) pour tout k > 0, et d’après

l’inégalité de Sobolev on a

‖Tk(u)‖p∗ ≤ c(N, p)‖∇Tk(u)‖p où p∗ =
Np

N − p
,

grâce à (2.4.1), on a

∫
Ω

|∇Tk(u)|p dx ≤ kM , i.e. ‖∇Tk(u)‖pp ≤ kM ,

et par conséquence ‖∇Tk(u)‖p ≤ (kM)
1
p , donc ‖Tk(u)‖p∗ ≤ c(N, p)(kM)

1
p .

Pour 0 < ε ≤ k, nous avons
{
|u| > ε

}
=
{
|Tk(u) > ε|

}
, donc

mes
{
|u| > k

}
≤ ε−p

∗‖Tk(u)‖p
∗

p∗ ≤ c1(N, p)(kM)
p∗
p ε−p

∗ ≤ c1(N, p)M
N

N−pk
N

N−p ε−
Np

N−p .

Pour ε = k, mes
{
|u| > k

}
≤ c1(N, p)M

N
N−pk−

N(p−1)
N−p , on obtient

mes
{
|u| > k

}
≤ Ck−p1 ,

où C = c1(N, p)M
N

N−p et p1 = N(p−1)
N−p . Donc il résulte que φu(k) ≤ Ck−p1 , et comme

conclusion it résulte que u ∈Mp1(Ω).

�

Remarque 2.1 Ces estimations ont été prover par Talenti pour les équations quasi-
linéaires en utilisant la théorie de rearrangement. La démonstration de [5] que nous
avons adapter ici semble être plus élémentaire et plus simple et peut être généralisée
pour d’autre classe d’équations.
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Nous prouvons maintenant des estimations sur le gradient de u.

Lemme 2.5 Soit 1 < p < N et supposons que u ∈ τ 1,p
0 (Ω) satisfait (2.4.1) pour tout

k. Alors pour tout h > 0

mes
{
|∇u| > h

}
≤ C(N, p)M

N
N−1h−p2 , p2 =

N(p− 1)

N − 1
. (2.4.3)

Preuve.
Pour k, λ > 0, on pose

Φ(k, λ) = mes
{
|∇u|p > λ, |u| > k

}
,

d’après le Lemme 2.5 nous avons

Φ(k, 0) ≤ C(N, p)M
N

N−ph−p1 . (2.4.4)

Comme la fonction λ 7→ Φ(k, λ) est décroissante, on obtient pour k, λ > 0 et pour
0 ≤ s ≤ λ, Φ(0, λ) ≤ Φ(0, s), donc

Φ(0, λ) ≤ Φ(0, s) ⇒
∫ λ

0

Φ(0, λ)ds ≤
∫ λ

0

Φ(0, s)ds,

⇒ Φ(0, λ) ≤ 1

λ

∫ λ

0

Φ(0, s)ds,

et

1

λ

∫ λ

0

Φ(0, s)ds =
1

λ

∫ λ

0

Φ(k, s)ds+
1

λ

∫ λ

0

(
Φ(0, s)− Φ(k, s)

)
ds,

≤ 1

λ

∫ λ

0

Φ(k, 0)ds+
1

λ

∫ λ

0

(
Φ(0, s)− Φ(k, s)

)
ds,

≤ Φ(k, 0) +
1

λ

∫ λ

0

(
Φ(0, s)− Φ(k, s)

)
ds,

d’où

Φ(0, λ) ≤ 1

λ

∫ λ

0

Φ(0, s) ds ≤ Φ(k, 0) +

∫ λ

0

(
Φ(0, s)− Φ(k, s)

)
ds. (2.4.5)

Remarquons que

Φ(0, s)− Φ(k, s) = mes
{
|u| < k, |∇u|p > s

}
,

et grâce à (2.4.2), on aura∫ ∞
0

(
Φ(0, s)− Φ(k, s)

)
ds =

∫
{|u|<k}

|∇u|p dx ≤ kM. (2.4.6)
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Enfin d’après (2.4.5) et en utilisant (2.4.4) et (2.4.6), nous arrivons à

Φ(0, λ) ≤ Mk

λ
+ C(N, p)M

N
N−pk−p1 . (2.4.7)

On pose P (k) = Mk
λ

+ cM
N

N−pk−p1 , donc en minimisant P (k), en k, on aura à résoudre
l’équation P ′(k) = 0, se qui entrâıne que

M

λ
− cp1M

N
N−pk−p1−1 = 0

et donc k =
(
cλp1M

p
N−p

) 1
p1+1

.

Par conséquence,

Φ(0, λ) ≤ k

[
M

λ
+ cM

N
N−pk−p1−1

]
≤ k

[
M

λ
+

M

λp1

M
N

N−pM− N
N−p

]
≤ k

M

λ

[
1 +

1

p1

]
≤ M

λ

[
1 +

1

p1

](
cλp1M

p
N−p

) 1
p1+1

≤ M

λ

[
1 +

1

p1

](
cλp1M

p
N−p

) N−p
p(N−1) ≤ M

λ

[
1 +

1

p1

](
cp1

) N−p
p(N−1)λ−

N−p
p(N−1)M

p
N−p

N−p
p(N−1)

≤
[
1 +

1

p1

](
cp1

) N−p
p(N−1)λ−

N(p−1)
p(N−1)M

N
N−1 ,

d’où

Φ(0, λ) ≤ C(N, p)M
N

N−1λ−
N(p−1)
p(N−1) , avec C(N, p) =

[
1 +

1

p1

](
cp1

) N−p
p(N−1) ,

posons λ = hp, alors

mes
{
|∇u|p > hp

}
≤ C(N, p)M

N
N−1h−

N(p−1)
(N−1) .

et par conséquence

mes
{
|∇u| > h

}
≤ C(N, p)M

N
N−1h−p2 avec p2 =

N(p− 1)

(N − 1)
.

D’où le résultat.

�

2.5 Existence de la solution d’entropie

On est en position de démontrer le résultat principal de ce chapitre, plus précisément
on a le théorème suivant
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Théorème 2.1 Soit 1 < p < N et Ω un domaine borné, alors il existe u une solution
d’entropie du problème (2.1.2) avec u ∈ τ 1,p

0 (Ω). De plus,

u ∈Mp1(Ω) et |∇u| ∈ Mp2(Ω), (2.5.1)

où p1 = N(p−1)
N−p et p2 = N(p−1)

N−1
.

Dans le cas p > 2− 1
N

la solution u appartient à W 1,q
0 (Ω) pour tout q < p2.

Preuve.
L’idée principale de la démonstration est de procéder par approximation.
Étape 1.

Comme f ∈ L1(Ω) il existe une suite de fonctions {fn} ⊂ L∞(Ω) tel que fn −→ f
dans L1(Ω).

Pour fn ∈ L∞(Ω) il existe un ∈ W 1,p
0 (Ω), l’unique solution faible du problème

−∆p un = fn dans Ω,

un = 0 sur ∂Ω.
(2.5.2)

Notons que Tk(un) ∈ L1(Ω) ∩ L∞(Ω) pour tout k > 0, donc en prenant Tk(un) comme
fonction test dans (2.5.2) on obtient que∫

Ω

|∇un|p−2∇un∇Tk(un) dx =

∫
Ω

fnTk(un) dx,

donc ∫
{|un|<k}

|∇un|p dx ≤ k c,

et alors
1

k

∫
{|un|<k}

|∇un|p dx ≤ c, (2.5.3)

i.e., ∫
Ω

|∇Tk(un)|p dx ≤ k c, (2.5.4)

par conséquence on conclu que {∇Tk(un)} est bornée dans Lp(Ω) pour tout k > 0.
Donc il existe wk tel que Tk(un) ⇀ wk faiblement dans W 1,p

0 (Ω) pour chaque k > 0, et
Tk(un)→ wk p.p. dans Ω. On pose wk ≡ Tk(u) dans l’ensemble où |wk| < k, il est clair
que u est bien définie car Tk+h(un) = Tk(Th(un)) et par conséquence Tk(un) → Tk(u)
fortement dans Lq(Ω) pour tout q < p∗.
D’après les lemmes 2.4 et 2.5, on a

un ∈Mp1(Ω) et |∇un| ∈ Mp2(Ω),

avec p1 = N(p−1)
N−p et p2 = N(p−1)

N−1
, alors

‖un‖Mp1 (Ω) ≤ C et ‖∇un‖Mp2 (Ω) ≤ C,



Théorie d’existence et d’unicité 37

et comme Lq(Ω) ⊂Mq(Ω) ⊂ Lq−ε(Ω) pour tout q, ε > 0, d’où

‖un‖Lp1−ε(Ω) ≤ C et ‖∇un‖Lp2−ε(Ω) ≤ C.

Notons que si p > 2 − 1
N

, alors p2 > 1 et par conséquence {un} sera bornée dans

W 1,p2−ε
0 (Ω) pour tout ε > 0 avec p2− ε ≥ 1, donc un ⇀ u faiblement dans W 1,p2−ε

0 (Ω).
Donc pour tout ϕ ∈ W 1,∞(Ω), on a∫

Ω

|∇un|p−2∇un∇ϕdx =

∫
Ω

fnϕdx,

comme |∇un|p2−ε ≡
(
|∇un|p−1

) N
N−1

−ε
et p − 1 < p2, alors pour p − 1 < p2 − ε

|∇un|p−1 ∈ L
N

N−1
−ε(Ω).

Comme |∇ϕ| ∈ L∞(Ω) et fn → f dans L1(Ω), donc passant à la limite quand
n→∞, on trouve que ∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇ϕdx =

∫
Ω

fϕ dx.

Il est clair que un → u fortement dans Lq(Ω) tel que 1 ≤ q < p∗ avec p∗ = Np
N−p > 1

où p = p2 − ε.
Étape 2. Pour analyser le cas général 1 < p, nous commençons par démontrer que
u ∈ τ 1,p

0 (Ω).
On pose ∇Tk(u) = ∇wk, il est clair que ∇Tk(u) est bien définie car wk ∈ W 1,p

0 (Ω),
pour passer à la limite en k on va commencer par montrer que ∇un converge vers
∇u localement en mesure. Pour le prouver nous montrons que {∇un} est une suite de
Cauchy en mesure.
Soit t et ε > 0, alors

{|∇un −∇um| > t} ⊂ {|∇un| > A} ∪ {|∇um| > A} ∪ {|un − um| > k}
∪ {|un − um| ≤ k, |∇un| ≤ A, |∇um| ≤ A, |∇un −∇um| > t}.

(2.5.5)

Nous choisissons A d’abord assez grand tel que

mes{|∇un| > A} ≤ ε pour tout n ∈ N,

(ceci est possible par le Lemme 2.5).

Pour estimer le dernier terme dans (2.5.5), on utilise les inégalités algébriques sui-
vantes.

Pour tout ξ, η ∈ RN , on a

〈|ξ|p−2 ξ − |η|p−2 η , ξ − η〉 ≥ 0,
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de plus si ξ 6= η alors
〈|ξ|p−2 ξ − |η|p−2 η , ξ − η〉 > 0,

et si |ξ| < A, |η| < A et |ξ − η| > t, alors il existe µ > 0 tel que

〈|ξ|p−2 ξ − |η|p−2 η , ξ − η〉 ≥ µ.

Sachant que −∆p un = fn et −∆p um = fm, donc par soustraction et en utilisant
Tk(un − um) comme fonction test, on obtient∫

{|un−um|≤k}
〈 |∇un|p−2∇un − |∇um|p−2∇um , ∇un −∇um 〉 dx

=

∫
Ω

(fn − fm) Tk(un − um) dx ≤ 2ck.

D’après le Lemme 2.4, on a

mes
{
|un − um| ≤ k, |∇un| ≤ A, |∇um| ≤ A, |∇un −∇um| > t

}
≤ mes{|un − um| ≤ k, (|∇un|p−2 un − |∇um|p−2 um).(∇un −∇um) ≥ µ}

≤ 1

µ

∫
{|un−um|≤k}

〈|∇un|p−2 un − |∇um|p−2 um , ∇un −∇um〉 dx (2.5.6)

≤ 1

µ
2ck ≤ ε,

si k est assez petit, tel que k ≤ µε
2c

.
Donc on fixant A et k, si n0 assez grand, on a pour n, m ≥ n0, mes{|un − um| >

k} ≤ ε, et alors mes{|∇un −∇um| > k} ≤ 2 ε.
Donc {∇un} converge localement en mesure vers une fonction v et comme conséquence

p.p. dans Ω. Puisque {∇Tk(un)} est bornée dans Lp(Ω) pour tout k > 0 et ∇Tk(un) ⇀
∇Tk(u) faiblement dans Lp(Ω), on déduit alors que v = ∇u p.p.. Notons que en général
v /∈ (L1(Ω))N . Il est clair que si p > 2− 1

N
, alors v /∈ (L1(Ω))N , et donc u ∈ W 1,1

0 (Ω)
et d’après le Lemme 2.2 on déduit ∇u = v p.p..
Et par conséquence u ∈ τ 1,1

0 (Ω).
Pour voir que u ∈ τ 1,p

0 (Ω), on considère φn ∈ C∞0 (Ω) tel que

‖∇φn −∇Tk(un)‖Lp(Ω) ≤
1

n
et ‖φn − Tk(un)‖Lp∗ (Ω) ≤

1

n
.

Nous avons alors

∇φn −→ ∇Tk(u) fortement dans Lp(Ω)

et
φn −→ Tk(u) fortement dans Lqloc(Ω) pour q < p∗.

Comme conclusion on obtient que φn converge fortement vers Tk(u) et par conséquence
u ∈ τ 1,p

0 (Ω).
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Étape 3. Dans cette étape on va démontrer la convergence forte des troncatures dans
W 1,p

0 (Ω), c.à.d pour k > 0 fixé on a Tk(un)→ Tk(u) fortement dans W 1,p
0 (Ω).

Notons que Tk(un) ⇀ Tk(u) faiblement dans W 1,p
0 (Ω) pour tout k > 0.

Soient k, h > 0 tel que h > k > 0, on suppose

wn = T2k

(
un − Th(un) + Tk(un)− Tk(u)

)
.

En prenant wn comme fonction test dans (2.5.2), il résulte∫
Ω

|∇un|p−2 ∇un ∇wn dx =

∫
Ω

fn wn dx,

on pose I =

∫
Ω

|∇un|p−2 ∇un ∇wn dx, lorsque k →∞ et h→∞ on a

∫
Ω

fn wn dx→

0, donc

∫
Ω

|∇un|p−2 ∇un ∇wn dx→ 0.

On pose M = 4k + h. Si |un| > M , ∇wn = 0. Donc

I =

∫
{|un|<M}

|∇un|p−2 ∇un ∇wn dx,

=

∫
{|un|<k}

|∇un|p−2 ∇un ∇wn dx +

∫
{k<|un|<M}

|∇un|p−2 ∇un ∇wn dx,

=

∫
Ω

|∇Tk(un)|p−2 ∇Tk(un) ∇
(
Tk(un)− Tk(u)

)
dx

+

∫
{k<|un|<M}

|∇un|p−2 ∇un ∇wn dx.

Notons que
1-si k < |un| ≤ h alors ∇wn = ∇Tk(u)
et
2-si h < |un| < M alors ∇wn = ∇Tk(u),
d’où∫
{k<|un|<M}

|∇un|p−2 ∇un ∇wn dx =

∫
{|un|>k}

|∇TM(un)|p−2 ∇TM(un) ∇Tk(u) dx,

≥ −
∫
{|un|>k}

|∇TM(un)|p−1 |∇Tk(u)| dx,

on obtient

I ≥
∫

Ω

|∇Tk(un)|p−2 ∇Tk(un) ∇
(
Tk(un)− Tk(u)

)
dx

−
∫
{|un|>k}

|∇TM(un)|p−1 |∇Tk(u)| dx.



40 Théorie d’existence et d’unicité

Comme {|∇TM(un)|p−1} est bornée dans L
p

p−1 (Ω), |∇Tk(u)|1{|un|>k} est bornée dans
Lp(Ω) et |∇Tk(u)|1{|un|>k} → 0 fortement dans Lp(Ω) quand k → ∞, on obtient
que ∫

{|un|>k}
|∇TM(un)|p−1 |∇Tk(u)| dx→ 0 lorsque k →∞.

Donc

J =

∫
Ω

|∇Tk(un)|p−2 ∇Tk(un) ∇
(
Tk(un)− Tk(u)

)
dx

=

∫
Ω

(
|∇Tk(un)|p−2 ∇Tk(un)− |∇Tk(u)|p−2 ∇Tk(u)

)(
∇Tk(un)−∇Tk(u)

)
dx

+

∫
Ω

|∇Tk(u)|p−2 ∇Tk(u)
(
∇Tk(un)−∇Tk(u)

)
dx.

Comme∫
Ω

|∇Tk(u)|p−2 ∇Tk(u)
(
∇Tk(un)−∇Tk(u)

)
dx→ 0 lorsque n→∞,

alors

J =

∫
Ω

(
|∇Tk(un)|p−2 ∇Tk(un)− |∇Tk(u)|p−2 ∇Tk(u)

)(
∇Tk(un)−∇Tk(u)

)
dx+ o(1).

Donc

I ≥
∫

Ω

(
|∇Tk(un)|p−2 ∇Tk(un)− |∇Tk(u)|p−2 ∇Tk(u)

)(
∇Tk(un)−∇Tk(u)

)
dx+ o(1),

≥ c

∫
Ω

∣∣∇Tk(un)−∇Tk(u)
∣∣p dx+ o(1) si p ≥ 2

et

I ≥ C(p)

∫
Ω

|∇Tk(un)−∇Tk(u)|2

(|∇Tk(u)|+ |∇Tk(un)|)2−pdx+ o(1) si p < 2.

Il vient alors que∫
Ω

∣∣∇Tk(un)−∇Tk(u)
∣∣p dx ≤ o(1) +

∫
Ω

fnwn dx si p ≥ 2,

et

C(p)

∫
Ω

|∇Tk(un)−∇Tk(u)|2

(|∇Tk(u)|+ |∇Tk(un)|)2−pdx ≤ o(1) +

∫
Ω

fnwn si p < 2.

Par conséquence ∫
Ω

∣∣∇Tk(un)−∇Tk(u)
∣∣p dx→ 0 si p ≥ 2,
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et ∫
Ω

|∇Tk(un)−∇Tk(u)|2

(|∇Tk(u)|+ |∇Tk(un)|)2−pdx→ 0 si p < 2.

Pour le deuxième cas on a∫
Ω

∣∣∇Tk(un)−∇Tk(u)
∣∣p dx =

∫
Ω

|∇Tk(un)−∇Tk(u)|p

(|∇Tk(u)|+|∇Tk(un)|)
p(2−p)

2

(|∇Tk(u)|+ |∇Tk(un)|)
p(2−p)

2 dx

≤
(∫

Ω

|∇Tk(un)−∇Tk(u)|2

(|∇Tk(u)|+ |∇Tk(un)|)2−pdx
) p

2
(∫

Ω

(|∇Tk(un)|p + |∇Tk(u)|p)dx
) 2−p

2
.

Donc pour p < 2, ∫
Ω

∣∣∇Tk(un)−∇Tk(u)
∣∣p dx→ 0 pour n→∞.

Comme conclusion on obtient que Tk(un) → Tk(u) fortement dans W 1,p
0 (Ω) pour tout

k > 0.
Étape 4. Pour compléter la preuve il reste à montrer que u est une solution d’entropie.
Rappelons que 

−∆p un = fn dans Ω,

un = 0 sur ∂Ω,

Soit v ∈ L∞(Ω) ∩W 1,p
0 (Ω), pour tout k fixé > 0, on a∫

Ω

|∇un|p−2∇un∇Tk(un − v) dx =

∫
Ω

fnTk(un − v) dx,

Comme un −→ u p.p. dans Ω, et fn → f dans L1(Ω).

Donc

∫
Ω

fnTk(un − v) dx→
∫

Ω

f Tk(u− v) dx pour n→∞.

Comme v ∈ L∞(Ω) ∩W 1,p
0 (Ω), alors il existe une constante positive c > 0 tel que∫

Ω

|∇un|p−2∇un∇Tk(un − v) dx =

∫
{|un|≤c}

|∇Tc(un)|p−2∇Tc(un)∇Tk(un − v) dx.

Notons qu’il suffit de prendre c ≥ k + ||v||∞. Comme Tk(un) → Tk(u) fortement dans
W 1,p

0 (Ω), alors on conclut que∫
{|un|≤c}

|∇Tc(un)|p−2∇Tc(un)∇Tk(un−v) dx→
∫
{|u|≤c}

|∇Tc(u)|p−2∇Tc(u)∇Tk(u−v) dx

pour n→∞. Par conséquence et pour n→∞ on obtient que∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇Tk(u− v) dx =

∫
Ω

fTk(u− v) dx.

Donc u est une solution d’entropie du problème (2.1.2).

�
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2.6 Unicité de la solution au sens d’entropie

Nous traitons ici la question de l’unicité de solutions d’entropie u ∈ τ 1,p
0 (Ω) pour le

problème (2.3.1), notons que apriori u vérifie (2.3.3) pour chaque φ ∈ L∞(Ω)∩W 1,p
0 (Ω)

et pour tout k > 0.

Le résultat principal de cette section est le théorème suivant

Théorème 2.2 Soit u1 et u2 deux fonctions dans τ 1,p
0 (Ω), tels que u1 et u2 sont des

solutions d’entropie du problème

−∆p u = f(x)

alors u1 = u2.

Preuve.
Notons que f ∈ L1(Ω), on substituant dans la relation (2.3.3) avec des fonction test
Th(u1) et Th(u2) et par addition en obtient que∫

{|u1−Th(u2)|<k}
|∇u1|p−2 ∇u1 ∇(u1 − Th(u2)) dx =

∫
Ω

fTk(u1 − Th(u2)) dx,

∫
{|u2−Th(u1)|<k}

|∇u2|p−2 ∇u2 ∇(u2 − Th(u1)) dx =

∫
Ω

fTk(u2 − Th(u1)) dx.

Par combinant les deux résultats nous obtenons∫
{|u1−Th(u2)|<k}

|∇u1|p−2 ∇u1 ∇(u1 − Th(u2)) dx

+

∫
{|u2−Th(u1)|<k}

|∇u2|p−2 ∇u2 ∇(u2 − Th(u1)) dx (2.6.1)

=

∫
Ω

f(Tk(u1 − Th(u2)) + Tk(u2 − Th(u1))) dx.

La conclusion u1 = u2 sera atteinte après le passage à la limite h → ∞ dans cette
formule. Soit

I =

∫
{|u1−Th(u2)|<k}

|∇u1|p−2 ∇u1 ∇(u1 − Th(u2)) dx

+

∫
{|u2−Th(u1)|<k}

|∇u2|p−2 ∇u2 ∇(u2 − Th(u1)) dx.

On pose

A0 =
{
x ∈ Ω : |u1 − u2| < k, |u1| < h, |u2| < h

}
.
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Dans A0 le premier membre de (2.6.1) est réduit au terme suivant

I0 =

∫
A0

(
|∇u1|p−2 ∇u1 − |∇u2|p−2 ∇u2

) (
∇u1 −∇u2

)
dx.

Soit maintenant
A1 =

{
x ∈ Ω : |u1 − Th(u2)| < k, |u2| ≥ h

}
,

donc ∫
A1

|∇u1|p−2 ∇u1 ∇(u1 − Th(u2)) dx =

∫
A1

|∇u1|p dx ≥ 0,

et sur l’ensemble

A2 =
{
x ∈ Ω : |u1 − Th(u2)| < k, |u2| < h, |u1| ≥ h

}
,

nous obtenons∫
A2

|∇u1|p−2 ∇u1 ∇(u1 − Th(u2)) dx =

∫
A2

|∇u1|p−2 ∇u1 (∇u1 −∇u2) dx,

≥ −
∫
A2

∣∣∇u1|p−2 ∇u1 ∇u2 dx.

De la même façon, on peut définir les ensemble A′1 et A′2 comme suivant

A′1 = {x ∈ Ω : |u2 − Th(u1)| < k, |u1| ≥ h},

et
A′2 = {x ∈ Ω : |u2 − Th(u1)| < k, |u1| < h, |u2| ≥ h}.

Alors le deuxième terme de (2.6.1) peut s’écrire comme somme de∫
A′1

|∇u2|p−2 ∇u2

(
∇u2 −∇Th(u1)

)
dx =

∫
A′1

|∇u2|p dx ≥ 0

et ∫
A′2

|∇u2|p−2 ∇u2

(
∇u2 −∇Th(u1)

)
dx =

∫
A′2

|∇u2|p−2 ∇u2

(
∇u2 −∇u1

)
dx,

≥ −
∫
A′2

|∇u2|p−2 ∇u2 ∇u1 dx.

Par conséquence on conclut que

I ≥ I0 +

∫
A1

|∇u1|p dx−
∫
A2

|∇u1|p−2 ∇u1 ∇u2 dx

+

∫
A′1

|∇u2|p dx−
∫
A′2

|∇u2|p−2 ∇u2 ∇u1 dx,

≥ I0 −
(∫

A2

|∇u1|p−2 ∇u1 ∇u2 dx+

∫
A′2

|∇u2|p−2 ∇u2 ∇u1 dx

)
,

≥ I0 − I3,
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où

I3 =

∫
A2

|∇u1|p−2 ∇u1 ∇u2 dx+

∫
A′2

|∇u2|p−2 ∇u2 ∇u1 dx.

Le premier terme de I3 peut être estimé par∫
A2

|∇u1|p−2 ∇u1 ∇u2 dx ≤
∫
A2

|∇u1|p−1 |∇u2| dx,

≤
(∫

A2

|∇u1|p dx
) p−1

p
(∫

A2

|∇u2|p dx
) 1

p

,

≤ ‖∇u1‖p−1
Lp({h≤|u1|≤h+k})‖∇u2‖Lp({h−k≤|u2|≤h}).

Comme
‖∇u1‖p−1

Lp({h≤|u1|≤h+k})‖∇u2‖Lp({h−k≤|u2|≤h}) → 0 quand h → ∞ pour tout k > 0, il

résulte que

∫
A2

|∇u1|p−2 ∇u1 ∇u2 dx converge vers 0 quand h→∞ pour tout k > 0.

De la même façon on obtient la même conclusion pour le deuxième terme de I3.
Donc on conclut que I3 tend vers 0 quand h→∞.

Concernant le deuxième membre de (2.6.1), sachant que

Tk(u1 − Th(u2)) + Tk(u2 − Th(u1))→ 0 p.p. dans Ω pour h→∞

|Tk(u1 − Th(u2)) + Tk(u2 − Th(u1))| ≤ 2k

et que f ∈ L1(Ω), donc en utilisant le Théorème de la convergence dominée on obtient
que∫

Ω

f(Tk(u1 − Th(u2)) + Tk(u2 − Th(u1))) dx→ 0 quand h→∞ pour chaque k > 0.

En combinant les estimations précédentes il résulte que∫
A0(h,k)

(
|∇u1|p−2 ∇u1 − |∇u2|p−2 ∇u2

)(
∇u1 −∇u2

)
dx ≤ ε(h),

où ε(h)→ 0 quand h→∞ pour tout k fixe > 0. Puisque A0(h, k) converge vers

{x ∈ Ω : |u1 − u2| < k},

nous concluons que∫
{|u1−u2|<k}

(
|∇u1|p−2 ∇u1 − |∇u2|p−2 ∇u2

)(
∇u1 −∇u2

)
dx ≤ 0.
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Comme

λ‖∇u1−∇u2‖pLp({|u1−u2|<k}) ≤
∫
{|u1−u2|<k}

(
|∇u1|p−2 ∇u1−|∇u2|p−2 ∇u2

)(
∇u1−∇u2

)
dx

si p > 2 et ∫
{|u1−u2|<k}

|∇u1 −∇u2|2

(|∇u1|+ |∇u2|)2−pdx ≤∫
{|u1−u2|<k}

(
|∇u1|p−2 ∇u1 − |∇u2|p−2 ∇u2

)(
∇u1 −∇u2

)
dx

pour p < 2, alors ∇u1 −∇u2 = 0 p.p. et par conséquence Tk(u1) = Tk(u2) pour tous
k > 0. Il est clair que u1 − u2 = c, en utilisant le fait que u1 = u2 = 0 sur ∂Ω, alors on
conclut que u1 = u2 p.p.. D’où le résultat.

�

2.7 Quelques généralisations

La notion de la solution d’entropie peut être définie pour une très grande classe
d’opérateurs elliptique non linéaire, par exemple si on considère le problème suivant

−div(a(x, u,∇u)) = F (x, u)

avec a(x, s, ξ) : IRN × IR× IRN → IRN est une fonction de Carathéodory vérifiant

(H1) : |a(x, s, ξ)| ≤ c(|ξ|p−1 + |s|p−1 + k(x)), p.p. x ∈ Ω, (s, ξ) ∈ IRN × IR,

(H2) : a(x, s, ξ)ξ ≥ λ|ξ|p, p.p. x ∈ Ω, (s, ξ) ∈ IRN × IR,

(H3) : F est une fonction Carathéodory, continue et décroissante en u pour x fixe
et mesurable en x pour u fixe. De plus, F (x, 0) ∈ L1(Ω) et F (x, c) ∈ L1

loc(Ω) si c 6= 0,
et si

Gc(x) = sup
|u|≤c
|F (x, u)|,

Gc ∈ L1
loc(Ω) pour tout c > 0.

Alors sous les conditions (H1), (H2) et (H3) on peut définir la notion de la solution
au sens d’entropie. Concernant l’unicité de la solution, en général le résultat n’est pas
vrai mais si div(a(x, u,∇u)) = ∆pu, alors on peut démontrer l’unicité de la solution
au sens d’entropie.
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Chapitre 3

Existence de solution d’entropie
pour quelques problèmes elliptiques
non linéaires avec une dépendance
en gradient.

Dans ce chapitre on va étudier une classe du problèmes elliptiques non linéaires ou
il y a une dépendance par rapport au gradient, notre but est de démontrer un résultat
d’existence général pour des données dans L1(Ω).

3.1 Existence et unicité de la solution positive de

l’équation −∆p u + |∇u|p = f.

Dans cette section on va se concentrer sur le problème modèle suivant
−∆p u+ |∇u|p = f dans Ω,

u ≥ 0 dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω.

(3.1.1)

Où Ω un domaine borné dans RN et f une fonction positive appartenant à L1(Ω).

• Existence
On procède par approximation, dans une première étape on va considerer f régulière(
f ∈ L∞(Ω)) et après on passe à la limite on utilisant des résultats de compacité.

Étape 1. Pour tout f ∈ L∞(Ω), soit wn ∈ W 1,p
0 (Ω) une solution du problème

47
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suivant 
−∆p wn + |∇wn|p

1+ 1
n
|∇wn|p

= f dans Ω,

wn ≥ 0 dans Ω,

wn = 0 sur ∂Ω.

(3.1.2)

Notons que l’existence de wn est une conséquence facile du résultat de Leray-Lions,
voir [23]. Donc −∆p wn ≤ f dans Ω. Soit v ∈ W 1,p

0 (Ω)∩L∞(Ω) la solution du problème
−∆p v = f dans Ω,

v ≥ 0 dans Ω,

v = 0 sur ∂Ω.

(3.1.3)

Il est clair que wn ≤ v ∈ L∞(Ω), d’où ‖wn‖∞ ≤M .
On utilisant wn comme une fonction test dans (3.1.2), on obtient

−
∫

Ω

∆p wn wn dx+

∫
Ω

|∇wn|p

1 + 1
n
|∇wn|p

wn dx =

∫
Ω

f wn dx,

ce qui implique que ∫
Ω

|∇wn|p dx ≤
∫

Ω

f wn dx ≤
∫

Ω

f v dx ≤ C,

donc {∇wn} est bornée dans Lp(Ω) et alors {wn} est bornée dans W 1,p
0 (Ω),

Donc wn ⇀ w faiblement dans W 1,p
0 (Ω) et par suite wn ⇀ w p.p. et w ∈ L∞(Ω),

de plus 0 ≤ w ≤ v ≤M ∀ n ∈ N.

Montrons que wn → w fortement dans W 1,p
0 (Ω).

On considère φ(s) = seγs
2

avec γ > 1
8

( on remarquant φ(0) = 0), et en prenant
φ(wn − w) comme une fonction test dans (3.1.2) on obtient∫

Ω

|∇wn|p−2 ∇wn ∇φ(wn − w) dx+

∫
Ω

|∇wn|p

1 + 1
n
|∇wn|p

φ(wn − w) dx =

∫
Ω

f φ(wn − w) dx.

On pose

I1 =

∫
Ω

|∇wn|p−2 ∇wn ∇φ(wn − w) dx,

I2 =

∫
Ω

|∇wn|p

1 + 1
n
|∇wn|p

φ(wn − w) dx,

I =

∫
Ω

f φ(wn − w) dx.
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Lorsque n→∞, on a |φ(wn−w)| ≤M puisque φ est bornée par rapport à la topologie

faible ∗ dans L∞(Ω) alors φ(wn − w)→ 0 p.p. et donc

∫
Ω

f φ(wn − w) dx→ 0,

d’où I → 0 lorsque n→∞.
D’autre part on a

I1 =

∫
Ω

|∇wn|p−2 ∇wn ∇φ(wn − w) dx,

=

∫
Ω

(
|∇wn|p−2 ∇wn − |∇w|p−2 ∇w

)
(∇wn −∇w) φ′(wn − w) dx

+

∫
Ω

|∇w|p−2 ∇w ∇(wn − w) φ′(wn − w) dx,

Comme {|∇w|p−1} est bornée dans L
p

p−1 (Ω), ∇(wn − w) → 0 et φ′(wn − w) → 1,

on conclut que

∫
Ω

|∇w|p−2 ∇w ∇(wn −w) φ′(wn −w) dx→ 0 lorsque n→∞, d’où

I1 ≥ c′
∫

Ω

|∇(wn − w)|p φ′(wn − w) dx+ o(1).

Notons que

I2 =

∫
Ω

|∇wn|p

1 + 1
n
|∇wn|p

φ(wn − w) dx

≤
∫

Ω

|∇wn|p |φ(wn − w)| dx,

≤
∫

Ω

|∇(wn − w) +∇w|p |φ(wn − w)| dx,

≤ c′′
∫

Ω

|∇(wn − w)|p |φ(wn − w)| dx

+ c′′
∫

Ω

|∇w|p |φ(wn − w)| dx,

Il est clair que, en utilisant le Théorème de la convergence dominée, on obtient que∫
Ω

|∇w|p |φ(wn − w)| dx→ 0 lorsque n→∞, alors∫
Ω

|∇wn|p

1 + 1
n
|∇wn|p

φ(wn − w) dx ≤ c′′
∫

Ω

|∇(wn − w)|p |φ(wn − w)| dx+ o(1).

Donc quand n→∞ et pour p > 2,

I ≥ c′
∫

Ω

|∇(wn − w)|p φ′(wn − w) dx− c′′
∫

Ω

|∇(wn − w)|p |φ(wn − w)| dx+ o(1),

≥ c′′′
∫

Ω

|∇(wn − w)|p
[
φ′(wn − w) − |φ(wn − w)|

]
dx+ o(1),
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Rappelons que I → 0, donc

o(1) ≥ c′′′
∫

Ω

|∇(wn − w)|p
[
φ′(wn − w) − |φ(wn − w)|

]
dx.

Comme φ(s) = seγs
2
, alors φ′(s) = eγs

2
+ 2γs2eγs

2
, et

φ′(s)− |φ(s)| = eγs
2
[
2γs2 − |s|+ 1

]
≥ c,

d’où

o(1) ≥ C

∫
Ω

|∇(wn − w)|p dx = C‖∇(wn − w)‖pp.

alors, ‖wn − w‖W 1,p
0 (Ω) ≤ o(1), implique lim

n→∞
‖wn − w‖W 1,p

0 (Ω) = 0.

Pour p < 2, on a besoin de faire quelques calcul fine. Notons que

I1 ≥
∫

Ω

(
|∇wn|p−2 ∇wn − |∇w|p−2 ∇w

)
(∇wn −∇w) φ′(wn − w) dx.

On utilisant le même calcul pour la fonction test φ((wn − w)+) on conclut que∫
Ω

(
|∇wn|p−2 ∇wn − |∇w|p−2 ∇w

)
(∇wn −∇w)+ φ′((wn − w)+) dx ≤ o(1).

De la même façons, choisissons comme fonction test φ((wn − w)−), il résulte que∫
Ω

(
|∇wn|p−2 ∇wn − |∇w|p−2 ∇w

)
(∇wn −∇w)− φ

′((wn − w)−) dx ≤ o(1).

Donc, en utilisant le fait que φ′(wn − w) ≥ c > 0,∫
Ω

∣∣(∇wn −∇w)+

∣∣p φ′((wn − w)+)dx =∫
wn≥w

|∇wn −∇w|p

(|∇w|+ |∇wn|)
p(2−p)

2

(|∇w|+ |∇wn|)
p(2−p)

2 φ′(wn − w)dx

≤
(∫

wn≥w

|∇wn −∇w|2

(|∇w|+ |∇wn|)2−pφ
′(wn − w)dx

) p
2
(∫

wn≥w
(|∇wn|p + |∇w|p)φ′(wn − w)dx

) 2−p
2

≤ o(1).

De la même façons on obtient que∫
Ω

∣∣(∇wn −∇w)+

∣∣p φ′((wn − w)+)dx ≤ o(1).

Donc pour p < 2, il résulte que∫
Ω

∣∣∇wn −∇w∣∣p dx ≤ o(1)
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et alors wn → w fortement dans W 1,p
0 (Ω). Pour le cas p > 2, si γ est grand on conclut

que wn → w fortement dans W 1,p
0 (Ω).

En particulier on déduit

|∇wn|p

1 + 1
n
|∇wn|p

→ |∇w|p p.p. dans Ω,

par le Théorème de convergence dominée

|∇wn|p

1 + 1
n
|∇wn|p

→ |∇w|p dans L1(Ω).

Comme −∆p wn → −∆p w au sens de distributions, on conclut que w satisfait le
problème

−∆p w + |∇w|p = f dans Ω, w ≥ 0 et w ∈ W 1,p
0 (Ω).

Donc on déduit que pour tout f ∈ L∞(Ω) (f ≥ 0), il existe une solution faible w
positive du problème 

−∆p w + |∇w|p = f dans Ω,

w ≥ 0 dans Ω,

w = 0 sur ∂Ω.

(3.1.4)

Donc la première partie est prouvée.
Étape 2. Il reste à montrer que pour tout f ∈ L1(Ω) (f ≥ 0), il existe une solution

du problème (3.1.1).
Comme f ∈ L1(Ω), il existe une suite de fonctions {fm}m∈N ⊂ L∞(Ω) tel que fm ↗ f
dans L1(Ω).
Grâce à la première étape pour tout fm ∈ L∞(Ω) (m ∈ N), il existe une solution wm
du problème 

−∆p wm + |∇wm|p = fm dans Ω,

wm ≥ 0 dans Ω,

wm = 0 sur ∂Ω.

(3.1.5)

On décompose la preuve en trois parties.

1ère partie. Convergence des troncatures.
On multipliant (3.1.5) par Tk(wm), on obtient∫

Ω

|∇wm|p−2 ∇wm ∇Tk(wm) dx+

∫
Ω

|∇wm|p Tk(wm) dx =

∫
Ω

fm Tk(wm) dx,
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donc ∫
Ω

|∇Tk(wm)|p dx+

∫
Ω

|∇wm|p Tk(wm) dx =

∫
Ω

fm Tk(wm) dx, (3.1.6)

alors ∫
Ω

|∇wm|p dx ≤
∫
wm≤k

|∇wm|p dx+

∫
wm≥k

|∇wm|p dx

≤
∫

Ω

|∇Tk(wm)|p dx+

∫
wm≥k

|∇wm|p Tk(wm) dx

≤ k

∫
Ω

fm dx,

≤ ck,

par conséquence il résulte que ∫
Ω

|∇wm|p dx ≤ ck,

et par suite
wm ⇀ w faiblement dans W 1,p

0 (Ω).

D’après (3.1.6), on a∫
wm<k

|∇wm|p dx+ k

∫
wm>k

|∇wm|p dx+

∫
wm<k

|∇wm|p wm dx ≤ k

∫
Ω

fm dx ≤ c(k),

donc ∫
wm<k

|∇wm|p dx+ k

∫
wm>k

|∇wm|p dx ≤ c(k). (3.1.7)

Nous affirmons que lim
k→∞

sup
m∈N

∫
{wm>k}

|∇wm|p dx = 0.

Pour démontrer l’affirmation on va choisir comme fonction test T1(Gk−1(wm)) oùGk(wm) =
wm − Tk(wm) et donc

T1(Gk(wm)) =


wm − Tk(wm) si |wm − Tk(wm)| ≤ 1

wm−Tk(wm)
|wm−Tk(wm)| sinon

c.à.d

T1(Gk−1(wm)) =


0 si |wm| ≤ k − 1

wm − k + 1 si k − 1 < |wm| < k
1 si |wm| ≥ k

D’où ∫
Ω

|∇wm|p−2 ∇wm ∇T1(Gk−1(wm)) dx +

∫
Ω

|∇wm|p T1(Gk−1(wm)) dx

=

∫
Ω

fm T1(Gk−1(wm)) dx,
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comme wm ≥ 0 on obtient que∫
{k−1<wm<k}

|∇wm|p dx+

∫
{wm>k}

|∇wm|p dx ≤
∫

Ω

fm T1(Gk−1(wm)) dx,

et par conséquent∫
{k−1<wm<k}

|∇wm|p dx+

∫
{wm>k}

|∇wm|p dx ≤
∫
{wm>k}

fm dx ≤
∫

Ω

fm dx < c. (3.1.8)

Notons que {wm}m∈IN est bornée dans W 1,p
0 (Ω), donc wm → w p.p. dans Ω, et comme

conséquence on conclut que lim
k→∞

mes{wm ≥ k} = 0. En utilisant le fait que fm → f

fortement dans L1(Ω), il résulte que∫
{wm>k}

|∇wm|p ≤
∫
{wm>k}

fm dx.

Passant à la limite en m et k, on conclut que

lim
k→∞

sup
m∈N

∫
{wm>k}

|∇wm|p dx = 0. (3.1.9)

Donc l’affirmation est prouvée.
2ème partie. Convergence forte des troncatures.

On est en mesure maintenant de démontrer la convergence forte des Tk(wm). On va
donner deux démonstrations différentes, l’une étant basée sur des estimations a priori
qui est valable pour p ≥ 2 et qui peut être généraliser pour tous p, en utilisant des
techniques Porretta-Segura. La deuxième méthode est plus générale, elle est basée sur
des résultats de [18].

On commence par le cas p ≥ 2. Choisissons φ
(
Tk(wm) − Tk(w)

)
comme fonction

test avec φ(s) = seγs
2

(γ > 0 à déterminer), donc on obtient

J =

∫
Ω

|∇wm|p−2 ∇wm ∇φ
(
Tk(wm)− Tk(w)

)
dx+

∫
Ω

|∇wm|p φ
(
Tk(wm)− Tk(w)

)
dx

=

∫
Ω

fm φ
(
Tk(wm)− Tk(w)

)
dx,

donc

J =

∫
Ω

|∇wm|p−2 ∇wm ∇
(
Tk(wm)− Tk(w)

)
φ′
(
Tk(wm)− Tk(w)

)
dx

+

∫
Ω

|∇wm|p φ
(
Tk(wm)− Tk(w)

)
dx,

=

∫
Ω

fm φ
(
Tk(wm)− Tk(w)

)
dx.
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On pose

J1 =

∫
Ω

|∇wm|p−2 ∇wm ∇
(
Tk(wm)− Tk(w)

)
φ′
(
Tk(wm)− Tk(w)

)
dx,

il découle que

J1 =

∫
{wm<k}

|∇wm|p−2 ∇wm ∇
(
wm − Tk(w)

)
φ′
(
Tk(wm)− Tk(w)

)
dx

−
∫
{wm>k}

|∇wm|p−2 ∇wm ∇Tk(w) φ′
(
Tk(wm)− Tk(w)

)
dx,

puisque |∇wm|p−1 est bornée dans L
p

p−1 (Ω), lim
m→∞

φ′
(
Tk(wm)− Tk(w)

)
= 1 et puisque

wm → w dans W 1,p
0 (Ω), il résulte que∫

{wm>k}
|∇wm|p−2 ∇wm ∇Tk(w) φ′

(
Tk(wm)−Tk(w)

)
dx→

∫
{w>k}

|∇w|p−2 ∇w∇Tk(w) dx

quand m→∞. Maintenant, comme chaque terme est borné dans la dernière intégrale,
alors en passant à la limite quand k →∞, on obtient que

−
∫
{wm>k}

|∇wm|p−2 ∇wm ∇Tk(w) φ′
(
Tk(wm)− Tk(w)

)
dx→ o(1).

alors

J1 =

∫
Ω

|∇Tk(wm)|p−2 ∇Tk(wm) ∇
(
Tk(wm)− Tk(w)

)
φ′
(
Tk(wm)− Tk(w)

)
dx,

=

∫
Ω

(
|∇Tk(wm)|p−2 ∇Tk(wm) − |∇Tk(w)|p−2 ∇Tk(w)

) (
∇Tk(wm)−∇Tk(w)

)
φ′ dx,

+

∫
Ω

|∇Tk(w)|p−2 ∇Tk(w) ∇
(
Tk(wm)− Tk(w)

)
φ′
(
Tk(wm)− Tk(w)

)
dx,

≥ c1

∫
Ω

|∇Tk(wm)−∇Tk(w)|p φ′
(
Tk(wm)− Tk(w)

)
dx,

+

∫
Ω

|∇Tk(w)|p−2 ∇Tk(w) ∇
(
Tk(wm)− Tk(w)

)
φ′
(
Tk(wm)− Tk(w)

)
dx,

comme∫
Ω

|∇Tk(w)|p−2 ∇Tk(w) ∇
(
Tk(wm)− Tk(w)

)
φ′
(
Tk(wm)− Tk(w)

)
dx→ 0

lorsque m→∞, on obtient

J1 ≥ c1

∫
Ω

|∇Tk(wm)−∇Tk(w)|p φ′
(
Tk(wm)− Tk(w)

)
dx+ o(1). (3.1.10)
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On considére maintenant

J2 =

∫
Ω

|∇wm|p φ
(
Tk(wm)− Tk(w)

)
dx,

alors

J2 =

∫
{wm>k}

|∇wm|p φ
(
Tk(wm)− Tk(w)

)
dx+

∫
{wm<k}

|∇wm|p φ
(
Tk(wm)− Tk(w)

)
dx

=

∫
{wm>k}

|∇wm|p φ
(
k − Tk(w)

)
dx+

∫
Ω

|∇Tk(wm)|p φ
(
Tk(wm)− Tk(w)

)
dx,

comme |∇wm|p φ
(
k − Tk(w)

)
≥ 0 dans {wm > 0}, il résulte que

J2 ≥
∫

Ω

|∇Tk(wm)|p φ
(
Tk(wm)− Tk(w)

)
dx,

≥ −
∫

Ω

|∇Tk(wm)−∇Tk(w) +∇Tk(w)|p |φ
(
Tk(wm)− Tk(w)

)
| dx,

≥ − c2

∫
Ω

|∇Tk(wm)−∇Tk(w)|p |φ
(
Tk(wm)− Tk(w)

)
| dx

− c2

∫
Ω

|∇Tk(w)|p |φ
(
Tk(wm)− Tk(w)

)
| dx.

Notons que φ
(
Tk(wm) − Tk(w)

)
→ 0 lorsque m → ∞ et |∇Tk(w)|p est bornée dans

L1(Ω), donc en utilisant le Théorème de la convergence dominée on obtient∫
Ω

|∇Tk(w)|p |φ
(
Tk(wm)− Tk(w)

)
| dx→ 0,

et par conséquence

J2 ≥ −c2

∫
Ω

|∇Tk(wm)−∇Tk(w)|p |φ
(
Tk(wm)− Tk(w)

)
| dx+ o(1). (3.1.11)

Donc on combinant (3.1.10) et (3.1.11),

J ≥ c1

∫
Ω

|∇Tk(wm)−∇Tk(w)|p φ′
(
Tk(wm)− Tk(w)

)
dx

− c2

∫
Ω

|∇Tk(wm)−∇Tk(w)|p |φ
(
Tk(wm)− Tk(w)

)
| dx+ o(1),

≥ c3

∫
Ω

|∇Tk(wm)−∇Tk(w)|p
(
φ′
(
Tk(wm)− Tk(w)

)
− c|φ

(
Tk(wm)− Tk(w)

)
|
)
dx

+ o(1),

lorsque m→∞.
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D’un autre coté et comme |φ(Tk(wm) − Tk(w))| ≤ M et φ(Tk(wm) − Tk(w)) → 0, en
utilisant le Théorème de la convergence dominée, il résulte que∫

Ω

fm φ(Tk(wm)− Tk(w)) dx→ 0

d’où J → 0 lorsque m→∞. Donc

o(1) ≥ c3

∫
Ω

|∇Tk(wm)−∇Tk(w)|p
(
φ′
(
Tk(wm)− Tk(w)

)
− |φ

(
Tk(wm)− Tk(w)

)
|
)
dx,

comme en peut choisir γ > 0 tel que φ′ − c|φ| ≥ c0 > 0, on conclut que

o(1) ≥ C

∫
Ω

|∇Tk(wm)−∇Tk(w)|p dx = C‖∇Tk(wm)−∇Tk(w)‖pp,

et alors

Tk(wm)→ Tk(w) fortement dans W 1,p
0 (Ω).

Notons que pour démontrer la convergence forte des troncatures dans le cas p < 2, on
utilise l’inégalité (1.2.7) et on procède comme dans la démonstration du la première
étape ( f ∈ L∞(Ω)).

3ème partie. L’existence d’une solution positive pour le problème (3.1.1).
Pour terminer la démonstration de notre résultat principal d’existence, on a besoin de
prouver que wm → w fortement dans W 1,p

0 (Ω). Comme Tk(wm) → Tk(w) fortement
dans W 1,p

0 (Ω), alors ∇wm → ∇w p.p. dans Ω, donc pour conclure on va appliquer le
lemme de Vitali.
Soit E un sous ensemble mesurable de Ω, tel que mes(E) < δ << 1.
Comme ∫

E

|∇wm|p dx =

∫
E∩{wm<k}

|∇wm|p dx+

∫
E∩{wm>k}

|∇wm|p dx,

d’après (3.1.9) on a

∫
E∩{wm>k}

|∇wm|p dx <
ε

2
.

D’un autre coté on a

∫
E∩{wm<k}

|∇wm|p dx ≤
∫
E

|∇Tk(wm)|p dx.

Comme |∇Tk(wm)|p → |∇Tk(w)|p fortement dans L1(Ω), il résulte que∫
E∩{wm<k}

|∇wm|p dx ≤
ε

2
.

Alors on conclut que la suite {|∇Tk(wm)|p} est équi-intégrable et d’après le théorème
de Vitali on déduit que |∇wm|p convergence fortement a |∇w|p dans L1(Ω). Donc

wm → w fortement dans W 1,p
0 (Ω).
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Soit alors ϕ ∈ L∞(Ω), on a∫
Ω

|∇wm|p−2 ∇wm ∇ϕ dx+

∫
Ω

|∇wm|p ϕ dx =

∫
Ω

fm ϕ dx,

en passant à la limite quand m → ∞ et grâce aux résultats de compacité prouvés on
obtient que ∫

Ω

|∇w|p−2 ∇w ∇ϕ dx+

∫
Ω

|∇w|p ϕ dx =

∫
Ω

f ϕ dx.

et comme conséquence w est solution du problème
−∆p w + |∇w|p = f dans Ω,

w ≥ 0 dans Ω,
w = 0 sur ∂Ω.

ce qui achève la preuve du théorème.

• Unicité de la solution positive.
Nous prouvons maintenant l’unicité de la solution du problème (3.1.1).
On considére le changement de fonction suivant : pour une solution du problème (3.1.1),
soit v = 1 − e−αu = H(u), il est clair que v ∈ L∞(Ω), 0 ≤ v ≤ 1 et v ∈ W 1,p

0 (Ω) pour
tout α > 0.
Comme u ≥ 0, et α > 0, d’où 0 ≤ v < 1.
Par un calcul directe on déduit que |∇v|p−2 = (H ′(u))p−2|∇u|p−2, et donc

|∇v|p−2 ∇v = (H ′(u))p−1|∇u|p−2 ∇u,

alors,

−∆p v = (H ′(u))p−1 (−∆p u)− (p− 1) H ′′(u)(H ′(u))p−2|∇u|p, (3.1.12)

et par conséquence

−∆p v = (H ′(u))p−1
(
f − |∇u|p

)
− (p− 1) H ′′(u)(H ′(u))p−2|∇u|p,

= (H ′(u))p−1 f − (H ′(u))p−2|∇u|p
(
H ′(u)− (p− 1) H ′′(u)

)
.

Comme H ′(s) = αe−αs, H ′′(s) = −α2e−αs, il résulte que

H ′(u)− (p− 1) H ′′(u) = e−αs
(
α− (p− 1)α2

)
= αe−αs

(
1− (p− 1)α

)
.

Pour α = 1
p−1

il découle que 1− (p− 1)α = 0, donc si v = 1− e−
u

p−1 , alors v ∈ W 1,p
0 (Ω)

vérifie

−∆p v =
( 1

p− 1
e−

u
p−1

)p−1

f

=
( 1

p− 1
(1− v)

)p−1

f.
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Donc v ∈ W 1,p
0 (Ω) est une solution borné du problème

−∆p v =
(

1
p−1

(1− v)
)p−1

f(x),

v|∂Ω
= 0,

0 ≤ v < 1.

(3.1.13)

On pose

h(s) =


(

1
p−1

(1− s)
)p−1

si 0 ≤ s < 1,

0 si s ≥ 1.

Comme
h(s)

sp−1
=
( 1

p− 1

1− s
s

)p−1

=
( 1

p− 1

)p−1(1

s
− 1
)p−1

,

il résulte que h(s)
sp−1 ↘ est décroissante en s pour tout s ≥ 0, donc comme application

directe de principe de comparaison dans le Théorème 1.9, il résulte que le problème
(3.1.13) admet une solution unique et par conséquence le problème (3.1.1) admet une
solution positive unique.

�

3.2 Existence et unicité de solution positive du problème

−∆p u + g(u)|∇u|p = f.

Comme extension du problème précédent on va étudier la forme général suivant
−∆p u+ g(u)|∇u|p = f dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω.
(3.2.1)

Où Ω un domaine borné dans RN et g : R → R est une fonction continue telle que
g(s) sign(s) ≥ 0( condition de signe) et f une fonction dans L1(Ω) non identiquement
nulle qui peut changer de signe.
Notre but est de démontrer que le problème (3.2.1) admet une solution, et, sous
quelques conditions sur f , cette solution est unique.

• Existence
Comme dans l’étude précédente, on va procéder par approximation, et on passe à la
limite en utilisant des résultats de compacité.
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Étape 1. On suppose que f ∈ L∞(Ω), soit wn ∈ W 1,p
0 (Ω)∩L∞(Ω) une solution du

problème suivant
−∆p wn + g(wn) |∇wn|p

1+ 1
n
|∇wn|p

= f dans Ω,

wn = 0 sur ∂Ω.

(3.2.2)

En utilisant wn comme une fonction test, alors on obtient

−
∫

Ω

∆p wn wn dx+

∫
Ω

g(wn)
|∇wn|p

1 + 1
n
|∇wn|p

wn dx =

∫
Ω

f wn dx,

donc ∫
Ω

|∇wn|p dx ≤
∫

Ω

f wn dx,

par conséquence, on applicant l’inégalité de Poincaré on conclut facilement que {∇wn}
est bornée dans Lp(Ω), ce qui implique que {wn} est bornée dans W 1,p

0 (Ω).
On déduit alors que wn ⇀ w faiblement dans W 1,p

0 (Ω), wn → w p.p. dans Ω et
w ∈ L∞(Ω) ( Cette dernière confirmation et conséquence du fait que f est bornée,
g(s)s ≥ 0 et on appliquant les techniques de Stampachia, voir [30]).

On démontre maintenant que wn → w fortement dans W 1,p
0 (Ω).

On considère φ(s) = seγs
2

avec γ > 0, a déterminé, choisissons φ(wn − w) comme une
fonction test dans (3.2.2), il résulte que∫

Ω

|∇wn|p−2 ∇wn ∇φ(wn − w) dx

+

∫
Ω

g(wn)
|∇wn|p

1 + 1
n
|∇wn|p

φ(wn − w) dx =

∫
Ω

f φ(wn − w) dx.

On pose

I1 =

∫
Ω

|∇wn|p−2 ∇wn ∇φ(wn − w) dx,

I2 =

∫
Ω

g(wn)
|∇wn|p

1 + 1
n
|∇wn|p

φ(wn − w) dx,

I =

∫
Ω

f φ(wn − w) dx.

Puisque |φ(wn − w)| ≤ M , φ(wn − w) → 0 p.p. dans Ω et par le fait que f ∈ L∞, on

conclut que

∫
Ω

f φ(wn − w) dx→ 0, donc I → 0 lorsque n→∞.
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Pour analyser I1 et I2, on divise la preuve en deux parties, suivant la valeur de p :
Premier cas : p ≥ 2
On a

I1 =

∫
Ω

|∇wn|p−2 ∇wn ∇φ(wn − w) dx,

=

∫
Ω

(
|∇wn|p−2 ∇wn − |∇w|p−2 ∇w

)
(∇wn −∇w) φ′(wn − w) dx

+

∫
Ω

|∇w|p−2 ∇w ∇(wn − w) φ′(wn − w) dx,

≥ c′1

∫
Ω

|∇(wn − w)|p φ′(wn − w) dx+

∫
Ω

|∇w|p−2 ∇w ∇(wn − w) φ′(wn − w) dx,

Comme |∇w|p−1 est bornée dans L
p

p−1 (Ω), ∇(wn − w) → 0 et φ′(wn − w) → 1, on

déduit que

∫
Ω

|∇w|p−2 ∇w ∇(wn − w) φ′(wn − w) dx→ 0 lorsque n→∞, d’où

I1 ≥ c′1

∫
Ω

|∇(wn − w)|p φ′(wn − w) dx+ o(1).

On a aussi

I2 =

∫
Ω

g(wn)
|∇wn|p

1 + 1
n
|∇wn|p

φ(wn − w) dx

≤
∫

Ω

|g(wn)||∇wn|p |φ(wn − w)| dx,

≤ c

∫
Ω

|∇(wn − w) +∇w|p |φ(wn − w)| dx,

≤ c′′1

∫
Ω

|∇(wn − w)|p |φ(wn − w)| dx

+ c′′1

∫
Ω

|∇w|p |φ(wn − w)| dx.

Sachant que

∫
Ω

|∇w|p |φ(wn − w)| dx→ 0 lorsque n→∞, alors il résulte que

I2 ≤ c′′1

∫
Ω

|∇(wn − w)|p |φ(wn − w)| dx+ o(1).

Donc, pour n→∞,

I ≥ c′1

∫
Ω

|∇(wn − w)|p φ′(wn − w) dx− c
∫

Ω

|∇(wn − w)|p |φ(wn − w)| dx+ o(1),

≥ c′′′1

∫
Ω

|∇(wn − w)|p
[
φ′(wn − w) − |φ(wn − w)|

]
dx+ o(1),
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Deuxième cas 1 < p < 2
On a

I1 =

∫
Ω

|∇wn|p−2 ∇wn ∇φ(wn − w) dx,

=

∫
Ω

(
|∇wn|p−2 ∇wn − |∇w|p−2 ∇w

)
(∇wn −∇w) φ′(wn − w) dx

+

∫
Ω

|∇w|p−2 ∇w ∇(wn − w) φ′(wn − w) dx,

≥ c′2

∫
Ω

|∇(wn − w)|2

(|∇wn|+ |∇w|)2−p φ
′(wn − w) dx+

∫
Ω

|∇w|p−2 ∇w ∇(wn − w) φ′(wn − w) dx,

Comme dans le premier cas, on déduit facilement que

I1 ≥ c′2

∫
Ω

|∇(wn − w)|2

(|∇wn|+ |∇w|)2−p φ
′(wn − w) dx+ o(1).

En utilisant l’inégalité de Hölder, on conclut que∫
Ω

∣∣∇wn −∇w∣∣p φ′(wn − w)dx =

∫
Ω

|∇wn)−∇w|p

(|∇w|+ |∇wn|)
p(2−p)

2

(|∇w|+ |∇wn|)
p(2−p)

2 φ′(wn − w)dx

≤
(∫

Ω

|∇wn −∇w|2

(|∇w|+ |∇wn|)2−pφ
′(wn − w)dx

) p
2
(∫

Ω

(|∇wn|p + |∇w|p)φ′(wn − w)dx
) 2−p

2

≤ CI1

Donc

I1 ≥ c′′2

∫
Ω

|∇(wn − w)|p φ′(wn − w) dx+ o(1).

Notons maintenant que

I2 =

∫
Ω

g(wn)
|∇wn|p

1 + 1
n
|∇wn|p

φ(wn − w) dx

≤
∫

Ω

|g(wn)||∇wn|p |φ(wn − w)| dx,

≤ c

∫
Ω

|∇(wn − w) +∇w|p |φ(wn − w)| dx,

≤ c

∫
Ω

(
|∇(wn − w)|p + p|∇(wn − w)|p−2〈∇(wn − w),∇w〉+ c(p)|∇w|p

)
|φ(wn − w)| dx,

≤ c

∫
Ω

|∇(wn − w)|p |φ(wn − w)| dx+ c c(p)

∫
Ω

|∇w|p|φ(wn − w)| dx

+ p c

∫
Ω

|∇(wn − w)|p−2〈∇(wn − w),∇w〉|φ(wn − w)| dx.
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Donc en utilisant le Théorème de la convergence dominée il résulte que

|I2| ≤ c

∫
Ω

|∇(wn − w)|p |φ(wn − w)| dx+ o(1).

Alors on conclut que dans les deux cas on obtient

o(1) = I ≥ c

∫
Ω

|∇(wn − w)|p
[
φ′(wn − w) − c0|φ(wn − w)|

]
dx+ o(1).

Choisissons γ large tel que φ′(s)−c0|φ(s)| ≥ c > 0, il résulte que ‖wn−w‖W 1,p
0 (Ω) ≤ o(1),

d’où wn → w fortement dans W 1,p
0 (Ω).

En particulier on déduit

g(wn)
|∇wn|p

1 + 1
n
|∇wn|p

→ g(w)|∇w|p p.p. dans Ω,

par le Théorème de convergence dominée

g(wn)
|∇wn|p

1 + 1
n
|∇wn|p

→ g(w)|∇w|p dans L1(Ω).

Comme −∆p wn → −∆p w dans sens de distributions, on conclut que w est une
solution du problème

−∆p w + g(w)|∇w|p = f dans Ω et w ∈ W 1,p
0 (Ω).

Donc on déduit que pour tout f ∈ L∞(Ω), il existe une solution faible w de le problème
−∆p w + g(w)|∇w|p = f dans Ω,

w = 0 sur ∂Ω.
(3.2.3)

Donc on arrive a montrer l’existence de la solution du problème (3.2.1).
Notons que notre solution n’est pas forcement positive.

Étape 2. Il reste à montrer que pour tout f ∈ L1(Ω), il existe une solution du
problème (3.2.1).
Comme f ∈ L1(Ω), il existe une suite de fonctions {fm}m∈N ⊂ L∞(Ω) tel que fm → f
dans L1(Ω).
Grâce à la première étape pour tout fm ∈ L∞(Ω), il existe une solution wm du problème

−∆p wm + g(wm)|∇wm|p = fm dans Ω,

wm = 0 sur ∂Ω.
(3.2.4)

On décompose la démonstration en trois parties.



Problèmes quasilineaires avec gradient 63

1ère partie. Convergence des troncatures.
On multipliant par Tk(wm), on obtient∫

Ω

|∇wm|p−2 ∇wm ∇Tk(wm) dx+

∫
Ω

g(wm)|∇wm|p Tk(wm) dx =

∫
Ω

fm Tk(wm) dx,

on peut écrire que∫
Ω

|∇Tk(wm)|p dx+

∫
Ω

g(wm)|∇wm|p Tk(wm) dx =

∫
Ω

fm Tk(wm) dx, (3.2.5)

alors∫
Ω

|∇Tk(wm)|p dx +

∫
|wm|≤k

wm g(wm)|∇wm|p dx+

∫
|wm|≥k

Tk(wm) g(wm)|∇wm|p dx ≤ C.

Notons que par la condition de signe sur g, on aura que g(wn)wn ≥ 0, donc∫
Ω

|∇Tk(wm)|p dx+

∫
|wm|≥k

Tk(wm) g(wm)|∇wm|p dx ≤ C.

D’autre part, si wm ≥ k, alors g(wm) ≥ 0 et si wm ≤ −k < 0, alors g(wm) ≤ 0, donc
pour tout k > 0, Tk(wm)g(wm) ≥ 0 et par conséquence on déduit que∫

Ω

|∇Tk(wm)|p dx ≤ C.

Donc {Tk(wm)} est bornée dans W 1,p
0 (Ω), d’où Tk(wm) ⇀ Tk(w) faiblement dans

W 1,p
0 (Ω).

2ème partie. Convergence forte des troncatures.
Pour démonter la convergence forte des troncatures on a besoin seulement de prouver
que

lim
k→∞

sup
m∈N

∫
{|wm|>k}

g(wm)|∇wm|p dx = 0. (3.2.6)

Le reste de la démonstration résulte en utilisant les mêmes techniques développées dans
la Section 3.1.
Pour prouver (3.2.6), on prend T1(Gk−1(wm)) comme fonction test dans (3.2.4), alors∫

Ω

|∇wm|p−2 ∇wm ∇T1(Gk−1(wm)) dx +

∫
Ω

g(wm)|∇wm|p T1(Gk−1(wm)) dx

=

∫
Ω

fm T1(Gk−1(wm)) dx,

donc ∫
{k−1<|wm|<k}

|∇wm|p dx+

∫
{|wm|>k}

|∇wm|p dx

+

∫
{k−1<|wm|<k}

g(wm)|∇wm|p T1(Gk−1(wm)) dx+

∫
{|wm|>k}

g(wm)|∇wm|p T1(Gk−1(wm)) dx

≤
∫

Ω

fm T1(Gk−1(wm)) dx,
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et par conséquence∫
{k−1<|wm|<k}

|∇wm|p dx+

∫
{|wm|>k}

|∇wm|p dx+

∫
{k−1<|wm|<k}

wm g(wm) |∇wm|p dx

+

∫
{|wm|>k}

g(wm)|∇wm|p dx

≤
∫

Ω

fm T1(Gk−1(wm)) dx.

Il est clair que∫
Ω

fm T1(Gk−1(wm)) dx→ 0 pour k →∞, uniformément en m,

par conséquence on conclut que

lim
k→∞

sup
m∈N

∫
{|wm|>k}

g(wm)|∇wm|p dx = 0. (3.2.7)

Pour démontrer la convergence forte des troncatures dansW 1,p
0 (Ω), on utilise φ

(
Tk(wm)−

Tk(w)
)

comme fonction test et on procède comme dans la section précédente.
3ème partie. Pour achever la démonstration de l’existence, on va utiliser le Lemme

de Vitali.
Maintenant soit E une sous ensemble mesurable de Ω, telle que mes(E) < δ << 1.
Comme∫

E

g(wm)|∇wm|p dx =

∫
E∩{|wm|<k}

g(wm)|∇wm|p dx+

∫
E∩{|wm|>k}

g(wm)|∇wm|p dx,

d’après (3.2.7) on a

∫
E∩{|wm|>k}

g(wm)|∇wm|p dx <
ε

2
.

Sachant que

∫
E∩{|wm|<k}

g(wm)|∇wm|p dx ≤
∫
E

g(wm)|∇Tk(wm)|p dx, et puisque |∇Tk(wm)|p

converge fortement dans L1(Ω), on déduit que∫
E

g(wm)|∇Tk(wm)|p dx < ε

2
.

Par conséquence on conclu que∫
E

g(wm)|∇wm|p dx < ε.

Donc d’après le Lemme de Vitali on déduit que

g(wm)|∇wm|p → g(w)|∇w|p fortement dans L1(Ω).
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Comme
wm ⇀ w faiblement dans W 1,p

0 (Ω),

et comme pour tout ϕ ∈ L∞(Ω) ∩W 1,p
0 (Ω), on a∫

Ω

|∇wm|p−2 ∇wm ∇ϕ dx+

∫
Ω

g(wm)|∇wm|p ϕ dx =

∫
Ω

fm ϕ dx,

en passant à la limite on obtient∫
Ω

|∇w|p−2 ∇w ∇ϕ dx+

∫
Ω

g(w)|∇w|p ϕ dx =

∫
Ω

f ϕ dx.

et donc w est solution de
−∆p w + g(w)|∇w|p = f dans Ω,

w = 0 sur ∂Ω.

�

• Unicité dans le cas où f ≥ 0
Dans cette partie on suppose que f ≥ 0, alors on peut démontrer que le problème
(3.2.1) admet une solution positive unique.
Soit u une solution positive de (3.2.1), on pose v = H(u), avec

H(u) =

∫ u

0

e−
1

p−1

∫ s
0 g(σ)dσ ds,

alors d’après (3.2.1) on a

−∆p v = (H ′(u))p−1 (−∆p u)− (p− 1) H ′′(u)(H ′(u))p−2|∇u|p,
= (H ′(u))p−1

(
f − g(u)|∇u|p

)
− (p− 1) H ′′(u)(H ′(u))p−2|∇u|p,

= (H ′(u))p−1 f − (H ′(u))p−2|∇u|p
(
g(u)H ′(u) + (p− 1) H ′′(u)

)
.

et par conséquence on conclu que v vérifie

−∆p v = f e−
∫ u
0 g(σ)dσ.

Comme H ′ > 0, donc H est strictement croissante et on peut définir H−1, alors comme
u = H−1(v), il résulte que

−∆p v = f e−
∫ H−1(v)
0 g(σ)dσ. (3.2.8)

Maintenant on pose

K(v) = e−
∫ H−1(v)
0 g(σ)dσ.
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Comme

K(v)

vp−1
=
e−

∫ H−1(v)
0 g(σ)dσ

vp−1
=
e−

∫ u
0 g(σ)dσ

(H(u))p−1
,

pour un calcul simple on trouve que K(s)
sp−1 ↘ décroissante en s pour tout s ≥ 0, donc

d’après l’extension du principe de comparaison 1.9, on arrive à conclure que v est la
seule solution positive de (3.2.8), donc la problème (3.2.1) admet une solution positive
unique.

�

Notons que si f ≥ 0, alors sous la condition signe sur g, si w est une solution de (3.2.1),
alors w ≥ 0. Pour démontrer cette affirmation, en utilise Tk(w−) comme fonction test
dans (3.2.1), alors

−
∫

Ω

|∇Tk(w−)|p dx+

∫
Ω

|∇w|pTk(w−) g(w) =

∫
Ω

fTk(w−) dx.

Notons que si w+ > 0 alors Tk(w−) ≡ 0, alors

Tk(w−) g(w) = Tk(w−) g(−w−) ≤ 0.

Donc on conclut que ∫
Ω

|∇Tk(w−)|p dx ≤ 0,

comme k est arbitraire, il découle que w− ≡ 0 et alors w ≥ 0.
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linéaires, Dunod & Gauthier-Villars, Paris, 1969.

[23] J. Leray, J.-L. Lions, Quelques résultats de Visik sur les problèmes elliptiques non
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