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Introduction

La dynamique des populations en tant que discipline scientifique s’est construite
par fusion de divers approches, empiriques comme théoriques .Elle s’appuie sur la no-
tion centrale du systeme population-environnement .

La maladie du cancer est un ensemble d’irrégularités qui se manifestent dans les genes
et aboutissant a une prolifération non controlée des cellules[32].1a plupart des tissus
infectés du corps générent des cancers qui peuvent étre de plusieurs types [32]. Cepen-
dant chaque cancer a sa propre caractéristique [32].Les cellules cancéreuses échappent
au controle usuel de croissance des cellules saines et proliférent de fagon excessive a
partir d’'une organisation structurale en coordination fonctionnelle faible voire nulle
avec le tissu environnant :c’est la néoplasie[32].Au départ les tumeurs solides n’ont pas
leur propre réseau de vaisseaux sanguins pour acheminer la nourriture et I’oxygene dont
elles ont besoin[32].La meilleure stratégie de traitement du cancer,en ce moment ,est la
chirurgie ou l'irradiation.Dés que la tumeur est au stade de début des métastases [32],on
combine la chimiothérapie aux stratégies de traitement précédentes.Cependant,ces thérapies
n’éradiquent pas toujours le cancer de facon compléte.ll devient alors une nécessité de

développer de nouvelles thérapies plus efficaces contre la tumeur maligne.
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Dans ce mémoire on a étudié des modeles mathématiques linéaire et autres non-
linéaires décrivant ’évolution de la tumeur on a considéré le cas de traitement chi-
miothérapique .Les modeles considérés sont des systemes d’équations différentielles
continues avec des équations discrets 'analyse mathématique et numérique de ces
modeles permet de dégager des stratégies de controle de la maladie pour la réduire
ou l’éradiquer complétement.
plus précisément ,on a considéré des modeles décrits par des équations différentielles

impulsives.

Dans le premier chapitre,on a rappelé quelques notions mathématiques utilisées
dans la suite du mémoire .Dans le chapitre deux on a considéré le cas d’un modele
linéaire on a étudié les conditions pour réduire la maladie on a aussi donné des simu-
lations numériques .

Dans le chapitre trois ,on a considéré le cas nonlinéaire ,on a trouvé les conditions
suffissantes pour réduire la maladie et les cas critiques

a la fin de ce mémoire on a donné une conclusion et des perspectives,puis du biblio-
graphie

Mots clés : Equation différentielles impulsives,Existence de solutions périodiques

positives,Stabilité ,Bifurcation,Simulation numérique.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre on va présenter quelques définitions et résultats préliminaires utiles

pour les chapitres suivants.

1.1 Equations aux différences

Définition 1.1 [17] Une équation auz différences tout équation s’écrit sous la forme :

Yn+1 :f(nayn)7n€N (1'1)

ouf : N x R — R est une fonction donnée .
I’équation aux différences (1.1) est linéaire si f est une fonction linéaire par apport a
son deuxieme argument,sinon elle est nonlinéaire .
Une solution de ’équation aux différences (1.1) est une suite y,,(n > 0),qui satisfait
I’équation (1.1) pour chaque n € N.
En plus I'équation aux différences elle-méme il peut également y avoir une condition
initiale

Yo = (1.2)

Dans le cas simple ou f dépend seulement de y, i.e.

Yni1 = f(yn);n € N (1.3)

On peut calculer la solution y; = f(yo) et y2 = f(y1) = ff(y1).
D’ou on aura y, = f(yn—1) = [™(¥0o)
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Remarque 1.1 [l est souvent d’intéret primaire de déterminer le comportement de y,
quand n — Q.
Si Yn = Yn_1 pour tous n,la solution y, s’appelle solution d’équilibre (solution station-

naire)

1.2 Quelques modeles

1.2.1 Modele exponentiel

[17] Considérant une population idéale constituée d'une seule espece homogene, i.e..
dont il néglige les variations d’age, de taille et de périodicité éventuelle pour la natalité
ou la mortalité et qui vit seule dans un milieu invariant ou qui coexiste avec d’autres
especes sans influence directe ou indirecte. Celui-ci consiste A supposer que ’accrois-
sement du nombre P d’individus de cette population, pendant un court intervalle de

temps, est proportionnel a P. Ce qui se traduit par I’équation différentielle suivante :
dP(t)
dt

L’équation aux différences analogue a ce modele est donnée par :

=rP(t)

Pn—l-l:kpn

ou k est la constante de proportionnalité qui détermine le taux de croissance.

Pl = kPO
P, = kP, =k*P,
P, = kP,=EkP,

P, = kP, ,=k'R,

lim k" = o0
n—oo

D’autre part, si £ < 1 la population tend vers zéro, car

lim k" =0

n—oo
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Finalement, si k£ = 1, la population est constante P, = F, ce cas n’a pas d’intérét

pratique.

1.2.2 Modele logistique a temps discret

[17] La loi logistique a été formulée pour la premiere fois par le mathématicien
frangais Verhulst en (1838) mais n’a pas été appliquée systématiquement aux popula-
tions biologiques jusqu’a Pearl et Reed (1920) 'ont redécouverte [?]. Le modele logis-
tique n’est pas une loi générale pour la croissance d’une population, mais est plutot un

cas particulier. L’équation aux différences qui gouverne le modele est donnée par :
Nt+1 = NtT(l — Nt> (14)

ou k désigne la capacité de charge, et r est le taux de croissance, ce modele a été étudié
de maniere approfondie par May [?]. Dans le chapitre suivant on donnera les différents

comportements démontrés par le modele en faisant varier le parametre r.

1.2.3 Modele logistique a temps continu

[17] le modele & temps continu s’écrit sous la forme :

N(t)
dt

= Nr(l— %)

Ou 1 est le taux de croissance de la population lodélisée par N N étant le nombre
d’individu,et K la capacité de charge.En général r et K sont des constantes posi-
tives.'’équation () a deux points stationnaires N =0 et N = K.

Une linéarisation prés de N = K montre que 1’équilibre N = K est stable.
La solution analytique de () est donnée par :
N(0)Kexp(rt)

= F N et =1 °

1.2.4 Modele de Gompertz

[17] Un formalisme proche du logistique avait été proposé en 1825 par le mathématicien

anglais Benjamin Gompertz
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Hypotheses du modele

Dans ce modele, on suppose que le taux de mortalité augmente de fagon linéaire en

fonction de Deffectif de la variable modélisée.

Mise en équation

Soit N(t) la population modélisée a l'instant .

Ce modele résulte de I'introduction d'un terme de freinage particulier :

N'(t) = aN(t) In <%) , (1.5)

qui a pour solution :

N(t) = K exp (— In (%) e_“(t_t°)> : (1.6)

0

ou N(ty) = Ny est la condition initiale,

1.3 Application de Fredholm et projecteurs

Application de Fredholm

Dans tout ce qui suit, on suppose que X et Y sont deux espaces vectoriels normés
sur IR. Pour toute application linéaire L de X dans Y, on note le noyau de L par
ker L = L~'{0} et 'image de L par ImL = L(domL).

Définition 1.2 [27] On dit que Uapplication linéaire L : domL C X — Y est une
application de Fredholm si les conditions suivantes sont vérifiées :
1. ker L est de dimension finie.

2. ImL est un fermé de'Y de codimension finie, ou la codimension de ImL dans'Y
est la dimension de l’espace vectoriel quotient Y/ImL = {y + ImL : y € Y}, on

la note codim ImL.

L’indice de l’application de Fredholm L est ’entier

ind(L) = dim(ker L) — codim(ImL).
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Projecteurs

Définition 1.3 [27] Un endomorphisme f d’un espace vectoriel E est indomptent

lorsque fo f=f.
Un endomorphisme indomptent est aussi appelé projecteur.

Etant donné un projecteur P, on a
E =ker P ® ImP.

Pour toute application de Fredholm L : X — Y, il existe un couple (P, Q) de projec-
teurs continus P: X — X et Q : Y — Y telles que :

ImP =ker L, et ker@ = ImlL.

En effet, ker L étant de dimension finie, il admet un supplémentaire topologique noté
G1. On prend pour P la projection sur ker L parallelement a GG, donc ImP = ker L.
De meéme ImL étant un fermé de codimension finie, il admet un supplémentaire to-

pologique noté G5. On prend pour @) la projection sur G5 parallelement a ImZL, donc
ker @ = ImL.
Puisque X = ImP@ker P donc X = ker L@ ker P. De méme, puisque Y = ImQ) @ ker )
donc Y = ImL & ImQ).
Par conséquence la restriction L, de L sur domL Nker P dans ImL est inversible d’in-
verse Kp : ImL — domL Nker P, il en résulte que PKp = 0.
Dans ImL, on a

LKP - L([—P)KP == LP(I—P)KP == LPKP = [
De méme, dans dom/ZL on a

KpL = KpL(I — P) = KpLp(I = P) =1—P.

Dans la suite, Kpg :Y — domLNker P telle que Kpg = Kp(I — Q) désigne I'inverse

générale de L.

1.3.1 Théoréme de schwardz

Théoreme 1.1 [25] : Soient E et F des espaces vectoriels réels de dimension finie et
U C E un ouwvert ,si f appartient o C*(U, F),on a ,pour tout (h,k) € E? :

Dy(Dy.f) = Di(Drf)



14 Préliminaires

En particulier si f € C*(U, F),on pour tout (i,7) € [1,p]? :

02 f 2 f

8:@-0@ N (9@0%

1.3.2 Rayon spectral

Remarque 1.2 Si A = M, (C) est l'algébre des matrices carrées complexes de taille

n x n,le spectre d’une matrices a € A est 'ensemble des valeurs propres de la matrice.

Remarque 1.3 Mais dans le cas plus général ou A = £(X) est l'algébre des endo-
morphismes d’un espace de banach X de dimension infinie, il est important de savoir
tout de suite que o(T),pour T € £(X),est en général plus grand que l’ensemble des

valeurs propres (qui peut étre vide,alors que le spectre n’est jamais vide).

1.4 Flots définis par des équations différentielles

odinaires

Soit I’équation différentielle linéaire a coefficients constants
T =ar (1.7)

La solution est donnée par z(t) = exp(at)x(0),et elle est définit sur R tout entier.Soit
I’application
(I R—R
t — Y(x,y) = exp(At)zg
On a (0, z9) = 0,1 (t + 5,20) = P(t, ¥ (s, 20))
Remarque 1.4 (., zq) est la trajectoire de la solution qui passe par xo.Si on fait
varier xo et t ,on obtient ce qu’on appelle un flot .

Dans cette partie on définit le flot 1y du systéeme non linéaire

i = () (18)
On désigne par J(xo) = (o, B) Uintervalle mazimal d’ezistence de la solution de

{ 2(t) = f(z(t),  te(0,b), (1.9)
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[19] Soit U un ouwvert de R", f € C*(U),pour xy € U on note par (., z0) la solution
de () définit sur son intervalle mazimale J(zo).

pourt € J(xg) l'ensemble des applications V¥ (xo) = ¥(t, x0)s appelle le flot de l’équation
différentielle x'(t) = f(z(t))

Remarque 1.5 L’application v : J(xg) — R",t — (t, xg),représent une trajectoire

,passant par xoa linstant 0

Théoréme 1.2 [19] Soit f de classe C'sur un U de R",alorsxy € Ut € J(xg)et
s € J(Pxo),on a s+t e J(xg) et Ysii(zo) = Ys(Yr(0))

Définition 1.4 [19] Soit Q2 un ouvert de IR tel que 0 € Q et V : Q@ — IR une fonction
différentielle sur Q\ {0},

1. 'V est dite définie positive si :
(1) V(0) =0,
(i) V(u) >0 pour u € Q\ {0}.
2. 'V est dite définie négative, si —V est définie positive.

3. 'V est dite semi-définie positive si :
(i) V(0) =0,
(11) V(u) > 0 pour tout u € U.

4.V est dite semi-définie négative si —V est semi-définie positive.

1.5 Stabilité des équilibres

Concepts de stabilité

On se donne ’équation différentielle suivante :

{ 2(t) = f(),

1.10
z(0) = xo, ( )

ou f: Q C IR" — IR™ est une fonction de classe Ct, et x* un point d’équilibre du
systéme. [26] L’équilibre x* de (1.10) est dite stable si pour tout € > 0, il existe n > 0

tel que pour toute solution xz(t) de (1.10) on a

|z(0) —z*|| <n=Vt>0, |z(t)—2a"| <e.
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1.5.1 La stabilité d’un point fixe d’une application

Dans ce qui suit, & dénote un espace de Banach sur R ou C

Définition 1.5 [26] Le point fixre O d’une application f : E — E est lyapunov stable
st pour chaque voisinage U de 0, il existe un autre voisinage V C U de 0
tels que f*(V) = f(f"~)(V) ¥n >0

Définition 1.6 [27] Le point fize 0 est exponentiellement stable s’il existe V ouvert
voisinage de 0,7y > Oet K € (0,1)tels que 0 est lyapunov stable et Vx € V
| (@) IS vK™n — o0

Définition 1.7 [27] Le point fize 0 d’une application f : E — E est asympto-
tiquement stable s’il est lyapunov stable et s’il existe V tels que f"(x) — 0,pour

n—oo,VreV

Définition 1.8 [27] L’équilibre x* de (1.10) est dite instable, s’il existe € > 0, pour

tout n > 0, tel qu’il ezxiste une solution x(t) de (77) on a
[2(0) = 2| <np =Vt =0, [z(t) 2" = e

Définition 1.9 [27] L’équilibre x* de (1.10) est dite asymptotiquement stable s’il est

stable, et il existe r > 0 tel que pour toute solution x(t) de (??7) on a

|x(0) — z*|| < r = lim ||z(t) — z*|| = 0.
t—o00

1.5.2 Stabilité de 1’équilibre pour un systeme linéaire
Considérons le systeme linéaire
i = Az, (1.11)

ou A est une matrice carrée d’ordre n. Soient Ay, -+, As (avec s =1,2,--- ) les valeurs

propres de la matrice A et x* le point d’équilibre du systéme linéaire (1.11).
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Théoréme 1.3 [20]
(i) Si les valeurs propres de la matrice A ont des parties réelles nulles ou négatives
alors l’équilibre x* est stable.
(ii) Siles valeurs propres de la matrice A ont des parties réelles strictement négatives
alors l’équilibre x* est asymptotiquement stable.
(111) Si l'une des valeurs propres de A a une partie réelle positive alors I’équilibre

x* est instable.

1.6 Stabilité au sens de Lyapunov

Stabilité des équilibres

La notion de stabilité correspond a [’idée d’un comportement qui dure dans le
temps supposons que l’on initialise le systeme dynamique nonlinéaire en un point voi-
sin d’un point d’équilibre xo qu’adevient-il de la trajectoire solution ¢ La reponse a
cette question necéssite une déscription qualitative des trajectoires du systéeme.(C’ést le
mathématicien russe lyapunov qui a établi en 1892 les fondements de la théorie
moderne de la stabilité les démonstrations utilisent des fonctions auxiliares appellées
aujourd’hui fonction de lyapunouv.l’idée directrice des théorémes de lyapunov consiste
a évaluer ’évolution de cette fonction sur les trajectoires du systéeme afin de conclure
la décroissance de l’énergie
Considérons un systeme

= f(x), tel que f(0) =0, (1.12)
ou f:Q — IR" est une fonction donnée, et ) un ouvert de IR" tel que 0 € €).
Soient x* = 0 un point d’équilibre de (1.12), et V : Q — IR une fonction définie dans
un voisinage §) de l'origine et admettant des dérivées partielles continues.

Notation On note par

V() = S0 f(0) = Y 5 @)fo)

la dérivée de la fonction V dans la direction du champ de vecteurs f. Cette dérivée
s’appelle aussi la dérivée de Lie de V' et se note LyV'. Pour toute solution x(t) de (1.12)

on a

d .
5V (@) =V(z(®)).
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Théoréme 1.4 (Stabilité au sens de Lyapunov [20]) L’origine du systéme (1.12)
est stable au sens de Lyapunov s’il existe une fonction V(z) telle que :

(i) V(x) est définie positive,

(i) V(x) est semi-définie négative.

Une telle fonction est dite fonction de Lyapunov

pour la démonstration vous pouvez consulter [26]

Théoréme 1.5 (Stabilité asymptotique au sens de Lyapunov [20]) L’origine
du systeme (1.12) est asymptotiquement stable s’il existe une fonction V (x) telle que :
(1) V(z) est définie positive,
(i) V(x) est définie négative.

Théoréme 1.6 (Théoréme de Hatmann-Grobman [20] ) soient © € R"; f €
CH(I);1 C R"

on considére le systéme suivant :

T fi
T2 Ja
T3 I3
Ty Ja
t=Fla,r=| 25 | . F=]| f5 (1.13)
Tn fn

et soit xy un point fize (d’équilibre) de ce systéme. La fonction F peut étre développée

par la série de Taylor au voisinage de point roy comme suit :

F(x) = F(xo) + Jp(z — o) (1.14)

avec Jr(xg) est la matrice Jacobienne de la fonction F définie par :
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oh oh oh
pEn oo e D
Te(wo) = | o s (1.15)
Ofn Ofn Ofn
s Dipa e .

Comme F(xq) = xg, alors I'équation redevient :

= Jp(x —xy) ~ Az (1.16)

A= Jp € M(R) L’écriture (1.16) veut dire que le systéme (1.13) est linéarisé.
Si Jr(xo) admet des valeurs propres non nulles ou imaginaires pures, alors il existe
un homéomorphisme qui transforme les orbites du flot non linéaire vers celles du flot
linéaire dans certain voisinage U de xo : Ce théoréme va nous permettre de lier la

dynamique du systéme non linéaire (1.13) a la dynamique du systéme linéarisé (1.16) :

1.7 Notions de bifurcation

Dans la modélisation, un paramétre de controle r peut affecter le régime subi par
un systéme. De ce fait, une modification continue de ce parameétre entraine en général
un changement continu de comportement.

Cependant, dans certaines situations, un changement qualitatif se produit lorsque le
parameétre de controle r passe par une certaine valeur critique r.. Un tel changement

qualitatif, équivalent a une transition de phase, est appelé bifurcation ,

Définition 1.10 [26] On considére 'équation {F(x,A) = 0 ou N € R"} wvecteur
représente les parametres du probleme ,x € R"™

{Sx = AXe R" F(\z) =0} en générale ,I’ensemble des solutions de Sy depend du
parametre X on dira que \g € R" est un vecteur de bifurcation si l’ensemble Sy change

sa nature lorsque A passe par \g

Proposition 1.1 [20] Si x*est un point de bifurcation f(x,\) = 0 alors f.L(x*,0) €
L(E x F)n'est pas inversible soit f € C*(R x E,F)et soit x* € R tels que L =

fr(xz*,0)n’est pas inversible
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SoitV = Ker(L)etR = ImL.

On suppose

(1)(V) a un complément topopogique W dans E

(2)(R) est fermé et a un complément totplogique Z dans F

Si (1)(2) sont vérifiées (W et Z sont fermés) alors E=V @W,F = RP Z

En particulier,pour n’importe quel uw € E il existe un unique v €, V et un unique w € W
tels que uw = v + w .De méme ,on peut definir les projections conjuguées P et @) de F
sur Z et R respectivement.

Soient u=v +w avec v € P et w € Q alors [Pf(z,v+w) =0 ,Qf(x,v+ w) = 0]est
équivalent a f(x,\) = 0 la premiére équation s’appelle I’équation de bifurcation et la

derniere équation s’appelle I’équation auxilliaire

1.7.1 Diagrammes de Bifurcation

La premiere procédure qu’il faut subir dans la classification des régimes dynamiques
est d’obtenir une représentation générale de plusieurs régimes qui sont rencontrés le
long de la variation de r. Ceci peut étre fait avec 'aide de diagramme de bifurcation.
Dans le cas de ['application logistique qui posséde une seule variable dynamique, le
diagramme de bifurcation est obtenu simplement par tracer un ensemble de valeurs de

la suite {x,} comme étant une fonction de r.

1.7.2 Théoreme des fonctions implicites

Théoréme 1.7 (Théoréme des fonctions implicites dans Rs [26]) : soit f :
U C R* = R une fonction de classe C' U est un ouvert dans Rs
soit (o, Yo, o) € U, f(0, Yo, m0) =0
On SUpPpPose que %(xo, Yo, Mo) # 0 alors il existe I, Jy,, K,, des ouverts dans R tel que
1. g—g(x,y,n) #0,Y Ly, Jyo Ky
2. V(x,y) € Ly, Jy, il existe unique n € K, telle que f(x,y,n) = 0 il existe une
fonction
@i Iy X Ty, — Ky
(z,y) — ¢(z,y)
est une fonction de classe Ct f(x,y, o(x,y)) = 0,Y(x,y) € Ly X Jyy» 0(T0,Y0)) =
Mo de plus
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o, 0y,
d“”(m,y) — 31( Ysn) etz_cs(x’y> ay( yn)

dz 9 = 3
dz 5@ ym) S @ym)

Théoréme 1.8 [20] : Soient E,F et G des espaces de Banach,U un ouvertC
E x F (xo,y0) €U

f:+ ExF — G une application de classe Cy Supposons que D, f(xo,yo) =
%(xo,yo)

soit inversible c.a.d Dy f(xg,y0) € Iso(E,G)

posons :zg = f(xo,0),alors il existe un ouvert V ¥(noyo) C G x F il exite une
application ¢ 1V — E tel que

1. (¢(mo,y),y) € UV(n,y) €U

2. f(e(mo,y)sy) =n

8. (Df)(1m0,y0) = (%)_1(1'0,3/0)

1.7.3 Réduction de lyapunov-schmidt

Théoréme 1.9 (Théoréme de réduction de lyapunov-schmidt [20] )
: soient X, Y deuz espaces de banach sur K est une application f € CK(U,Y), K >
1 ot U est un ouvert dans K x X

supposons qu’il existe (Mo, zo) € UF (Ao, mg) = 0 tel queA = (32-)( Ao, 9) =

OF est un opérateur de fredhom tel que :N(A) # 0.alors3Uy C U et VCKxX

et deux applications ¥, ® telles que ¥ € CH(U, X)et ® € C*(U, K)tel que :

1. a = codiR(A)

2. (N\z) € Upet F(\,z) = 0 < 3¢ € N(A) et (N, Q) € U, P(N\() =0
etV (N, () =0

3. (o, o) € Uy tel que (Ao, U) € U et W(Ag,0) =0

1.7.4 Portrait de phase

Définition 1.11 [20] le portrait de phase de l’équation i(t) = f(x(t))

f € CHRY, RY) est le dessin de 'ensemble des trajectroires

{z4(t);a € Rt e Ju}
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Chapitre 2

Modele mathématique linéaire

2.1 Modele mathématique linéaire

2.1.1 Modelisation de tumeur du cancer

le Modele : e modéle général de la tumeur hétérogéne avec résistance in-

duite a été proposé par panetta [9] il est de la forme :

& — (ry —dy(t))x

(2.1)
% = bldl(t)l' + (7"2 — dg(t))y
résolvons l’equation (2.1) :
dx dx tdx t
(21)@ = (?"1 — dl(t))l’ = — = (?"1 — dl(t))dt = / — = / (7“1 — d1<8))d8
z o <L 0

= Inz(t) —Inzy=rit — /t di(s)ds
= z(t) = xoexp((rlt—/o di(s)ds)

résolvons 'equation (2.1)

23
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x(0=2 y([0)}=0
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FIGURE 2.1: le plan de phase de 1’équation (2.1)
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FIGURE 2.2: le comportement de la solution de 1’équation (2.1)
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(2.1)

L T

4

=

= bidy(t)x + (r2 — d2(t))y
— (r2 — da(t))y = bidy (t)x
— (g — da(t))y)e o 2O = py g (#) by (t)we™ Jo 2 dal)ds

E
déy

dt
Ccl;i (ye~ o (ra— dz(s))dS) = bydy(s)x e—fot(rg_dQ(S))ds

t
y(t)effo(rzfdz(S))ds _y<0) / bldl( I(T) — [y (ra—da(t ))ds 7.

y(t) = y(O)ef(f(TQ*(b( s))ds + ef() (ro—da(s b fOT(Tzfdz(t))der
0

y(t) — y(O)efJ(Tzftb(s))ds / bldl( ) T)ef ro—da(t deT

ou x représente la masse cellulaire sensible et y représente la masse cellulaire
résistante 0 < by < 1 est le taur d’induction) — 50 pourcente di(t) et da(t)

sont des fonctions periodiques T, et Torespectivement ,qui représente le taux

de cellules perdues

2.1.2 Le cas de la thérapie de pulsion :

une méthode qui convient de simplifier le modéle a un état trés controllé

facilement est de considérer que les effets de médicaments sont instantanés

il ya une réduction tmmédiate de la masse cellulaire avec chaque dose on

appele cette thérapie de pulsation on a x_

nt ynT

représentent les masses cellulaires juste prioritaires a la n — iéme dose
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chimiothérapeutique x_ y représentent les masses cellulaires just aprés la
n—iéme dose chimiothérapeutique (n) :représente le nombre de la dose ,7 est
la durée de la dose f(D) une fonction de la dose représente la fraction de sur-
vie des cellules sensibles a la drogue A f(D) une fraction de dose Dreprésente
la fraction de survie résistante a la drogue A mais affectée par la drogue resis-
tante non croiseé B et R(D)représente le pourcentage de cellules induites a
la résistance comme une fonction de dose cela peut s’echellonner de trés petit
a 30—50 pourcente dans l'equation (2.2) [f(D)(1— R(D))]représente le pour-
centage de cellules sensibles quant o AVG[f(D)f(D)|R(D) en équation (2.3)
représente le poucentage des cellules sensibles qui survivent une moyenne

avantagée des Aet B ensemble sur lan—iéme dose et deviennent résistantes

une forme suggérée de cette moyenne avantagée est :

AVG[f(D)f(D)R(D) = f*(D)f(D)'~*(D) (2.2)
on a si o« = 0 alors la drogue A a aucun effet sur les cellules induites
mais , st « = 1 alors la drogue B a aucun effet sur les cellules induites

dans ['absence de chimiothérapie les deux sous populations croissent expo-
nentiellement et indépendamment , donc la seule interaction entre les deux
populations dans ce modele spécifique est dans les cellules sensibles étant in-
duite a la résistance par les médicaments chimiothérapeutiques on considére
comment les paramétres a pulsation se relient avec ceux du modéle original
premiérement , ici les termes [f(D)(1 — R(D))] et di(t) tous deux décrivent
les effets de la drogue sur les cellules sensibles si [f(D)(1 — R(D))] est petite

, observe que :

FD)(1 = R(D)o i

d’une fagon similaire , on observe que pour les effets de drogue sur la masse

(2.3)

cellulaire résistante dans le modéle pulsé eq(2.3),une petite f(D) encore
représente une forte dose c’est a dire peu de cellules survivent dans la dose
cela est équivalent a a un large (da(t)) 2 ainsi pour la masse cellulaire résistante

, on observe que :
~ 1

f(D)am (2.4)
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finalement , on peut comparer les paramétres d’induction des deux formes du
modéle \les effets de la résistance induite en équation (2.3) sont modélisés

par :

bd, (t)et AVG[f(D) f(D)|R(D) (2.5)

respectivement. En utilisant les équations (2.4), (2.5) alors :

(D)., . R(D)
i) T-R(D) (2:6)

dela,on voit qu’un petit(b) est équivalent ou bien a un R(D) seulement un

bo(

faible pourcentage de cellules sensibles sont induites a la résistance ou f(D) <
f(D) les drogues affectant les cellules résistantes sont beaucoup plus fortes
que celles affectant les cellules sensibles (cela n’est pas probablement le cas)

maitenant ,on analysera le modele pulsée dans une maniére similaire a celle
dans [14]et [16] d’abord,notons que 'equation (2.1) découle de (2.7) ainsi, on
peut premiérement considerer juste la condition qui ménera a la destruction
de la cellule sensible en résolvant lequation (2.7) sur l'intervalle

nt<t<(n+1)r ona:
X — v, = [F(D)(1 ~ RD))], .7)
(2.7) = C;—I — pydt = /t: df _ /t: mdt = In(z(t)) — Ina(te) = ri(t — to)
= a(t) = a(nr) et
= 2((n+ 1)) = x(nr) e

= z((n+1)7) = [f(D)(1 = R(D))z,e""

= Ty = [f(D)(1 = R(D))]x, "

on pose :k = f(D)(1 — R(D))e™" alors
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Tint1)r = K, = k2x(_n—1)'r = kgx(n—2)r = E""2(0) (2.8)
I(n)T = k‘nl‘(O) (29)
De (2.8)(2.9) on a
-
(n+1)7
=k 2.10
= (2.10)

Ynityr = Ky, = 2((n+ 1)7)" = [f(D)(1 = R(D))]z, "7

ol Tpy est la masse cellulaire sensible a un temps nt (c’est a dire la valeur
initiale sur un intervalle donné) en prenant en compte la condition pulsée
pour leq (2.7), qui décrit l'état des cellules sensibles au commencement de

chaque dose ainsi,la condition pour les cellules sensibles a étre détruites est
f(D)(1—=R(D))e"" <1 (2.11)

prochainement , considérons les effets sur la masse cellulaire résistante y, la

solution a 'equation résistante sur l'intervalle nt <t < (n+ 1)1 est

W v = (D + AVGG(DVS(DNRD), (212

dy t dy t
(2.12) = ? = rodt = ? = rodt = In(y(t)) — Iny(ty) = ra(t — to)
to to

+ _ri(t—nt

= y(t) =y(n7)"e )

= y((n+1)7)=y(nr)"e™"

sachant que :

Yur = [ (D), + AVG(f(D) f(D)R(D)ar,

alors :

y((n+1)7) = f(D)ys, + AVG(f(D)f(D))R(D) e
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parsuite :

Ynivyr = (f(D)yny + AVG(f(D) (D)) R(D)x, )e""
oU Yn, est la masse cellulaire résistante a un temps t ,dans ce cas ’equation
de différence décrivant l’état des cellules résistantes est et la condition pour
les cellules résistantes a étre détruites ,soit donnés que les cellules sensibles

sont détruites

F(D)er™ < 1 (2.13)

2.1.3 NADIR

si les deux conditions (2.11) et (2.13) sont retenues alors la tumeur sera
éradiquée mais,dans beaucoup de cas f(D) = 1 ou au moins la conditions
(2.13) n’est pas retenue c’est a dire,les drogues ont peu ou nul effet sur les
cellules résistantes dans ce cas ,il est important de connaitre combien de
doses du médicament peut étre administrées avant que la tumeur totale puisse

arréter de regresser,

Ynr
=1 2.14
an ( )

soit donnés cela tous les autres paramétres sont fixes parce que on a explici-
tement les deux x,. et y,, pour ce modele on peut analytiqguement trouver le

nadir premiérement on a

Yns1yr = (F (D), + AVG(f(D)f(D))R(D)x,,, )™, (2.15)

T(n+1)r = f(D)(l - R(D))erlTInT (2'16)
De (2.15)(2.16) on a

Yotr _ f(D) o=y Ynr AVG(-f(‘D)f(D))R(D)e(rlfrz)r
Tty [(D)(1 = R(D)) Tnr f(D)(1 = R(D)

on pose : u, = &t QO = %e(”_”ﬁ si on pose :© =1 alors

Tnr’
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f(D) - ; -
0= TIT=1 = (D)1~ R(D)) = J(D)eln "
f(D)(A = k(D))
ln(f(D)(}*R(D)))
- _ f(D)
T =
(r1—72)
régime de succes reégime de déchec

4.5 ! ! ! 4% !

la masse turnorale totale
la masse tumorale totale

15 i 5 .
0 2 4 B 0 2 4 B

nombre de dose nombre de dose

—
g}

FIGURE 2.3: la masse de tumeur totale en fonction des nombres de dose :(gauche régime

de succés) :(droite régime d’échec

AVG(f(D)f(D))R(D)
f(D)YA—R(D)

6(7"177‘2)7'

on pose :d =

On arrive a ’équation de difference :
Upy1 = Ou, + O (2.18)

d’ou on a

U = Oug + ¢
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Uy = @(@UO +(I)) = ®2U0 +0P+d
uz = O(0%ug + O + @) + P

En utilisant le raisonnement par recurence ,on trouve

Up = 0Oy +P(1+O0+0%+ ... o 1)
Donc ,on a
e"—-1
=" o 2.1
U = ©"uty + B(5—) (219)

Pour trouver le Nadir ,établissons l'equation (2.19) égale a 1
(2.19) = O"up(O@ — 1) +P(O" - 1)=(O—-1) = O"lyy—O"yy+PO"-d-0+1=0

(@®+0-1)

= 0" =

(@+6-1)
((@ - l)uo + CI))

= InO" =In(

(@+6—1)

= nln@:ln(((@—l)u()—l—d))

)

O-1+®
B 1n((®—1);:)+¢»)

In©
et le Nadir s’écrit sous la forme :

01+
n((@—1)1j0+c1>)

NADIR = [(— -5

)]+ 1 (2.20)
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ol [x] designe la partie entiére de 1.

le nadir en fonction de (D)

HADIR

le nadir en fonction de R(D} le nadir en fonction de f£{D) tilde

i 1 i i L i i i i 0 i 1 H i i i i i i
01 0z 03 04 05 08 07 og 08 1 o 01 02 03 04 05 08 07 og 08 1
RID) f(D}tilde

FIGURE 2.4:

de la figure (2.2) plus haute gauche ,on observe que le nadir est plus haut
pour © a coté de 1 et ® a coté 0 cela peut relier a R(D) étant petite (pe-
tite résistance induite ) et f(D) ~ f(D) ( et que le médicament tue sont
trés similaires ). fig 2 plus haute droite ,gauche plus basse et plus basse
droite montre que le nadir tout en respectant f(D) f(D),R(D) en utilisant la

moyenne définie en equation (1.6)avec o = 0,8
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2.1.4 Chimiothérapie de combinaison

une question n’est pas complétement comprise soit mathématiquement ou cli-
niquement ,dans quelle combinaison devront les médicaments multiples
chimiothérapeutiques étre donnés on utilisera la version pulsée de notre modéle
pour bien comprendre que peut étre demandé en faisant la décision sur com-
ment administrer la chimiothérapie de combinaison un sens de poser la ques-
tion .

est il meilleur de donner des combinaisons de drogue résistantes non croisées
(AetB) en séquence (A = A= A...B = B = B.....) ou bien en combinai-
son

(A= B = A...B = A = B...)pour répondre a cette question ,on a
premiérement besoin de définir une issue pour décrire le groupe ou la combi-
naison de traitements on définera un cycle comme le temps utile de donner
une combinaison compléte de drogues , par exemple (A = B = A = B =
..... Ja un cycle de2T et(A = A= B = B = .....)a un cycle de 47 ,0 a Test la
pertode de chaque traitement premiérement on comparera le cas 1 en donnant
deux drogues simultanément chaque 27 (c'estadireAB = AB = AB...)avec

le cas 2 en alternant les drogues chaque 7 alors on déstengue trois cases

2.1.5 Cas1:

(A= B = A= B...) chaque T pour le cas 2 les données vont changer

selon le traitement ,par exemple :

pour A on a 2 = f(D)(1 — R(D)z;

T

+ o —
pour B on a x5, = x5,
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pour A on a 23 = f(D)(1 — R(D)x5,

_l’_ _ —
pour B on a z,. = x,

T

on résoud l’equation (2.7)

z, = xoe" T sur|0, 7]

Tyy = xf e sur|T, 27]

T3, = T4 €T sur|27, 37]
I + T 37.4
4r = T3, €7 sur|37, 47]

alors d’aprés les conditions mentionées on écrira :

T

T, = xoe" sur|0, 7]

Ty, = f(D)(1 — R(D)xe* " sur|t, 27|
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23, = f(D)(1 — R(D)xe3 7 sur|27, 37]

24, = f(D)(1 — R(D)2xoe?™ " sur]37, 47]

13, = f(D)(1 — R(D)*xee® " sur|7r, 87]

on pose : k=f(D)(1-R(D)e*7
alors : x(4(n +1)7) = B>V z(0) (2.21)
z(4n7) = kK*"2(0) (2.22)
De (2.21)(2.22)on a

z(4(n+1)7) = (f(D)(1 — R(D)e*'7)2x(4n1) (2.23)

pour les equations de deuxiéme phase :

yr = y(0)e™"sur(0, 7]

Yor = Yyre"sur|t, 27]

Ysr = Yor€™T sur]2t, 37]
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Yir = Yor€ T sur|37T, 47]

les données vont changer selon le traitement, par exemple :

(D)= (D)R(D)a,

nTt

)
)

Ynr = S (D), + (D)

pour A on a yf =y- + f(D)R(D)x;

T

pour B on a ys, = f(D)ys,

pour A on a y3,. = ys, + f(D)R(D)xs,

pour B on a yi, = f(D)y,,

Ynrayr = €7 [(D)[e*™7 [(D)ynr+f(D)*R(D)e™ f(D) + f(D)(1 = R(D))e*" T, (2.24)
les deuz ont les mémes conditions pour l’eradication de la tumeur c’est a dire
f(D)(1 — R(D))e*"™ < 1 (2.25)

f(D)er*™ <1 (2.26)
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FIGURE 2.5: volume de tumeur totale en fonction du temps : au dessous pour a = 0 :au

dessus pour a = .5
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mais cela n'indique pas quel cas eradiquera le cas rapidement pour faire cela ,on com-
parera les résultats de chaque cas sur un cycle avec le poids de la tumeur initiale étant
totalement sensibles utilisant les equations (2.26) — (2.30)on peut montrer que pour
a =0 les cas 1 et 2 sont equivalents a la fin de chaque cycle et pour 0 < a < 1,le cas
2 a une petite masse cancéreuse que le cas 1 a la fin de cycle (figure(2.3) ).

prochainement , on comparera le cas 2 (A = B = A = B.....)avec le cas 3, (A =
A= B = B= A= A..)encoreon laissera le poids de tumeur initial soit totalement
sensible ,pour cela on aura besoin de voir la masse de tumeur chaque 41 ;c’est a dire

Jle cycle est 4T,

2.1.6 Cas 2

(A = A = B = B...) chaque T pour le cas 2 les données vont changer selon le

traitement ,par exemple :

pour A on a 2 = f(D)(1 — R(D)z;

T

pour A on a 2 = f(D)(1 — R(D)z;

T

+ o —
pour B on a z3. = x5,

pour B on a xj, = x,,

on résoud l’equation (2.7) on trouve
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z. = xoe" " surl0, 7]

r™T

Ty, = xt e sur|T, 27]

T3, = T4 €T sur|27, 37]

+

T4y = Xy € sur|37, 47]

alors d’aprés les conditions d’impulsion :

T, = xoe" T sur|0, 7]

1y, = f(D)(1 — R(D)z0e*'" sur|t, 27]

13, = f(D)(1 — R(D)z0e*"" sur|2, 37]

24, = f(D)(1 — R(D)?x0e*™ " sur]37, 47|

13, = f(D)(1 — R(D)*xee® " sur]7r, 87]

on pose : k= f(D)(1 — R(D)e*7
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alors l’equation s’écrit sous la forme :

z(4(n+1)7) = (f(D)(1 — R(D)e*7)2x(4nT) (2.27)

pour la tumeur résistante les données vont changer selon le traitement

pour A on a yt = y; + f(D)*R(D)a;

pour A on a yy. = y; + f(D)*R(D)xa,

pour B on a yj = f(D)ys,
pour B on a g, = F(D)ui,

on résoud ’equation (2.12)

Yr = yoe 2 sur[0, 7]

Yor = Y €T sur|T, 27]

Yzr = Yg.€ 2T sur]27, 37]
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Ysar = Ya- €27 sur] 37, 47]

d’apres les conditions mentionnées

yi = yoe™" + f(D)*R(D)xoe™”

vi, = yoe®" + f(D)*R(D)xoe" e + f(D)*R(D)f(D)(1 — R(D))zoe?"

Ysr = Y027 + f(D)*R(D)xoe™e™™ + f(D)*R(D)f(D)(1 — R(D))zoe™ e* 17

yi. = F(D)(yoc™ + f(D)*R(D)f(D)*R(D)e?* e + f(D)*R(D)f(D)(1 -
R(D))xne%ﬂ-emq—

var = f(D)(yoe*™+f(D)* R(D)xoe" ">+ f(D)*R(D) f(D)(1—R(D))woe* ">

Yir = f(D)*e*27 (o> + f(D)*R(D) f(D)(1 — R(D))zoe* 7€)
par conséquent :

Yorr = 217 F(D)2 (e + F(D) R(D)™ (€ + (D)(1— R(D))e™ )ar)
(2.28)
Notons que les conditions pour l’éradication de tumeur ne change pas a partir
des conditions (2.25),(2.26) en comparant le cas 2 et 3 on trouve que si
e2T < ]E(D)2€2r2T <1
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si le cas 2 finit avec une masse cancéreuse plus petite que fait le cas 3,mais cette
condition n’est pas retenue si le traitement est efficace ,cela parce que la condition
(2.26) est retenue ce qui implique que ™™ < 1,et cela n'est pas vrai donc ,le cas
3est toujours meilleur que le cas 2 quand on commence avec une tumeur qui est
imatiallement totalement sensible le probléme précédent pour determiner quelle
meilleur combinaison qui nous méne a poser la question , est il meilleur de suivre
une dose de drogueA avec une dose de drogue A( A= A)a
pour A on a x5 = f(D)(1 — R(D)x,,

+ _ —
pour B on a x, = x,,

les equations avec les conditions impulsives

Ty, = x(0)e* 17 sur(0, 27]

24, = x(0) f(D)(1 — R(D))e* " sur]27, 47|

26, = x(0) f(D)(1 — R(D))e* 7 surldr, 67]

on obtient les equations de difference

Zaninyr = (F(D)(1 = R(D))*)e" " 2gnr (2.29)

Yieyr = €€ ynr + f(D)*R(D)(e™" + f(D)(1 — R(D))’e" " )r) (2.30)
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2.1.7 Cas 3

(AB = AB = AB.....)chaque 2T pour le cas 1 les données sont :

AB y3, = f(D)y, + f*(D)f(D)'=*(D)R(D)zs,

AB yf, = f(D)ys, + f*(D)f(D)'=*(D)R(D)ay,

AB 4, = [(D)ys, + [*(D)[(D)'~*(D)R(D)zs,

Yor = Yo 2" sur|27, 47]

Yar = Yo €22 sur|4T, 67]

Yor = Y. € sur]67, 87]

Ysr = Yo, € sur]87,107]

alors d’aprés les conditions d’impulsion :
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yar = (f(D)ys, + f*(D)f(D)'~*(D)R(D)xy, )"

Yor = (f(D)yr + f*(D)f(D)'~*(D)R(D)z;, )e’>"

ysr = (F(D)ye, + [*(D) (D) ~*(D)R(D)zg, )e™"

Yoty = €T (F(D)yanr + F(D)' = f(D)* R(D)wapr) (2.31)

notons que les conditions pour l’eradication de tumeur ne changent pas a partir des
conditions (2.25),(2.26) en comparant le cas 2 et 3 on trouve que si

2T < f(D>2€2r27 <1
le cas 2 finit avec une masse cancéreuse plus petite que fait le cas 3,mais cette condi-
tion n’est pas retenue si le traitement est efficace ,cela parce que la condition (2.26) est

1T

retenue ce qui implique que €7 < 1,et cela n’est pas vrai donc ,le cas 3est toujours
meilleur que le cas 2 quand on commence avec une tumeur qui est initialement totale-
ment sensible le probléme précédent pour determiner quelle meilleur combinaison qui
nous mene a poser la question , est il meilleur de suivre une dose de drogueA avec une

dose de drogue B (A= B) a :

pour A a3 = f(D)(1 = R(D)z,,

Jr . —
pour B x) = x,.

les equations avec les conditions impulsives
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Ty, = x(0)e* 7 sur(0, 27]
24, = x(0) f(D)(1 — R(D))e* 7 sur]2t, 47|
16, = x(0) f(D)(1 — R(D))e® " surldr, 67]
on obtient les equations de difference
Tagiryr = (F(D)(1 = R(D))*e" w4y (2.32)
Ynt2yr = €€ ypr + f(D)*R(D)(e"™" + f(D)(1 = R(D))*e" " )wnr) (2.33)

pour décrire A = A les conditions sont

pour A z§, = f(D)(1 - R(D)xs,

pour A i, = f(D)(1 - R(D)x,

alors d’aprés les conditions d’impulsion :

1o, = x(0)e* 7 sur|0, 27]

24, = x(0) f(D)(1 — R(D))e* " sur]2r, 47|
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26, = z(0)(f(D)(1 — R(D)))?e*"1 7 sur]4r, 67]

aminr = [[(D)(1 = R(D))*e*" |

on a les conditions d’impulsion suivantes

pour A : yi. =y + f(D)*R(D)as,

pour A : yi. =y, + f(D)*R(D)xy,

pour les equations de deuxiéme phase on a

Yor = y(0)e™ sur|0, 27]

Yar = (Yo, + f(D)*R(D)wy, )€™ sur|27, 47]

Yor = (Yo, + f(D)*R(D)wy, )€™ surl4r, 67]

donc :
Yaminyr = F(D)e* [y(2n7) + f(D)*R(D)x(2n7)]

pour les cellules résistantes on résoud l’equation
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47

AB ys, = [(D)yy, + [*(D)f(D)'~*(D)R(D)z,

AB yf. = f(D)ys, + f*(D)f(D)'=*(D)R(D)xy,

AB g, = f(D)ye, + [*(D)f(D)'*(D)R(D)zs,

Yor = Yo€2 2" sur|27, 47]

Yir = Yo €272 sur|4T, 67]

Yor = Y1 € sur]67, 87]

Ysr = Y. €7 sur]8T, 107]

alors d’aprés les conditions d’impulsion :

-
—

Yar = (f(D)ya, + f4(D)

-
—

vor = (S(D)yar + f*(D)

(D)'=*(D)R(D)xy, )e*"

(D)= (D)R(D)ay, e
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ysr = (f(D)ys, + f*(D)f(D)'~*(D)R(D)xg, )"

Yaminyr = €27 (f(D)yanr + (D)7 (D)* R(D)won,) (2.34)

notons que les conditions pour l’eradication de tumeur ne changent pas a partir des
conditions (2.25),(2.26) en comparant le cas 2 et 3 on trouve que i
T < f(D)2ere < 1

le cas 2 finit avec une masse cancéreuse plus petite que fait le cas 3,mais cette condi-
tion n’est pas retenue si le traitement est efficace ,cela parce que la condition (2.26) est
retenue ce qui implique que €™ < 1,et cela n’est pas vrai donc ,le cas 3est toujours
meilleur que le cas 2 quand on commence avec une tumeur qui est initialement totale-
ment sensible le probléme précédent pour determiner quelle meilleur combinaison qui
nous mene a poser la question , est il meilleur de suivre une dose de drogueA avec une
dose de drogue B( A= B)

pour A 15, = F(D)(1— R(D)ry,
pour Bz} =z

les equations avec les conditions impulsives

217 sur (0, 27]

1y = x(0)e

24, = x(0) f(D)(1 — R(D))e " sur]2r, 47|

26, = x(0) f(D)(1 — R(D))e® 7 surldr, 67]
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on obtient les equations de difference

Zininr = (F(D)(1 = R(D)2e a4, (2.35)

Ynr2yr = €77 (€7 Yur + f(D)*R(D) (e + f(D)(1 — R(D))*e" ")) (2.36)

pour décrire A = A les conditions sont : pour A x5 = f(D)(1 — R(D)x,,
pour Az, = f(D)(1 - R(D)7,

alors d’aprés les conditions d’impulsion :

2y = 2(0)e27 sur[0, 27]

24y = 2(0) f(D)(1 — R(D))e" 7 sur]2r, 4]
26, = 2(0)(F(D)(1 — R(D)))2e5"" sur]dr, 67]
Tauiny = [f(D)(1 = R(D)2eV ),

on a les conditions d’impulsion suivantes
pour Ays, =y, + f(D)*R(D)zs,

pour Ay, =y + f(D)*R(D)xy,

pour les equations de deuxiéme phase on a
Yor = y(0)e™ " sur(0, 27]

Yyar = (Yar + f(D)*R(D)x;, )e"" sur|2r, 47]

Yor = (yar + f(D)*R(D)ay, )" surldr, 67]
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Yoy = f(D)e* [y(2n7) + f(D)*R(D)a(2n7))

pour décrire A = B,on peut determiner quelle méthode de plus large reduction de la
masse de cancer sur un cycle (21)en termes de rapport cellules tumorales résistant aux
sensibles Uy, = Ynr/Tnr,la condition pour lui ,est meilleur

a utiliser A = A sur A = B.est

S(D)A=R(D

)—[f(D)A—R(D))]? 2(ri—ro)T __ f(D)aR(D) . f(D)D‘JrlR(p)(l—R(D))6(7«1_7«2)7

)
Un < 1-7(D) ¢ 1-7(D)
courbe de hifurcation de Un courbe de hifurcation de Un
0.1z ! 012 ,
o fiDotilde=3
O 1k b o i 01
A <-B
OO8E e ................. 008
fiDitilde=.1

£ 006f-{ : < 0.06

0.04 0.04
0.02 0.02
0 0 L
0 05 1

RiD)

FIGURE 2.6: Un en fonction de f(D)courbe de bifurcation : A = B est le meilleur régime
pour les valeurs de Un et f(D) etA = A et le meilleur régime pour les valeurs de Un

et f(D) au dessous de la courbe

aprés l'observation des graphes de ’equation (2.36) en respectant F(D) figure (2.4)on

voit que ,quand la tumeur est plus a la forme x [point A sur les graphes avec f(D) =
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0,3et

R(D) = 0,05],alors A = A est meilleur ;mais quand la tumeur est plus que la forme y
(point B sur les graphes alors A = B est meilleur .

une autre observation est que plus la drogue B est meilleur ,le plus probable chan-
gement ’est par exemple au point A sur la figure 4 gauche ,le modéle suggére que
A = A soit utilisé si F(D)=0,3 maisqueA= B soit utilisé si f(D) = 0,1 de plus
on peut observer de la fig 4,droite que plus R(D) est large ,le meilleur droit sera pro-
bablement A = B c’est a dire au point A avec R(D) = 0,05 A = A est meilleur
ymais st R(D) = 0,25A = B est meilleur un test clinique nous aide a discuter ces
modeles est donné dans Grégory et al et sohami et Al ils calculent divers paramétres
cinétiques reliés a leur modéle,tel que la mort par B et la proportion résistante ,en
utilisant des donnés cliniques des patients (sclc) ils dérivent ceuz la en délivrant deux
doses de cyclophosphamide et en mesurant le volume tumoral entre chaque dose avec
un computer de tomographie (CT) avec un temps doublant de cellule estimé de 30jours
la reduction moyenne du volume tumoral (1 — f(D))dans notre modéle par dose fut 95
et la proportion moyenne de la résistance tumoral aprés la premiére dose fut approxi-
mativement 15 pourcent R(D)dans notre modéle ,pour un temps doublant de T0jours
Jla reduction moyenne de volume tumoral fut 91 pourcent et la proportion moyenne
de la résistance de tumeur aprés la premiére dose fut approximativement 36 pourcent
dans les deux cas ,la période entre les doses fut 8 semaines on voudrait voir comment
ce jugement clinique spécifique est relatif a notre modeéle pulsé .premiérement en calcu-
lant le paramétre taux de croissance on trouve que pour le temps doublant de 30jours
r1 = 0,0231 et pour le temps doublant de 70jours , ro = 0,0099,pour notre modéle
on laissera ro = rymaitenant on voudrait voir comment les paramétres donnés en [8]et
[9]relatent a nos conditions sur la croissance tumoral et la destruction ,c’est a dire
les conditions (2.11),(2.13),pour le temps doublant de 30jours la condition (2.11) est
0,155 < 1donc ,notre modele prédirait que les cellules sensibles peuvent étre éradiquées
(ils viennent basiquement a la méme conclusion ) pour le temps doublant de 70jours
la condition (2.11) est 0,1000 < 1 et encore notre modéle predirait que les cellules
sensibles seraient éradiquées .Prochainement si la drogue a aucun effect sur les cel-
lules résistantes [f(D) = 1] alors pour le temps doublant de 30 jours ,la condition

(2.13) est 3,646 > ldonc le compartiment résistant ne serait pas éliminé. En fait ,le
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modele prédit qu’on aurait besoin a une drogue résistante non croisé avec f(D) < 0,274
aussi eliminer le compartiment résistant pour le temps doublant de T0jours , la condi-
tion (2.11)est 1,74 > 1 et encore le compartiment résistant ne serait pas éliminer ici
f(D) < 0,574 pour éliminer le compartiment résistant cela est en fait le résultat ob-
servé avec scle succés rapide initial avec traitement , mais une rechute éventuelle de
cancer ,prochainement ,on calculait nadir pour chaque cas dans tous les cas on trouvait
que le nadir fut 2 donc ,ce modéle predit qu’il n’est pas pratique de donner plus que
deux doses de cycle phosphamide ainsi,il peut étre vu qu’il ya un besoin clair pour la
drogue résistante non croisée si la chimiothérapie est a éradiquer sclc.

possiblement un des plus importants aspects du modéle est de bien déterminer des
méthodes de délivrance de la chimiothérapie de combinaison Gregory et al [8]notent
qu’il est cliniqguement défficile pour évaluer la chimiothérapie de combinaison ainsi ,on
pose la question que suggére notre modele concernant la délivrance de chimiothérapie
de combinaison dans ce jugement clinique spécifique ¢ c¢’est a dire quand devrons nous
commencer a donner le second médicament résistant non croisées en utilisant ces pa-
ramétres calculés de cet ensemble de données cliniques on observe la condition (2.36) en
respectant la ﬁ(D)la fig brepésente la bifurcation de A = A ou A = A étant meilleures
parce que le rapport des cellules résistantes aux sensibles (u,) auquel on pourrait chan-
ger aux drogues résistantes non croisées s’echellone de 0 — b5pourcent dans les modeles
des deux cas et la premiére dose induite entre 15 et 36 pourcent alors ce modéle predit
qu’il est important de délivrer la drogue résistante non croisée presque efficacement
continue pour réduire la masse tumoral totale, ainst,il est important non seulement
d’avoir la drogue résistante non croisée , mais dans ce cas la donner le plutot possible
a cause du taux élevé de la résistance induite une belle conséquence de ce modéle est
que quand on a [’ensemble des paramétres pour un patient particulier,alors le modele
peut agir comme predicteur pour comment procéder ainsi dans le calcule de nadir avec
toute la longeur du temps prédit pour changer avec la thérapie au second médicament

résistant non croisé on peut bien déterminer le futur cours possible de la chimiothérapie
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courbe de bifurcation de Lin

o os 1 15 2 25 3 35 4 45 5
fiDjtilde

FIGURE 2.8: Un en fonction de f tilde courbe de bifurcation :A = B est le meilleur
régime pour les valeurs de f tilde au dessus de la courbe et A = A est le meilleur régime

pour les valeurs de Un et f tilde au dessous de la coube

2.1.8 Cas de thérapie continue par morceaux

prochainement ,on considere les drogues de chimiothérapie agissant en un mode conti-
nue par morceaux dirigé par les fonctions continues par morceauz d;(t) en eq(l) et
(2),les fonction escalier [eq(2.37)]la fonction exponentielle [eq(2.38)] ou la fonction ex-
ponentielle modifiée [eq(2.39)], voir fig (2.6)

D;,si,nt <t <a;+nt
di(t) = (2.37)
0,si,a;, +nt <t <(n+1)r
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di(t) = D= ") nr <t < (n+ 1)1 (2.38)

d;(t) = Di(e= @t — gmelt=mmy nr <t < (n+ D)7, ¢ > a4 (2.39)

ou D est la puissance de drogue en définissant la fonction de la valeur moyenne comme

< f(t) >,=— /On ft)dt,i=1,2 (2.40)

nous sommes capables de trouver la bifurcation de la croissance exponentielle a la des-

truction d (2.7) en intégrant l’eq sur sa periode T;,0n obtient la condition :

L < f(t) >,>1 (2.41)
1

qui est requise pour prévenir la croissance de la cellule sensible si cette condition n’est
pas retenue ,alors il sera la croissance des deux cellules résistante et sensible a la fois
si cette condition est retenue alors les cellules sensibles seront détruites ,et on trouve

que la condition de la destruction des cellules résistants est dirigée par :

1 < f(t) >> 1 (2.42)
T2
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FIGURE 2.9: fonction exponentielle modifiée , fonction exponentielle et la fonction

escalier

on observe comment les paramétres pour le modele pulsé et cette forme du modeéle sont
reliés [voireqs(2.13), (2.7)] ici on note que les deux equations de bifurcation dans cette
section eq(2.38), (2.39) sont aussi directement reliés aux equations de bifurcation pour le
cas pulsé [eqs(2.13)et(2.11)] une fois donnés les relations de proportionalitée équation

(2.5) et (2.6)

2.1.9 Conclusion :

dans ce travail,un modele de tumeur hétérogene avec chimiothérapie résistance de
drogue induite est discuté ,il est de souhait que par une recherche ferme de ces modéles
,nous arriwerons a une meilleure comprehension des cinétiques de la chimuiothérapie du

cancer et serons capables de bien determiner des méthodes plus efficaces de délivrance
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de combinaisons de drogues chimiothérapeutiques dans ces modeles ,on a considéré
quelques des principaux paramétres cinétiques comprenant la dose ,periode taux d’in-
duction,et croissance ces paramétres sont importants a les connaitre parce que si les
données cliniques nous ne permetront pas de les determiner ou bien directement ou
[implicitement ,alors le modeéle n’aura aucun espoir d’étre utile dans la détermination
de traitement chimiothérapeutiques de combinaisons efficaces ,comme indiqué plus tot
savec de nouvelles techniques cliniques disponibles pour mesurer la masse tumoral |
on a un meilleur espoir de determiner ces paramétres critiques et ainsi modéliser plus
précisement les effets chimiothérapeutiques en fait ,utilisant ces mesures dans notre
modeéle,nous pouvons deriver les conditions utiles pour la réduction de tumeur ces condi-
tions de base nous donnent un lieu pour chercher des régimes de traitement efficaces
,en fait,on a montré comment ces conditions agissent bien avec les données cliniques
du sclc quand on avait determiné ces conditions , nous fumes capables de trouver les
conditions pour des méthodes efficaces de délivrance de la chimiothérapie de combinai-
son dans le cas de thérapie pulsée,on a analytiquement dérivé la condition a determiner
quand on devrait changer au second medicament résistant non croisé cette condition
fut reliée au rapport de cellules de tumeur résistants aux sensibles nous determindames
que nous devrons changer au medicament B plus, si le taux de linduction est haut
ou la drogue B est trés efficace notons que cela est une conclusion similaire a celle
donnée par birkhead et Gregory plus que le taux de double résistance est haut ,plus que
le médicament tue plus nous devrons changer au medicament B, il est de souhait que
les modeéles dans ce travail peuvent former la base pour plus de modele mathématique
et de bien mener a diriger qualitativement des jugements cliniques pour bien controler

le probléme de la résistance de drogue dans la chimiothérapie du cancer
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Chapitre 3

Modele mathématique nonlinéaire

3.1 Modele mathématique nonlinéaire

3.1.1 Modelisation de tumeur du cancer

3.1.2 Le modele

on considére le modele de tumeur hétérogéne suivant

T =r(z,y)x, (3.1)
y = ra(z,y)y, (3.2)
2(ty) = mu(D; z(tn), y(tn)) (3.3)
y(tn) = On(D,x(tn), y(tn)) (3.4)

ou D est la dose de médicament administré ,z,y sont la biomasse de cellules sensibles
et les cellules résistantes au médicament respectivement les valeurs ri(x,y)x, ro(x,y)y
sont respectivement les tauz de croissance de cellules sensibles et cellules résistantes aux
médicaments,les valeurs n, (D, z(t,),y(t,)) et 0,(D,x(t,), y(t,)) sont respectivement
la biomasse de cellules sensibles et résistantes qui survivent aprés la n-iéme dose du
médicament administrée au moment t, la sequence t; est strictement croissante on
considére que I, = (n,,0,) est positive on considére seulement deuxr médicaments

,dans ce cas la période est T' = ty pour simplifier,on note par A le premier médicament

99
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et par B le deuxieme ,ce cas de plusieurs médicaments peut étre étudié dans le méme
sens la tumeur est constituée de cellules sensibles et résistantes [’évolution de leur
biomasse est dirigée par le systéme (3.1),(3.2) au temps t = tq,la biomasse de tumeur
est égale a la biomasse de cellules sensibles x(t1) et la biomasse de cellules résistantes
y(t1) quand une dose D du médicament A est administrée au temps t1 la biomasse de
la tumeur devient

) +y(t) = 0 (D, 2(th)), y(t1) + 0,(D, 2(t1),y(t1)) le médicament élimine seule-
ment une petite fraction de la biomasse de cellule résistante ,pour réduire une bio-
masse de cellules résistantes significative,on administre une dose D du médicament B
au, moment t = tg, ty > t1,0n commence encore avec le médicament au temps t1 +to,etc
ceci sera utilisé périodiquement jusqu’a l’éradication de la tumeur on suppose que les

médicaments aient aucun effet en cas de l’absence de la tumeur c’est a dire

m(D,0,y) =0,Yy,D € R (3.5)

0,(D,0,0)=0,YD € R (3.6)

Lemme 3.1 [3] Soit ¢ le flot associé a (3.1) — ((3.2) alors on a
¢1(t, z0) = $0€$p(f0t ri(z(s),y(s)))ds
d2(ty0) = yoexp( Jy r2(x(s), y(s)))ds

Preuve Soit ¢ le flot associé a (3.1), on a
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D’ou
o1 (t, o) = x(O)emp(fOt ri(z(s),y(s))ds
(3.8)
¢2(t7 yO) = yoeﬁp(fot TQ(J:(S)? y(s)))ds

On dit que Z = (z,y),x = z(t),y = y(t),est une solution de (3.1)— (3.4),si elle
est périodique ta, et verifie ,respectivement (3.1),(3.2) sur Uintervalle (0,t9) |J(t1,t2) et
(3.3),(3.4) au temps t;

3.1.3 Stabilité

Théoréme 3.1 [3] Si Z = (x,y)est une solution de (3.1) — (3.4) avec la condition

initiale Z(0) = Zy alors on a

Z(t;) = I2(D, ¢(t2,11(D, ¢ (t1, Z0))) = Zo (3.9)
preuve :
Si Z est une solution ty—périodique alors Z(t3) = Zy = (wo, yo) et Z(t3) = (z(t3),y(t3))
de (3.3)
on a

(x(t3) = m2(D, x(t2), y(t2))
et de (3.4) on a
(y(t3) = 02(D, x(t2), y(t2))

l’(t;) = 772(D7 ¢1 (tQ’ :L‘(ti'_), y(tf))’ ¢2(t2> x(t—li_)v y@?))
(3.10)

y(t3) = 02(D, dulte, (), y(t)), d2(te, (1), y(t))
Sur (0,t1) on a
T =ri(z,y)x
= z(t) = ¢1(t, zo) (3.11)
z(0) = o
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T =ry(z,y)x
= y(t) = ¢2(t, 20) (3.12)
y(0) = yo

z(t) = n2(D, ¢1(ta, o), P2(t2, Yo)
(3.13)

y(t7) = ne(D, ¢1(ta, o), P2(ta, yo)

De (3.10) et (3.13) on a

2o = 1M2(D, ¢1(t2, m(D, ¢1(t2, x0), P2(t2, v0), 01(D, d1(t2, v0), P2(t2, o)),

¢2(t2, 771(D7 ¢1(t2, 1’0), ¢2<t27 ZJo), 91(D, ¢1(t2, 550)7 ¢2(t27 yo))))7
et

Yo = M2(D, ¢1(t2, m(D, ¢1(t2, x0), P2(ta; o), 01(D, ¢1(ta, 7o), d2(t2, vo)),
¢2(t2, 771(D7 ¢1(t2, xo), ¢2<t27 ZJo), 91(D7 ¢1(t2, 550)7 ¢2(t27 yo))))7

Ainsi, on a

Zt3) = I(D, ¢(ta, 11 (D, ¢(t1, Z9))) = Zo
Soit T' = (I'y, ['y) défini par
(D, Z) = L(D, ¢(t2,[1(D, ¢(t1, Zo))) = Zo

Une solution ta— périodique de (4.1) — (4.4) est un point fize de I'(D, Z)

Théoréme 3.2 ([3]) Zyest stable si le rayon spectrale de la dérivée du I'(D,.)en
Zyest plus petit que 1 ,ie p(%F(D, Zp) < 1.
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Preuve :

L’opérateur T'(D,.) est définit par

I'(D,.): R* — R?
Z —T(D,Z) =L(D,ét,1i(D,é(t, Z)))
(D, .)est différentiable en Zyet satisfait I'(D, Zy) = Zy
Soit p(ZT(D, Zy) = L € £(R?)la dérivée au sens de Fréchet en Zy tel que || L ||< 1

Vo e >030* > Otelques || Z ||< 9
= I'(D,Z)= Lz+ R(z)avec || R(z) [|[< €] z |
onal|l'(D,2Z)|<(k+e¢€)| z|,poure<1—k

| T™"(D, Z) ||< (k+ €)™ || z ||— 0 quant n — oo,d’ou Zyest exponentiellement stable
Théoréme 3.3 ([3]) la solution triviale est stable si

87’]2 8

8_(D 0)— 5 L(D,0) |< exp(—r1(0,0)ts) (3.14)
| 8862 (D, 0)%@1 (D,0) |< exp(—r2(0,0)t;) (3.15)

Preuve :
La solution triviale Zy = (xg,y0) = (0,0) du (4.1),(4.4) et on a

(D, Z) = I(D, (t2,11(D, ¢(t1, Zo))) = Zo

pour avoir la stabilité du point fixe il faut que p(a%F(D, Zy) < 1. d.e. max(Ag, Ao) < 1
D’ou
P(Du ZO) = I2<D7 ¢(t2,II<D7 ¢(t17 ZO))) - (Fh Fg)
(I, Ty) = (D, ¢1(ta, m (D, ¢1(ta, Zo), d2(ta; Zo), 01(D, ¢1(ta, Zo), d2(ta, Zo)),

P2tz M (D, d1(ta, Zo), 2(ta, Zo), 01(D, ¢1(t2, Zo), Pa(ta, Z0)))),
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Donc
L'y(D, (2o, y0) = n2(D, ¢1(ta, m(D, ¢1(ta, Zo), p2(ta, Zo), 01(D, 1 (ta, Zo), P2(te, Zo)),
Pa(ta (D, d1(ta, Zo), Pa2(ta, Zo), 01 (D, d1(ta, Zo), P2(te, Z0)))),
et
Lo(D, (w0, y0) = O2(D, 1 (t2, m (D, 1 (ta, Zo), p2(ta, Zo), 01(D, ¢1(te, Zo), Pa(ta, Zo)),
Pa(ta (D, d1(ta, Zo), Pa(ta, Zo), 01(D, d1(ta, Zo), P2(te, Z0)))),
D’ou
a;gorl(D7Z0> 8;:30111(1)7Z0)
Dz(D, (o, y0) = (3.16)
a%orz(D,Zo) %Fz(D,Zo)

Caleulons 52-T'1(D, Zy), 50-01(D, Z0), 52:Ta(D, Zo), 52-Ta(D, Zo)
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LD, Zy) = 52 (12D, ¢t 11 (D, $(t1, 70, %0)))))

= 32-(12(D, 6 (ta, 1(D, ¢(t1, 70, 40))))) X {31 (t2, [1(D, d(t1(0,90)))))

X [arm (D, é(t1, (20, 40)))) % 50501 (t1(w0, o))

+50-m (D, (t, (w0, 40)))) X 3= ba(tr, (0, 90))]

+ag: 1 (t2, [1(D, (1, (20, 90)))) X [55:01(D; ¢(t1, (20, %0)))) X 5=t (20, Yo))
555 01(D, 6(t1, (20,0)))) X 555 (t1, (w0, 30))]}
+305(02(D, ¢ (ta, (D, ¢(t1, 0, 40))))) X {50 (t2, (D, ¢(t1, 0, 30))))

X [55=m(D; ¢(t1, T0,90)))) X go=1(t1, 20, 90))

+32m (D, ¢(ty, 20, 90)))) X 522 (t1, 7o, o))

+35-0a(ta, [(D, (t1, (20, 90))) X [5:01(D, 6(t1, (20, 90)))) X 52 (t1, T0,90))

+8%52(D’¢(t1’ (o, Y0) X 8%(](?2(751@0;90)}

On a besoin de calculer airogbla (:L‘U7 90)7 %gbl: (an 90)7 aimquQ) (‘TO: yO)’ aimong, (:L‘(b yO)

De (3.1) et (3.2) on a
51 (01, 02)(t1, (20, 90))) = (@, y)o. ri(z,y)y) = (r1(éa(ti(zo,%0)), (S2(t1(w0, o)), S1(t1(wo, o)),

T2 (1t (7o, v0)), (P2(t1 (7o, ¥0)), D1 (t1 (70, Y0))
En dérivant les deux cotés,on obtient

Dz (5((t1, (z0,40)))) = Dzy(ri(d1(ti(wo, %o)), (d2(t1(xo, %)), d1(t1(xo, yo)),

Ty (¢1(t1(z0,90)), (P2(t1(z0, v0)), d1(t1 (w0, Yo))
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D’aprés le théoreme de schwardz on a

S (Dzy(d(t1, (0, 0)))) = Dazo(ri(d1(ti(zo,v0)), (P2t (20, y0)), ¢1(t1 (0, %o)),

ra (@1(t1(z0, %0)), (P2(ti(xo, Yo)), P1(t1 (w0, Yo))
D’ou

E) ( 52 (1, (20, 30)) 3261 (t1, (Yo, o)) ) _ ( A B) (3.17)

8x0¢2< , (%0, y0)) 8:(:0‘252( (0, %0)) C D

avec

A= 50 (ra(éa(tu(wo, o)), (92(t1(w0, %0)), é1(ta (w0, 30))

B = 5 (r1(61(t1 (0, 30)), (d2(t1(x0, y0)), 1. (1 (0, y0))

C = 505 (r1 (@1 (ta(wo, o)), (92(t1(w0, %0)), é1(t1 (w0, y0))

D = 55 (ri(o1(t1(wo, y0)), (@2(t1 (20, 30)), d1(t1(w0, o))

On a

31 (a0 (01(11,.(0,0)))) - = 52 (r1(é1(11, (0,0)), (¢2(t1, (0,0)), ¢ (t1, (0,0))
=71(0,0)52;¢1(t1, (0,0)) + d1(t1, (0, 0)) 55710, 0)
= 71(0,0) 3% ¢1(t1, (0,0))

2 (= (¢1(t1,(0,0)))) = 52 (ri(d1(t1, (0,0)), (¢2(t1, (0,0)), ¢1(t1, (0,0))
=71(0,0)50-01(t1, (0,0)) + ¢1(t1, (0,0)) 5=r1 (0, 0)

=" (0, 0)%?151 (tla (Oa O))
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2 (2 (h2(11,(0,0))))

5 (o= (0a(t1,(0,0)))) = 72=(

Enfin ,on trouve

Do ¢1 (tla (O 0))

a%)@ (tla (07 0))

%Qﬁl (tla (Ov O)) =

= ai;q)(rl (¢1 (tl? (O? 0))7 (¢2(t17 (07 O))v ¢2(t1, (07 0))

7"2(0 0)

= 12(0,0) ;2 6(t1. (0.0)) + éatr, (0,0)) 2

= 15(0,0)5% ¢a(t1, (0,0))

r2(¢1(t17 (07 0))7 (¢2(t17 (07 0))7 ¢2(t17 (07 0))

= 15(0,0) 5% 0s(t1,(0,0)) + ¢a(t1,(0,0)) 52-72(0, 0)

= 135(0,0) 52 a(t1, (0,0))

7o gzﬁl (0, O)pr(rl (0, O)tl)

=0

52910, 0)exp(r2(0, 0)t1)

a%o%(tb (0,0)) =0

avec la condition suivant Dz¢(0,Zy) = Idg2 o

8%@ (to
3%% (2

, (%0, Y0))
(0, %0))

Z it

2 ha(ta

7(3/0,y0)> )
7(y0,y0))

AA

avec la condition initiale

%d)l (07 (.To, yﬂ))

3%%(07 (70, %0)) )
2 $2(0, (w0, o))

DZ¢(07 ZO) = < %¢2(0, (yOa yO))

D’ou

2 (L1 (ta, (z0,90))) = 71(0,0) 2 b1 (t2, (20, 90))

2. (0,%0)) 71(0,0) 261 (12, (0, %0)) )

2, (20, %0))  72(0,0) 7 ¢2(ta, (20, v0))

tz, (70, Y0)) 0 >
72(0,0) 2 (2, (w0, Yo))
B 10
~\o1
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Z 1 (ta, (0, 40)) = 1

et

5 Gen (2 (o0, ) = 120,00 o, 0, 0)
Z$2(0, (20, 90)) = 1

avec a%%(tz? (z0,90)) =0 et a%@(t% (0, 30)) =0

Enfin, on trouve
2 p1(ta, (20, y0)) = exp(r1(0,0)(ta — t1),
3%9?51(152, (z0,90)) = exp(r1(0,0)(t2 — t1),

Par suite %Fl(D, (0,0)) = Zn(D,0)Zns(D, 0)exp(ry (0, 0)ts Avec un calcul analogue
on trouwve -2-I"y(D, (0,0))
Oyo
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on a
i T1(D. Zo) = 5o=(na(D. d(ta, 1(D. d(t1, w0, 10)))))

— 2 (1a(D, dlts, (D, dlt1, 70, 40))))) X {561 (12, (D, 6t (0, 30)))
(a5 (D, ¢(t, (20, 90)))) X g1 (t1(o, Yo))

a5 (D, d(t1, (20.90)))) X 55 d2(t1, (20, 0))]

+a5-01(t2, [ (D, 6(t1, (20, 90)))) X [59:61(D, d(tr, (20, 40)))) X 52=b(t1, (20, 90))
a5;01(D. d(t1, (20.%0)))) X 555 (t1, (20, 30))]}

5 (1D, 6 (s, L (D, 6(t1, 20,90))))) X {5 (b2, (D, b(t1, 70, 0)))

X [ggmm (D, (t1, 20, 40)))) X 5osd1(t1, 70, 90))

T 3m (D, 611, 20, 90)))) X s baltr, 20, 30))]

+9-02(ta, [1(D, d(t1, (20, 90))) X [7501(D, ¢(t1, (o, %0)))) X 52=(t1, o, Yo))

+a%2(D’¢(t1’ (o, Y0) X a%)@(h(%ayo)}

On trouve aiyofl(D, Zy) =0
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2 To(D, Zy) = 52 (02(D, ¢(ta, [1(D, 6(t1, 70, %0)))))
= 32 (62(D, 6(ta, [i(D, ¢(tr, w0, %0))))) X {5 b1 (2, (D, 6(t1 (w0, %0)))))
% [agrm (D, ¢(t, (20, %0)))) X 521 (t1(20, 90))
+52m (D, 6t (20, 1)) X 5= (tr, (z0,30))]
+ag-01(ta, L (D, ¢t (20,90)))) X [55-61(D, 6(t1, (w0, %0)))) X 5= b(t1, (0, Y0))
a5, 01(D, (t1, (0, 90)))) X 5o5G2(tr. (20, y0))]}
+52-((02(D, ¢(ta, 1(D, (t1, 70, 40))))) X {76 (t2, Tu(D, d(tr, 20, %0))))
X[ (D, §(tr, 70, 30))) X 71 (11, 70, 10))
+32m (D, ¢(ty, 20, 90)))) X 522 (t1, 70, %0))]
+35-0a(ta, [(D, (tr, (20, 90))) X [5:01(D, b(t1, (20,90)))) X 52 (t1, T0,Y0))

+52-00(D, 6(t1, (0, 40) X 5 a(t1(w0, 90)}

On trouve 22-T'y(D, Zy) = 0

dzo
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DT9(D, Zo) = 52=(02(D, é(t2, 1 (D, 6(t1, 70, %0)))))
= 557 (02(D, ¢(t2, [ (D, ¢(t1, 20, 0))))) X {5001 (ta, [1(D, ¢(t1(0, %0)))))
* (a5 (D, ¢(t, (20, %0)))) X g1 (t1(o, Y0))
+50-m(D, 6(t, (w0, 40)))) X 3= ba(t1, (20, %0))]
+ag-01(t2, [ (D, (t1, (20, 90)))) X [55:01(D, d(t1, (20,90)))) X 5o=(t1, (o, Yo))
5201(D, B(t1, (20, 90)))) X 3= a(t1, (w0, 30))]}
+52-((02(D, ¢(ta, 1 (D, $(t1, 70, 40))))) X {526 (t2, (D, d(t1, 20, %0))))
X [5m (D; d(t1, w0,90)))) X g1 (t1, 0, Yo))
+52m(D, (1, 20,40)))) X 7= altr, 0, %0))]
+og-02(t2, [1(D, d(t, (20, 90))) X [7501(D, d(t1, (o, %0)))) X 52=(t1, o, Yo))

+5;01(D ¢t (0, o) X 555 02(t1 (20, o)}

On trouwve -2-T'5(D, (0,0)) = %HZ(D, 0)8%91(D, 0)exprs(0,0)ts

dyo
Finalement,on obtient

) fil
2 15(D,0) 2y (D, 0)exp.r1(0,0)t 0
Dz, I(D, Zy) = ( 5:2(D; 0) gzm (D, O)exp.r1 (0, 0)t >

0 5:02(D,0) 561 (D, 0)exp.r2(0, 0)ts
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Les valeurs propres de DzI'(D, Zy)sont :

0 0
A= %ng(D, 0)%7’]1(1), 0)6$p-7“2(0a O)tQ
Yo = 2 0,(0,0) 2 0,(D, 0)eap.rs(0,0)1
2= 5y 2\ g ol p-12{YU, V)t2

D’aprés le théoreme précédent on a la stabilité de la solution triviale si

0 0
|$172(D, 0)£n1 (D, 0)exp.ra(0,0)ts| < 1

0 0
= \%UQ(D,O) (D,0)| < exp.(—12(0,0)ts)

%771
et

0 0

—05(D,0)—6:(D,0 1r2(0,0)t] < 1

|8y 2(D, )8y 1(D, 0)exp.ra(0,0)ts|

= 12 0y(0,0) 26,(D,0)] < eap.(—ra(0,0)t2)

— — exp.(—r

ay 2 ) ay 1 ) p 2\Y, 2
les deux derniéres inégalités signifient que les taux de destruction de cellules résistantes
et sensibles sont suffisamment larges dans le cas quand le produit
%(D, O)%(D, 0) < exp(r2(0,0)ty) est proche a1 on pose que ,pour une certaine dose
donnée Dy > 0 des médicaments administrés A et B

on ait 222(D,0)%21(D, 0) < exp(ra(0,0)ts) = 1

3.1.4 Cas critiques

Dans cette partie ,on traite le cas de bifurcation des solutions périodiques non triviales
du systeme (1.1)(1.4), en examinant le cas ot %QQ(D, O)%Hl(D, 0)|exp.(r2(0,0)ts) = 1
pour un certain dose donnée Dy > 0

Aprés un changement de wvariables ,le probleme de point fixe devient equivalent a
N(0,Z)=0 ou N(6,Z) = (N1(0,Z),No(6,Z2)) = Z —T'(Dog + 9, Z)

Si (0,0) est un zéro de N,alors Z est un point fize de I'(Dy + 0, .)et inversement.
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3.1.5 L’analyse des bifurcations

on a

N(0,0) = 0, DzN(0,0) = ( ¢ Z )

avec
a=1-Ln(D,0)Zn(D,0)exp(ri(0,0)ts)

b= 2Ty(D,0)
C = %FQ(D, O)

d =1~ 3.05(D,0)5-61(D,0)exp(ra(0,0)ts)

Une condition nécessaire pour avoir la bifurcation des zéros non triviaux de N est

que

1- (%HQ(D, O)(%Ql(D, 0)exp(re(0,0)t2) =0 (3.18)
on a N(0,0) = 0 et DzN(0,0) est singulier, c’est a dire des conditions nécessaires
pour la bifurcation sont satisfaites posons DxN(0,0) = E alors dimker(E) = 1 =
codim(R(E))soient p et Q les projections sur ker(E)et R(E),respectivement ,telles que
p+ Q = Idge,pR* = anneauyy = ker(E),avec yo = (—c/a,1)et QR* = anneauX, =
R(E),ou Xo = (1,0),a =1 —0/0z'1(Dy,0) et c = —0/0xT'5(Dy,0)

léquation N(9,Z) = 0 est équivalente a

fl((SaﬁaOé):Nl(daaXO_'_B}/O):O (319)

f2(6, B, a) = Ny(6, Xy + BYy) =0 (3.20)

ot 0, B,a € R et N = (Ny,Nsy) de la premiére équation de (11) on a

0 . aNl(O, 0) ox . 87]2 87]1
8951(0’0’()) = 9a 1- e (D,0) e (D,0)exp(ri(tz) # 0 (3.21)
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du théoreme de la fonction implicite on trouve une constante & > 0 et une fonction
continue unique (9, 3) definies dans un voisinage de zéro tel que «(0,0) = 0 et
VIdl<& I BI<E

f1(0,8,a) = N1(, Xy + 5Yy) =0

pour résoudre le probléme (3.1) — (3.4),il reste a étudier [’équation suivante

£(8,8,0) = No(6,a Xy + fY;) =0

on a

f(6,8) = 9f/05(0,0)0f/95(0,0) +0f/95(0,0)6 + 0(| B[ + [0 ]) (3.22)

ou 0f/06(0,0) = A,et 9f/05(0,0) = B si AB # 0 on a 8/6 = —B/A; pour AB <0
on a une bifurcation supercritique et pour AB > 0 on a une bifurcation sous critique le
nombre de solutions triviales ,est égal au nombre de solutions non triviales de l'eq(14)si
AB = 0 il sera necéssaire d’élargir f a un ordre plus haut finalement on a la conclusion

sutvante

Théoréme 3.4 ([3]) si AB # 0,0n a une bifurcation de solution non triviale ,on a
un cas sous critique si AB > Oet siAB < 0 on a un cas supercritique si AB =0 on a

un cas indeterminé
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3.1.6 Les premiéres dérivées partielles de &, , o,
d
Z(0(t: X)) = F(®(t; X0)) (3.23)
on obtient :
d
%(Dl@(t;Xo)) = D, F(®(t; Xo)) D, P(t; Xo) (3.24)
d 8@1(t,0) 8@1(t,0) 8F1(0) 6F1(0) 8@1(@0) 8@1(t,0)
el ( or1 Oxo ) _ ( o1 0o ) ( oxr1 Oxo ) (3 25)
dt 8@2(1‘/,0) 8<I>2(t,0) 8F2(0) 8F2(0) 8@2(t,0) 8‘132(t,0) :
o1 Oxo Oz Oxo o1 Oxo
d 0P (t,0) 0 OF;(0) 0 0P (t,0) 0
dt ( 681 a0y (t,0) | 881 OF(0) 681 8B4 (t,0) (3.26)
8332 6x2 8382
D) OO0 17,(0,0)), 2440 — P00, 0,0)) P — 0, 2540 _
3.1.7 Les premiéres dérivées partielles de «f.,.)
o8 ~ a

0x(0,0) (8/\2(0,0)

OX2(0,0) 0P (t2,0 OX1(0,0) )
a5 o)

922(0,0)
oz O 95 x(1— (=5

OA2(0,0) 0P (t2,0 OX1(0,0) 8@1(151,0))71
00

+ ox ox el o

+
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3.1.8 La premiére dérivée partielle de f(d, 5) Par rapport a

UOD = (8 — pa(8, D(ta, 11(5, D(tr, (8, B) Xy + BY5)))))

=1— 22015(8, ®(ta, [ (6, D(t1, (3, B) Xo + BY0)))))

x {2 (ty, I(6, ®(t1, (8, B) Xo + BYp)))))

< {5 (8, @ (1, (6, B)Xo + BY0)))))}

X (B2 (1, (6, 5)X0+BY0))3—(5 B) + %(tl’a((;’ﬁ)XOJrﬁ%))g_g))

+H{ D25, 0(tr, a0, )Xo + BYy))}

X (52 (1,000, 0)Xo + B%)) 350, 6) + Bz (1, (8, 6)Xo + 6%0))55))

(2810 (8, D (1, 11(8, B (t1, (8, B) X + BYp)))

X(22(11,0(0, B)Xo + BY5))33(6, B) + S (t1,0(0. )Xo + %)) 32))

2 (5, D (ty, B(t1, a8, B)Xo + BY0)))

X(%(th 04(5, ﬁ)XO 4 6%))2_%(57 ﬁ) -+ 88;{;2(751, Oé((s, ﬁ)XO + 6}/0))2_;))

— 925, 0 (ty, 11(5, D(t1, (0, ) Xo + BY0)))))

X<%(t17 06(5, 6>X0 + /8}/0))[%(57 (I)(tlv a<57 B)XO + 5%))
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s

X (23 (0, 0(5,) X + BY) (0, 5) + 22 (11,006, 8)Xo + 6¥0))2%))

+5,(0, (1, a8, B)Xo + AY))

X (% (1, 06, B)Xo + Y0)) 35(0.8) + 522 (11, (8, 5)Xo + Y0))55))

X (Gt (01, 0(8, )Xo + BY0)) 553, 8) + G (11, (8, )Xo + 5Y0)) 35))

Haa%(&q’(tl, (t1, (0, B)Xo + BY0)))

X (2t 08, 9)Xo + BYa) 350, 8) + 552 (11,0(6,8)Xo + Y0) )

— %25, 0 (ty, 11(5, D(t1, (0, ) Xo + BY0)))))

x (222 (t1, (3, B) Xo + BY0))[L(5, B(t1, (5, B) Xo + BYp))

X(%(tl,a<5, B)XO + 6%))6_04(5 ﬂ) —+ %(I;l (tl,Oé(d, ﬁ)XO "‘6%))3_%))

+5(0, @ (11, a0, )Xo + BYp))

x5 (1, (8, 6)Xo + BY0)) 556, 8) + G (1, (6, 8)Xo + £¥5))53))

H( 2 (tr, (0, B) Xo + BY0))[ L2 (5, B(tr, D(t1, (5, B) Xo + BYp)))

X (G (1, 0(0,8)Xo + BY0) 536, 8) + 5 (0, (8, B) Xo + 5Y0)) 75))
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X (% (1, a6, B)Xo + BY0)) 35(0.8) + G2 (11, (8, )Xo + 5Y0)) 35))

PE =1 32(0,0) (5212, 0)52(0.0) 54 (11.0)

%2(0,0) (22212, 0)22 (0, 0) 52 (11, 0) 220, 0)
x %(0,0) 522 (¢, 0)

df(0,0 d2(0,0 AA1(0,0
fa(ﬁ) —1_ u%(x ){ (O 0) 1(x )}

22.(0,0){r2(0,0)(%271(0,0)25(0,0) + %2(0,0)r5(0, 0))
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3.1.9 La premiére dérivée partielle de f(.,.)par rapport a

UBH = D (5 — p1y(8, B(ta, 1,(8, D1, (8, B) Xo + 5Y)))))

= —%2(5 O(ty, [,(5, (t1, (6, B) Xo + BY1)))))

— 92 (5 B (ty, 1)(6, D(t1, (6, B) Xy + BY0)))))

x {922 (85, I,(8, (b1, (5, )Xo + BY:))))

X [2L(5,D(t1(6, D(t1, (6, B)Xo + BYp)) + L2(8, B(t1, (5, B(t1, (8, B)Xo + BYp))

X (%2 (11, 6, B)Xo + BY0) 356, B) + Gt (t, a(6, )Xo + £Y0) 57

+2.(5,®(t1, (6, B) Xo + BY0)))

X (52) (8, )Xo + BY0) 536, 8) + 522) (11, (6. 8) Xo + Y0) 35

+220) (ty, 11(8, D(t1, (8, B) Xo + BYo)

X %(67 q)<t1(57 (I)<t1’ Oé((;’ 6>X0 + /BYO)) + %(57 CI)(tla 04(5, ﬂ)XO + BYE)))

X (B2) (1, (8, 8) Xo + BY0) 525, 8) + G2 (t1, (8, B) Xo + 5Y0) 55

+ 2.5, (1, a8, B)Xo + BY)))

X (G2 (tr, (0, B) Xo + BY5) 25(6, 8) + F22)(t, (6, B) Xo + BY0) 55
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(822 (11, (8, B) Xo + BY0)22(6, 8) + 22) (11, (6, )Xo + 5Y0) &
+992)(tg, 1(6, B((tr, (0, B) Xo + BYp)
X (5, ®(11(8, Bt a6, B) Xo + BYo)) + L2(8, B(t1, (3, B) Xo + BYp))
<(52) 11, 0(0. )Xo + 5Y0) 3 0. 9) + %) (11,06, 8) X0 + B0 %
+28.(5, (11, (8, B)Xo + BY)))
X(582) (11, (6, B)Xo + BYo) 526, 8) + %82) (11, 2(0, )Xo + BY0) 3
#(0,0) = %2(0,0) — %2(0,0) 52 (to, 0)
x [24(0,0) + 22(0,0) %2 (t1,0)2(0,0)]
_ [6#2 (0,0)222 (£, 0)(22(0, 0) + 22(0,0) 22 (t1,0) 22 (0, 0)]
55(0,0) = %2(0,0) — %2(0,0)r4(0,0) (%-(0,0) + 52(0,0)r1(0,0) 35 (0,0))

—9222.(0,0)r5(0,0) (25-(0,0) + 22(0,0)r1(0,0)22(0,0)) = B



Conclusions et Perspectives

Dans ce mémoire nous avons considéré des modeles mathématiques linéaire et non-
linéaire de tumeur hététogéne,on a cherché un modéle nonlinéaire impulsif de traite-
ment chimiothérapeutique de tumeur hétérogéne, on a étudié le cas de délivrance de
deux médicaments ,on a étudié la stabilité de la solution triviale ,qui est équivalente a
[’éradication de la tumeur on a montré que la stabilité est retenue si certaines conditions
sont satisfaites ,aprés cela ,on a considéré le cas de résistance forte,c’est a dire quand
le tauz de la déstruction de la cellule résistante est égal a 1 dans ce cas, la stabilité
est perdue et on a un phénoméne de bifurcation , dans cette situation ,la tumeur n’est
pas €radiquée ,elle peut étre trés petite mais encore viable,l’étude de ce modeéle nous
permet de choisir la strategie du meilleur médicament ,a étre utilisé périodiquement

afin d’avoir des conditions nécéssaires et conséquemment l’éradication de la tumeur.

Dans le future, pour une recherche doctorale, nous prévoyons de considérer des systémes
plus complexes,des modeéles spatiotemporels de thérapie génétique en particulier des
systemes mixtes discrets et continus,avec simulation numérique comme par exemple ;
le cas des systémes avec impulsions, des systéemes avec dynamique sur échelle de temps.

Aussi le cas fonctionnel avec retard ou intégral. Enfin, le cas de diffusion spatial.

81



82

Modeéle mathématique nonlinéaire




Bibliographie

[1]

[2]

[3]

4]

[5]

[6]

[7]

D.BAINOV,P.SIMEONOV, Systems with Impulsive Effect : Stability, Theory
and Applications, Ellis Horwood, Chichester (1989).

D.BANnov,p.SIMEONOV, Impulsive differential equations :periodic solu-

tions and applications,longman, John Wiley,new york,NY (1993).

ABDELKADER LAKMECHE,OVIDE ARINO , nonlinear mathematical model
of pulsed-therapy of heterogeneous tumors , Nonlinear Analysis :Real World
Applications(2001)

ABDELKADER LAKMECHE,OVIDE ARINO, Bifurcation of nontrivial per-
iodic solutions of impulsive differential equations arising chemoterapeutic
treatment, Dyn. Contin. Discrete Impuls. Syst. Ser. A Math. Anal., 7
(2000), pp. 265287.

M.C BERENBAUM,, Dose-response curves for agents that impair cell

reproductive integrity, (1969).

Jack K.HALE,HUSEYIN KOQAK, Dynamics and Bifurcations, springer-

verlag new york Berlin Heidelberg london (1974).

A .PAzy, semigroups of linear operators and application to partial differen-

tial equations, springer-verlag new york Berlin Heidelberg london (1983)

83



84

BIBLIOGRAPHIE

/8] J.A.DIEUDONNE, Eléments d’analyse. Tome I. Fondements de lanalyse
moderne. 3éme Eedition. Paris Gauthier-Villars (1979).

[9] J. C. PANETTA, A MATHEMATICAL MODEL OF PERIODICALLY-PULSED
CHEMOTHERAPY : TUMOR RECURRENCE AND METASTASIS IN A COMPE-

TITIVE ENVIRONMENT. Bull. Math. Biol. (1996).

[10] V LAKSHMIKANTHAM,D.D BaINoVv,P.S.SIMEONOV, Theory of impulsive
differential equations(1989)

[11] K.GOPALSAMY, Global Asymptotic Stability in an Almost Periodic Lotka-
Volterra System, J. Austral. Math. Soc. Ser, 27 (1986), 346-360.

[12] K. GopAaLSAMY, Stability and Oscillation in Delay Differential Equations
of Population Dynamics, Mathematicx and its Applications , Kluwer
Academic, Dordrecht, 74 (1992).

[13] A.GROTHENDIECK, Topological vector spaces, Gordon and Breach, (1973).

[14] J.M.GUSHING, An introduction to structured population dynamics, Society
for Industrial and Applied Mathematics. Philadelphia, (1998).

[15] J.HOFBAUER, K.SIGMUND, Evolutionary Games and population Dyna-

mics, Cambridge university Press, (1998).

[16] A.C. KiNG, J. BiLLiINGHAM ET S.R. OtroO, Differential Equations
Linear, Nonlinear, Ordinary, Partial, Cambridge University Press, (2003).

[17] J.D.LEBRETON, C.MILLIER, Modeles dynamiques déterministes en biolo-
gie, Masson, Paris, (1982).



BIBLIOGRAPHIE 85

[18] N.P1skouNov, Calcul différentiel et intégral, Moscou 9¢ édition(1980).

[19] CHARLES-MICHEL MARLE, Systeémes dynamiques une introduction ,el-
lipses ,(2003) .

[20] X.Liao, L.WANG, P.Yu, Stability of Dynamical Systems, FElsevier,
premiére edition, (2007).

[21] D.O’REGAN, Topological degree theory and applications. In Series in
mathematical analysis and applications, Chapman Hall/CRC, (20006).

[22] RONALD W.SHONKWILER, JAMES HEROD, Mathematical Biology, An
Introduction with maple and matlab, Second Edition, Springer, (2009).

/23] ROBERT SCHOEN, Dynamic Population Models. Springer, (2006).

[24] R.ROSEN ,mathematical modeling in protocol formulation in cancer
chemotherapy (1986).

[25] H.CARTAN ,cours de calcul Différentiel FEdition ,Herman,paris (1977).

[26] S.N.CHOW,J.HALE, ,Methods of Bifurcation Theory Springer, Berlin,
(1982).

[27] YVES SONNTAG, Topologie et Analyse Fonctionnelle, Ellipse, (1997).

[28] Y.TakeucHI, Global dynamical properties of Lotka-Volterra systems,
World Scientific Publishing (2006).

[29] BRONDON , ALEX S , numerical methods with matlab , new Jersey ,(2005)



86 BIBLIOGRAPHIE

[30] WALTER G. KELLEY, ALLAN C. PETERSON, The Theory of Differential
Equations, Classical and Qualitative, Second Edition, Springer (2010).

[31] ALLAIRE ET SIDI MAHMOUD KABER, Introduction a scilab .Exercices

pratiques corrigés d’algebre linéaire, paris (2009).

[32] MARIE MADELEINE,JOSEPH HENNY,GERARD SIEST, Biologie prospective ,
england(1988).



BIBLIOGRAPHIE

87

Reésume :

Dans ce travail, on s'intéresse aux modeles mathematigues décrivant
Iévolution d'une tumeunr hétéro géne sous un traitement chimiothérapigue
perindique avee des médicaments a effets instantanésMathématiquement
.00 éudie Iexistence de solution péricdigues positives Pour un systéme

i’ équation différentielles impulsives .

Mots elé: Equations différentielles impulsives, existence de solution

périndiques positives , Stahilieé , Bifureation simulation numérigue.
Abstract :

In this work , we are interested by mathematical models descrabing the
evolurion of heterogensous tumors under periodic chemotherapeuric
treatment with pulsed effects. Mathematically , we study the existence of

positive periodic solutions fora system of impulsive differential equations.

Eev words: Impulsive differential equations . Existence of positive

periodic solurions , Stability Bifurcatbn ,numerical simulation.
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