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Introduction générale

Dans ce travail nous traitons de problémes d’estimation paramétrique unidi-
mensionnelle et multidimensionelle de retards ainsi que certains problémes de tests

d’hypothéses sur les paramétres de retard pour des processus de type diffusion non

linéaire : )
dX; =Y Si(Xig)dt +edW,, xo, 0<t<T,
i=1
ot ¥ = (by,....0,)" € RP. L'inférence statistique porte sur la dérive non linéaire
S(.) = >F ,8(.). Le coefficient de diffusion ¢ € (0,1) est supposé connu et W,

est un processus de Wiener standard. Notre étude est basée sur les observations
Xe ={X:, 0 <t <T} avec T fix¢ dans 'asymptotique ¢ — 0. La méthode d’es-
timation utilisée est basée sur des techniques statistiques introduites par J.Hajek
, L. Le Cam, Ibragimov, R.Has'minskii et Y. Kutoyants et d’autres auteurs. En
particulier I'introduction de la borne minimax des risques associés aux estimateurs
dans un cadre plus général est due a J.Hajek et L. Le Cam et la théorie des mé-
thodes d’estimation paramétrique en statistique asymptotique est due a I.Ibragimov,
R.Has'minskii. Nous notons que dans ce type de probléme d’estimation des retards
nous avons la particularité suivante: si le parameétre a estimer est a deux dimensions
¥ = (01,0,)" € R? alors l'écriture sous forme intégrale de 1’équation étudiée au point

t — 0, donne
t—01
Xt—01 =Xy + / (Sl (Xs_gl) + SQ(XS_QZ))dS + EWt_gl
0

et nous remarquons que la trajectoire (X;_4,,0 < ¢t < T') est du méme ordre de
régularité que les trajectoires du processus de Wiener

(Wi_,,0 < t < T) par rapport au temps. Comme les trajectoires du processus
de Wiener ne sont pas différentiables, il s’en suit que la dérive du modéle consi-
déré {S1(Xi—g,) + S2(Xi—g,), 0 <t < T} n’est pas différentiable par rapport au
parameétre ). Néanmoins, il est connu que pour certains problémes d’estimation pa-
ramétrique de retards dans la dérive, l'estimateur du maximum de vraisemblance
est consistent , asymptotiquement normal et efficace [9]. Dans cette étude, nous
montrons que le modéle en question est également régulier dans ce sens.

Le probléme d’estimation de retards dans ce type de modéle étudié a été considéré en
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INTRODUCTION GENERALE

premier par Y. Kutoyants [8] et [7](voir également [9] pour une étude exhaustive des
systémes dynamiques avec petit bruit, ot plusieurs problémes d’estimation de retard
sont considérés avec des généralisations pour d’autres modeéles. (voir aussi [13] et [12]
). Nous notons aussi qu'un probléme d’estimation de retards dans les systémes non
linéaires a été traité par Apoyan [1]. Recemment des problémes d’ estimations pour
ces types de modéles de diffusions ont été considérés sous différentes asymptotiques.
Particuliérement Kutoyants et Kiichler [5] ont étudié un probléme d’estimation de
retard dans un modéle de diffusion linéaire sous 'asymptotique des grands échan-
tillons (7" — o0). Les auteurs montrent que a la différence des petites diffusions le
probléme d’estimation du retard devient singulier avec une vitesse de convergence

des estimateurs proposés égale a T' et des lois limites des estimateurs non gaussiennes.

La thése comprend trois parties. Chacune étant rédigée pour permettre une lec-
ture indépendante des parties précédentes. Il s’en suit quelques redondances dans
I’ensemble du manuscrit.

Dans le chapitre 1, nous considérons I’équation différentielle stochastique de type

diffusion non linéaire suivante

dX; = S(X;_g)dt +edW,;, 0<t<T.
X, = x9, s<O.

ou S(+) est une fonction réguliére donnée. Nous nous proposons d’estimer le para-
meétre réel 6 a partir des observations X¢ = {X;,0 < ¢ < T'} sur l'intervalle de temps
fixé (0,77, et d’étudier les propriétés asymptotiques de l'estimateur du maximum de
vraisemblance du parameétre dans le cadre des petites diffusions (¢ — 0). Nous mon-
trons que cet estimateur est consistent, asymptotiquement normal et efficace.

Dans le deuxiéme chapitre nous regardons I’équation suivante

dX; = (S1(Xig,) + S2(Xip,))dt +cdW,, 0<t<T
Xy =19, s<O.

ot S1(-) et Sy(-) sont deux fonctions réguliéres données, le parameétre a estimer est
9 = (61,05)" € (0,T)% et zy est fixé. Nous nous proposons d’estimer le paramétre 9
a partir des observations X¢ = {X;,0 <t < T} sur l'intervalle de temps fixé [0,77],
et d’étudier les propriétés asymptotiques de I'estimateur du maximum de vraisem-
blance du parameétre dans le cadre des petites diffusions (¢ — 0).Nous montrons des
résultats dans un cadre matriciel et nous obtenons des résultats analogues au cas
unidimentionnel.

Dans le troiséme chapitre nous nous consacrons a des probléemes de tests d’hy-

pothéses paramétriques et non paramétriques dans le méme modeéle. Le processus

8 INTRODUCTION GENERALE



INTRODUCTION GENERALE

observé est

dXt = S(Xt,9>dt + gth, 0 <t< T. (1)
Xy = xy, s<0

ou le paramétre 6 prend deux valeurs fixées # = 0 ou 0 = 0;. C’est dire que le
processus n’a pas de retard ou il admet un retard égal a 6;. Il s’agit de tester une

hypothése simple,
Ho: 6 =0 -contre une alternative simple H;: 6 =0,

Nous construisons dans la classe des tests I, au niveau o un test de type rapport
de vraisemblance . Dans la suite nous proposons aussi dans une classe de tests K’
au niveau asymptotique «, un test de type Neyman-Pearson de H, contre H;. Une
modification de ce dernier de test via un temps d’arret permet de construire un
test au niveau . Nous étendons ensuite ces résultats a des alternatives composées
unilatéral en proposants plusieurs tests soit au niveau a ou asymptotiquement de
niveau «.. Nous montrons dans chaque cas la consistence des tests proposés. Dans la
troisieme section nous construisons des tests d’ajustement de type Cramer von-Mises

pour tester I’hypothése simple de base
Ho: 60 =0,
contre 'alternative composée non paramétrique suivante :
Hy: dX, = B(Xy)dt+edW,, X;=u1z9, s<0 0<t<T (2)

ot B(X;) # S(Xi—g,) et B est une fonction inconnue. Nous montrons aussi la consis-
tence du test proposé. Nous terminons par I’é¢tude d’un test de type Cramer von-
Mises pour tester I’hypothése nulle composée Hy : 6 > 0 contre l'alternative pré-
cédente H; par construction d’une statistique utilisant I’estimateur du maximum de

vraisemblance sous Hy.

INTRODUCTION GENERALE 9
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Chapitre 1

Estimation d’un retard simple dans

une diffusion non linéaire

Nous considérons le probléme de 'estimation d’un retard a partir de 1’observa-
tion d’un processus réel de type diffusion non linéaire a temps continu, avec un petit
coefficient de diffusion. Sous certaines conditions de régularité nous montrons que
I’estimateur du maximum de vraisemblance du parameétre de retard est consistent,
asymptotiquement normal et asymptotiquement efficace lorsque le coefficient de dif-

fusion tend vers 0.

1 Introduction

Nous considérons 'équation différentielle stochastique de type diffusion non li-

néaire suivante

dXt = S(Xt79>dt + €th, 0 S t S T, (11)
X, = Zo, S < 0,

ot S(-) est une fonction réguliére donnée, le parameétre a estimer est 6 € (0,7) , o
est fixé et W, est un mouvement Brownien, c¢’est & dire un processus Guaussien tel
que EW; =0, E(W,W;) =t A s — st. Nous nous proposons d’estimer le paramétre ¢
a partir des observations X¢ = {X;,0 < ¢ < T} sur l'intervalle de temps fixé [0,77],
et d’étudier les propriétés asymptotiques de I'estimateur du maximum de vraisem-
blance du parameétre dans le cadre des petites diffusions (¢ — 0). Nous montrons
que cet estimateur est consistent, asymptotiquement normal et asymptotiquement

efficace .
11



CHAPITRE 1. ESTIMATION D’UN RETARD SIMPLE DANS UNE DIFFUSION
NON LINEAIRE

2 Notations et hypothéses

Nous nous proposons d’estimer le parameétre 6 € ©, représentant un retard dans
le processus X¢ = {X;,0 <t < T} solution de I'équation (1.1):

dXt = S(Xt_9> + €th, 0 S t S T
Xs=1x9, s$<0.

Nous associons a (1.1) I’équation déterministe correspondant a (¢ = 0) de solution
x = {x:,0 <t < T} vérifiant

d
% = S(wig), 0<t<T (1.2)
Ty, = g, s<0.

L’espace paramétrique © est défini par
O=(af), O<a<p<T

avec «, f connus. Nous supposons que le drift S(-) est également connu et défini sur
R et 'asymptotique correspond & € — 0. Une condition de Lipschitz sur le drift est
suffisante pour 'existence et 1'unicité d’une solution, voir [I5]. Nous ferons plutot
une hypotheése de régularité plus forte pour résoudre notre probléme d’estimation

paramétrique

H: S est une fonction positive deuz fois continiment dérivable de dérivée non

nulle sur un intervalle [a,b] C [xg,xr] et bornée sur R.

En effet la fonction S admet une dérivée bornée sur 'intervalle compact
[zg,z7] alors elle est lipschitzienne. Le probléme (1.1) admet alors une solution
unique. De plus les mesures {Pe(e),@ € O}, induites par le processus solution de cette
équation sur 'espace (Cr,Br) des fonctions continues sur [0,7], sont équivalentes

(voir [15] chap.4 pour une étude exhaustive).

Nous rappelons les définitions suivantes [15] ; pour I'observation
X ={X;,0 <t < T} de (1.1), le rapport de vraisemblance est défini pour deux

valeurs du paramétre 0y,0 € © par

(e) T
L(6. 60: X) = j?@ ) = e {5 [ (5(Xima) - S(Xica)) X,
9o 0
_2_; 0 ((S(Xi-0))" = (S(Xi-a))") e}

I’estimateur du maximum de vraisemblance EMV 55 est défini comme solution de

I’équation suivante
L(B-, 60; X¢) = sup L(8, 6p; X°) (1.3)
0€O
12 2. NOTATIONS ET HYPOTHESES



CHAPITRE 1. ESTIMATION D’UN RETARD SIMPLE DANS UNE DIFFUSION
NON LINEAIRE

ol O est 'adhérence de © et 6, est une valeur fixée dans ©. Si cette équation admet
plus d’une solution 'EMV est défini comme 1'une de ces solutions. Nous donnons la
condition LAN de Hajek [3] ( voir aussi [9]).

Définition 2.1. La famille de mesures {PQ(E), 0 € ©} induites par le processus
solution de (1.1) posséde la propriété de normalité asymptotique locale (LAN) au
point § € © quand ¢ — 0, s’il existe une fonction positive ¢.(0), telle que pour

uwel. :=q¢ (a—0,8—40), le rapport de vraisemblance normalisé

Z.(w) = L(8 + . (0)u,6; X°)
admet la représentation

Z.(u) = exp{ul.(6,X°) — %uQ + . (u,0,X%)} (1.4)
AL(0.X7) = N(0,1), Py~ lim W (u,0,X7) = 0. (1.5)

Cette famille de mesures est dite uniformément LAN sur © si les convergences dans

(L.5) sont uniformes sur les compacts K C ©.

Introduisons I'ensemble W, 5 des fonctions réelles | définies sur R et ayant les
propriétés suivantes:
e les fonctions () sont symétriques, i.e. [(u) = I(—u), continues en v = 0, {(0) = 0
mais non identiquement nulles, {(u) > 0,
e les ensembles {u : [(u) < C'} sont convexes pour tout C' > 0,
e [(u) est majorée quand |u| — oo par les fonctions de type exp{yu®}, pour tout
v > 0.
W, , est dit ensemble des fonctions de perte a majorant exponentiel.
Nous rappelons le résultat suivant appelé inégalité de Hajek-Le Cam [3]:
si une famille de lois {PQ(E), Y € O} satisfait la condition LAN en tout point 6§ € ©
avec une constante de normalisation ¢.(6) alors pour tout estimateur . , toute

fonction de perte I € W, 5 et § > 0 nous avons l'inégalité suivante

_ 1 z°
lim liminf sup [Egl <90;1(90)(95 _9)> 2 2 )l /l(a:) exXp (_E> dr.
m)z Jr

0—0 =0 19_gy|<s

Les estimateurs qui réalisent ’égalité dans l'inégalité de Hajek-Le Cam sont dits

estimateurs asymptotiquement efficaces. Nous introduisons la quantité

1) = /0 S (2120) S (21_o)dlt

qui va intervenir comme Information de Fisher dans ce probléme, ici x est la solution
du probléme déterministe (1.2). Sous ’hypothése H, nous montrons dans la section

suivante que le probléme (1.1) devient régulier au sens classique, voir [9] p.49.

2. NOTATIONS ET HYPOTHESES 13



CHAPITRE 1. ESTIMATION D’UN RETARD SIMPLE DANS UNE DIFFUSION
NON LINEAIRE

3 Normalité asymptotique locale

Nous considérons 1'équation différentielle stochastique (1.1) et les observations
Xe = {X;,0 <t < T} sur lintervalle fixé [0,7]. L'estimateur du maximum de
vraisemblance (EMV) du paramétre 6 € © est défini dans (1.3). Le Théoréme suivant
donne la condition LAN uniforme de la famille de lois {PQ(E), 0 € ©} solution de
(L.1) et I'inégalité de Hajek.

Théoréme 3.1. Si la condition H est satisfaite, alors la famille des lois
{Pe(g), 0 € ©} solution de (1.1) est uniformément LAN , de constante de normali-

sation dans la représentation (1.4) o.(0) = eI~Y/%(0) et la variable aléatoire
T
AE(Q,X) = 5_1]_1/2(9) / S(l’t_gg)sl(l't_g)[dXt — S(Xt_g)dt]
0

qui admet la loi N'(0,1) sous Pe(a).
De plus pour tout estimateur 58 , 1€ Weo etd > 0 nous avons l'inégalité de Hajek-Le

Cam

~ 1 .Z'Q
lim lim inf Eol (-1 (05)(0. —0)) > — [ 1 ~—|d
fmliminf sup By (905 (00)( )) > 27T/R (z) eXp( 2) x

Pour démontrer le Théoréme 3.1 nous suivons [4] et [9] et nous avons besoin

d’etablir les Lemmes suivants

Lemme 3.1. Soient Cy,C1,Cy des constantes non négatives, u(t),v(t) des fonctions

bornées non négatives, t € [0,T] et telles que

u(t) < Co+ C) /0 tv(s)u(s)ds+02 /0 tv(s)[ /0 Su(r)dK(r)]ds,

ot K(.) est une fonction non décroissante continue & droite et
0 < K(t) < Ky, Ky est une constante. Alors

u(t) < Coexp {(c1 + Coy) /0 t v(s)ds} .

Pour la preuve de ce Lemme, voir par exemple [15] Lemme 4.13. Par le Lemme

suivant, nous établissons les inégalités fondamentales vérifiées par le processus
{X:,0 <t < T} solution de (1.1)

Lemme 3.2. Sous la condition H, nous avons, PG(E) p.s. les majorations suivantes

sup | Xy — x| < Kye sup W (1.6)
0<t<T 0<s<T
Eo|X, — 2> < Koe?, Vte[0,T). (1.7)

14 3. NORMALITE ASYMPTOTIQUE LOCALE



CHAPITRE 1. ESTIMATION D’UN RETARD SIMPLE DANS UNE DIFFUSION
NON LINEAIRE

Démonstration. 1. Posons u(t) := | X; — ], en utilisant I'inégalité triangulaire

et I'hypothése H, pour K = sup |S'(y)| comme la forme intégrale de (1.1) et
yeR

de (1.2) respectivement donne

t t
X, = / S(X. o)t + Wi, a4 — / (s )t
0 0

nous avons
t
() = | [ (S(Xo_o) = S(e_g))ds + W,
t
g/ IS(Xs o) — Saso)\ds + £[Wi|
0
t
< K/ |Xs—9 - xs—0|d3 +¢€ sup |Ws|
0 0<s<t
Alors

¢
ut)SK/ u(s — 0)ds + ¢ sup |W|

0<s<t

0<s<t

—K/ s)ds + ¢ sup |Wy|

0<s<t

t—0
—K/ ds+K/ s)ds + ¢ sup |Wy|
0

t—
—K/ s)ds + ¢ sup |W|

0<s<t

<K/ s)ds + e sup |Wy|.

0<s<t

En effet, pour s < 0, nous avons X, = x4 et u est une fonction non négative.

Par le Lemme de Gronwall (3.1) nous déduisons

t
u(t) <e sup |WilexpK [ dr
0<s<t 0

< 5exp(KT) sSup |Ws| = K sup |Ws|

0<s<t 0<s<t

et

sup |X; —ay] < Ky sup |[Wy
0<t<T 0<t<T

Avec Ky = cexp(KT)
2. Pour la seconde inégalité, en utilisant également la forme intégrale de (1.1) et

3. NORMALITE ASYMPTOTIQUE LOCALE 15



CHAPITRE 1. ESTIMATION D’UN RETARD SIMPLE DANS UNE DIFFUSION
NON LINEAIRE

(1.2), 'hypotheése H et l'inégalité (a + b)? < 2a* + 20, nous avons
Bl X, — 242 = Byl /Ot (S(Xa_g) — S(xeg))ds + Wi
< 2E, ( / t(S(XH) . S(xsg))ds>2 1 222EW,?
0
< 2t /t Eg(K|Xs_g — 24_g|)*ds + 2%t
0

t—6
< 22%/ Eo(K|X,s — x5])%ds + 27t
—0

t—0
< 2K2t/ Eo| X — zs2dr + 2¢%
0
t
< 2K2t/ Eo| Xy — w52 ds + 2¢%t
0

ol nous avons utilisé le fait que | X, — 24> = 0 pour s < 0 et | X, — 2, >0
lorsque s > 0.

Posons alors u(t) = E¢| X; — 24> nous avons
¢
u(t) < 2K2t/ u(s)ds + 2&%
0
t
< 2K2T/ u(s)ds + 2e°T.
0
Le Lemme 3.1/ implique alors

t
u(t) < 252Texp(2K2T/ ds)
0

Ainsi  Eg| X, — z|* < 26°T exp(2K?T')

et pour Ky = 22T exp(2K2T?) nous avons les inégalités
sup Eg| X, — 24]? < Kye?
0<t<T

sup sup Eg|X; — 2)* < Kye?
0€0 0<t<T

]

Le Lemme suivant permet d’établir une certaine régularité de la fonction drift

S(-) par rapport au parameétre de retard.

Lemme 3.3. Sous la condition H, pour tout compact K C O,

v E€e (O —1), nous avons

limsup sup Eg|S (Xi_g_cv) — S (Xi—9)| =0 (1.8)
£=0 gek tefo,17]

ou X est le processus solution du probleme (1.1))

16 3. NORMALITE ASYMPTOTIQUE LOCALE



CHAPITRE 1. ESTIMATION D’UN RETARD SIMPLE DANS UNE DIFFUSION
NON LINEAIRE

Dans toutes les démonstrations qui suivent nous notons C' une constante géné-

rique pouvant varier d’une ligne & une autre.

Démonstration. : Par 'hypothése H, K = sup |S’(y)|, nous avons
yeR

sup E0|S/(Xt7075v> - S/(Xt70)| < K sup EGlXt7975v - Xt79’
t€[0,T] t€[0,T]
< K sup (E9|Xt7975v - Xt70‘2)1/2 .

te€[0,T]

D’autre part I'inégalité (1.7), et la continuité uniforme de x donnent
sup sup Eg|X, g — z_9|* < CE?,
9ek 0<t<T

2 2
sup sup Eg|Xi_g—cp — Ti—g—co|” < Ce7,
9ek 0<t<T

2 2
Sup sup ’xthﬂs'u - .’17,5,9‘ < Ce ,
0k 0<t<T

et tenant compte de ces trois majorations, nous obtenons

sup sup Ey|Xy_g_cp — Xi_g|> < O, (1.9)
9eK 0<t<T

d’ont

sup sup Byl S'(Xy—p—co) — S'(Xi—p)] — 0
0cKk te[0,T)

Démonstration. (Théoréme [3.1)
Soit K un compact de © et 0 4+ cv € © pour 0 € K et (v.) une suite réelle telle que
Ve — .

notons 6., = 0 + ¢.(0)v:

Par ’hypothése H |, toutes les mesures {Pe(a), 6 € O} sont équivalentes [15] et Le

logarithme du rapport de vraisemblance normalisé est tel que

- dPe(e) ) T 1
InZ.(v) = ln# = / ASy(v)dW; — = ||AS(v)]|? (1.10)
dp, 0 2

|| - || est la norme de L*([0,T]) et

T ~1/2
0u(6) = cI(0) /% = ( / S'2<xt9>52<xt29>dt)
ASt(U) = 8_1[S(Xt_gsw) - S(Xt_g)].
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Pour le terme |[|[AS(v)||* nous montrons la convergence

B —lime?|| (S(Xiq.,) — S(Xig)) — S"(x1-9)S (w1-20)-(O)v]|> =0 (L.11)

e—0

Nous pouvons écrire
T
1AS(0)|? = / e2(S(Xog..,) — S(Xo_o))dt.
0

T
_ / e 252 (Xog) (KXo, , — Xo_g)dt
0

+ / e {S(X ) — S(X ) — 8 (X o) (Kea — X gVt (11

T
+ 2/ 5_25,(Xt—9)(Xt—05,1, — Xt_g) X {S(Xt_gg’v) — S(Xt_g)
0
—S'(Xi—0)(Xi—p., — Xi—0) } dt.

Ot nous avons ajouté et retranché la quantité
g 2
2/ 8_25/ (Xt—G)(Xt—Ggyv - Xt_9)2dt
0

1. Si 'on note X;_4 . un certain point intermédiaire entre X;_o . et X;_g, par
t 9571, p e,v )

I'hypothése H, le second terme de (1.12) est tel que
T 2
8_2E9/ {S(Xt—ﬁgw) — S(Xt_g) — S/(Xt—H)(Xt—Ggﬂ, — Xt_g)} dt
0

- /0 ' {s'()?t_am)(xt_em ~ X )
S (Xio) (X, — Xt_g)}Zdt
— s, | (S (Frn) — (X)) Xoar — Xl
Rappelons 'inégalité (1.9)

2 2
sup sup Eg|Xi_g,, — X’ < C,
0€0 0<t<T

comme  X; g est un point intermédiaire entre X, 4 et X;_4_, nous avons

aussi
sup sup E9|)~Q_95’v — X, 4* < Ce?, (1.13)

0O 0<t<T

il s’en suit alors

T
e Sup Ee/ (8"(Xi-0.,) = S"(Xi-0))*(Xi-g., — Xi—g)*dt
€ 0

< CTsup sup E9|S,<Xt_gsyv) — S"(X,_g)

00 0<t<T
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Grace a l'uniforme continuité de S, comme X; 4., est compris entre X;_g
et X; 4., nous déduisons du Lemme 3.3 que le second membre de I'inégalité

précédente converge vers 0 et il en est de méme pour

T
iug eZEg/ (8" (Xi-o.,) — S/(thg))2<Xt,957v — X, _g)%dt.
€ 0

2. D’autre part, pour le dernier terme de (1.12) par la condition H nous avons

également

T
=By [ {5(Xina,,) = S(Xea) = S(Xio) (Xica,, ~ Xio)}
0
X S,(Xt—e)(Xt—es,u - Xt_g)dt
T ~
= 5_2]E9/ {(Xt—ﬁgﬂ, — Xt_g) S/(Xt_ggm)
0
— §'(Xi-0) (Xia.,, = Xeo) }S'(Xi0) (XKoo, = Xiog)dt

T
<By [ 1Xea, — X 1S (XS (Rico, ) = (Xl
0

T
< CKEQ/ 15" (Xi—g.,) — S"(Xy—p)|dt (1.14)
0

puis par l'estimation [1.13 et la continuité uniforme de S’ nous déduisons la

convergence

lim sup sup E9|S/()?t7957v) — 5'(Xi0)| = 0.

e=00<t<T 9cO

Ainsi les deux derniers termes de (1.12) convergent vers 0 lorsque € tend vers

0 uniformément en 6.

3. Le premier terme de (1.12) peut étre réécrit

82(/0T 5/2(Xt79)(Xt,9M _ Xt—9)2
_ /OT (U‘f%(Q)S(xt*%)*g/(wtfe)fdt
+ /OT (UESOE(0>S(xt729>sl(xt79))2dt>

et nous considérons d’abord les deux premiers termes; en appliquant 1'inégalité
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de Schwartz nous avons,

e 2 [/OT 5’2(Xt—9)(Xt—es’U _ Xt—0)2
_ /OT (Ua%(Q)S(xt_%)gl(xt_e))th]

< /0 ' [8'(Xea) (X, — Xioo)
0 0)S (a120) 1) ]
<[ S ) (Koo, — X

+ 0:02(0) S (21-20) S (21 5)] th}

1/2

Le second terme obtenu est borné car les fonctions S et S’ sont bornées et
grace a la majoration (1.9). Moyennant I’hypothése H et la forme intégrale de

(1.1), le premier facteur est tel que
T
5_2150[/ [S"(Xi—0)(Ximg.,, — Xi—g)
0

— 0epe(0)S (1) (1) ] 2

< KRy / | / T 50t ) - Staaas]?] + eotw)

—0

T pt—6e, 1/2
< K22 [ / [ / E| Xo_p — 2,_s9|2ds] dt} + co(v.)
0 t—0

Pour I'espérance mathématique Ey| X, g — x;_99|? , par (1.7) et la dérivabilité
de la fonction z; sur I'intervalle compact [0, 7] nous avons la majoration
sup  Eg| Xs g — ¢ o9/’
t—0<s<t—0

<2 sup EglXsg—meg’+2 sup |zeg— 30|

t—0<s<t—0. , t—0<s<t—0c
< 2(Kq + nax, - (0)v.iy|*)e? < Ce?

car o.(0) = eI(0)""/? est une fonction bornée puique S et S’ le sont.
Il en découle alors

T
lim sup 52E9[/ [S/(Xt,9>(Xt,967v — X 9)
0

e=0gek

1/2
| =0

— 020 (0)S (w129) S (2,_9) | dt
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d’ott 'on déduit que pour toute suite (v.) convergente vers v,

lim sup Egs_2||S(Xt_9m) — S(Xi—g) — 0-0:(0)S(x1-29) S (w1-9)|| = O,

e—0gcic

ainsi, rappelant les notations
ASi(v) = 571(5(Xt795,v) - S(the)) pe(0) = eI(0)7'?
nous avons pour toute suite (v.) convergente vers v

lim sup Eg||AS (v) — I(0) Y25 (_99) S (z4—g)ve|| = 0. (1.15)

e—0gecic
Comme
IAS(v) = 1(6) 7?8 (21-29) 5" (z1—g) |
< ||AS(v) — [(9)_1/25(1Et_29)5/([Et_o)va|| + |ve — ],

nous obtenons

T

lin% (ASt(v))gdt =v? uniformément en ¢
E— 0

D’autre part, pour I'intégrale stochastique
T
Az—: :/ ASt(U)th
0

nous avons également

P {‘ /0 T[Ast(m — I 2(0)S(24-29)S" (10| AW, | > 5}

< &5+ P {1AS(1@) 7 u) = (01(0) S (@) (w0l > 7}

choisissant alors 7 et § assez petits de sorte que vd~2 reste petit, nous déduisons que
le majorant précédent tend vers 0 et par suite

A, = N(0,1) (1.16)

convergence en loi uniformément en ¥ € K. Ce ci achéve la preuve de la condition

LAN uniforme des observations de notre probléme. Il

Tenant compte des résultats (1.15) et (1.16), nous pouvons conclure que le rap-

port de vraisemblance admet la représentation

Z.(8.0) = L(6 + . (8)0,6; X) = exp {vA, — %m L (v0.0)) (1.17)

avec les convergences uniformes en 0: A, = N(0,1) et pour tout § > 0,
liné Py{|V.(v.,0,0)] >0} =0
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4 Propriétés de 'estimateur du maximum de vrai-

semblance

Le Théoréme suivant donne la convergence, la normalité asymptotique, 'efficacité

asymptotique et la convergence des moments de 'EMV.

Théoréme 4.1. Si I’hypothese H est remplie, alors uniformément sur tout compact
K =la,b] de © = («, ), Uestimateur du mazimum de vraisemblance 0. vérifie

1. Py —lim0. = 0.
e—
2. .(0)71 (0. — 0) = N(0,1).
3. La convergence des moments E9|gps(9)_1(§€ —0)|P vers les moments E|A|P pour
tout p > 0, ou A est une variable aléatoire de loi normale centrée et réduite.

4. L’EMYV est localement asymptotiguement minimax au sens de Hajek pour les
fonctions de pertes [(-) € W, i.e

limliminf sup Egl (@;1(6’0)(5& - 9))

0=0 =0 19_go|<6s
1 2
=—— [ l(z)exp | —— | dx.
Tw/R (z) p( 2)

Les deux Lemmes suivants montrent que la familles des lois des processus du
rapport de vraisemblance (Z.(u), u € e 1(© — 1)) est tendue dans l'espace Cy(R)
des fonctions continues sur R et tendant vers 0 a l'infini.

Lemme 4.1. Soit K un compact de ©.Alors pour uy, us et pour tout R > 0 nous

avons la majoration suivante

sup  sup  |ug — uy| 2By ZY 4 (ug) — ZV4(uy)|* < C(1 + RY)
0eK |ui|<R,|uz|<R

ou C est une constante qui dépend de K.

Démonstration. Notons
Gi =0 + QOE(Q)UZ, 1= 1,2, ASt = 6_1(S(Xt_91) — S(Xt_92>)

et considérons le processus

I I
Y; = exp {Zl/ ASdeS — g/ (ASS)QCZS} .
0 0

Le processus Y; ainsi défini satisfait Pe(j) presque stirement 1’égalité

1/4
dp(f)
Yo = ! (X)
(e)
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Posons alors:

1 t 1 t
V;:—/ ASSdWS——/ (AS,)%ds = InY,.
4 Jo 8 Jo

La formule de It6 appliquée au processus f(V;) := exp V; = Y; donne

avi={ £,00) (g8 ) + Srav g a5 fat

+ FUV)(AS)aW,

1 1
={expv;<—§<Ast>2> Lesp Vi <Ast>}dt+expvt (AS)dW,

3
= 5 (AS)Yidt + (ASt)Y;:th; Yo=1 (V=0
Ainsi, il s’ensuit

T 1 T
Yr=1- 3% (AS;)?Ydt + I / (AS,)Y;:dW; (1.18)
0

D’autre part,

4
Egl 22/ (uz) — ZM4 ()| = Es

ZY* (uy)
= (1 ) Zé/4<u2>)

Comme Z.(uy) = dPe(j) / dPa(E)7 nous déduisons

/
1 AP 4
Bo|Z2 (uz) = Z2 ()] = Bo| | =25 ) (1—¥2)
AP

dP(E)
— Ey|1 — YT\‘*‘%‘ — By, |1 - Yol
dP}

En utilisant I'expression (1.18) de Y7 et I'inégalité (a + b)* < 23(a* + b*) nous avons

Eo| 2/ (u2)— 2 (wr)|" = Eo,|1 - Yz|'

3 (7 1T 4
— By, | / (AS,)2Yidt — - / (ASt)Ytth‘
32 4,
3 4 17 4
< 8F,, | > / (ASt)2Ytdt‘ 48Ky, | > / (AS,)Y:dW,
32 J, 1,
8.34

T T

9T

< @Tg/ ]EQQ}QAI(ASt)E;dt + ?/ E92K4<Ast)4dt'
0 0

En effet par la formule (voir par exemple [9]):

T T
E(/ (f(t)awy))*™ < (m(2m — 1))me1/ Ef?"(t)dt m e N (1.19)
0 0
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nous déduisons pour la deuxiéme intégrale
1 4 1 (7
8E92 (Z(ASt)Y;th> < 8@/ E92 (ASt)ALY#dt(Q(ZL . 1))2,1-,
0

9 ’ 4y 4
== gT E92 (ASt> }/;5 dt,
0

et pour la premiére intégrale, par I'inégalité de Holder nous avons

3 T 34 T 14 T 34
E92\3—2/ (AS)Yidt]* < i, (/ (ASt)snéldt) (/ dt> ‘
0 0 0

34 T
= __T° / Eg, (AS;)*Y,"dt.
32 0

Finalement nous obtenons

T T
Eo| ZY4 (ug) — ZM*4(uy)[* < C4 / Eg, Y*(AS,)3dt 4 C, / Eg, YA(AS,)*dt,
0 0

puis par changement de mesure, comme
1/4
d P(E)
Yi= (5
dP92

T T
Eo| Z% (ug) — ZY4(uy)|* < C4 / Eg, (AS,)3dt + Cy / Eg, (AS,)*dt. (1.20)
0 0

nous avons

Il nous faut majorer le second membre obtenu et nous ferons le calcul pour Ey, (AS;)®
uniquement.

Par H, en posant K = sup |S’(y)| et par le Théoréme des accroissements finis nous
yeR
avons

1
By, (AS,)* = B, (S(Xi-0,) ~ S(Xip,))”

K8
< ?E91|Xt—91 - Xt—92|8

puis en utilisant la représentation de (1.1) sous forme intégrale,
t

X, =z +/ S(Xs_g)ds +eW;, 0<t<T,
0

I'inégalité (a + b)*™ < C(a*™ + b*™), C = 2™~ ainsi que la propriété du processus
de Wiener: E|W, — W,|*> = |t — s|, nous déduisons

K8 t—01 t—0o 8
E91 (ASt>8 < 6—8E91‘ / S(Xs_e)ds -+ EWt_gl — / S(Xs_g)ds — 8Wt_92
0 0

K8 t—01 ]
= ?Eel </t92 S(Xs—p)ds +e(Wig, — Wt—@g))

KS 7 =0 8 8 4
S Cg |92—91‘ Eng (Xs_g)d8+8 |02—01|

t—0o

K8 t—01
:C_8|92_01|7/ E0188(X5—0)d8+CK8|82 _91’4'
9

t—05
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Montrons alors que Eg, S¥(X,_y) reste bornée; grace a I'inégalité (1.7) nous pouvons
écrire
Ep, S%(X,-g) = Eg,|S(Xs-0) — S(w5-0) + S(x5-0)[°
S 27E91|S(X5_9) — S(ZL‘S_Q)|8 + 27SS(ZL’S_9)
< 2"E,, (K\Xsfe - $379!8> +279%(x5_p)
< 2TKHeSK® + 2758 (1, _g)

< 2TKHeSK® + 27 sup S®(z4p).
0<s<T

La fonction S(z.) étant uniformément bornée, nous avons alors une majoration de

Eq, (AS;)® de type

KS
E91 (A5t>8 S ?’92 — 91|8(C€8K2K8 -+ 27 sup 58(1’5_9)) + CK8’92 — 91‘4
0<s<T
16 K8 7 8 8 8 4
< <C’K2K + 2 9T sup S (xs_9)>|92 — 0, + CK®(0, — 0]

€8 0<s<T

K8
= (CK2K16 + —827 sup Ss(x3_9)> ©2(0)|ug — ui|® + CK3p2(0)|ug — uy|*
€ 0<s<T
< <C’K2K1658 + K®27 sup Ss(x5_9)>_f—4(€)|u2 —u|?
0<s<T

+ CK®I1(0) % ug — g |*
S C’1|u2 — U1|8 + 0264|U2 — U1|4

(1.21)
et de la méme maniére
Eo, (AS)* < Csluy — uy [* + Cye?|uy — us)?. (1.22)
Finalement regroupant les estimations: (1.20), (1.21)), et (1.22) nous obtenons

E9|Z€1/4(’U,2) — Zsl/4(u1)|4 < Cl|u2 — U1’8 + Cg|u2 — U1’4 + Cg|u2 — U1’4 + C4|u2 — U1|2

sup g — wy|2Eg| Z* (ug) — ZY*(wy)[* < Oy + (Cy + C3)|ug — ug|? 4 Ct|ug — uq|®
u; | <R

< Cy+ (Cy+ C3)(2R)* + C1(2R)°
< Cx(1+ RY)

ot la constante Cx ne dépend pas de ¢. O]

Soit G' I’ensemble défini par

G={¢9:R;y — R, m y" exp(—g(y)) = 0, pour tout N > 0}.

li
y—0o0

4. PROPRIETES DE L’ESTIMATEUR DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE25



CHAPITRE 1. ESTIMATION D’UN RETARD SIMPLE DANS UNE DIFFUSION
NON LINEAIRE

Lemme 4.2. Sous H, pourp € (0,1) et IC un compact de (,[3), il existe une fonction

g € G,g(u) = ku?, (k une constante) telle que:

sup Ep 27 (u) < exp(—ru?)
oeK

Démonstration. en suivant Kutoyants, posons
a = S(Xt,97u> - S(thg) et b= S(It,Q,u) - S(‘rt,g),
d’apres l'inégalité: a® > b? — 2|b(a — b)| nous avons,

(S(Xio-u) = S(Xi0))” = (S(w1-9-0) = S(w1-0))" = 2|S(21-9-u) = S(x1-)|
X |5(Xi—g-u) = S(Xig) = S(@i—9-u) + S(w1-0)]
Z(S(l't—e—u) - S(xt—e))2 - 2|S(l‘t—9—u) - S(l‘t—e)|
X (18(Xi—p—u) = S(@e—o-u)| + [S(Xi=p) — S(zt-0)|) (1.23)
S et x sont contintment dérivables sur R et [—3,7 — «] respectivement. Par un

développement de Taylor de S(z.) au voisinage de t — 6, pour |u| < J, nous avons

pour le premier terme du majorant obtenu
r 2 T 2
/ (S(2i—9—u) — S(w1-9)) dt = / (S (24-g)ds—gu) dt + o(u?)
0 0

= /0 (S"(21-0)) " (S (1-20))*dt + o(u?)
— 1(0)u2 + o(u2)

= u*(1(6) + o(1))

> u?( inf I(0) 4 o(1)) > Al cu’

a<f<g

i%f BI (0) étant positif grace a 'hypothése H. Ainsi pour une certaine constante
a<6<

non nulle 4, x :
T 2
(3212 |u|<(Si,1(;lJfrue®/o (S<xt—9—“) o S<xt_9)) dt > Ai’dﬁ
Remarquons également que si l’'on pose
T
m(9) := jof |u|>61,rel£u6@/0 (Sa1-s-2) = Star-a)) "t

alors par 'hypothése H, m(d) > 0 et pour tout u tel que |u| > § comme (-%-)? < 1

Fa) S

nous avons

/0 (S(@i-6-u) — S(e-9))"dt > m(s)

u m(d)
> m(0) = ———
(5_0) (9) G a)
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Ay x est une constante non nulle. Enfin on note A¥ = min(A3 x,A3 x) et I'on obtient:

T
. . 2 2,2
— >
elglfc uER}ﬁr?l-fue@/o (S(xtfefu) S(xt%)) dit = Ayu

D’autre part, et grace a '’hypothese H

T T
/ (S(ﬁt—e—@ — S(ﬂ%—a))?dt < / K?|24—g—u — x—g|*dt
0 0

< TK?u? sup mf < B%u?
te[0,7)

pour une certaine constante B, étant uniformément continue, donc bornée sur [0,77].

Nous obtenons ainsi la double inégalité
T 2
Azu? < / (S(z4-g-u) — S(x1-9)) dt < B*u® (1.24)
0

Quant au dernier terme dans (1.23)), en appliquant 'inégalité de Schwartz et par

I'hypothése H ainsi que la majoration (1.24) nous avons également

2

([ 156100 = SCor-alISCX0) - Stovalt)
< /0 (S(@rp) — S(zr_o)|2dt /0 S(Xio) — S(ae_o)|2dt
< B2 / U 1S(Xoy) — S(aro)dt

puis moyennant I'inégalité 1.6/il s’en suit

(/OT 1S (@i—g—u) — S(1-0)|[S(Xip) — S(xte)\dt>2

< B2PTK? sup | X,_g — 24-9)°
0<t<T

< B*W’TK? sup | X, — 2|?
0<t<T

et nous obtenons ’estimation

T
/ 1S (2e—g—u) — S(x:-0)||S(Xig) — S(2e_p)|dt < BVTKKye|u| sup |W;| (1.25)
0

0<t<T

De la méme fagon, nous avons également la majoration:
T
/ 15(21—0—u) — S(x-0)||S(Xi—o-u) — S(x4-9-0)|dt < BVTKKe|u| sup |W,|
0 0<t<T

(1.26)
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Enfin, notant encore  ASy(v) = e *[S(Xy—g—p.0yu) — S(Xi—g)] et par 'inégalité de
Holder, pour tout py et po tels que 1/p; +1/py =1

nous avons la majoration

1 T
B Z2() = Boexp (- 3pllASIP+p [ ASdIV)
0

P—q ’ q
0

q 1/p1
{Ee eXp leASHz)l

1/p2

T
X {Ee exp (Pp2/ AS dW; — %p2HASH2)]
0

Si 'on choisit ¢,p1,ps tels que

0<p2<q<p<17p1:%>p2:%
q—p p
alors
B (a—p%)/q
EgZP(u) < {Ea exp ( — Z% 2)}
. p’/q
X |:E9 exp (p]?/ AStdI/Vt - __HASH ):|
0

et nous apliquons ensuite la propriété de I'intégrale stochastique (voir par exemple [9]
p.18.)

T
1
Ey exp (/ %AStth - §||%AS||2) <1
0

Alors oy
q(p—q) 2]” !
E¢Z?(u) < |Egpexp ( — ——<||AS 1.27
122(0) < |Baesp (— 22D a5 (1.27)
posons
q(p—q)
=Y 4
2(q — p?)

Nous aurons ainsi, en tenant compte des estimations: (1.23)), (1.24), (1.25) et (1.26)
Eg exp(—/||AS])

< exp (—75_2 /0 ) (S(@t-0-p.(0)a) — S (xt—e))Q) dt

T
x Eg exp (275_2/ S (@9 (0)u) — S(T1-0)|
0

X (|S(Xi—o—p.0pu) — S(@1—o—p.0pu)] + [S(Xi—g) — 5($t—9)|)dt>
< exp(—ye_ZA,zcgog(H)]u|2)Eexp(27€_2B\/TKK15gps(6)|u] sup |Wy)

0<t<T

< exp(—yARI(0) " ul*)E exp(2yBVTK K1 1(6)~*/?[u| sup [Wy)

0<t<T
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il s’en suit
Eg exp(—7||AS|?) < exp(—7AFL(0) " |ul?)

x [E exp (27BﬁKK1[(9)1/2\u| sup \Wt|>

0<t<T

Nous appliquons & ce niveau la propriété qui suit pour un processus de Wiener (voir
par exemple [9])

2

A
VA >0 E{exp(A sup W)} <1+ AVSWTexp(T?)
0<t<T

nous obtenons alors 'estimation:
Eg exp(—7||AS|[*) < exp(—yARI(6)™'u?)
x (1 + QPyBTKKll(@)_l/Qyu\\/gexp(?yQBQTQK?KlQI(G)_l]u|2)>
< exp(—vALI(0) u|?) + 2yBT K K, 1(0) Y2 |u|v/87
x exp (—YARL(0) ul> + 29*B*T?K*K71(0) ' ul?)
Ensuite, choisissant ¢ assez voisin de p de sorte que:
1
e
nous avons:

Eg exp(—7[|AS|[*) < exp(—yARI(0) " |uf*)

- B 1
y {1+2 /SWT’YBKKII(Q) 1/2|u|exp(2T2’yA,2CI(9) 1K2‘“|2 T2K2)}

= exp (7 ALL(0) ) + 2VERTABEL(0) P lulexp (— Ly ARL(6) " uP)
< exp (— Sy AL10) " uf?) + 2VERTIBE K I(6) 2 ul exp ( — S AL1(0) " uf?)
— oxp (— %7A%I(0)‘1|u|2) (14 2VRATYBE KL 1(6) "2 [u])

De (1.27), nous obtenons au final

EoZP(u) < (Egexp (—||AS]2) 7
1 (g—p*)/q
< [exp (- —7A2,CI(¢9)_1|U|2) (1+ 2\/8WTWBKK1](9)_1/2|U|)}

= exp ( _ %261((5 —:)) q qp 42106 )_1|u|2> (1 N 2\/8_WT7BKK1](9)—1/2|U|>(q_pQ)/q
< exp (- i( — ) ARI(0) ™ [uf?) exp (QMTWBKKJ(Q)—VQMQ_TI)Q)

<ex p( /i(uQ))

Ot nous appliquons l'inégalité: 1 4+ x < expx 0
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Les Lemmes 4.1/ et 4.2 impliquent que la famille des lois des processus de rapport
de vraisemblance (Z.(u), u € e '(a—0,3—0) est tendue sur I'espace Cy(R) (voir [15]
ou [9]) et le Théoréme 3.1/ implique la convergence des lois de dimensions finies. Par
conséquent les processus (Z.(u),u € e *(a — 6,8 — ) convergent faiblement dans
Co(R) vers un processus que l'on note (Z(u)). Pour démontrer le Théoréme 4.1 nous
suivons exactement la preuve du Théoréme 1.1 p. 174 [4] ou du Théoréme 5.3.3
p.188 [6].
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Chapitre 2

Estimation de retards multiples dans

une diffusion non linéaire

Nous considérons le probléme de I'estimation des retards multiples a partir de
I'observation d’un processus de type diffusion non linéaire a temps continu, avec
un petit coefficient de diffusion. Sous certaines conditions de régularité nous mon-
trons que l'estimateur du maximum de vraisemblance des parameétres de retards
est consistent, asymptotiquement normal et asymptotiquement efficace lorsque le

coefficient de diffusion tend vers 0.

1 Introduction

Nous considérons 'équation différentielle stochastique de type diffusion non li-

néaire suivante

dX; = (51(Xi—p,) + S2(Xi—p,))dt +edW,, 0<t<T

(2.1)
Xs=1x9, s<0.

ot S1(-) et Sy(+) sont deux fonctions régulicres données, le parameétre a estimer est
¥ = (01,05)" € (0,T)% et zg est fixé. Nous nous proposons d’estimer le parametre 9
a partir des observations X¢ = {X;,0 <t < T} sur l'intervalle de temps fixé [0,77],
et d’étudier les propriétés asymptotiques de I'estimateur du maximum de vraisem-
blance du parameétre dans le cadre des petites diffusions (¢ — 0). Nous montrons
que cet estimateur est consistent, asymptotiquement normal et asymptotiquement

efficace .
31



CHAPITRE 2. ESTIMATION DE RETARDS MULTIPLES DANS UNE
DIFFUSION NON LINEAIRE

2 Notations et hypothéses

Nous nous proposons d’estimer le paramétre 9 = (91,92)t € O, représentant deux
retards dans le processus X = {X;,0 < ¢ < T} solution de I’équation (2.1):

dXt = (Sl(Xt,91> + SQ(Xt,QQ))dt + Eth, 0 S t S T
Xs =z, s<0.

Nous associons a (2.1) I'équation déterministe correspondant a (¢ = 0) de solution
x = {x;,0 <t < T} vérifiant

dx
d_tt = Si(wip,) + S2(x1p,), 0<t<T (2.2)
Ty = Tg, s<O0.

L’espace paramétrique © est défini par
O = (a1,61) X (,02), 0<an <Bi <T, 0<ay<fBa<T

avec aq,31,am,02 connus. Nous supposons que le drift S(-) = Si(+) + Sa(-) est égale-
ment connu avec des fonctions S; et S définies sur R et ’asymptotique correspond
a e — 0. Une condition de Lipschitz sur le drift est suffisante pour assurer ’existence
et 'unicité d’une solution [15]. Nous ferons plutét une hypothése de régularité plus

forte pour résoudre notre probléme d’estimation paramétrique

H,: S; et Sy sont des fonctions deux fois continiment dérivables de dérivées

bornées sur R.

En effet les fonctions S; et Sy admettent des dérivées bornées sur l'intervalle

compact [ min x;, max ;] alors elles sont lipschitziennes. Le probléme (2.1) admet
0<t<T " 0<t<T

alors une solution unique. De plus les mesures {Pf%ﬁ € O}, induites par le proces-
sus solution de cette équation sur 'espace (Cr,Br) des fonctions continues sur [0,77],

sont équivalentes (voir [15] chap.4 pour une étude exhaustive).

Nous imposons aussi une hypotheése d’identifiabilité pour ce probléme

H,: les fonctions Sy et Sy sont telles que pour tout § > 0, et tout compact IC de
O,

b
inf inf / (81 (-0,) + Sal1-0,) — S1(2,_5) — Salz,_5.))%dt > 0
Ve |9—9)>6 J o

ot ¥ = (61,05)t, U = (61, 6,)" et  est solution de I'équation différentielle (2.2).

Nous rappelons les définitions suivantes [15] ; pour 'observation
Xe = {X;,0 <t < T} de (2.1), le rapport de vraisemblance est défini pour deux
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valeurs du parameétre ¥o = (0y 1, 0p2)", ¥ = (01, 62)" € © par

dpP{’
L0003 ) = S5 (X)
Yo
1 T
—ep{ 5 [ (510X + SulXica) — 51(Xica) = SoXim)) X,
0
1 T

_@ 0 <(Sl<Xt791) + S2(Xt792>)2 - (Sl(Xt7€071> + SQ(Xt79072>)2> dt} .
L’estimateur du maximum de vraisemblance EMV 755 est défini comme solution de

I’équation suivante

L(J: ;X ) = sup L(d,0p; X) (2:3)
9€®

ott © est 'adhérence de © et Uy est une valeur fixée dans ©. Si cette équation admet

plus d’une solution 'EMV est défini comme 1'une de ces solutions. Nous donnons la
condition LAN de Hajek [3] ( voir aussi [9]).

Définition 2.1. La famille de mesures {Péa), ¥ € O} induites par le processus
solution de (2.1) posséde la propriété de normalité asymptotique locale (LAN) au
point ¥ € © quand ¢ — 0, s’il existe une matrice non dégénérée (2 x 2) (),

telle que pour tout u € U. := . (V) ~1(O© — 1), le rapport de vraisemblance normalisé

Zo(u) = L(9 + pe(9)u, 9; X°)
admet la représentation
Z.(u) = exp {(u,A:(0,X%)) — %\u|2 + U, (u,0,X°)} (2.4)

avec
A(9.X%) = N(0.Id), Py — lim (w9, X%) = 0 (2.5)

Id étant la matrice identité. Cette famille de mesures est dite uniformément LAN

sur © si les convergences dans (2.5) sont uniformes sur les compacts KK C ©.

Introduisons I'ensemble W, 5 des fonctions réelles | définies sur R? et ayant les
propriétés suivantes:
e les fonctions [(-) sont symétriques, i.e. {(u) = [(—u), continues en u = 0, {(0) =0
mais non identiquement nulles, {(u) > 0,
e les ensembles {u : [(u) < C'} sont convexes pour tout C' > 0,
e Les fonctions I(u) sont majorées quand |u| — oo par les fonctions de type exp{~|u|*},
pour tout v > 0.
W, 5 est dit ensemble des fonctions de perte a majorant exponentiel.

Nous rappelons le résultat suivant appelé inégalité de Hajek-Le Cam [3]
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si une famille de lois {Péa), ¥ € ©} satisfait la condition LAN en tout point ¢ € ©
avec une matrice de normalisation ¢, (%) alors pour tout estimateur 9. , toute fonc-

tion de perte | € W, 5 nous avons l'inégalité suivante

~ 2
fmtinint sup Bt (2 (000~ 0)) 2 o [ e (<) a
RP

6—0 e—0 |’l9—’l90|<(5

Les estimateurs qui réalisent ’égalité dans l'inégalité de Hajek-Le Cam sont dits
estimateurs asymptotiquement efficaces. Nous introduisons la matrice de Fisher as-

sociée & ce probléme, définie par

1 1
1(9) = 11 12
Lo I3
et ayant pour termes:

T
L = 51 Jit 26, +52(96t 01— 92))2512(%—01)6125,

’ﬂ

0
Fo= [ (Siwean) + Sa(win-0))Si (w0 Shlan)
0

X S (xt 01— 92)+SQ(CL’t 292))dt

T
I = / (S1(24-9,-0,) + 52(%*292))25&2(%*92)dt’
0

ou z est la solution du probléme déterministe (2.2). Nous ferons enfin '’hypothese

suivante

H; : I(¥) est une matrice définie positive uniformément par rapport a 9 € O:
pour tout A € R2, X\ # 0
inf (I(HA,A) >0
inf (1(9)A,A) >
Sous les hypotheses Hy, Hy et H3 nous montrons dans la section suivante que le

probléme (2.1) devient régulier au sens classique, voir [9] p.49.

3 Normalité asymptotique locale

Nous considérons 1'équation différentielle stochastique (2.1) et les observations

¢ = {X:,0 <t < T} sur lintervalle fixé [0,7]. L’estimateur du maximum de
vraisemblance du paramétre ¢ = (61,62)" € O est défini dans (2.3). Le Théoréme
suivant donne la condition LAN uniforme de la famille de lois {Péa), v € ©} induite

par le processus solution de (2.1) et I'inégalité de Hajek-Le Cam.
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Théoréme 3.1. Si les conditions Hy et Hy sont satisfaites, alors la famille des
lois {Plgs), v € ©} est uniformément LAN, de matrice de normalisation dans la

représentation (2.4) ¢.(9) = eI~Y2(9) et de vecteur aléatoire

T (Sl(xtfzel) + S5(21-6,-0,)) S1 (1-0,)
AL(D,X) == 112(9) /

(Sl(xt—91—92) + S2 (xt—292))sé (xt—Qz)
X [dX; — (S1(Xi—g,) + 52(Xi-0,))dl]

qui admet la loi N'(0, Id) sous Pég).

De plus pour tout estimateur 9. , | € W, nous avons l'inégalité de Hajek-Le Cam

limliminf sup Eyl <¢;1(ﬁ0)(55 - 19)) = i/ Hz) exp (_%> e
R2

—0 &—0 |19_190|<5 27T

Pour montrer le Théoréme nous suivons [4] et [9]. Pour cela nous avons besoin

des trois Lemmes suivants. Nous commengons par l'inégalité de Gronwall

Lemme 3.1. Soient Cy,C1,Cy des constantes non négatives, u(t),v(t) des fonctions

bornées non négatives, t € [0,T] et telles que

u(t) < Co + C, /0 o(s)u(s)ds + G, /0 s /0 u(r)dK ()] ds,

ou K(.) est une fonction non décroissante continue & droite et 0 < K(t) < Ky, K,

est une constante positive. Alors

u(t) < Coexp {(cl + Cyy) /0 t v(s)ds} .

Pour la preuve de ce Lemme, voir par exemple [15] Lemme 4.13. Le Lemme

suivant donne les inégalités fondamentales sur les trajectoires du processus solution

de (2.1)

Lemme 3.2. sous la condition Hy nous avons Péa) -p.s

sup | Xy — x| < Kie sup |[W] (2.6)
0<t<T 0<s<T

sup Eg|X; — ,]* < Kye? (2.7)
0<t<T

ot K et Ky sont des constantes.
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Démonstration. Grace a 'hypothése Hy, soit K = max(sup |S](y)|,sup |[S5(y)|) et
yeR yeR

comme [9|P.30, posons u(t) = |X; — x4

= (S1(Ke) + oK) = S1(@esy) — Sala_a))ds + W,

t
S/ (191(Xs01) = S1(zs—0,)] + [52(Xsm0,) = Sa(w5-0,)[) ds + [ W]
0

t
< K/ (|1 Xs—0, — Ts—g,| + | Xs_9, — Ts_g,|) ds + & sup |Wj]
0

0<s<t

t
gK/ (u(s — 61) + s — ) ds + & sup V]
0

0<s<t

u étant une fonction positive,

t—min{6,,02}
<K/ u(s)ds + ¢ sup |Wy|

max{91 92} 0<S<t

t—min{601,02}
= K/ u(s)ds + K/ u(s)ds + ¢ sup |Ws
max{61,02} 0

0<s<t

0<s<t

<K/ s)ds + e sup |W|
en effet, pour s < 0, X, = z,. Par le lemme 3.1 nous avons alors:
t
u(t) <e sup |WylexpK [ ds

0<s<t 0

< eexp(KT) sup |Wj|
0<s<t

< K sup |Wj]

0<s<t

et nous avons également

sup |X; — 2| < Ky sup |[W
0<t<T 0<t<T

ou Ky =cexp(KT).
Pour la seconde inégalité nous avons
EﬂlXt - $t|2 =

2

/ ( s 61 +S2( s— 02)—51(1'3_91)—SQ($S_92))dS+€Wt

< 280 [ (S10Xe-) + $o(0Xe )~ Sirs0) ~ Sl 0))ds)

+ 2e2EW,2

t min{01,92}
< 2t/ Byl Sy (Xy) — Si () + Sa(Xa) — So(as)[? + 2%

— max{61,02}

t—min{61,02}
< 2K2t/ Eg| X, — z,|*ds + 27t
— max{61,02}
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Pour u(t) := Ey|X; — x;]* nous avons alors
t
u(t) < 2K2t/ u(s)ds + 2&%
0
t
< 2K*T / u(s)ds + 2&°T.
0
Puis par le lemme 3.1 nous obtenons:

t
u(t) < 2e°T exp(2K*T / ds)
0
alnsl
Eg|X; — 24)? < 2e°T exp(2K*Tt)
et pour Ky = 2¢*T exp(2K?T?)
sup Ey| X, — 2,* < Koe?
0<t<T

sup sup Ey|X; — 24]* < Koe?
€6 0<t<T

]

Le Lemme qui suit montre une certaine régularité du drift par rapport aux

parametres.

Lemme 3.3. Sous la condition Hy, pour tout compact I C O,

pour ¥ = (01,00)" et v = (vi,v2)" € 71O — 1), nous avons

lim sup sup Eﬂ|51 (Xt—91—€v1) + Sé(Xt—é’z—sz) - Si(Xt—%) - Sé(Xt—92)| =0
€0 yek tefo,17]

ot X est le processus solution de (2.1)

Dans toutes les preuves qui suivent les constantes C' sont génériques et varient

d’une ligne a une autre.

Démonstration. Par I'inégalité triangulaire, et I’hypothése H; nous avons

Eﬁ|Si<Xt—6’1—8U1) + Sé(Xt—92—6v2) - Si (Xt—91) - Sé(Xt—92)|
< Eﬁ|Si(Xt*91*€v1) - Si(Xt*‘gl)‘ + E19|S§<Xt*92*€v2> - Sé(Xt*92>| (28)

et

sup ]E19|51(Xt*91*8111) - Si(thel)‘ <K sSup Eﬁ‘Xt*%*Evl - Xt*91|
t€[0,T] t€[0,T]

1/2
< K sup (Eﬁ‘thelfsvl - Xt791‘2) /
te[0,7
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I'inégalité (2.7), et la continuité uniforme de z donnent

2 2
sup sup Ey|X; g, — 24-9,|" < C€7,
9K 0<t<T

2 2
Sup Sup Eﬂ’Xt791fE’U1 - xtfglfa’ul‘ S CE 9
Ye 0<t<T

2 2
sup sup |xt—91—€v1 - CCt—91| S Ce 9
Jel 0<t<T

et tenant compte de ces trois majorations, nous avons

sup sup Ey| X g, co, — Xi_g,|* < Ce2. (2.9)
9eK 0<t<T

D’ou la convergence vers 0 du premier terme du majorant obtenu dans (2.8) et il en

est de méme pour le second terme. Il

Démonstration. (Théoréme [3.1)

Soit K un compact de © et ¥ +eu € O pour ¥ € K , u = (u1,us)" et une suite
quelconque (u.),u. — u , Uz = (Ue,Uc2)".

Sous Hj, les mesures {Plge),ﬁ € O} sont équivalentes [15](chapitre 7), et le logarithme

du rapport de vraisemblance est tel que

dpy) T 1
InZ.(u.) = ln% = / ASy(ue)dW,; — §||AS(UE)||2
P, 0

ou
ASi(ue) = &7 ($1(Xe0y-eu) + S2(Ximgyeua) = S1(Xig)) = $2(Xi0,))
Pour étudier le terme ||AS(u.)||> nous montrons que

PI§E) o llir(l) ||€_1 (Sl (Xt—61—6us,1) + SQ(Xt—92—€ua,2) - Sl <Xt_‘91) - SQ(Xt_‘%))
— (81 (o) (S (wan,) + Salw1-g,0.)) e (2.10)
- Sh(@1-,) ($1(@0-0,02) + Sa(w130,)) ez ) IIF = 0

en utilisant a? = (a —b+0)? = (a—b)*+b*+2(a— )b, ||AS(u.)||* peut étre réécrite
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[|AS (ue)|

T
— [ (SuXinan) = $1Xim) = S (Xm0 Koy any — Xicn)

0
2
+ SQ<X15—92—€U5,2) - SQ(Xt—GQ) - Sé(Xt—92)<Xt—92—€ue,2 - Xt—92)> dt
T

+ 2/ 5_2 <Sl (Xt—91—€ue,1) - 51 (Xt_el) - Si (Xt_gl)(Xt_el_Eue,l - Xt—al)

0

(2.11)
+ SQ(Xt—92—6us,2) - SQ(Xt—92) - Sé(Xt—92)<Xt—92—8us,2 - Xt—92)>

X (Si (Xt—91)(Xt—91—€us,1 - Xt—91) + Sé(Xt—Gz)(Xt—@—Eus,z - Xt—92)>dt
T
_'_/ 572 (Si(Xt*91>(Xt*‘91*5us,l - Xt*‘gl)
0
2
+ S5<Xt—92)(Xt—92—€us,2 - Xt—92)) dt

Nous considérons chacun des trois termes de (2.11) séparément, pour établir la
convergence (2.10); pour le premier terme et utilisant (a + b)? < 2a? + 2b%, nous

avons

T
Eﬁ/ 8_2 (Sl(Xt—91—€us,1) — 51 (Xt—Ql) - Si (Xt—el)(Xt—91—€us,1 - Xt—91>

0

2
+ S2(Xt—92—6u5,2) - 52<Xt—92) - Sé(Xt—Qz)(Xt—QQ—Eusg - Xt—92)> dt
T
<28 [ (SiXmaron) ~ Si(Xica)
0
2
- Si (Xt*91)(Xt*91*5u5,1 - thel)) dt
T
+ 2]E19/ 5_2 <SQ(Xt—92—€u512) - SQ(Xt—QQ)
0

2
- Sé(Xt—%)(Xt—@z—Eueg - Xt—92)> dt.

Montrons que chaque terme du majorant obtenu converge vers 0 uniformément; pour

X4t 0, ,cu., UN certain point intermédiaire entre X; g, o, , et X;_g,, nous avons

T
IR, /O (51X reue) — $1(Xis)
2
- Si (Xt—Gl)(Xt—Gl—Eus,l - Xt—91)) dt
T ~
= 5_2E19/ (Si (Xt79175u5,1)(Xt_el_aua,l - Xt—91)
’ 2
— S1(Xe0) (Xt euen = Xigy) ) dt

T
= €2E19/ (Si (Xtﬁl,iua,l) - Si (Xt*91>>2(Xt*91*€us,1 - Xt*91>2dt
0
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Comme )N(t,ghaum est compris entre X;_g, ¢y, et X;_p,, de (2.9) on déduit

Y 2 2
Sup Sup Eﬂ‘Xt,el,Eual - thgl‘ S Cf':
Je 0<t<T

et en intégrant on obtient

T
e? SUPEﬁ/ (Si(Xt,el,aus,l) - Si(Xt—el))2(Xt—01—eua,1 - Xt—91)2dt
0

vekr

< COTsup sup E19|Si()?t79175u5,1) — Si(Xt,g)|2
9EK 0<t<T

Par H; et le Lemme 3.3 nous déduisons que le majorant précédent tend vers 0, ainsi

T
Zug 5_2E19/ (Si (Xt791,6ua,1) - Si(Xt_61>>2(Xt_91_5u5,1 - Xt—91)2dt — 0
S 0

et de la méme maniére nous avons

T
Zu}C) 5_2E19/ (Sé(XtﬁQ,eueg) - Sé(Xt—92))2(Xt—92—€us,2 - Xt—92)2dt — 0.
€ 0

Le second terme de (2.11)) vérifie

T
Ef}/ 5_2 <Sl (Xt—91—€u5,1) =51 (Xt_el) - Si (Xt—91)<Xt—91—8u5,1 - Xt_el)
0
+ SQ(Xt—92—8us,2) - SQ(Xt—92) - Sé(Xt—Gz)(Xt—Hz—aus,z - Xt—92)>

X (Si (thal)(thelﬁfue,l - Xt*91) + S;(Xt*%)(Xt*Qz*Eus,Q - Xt*92)>dt

=Ey /OT g’ (Si (Xeorea)(Xi—0r—cunn — Xi—oy)

— S1(Xi—0)(Xi-6,—cucn — Xi-a,)

+ Sé()?t,927us,2)(Xt—ez—ausg — Xi9,) — S5(Xs—0,)( Xty —cucp — Xt—92)>
X (S1X0) (Xe0r-aues = Xe0a) + S5(Xe0) (X — Xegs) ).

Le second terme de de (2.11) peut alors étre réécrit:

T
Eye~* /0 {(Si(Xt,el,m,l) — S1(Xi-0,)) S} (Xi-0)(Xt—0, —cuer — Xi,)?

(S1( X1 cuer) — Sy(Xi—,))S5(Xi—6,)

(X0 —cucn — Xi-0,)(Xt—0r—cu, — Xi-6,)
(S5( Xt cu.,) — S5(Xi-6,)) S1(Xi-0,)
(
(S(

X + X +

Xt 61— —E&Ug,1 Xt 91)<Xt 62— EUe,2 thag)
+ Sé Xt ,02, ausz S;(Xt—Gz))Sé(Xt—Gz)(Xt—GQ—Sus,z - Xt—92)2}dt (2'12)
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on montre alors que chaque terme tend vers 0; en utilisant Hy, I'inégalité de Schwartz

ainsi que (2.7) nous déduisons

T
Eﬂ5_2/ (Si (Xt,9178u5,1) - Si(Xt—Gl))Si(Xt—Gl)(Xt—ﬁ—aus,l - Xt—91)2dt
0

1/2

T
< KE_Q/ (]Eﬁ|Xt_61_5us,l - Xt—91|4)
0

(Y ! 2 1/2
% (Bol St (Ko enn) = SU(Xia)P) b

1/2

T ~
<c / (Bl (R cue) = Si(Xia)))
0

X0, ,eu., ¢tant un point intermédiaire entre X, g, et X;_p, ., , grace a la continuité

uniforme de S} et du Lemme 3.3, nous déduisons la convergence uniforme

lim sup Eg|S; (X, cu.,) — S1(Xig,)| =0 (2.13)

e=00<¢<T

et par suite

T
Eype? / (S (Rusrens) — Si(Xi o)) (Xet0) (Xitr—cu s — Kooyt
0

converge vers 0 , et il en est de méme pour le quatriéme terme de (2.12)

T
Eye™ / (S(Krtmenn ) — So(Xi-0a))So(Xe02) (Xetrvna — Xo_gy)?dl
0

pour le second terme de (2.12)), I'inégalité de Schwartz, Hy et I'inégalité (2.7) per-

mettent d’avoir

T
Bz [ 18] (Facucr) = 51(Xica)1S5(Xico,)
0
|Xt—91—sue,1 - Xt—91||Xt—92—€Us,2 - Xt_e? |dt
L [T . / N\ 172
< Ke (Eﬁ|51<Xt,91,sus,1> - Sl(Xt*91>’ >
0
(Eﬂ(|Xt—91—au5,1 - Xt—91|2|Xt—92—5u5,2 - Xt—92|2))
L [T - , N\ 1/2
< Ke (Eﬂl‘S(l(Xt,@l,sus,l) - Sl(Xt—91>| >
0

(BolXs 01 — Xio0r )Y (ol Xty cunn — Xoao|*)

1/2

dt

1/2

T
<CK [ (BalSi(Ripens) — Si(Xia) )
0

qui tend vers 0 uniformément comme nous l’avons vu plus haut ((2.13)) et de la

méme fagon le troisiéme terme converge vers 0. Ainsi le second membre de (2.12)
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converge uniformément vers 0.

On note

(S1(we—20,) + So(2i-0,-0,)) St (T1-0,)
q(V,z,t) = ;

(Sl (wt*91*92) + S2 ($t7292)) Sé (xtfﬁ’z)

le dernier terme de (2.11) peut alors étre réécrit:

2

T
=2 / (S10X0) (Xiayeuen = Xea1) + Sh(Xe0) (X au = X))
0

T 2 T 2
— / (q(9,2,t)", eu) dt + / (q(9,2.t)", eue) dt)
0 0

et nous considérons les deux premiers termes séparément. Moyennant 'identité

a? —b* = (a —b)(a+0b) et I'inégalité de Schwartz nous avons

2

T
5—2/ [(Si (Xe—0,)(Xi—py—cuer — Xi—o,) + 55(Xi—0,)(Xi—by—cu., — Xt—92)>
0
— (g@.t)', 2u)| b
T
< g2 [/ [S’ (Xi—0,)(Xi—p,—cucy — Ximo,) + 55 (Xi—0,) (Xi—br—cuc, — Xi—0,)
1/2
— (¢(W.20)", eu.)] dt]
T
/ S/ Xt 61 Xt 01—€uce 1 Xt—01) + Sé(Xt_OQ)(Xt_QQ_&\uE’Q — Xt—92)
0

q(ﬁ,x,t) 6u5)} dt} 1/2.

Le second facteur obtenu est borné car les fonctions S;(-), Sa(-), S1(+) et S5(-) sont

bornées et par la majoration (2.9). Moyennant ’hypothése Hy, la forme intégrale de
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(2.1) et l'inégalité (a + b)? < 2a* + 20, le premier facteur est tel que
T
5_2E19 [/ [Si (Xt—91>(Xt—91—€us,1 - Xt—91> + S;(Xt—92)(Xt—92—6ua,2 - Xt—92)
0
- gue,l (Sl (It—291> + SQ(I‘t—91—92))Si (xt—91)

/ 5 71/2
— e o (S1(T—0,-0,) + S2(T4-20,)) S5 (T1—0s)] dt}

T t—01—cue 1
< Kg—zEﬂ |:/ [/ (S1<Xs_91) + SQ(XS_92>
0 t—01
t79275u5725

Sy (tras) — Sa(Tr-sy—s,))d5 + / (51 (Xo_,) + Sa(Xo_)

t—05

2 11/2
S (g, 0,) — sg(xt_%))ds} dt] + co|ue)

T t—01—€u5,1
<k=m| [ [ f L(1 X0, — o] + |Xoa, — 210,0,)ds
0 t—01

t—92—5u572 2 1/2
+ / L(Xo 0, = Tg-0a] + 1 Xy 0y = w-a0al)ds| |+ co(|uc])
t—02

T t_el_sui‘,l
< KE_QC[/ [/ (Eg|Xsg, — Te_0p, > + By| Xs0, — Ti_0,_0,]*)ds
0 t—0,

t—0a—cuc 2 ) ) 1/2

+ / (Bol Xm0, = r-or-0u* + ol Xo o, — wan, )] dt] - + 2o(juc]).
t—0o

Pour la premiére espérance mathématique, par (2.7) et la dérivabilité de la fonction

x; sur U'intervalle compact [0, 7] nous avons la majoration

2
sup Ey| Xs—o, — T1—20,
t—91§5§t—91—8u5’1
2 2
S 2 sup E’ﬂ|XS—91 - x8—61‘ + 2 sup |x5—01 - xt—291
t—01<s<t—01—cue,1 t—01<s<t—01—cue,1

< . 2 2 < 2
< 2(K, +u6’1012t8£§‘|xt|) e° < Ce

et nous obtenons également des majorations du méme ordre pour les termes:

2 2
sup Eg| Xs—0, — Tt—6,-0,]" sup Eg| Xs—0, — Tt—0,-0,|
t—01<s<t—01—cue,1 t—02<s<t—02—cue 2
2
sup E’ﬂ|XS—92 - xt—292| .

t—0o Ssgtfazfeug’g

Il en découle alors

T
lim sup Eye 2 ( / (S{ (Xi—0,)( Xty —cu., — Xi—0,)
e=0y9ek 0 '

2 T
X)Xy — Xigy)) i~ / (e, q(0,2,)) dt = 0,
0
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puis en tenant compte des convergences précédentes nous déduisons

hn(l) zu’% Eﬁ‘ |AS(U€) — EUge1 (Sl (xt*291> + 5o (xtfel *92)) Si (xt*91)
e—0 9¢

— e o (S1(Te—g,—0,) + S2(21-20,)) S5 (xe—9,)||> = 0,

ou encore

lim sup Ey||AS(u.) — (cue, q(d,2,1))||* = 0.
e=0yek

Posons u, = 1(19)_1/21)5 ou (v.) est une suite telle que J +v. € ©, v = lir% v., et
E—

u = I(9)""*v nous avons alors

lim sup Eg||[AS(I(9)?0,) — (1), q(0,2,1)) | = 0

e=0y9eKc
et comme
IAS(I(9) ™ ?v.) — (1(9) ™Y, q(9,2.1)) |
< ||AS(I(19)71/2118) — (1(19)_1/21)5, q(ﬁ,x,t))H + |ve — v|
il s’en suit
lim sup By ||AS(I(0) ™?0.) —v||> = 0 (2.14)
e—0y9eK

d’autre part, pour 'intégrale stochastique

T
As = / ASt(uE)th
0

nous avons

qus) {’ /T (ASt(f(ﬁ)_l/%f) _ (I(ﬁ)—l/%,q(ﬁ,m,t)))th > (5}
< 55+ 27 LIS I0) ) = (10) 0, a(00.0) > 7

choisissant alors 7 et § assez petits de sorte que vd~2 reste petit, nous déduisons que

le majorant précédent tend vers 0 et par suite
A, = N(0,Id) (2.15)

convergence en loi uniformément en 9 € K. Ce ci achéve la preuve de la condition
LAN uniforme des observations de notre probléme: des résultats (2.14) et (2.15),

nous concluons que le rapport de vraisemblance normalisé admet la représentation:

Z.(v) = exp {(v,A.) — %W L (00,0)) (2.16)
ou A, = N(0,Id) et lin% Py{|V.(ve,0,9)] > 0} = 0. O

Le Théoréme suivant donne la convergence, la normalité asymptotique, 'efficacité

asymptotique et la convergence des moments de 'EMV.
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4 Propriétés de 'estimateur du maximum de vrai-

semblance

Théoréme 4.1. Si les hypothéses Hy , Hy et Hy sont réalisées, alors uniformément

sur tout compact K de ©, l’estimateur du maximum de vraisemblance 35 vérifie
L. Py —limd. = 9.
2. 0. (0) (V. — ) = N(0,1d) ou Id est la matrice unité.
3. La convergence des moments ]EI9|905(19)‘1(7/9\\E — 9)P vers les moments E|AP
pour tout p > 0, ot A est un vecteur aléatoire de loi N'(0,1d).

4. L’EMYV est localement asymptotiquement minimax au sens de Hajek pour les

fonctions de pertes I(-) € W, i.e

~ 1
lim liminf sup Eyl <805_1(190)(196 - 19)) = _/ [(z) exp (_%) dr.
RQ

§=0 e=0 |y _yo|<s 2m

Les deux Lemmes suivants montrent que la familles des lois des processus du
rapport de vraisemblance (Z.(u), u € e71(© — 9)) est tendue dans l'espace Co(R?)

des fonctions continues sur R? et tendant vers 0 & I'infini.

Lemme 4.1. Soit K un compact de ©. Alors pour u,v, et pour tout R > 0, nous

avons linégalité suivante

sup  sup v —u| PEy|ZY0(v) — ZV5(w)|® < C(1 + RY)
YEK |u|<R,|v|<R

ou C' est une constante qui dépend de IC.

Démonstration. Notons

U= (91792>t7
?91 = +ceu = (01 + cuyq, (92 + €u2)t,
192 =19 +ev = (01 + 87)1,&2 -+ 51}2)t,

ASt = 871 <(Sl (Xt79175u1) + 52(Xt70275u2)) - (Sl (thelfsvl) + SQ(thegfsvg))>

et considérons le processus:

1/t 1 [t
Y; = exXp {6/ ASSCZWS - E/ (ASS>2CZS}
0 0

qui satisfait Péz) p.s. I'égalité
1/6
arg)
Yr= 5 (X)
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posons alors

12

La formule de It6 appliquée au processus f(V;) := exp V; = Y; donne

1/ 1/t
Vi=InY, = 6/ AS,dW, — —/ (AS,)2ds.
0 0

0¥, = {700) (- 15880 ) + V058802 b

1
+ fé(VZ)EAStth
5 1
= —5(A8t)2Y;dt + EASthth, Yo=1 (V5=0)
par suite
5 [ I
72 /o 6 Jo

d’autre part, nous avons

Zl/ﬁ(u) 6
Ey|Z2/°(0) = Z°(u)° = By | Z/°(0) | 1 = i

75 ()

or Z.(v) = dPéz)/ quga), ce qui implique

PO\
Eo|Z/(0) — ZMS(u)l* =, ( ?z>> (1-v7)

dP(E)
= Egll - Y7 =Eg[1 - V7 /°
dP;

de I'expression (2.17) de Y7 et (a + b)® < 2°(a® + b%), nous obtenons

6
Ey|2/5(v) = Z5(u)| = Byt = Yol

5 [T 1 [t 6
=Ey,|= / (AS)?*Ydt — ~ / AS Y, dW,
72 J 6 Jo
< 2Ry, = / (ASt)2Y;dt‘ + 2°Ey, G / AS Y dW,
0 0

en utilisant la formule (voir par exemple [9] p.18)

=([ ft(w)th>2m < iz~ 07 [CEG@Ta @1y

nous déduisons pour la deuxiéme intégrale:

5

2 T
2°Ey, <= / Eg,(AS,)°Y;%dt(3(6 — 1))*T?
0

I 6
6 A AStY;dwt 66

53 T
g 2—33T2 / EﬁQ (ASt)GKGdt
: 0

46 4. PROPRIETES DE L’ESTIMATEUR DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE



CHAPITRE 2. ESTIMATION DE RETARDS MULTIPLES DANS UNE
DIFFUSION NON LINEAIRE

puis 'inégalité de Holder donne la majoration suivante pour la premiére intégrale

( /0 T(A&)”Yt%t)é'ﬁ( /O ' dt)g'ﬁ‘

T
=T / By, (AS) Y dt.
0

T
Ey, | / (AS;)?YVdt|° < Eg,
0

Finalement nous obtenons la majoration

Eo| 2/ (v) = Z1/°(u)|°

< P 5 [ B, vias gy 2 UE, V(A8 dt
-~ 213312 0 VoLt ( t) 233 0 Vo Lt ( t)
P 1/6
et par changement de mesure, comme Y; = {dp—f;)(X )} NOUS avons
92

T T
Ey|ZY%(v) — Z5(u)|® < ¢y / Eg, (AS,)2dt + Cy / Eg, (AS)Sdt.  (2.19)
0 0

Il reste & majorer les deux termes précédents et nous ne ferons le calcul que pour
Ey, (ASy)'2.
Par Hy, en posant K = max(sup |S](y)|,sup |S5(y)|) et par le Théoréme des accrois-

yeR yeR
sements finis nous avons

Eo, (AS)™2 = Eo,e ™ (S1(Xe0,-eus) + S2( X0y cus)
12
- Sl(thelfevl) - 52(Xt79278’02))

K12 12
S ﬁEﬂl ((Xt—91—5u1 - Xt—el—svl) + (Xt—eg—suz - Xt—@g—s’ug))

puis en utilisant la représentation de (2.1) sous forme intégrale,
t
Xt :$0+/ (Sl(Xsfgl)+SQ(X3,92))dS+€Wt, O St ST,
0
Iinégalité (a + b+ ¢)?™ < C(a®™ + b*™ + ¢®™); C = 22 ainsi que la propriété
du processus de Wiener: E|W; — W,|?> = |t — 5|, nous déduisons

12

K12 t—01—cu1
(850" < O (Ba] [ (51000 + Si0Xuc))s
t

ﬁ —01—ev
t—02—cusg 12
+ ]Eﬂl / (Sl(Xs_gl) + SQ(XS_QQ))dS
t—0s—cvo

+812(|(t—61 —eul) — (t—91 —6'111)’

6
1(t = 0 = 2u2) — (£ — 0 — e0s)])°}
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par suite, grace a la propriété (2.18) nous avons la majoration

Ey, (ASy)"
K12 " t—01—cuq 12
S C{;‘T{g |1)1 - U1|11/ ]qul (Sl<XS_91) + SQ(XS_92)) ds
(2:20)
+ et vy — ug| / By, (S1(Xs_0,) + S2(Xso,)) “ds
t—05—cvy

+ 268 u — U\G}

nous montrons ensuite que Ey, (S1(X,_g,) + S’Q(XS_QQ))12 est borné, pour cela nous
utilisons l'inégalité (a + b + ¢)*™ < C(a*™ + b*™ + *™) et H;

Eo, ($1(Xec,) + S2(X.-0)) " < CEo, (191(Xo0,) = Sa(ama,)|
+19(Xs0,) = Sa(25-0,)[2) + C1S1(24-0,) + Sols0,)]|

< CE% ’X8*91 — Ls—0, ’12‘51 (558,91”12 + C]E191 ‘XS*QQ - 1‘5792‘12’5’;()?3792”12
+ C|S1(25-6,) + Sa(z5-9,)|"?

avec X, et X, des points intermédiaires entre X,_y, et xs_g, puis Xs_g, et x5_g,

respectivement, ainsi par I'estimation (2.7)),nous obtenons

By, (S1(Xog,) + Sa(Xop,)) "
S 2CKS€12K12 + C sup ’Sl<$s_91) + SQ(IS_92)|12

0<s<T

S1(z.) et Sy(x.) sont uniformément bornées , de (2.20) nous déduisons la majoration

suivante

KIQ

Eﬂl (ASt)u S Cﬁ{ElQU’Ul - U1|12 + |U2 — u2|12)

x (2CK5e K™ + C sup |S1(2s—p,) + So(25-0,)") 4+ £"2%|u — v|6}

0<s<T

(2.21)
< Cre'?u — v + Colu — v|"? + C3e%u — v|°

< Cylu —v|** + C3e8|u — v|°
de la méme maniere:
Eg, (AS))® < Cslu — v|® + Cse®|u — v|? (2.22)
et en regroupant les estimations: (2.19),(2.20), (2.21)), et (2.22) nous obtenons:

IE@|Z61/6(u) — Zg/ﬁ(v)|6 <Cylu —v|** + Cslu — v|® + Cs|u — v[°
+ C5|U - U|3
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donc
sup Ju — | °Eg| 2 (u) — Z2/°(v)[°
lu|<R,|v|<R
S 05 + (03 + 06)|u — U|3 + C'4|u — U|9
< C(1+ RY).
ol la constante Cx > 0 ce qui termine la preuve. Il

On définit 'ensemble G

G={g: R, — R, lim ™ exp(—g(y)) = 0, pour tout N > 0}

Yy—oo

Lemme 4.2. Sous Hy, Hy et H3, pour p € (0,1) et K un compact de O, il existe

une g € G, g(u) := klu|?, (k une constante) telle que:

supEyZP(u) < exp(—r(|ul?))
dek

pour u € U. == ¢ (9)71(© — )

Démonstration. En suivant le méme raisonnement que Kutoyants ( [9]), posons tout
d’abord

a=251 (Xt—Ql—m) - Sl(Xt—91> + SQ(Xt—92—UQ) - SQ(Xt—GQ)
b= Sl (xt*91*u1) - Sl (xt*91) + 52<xt*92*u2> - SZ(xt*%)

par I'inégalité a® > b* — 2|b(a — b)| et I'inégalité triangulaire nous avons

(S1(X—0r-u) — S1(Xi,) + S2(Xi—ty ) — Sa(Xi,))”

> (S (-0, —u) — S1(Te—0,) + So(T1—,—uy) — Sa(w0,))”
— 2|S1(2-0,—uy) — S1(Ti—6,) + So(Ti—6y—uy) — S2(xt_g, )| (2.23)
X (181(Xi—0y ) = 511y —u) + 152(Xs—0—uz) — (105 —u5)]
+151(Xi—g,) — S1(wi-9,) + So(Xi—9,) — S2(T1-0,)] )

S1, So et x sont contintiment dérivables, un développement de Taylor de S et de S,

au voisinage de t — 60y et t — 05 respectivement pour |u| < d, donne pour le premier
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terme du second membre de (2.23))
g 2
| (i) = Sieima) + Saloiny-u) = Salaica))
0

T
= /0 (u%(si (xt—el))z(i‘t—%)Q + u%(S§<xt—92))2(it—92)2
+ 2%15{ (Z‘t_gl)i]t_gllLQSé (Jit_92>ltt_92>dt + o(|u|2)
= uf[ll + U%IQQ + 2U1’LL2112 + O(’u‘2)
= (I()u.u) + of[ul)

> uf (I (1O +0(1)) > 4 gl

I(¥) étant définie positive par Hj ot les [;; sont définis dans la section 2 et A x est
une constante non nulle.

D’autre part , pour |u| > §, posons

T
m(5> = inf inf / (Sl (‘/Etfalful) — Sl (xt791>
0

YEX |u|>6,9+ucO

+ 8 (1-0,2) = Salw1-0,)) "l

ainsi par Hy m(0) > 0 et comme |u;| < |B; — a4, i € {1,2} nous avons

> |u1| + |u2| 2m(5) > m(é) |u|2 _ A2 |u|2
=B — ] + 13 — az = (|81 — 1] + B2 — aa])? 2k

ou Ay x est une constante non nulle. Enfin on note Af = min(A7 ., A3 ) et I'on
obtient la minoration

T
/0 (Sl(f’ft—el—ul) = Si(z-0,) + S2(Tt-0,-uz) — Sz(fft—ez))zdt > A |ul”.

D’autre part, par Hy, en posant K = max(sup |S(y)|,sup |S5(y)|) par le Théoréme
yeR yeR

des accroissements finis et (a + b)? < 2a? + 2b%, nous avons
g 2
/ (Sl(ft—el—ul) — S1(@-0,) + S2(Te—py—us) — 52(1'7&—92)) dt
0
T
< / (2(51(xt—91—U1) -5 (xt—91))2 + Q(SQ(xt—Gz—U2) - SQ(xt—t%))Q) dt
0

T
S 2K2/ (|xt—91—u1 - xt—61| 2 + |xt—92—u2 - J"t—92| 2) dt
0

< 2T K?|u|* max i
te[0,T]

S BZ|U|2
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ou & étant bornée sur [0,7] et B est une constante non nulle. Par conséquent nous
obtenons la double inégalité

T
AZJuf? < / (1 (2161 —us) — S (21-01)
0

+ S5(210yuy) — Sa(1-4,)) dt < B|ul®.

(2.24)

Considérons a présent le dernier terme du second membre dans (2.23), aprés inté-

gration sur [0,7] et par I'inégalité de Schwartz nous avons
T
([ 1516010-) = S1(o10) + Salir-asmaa) = Salir-a)
0
2
X [$1(Xia,) = Si(w0,) + So(Xiog,) = Saligy)lt)
T
< [ 81nu) = Si(on) + Salii-as-u) — Salar-a)dt
0

x / 1) (Xi—51) — 1 (2py) + Sa(Xe_gy) — Salrr—s,)dt

et chacun des deux termes obtenus est majoré grace a H; |, (2.6) et (2.24) comme

suit
T
| 181(Xea) = Su(oin) + SaXicw) — Sl
0
T
< [ (281Xin) = Sl )P 4+ 2S(Xima,) — Salara)?) e
0
<2TK?*( sup |X; 9, — 2t 0,)* + sup |Xi g, — T4_0,]%)
0<t<T 0<t<T
<ATK?C?e? sup |[Wy|?
0<t<T

et

T

/ [Sl(xt—91—m> - Sl(xt_el) + SQ(xt—Qz—w) - S2<xt—02)]2dt < £32|u|2
0

par suite

T
/ (151 @etr—ur) — St(@e0r) + Sa(@1-0s-ua) — Salr_sy)
0

X |S1(Xi—g,) — Si(z1-0,) + S2(Xi0,) — Sa(wr_,)| )t (2.25)
< 2BVTKCel|u| sup |W,]
0<t<T

pour le second terme du second membre de (2.23) nous avons également

T
/ US4 (@1tnr) — S1(@10y) + o100 —ua) — Sal1-0,)
0

X S (X9, —ur) = S1(@t—0) ) + F2(Xi—0,-up) — S2(T4—0,—uy)] )l (2.26)
< 2BVTKCe|u| sup |W,|

0<t<T
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posons a présent
S(Xrw) = 51(Xi_g,) + S2(Xi_g,), v:= 1) u

alors
S<Xt19+905 ) Sl(Xt 01— €v1) +S?(Xt 02— 6112)

notant cette fois
ASy(u) = 5_1[S(Xt,19+<pa(19)u) - S(Xt,ﬁ)]

par l'inégalité de Holder, pour 1/p; 4+ 1/ps = 1 nous avons
D 1 2 ’
EyZF(u) = Egexp (— QPHASH +p [ ASdAW,)
0

P—q ’ q
0

—q 1/p1
Ey exp ( — p1||AS||2)}

1/p2

T
x {Eﬁ exp (pp2/ ASdW; — %mIIASHQ)}
0

en choisissant 0 < p?> < ¢ <p < 1, p1 = q/(q¢ — p*), p2 = q/p* on obtient

_ (a—p?)/q
EyZP(u) < [Eﬂexp( quq_qp2 ]

)
¢ [T p°/q
. {Egexp (pﬁ/ AS AW, ~ 3 4]1AS] )}
0

D’autre part , on a (voir par exemple [9] p.18):

& Tq 10q a2
9 €XP —AStth — —H—ASH § 1
o P 2'p

Donc
20) < [Bes (— 22— D as]| (227)
EyZP(u) < { 9exXp ( — —= } 2.27
2(q — p?)
Soit v = 2‘](((11’__;2)) > 0. En tenant compte des estimations: (2.23), (2.24) (2.25) et

(2.26) nous obtenons dans (2.27)
g 2
o exp(—1[[ASI) < exp (=152 [ (Saraon) — S(or)”)at
0

T
x Ey exp (275_2/ ‘S<xt,19+soe(19)u) — S(w9)|
0

X (1S (X040 0)0) — STt 0ya)| + 19 (Xe9) — 5($m)|)dt)
< exp(—y AR ()" ?u*)E exp(4yBVTK|1(9)""/*u|C sup [V73)

0<t<
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et de l'inégalité suivante [9] (Lemme 1.14)

TX\?
Eexp {\ sup [Wi|} <1 +)\v87rTexpT

0<t<T
nous déduisons
Ey exp(—7[|AS|]*) < exp(—vAR|L(9)ul?)
x (1 +4yBTKC|1(9)?ulv/8x exp(872BQT2KQC’2]I(ﬁ)_1/2u|2)>
< exp(—y AL ()" V?u)?) + 4yBTKC|1(9)"u|v/8x
x exp (—yAR|I(9) " 2ul? + 82 BT K2C2|1 () ~/2ul?)

un choix de ¢ voisin de p et tel que v = ﬁ permet d’avoir

Ej exp(—]|AS||%) < exp(—yAR|1(0)~?ul?)

- B 1
X {1+4\/_87TT73K0\1(19) Vrulexp(ST* Y ALK (W)™ 2ul* L K2>}

= exp (= Y AR (9) " 2uf?)
1
+ 4VBTTYBKCI|(9)™2ulexp (= Sy AR (9) ™" 2ul?)
1
< exp (= 5y AR (0)2ul?) (1 + 4VERTYBEC|I(9) 7/ 2u])

Finalement de (2.27) et en utilisant 1 + z < exp = nous déduisons que le rapport de

vraisemblance est tel que
EoZ2(u) < (B exp (—]|AS|[2))
(a—p*)/q
< (exp (- 17A2 11(9) 7 ul?) (1 + 4\/8%T7BKC\I(19)1/2u|))
iy 2 IC

2
< exp (—i(p - q)A,2C|I(19)_1/2u|2> exp <4\/§TWBKC|I(19)‘1/2u]%)

< exp (= #(|uf?))

ce qui termine la démonstration. Il

Les Lemmes 4.1 et 4.2 impliquent que la famille des lois des processus de rapport
de vraisemblance (Z.(u), u € e 1(© — ¥)) est tendue sur 'espace Co(R?) (voir [15]
ou [9]) et le Théoréme 3.1l implique la convergence des lois de dimensions finies. Par
conséquent les processus (Z.(u),u € e71(© — 1)) convergent faiblement dans Co(R?)
vers un processus que ’on note (Z(u)).
La preuve du Théoréme 4.1] utilise le Théoréme 3.1/ et les Lemmes 4.1/ et 4.2/ et elle
est similaire a celle du Théoréme 1.1 p. 174 dans [4] ou du Théoréme 5.3.3 p. 188

dans [6] et donc elle est omise.
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Nous remarquons que le probléme d’estimation étudié peut se généraliser & plu-
sieurs retards seulement nous avons des difficultés de notations supplémentaires.

Nous notons aussi que ’estimation par la méthode de Bayes est également possible.
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Chapitre 3

Tests sur les retards dans une

diffusion non linéaire

Les tests d’hypothéses permettent de vérifier si le modéle mathématique proposé
refléte bien les observations. Dans ce chapitre, notre but est de présenter certains
tests pour un systéme dynamique avec petit bruit. Pour une étude détaillée de la

théorie des tests d’hypothéses, voir par exemple [14].

1 Introduction

Dans cette section, nous considérons deux problémes: tester une hypothése simple
contre une alternative simple puis contre une alternative composite unilatérale. Le

processus observé est toujours la diffusion

dXt = S(Xt_9>dt + Eth, 0 <t< T. (31)
Xy = xy, s<0

ol le paramétre inconnu 6 peut prendre deux valeurs fixées § = 0 ou # = 0, c’est a
dire le processus X = {X;,0 <t < T} n’a pas de retard dans la premiére situation
sinon il admet un retard égal & 6. C’est notre premier probléme. Le second probléme
est le cas d’alternative composée unilatérale.
Le coefficient de diffusion € et la condition initiale xy sont supposés connus. La
dérive S(.) est supposée connue également. Nous nous plagons dans les conditions
d’existence et d’unicité du processus solution de (3.1) sous I'hypothése et les alter-
natives. Alors (3.1) admet une solution unique. De plus les mesures induites par le
processus solution de (3.1) sur 'espace (Cr,Br) des fonctions continues sur [0,77],
sous ’hypothése et ’alternative respectivement Pée) et Pl(e) sont équivalentes pour
tout € € (0,1). (voir [15] chap.4).
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2 Hypothése simple contre alternative simple

2.1 Préliminaires - Notations

Nous avons a tester une hypothése simple:
Hyo: 6 =0 -contre une alternative simple H; 6 =6,
pour tout a € (0,1) fixé, notons I, la classe des tests ¢. de niveau «
Ko = {0 : Eo¢(X) < a}

¢:(X) est la probabilité d’accepter l'alternative H; & partir de 'observation:
X = {X:,0 <t < T} et notons f-(¢.) la probabilité de la bonne décision sous
I’hypothése H,

Be(de) = Eo, ¢ (X)

B:(p:) est dite puissance du test ¢.. La définition suivante permet de comparer

différents tests de la classe K,

Définition 2.1. Un test ¢p. € K, est le plus puissant dans la classe IC, si pour tout
autre test V. € Ky, nous avons [.(¢:) > PB(1:).

Précisons a présent quelques notations relatives a notre probléme

1. L’accroissement de la dérive
AS® = 8(Xy-g,) — S(Xy) t€[0,T]

2. 2% étant la solution de I’équation différentielle ordinaire sans retard

— L =8, 0<t<T, =z (3.2)

soit

notons également
T
2
h= [ (St = SGada)
0
ot z! est la solution de 'équation différentielle avec retard

1
dx;

e S(z_g), 0<t<T, (3.3)

3. Nous définissons d’autre part les variables aléatoires f((f) et fls)

T T
o_. [ BS) o [ A
S v A A S i
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2.2 Test du rapport de vraisemblance

Nous rappelons la définition [15]; pour l'observation X = {X;,0 < ¢t < T} de
(2.1), le logarithme du rapport de vraisemblance est défini pour les deux valeurs 0

et 0, du paramétre par

TA € T X, 2 X 2
1nL(91,o,X)=/ f dXt—/ S(Xi) a (X dt (3.4)
0o € 0 2e
et P(SE) presque sfirement nous avons aussi
T ASE T ASE 2
In L(6,,0,X) = / 4w, — / (BS54 (3.5)
o € 0 2e

D’aprés le Lemme de Neymann Pearson, le test basé sur la statistique du rapport
de vraisemblance est le plus puissant dans la classe K., pour chaque valeur fixée

0 = 0, de I'hypothése alternative (voir par exemple ( [14] ). C’est le test

$=(X) = X{L(6:1,0.X)>ca e}
ol ¢oc est la constante définie par ’équation

Eod.(X) = PO{L(6,,0,X) > ca.)} = a.

Cette derniére équation en ¢, peut cependant étre difficile a résoudre. Pour faciliter
la construction du test nous aurons recours a I’approche asymptotique lorsque ¢ — 0.
Cela consiste a considérer la classe de tests de niveau asymptotique « : (voir par
exemple [10])

K'o = {¢e : limsup Egp.(X) < a}

e—0

et pour construire le test ¢, dans la classe K',, nous établissons le Lemme suivant

Lemme 2.1. La condition H étant satisfaite, nous avons les convergences:

T (AS%)?
/%dt—»l quand ¢ —0
0 0

sous ’hypothése Hy et

TA€2
/ (}g)dt—>1 quand ¢ —0
0 1

sous lalternative H;.

Démonstration. Par 'hypothése H et moyennant la majoration (1.6) nous avons

sup |S(Xy) — S(xy)| < sup |S'()~(t)||Xt — x| < KKie sup |[Wy

0<t<T 0<t<T 0<t<T
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X, étant un certain point intermédiaire entre X; et z;. De la méme maniére, nous
avons
sup |S(Xi-g,) —

0<t<T

S(wi-0,)] < KK1e sup |[Wy

0<t<T
dans ces deux inégalités le majorant tend vers 0 avec €, d’autre part sous ’hypothése
Ho, le procesuus X = {X;,0 < t < T} est solution de I’équation différentielle

stochastique

dXt:S(Xt)dt+Eth, OStST, XS::L‘O7 SSO
il s’en suit alors
T £\2 T S X, _ S X 2
lim (As)dt:hm/ (5(Xi-0,) — 5(X0)) dt
e=0 /g Io e=0 Jq [0
o1 T 2
= hr% I_/ ((S(Xt_gl) — S<xt—91)) + (S(Zlft_gl) — S(l’t)) + (S(l’t) — S(Xt))> dt
E—> 0 0
1 [T 2
= I_O (S(ﬂft_gl) — S(.’L’t>) dt =1
La deuxiéme assertion du Lemme est établie de la méme maniére. O

Construction du test: supposons H, vraie, le niveau du test &55 est tel que

Eode(X) = P7{L(61,0,X) > ca .}
= PO{nL(6:,0,X) > Inc,.}

TA B
:PO(E){/ Sthz/
0o € o 2e?

(AS9)

dt—l—lncag}

T T A £\2
= Pés){/ ASEthZ/ ( 26;) dt—l—alncaﬁ}
0

:P(5){
* U VI

= i [

si on note 2

chaque valeur fixée de € € (0,1)

\/—/ (ASe)?

2]0

Cae = €XP

ASEth \/f_o/

(ASe)?

{@Z@
E (0%

(AS?)?
2e IO

6ln Cae }
Vo

Ince. }
£
v

le quantile de la loi de la variable aléatoire 5(()5), nous avons pour

Inc,. _ L0

+e i o
_Vh / a5y dt}

2e2

on définit ainsi une suite de réels ¢, .; il parait cependant difficile de calculer ¢, . a

partir de cette derniére équation; la loi de 5(()6) étant inconnue. Pour ¢ fixé, 'alterna-

tive H; est retenue si:

In L(6,,0,X) > @

262

B [Ty,

o8 2. HYPOTHESE SIMPLE CONTRE ALTERNATIVE SIMPLE



CHAPITRE 3. TESTS SUR LES RETARDS DANS UNE DIFFUSION NON
LINEAIRE

Nous proposons a présent un calcul de la puissance asymptotique de ce test. Sous

‘H1, pour tout e fixé

Be(6:)(X) = E1.(X) = PO{L(6:.0.X) > coc}

AS® T (ASE)Z
_ ple)
=P {/0 2 [dX, — S(Xy)dt] > /0 2—€2dt—|—lnca7€}
T ASE T £\2
:PF){ / 5 (S(Xiay)dt + cdW; — S(X,)d] > / ( )dt—i—lncmg}
o ¢ 0 2e
T c - .
:PF){/ a5 thz/ (A5 dt —/ (A5’ dt—anaa}
0 9 0 25 0 8
T B T
S { / A5 dw, > / —zi(Asa) dt+1nca,g}
CYPCIN ﬂ_l ASE | elnca,
=P7q& =
VI
€ T AV
_ Pl(e) 5%5) > _ AS ) dt + 5 \/[_OZS) . \/I_O/ (AS ) g
25 0 I VI \ € 22 Iy

e (e e

asymptotiquement (quand ¢ tend vers 0), par le Lemme 2.1

AE
/ (S)dt—>1 quand & — 0
0

1

enfin le théoréme de la limite centrale pour les intégrales stochastiques (voir par

exemple [10] (p.44)) donne
¢ — ¢ de loi N(0,1)

il s’en suit la convergence
T 2
vh | VI AS® VI
lim P { &7 > — / CERI —Oz;>} —1
e—0 26 26\/ [0 Il [1

en effet,

() o [

ou z, est le quantile de la loi V(0,1).

2.3 Test de niveau asymptotique «

Soit a fixé dans (0,1), pour tester I'hypothése simple (Hy : 6 = 0) contre une

alternative simple (H; : 6 = 6;) nous considérons & présent la statistique:

AL(X) = /O ' Afa X, — S(X,)dt]

2. HYPOTHESE SIMPLE CONTRE ALTERNATIVE SIMPLE 29



CHAPITRE 3. TESTS SUR LES RETARDS DANS UNE DIFFUSION NON
LINEAIRE

le test ¢ est alors défini par

¢(X> = 1{A5(X)Zco¢,s}

ol o est solution de I’équation
P HA(X) > e} =

ainsi sous H,

ASe c
AL(X) > e = dW > 2
“(X) 2 / Vi

Nous proposons une approximation de la valeur de c,; nous adoptons alors une
approche asymptotique ot ¢ est considéré comme élément de K',,, la classe des tests

de niveau asymptotique «. Par le Lemme 2.1, nous avons la convergence

TA62
/ﬂdt_q
o o

puis, en appliquant le théoréme de la limite centrale pour les intégrales stochastiques,

la variable

T ASe
o Vo

converge en loi vers une variable aléatoire & de loi A/(0,1). La distribution limite de

AW,

ce test ne dépend pas de la dérive S(X;_,) donc elle ne dépend pas de '’hypothése

de base.

a—limP(E){/TASEdW Cae}—P{§>C\/I—}
T, VR E Ry TR eVl

avec ¢, = lim ¢, .
e—0 ’

et si 2z, est le quantile de la loi N'(0,1) nous aurons: ¢, = v/Ipz,. Le test ¢ est donc

de niveau asymptotique a.. Sous H; nous avons:

T ASe

Aa(X) Z Cae e / [dXt — S(Xt)dt] Z Cae
0

T ASe
- [S(Xt_gl)dt + Eth — S(Xt)dt] Z Cae
0

T T £\2
<— / ASTAW, > co e —/ (A5) dt
0 g

T ASe Coue T (AS)?
dW = — /I /
0 \/ b= vV Il \/_1 0 5]1

étant la solution de I’équation différentielle

A0

d
%ZS(xt—&)a Ts = Xo, OStST’ s<0
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sous H1, et par le Lemme 2.1

TA52
/ ( S)dt—>1 quand & — 0
0

1

et le Théoréme de la limite centrale (voir [10] Lemme 1.9) donne dans ce cas la

convergence en loi de l'intégrale stochastique

T A
dW, —
/ow—l =4

¢ de loi N(0,1), il s’en suit

TASe I [T (ASF)?
lim P {/ 5w, » Coe _ \/_1/ (A5) dt} = P(§ > —o0)
e—0 0 \/]—1 I 9 0 Il

en effet

T £\2
lim—ﬂ = -0 et lim/ @dt = 1.
0

e—0 £ e—0 1

Nous remarquons ainsi que la puissance (3, . converge vers une puissance asympto-
tique égale a 1 comme pour le test basé sur le rapport de vraisemblance. Pour mieux
décrire le comportement asymptotique de la fonction puissance 3, ., nous aurions
esoin du principe sur les larges déviations; ce principe permet 'étude de la vitesse

de convergence de la fonction puissance, voir par exemple ||

2.4 Test de niveau «

Avec les mémes hypothése et alternative Hy: 0 =0 , H; : 6 = 61, nous pro-
posons un test de niveau o pour chaque ¢ fixé dans (0,1) a la différence des deux
tests précédents qui sont de niveau asymptotique «.

Pour t € [T,T + 1] posons AS® := /I;, et remarquons toutefois que les observa-
tions X;, sont en fait définies sur [0,7] uniquement. Comme Kutoyants ( [10] p.44)

introduisons le temps d’arrét
t
7. = inf {t €[0T +1]: / (AS?)2dt > 11}
0

et notons que PO(S), respectivement Pl(s), p.s. nous avons 7. < T 4 1. Considérons

alors la statistique

AL(01,0,X) = / AT X, — S(X)d]

o €
avec
dX; — S(Xy)dt = edWy, pour t € [T\ T + 1]
2. HYPOTHESE SIMPLE CONTRE ALTERNATIVE SIMPLE 61



CHAPITRE 3. TESTS SUR LES RETARDS DANS UNE DIFFUSION NON
LINEAIRE

X = {X;,0 <t < T} étant le processus solution du probléme (3.1), lorsque 6 = 0
et W, est un Wiener indépendant du processus X. Ainsi, si 7. > T et sous Hy, la

statistique A, est définie par

AL (6:,0,X) :/E A5

[dX, — S(X,)dt] = / ASEW,
0 € 0

si z, est le quantile de la loi AV(0,1). et pour tout e fixé dans (0,1), le test ¢ (X) est
tel que

P2(X) = X(ar(01.0,%)>2a v}
Pour montrer que le test ¢! est dans la classe K, des tests de niveau o nous rappelons

le Lemme suivant établi dans [10] (P.21 Lemme 1.2).

On note M. la classe des fonctions aléatoires progressivement mesurables h(-) telles

P{/OT h(t,w)?dt < oo} =1

et M? la sous classe de M, des fonctions aléatoires h(-) vérifiant en plus

que

T
E/ h(t,w)*dt < oco.
0

Lemme 2.2. Soit h(-) € M2, et telle que pour un certain H > 0, nous avons p.s.

T
/ h(tw)*dt > H
0

alors le temps d’arrét

¢
Ty = inf {t : / h(s,w)?ds > H}
0

c { /O " h(t,w)th} — N(0.H).

est bien défini et

Nous déduisons ainsi que, I'intégrale stochastique
/ ASE AW,
0
est de loi NV(0, I;) pour chaque valeur de ¢ et

o= PO {/T ASEAW, > cas} :P{gz CQ’S}
0 e vini

alors ¢, = 2o/ 11 OU 2, est le quantile de £ de loi normale centrée réduite. Le test

¢5(X) est bien de niveau a pour chaque valeur fixée de .
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Nous proposons a présent un calcul de la puissance du test ¢*(X), sous H; le
processus X vérifie
dXt = S(Xt_gl) + €th

et la statistique A, est définie par:

e (ASE 2 Te
0 0

Te A €
AT(01707X) :/ S c

0 €

pour tout £, la puissance de ce test est telle que

ﬁa,a = P1(€){AT Z Za\/I_l}
Te Te €\2
= Pf){/ ASEAW, > za\/l_l—/ (A5 dt}
0 0

£

o[ [ ASE 1

- Pl(){ AW, > 2o — = 11}.
0 \/]1 €

Par le lemme 2.2 nous déduisons que l'intégrale stochastique

Te AS&
= dW,
¢ /0 W,

suit une loi normale centrée et réduite, ainsi pour tout ¢ fixé, la puissance de ¢*(X)

est I
604,5 - P{g > Ra — g\/j_l}

quant a la puissance asymptotique de ce test nous avons
ﬁa = lim ﬁa,e =1
e—0

car z, — /I, — —oo  lorsque & — 0
3

le test ¢(X) est donc consistent.

3 Hypothése simple contre alternative composée

3.1 Introduction

Remarquons tout d’abord que dans le cas de tests d’hypothéses composites,
nous ne pouvons pas utiliser directement le Lemme de Neyman-Pearson. Ce Lemme
démontre l'optimalité du test basé sur le rapport de vraisemblance, dans le cas
d’hypothése et d’alternative simples. En effet, si les alternatives sont composites
nous ne pouvons pas connaitre la vraie valeur du parameétre 6 sous 'alternative.
Il existe des voisinages ©. de 6y = 0 tels que, si 6. € O., la fonction puissance
Be(¢e,0:) admet une limite non dégénérée (i.e. # a, # 1). Il est alors interessant
de comparer les puissances de différents tests pour de telles valeurs de 6. Cette

approche est due a Pitman [16], et dans cette optique, pour « fixé dans (0,1), nous
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nous proposons de construire certains tests usuels dans la classe K',, et de décrire
leur fonction puissance. Nous étudions la fonction puissance pour les alternatives
locales uniquement.

Le processus observé est toujours solution du probléme (3.1):

dX; = S(Xi_g)dt+edW,, 0<t<T
Xy = g, s<0

et nous avons a tester les deux hypothéses suivantes:
Ho : 6 =0 (pas de retard)
Hi: 6 >0.
Les alternatives contigiies correspondent & # = cu. En effet remarquons que le
rapport de vraisemblance
Z.(u) = L(eu,0,X)

a une limite non dégénérée car, la condition H étant satisfaite, les mesures induites
PO(E) et Pl(g), respectivement sous Hy et Hi, par le processus solution de (3.1) sont
équivalentes donc contigiies. Voir [18] p.87 pour plus de détails sur la notion de
contiguité. Nous pouvons réécrire le probléme de test d’hypotheéses:

Ho : u =0 (pas de retard)

Hi: u>0

3.2 Test basé sur une fonction score

Rappelons que pour le processus solution du probléme (3.1) et pour toute valeur

¢ du parameétre, I'Information de Fisher est la quantité (voir le chapitre 1)

16) = / (S (-0))2(S (_20) )t (3.6)

en particulier, sous '’hypothése H)

10) = / (S (2))?(S ()2l

et sous l'alternative H;

I(eu) = / (S (1—20) (S (1a2) el

nous définissons le test ¢. au moyen de la statistique

a0 = [ SO s
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par  ¢-(X) = X{A.(X)>ca}
sous Hy nous pouvons écrire

T
AE(X) 2 Cae 1 / SI(Xt)S(Xt)th 2 Cae
0

T ¢
/ S'(X)S(Xe) oy o Coe
0

t —

7(0) )

Grace a la condition H , ainsi que le Lemme 3.3/ du chapitre 1 | nous avons les

majorations

sup [S"(X:)S(X;) — S'(we)S (1)

0<t<T
< sup ([S"(Xy)[|S(Xe) = Sze)| + |S () [[S"(Xe) = S"(w)])
0<t<T
< sup (K°Kie|W,| + CKKe|Wy)
0<t<T

qui converge vers 0, quand € — 0, uniformément en 6, donc

/T (S"(X))*(S(X0))?
0 1(0)

dt — 1 quand e — 0,

en appliquant alors le Théoréme de la limite centrale pour les intégrales stochastiques

(voir par exemple [9] P.26 Lemme 1.9) nous avons la convergence

/T S’(Xt)S(Xt)th .y
0 1(0)

& de loi normale centrée et réduite, et

o = lim (e) TS/(Xt)S(Xt) Ca’g _ Ca
=X {/0 MOR \/I(0>} P{52 1(0>}’

on rejette 'hypothése Hy si A (X) > ¢q4. 24 étant le quantile d’ordre 1 — v de € | ¢,

est tel que

T0) = 2o <= Cq =/ 1(0)2,.

Ainsi ¢. € K. Pour calculer la puissance asymptotique de ce test, nous aurons

besoin du Lemme suivant

Lemme 3.1. Si l’hypothése H, est satisfaite, alors pour tout R >0 mnous avons

la convergence

sup |I(eu) — I(0)] — 0 quand & — 0.
lul<R
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Démonstration. Notons z(®) et (9 les solutions respectives des équations différen-

tielles
dx dx

E - S(xt—su)a o dt

Grace a I’hypothese H nous avons les estimations:

sup |I(ew) — 1(0))

= S(xy), zo.

[u|<R
— s | [ (52600560 - 2606 @
lu|<R JO
<Tgywawadm>s%>ﬂwm

< s 19010, 0{ %) + S )5l
B ( (0)

<2TK sup [S(z”)| sup |S'(22.,)S(w(2,.,) — S (™) S ().
0<t<T lu|<R
D’autre part, nous avons également
|8 (2422)S (2 e) = ' (@) S (1)
< | (@ Zo)NIS (21 2h.,) = S(2i™)| + 1S (@IS (212.,) — S (™).
Les fonctions S et S’ sont bornées et uniformément continues et la fonction x est

uniformément continue , il s’en suit la convergence

lim sup |8 (1., (2%,.,) — S () S (t”)] = 0

=0 y<Rr

Finalement, d’aprés ce qui précede nous obtenons

lim sup |I(eu) —I(0)] =0

TV ul<R

Nous avons d’autre part

T / AS& T / 2
S'(X1)S(Xy) . dt — u (S"(z4)S(zy))"dt = 1(0)u  quand € — 0.
0 0
Sous H; et notant  AS. = S(X;_o,) — S(X;) wun calcul de la puissance donne

Blusg.) = PO {a.(x) 2 I<0>za}
{ /0 i ! SIS (4, — 5(x)dt) > I(O)za}
_ p© { / 5 Xt?f (S(Xt_gu)dt +dW, — S(X,)dt) > J(O)ZQ}
{/OTS’ X)S(X,)dW, > \/1(0)z, / (X, S(Xt)AS dt}
B =lim B(u.6-) = P{v/T(0)¢ = VI(0)z0 — 1(0)u }

—p {5 > 20— ](O)U}
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3.3 Test de niveau «

On veut construire un test de niveau o pour chaque € > 0; pour cela nous
utiliserons la méme technique que pour une hypothése et une alternative simple;
Sous Hy, pour tout t € [T, T + 1] posons:

dX, — S(X,)dt = edW,,
S'(X,)S(X,) = S'(2)S(x,)

ou W; est un Wiener indépendant du processus {X;,0 <t < T}.

Définissons alors le temps d’arrét:
t
—inf{t € (0.7 + 1 : / (S'(X))2(S(X.)2dt > 1(0)}
0

(e)

Nous notons que P, respectivement P() p-s., nous avons 7. < T+ 1 et nous

définissons alors la statistique

A (£,0.X) = / TSNS v sex)an).

€

Le test ¢7 = X(a.(
la loi normale centrée et réduite.Nous proposons un calcul de la puissance du test:

Sous Hy et d’apres le Lemme (1.2) dans [10] P.21. A, (¢,0,X) ~ N(0,1(0)).
£0.X)>/T(0)z0} est de niveau «, z, est le quantile d’ordre 1—« de

sous l'alternative H; :
B(u,pt) = E){A (£,0,X) > \/I1(0)zo}
= p® Tsdet—SXtdt> 1(0)24
o [AX, — 5(X)dr) > v/T(0)z )

3

= r{ [T S sEaan = VIO - [ s0nseo =)

Nous avons aussi la convergence

Afsdt — u/o (S'(2))*(S(z,))*dt = I(0)u quand € — 0

| s s

et la loi de /TE S,<Xt)S(Xt)th est N(O,](O))
0

La puissance du test est telle que
B (u,0c) — G5 = P{& = 20 — 1(0)u}

pour chaque alternative #; = cu fixée.
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3.4 Test du rapport de vraisemblance

Introduisons la statistique d. et le test W, définis par

0:(X) = sup Zc(u), W (X)= X{6:>ca}

u>0

pour « fixé dans (0,1). {Z.(-)} est le processus du rapport de vraisemblance défini

dans le chapitre 1 (voir aussi [15] ou [18§])

7.(u) = exp { /OT S(Xim) = S(X0) /OT S(Xieu) — SH(X0) dt} |

g2 g2

Nous avons montré dans le chapitre 1 que les distributions marginales du processus

Z.(+) convergent, sous Hy, vers les distributions marginales du processus

200 = exp {ut(0) ¢ - L100)

ou & suit la loi N'(0,1) et

T
1(0) = / 5" (24) 5% (2 )dt.
0
De plus nous avons établi les inégalités suivantes

sup  sup  |ug — up| 2Eg| ZY 4 (ug) — ZM4(uy)|* < C(1 4 RY)
0l |u1|<R,|uz| <R
et pour p € (0,1)
By Z2 (u) < exp(—ru?)

alors 3.1/ la distribution du processus stochastique {Z.(u),u € R*} converge fai-

blement vers la distribution du processus {Z(u),u € R™} dans l'espace mesurable
(Co(R), B(RT)) et par suite sous Hy

Pée){ég(X) >} = Po(a){ sup Z.(u) > ca }

u>0

— P{supZ(u) > ca} =P {sup (uI(0)Y/2¢ — U;I(O)) > In ca}

u>0 u>0

= P {max(0,£)*> > 2Inc, } = P{f > \/21nca} = a.

Soit z, = v/21nc,, ou encore ¢, = exp % le test W, est donc de niveau asymptotique

Q.

Fixons une alternative 6; = cu et considérons la fonction puissance (.(u, V,)
lorsque € — 0. La aussi, avec les mémes arguments mais cette fois sous ’alternative
nous obtenons que la distribution du processus stochastique

{Z.(u),u € RT} converge faiblement vers la distribution du processus
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{Z(u),u € RT} dans I'espace mesurable (Co(RT), B(R™)) (Théoréme 3.1) avec, dans

ce cas aussi

Z(u) = exp {u1(0)1/2§ - U;I(O)}

ou ¢ suit la loi N(0,1).
En effet, par le Lemme 3.1

T
I(eu) = / S2(zy ) S (@1 am)dt —> 1(0)
0
et on a

Bu,0.) = POL6(X) > e} = PO {sup Z.(u) > ¢, }

u>0
— fo=P{supZ(u) > c,} =P {Sup (uI(0)"/%¢ — %2](0)) > In ca}
u>0 u>0

= P {max(0,£)* > 2Inc, } = P{ > z,}

2o étant le quantile d’ordre 1 — o de & de loi N'(0,1).

3.5 Test de ’estimateur du maximum de vraisemblance

Nous avons toujours les mémes possibilités d’hypothéses Hy : u = 0 (pas de
retard) contre l'alternative composite Hy : u > 0.

Introduisons la statistique 7. et le test (I\lg définis par

N-(X) == —, Ve = X{n.(X)2car}-

o |5

Pour chaque ¢ fixé, 'estimateur du maximum de vraisemblance 6. est défini dans ce

probléme par

R dP(E)
L(0-,00; X) = sup L(0, 6p; X*) = sup —
0€6 0co dPy

(X)

Lorsque la condition H est satisfaite, d’aprés le Théoréme 4.1 chapitre 1 nous avons

la convergence en loi

0-(0)7(6. — ) = 1(6)"” (6. — ) = N(0,1)

€

uniformément en @ sur tout compact de ©.
Le test W, est de niveau asymptotique o (¥, € k) en effet
sous Hp : u = 0 et pour tout o € (0,1) fixé

[(0)1/2% — & E~NOD)
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ce qui entraine

o |2

= > Ca,s}

0.
=Py {1(0)1/2— > 1(0)1/2%,5}

Eo(U.)(X) = P {n(X) > o} = P {

3

— P{f > ](0)1/2%} = a.

Soit z, le quantile d’ordre 1 — « de la loi N'(0,1) alors

Za

o = I(O)l/zca < Co = [<0)1/27

on rejette Hy si
% > “a .
e — I(0)/2

Un calcul de la puissance asymptotique donne:

sous Hy : u > 0 et par le Théoréme 4.1

-~

6. —
Iew) " =—= =& ¢~N(O)
et d’autre part par le Lemme 2.1/ I(su) — I(0) alors

Blu,T.) = Eo(0.)(X) = P {n.(X) > ca} = P{° {% > ca}

-~

0. —
= p® {](5u)1/2—6u > I(eu)?c, — I(au)l/Qu}
5

— P{& > 1(0)%¢, — 1(0)?u}
Bo = P{§ > Zo — I(O)l/Qu}

4 Tests d’ajustement (sur hypothéses composées pa-

ramétriques et non paramétriques)

Nous considérons le probléme de tests d’ajustement pour une équation diffé-
rentielle stochastique avec petit bruit.i.e. les observations X¢ = {X;,0 < t < T}

proviennent de I’équation différentielle stochastique
dXt = S(Xt_g)dt + €th, XO = Xy, 0 <t< T

avec la valeur initiale xy déterministe et le coefficient de diffusion connu ¢ > 0.

L’inférence statistique concerne le coefficient de la dérive S(-) uniquement. Nous
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proposons des tests d’ajustement pour vérifier si le modéle est effectivement & re-
tard ou pas. Le probléme considéré correspond a ’asymptotique d’un petit bruit;
¢ — 0. La premiére section est consacrée au cas ot I’hypothése de base est simple
et décrite par le coefficient de dérive connu & un paramétre de retard prés. Nous
proposons un test de type Cramer-von Mises et le comportement asymptotique de
la fonction puissance est étudié pour les alternatives non paramétriques. Dans la
seconde section ’hypothése de base est supposée composée paramétrique et dans ce
cas nous proposons un test basé sur une statistique dépendant d’un estimateur du
parameétre inconnu ayant de bonnes propriétés asymptotiques, en occurence 'EMV.
Le voisinage de la fonction puissance sous les alternatives non paramétriques est
également discuté. L’approche est similaire & celle utilisée pour le test classique de
Cramer-von Mises (voir par exemple Lehmann et Romano [14]). Le test de Cramer-
von Mises a la bonne qualité que sa loi limite ne dépend pas de I’hypothése de base
(distribution free). Rappelons alors les propriétés de ce test.

Supposons que nous disposons d’un échantillon de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées (X7,...,X,) = X™ de fonction de répartiton continue

F(z) et 'hypothése de base est simple
Ho : F(x)=F.x), zeR

Alors la statistique de Cramer-von Mises est

vmzn/mQM@—ﬂ@Q%m@%

—00

ol ﬁn(x) est la fonction de répartition empirique. Le test correspondant est

¢n(Xn> = X{W2>ca}
et la constante ¢, est définie comme suit. Introduisons le mouvement Brownien
{Wo(s),0 < s <1}, ieun processus Gaussien continu tel que

EWy(s) =0, EWo(s)Wo(t) =t A s — st.

Alors le comportement asymptotique de cette statistique peut étre décrit au moyen

de ce processus comme suit
1
W? = / Wo(s)*ds
0

Ainsi pour fixer la probabilité asymptotique o € (0,1) de 'erreur de premiére espéce

nous choisissons la constante ¢, comme solution de I’équation

P{A%%@ﬂw>%}:a

Ce test est donc indépendant de I’hypothése de base. On peut montrer également

qu'il est consistent contre toute alternative fixée (voir Durbin [2]).
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4.1 Hypothése simple contre alternative composée
Choix du seuil

Considérons le probléme de tests d’ajustement pour I’équation différentielle sto-

chastique

dX, = S(X; g)dt+edW,, 0<t<T.
X, = x9, s<O.

ou {W;,0 <t < T} est un processus de Wiener. L’hypothése de base est simple
Ho . 9 = 90,

i.e. le processus X = {X;,0 <t < T} est solution de 'équation différentielle sto-

chastique
dX; = S(Xi_gy)dt + cdW,, Xs=uz9, s<0 0<t<T

ou S est une fonction positive connue et 6, est connu. L’alternative est composée

non paramétrique comme c’est le cas en général pour les tests d’ajustement,
Hy: dX, = B(Xy)dt +edW,, Xs=u1z9, s<0 0<t<T (3.7)

ot B(X;) # S(Xi—g,) et B est une fonction inconnue.
Pour le choix du seuil ¢, sous 'hypothése nous utilisons la condition de régularité

suivante

H: S est une fonction positive deux fois continiment dérivable de dérivées bornées
sur R et telle que sa premiére dérivée est non nulle sur au moins un intervalle inclus

dans [zg,x7].

Rappelons (voir par exemple [15]) que cette condition est suffisante pour l'exis-
tence et 'unicité du processus solution de (3.7)et que cette solution converge uni-
formément en ¢, (0 < ¢ < T') vers la solution déterministe de I’équation différentielle

ordinaire a retard

d.’]ﬁt
dt
Nous notons dans la suite z(fy) la solution de cette derniére équation différentielle.

= S(x1-9,), T, 0<t<T. (3.8)

Pour construire le test de type Cramer-von Mises nous proposons la statistique

5. = </OT exp {—2 /O S’(xr_go)dr} ds)
X /OT exp? (- 2/; S’(x,_go)dr> (Xt%xtwo)ydt.
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Dans la suite ¢, est la solution de ’équation

1
P{/ wgdv>ca}:a
0

ol w,,0 < v <1 est un certain processus de Wiener.
Le comportement asymptotique de la statistique d. est décrit moyennant le Lemme

suivant similaire au Lemme établi par Kutoyants ( [9] Lemme 3.2) ou la notation

"N correspond a la dérivée en e et ™" correspond a la dérivée par rapport a

I’argument z.

Lemme 4.1. Si la fonction S(x.—g) admet deux dérivées continues et bornées par

rapport a x, alors le processus stochastique solution de (3.1) a, presque sdrement une

dérivée par rapport a € et le processus mgl) = %Xt satisfait [’équation différentielle

stochastique linéaire

o) = §'(w_g)a Ot +dWs, 0<t<T, i =o0. (3.9)

Démonstration. Considérons la différence
Z(t) = h V[ X, (e + h) — Xy ()] — 2tV
t t
=hp! [/ S(Xs—o(e 4+ h))ds + (e + )W, — / S(Xs—o(e))ds — EWt]
t 0 0
—/ S’(xs_g)xgljgds - W,
0

_ /Ot { [S(Xsg(e+h)) = S(X,_g(e))]p7 = S’(J:s_g)xgl_)e} ds.

On note )Afs,g un certain point intermédiaire entre X, 4(e + h) et X, 4(e), par le

Théoréme de la moyenne nous avons
! > 1
201 = [ {S(Ren)lXecale+ )~ Xealel ™! = S'Caa)ol?, } ds
0
t t
< 18180 = San-lleylds + [ 1S'(Xe)llZ(s - O)lds
0 0

Soit K = sup |S'(x)|, il s’ensuit
zeR

t t
12()] < / 1S'(Ru) — ' (@ag)l20)ds + K / Z(s — 0)/ds
0 0

t - t—0
< / 15Ky 0) — ' (@so)l 2V |ds + K / 12(s)|ds.
0 —0
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Or Z(s) =0 lorsque s <0 et |Z(s)| > 0 pour s > 0 alors

t _ t
21 < [ 18/(Res) = Saellalylds + K [ |2()]ds
0 0

D’autre part le Lemme de Gronwall ((3.1, chapitre 1) permet d’écrire
limsup sup |Xi(e +h) — Xi(e)|=0
h=0gex o<t<T

pour tout compact K de © = («, ). Il s’en suit que 55579 — T4_p uniformément par

rapport a s et 6 quand h — 0. Puis en utilisant encore ce Lemme nous obtenons

finalement
lim sup sup |Z(t)| = 0.
h=0 gek o<t<T
Ainsi la dérivée 2" satisfait 'équation (3.9). O

Counsidérons la classe

K'o = {¢ : limsup Egp.(X) < a}

e—0

des tests de niveau asymptotique o nous avons alors

Proposition 4.1. Si la condition H est satisfaite alors le test 1. = X{s5.>c.} €5t

dans la classe K',.

Démonstration. En suivant la preuve de Kutoyants ?7nous remarquons d’abord que
le processus stochastique e ~1(X; — z4(6p)) converge en probabilité et uniformément

ent € [0,7T] vers 2\V solution de I'équation (3.9), alors pour tout x > 0

PO(E) { sup

0<t<T

Xy — l‘t(eo) (1)

>/<;}—>O.
€

Cette solution peut étre réécrite de maniére explicite comme suit

t t
mgl) = / exp {/ S/(Ir_g())d’l“} dW;. (3.10)
0 s
T s
Tr :/ exp {—2/ S/<£L'T90)d7“} ds
0 0

et d’apres le Lemme 4.1 nous avons

T ¢ B 2
Je :TT_Z/ exp? (—2/ S,(Ir_go)d’f’> (Xt—ajtwo)> dt
0 0 €

T t 2
— 752/ exp? (—2/ S’(xr_go)dr) <x,§l)) dt =
0 0
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Y /O " exp (—2 /0 t S’(xT_go)dr) { /0 exp < / t S’(xr_go)dr) dWs}
X exp (—2 /0 t S’(xr_go)dr) dt

=157 /OT exp (—2 /Ot S’(xr_go)dr)
X exp (2 /Ot S’(:rr_go)dr) (/Ot exp {— /08 S’(:Er_eo)dr} dWs)2
X exp (_2 /0 t S'(xr_go)dr) dt

— /OT </0t exp {— /0 S’(a:r_go)dr} dWs)

t
exp (—2/ S’(:z:r_go)dr> dt.
0
Considérons alors le changement de variable

t s
T :/ exp {—2/ S/(.Trgo)d?"} ds
0 0
T s
0<7< 7= / exp {—2/ S,<J]T_90)d7"} ds
0 0
t S t
dr =d (/ exp {—2/ S/(Ir_go)d’/'} ds) = exp {—2/ S,(IT_go)dT} dt
0 0 0

ou encore t
dt = exp {2/ S/<l’7«90)d7’} dr.
0

Alors en utilisant la propriété des processus de Wiener

/Ot f(s)aw, =W (/Ot fQ(s)ds>

lorsque f est une fonction déterministe a carré intégrable (voir les propriétés d’un

2

2

alors

et

processus de Wiener dans [15] chapitre 4), nous déduisons

5. — 72 /0 ' < /0 exp {— /0 S S’(w,,go)dr} dWs)QeXp (-2 /0 t S’(x,,go)dr) dt
e /OT <W(/Ot exp {—2 /0 S/(IT_go)dT‘} ds>)2exp {—2/; S’(xT_go)dr} dt
EY /OTT (W ()2 exp {—2 /Ot S/(acT_go)dr} exp {2 /Ot S/(xr_go)dr} ir

= [ v
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Considérons enfin le changement de variable suivant

T=srr alors s€[0,1] et dr=m7rds, ainsi nous pouvons écrire

b —T7" /0 T(W(r)fch =172 /0 1(W (sr))%ds

[ () e i

ici wy =71 Y 2W(57'T) est un processus de Wiener. Ainsi, sous '’hypothése H,

1
5a—>/ w?ds
0

et pour 'erreur de premiére espéce nous avons

1
065(65>:P0(6){55>Ca}—)]3{/0 w5d8>ca}:@.

Alternatives (non paramétriques)

Considérons a présent des alternatives non paramétriques et supposons que 1’ob-
servation  {X;,0 <t < T} correspond a I’équation différentielle stochastique (3.7):

Hy: dX, = B(Xy)dt +edW,, X;=u1z9, s<0 0<t<T

ot B(X}) # S(Xi—g,) et B est une fonction inconnue et comme précédemment, nous

imposons la condition

H: B est une fonction positive deux fois contintiment dérivable de dérivées bor-
nées sur R et telle que sa premiére dérivée est non nulle sur au moins un intervalle

inclus dans [xg,x7].

Alors la solution de (3.7) converge vers une autre fonction déterministe notée

z(B) et solution de I’équation différentielle ordinaire sans retard

dl’t

%:B("Et), Zo, OStST

Pour démontrer la consistence du test i), nous remarquons que la statistique

5. i ( /0 " exp {—2 /0 s sxxr_go)dr} ds>
X /OTexp2<—2/0t S’(:);T_go)dr> (Xt%%(%)fdt
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est telle que 6. — oo, en effet X; converge uniformément vers z,(B) # x,(6p) sous

les alternatives et comme & —— 0 il s’en suit que

(Xt - xt(ﬁo))2 e

€

)

Notant encore PI(E la mesure de probabilité induite par le processus {X;,0 <t < T}

sous les alternatives, nous avons

B.(4.) = PO > o} — 1

Le test 1. est consistent uniformément par rapport a toute alternative B(-).

4.2 Hypothése de base composée (paramétrique)

Supposons que sous I'hypothése de base Hy le processus de diffusion observé

est solution de I’équation différentielle stochastique
dXt = S(Xt_g)dt + €th, XS =g, S< 0 0 S t S T

ou le coefficient de la dérive S(X;_y) est une fonction réguliére connue qui dépend
du parameétre inconnu 0 € © = («a, 3). Alors la solution limite z; dépend de la vraie
valeur 6, c’est a dire z; = x4(f) et la modification naturelle pour le test est qu'il soit

basé sur la statistique R
X, — fL’t(@e)
€
a une normalisation adéquate pres laquelle dépend de 'EMV.

Choix du seuil

Rappelons (voir le premier chapitre) que sous la condition

H: S est une fonction positive deux fois contintiment dérivable de dérivées bor-
nées sur R et telle que sa premiére dérivée est non nulle sur au moins un intervalle

inclus dans [xo,x7],

I’estimateur du maximum de vraisemblance du paramétre de retard 6. est consistent

P —lim6. = 6

e—0
et asymptotiquement normal

Ly {5%(9)1/2(92 - 9)} — N(0,1). (3.11)

ou l'information de Fisher /() est définie par

T
1(6) = / S?(2120)S" (2o ) dt (3.12)
0
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Considérons alors

—~ 2
o~ T —
5. / (X_W> Y
0 [

et notons ca(@;) la solution de 1’équation

P {gg > ca(é\e)} = a.

Proposition 4.2. Si la condition H est satisfaite alors le test QZE(XE) = X (5.5 ca (@)}

est dans la classe K',.

Démonstration. Nous suivons la preuve de Rabhi pour un probléme analogue [17].

Notons 6 la vraie valeur du paramétre de retard, nous avons

-~

Xy — x(6:) _ Xy — x4(0) i 7(0) — xt(é\s>

et rappelons que par le Lemme 4.1, le processus stochastique e ™! (X;—z;(0)) converge

uniformément par rapport a t € [0, 7] vers le processus gaussien
V() = {x"(0), 0 <t < T}

solution de I’équation (3.9) et qui peut étre écrit sous la forme explicite

t t
2(6) :/0 exp{/ S’(xrg)dr}dWS

t St s

:/ exp{/ S/(ﬂi’rg)dT—/ S’(xrg)dr} dW,
0 0 0
t t s
:exp/ S,(.Trg)dT/ exp{—/ S’(mrg)dr} dW.
0 0 0

D’autre part notons

t(0) == %xt(e)

la dérivée partielle en 6 de la solution du probléme déterministe et qui est bien

définie grace a I’hypothése H, nous pouvons alors écrire

J}t(@) - xt(e\e) o _55 — eit(g). (3.13)

€ €

f est un certain point intermédiaire entre 6. et 6. Nous déduisons alors de ’écriture

sous forme intégrale de xil) , de la limite (3.11)) et de (3.13) la convergence en loi
2

o= [ [0 - 28 [ St ain) -

- /0 ' [exp /O t S/ (2y_g)dr /0 t exp{— /0 s S’(xre)dr} dw,

- ff;()@z /0 S/(f’?s—a)s(%_w)dWSrdt.
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Posons alors

&(0) : = exp /0 S (@ )dr /0 t exp{— /O s S/(xr_g)dr}dWs

a ;(7;_()9132/0 S'(x5-0) S (T5-20)dW

_ /O ! [exp /O S o)l (s) eXp{— /O s S’(:cra)dr}

2¢(0) o
Ty @s-0)S (24-20) | WV,

alors
5= | (e a=co)

Le processus limite {£(0),0 < ¢t < T'} est un processus gaussien centré, de fonction
de covariance dépendant du paramétre 0. Ainsi nous n’avons plus la propriété de
"distribution free" méme asymptotiquement, contrairement au cas d’hypothése de

base simple. Le seuil ¢, (6) est alors défini par I’équation

P {/OTgf(e)dt > ca(e)} =

ol ¢, (0) = lin% ca(0:), TEMV étant consistent. En effet la continuité de la fonction
E—

Co(.) se déduit comme suit:

notons F(A,z) la fonction de répartition de la variable aléatoire £(0)%. Alors c, ()

est une fonction implicite définie par ’équation

1-F(f,c) =«
puis par dérivation
. F(6,c)
c(f) = — ,
="%0,0

ot f(6,c) est la fonction de densité de la variable aléatoire £(0)?. La continuité de

¢(-) découle alors de l'existence de ces deux fonctions et de f(6,c,(6)) > 0. O

Alternatives (non paramétriques)

Supposons & présent que le processus observé X = {X;,0 <t < T} est régi par

I’équation différentielle stochastique
dXt = B(Xt)dt + €th, XS =g, S< 0 0 S t S T (314)

ou B(X;) # S(Xi—¢) pour tout 6 € © et B est une fonction inconnue. Comme

précédemment, nous supposons que la fonction B satisfait la condition H, alors cette
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solution converge vers une autre fonction déterministe que I’on note y;, solution de

I’équation différentielle ordinaire

dy,

dt :B(yt>7 yS:x(); S<O, OStST

Vérifions que le test 1.(X%) = x (5.5co(d.)) €St consistent:

remarquons tout d’abord que

T
. . 2 — o 2
o<£y%:MW|;gAuhxw»ﬁ

car sinon il existe une certaine valeur 0 € © telle que y; = x,(f) pour tout ¢ € [0, 7]
ce qui contredit le fait B(X;) # S(Xi—g) pour tout t € [0,7], ainsi

i — < |y, — z,(8.)]]. .
0<9H€1(£H3/t 2 (0)|] < [lye — 24(62)|| (3.15)

. 1 . , .
Dans ce cas, sous les alternatives, en notant y§ ) le processus gaussien défini par

I’équation linéaire
dy" = B'(y)yVdt +dW,, y =0, 0<t<T,

nous avons aussi

X, —
lim sup il — P =0. (3.16)
SHOOStST I
Il s’en suit
., s 1/2
~ X — x4 (0, _ ~
5f:/'(L7il)ﬁ = I (6= @)
0

= |le™ (e — xt(ga)) + e (X —w)l|

1 - .
“llye =2 ()1 = 117 (X0 = )]

v

et le second terme dans ’expression obtenue reste borné en probabilité quad € — 0
grace a la convergence (3.16), le processus {y;,0 < ¢ < T'} étant gaussien. Le premier
terme tend vers oo quand £ — 0 par (3.15). Ainsi 0. —> 0o et si on note P la
mesure de probabilité induite par le processus solution sous toute alternative fixée

et décrite par (3.14), la puissance asymptotique de ce test est
B(a) = lim Pp{b. > ca(6)) =1
e—

et donc le test ;b; est consistent.
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Résumé Dans cette thése nous traitons des problémes d’estimation paramétrique
unidimensionnelle et multidimensionnelle de retards ainsi que certains problémes de
tests d’hypotheéses sur les parameétres de retard pour des processus de type diffusion
non linéaire. Nous nous basons sur 'observation d'un processus de type diffusion
non linéaire & temps continu, avec un petit coefficient de diffusion et supposons sa-
tisfaites certaines conditions de régularité sur la dérive, qui demeure par ailleur non
différentiable par rapport aux paramétres inconnus. Nous démontrons alors que 1'es-
timateur du maximum de vraisemblance des parameétres de retards est consistent,
asymptotiquement normal et asymptotiquement efficace lorsque le coefficient de dif-
fusion tend vers 0. Nous utilisons principalement les techniques de la théorie des
méthodes d’estimation paramétrique en statistique asymptotique due a I.Ibragimov,
R.Has'minskii, Y. Kutoyants et d’autres auteurs, ainsi que la borne minimax des
risques associés aux estimateurs dans un cadre plus général qui est due a J.Hajek et
L. Le Cam. Nous discutons d’autre part les qualités de certains tests d’hypothéses
simples et composites. Il est montré que les distributions limites de ces statistiques
sont indépendantes de I'’hypothése de base, ce qui simplifie le calcul du seuil. Nous
démontrons également que ces tests sont consistents en étudiant le comportement
des statistiques qui les définissent sous les alternatives. Pour traiter les hypotheéses
de base composites nous avons besoin de connaitre le comportement asymptotique
des estimateurs statistiques des parameétres inconnus. L’utilisation de I’estimateur
du maximum de vraisemblance nous rameéne & construire un test de type Cramer

von-Mises correspondant et & étudier sa distribution limite.

Mots clés: estimation paramétrique, processus de type diffusion non linéaire, esti-
mateur du maximum de vraisemblance, efficacité asymptotique. tests d’hypothéses,

tests d’ajustement.
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Abstract In this thesis we handle problems of unidimensional and multidimensio-
nal prametric estimation of delays as well as as some hypothesis testing problems on
delay parameters for nonlinear diffusion processes. We rely on the observation of a
nonlinear diffusion process of continuous time, with a small diffusion coefficient and
assume satisfied some regularity conditions on the trend coefficient which, other-
wise, remains nondifferentiable with respect to unknown parameters. We show then
that the maximum likelihood estimator of delays parameters is consistent, asymp-
totically normal and uniformly LAM (locally asymptotically minimax) when the
diffusion coefficient tends to 0. We mainly use the techniques of the parametric esti-
mation methods theory in asymptotic statistics due to I. Ibragimov, R. Has’ minskii,
Y. Kutoyants and others, as well as the LAM bound on the risks of estimators in
a more general framework which is due to J. Hajek and L. Cam. We discuss, on
the other hand, the qualities of some tests of simple and composite hypothesis. It
is shown that the limit distributions of these statistics are independent of the basic
hypothesis, which simplifies the calculation of the threshold. We also demonstrate
that these tests are consistent by studying the behavior of statistics that define them
under the alternatives. To handle the basic composite hypothesis we need to know
the asymptotic behavior of statistic estimators of unknown parameters. The use of
the maximum likelihood estimator brings us back to build the Cramer-von Mises

corresponding test and study its limit distribution.

Keywords: parametric estimation, nonlinear diffusion process, maximum likelihood

estimator, asymptotic efficiency. hypotheses testing, goodness-of-fit test.
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