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Introduction

L’un des axes de recherche importants en théorie des probabilités concerne
les lois limites des sommes partielles de variables aléatoires. Une grande partie
de ces travaux de recherche porte sur le théoreme central-limite, les lois des
grands nombres et enfin la loi du logarithme itéré. Ceci est dii essentiellement au
fait que ces théoremes limites jouent un role important dans plusieurs domaines

scientifiques.

Dans cette these, on s’intéresse aux lois limites suivantes :

1. Lois du logarithme itéré pour des processus stochastiques fortement inté-

grables.

2. Lois faibles des grands nombres pour des variables non intégrables.

La loi du logarithme itéré a été établie pour la premiere fois par Kintchine
en 1924 qui 'obtient pour des variables aléatoires de Bernoulli, quelques années
plus tard Kolmogorov généralisa le résultat de Kintchine aux variables aléatoires
gaussiennes. En 1941 Hartman et Wintner ont prouvé que cette loi est valable
pour des variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées. Au début
des années soixante-dix, Finkelstein a obtenu une loi du logarithme itéré pour
les processus empiriques a valeurs vectorielles. Plus récemment, Castellucci et
Giuliano Antonini ont établi une loi du logarithme itéré pour des martingales ®-
sous-gaussiennes. Ce dernier résultat est la principale motivation de la premiere
partie de cette these.

Il est bien connu que la loi forte des grands nombres n’est plus en vigueur
lorsque les variables aléatoires ne sont pas intégrables, dans ce cas la recherche
d’une loi faible des grands nombres devient primordiale. L'une des premieres lois
faibles pour des variables non intégrables est due a Kolmogorov, cette lois a été
généralisée par la suite par Feller. Ce probleme est traité dans le dernier chapitre

de ce travail, pour des distributions de type Pareto.

Ce manuscrit est composé de quatre parties :



Introduction

Le premier chapitre est introductif, on commence par rappeler quelques pro-
priétés essentielles des fonctions convexes. Nous rappelons ensuite la notion de
N-fonction et ses conséquences. Nous donnons aussi les principales caractéris-
tiques des processus gaussiens et nous présentons plusieurs exemples de tels pro-
cessus. On aborde ensuite le concept de processus ®-sous-gaussien et son lien
avec les espaces d’Orlicz de type exponentiel. Nous présentons aussi dans cette
partie I'idée du nombre d’entropie métrique dii a Kolmogorov et nous énoncons le
célebre critere d’entropie métrique de Dudley qui sera 'ingrédient principal dans

notre preuve de la loi du logarithme itéré formulée dans le chapitre suivant.

Le deuxieme chapitre est consacré a la présentation de notre premiere contri-
bution qui concerne la loi du logarithme itéré obtenue par Antonini et Castellucci
en 2005 pour des martingales ®-sous-gaussiennes. La méthode utilisée repose sur
le célebre critere d’entropie métrique de Dudley, I’avantage principal de cette ap-
proche est la fait qu’on a pu se passer de 'hypothese de martingale imposée par
Antonini —Castellucci. En effet notre conclusion est valable pour des processus
stochastiques a accroissements d-®-sous-gaussiens. Par conséquent, notre théo-
reme s’applique au mouvement brownien fractionnaire, au mouvement brownien
fractionnaire mixte ainsi qu’au processus de Rademacher. Ces trois processus ne

sont pas des martingales.

Dans le troisieme chapitre on rappelle plusieurs concepts de de dépendance
qui sont tres utiles lorsque la condition d’indépendance est absente. Nous for-
mulons ensuite nos hypotheses sur la suite des sauts. Notre premiere condition
est une inégalité maximale de type Rosenthal, la seconde est une inégalité de
type Marcinkiewicz—Zygmund. Plusieurs classes de variables aléatoires vérifient

ces deux propriétés.

Le dernier chapitre est consacré a notre seconde contribution qui concerne la
Loi faible des grands nombres pour une famille de variables aléatoires de moyennes
infinies. Dans cette partie, on généralise les résultats d’Adler, Nakata et Xu—Li—
Yang-Xu. Nos hypotheses sont vérifiées par plusieurs classes de variables aléa-
toires dépendantes. Nous complétons aussi les résultats connus en exhibant une
condition nécessaire pour les variables aléatoires qui satisfont une inégalité de
type Marcinkiewicz—Zygmund. Enfin, nous appliquons nos théorémes aux jeux
de St. Pétersbourg et de Feller.



Notations

AANA :
Cov :
d:

Dir(aq, g, ..., )

diam(F) :
épi(f) :
E(X) :
Expe«(Q) :
7

[

F@) ~ gl
i.i.d.:
LGN :
LLI:
log, x :
MB :
MBEF :
MBFM :
m-NA :
N:
N(0,1) :
NA :

NSD :
N(E,d,e€) :
P(A) :
P(a) :
RV(«) :
RVo(av) :

asymptotically almost negatively associated.

la covariance.

une pseudométrique.

loi de Dirichelet de parametres positifs oy, ag, ..., .
le diametre de I'ensemble F.

I’épigraphe de la fonction f.

I’espérence de la variable X.

L’espace d’Orlicz de type exponentiel associé a la N-fonction ®*.
la fonction inversse de la fonction f.

la fonction conjugue de la fonction f.

désigne que lim, ., f(z)/g(x) = 1.

indépendant, identiquement distribue.

la loi des grands nombres.

La loi du logarithme itéré.

=Inz/In2

le mouvement Brownien.

le mouvement Brownien fractionnaire.

le mouvement Brownien fractionnaire mixte.
m-negatively associated.

I’ensembles des entiers naturels.

loi gaussienne centrée réduite.

negatively associated.

negatively superadditive-dependent.

nombre d’entropie.

la probabilité de A.

loi de Poisson de parametre a.

I’espace des fonctions a variation réguliere a 'infini d’indice «.

I’espace des fonctions a variation réguliere a l'origine d’indice a.

3



Notations

a, = O(by) :
a, = o(by) :
an ~ by, :

a, < b, :

-1, si t<0,
la fonction signe : = 0, si t=0,
1, si t>0.

si et seulement si.

I’espace des variables sous-gaussiennes.

I’espace des variables ®-sous-gaussiennes.
I’espace des fonctions a variation lente a I’infini.
I’espace des fonctions a variation lente a 1’origine.
si et seulement si.

le théoreme central limite.

la variance de la variable X.

variable aléatoire reelle.

des variables aléatoires.

I'indicatrice de ’ensemble A

max (1, log x).

le standard ou I’écart de Gauss de la variable X.
la norme de Luxemburg de X.

la convergence en loi.

la convergence en probabilité.

la convergence presque stire.

I’ensemble des entiers naturels strictement positifs.

I’ensemble des nombres reels.
I’ensemble des réels positifs.

(—00, +00).

la fonction gamma.

signifie que lim sup,,_, ., an /b, < 00.
signifie que lim,, o @, /b, = 0.
signifie que lim,, o a,, /b, = 1.

signifie que 0 < lim inf a,,/b,, < limsup a,, /b, < 0.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, on commence par introduire la notion de N—fonctions, 1’es-
pace des variables aléatoires ®-sous-gaussiennes, ainsi que les espaces d’Orlicz de
type exponentiel. Nous formulons ensuite le critere d’entropie métrique de Dudley
qui sera notre principal outil dans notre preuve de la loi de logarithme itéré don-
née dans le chapitre suivant. Nous rappellerons aussi dans cette partie le concept

de fonctions a variations régulieres ainsi que leurs propriétés fondamentales.

1.1 Rappels sur les fonctions convexes

Soit a,b € R tels que a < b. Tout au long de ce paragraphe, [a, b] désigne un

intervalle de R.

Définition 1.1.1. On dit qu'une fonction f : [a,b] — R est convexe, si pour

tout 0 < A <1, on a l'inégalité suivante
JAt+ (1 =XN)s) < Af(t)+(1—=N)f(s) Vs, telab].

Lorsque l'inégalité est stricte avec t # s et A dans |0, 1[, on parle de fonction

strictement convexe.

Définition 1.1.2. On dit qu'une fonction f : [a,b] — R est concave (resp.

strictement concave) sur € [a,b] si —f est convexe (resp. strictement convexe)

sur € [a, b].

Proposition 1.1.1. 1. [75] Si f est une fonction dérivable sur un intervalle
I, alors [ est conveze si et seulement si sa dérivée est croissante sur I.

2. [44] Soit f : I — R réelle et posséde une deuziéme dérivée détermi-

née,continue et positive, alors f est conveze.
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Nous allons étudier maintenant quelques propriétés des fonctions convexes.

Proposition 1.1.2. [5/ (Inégalité des pentes) Si une fonction f est conveze sur
un intervalle I alors, pour tous s < u <t dans [
flw) = f(s) _ ()= f(s) _ f(t) — flu)

< <
uU—Ss t—s t—u

et par conséquent,
Flu) = £() _ F(0) — flu)

uU—S t—u

Réciproquement, si l'une des trois inégalités est vérifiée pour tous s < u < t dans

I alors f est convexe.

Théoréme 1.1.1. [/4/(Inégalité de Jensen) Soit f une fonction convexe, alors
pour tout x1,xa,...,x, € I et pour tout A\, Aa, ..., \, € RT tels que Y0 1 N\ =1,

on a : . .
/ (Z )\z‘$i> < NS ().
i—1 i—1

En général, la composition de deux fonctions convexes n’est pas convexe.

Exemple 1.1.1. Soit f une foction définie sur |1, +oo[ par f(z) = 1/In(x) et g

xT

une fonction définie sur | — oo, 0] par g(x) = e~*, alors les deux fonctions f et g

sont convexes sur leurs domaines de définitions mais la fonction composée f o g

définie sur |1, 400 par f o g(x) = —1/z n’est pas convexe.
On a par contre le résultat suivant :

Proposition 1.1.3. Soit f : [a,b] — T une fonction convexe et g : T — R une

fonction convexe croissante, alors la composée go f est une fonction convexe sur

[a, b)].

Proposition 1.1.4. Soit f : [a,b] — R une foction conveze, elle est continue sur

Uintérieur de |a, b].
Comme exemples de fonctions convexes on peut citer :

Exemples 1.1.1. 1. La fonction carré et la fonction exponentielle sont des
exemples de fonctions strictement convexes sur R. Les fonctions affines sont

convexes.
2. La fonction = — |x| est convexe.

3. Pour tout entier positif n, la fonction R — R,z — 2™ est convexe si n est

pair (si n est impair, elle est convexe sur RY).

6



Chapitre 1. Préliminaires

Définition 1.1.3. Soit A un ensemble non-vide. On dit que A est convexe si
Vs,t € A,VA € [0,1],ona As+ (1 — A\t € A.

Proposition 1.1.5. Une fonction f est convexe sur [a,b] si et seulement si son

épigraphe noté épi(f) et défini comme suit :

épi(f) = {(2.y) € [a,}] x R/ f(x) <y

——

est un sous-ensemble convexe de [a,b] X R.

1.2 Les N-fonctions et la fonction conjuguée

Dans cette section, on rappelle quelques propriétés essentielles des N-fonctions
et des fonctions conjuguées qui seront utiles par la suite. Pour plus de détails, le

lecteur pourra consulter [22; 38] ou [50].

Définition 1.2.1. Soit ® : R — R™ une fonction continue, paire et convexe. On
dit que ® est une N-fonction si elle est strictement croissante sur R™, ®(0) = 0,
D(t D(t
limQ:O et limﬁz%—oo

t—0 ¢ t—oo {

Exemples 1.2.1. Comme exemples de N-fonctions on peut citer :

1. &(t

alt|’, teR; a>0,3>1.

ty=ell —|t| =1, t € R.

fHy=el —1,teR:a>0,8>1.

)
)
)
)

%90!\9

o(
o(
O(t) = (14 |t|) log(1 + |t]) = |t], t e R.

5. () = ()", siop<(2)"
. - e|t\a, si ’t|><%)1/a,0<@<1_

Définition 1.2.2. Soit ® une N-fonction. On dit que ® satisfait la condition (Q)

Si:

i inf 28 _ €]0, +00). (Q)

t—0 12

Définition 1.2.3. Soit f : R — R une fonction (non nécessairement N-fonction),

sa fonction conjuguée est la fonction f* : R — R définie en t € R par :

£2() = sup (1 — (5)).

seR

7



Chapitre 1. Préliminaires

Remarques 1. 1. La foction f* est dite aussi la transformée de Young-Fenchel
de f.
2. Si f est une N-fonction; alors les fonctions f et f* sont dites fonctions
d’Orlicz conjuguées.
Comme exemples de fonctions conjuguées (Young-Fenchel) on peut citer :

1 1
Exemple 1.2.1. ®(t) = & t e R, 1 < p < +00; alors &*(t) = % ou—+- =1

p )
En effet ; posons g(s) = st — ®(s),s > 0, la fonction g est dérivable sur R et sa

dérivée ¢’ est donnée par : ¢'(s) =t — sP~1. Ici, on étudie le signe de ¢'(s), on a
g (s) >0 s < /P71

d’ou

iglgg(S) =g(t'"") = .

+a
ainsi; ®(t) = —,t > 0.
q

Un deuxieme exemple des fonctions conjuguées est :
Exemple 1.2.2. ®(t) = el!l —|t| -1, t € R; alors ®*(t) = (1+|t|) log(14|t]) —|¢.
Proposition 1.2.1. Soit & une N-fonction et ®* sa fonction conjuguée , alors
on a les assertions suivantes :

1. ®* est une N-fonction.

2. On a l'inégalité de Young-Fenchel suivante :
Vs, t >0, st < O(s) + O*(1).
3. Sit >0, alors ®*(t) = sup {st — P(s)} et d*(—t) = D*(¢).
>0

Lemme 1.2.1. Soit & une N-fonction, alors on a les assertions suivantes :
a) O(at) < ad(t) pour toutt e R et 0 < <1;
b) ®(at) > ad(t) pour toutt e R et a« > 1;
c) O(|s|+ [t]) > ®(s) + B(t),Vs, t € R.

Lemme 1.2.2. Supposons que @' est la fonction réciproque de ® sur R™, ¢t > 0,

alors on a les assertions suitvantes :
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1. La fonction ®~1 est croissante, concave et continue avec : <I)_1(t) > 0 pour
t>0 et
lim &' (¢t) — 0, et Jim d(t) — +oo.

t—0
O~ Hat) < a®L(t) pour tout t € RT et a > 1.
O Hat) > a® 1 (t) pour tout t e R et 0 < a < 1.
P l(s+1t) <P (s)+ D H(E), Vs, t € RT.
o~'(t)
t

La fonction 6(t) =

,t > 0 est décroissante.

1.3 Processus gaussiens

Le principal objectif de cette section est d’introduire les résultats sur les pro-
cessus gaussiens qui seront utilisés dans la suite pour construire le mouvement

brownien fractionnaire.

Définition 1.3.1. Un processus aléatoire X = {X;,t € T} a valeurs reelles est
un processus gaussien si toutes ses lois fini dimensionnelles £(X;,, Xy,, ..., X3,)
sont gaussiennes (Vn € N, Vity,to,....t, € T). Autrement dit, un processus X =
{Xi,t € T} est un processus gaussien si toute combinaison lin¢aire finie des

variables X;,t € T est gaussienne.
Remarque 1. Toutes les lois marginales d’un processus gaussien sont gaussiennes.

Exemples 1.3.1. Comme exemples des processus gaussiens, on peut citer :

1. Mouvement brownien : Le mouvement brownien standard (MB) (B;):>o
est le processus gaussien défini sur R par E(B;) = 0 et Cov(Bs, By) =
min(s, t), autosimilaire et a accroissements stationnaire. On Iappelle aussi

processus de Wiener.

2. Pont brownien : Le pont brownien (W;);c[o,1] est le processus gaussien cen-

tré défini sur [0, 1] par la fonction de covariance Cov(Ws, W) = min(s, t)—st.

3. Processus d’Ornstein-Uhlenbeck : Le processus d’0O.U. est le processus
gaussien centré défini sur R par U, = e /2B, ou B est un MB. Il est facile
de montrer que U; — N(0, 1).

Désormais, nous nous intéréssons aux processus gaussiens les plus célebres
qui sont le mouvement brownien fractionnaire et le mouvement brownien frac-
tionnaire mixte et nous verrons par la suite que ces derniers ne sont pas des

martingales.
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Le mouvement Brownien fractionnaire (MBf) a été introduit par Kolmogorov
(1940) dans l'espace de Hilbert. Pour H € (0, 1), Mandelbrot et Van Ness (1968)

[56] ont défini le MBf comme une intégrale stochastique.

Définition 1.3.2. Le mouvement brownien fractionnaire standard d’indice de
Hurst H € (0,1) est un processus gaussien continu centré noté (Bf);>¢ et est le
seul processus vérifiant les propriétés suivantes :
1. B = 0 P—presque-siirement.
Pour tout ¢ > 0, E(B}7)? = ¢*H.
c

Autosimilarité : pour tout a > 0, (BX);50 = aff (BH);0.

Accroissements stationnaires : Vh > 0,Vt > 0, (B, — Bf) £ (BH).

A

Pour 0 < H < 1, Le MBf d’indice H, (Bf);>¢ est le processus gaussien

centré de fonction de covariance :
H pH _1 2H 2H |y o2H
Cov(B;,B;") = 2(Ilﬁ! + 3] |t — s| )

Remarque 2. Le MBf "non-standard" a la fonction de covariance suivante

C BHBH_LHtQH 2H—t— 2H
ov(B,, By') = ([t + Is] |t —s[*7).

ou
I'(2—2H) cos(mH)

TH(1 - H)

Vi =

ot T'(.) est la fonction gamma définie par I'(z) = [ t*~te~tdt, x > 0.

Remarque 3. Soit (B}?);>0 un MBf standard d’indice de Hurst H € (0,1), si
H = 3, alors on obtient le MB standart (B;)i>o.

Définition 1.3.3. On dira qu'un processus X = {X;,t € T} est une semi-

martingale, s’il s’écrit sous la forme
Xy = Xo+ M, + Ay

ou (M;)ier est une martingale locale issue de 0 et (A;)ier est un processus issu

de 0 et a variation finie.

Théoréme 1.3.1. [67] Soit BY = (BF)>¢ un MBf d’indice de Hurst H €
(0,1/2) U (1/2,1). Alors BY n’est pas une semi-martingale.

10
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Le mouvement Brownien fractionnaire mixte (MBFM) d’indice de Hurst H est
une généralisation du MBf. Ce processus stochastique a été introduit par Cheri-

dito [27] pour présenter un modele de finance. Il s’agit du processus (XtH (o, B >)te[0 .

défini par
X (o, 8) = X! (a, B) exp (vt + oM (a, B)) .

ou v, o sont deux constantes, « est une constante strictement positive, 5 =1 et
M*H(a, 3) est un MBFM d’indice de Hurst H.

Définition 1.3.4. Un mouvement Brownien fractionnaire mixte de parametres
o, et H est un processus M7 = {MH(a,8);t > 0} = {M;t > 0}, défini sur
I’espace de probabilité (2, F,P) par

vt >0, M =M"(a,B)=aB,+ 3B

ot B={B;;t € RT} est un MB et BY = {BH:t € R*} est un MBf de paramétre
H indépendant de B.

Le lecteur intéressé pourra trouver un trés bon exposé sur le MBFM dans [59].
Lemme 1.3.1. [59] Le MFBM M* = {M[ («a, 8);t > 0} = {M[;t > 0} satisfait
les propriétés suivantes :

1. M" est un processus gaussien centré ;

2.Vt > 0; E(MH)? = ot + B2t2H;

3. sa fonction de covariance est donnée par

Cov(M{T, M) = ot Ns+ [BA(t* + s* — |t — s])]; Vst €RY,

S ’

ot As=min(s,t);
4. Les accroissements du MBFM sont stationnaires.

5. Autosimilarité mizte : pour tout a > 0,t > 0, MH(a, 3) £ MH(aa'’?, Ba).

Les deux sections suivantes sont basées essentiellement sur le livre [22, cha-
pitre3] et [38].

Dans tout ce qui suit ® est une N-fonction vérifiant la condition (Q).

1.4 L’espace des variables aléatoires P-sous-gaussiennes

Définition 1.4.1. On dit que la variable aléatoire X est ®-sous-gaussienne si
E(X)=0,E (e)‘X ) existe pour tout A € R et il existe une constante a > 0 telle

11
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que pour tout A € R
E (e’\X) < e®0a), (1.1)

On note par la suite Subg(£2) 'espace des variables ®-sous-gaussiennes.
On notera 74(X) le plus petit réel a > 0 satisfaisant l'inégalité (1.1) et on

I’appelle le standard ou I’écart de Gauss de X, c’est—a—dire
7(X) = inf {a >0:Eexp(AX) <exp ((IJ(a)\)),V)\ € R} . (1.2)

Définition 1.4.2. Soit (X})¢>0 un processus stochastique. On dit que (X;)i>o C
Subg (§2) si pour tout ¢ > 0, X; € Subg(£2).

Remarques 2. Si ®(t) = exp (%), t € R, on pose Subs(2) = Sub(f2) et on

I’appelle 'espace des variables sous-gaussiennes.

Théoréeme 1.4.1. L’application t — 74(t) est une norme sur l’espace Subg(2)
et (Subq)(Q), Tq,(~)) est un espace de Banach.

Exemples 1.4.1. Comme exemples des variables ®-sous-gaussiennes, on peut

citer :

1. Soient o > 0 et X < N(0,0?),alors :
2t2
E{exp(tX)} = exp <02>
ainsi X € Sub(2), ot ®(t) = t?/2 et 76(X) = 0.

2. Soit X une v.a.r centrée et bornée par M > 0, alors X € Subg(£2) pour
tout N-fonction ® et 74(X) < M.

3. Soit X < P(a) et posons Y = X — a; alors
Eexp(AY) = exp (a( Ao — 1)) = exp (@()\a));
ceci implique que Y € Subg (), ot ®(t) = ale! —t — 1) et 76(Y) = 1.

Remarque 4. Soit (X})i>0 une suite de variables aléatoires ®-sous-gaussiennes,
alors ses accroissement sont ®-sous-gaussiens car I'espace Subg(§2) est un espace
de Banach. Inversement, on peut trouver une suite (X;)¢>o de variables aléatoires
a accroissement ®-sous-gaussiens mais la suite des v.a.r (X;);>o n’est pas ®-sous-
gaussienne, en effet

Soient Y = {Y;,¢ > 0} une suite de variables aléatoires ®-sous-gaussiennes et &

12
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une variable indépendante de X telle que E£2 = +o00. Posons X; = Y; + & pour
t > 0. Alors le processus Y est a accroissement ®-sous-gaussiens bien qu’il ne soit

pas dans l'espace Subg(€2).

1.5 Espaces d’Orlicz de type exponentiel

Cette partie est consacrée a 1’étude du lien entre ’espace des variables ®—sous-

gaussiennes et 1’espace d’Orlicz de type exponentiel.

Définition 1.5.1. Soit ® une N-fonction. L’espace engendré par la N-fonction
Ulx) =e®@ —1; reR
s’appelle un espace d’Orlicz de type exponentiel. On le note par Fxpe(€2), alors
Expe(Q) = {X : Q — R/Ja > 0 E (XD — 1) < +oo}.
On le munit de la norme ||.||g, telle que
| X|| £y = inf {a >0:E (eq)(lf*()) < 2}.
On note aussi

Expl(Q) = {X € Exps(Q) : E(X) = 0}.

On s’interesse aux espaces d’Orlicz Expy.(2) muni de la norme de Luxemburg

= (1X1
115, :inf{a>O:E<e¢ (a)) gz};

ou ®* est la fonction conjugée de ®.

Théoréme 1.5.1. L’espace Expe«(S2) muni de la norme de Luzemburg ||.||g,.

est un espace de Banach .
On a le théoreme suivant :

Théoréme 1.5.2. Soit X une variable aléatoire, alors X € Sube($2) si et seulment

si X € Expl.(Q) et les deur normes 76(X) et || X||g,. sont équivalentes i.e
Cotao(X) < [[X|[E,. < 37a(X);

ou Cg une canstante qui ne dépend que de .

13
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1.6 Le critere d’entropie métrique de Dudley

Le concept d’entropie métrique a été introduit dans les années 1930 par Kol-
mogorov afin de classer les espaces métriques compacts selon leurs masses. Nous
commencons par définir la notion pseudométrique qui généralise la notion "dis-

tance".
Définition 1.6.1. Une pseudométrique sur un ensemble F' est une application
d: F x F—R™*, telle que pour tous z,y,z € F

1. d(z,z) = 0.

2. d(z,y) = d(y,z) (la symétrie).

3. d(z,2) < d(z,y) +d(y, z) ('inégalité triangulaire).

L’espace (F,d) est dit espace pseudométrique.
Soient (F,d) un espace pseudométrique et ¢ > 0.

Définitions 1.6.1. [49]

1. Soit N(F',d, €) le nombre minimal des boules ouvertes de rayon € qui forment

un recouvrement de F', ie
N(F,d,e) = inf{n € N: Juy, ug, ..., u, € F': F C Uy<i<, B(us, €)}

On peut prendre par convention N(F,d,e€) = 400 §’il n’y a pas un nombre

minimal fini de boules ouvertes et de rayon € qui recouvrent F'.

2. Posons
InN(F,d,e) siN(F,d,e) <400

H(F.,d,e) =
( 2 { +oo si N(F,d,e) = +o0

Lemme 1.6.1. [22, pages 88-89] Soient (F,d) un espace pseudométrique, alors
on a les assertions suivantes :
1. Pour tout € > 0, on a N(F,d,e) > 1, H(F,d,e) > 0. Dans le cas ou € >
diam(F) alors N(F,d,e) =1 et H(F,d,e) = 0.
2. Les deuz fonctions € — N(F,d,e€) et e — H(F,d,€) sont continues da droite

et décroissantes.

3. 81C CU,Cx CF, alors

N(C7d7€) < ZN(Ck,d,E), H(C7da€) < H(Ck,d,(f)-
k

=4

pour tout € > 0

14
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4. Sid est une métrique, alors F' contient un nombre fini de points si et seule-
ment st

supN(F,d,e) < oo, ou supH(F,d,e) < oc.
>0 e>0

5. Supposons qu’on a deur pseudométriques dy et dy définies sur F' qui vérifient

[’inégalité suivante
Vs, t € F di(s,t) < da(s,t).
Alors

N(F,dy,e) < N(F,ds,€) et H(F,dy,e) < H(F,do,€).

6. Supposons que deux pseudométriques di et do définies sur F, et soit [ :

10, +00[— R une fonction bijective telle que
Vs,t € F, di(s,t) < f(dg(s,t)).

Alors
N(F,dy, ) < N(F,dy, f7'(e));

pour tout € > 0. En particulier, si dy(s,t) = f(da(s,t)),s,t € F, alors
N(F,di,€) = N(F,d, f'(€))

pour tout € > 0.

7. Supposons qu’ on a trois pseudométriques di, do et ds définies sur F qui

vérifient la condition suivante
Vs, t € F di(s,t) < dg(s,t) +ds(s,t).

Alors
N(F,di,€) < N(F,dy, e/4)N(F,d3, €/4)

et
H(F,di,€) < H(F,d2,€/4) + H(F, d3, ¢/4)

pour tout € > 0.

Exemple 1.6.1. Supposons que —oo0 < a < b < 4+00,d(s,t) = |[s—t|,s,t € [a,b].
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Alors pour tout 0 < e < b—a, on a

b—a _b—a

si est un entier,

2
N([a7b]7d7€>: b—a ‘ . a .
+1 si —— n’est pas un entier,
2¢ 2€

ou [z] est la partie entiere du nombre réel x € R. En particulier,

b—a b
N bl.d
< N((a b, d,e) <

—a

Vo< e<b—a, +1

et pour tout 0 < e <b—a, on a

N([a,b],d,€) ~ TG quand € — 0.

De plus on a

b—a b—a
ln< 5 )<H([a,b],d,e)<ln< 5e —|—1>

pour tout € > 0 et
H([a,b],d,€) ~ |Ine] quand € — 0.

Exemple 1.6.2. Supposons que « € (0,1);dy(s,t) = |s — t|*,s,t € [a,b]. Alors
N([a,b],d1,€) = N([a,b],d, e/*) pour tout 0 < € < b — a, et par I'exemple 1.6.1,
on a

N([a,b],dq, €) ~ bz_eael/a et H([a,b],dy,€) ~ a ¥ Ine|

quand € — 0.

Exemple 1.6.3. Supposons que a; > 0,9 > 0,¢1 > 0,¢9 > 0, hy € (0, min{1,b—
a}), et soit di(s,t) = |s —t|*, s,t € [a, b], une pseudométrique vérifiant les inéga-
lités

cr|Infs — |7 < di(s,t) < co|ln|s —t||7*

pour 0 < |s — t| < hg. Alors par I'exemple 1.6.1, on obtient

b—a e\ Ve b—a o\ Ve
5 exp{(€> }_N([a,b],dl,e)_ 5 exp{<€> +1,

b_ 1/a1 b_ 1/a2
In ‘”+(Cl> < H(a,b],d1,e) < 1+1n a+<62) ,
2¢ € 2e €

pour tout € € (0, ho).
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Théoréme 1.6.1. [31] Soit (F,d) un espace pseudométrique, ® une N-fonction
et soit X = {X;,t € F} un processus stochastique satisfaisant la condition de

Lipschitz suivante :
Vs, t € F [|Xs — Xillo < d(s,t),

posons D = diam(F,d) = sup d(s,t), si lintégrale d’entropie
s,teF

diam(F,d)
[(F,d) = / &~ (N(F,d, ))de
0

est convergente, alors :

sup | X — Xt|Hq> < Cp.I(F,d);

s,teF

ou Cg est une canstante qui dépend de P.

1.7 Processus a accroissements d-P-sous-gaussiens

Définition 1.7.1. [54] Soit (F,d) un espace pseudo-métrique. Un processus in-
dexé par T, X = {X;,t € T} centré est dit a accroissements d-®-sous-gaussiens

si pour tout s,t € T et pour tout réel A on a
Eexp A(X; — X,) < exp ®(Ad(s, ). (1.3)

Comme exemples des processus d-®-sous-gaussiens, on peut citer :

Exemple 1.7.1. Soit G = {G;,t > 0} un processus gaussien centré, alors sa

fonction génératrice des moments est donnée par

)\2
VAeR, EexpA(G —Gs) =exp {QE(gt — gs)Q} ;

donc G est un processus d-sous-gaussien ou d(s,t) = \/E(G, — G)2.

Exemple 1.7.2. Soit B = {B;,t > 0} un MB standard défini sur (Q, F,P),
Fi = 0(By,u < t) sa filtration naturelle et H = {H;,t > 0} un processus adapté
et continu tel que P(|H,;| < C) pour tout ¢t > 0, ou C' > 0. Posons

t
M, = /0 H.dB,, (1.4)
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par la formule d’Tto, on conclut que le processus positif

M) = {exp {AM, - /Ot Hidu,t > 0} ,

est une martingale locale positive donc une surmartingale ; ainsi

E <exp {)\Mt — /Ot Hidu}/]—}) < exp {)\Ms — /OS ’Hidu},

pour tout 0 < s <t;
E (exp{)\(Mt M) - /; 7{3du}/fs) <1,
et puisque le processus H est borné, alors pour tout A € R,
E exp {)\(Mt - MS)} < exp {C2|t - s|}7

ainsi, M = {M;,t > 0} est un processus a acroissement d-sous-gaussien, avec

d(s,t) = Cy/|t — s|.

Exemple 1.7.3. Soit B = (Bf);>o un MBf standard centré d’indice de Hurst
H € (0,1), alors
B = B £ BL S N(O, [t = s)
ceci implique
E (% -5) = E ()

2
o e%|tfs\2H

_ e<I> (>\d1 (s,t))

ot : di(s,t) = |t — s et ®(x) = 22/2. Alors, le processus B? = {BH t > 0} est

un processus a acroissement d;-sous-gaussien.

Exemple 1.7.4. Soit M = (MH);>o un MFBM de paramétres «, 8 et d’indice
de Hurst H € (0, 1), alors

M= M E M EN(0,0%t — s+ B2t — s,

Ainsi, M = {MH t > 0} est un processus stochastique & accroissements d-sous-

gaussien ou

d(s,t) = \Ja2|t — s[2 + 82|t — s[2H.
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Un autre exemple des processus a accroissements d-®-sous-gaussien est les
séries de Rademacher. Le lecteur intéressé pourra par exemple consulter Ledoux

54, p 322].

Définition 1.7.2. (Ledoux p 322) On dit que (X});er est un processus de Rade-

macher, s'il existe une suite de fonction (f;)1<;<, définies sur T telles que
i=1

converge presque slirement, avec : (&;)1<i<, est une suite de Rademacher ; i.e pour
tout 1 <i<monalP({,=-1)=PE=1)=1/2.

Exemple 1.7.5. Ledoux et Talagrand [54, Lemma 4.3, p 93]
Soit 2 < ¢ < 400, p=q/(q — 1) et la N-fonction ®(t) = t?/p. Alors il existe une

constante positive By qui vérifie

X = Xl < B[S 1A — fils)l?] " = d(s.0),

i=1
ou ®*(t) = t7/q. Alors les accroissement de X sont d-®-sous-gaussiens avec

1/p

ds,0) = C[ A1)~ ()P

1.8 Fonctions a variations régulieres

Les fonctions a variation réguliere et a variation lente ont été introuites par
Karamata [46].Ce concept est devenu de plus en plus important dans la probabi-
lité. Pour plus d’informations, on peut consulter I’excellente référence de Bingham
et al. [10].

Rappelons d’abord la définition.

Définition 1.8.1. Soit a € R. Une fonction mesurable h : RT — R¥ est dite a
variation réguliere a l'infini d’indice a et on note h € RV(«) si pour tout x > 0,

nous avons

h(tz)
t=too h(t)

=z (1.5)
Si o = 0, alors h est une fonction a variation lente a l'infini et on note h € SV.

Exemples 1.8.1. Comme exemples des fonctions a variation réguliere a 1'in-

fini, on peut citer les fonctions suivantes : x +— 2%, = — 2%logtlogT z et
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log" log™ x

"‘% (ot log" x = max (1, logx).)

log™ x

La fonction logarithme z — In z, les itérations du logarithme z — Inln...Inx
et la fonction z +— exp {(Inz)7} (0 < v < 1) sont des fonctions a variation lente
a infini.
Définition 1.8.2. Une fonction mesurable h :]0,a[— R*(a > 0) est dite a
variation réguliere a l'origine (a droite de l'origine) d’indice o € R, et on note

h € RVy(a), si :
h(tx)
im
t—0+ h(t)

=% Vr>0. (1.6)

Si o = 0, alors h est une fonction a variation lente a l'origine et on note h € SV.
Remarques 3. 1. Une fonction h est a variation réguliere au voisinage de 0, si
h (1/t) est a variation réguliere a l'infini.
2. De méme, une fonction ¢ est a variation lente au voisinage de 0, si ¢ (1/t)
est a variation lente a l'infini.
Le lemme suivant sera utile dans la preuve du Théoréme 2.1.6.

Lemme 1.8.1. Soit { une fonction a variation lente da 'origine dans (0, A]. Soient

a et b deux constantes positives, avec 0 < a < b, alors

((x)

Oy
_>
Iﬂéy}zzb (y>

Théoréme 1.8.1. Soit h :]a,+oo[— R*(a > 0) une fonction mesurable et

a € R. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
1. h € RV ().
2. 0 € SV vérifiant :
h(z) = z%(x), Yz > a. (1.7)

3. 1l existe une fonction positive g telle que :

. h(tx)
>4 (1)

=g(y), VYy>0; (1.8)

et dans ce cas g(y) = y“.
Lemme 1.8.2. [/0, Lemme A.7.8] Soit « > —1

1. St h € RV(a), alors H(x) = [ h(y)dy € RV(a + 1).

2. Sil eS8V, alors 35_) jU(]) ~

n®te(n) quand n — +oo.
a+1 ( ) g
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Chapitre 2
Loi du logarithme itéré

Cette partie est consacrée a notre premier travail qui concerne la loi du loga-
rithme itéré pour des processus d-®-sous-gaussiens obtenue en 2005 par Antonini
et Castellucci. Notre contribution sera de remplacer 'hypotheése de martingale
par une condition sur les nombres d’entropie. Notre résultat peut étre appliqué a
plusieurs exemples de processus stochastiques qui ne forment pas des martingales

et pour lesquelles le résultat d’Antonini et Castellucci ne s’applique pas.

2.1 Introduction

La loi du logarithme itéré (LLI) est un théoréme limite de la théorie des
probabilités qui peut étre considéré comme un résultat intermédiaire entre la loi
des grands nombres (LGN) et le théoréme central limite (TCL).

La premiere version du LLI classique (la plus simple ou bien la version ini-
tiale) est diie a Alexandre Khintchine en 1924 qui I'obtient pour des suites de
variables de Bernoulli. Puis, en 1929, Andre Kolmogorov a démontré le résultat
pour des variables aléatoires de loi normale. Ainsi, en 1941, Hartman et Wintner

ont généralisé le résultat pour des variables aléatoires i.i. d.

Un autre résultat tres important est celui de Finkelstein (1971), il consiste
a prouver une LLI pour le processus empirique considéré comme un élément de
I’espace de Banach. Aprés, en 1979, B. Heinkel a montré la relation entre le TCL

et la LLI dans les espaces de Banach.

On considere une suite (X,,),>1 de variables aléatoires indépendantes, identi-

quement distribuées de moyenne y et variance o?. Posons S, = >, X;. La loi
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forte des grands nombres (LFGN) donne une convergence presque siire de
S
— vers
n

Le TCL donne la convergence en loi de

S, —np
vVo?n

La LLI classique donne un résultat intermédiaire entre ces deux limites. Il s’énonce

vers la loi normale A(0,1);

comme suit :

Théoréme 2.1.1. Soit (X,),>1 une suite de v.a.r i.i. d. possédant un moment
d’ordre 2 fini. Notons p leur esperance , o leur écart type supposé non nul et
posons S, = i1 X;. Nous avons presque sirement

Sp —np

lim inf =—1
no400 (2no?loglogn)/?

et s
. ' — Nl
1 =1
ﬂi&p (2no?loglogn)i/?

Remarque 5. Ce théoreme signifie que presque stirement pour tout ¢ €]0,1[, la

suite des S, — nu sortira une infinité de fois par le bas et une infinité de fois

par le haut du segment [—cov/2nloglogn,+cov/2nloglogn] et quelle restera
définitivement a partir d'un certain rang (aléatoire) dans

[—do\/2nloglog n, +d ay/2nloglogn]

pour tout ¢ > 1.

Dans le cas des suites de v.a.r indépendantes (pas forcement identiquement

distribuées), la LLI de Kolmogorov s’énnonce comme suit :

Théoréme 2.1.2. [54] Soit (X,,)n>1 une suite de v.a.r indépendantes tel que
1/2

EX? < 0o,Vi > 1. Posons pour tout n > 1,s, = ( ?ZlEXf) 2 Supposons que

la suite (Sy)n>1 €st croissante vers l'infini et qu’il existe une suite (1;);>1 de réels

positifs qui tend vers 0 tel que
Vi>1 11X oo < mi5:/ (loglog s2)'/2.
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Alors, presque strement, on a

lims S 1
im su =
ey (2s,, loglog s2)1/2

Il existe aussi la loi de logarithme itéré pour des processus stochastiques. Dans

ce qui suit on donne quelques unes de ces lois.

Théoréme 2.1.3. Soit (B;)i>0 un MB standard. La loi du logarithme itéré de

Khintchine indique que

! 5
im sup

tstoo (2ta?loglogt)l/? =1 presque strement.

Un autre résultat dt a Berthuet [9] qui concerne la loi du logarithme itéré

pour certaines intégrales stochastiques.

Théoreme 2.1.4. Etant donné un mouvement brownien (Xi,Y;)i>o d valeurs

dans dans R?, issu de 0. On considére les processus définis par
t t
U= [ XY, et Vi= [ Vix,
0 0
Soit a, B des réels. Nous poserons
Zy = aX; + BY;.

Alors

lim sup |24 = o — B
tsoo tloglogt — arccos(2a8/a? + (32)’

presque surement.

En 1984, Taqqu et Czado [73] ont prouvé une loi du logarithme itéré pour
processus auto-similaires sous certaines contitions. Avant d’énoncer ce résultat,
nous rappelons d’abord la définition de processus auto-similaires.

Un processus stochastique réels {X;,t > 0} est auto-similaire d’indice H > 0
si, pour tout a > 0, les distributions & une dimension finie de {X,,t > 0} sont

les mémes que ceux de {a” X;,t > 0}.

Théoréme 2.1.5. Soit € > 0 et {X;,t > 0} un processus auto-similaire d’indice
H > 0 satisfaisant

1 2
Eexp{2(1 +€)( sup |Xt|) } < +o0.

0<t<1
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Alors

lim sup X <1, presque sirement
tsoo  tH(2loglogt)t/2 = 7 '

2.1.1 La loi du logarithme itéré de Castellucci et Antonini

En 2005, Castellucci et Antonini [23] ont démontré une LLI pour des martin-
gales a temps continu, ®-sous-gaussiennes sachant que leurs écarts de Gauss sont
a variation réguliere a l'origine.

Pour tout ce qui suit, ® est une N-fonction qui vérifie la condition (Q).

Théoréme 2.1.6. Soit (M;)~o une martingale. Supposons qu’il existe un réel

A > 0 et une fonction h positive sur (0, A) et a variation réguliére a l’origine tels

que :
supE {eh(t”Mtq = B < +o00. (2.1)
t<A
Alors : LM
t
P { lim supL <1)=1. (2.2)
t—o0  loglog(1/t)

Pour la preuve du Théoreme 2.1.6, la méthode suivie est basée essentiellement
sur 'inégalité maximale de Doob pour des martingales dans un premier temps,
puis, a ’aide du lemme de Borel-Cantelli, Antonini et Castellucci ont eu le résultat
pour une sous-suite, aprés, ils ont utilisé le fait que la fonction h est a variation
réguliere a l'origine ce qui permet d’uliliser le Théoréme 1.8.1, ainsi, le Lemme
1.8.1 donne le résultat cherché.

Un deuxieme résultat dii a Castellucci et Antonini a propos de la loi du loga-

rithme itéré pour des martingales ®-sous-gaussiennes.

Théoreme 2.1.7. Soit (M;)i>o C Subg(2) une martingale. Supposons que ®* la
transformée de Young-fenchel de ® est monotone et lapplication t — T¢(t) est

a variation réguliere a l’origine, alors :

. M, B
F (1”?5311’ 2@ (loglog(1/8)) = 1) =1

2.2 Loi du logarithme itéré sous une condition
d’entropie

Dans cette partie, on présente notre premiere contribution qui concerne la loi

du logarithme itéré et qui sera soumise pour publication prochainement.
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Chapitre 2. Loi du logarithme itéré

On s’interesse a LLI pour des processus stochastiques a accroissements d-®-
sous-gaussiens. Nous posons des conditions similaires a celles mentionnées préce-
demment dans le papier de Antonini et Castellucci (2005) [23], en remplacant la

condition "martingale" par une condition d’entropie.

Proposition 2.2.1. Soit U une N-fonction. Nous avons la majoration suivante :

diam(F,d)

[(F,d) = /0 U (N(F,d,€))de
diam(F,d)

< U‘l(l)/ N(F, d, ¢)de.
0

Preuve.
diam(Fd) U™ (N(F, d, €))

I(F,d) :/O N NG

Soient €; < €5. On utilise la décroissance du nombre d’entopie. On a
N(F,d, 62) S N(F,d,Gl).

U~ ()

En suite, on utilise le fait que la fonction z+— ,x > 0 soit décroissante

(voir le Lemme 1.2.2), alors

U—l(N(F,d,Q)) - U‘l(N(F,d,€2)>'
N(F,d,e;) — N(F.de&)

ceci montre que pour tout 0 < € < diam(F,d), on a

U~(N(F,d,e)) U (N(F,d,diam(F,d)))
N(F.de = N(F.d, diam(F,d))
<U'(1).

Ainsi,

diam(F,d)
[(F,d) < U—1(1)/ N(F, d, ¢)de.
0

Lemme 2.2.1. Soit (X¢)i>0 C Subs(2) . Supposons que * est la fonction conju-
guée de ® ; alors pour tout € >0, t >0, ¢ > || X||g,. et X >0, on a

P (‘Xct' > (14 e))\> < 2exp (= (1+)®" (V).

Démonstration du Lemme 2.2.1. Soit € > 0, t > 0, ¢ > || X;||g,. et A > 0. En
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Chapitre 2. Loi du logarithme itéré

utilisant la bijectivité de la fonction ®*, ¢t > 0 et la relation due au Lemme 1.2.1
Ve>0, @ ((1+ey) > (1+ )" (y);

par I'inégalité de Markov, on obtient

P<|Xt|2(1+e))\> _IP((I)* <|Xt|

Cc

Ce qui termine la démonstration du lemme. O

Maintenant, on passe au résultat principal obtenu pour des processus stochas-
tiques a accroissement d-®-sous-gaussiens.

Comme nous avons défini précedemment dans le Théoreme 1.6.1, I(F,d) dé-
signe l'intégrale d’entropie, ou d est une pseudométrique et F' est un ensemble
non-vide.

Parsuite, soient 0 < 0 < 1, fixé et n € N*. Posons ©,, = (6", 6"). Considérons
la condition

1(0,,d) >0 quand n — +o0 (2.3)

ou d une pseudométrique et I(0,,d) est l'intégrale d’entropie définie dans le

Théoreme 1.6.1 pour une telle N-fonction &.

Théoreme 2.2.1. Soit (X;)i>0 un processus stochastique da accroissement d-®-
sous-gaussiens. Supposons que ®* est la fonction conjugue de ® et 'application
t — To(t) est a variation réguliére a l'origine. Supposons que la condition (2.3)

est vérifiee pour une telle pseudométrique qui dépend de d, alors

370 (1)(®*)~1(loglog(1/t)) —
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Chapitre 2. Loi du logarithme itéré

Pour la preuve de ce théoréme, on fera appel & une méthode utilisée dans [11]
et [12].

Démonstration du Théoréeme 2.2.1. La preuve se décompose en trois étapes :
167 étape : La sous suite :

Soient 0 < ¢t < 1, € > 0 et ¢ > ||Xy||g,.. En appliquant le Lemme 2.2.1 pour

A= (@*)_1(log log(l/t)), on obtient

C

P ('X” > (1+€)(7)(log 10g(1/t))>

< 2exp ( —(1+¢) loglog(l/t)>
=2 (—logt)” ",

Soient 0 < 6 < 1, fixé et n € N*. Posons t = 0", alors pour tout € > 0,

c> || Xon||gy. on a

. <|Xen| > (1+ 6)(@*)_1(10g log(1/9"))>

Cc

< 2n7(1+6 ( IOg 9) 1+e

donc la série

;19( (1+ e)(q>*)—1(1oglog(1/9”))>

est convergente et par le lemme de Borel-Cantelli

P <1im sup {'X(” > (1+¢)(®") " (log 10g(1/9”))}> = 0.

n—+oo C

En passant par I’événement complémentaire, on obtient

P <lirn inf {‘Xﬂ < (1+e)(@") 7 (log 108?(1/9”))})

n——+o0o C

_ Xon
=P| lim [Xor| <l+e] =1,
n oo c(*) 71 (loglog(1/6m))

c’est-a-dire, presque siirement, pour tout w, il existe un certain rang ny = ny(w)

tel que, pour tout n > ng, on a pour tout ¢ > ||X9n||E¢*

[ Xon| < (@)~ (loglog(1/6™)).

27



Chapitre 2. Loi du logarithme itéré

En particulier, pour ¢y = 37¢(Mjyn ), on aura, pour tout w, 'existence d’'un certain

rang ng = no(w) tel que, pour tout n > ng
| Xon| < Bra(Mpn) (@) (loglog(1/6™)).

2 éme

étape : Ftude de l'oscillation :

Posons

I = Jn(0) = Htselé)p | Xy — Xon| -

Supposons ¢, > J,. On proceéde comme I’étape précédente :

P (1 sup | X — Xon| > (1 + e)(@*)’%log log(l/@")))
Cn teO,

1 e
<P (exp o~ < sup | X; — X9n|> (10g(0 ))1+ )
Cp te®,
1
E (exp o+ ( sup | X; — X9n|>>
Cn t€O,
(— log 0)renlte

< 2n7(1+6 ( IOg 0) 1+e

<

donc pour tout ¢, > J,, en utilisant le lemme de Borel Cantelli, on obtient

P <hm sup{ L sup |X; = Xoe| > (1+€)(@) ! (log 1og(1/9"))}> = 0.

n—+oo | Cn teO,

En passant par le complémentaire

P (llmmf {1 sup | X; — Xgn| < (1 + e)(@*)_l(loglog(1/9”)>}>

n—-4o0o Cp, teO,,
Sup |Xt - X@n
=P| lim t€On <l+e|l=1;

T ) (ogtn/7)

c’est-a-dire, presque siirement, pour tout w, il existe un certain rang ny = ngy(w)

tels que, pour tout n > ng, on a pour tout ¢, > J,

sup | Xy — Xgn| < 6n((1>*)_1(10g log(l/On));

teOy,

en particulier, pour ¢, = J,, on obtient :

sup | X; — Xgo| < Jo (@) (loglog(1/6™)).

teO,
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Chapitre 2. Loi du logarithme itéré

3¢me étape : La suite :

47 > 0,V0 <t < T,3dng : Vn > ng tels que t € O,

X < IX: — Xon| + | X

S Sllp |Xt - X@n
teO,

I

+ |X0n

ceci implique, presque stirement, pour tout w, pour tout n > ng, on a
X < (@) (Toglog(1/6™)) + 37 (Xpn) (@) (log log(1/6™))
= (o + 370(Xpn) ) (@) (Toglog(1/6))

< (5 + o) smx @) (togtosta/0)

et comme T est a variation réguliere a l'origine, alors il existe un réel o > 0 et

une fonction ¢ a variation lente dans (0, A) tels que :
7o (X3) = tU(1).

D’autre part .
9"+1§t§9”<:>0§97§1; (2.5)

d’ot, par (2.5), on déduit

X < (375&9 n 6‘2(;73) (;)) 3ra(X,) ()" (log log(1/1))

< (37}1;](73(15) + ;(5922) (1v 9“)) BTq)(Xt)(CD*)*l(log 10g(1/t));

on applique le Lemme 1.8.1, on obtient

@)

0<t/om<1

D’autre part (X;);>o est un processus & accroissement d-®-sous-gaussiens qui
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vérifie la condition (2.3), alors d’aprés le Théoreme 1.6.1
J,— 0 quand n — +oo.

Ainsi, presque stirement, pour tout w, il existe T' > 0, tels que, pour tout 0 < ¢t <
T,ona

X < (1V 0%)379(X,) (@) ! (loglog(1/1)).

En faisant tendre 6 vers 1, on obtient, presque stirement

lim su X <
p hS
=0 37g(Xy)(P*)! (log log %)

?

d’out (2.4). Ceci termine la démonstration du Théoreme 2.2.1.

2.2.1 Applications

Dans cette section, nous appliquerons notre résultat principal aux processus

stochastiques a accroissements d-®-sous-gaussiens mentionnés dans la Section 1.7.

Exemple 2.2.1. Soit Bf = (BH),>, un MBf standard et centré d’indice de Hurst
H € (0,1), alors
c c
ceci implique
E (% -5) = E ()
A2\ g|2H
= e 2

_ o®Odi(s1)

ot : dy(s,t) = |t — s et ®(x) = 2?/2; Alors, le processus B = {BH t > 0}
est un processus a acroissement d;-sous-gaussien et 74(B;) = t alors, par le
Théoreme 1.5.2,

Vs,t e R ||Bf" — BY||g,. <3ma(B/" — BY) < 3d,(s,1);

Posons
d/(S, t) = 3d1(37 t);
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alors
Vs,t e Rt ||Bff — BY||g,. <d'(s,1).

D’autre, les Exemples 2.2 et 2.6 mentionnés dans le livre [22, page 90| nous

gr — 0t 1N\ T
N(@n,dl,E) ~ T (36> .

donnent

Calculons l'intérale d’entropie
diam(©n,d’)
(e, d :/ ) (1 (N©,,d, ¢) +1))d
(©n.d) = | (@) (10 (N(©4,d' ) +1) )de

3lon—gn+1|H
_ / \/m (N(©n, d',€) +1)de
0

3‘97L—0"+1|H n __ n+1 1 L
S/ \lln <H.(>H+1>de;
0 2 3€

posons
1 en _ en—f—l 1/H
Oy = = |\ —F— .
3 ( 2(e—1) )

or — gntl s 1NT
In () 1131 e c<a,
2 3e

alors

Décomposons l'intégrale 1(0,,,d") selon «, et utilisons la propriété :
VvV <z est valable pour z > 1;

alors, on obtient
I(@TM d/) S ]n,l + [n,Q;

ou
an on — 0n+1 1 %
nl = In| ——. [ — 1)d
T /0 . ( 2 (36) - ) ‘
On ]_ %
< ["m (9” _ gt () ) de
0 3e

Qn 1
_ n _ an+l -1/H\ _ —
0 {m (0" —om+)37) — —n e} de

_ {m (3—1/H(9n . 97”_1)” Qy, — ;{[dne — 1}26”;
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par suite

I, — 0, quand n — oc;

et

3‘0n_9n+1‘H Qn - 0TL+1 1 %
I S e T
2 Qn [ 2 36 + ] ¢

on—o~t o
=5y g1 —9+1)H<1—

1
2(e—1)

) + 3(971 . en—i-l)H‘

d’ou
I,o — 0, quand n — oo;
ainsi
1(©,,d) =0 quand n — +oo;

donc les hypothése du Théoréme 2.2.1 sont vérifiées avec (®*)~!(¢) = /2t pour
t > 0, d’ou le résultat

P ( lim sup 15/ <1l|=1
10 3t (2loglog(1/t))/2 — '

Exemple 2.2.2. Soit M¥ = {M(a,3);t > 0} = {M};¢t > 0} un MFBM de

parametres «, § et H, alors

ME — MPEMEEN(©O, 2t — s+ Bt — s)*7)

S
ceci implique

(X047 -MI) — (M)

— eé(kd(a,ﬂ) (Szt))

ol : diap(s,t) = \/042]25— s| + 32|t — s|2 et ®(x) = 2%/2. Alors, le processus

B = {M} t > 0} est un processus a accroissement d-sous-gaussien et 7o (M) =

\/ a2t + B2t2H alors, par le Théoréme 1.5.2,

Vs,t e RT  ||M/T — M| |g,. < 37a(M — M) <3dups(s,1).

Posons
d/(a,ﬁ)(sa t) = 3d(a,5)(87 t);
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alors
Vs, t e RT ||M — MI||,. <di,p(st).

D’autre, on a
d,(oz,ﬁ)(87 t) S da(s, t) + dlg(S, t)’

ot do(s,t) = 3y /|t — s| et dg(s,t) = 38|t — s|”, et par le Lemme 1.6.1 (le point
8), on a
N(©n, dio g, €) < N(On, daye/4)N(0,,dg, €/4).

En appliquant encore une fois le Lemme 1.6.1 (le point 7), on obtient des estima-

tions du nombre d’entropie comme suit :

gn — gntt (4a>2

N(©n, da, €/4) ~ 5 a

et

gn — g+l <46>1/H

N(©n,dg, €/4) ~ 5 o

A présent, on calcule 'intégrale d’entropie

diam(@n,d’(aﬁ)) -
[(0,,d(u.5) :/0 (@) (In (N(©,. i, 5y, €) + 1)) de

< /OD” \/ln (N(©n. da, €/4)N(©,,, dg, /4) +1)de
Dy o — 01\ ? rda? (48"

2/0 ln(<2> (36> <3€> —|—1>de
Dy 1 24+1/H

:/ In (C’ <> + 1>d6;
0 €

ou

pn _ gn+1 2 g\ 2+1/H
C = a2 <2> (3) et Dy = diam(©y,dy) + diam(O,, dy).

Posons

O\ V/@+/H)
a, = ( ) .
e—1

On distingue deux cas :
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1" cas : Si oy, < D,,, on décompose 'intégrale d’entropie selon «,,, on obtient
I(®n7 dl(gﬂ)) S In,l + In,Q;

ou

an 1 2+1/H
Iy = / In (C () + 1) de
0 €
Dy, 1 24+1/H
Lp=[\In ((J <> 4 1) de.
(o725 €

Concernant I,, 1, on utilise /z < z pour z > 1, on obtient

(e () ) <m(e () )

et

d’ou

o 2+1/H
I, = / Jln (C (1) + 1) de;

0 €
o 241/H

< / In (C’ (1> + 1) de;
0 €
an, 1 24+1/H

< / In (20 <> ) de;
0 €

(e 7% 1 (679
= In(2C) de — (2 + H> / In ede;
0 0

=In(20)a, — (2—1-;]) [/Oan (lne—i— 1)de—/0an de] ;

1 1 o
=In(2C)a,, + (2 + H) Qy, — <2 + H> lelnely™;

1 1
=In(2C)a, + (2 + H) oy, — (2 + H) oy Inay,;

Ainsi, en faisant tendre n vers +oo, on obtient : [,,; — 0.
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En ce qui concerne I,, 5, on a

1\ 2+1/H
In (C () + 1> de;
€

Pour la premiere inégalité, on a utilisé Inx < z et pour la deuxieme, on a utilisé
1 2+1/H
Va <z pour x > 1. Et comme 'application ¢ — C' ()
€

est décroissante

sur 'intervalle [av,, D,], alors
1N\ 2+1/H 1 \2+1/H
o)
€ Qy,

In,2 S e(Dn - an>;

d’ou

ce qui implique que I,,» — 0 quand n — +oo. Ainsi, /(0,,d") — 0 quand
n — +00.

2°me cas : Si o, > Dy, alors 1(0,,d") < I,; — 0.

Les hypotheéses du Théoreme 2.2.1 sont ainsi vérifiées avec (®*)71(t) = /2t

pour t > 0, d’ou le résultat

MH
P (limsup M|

<1l|=1
=0 3 /a?t + 3221 (21oglog(1/t))1/? )

Exemple 2.2.3. (Rademacher processes) : Soit (X;)ier un processus de Rade-
macher et p, ¢ deux réels positifs conjugués i.e 1/p+1/q =1 avec 2 < ¢ < +00.
Comme nous avons mentionné précédemment dans 1’exemple 1.7.5, les accroisse-

ments sont d-®-sous-gaussiens ou ®(t) = t¥/p et
= 1/p
d(s,t) = C| Y |fit) = fils)P] ",
i=1
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ou C' est une constante ; ®*(t) = t7/q et

X = Xl < B[S 150 — (1] = d'(s.0).

=1

Soit 5 un réel positif tel que fp > 1. Supposons que les (f;) sont S-Hoéldériennes
telles que : 3C > 0 telle que : |f;(¢) — fi(s)| < S|t — s|?; alors

n 1 1/p
d'(s,t) <C (Z W) it — s|.

i=1

En combinant la propriété (6) du Lemme 1.6.1 et 'Exemple 1.6.2, on obtient

1 1/p " — 6n+1 noq 1/p )
! ~ -1/
N(@rmd,e) ( n?‘ ’ 6/CY <Z Zﬁp) ) 2 O<Z 261’) € ’

1 =1

Calculons l'intégrale d’entropie

10,.d)= | dmm(@n’d/)(@*)l(ln (N, d' ) +1))de

dzam(®"d)
—/ n (N©,,d'e) +1)) " de
1/q

diam(©y,d") gn — gntl LS| 1/p .
- — -1/ .
b ( Se(Sa) ) e

en utilisant la propriété :
V1> gisi oz e 0,1]
/1< rsi o x>1

et en posant

On aura
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Décomposons l'intégrale d’entropie selon ay, ; on obtient
I(®n; dl) S ]n,l + [n,Q;

ou

an on — 9n+1 no1 1/p .
_ o — ot LN
I = /0 [m ( ;—C (; W) 18 11

an en_en—H noq 1/p
(T (5 ) )

— 0 quand n — oc.

et

1/q

de

1=1

diam(On,d") gn — gn+l noo1\ /7
L= | [m (20 (Z Z,Bp) e84

diam(©n,,d")
< lde — 0 quand n — oo.

Qn

Ainsi
1(©,,d) — 0 quand n — occ.

Les hypothéses du Théoreme 2.2.1 sont vérifiées avec (®*)~1(t) = (¢t)"/? pour
>0, dou

| 1|
P | limsu <1l|=1
( 0 D B (S, | f(O)]P) VP(qlog log(1/8)) /e =
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Chapitre 3
Quelques notions d’indépendance

Bien que la notion d’indépendance soit tres importante en théorie des pro-
babilités et en statistique, elle est souvent difficile a vérifier. Pour cette raison
plusieurs notions de dépendance ont été définies. Dans ce chapitre, on rappelle
quelques-unes d’entre elles. Le point commun de ces concepts de dépendance
est qu’ils vérifient une inégalité maximale de type Rosenthal qui sera notre ou-
til de base pour démontrer une loi faible des grands nombres pour une classe
de variables non intégrables. Pour les variables satisfaisant une inégalité de type
Marcinkiewicz—Zygmund, nous donnerons aussi une condition nécessaire pour la
validité de la loi faible des grands nombres.

Soit X = {X,,,n > 1} une suite de variables aléatoires réelles (v.a.r) définies
sur un espace de probabilité (£, F,P). Dans ce chapitre, on s’interesse aux suites

des variables aléatoires vérifiant les assertions suivantes :

- (P1) 1l existe un réel positif p > 2 et une constante positive C,, = C,(X)

tels que pour tout n > 1, on a

k

> fi(X)

i=1

1<k<n

E (max

p) <, { (gmfi(Xi)F)p/Q + gE’fi(Xin} ;

ou fi, fa,- -+, fn sont des fonctions toutes croissantes (resp.toutes décrois-
santes) avec E|f;(X;)[P < oo et Ef;(X;) = 0 pour tout 1 <i <mn.

- (P2) Il existe une constante positive A = A(X) telle que pour tout n > 1,

on a
n n
i=1 i=1

ou fi, fa,- -+, fn sont des fonctions croissantes (resp.toutes décroissantes)

avec E|f;(X;)]? < oo, pour tout 1 <i < n.
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Remarque 6. La propriété (P1) est de type inégalité maximale de Rosenthal et
la propriété (P2) est de type inégalité de Marcinkiewicz—Zygmund. Les deux in-
égalités sont des outils de base pour prouver des théorémes limites en probabilité,
voir [40, Chap. III]. Dans ce chapitre, on s’interesse aux suites de v.a.r vérifiant
la propriété (P1) (resp. (P2)) pour certaines fonctions monotones, en particulier
pour fi(x;) =2;,1<1<i<n.

Remarque 7. 11 est clair que si la propriété (P1) est vérifiée pour p = 2, alors

(P2) est aussi vérifiée avec A = Cs.

Désormais, on présente une liste des suites centrées de v.a.r vérifiant (P1)

pour tout p > 2.

3.1 Associations négatives

La notion de variables aléatoires négativement associées (en anglais : negati-
vely associated (NA)) a été introduite en 1983 par Alam et Saxena [3] , plus tard

a été étudiée par Joag-Dev et Proschan [45].

Définition 3.1.1. Soit Xi, X5, ..., X, une suite de v.a.r, ces variables sont dites
négativement associées , si pour tous sous-ensembles disjoints S et T de {1, 2, ...,n}
et pour toutes fonctions croissantes (ou décroissantes) par coordonnée f et g, on
a

Cov{f(Xi,i €8),9(X;,j € T)} < 0.

Une suite infinie X = {X,,,n > 1} est dite NA, si pour toute sous suite finie I'est.

Alam et Saxena [3] a donné deux exemples des suites de v.a.r NA.

Exemple 3.1.1. Soit (X3, Xs, ..., X;,) un vecteur gaussien centré avec Cov(X;, X;) =
1 et Cov(X;, X;) = —p pour i # j avec 0 < o < (n — 1)~% Alors, X1, Xo, ..., X,

sont des v.a.r négativement associées.
Et le deuxieme exemple est donné par :

Exemple 3.1.2. Soit (X7, X5, ..., X,,) un vecteur de loi de Dirichlet de parameétres
a1, Qg ..., > 0. Alors les vaar Xy, Xo, ..., X, sont des v.a.r négativement asso-

ciées.
Par Joag-Dev et Proschan [45], nous avons le lemme suivant :
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Lemme 3.1.1. Soit X = {X,,n > 1} une suite de v.a.r NA. Si {f,,n >
1} est une suite de fonctions toutes croissantes ou toutes décroissantes, alors
{fn(Xy),n > 1} est aussi une suite de v.a.r NA.

Le lemme suivant est dii a Shao [68].

Lemme 3.1.2. Soient p > 1 et X = {X,,,n > 1} une suite de v.a.r NA telles
que pour tout 1 < i <n,E(X;) =0 et E(|X;|?) < co. Alors

J b n
Vn > 1, ]Elrgagc Y X;| <2PY E|X;|P pour tout 1<p<2
SIS j=1
et
vn>1, E ~ ol o (192) (Sm s (mx2) 2
n -1, lféljag}%; il = m ;| Z| +( z) pour p > z.

3.2 Suites asymptotiquement presque négative-

ment associées

Le concept des variables aléatoires asymptotiquement presque négativement
associées (en anglais Asymptotically almost negatively associated (AANA)) a été
introduit par Chandra et Ghosal [24], de nombreuses applications ont été trouvées.
Par exemple, Chandra et Ghosal [24] ont dérivé I'ingalité de type Kolmogorov et
la loi forte des grands nombres de Marcinkiewicz Zygmund, Chandra et Ghosal
[25] ont obtenu la convergence presque sire des moyennes pondérées, Ko et al
[48] ont étudié I'inégalité de type Héjek-Rényi, Wang et al [76] ont établi la loi du
logarithme itéré pour les sommes de produits. Récemment, Yuan et An [83] ont
établi certaines inégalités de type Rosenthal pour les sommes partielles maximales
des suites de v.a.r AANA.

Définition 3.2.1. Soit ¢§ = {q(n),n > 1} une suite de réels positifs tels que
g(n) — 0 quand n tend vers I'infini. Une suite X = {X,,,n > 1} est dite asympto-
tiquement presque négativement associées (AANA) avec ¢ la suite de coefficients

de mélange si

Cov( (), 9(Xosr, - X)) < a(n) [Var(F(X)Var(g(Xos, - Xoes))]

Y

pour tous k,n > 1 et pour toutes fonctions croissantes par coordonnée f et g tels

que le coté a droite de I'inégalité ci-dessus est fini.
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Il est facile de voir qu’une suite de v.a.r NA est une suite de v.a.r AANA avec
g(n) =0,n > 1 et a fortiori une suite de v.a.r indépendantes. Chandra et Ghosal

[24] ont construit un exemple des v.a.r AANA qui n’est pas NA.

Exemple 3.2.1. Soit (X,,),>1 une suite de v.a.r i.i.d de loi N(0,1) et on pose
Y, = (Xp + anXny1)/(1+a2)Y2. Alors (Y;,),>1 est une suite AANA qui ne sont
pas NA.

Lemme 3.2.1. /83, Lemma 2.1]. Soient X = {X,,,n > 1} une suite AANA de
v.a.r avec coefficient de mélange § = {qn,n > 1} et (fn)n>1 est une suite de fonc-
tions toutes croissantes ou bien toutes décroissantes, alors la suite {f,(X,),n >

1} est aussi une suite de AANA avec coefficient de mélange q.

Théoréme 3.2.1. [83] Soient p > 1 et X = {X,;;n > 1} une suite de v.a.r
AANA et centrée avec coefficient de mélange ¢ = {qn,n > 1}, alors il existe une

canstante positive C, telle que

p

<G,

E max
1<j<n

ZX

Z!X "+ (nf ¢ ()IIX; ||p) ]

Jj=1 Jj=1

pour tout n > 1 et pour tout 1 < p < 2, et telle que

j p
E max §
1<j<n |

Xi

n n P/2 p n—1 p
k—1_ .

<Gy | DX+ (ZXJZ) (Z PG, Hp) + (Z ¢'? 2/p(J)\|Xj!|p)

j=1 j=1 j=1

pour tout n > 1 et pour tout 28 < p < 281 o4 k € N*.
En particulier, si >.°°, > < oo , alors

P

< CPZ |Xj’p

=1

E max ZX

1<5<
<jsn i

pour tout n > 1 et pour tout 1 <p <2, et si> 7, q,‘%/p < 00, alors

p

E max ZX

1<5<
<jsn | —

<a (Eixr s ")
=1

pour tout n > 1 et pour tout 3.25"1 < p < 4.252 on k € N*.
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3.3 Suites m-Négativement associées

La notion des v.a.r m-NA est une extension naturelle des variables aléatoires
NA.

Définition 3.3.1. Soit m > 1. Une suite de variables aléatoires réelles X =
{X,,n > 1} est dite négativement associée (en anglais : m-negatively associated
(m-NA)) si pour tous n > 2 et iy,19,...,4, tels que |iy — ;| > m pour tout

1<j#k<n, {X;, X, ., X;,} est une famille NA.

En fait, une suite NA n’est que la suite 1-NA. En outre, Hu et al. [42] ont

montré qu’il existe une suite qui n’est pas NA mais elle est 2-NA.

Exemple 3.3.1. Soit (r;);>0 une suite décroissante de nombres positifs. Pour

n € N, on définit la matrice D,, définie positive de la fagon suivante :

1 T1 —T9 o —Tp—o —Tp—1
T1 1 1 e —Tp—3 —Tp—2
Dn _ —T9 1 1 oo —Tp—g4 —Th-3
—Tn—2 —Th—3 —Tp—4 ... 1 T
i —Tn—1 —Th—2 —Tph—3 ... 1 1 i

Pour n € N, supposons que (Xj, Xy, ..., X,) est un vecteur gaussien centré de

matrice et de covariance D,,. Alors la suite X1, X», ..., X,, n’est pas NA mais elle

2-NA.

Théoréme 3.3.1. [69] Soit X = {X,,,n > 1} une suite centrée de v.a.r m-NA
telle que E|X;|P < oo pour tout 1 < p < 2. Alors

p

< mP1o3Pp ZE|Xj\p pour tout 1 <p <2.
=1

J
Vn>1, E max
1<j<n

X
1

1=

3.4 Variables négativement superadditivement-

dépendantes

Le concept des variables aléatoires négativement superadditivement-dépendantes
(en englais : negatively superadditive-dependent random variables (NSD)) a été
introduit par Hu [41], qui était basé sur la classe des fonctions superadditives. Hu

[41] a donné un exemple illustrant que NSD n’implique pas NA, et il a posé un
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probléeme quant a savoir si NA implique NSD. En outre, Hu [41] a fourni certaines
propriétés et trois théorémes structurels de NSD. Christofides et Vaggelatou [30]
ont résolu la question de Hu en montrant que NA implique NSD. La notion des
variables NSD est une extension de celle de v.a NA, parfois elle est plus utile.

Rappelons d’abord le concept de fonctions superadditives dii a Kemperman
[47] .

Définition 3.4.1. Une fonction & : R — R est dite superadditive si
Vr,y € R”, S(zVy)+P(xAy) > D(x)+ P(y);
ou V est le maximum et A est le minimum.

En se basant sur les fonctions superadditives, Hu [41] a introduit I'idée de
v.a.r N.S.D.

Définition 3.4.2. Un vecteur X = (X3, Xo, ..., X,,) est dit NSD si

ou X7, X5, ..., X sont des v.a.r independentes, X’ et X; ont la méme distribu-
tion pour tout ¢ et ® est une fonction superadditive telle que ’espérence dans
I'equation (3.1) existe. Une suite de v.a.r X = {X,,,n > 1} est dite NSD si pour
tout n > 1, le vecteur (Xy, Xo, ..., X,,) est NSD.

Lemme 3.4.1. [41] Si le vecteur (X1, X, ..., X)) est NSD et fi, fa, ..., fn sont
des fonctions croissantes, alors le vecteur (f1(X1), fo(X2), ..., fu(Xn)) est NSD.

Théoréme 3.4.1. [79] Soit p > 1 et X = {X,,,n > 1} est une suite de v.a.r
NSD avec EX; =0 et E|X;|P < oo pour tout i > 1 . Alors, pour tout n > 1

J p n
; 3-p |P
Efg?;% ;XJ =2 ;|Xz| pour 1<p<2
et
E jXp<2 15pp nXp EXQP/2 )

On s’intéresse a présent aux différentes notions de mélange, trés utilisées en

probabilités et en statistique.
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3.5 Suites p-mélangeantes

Pour un ensemble de nombres entiers S, notons la o-algebre Fg = o(X;,7 €
S C N). Pour une o-algebre Fg, on note Lo(Fg) la classe des v.a.r Fg-mesurables
de moments d’ordre deux fini.

Soient Fg, Fr deux og-algebre, posons

[EXY — EXEY]
(Var(X)Var(Y))1/2’

,0(.7:5,]:'1\) = sup{ X € Lg(fs),y S LQ(F’I‘)}

Bradley [17] a introduit le coefficient de dépendence suivant :

p(k) = sup { p(Fs, Fr)},

ou ce sup est pris sur tous les ensembles non vides S, T C N tels que dist(S,T) =
mingeg ser |[$ — t| > k, k> 1. Il est clair que 0 < p(k + 1) < p(k) < p(0) = 1.

Définition 3.5.1. Une suite de v.a.r X = {X,;;n > 1} est dite g-mélangeante,
s'il existe k € N tel que p(k) < 1.

Le concept des suites p-mélangeantes remonte au moins a 1972 (voir [70, page
398]). De nombreux auteurs ont étudié ce concept et fourni des résultats et des
applications intéressants. Par exemple, Bradley [17] a étudié les propriétés des
v.a.r p-mélangeante et a obtenu le théoreme limite centrale pour ces variables.

Peligrad et Gut [65], Gan [36], Kuczmaszewska [52], An et Yuan [4], Sung
[71], Wang et al. [79] et Sung [72] ont étudié la convergence presque siire et la
convergence compléte, Budsaba et al. [20, 21] pour le comportement asymptotique
des moyennes mobiles des processus basés sur des suites de v.a.r p-mélangeante.

La notion de suite p-mélangeante semble étre similaire a la notion de p-
mélangeante, Bryc et Smolenski (1993) [19] ont montré qu’ils sont différentes.

Nous référons a [18] pour plus de détails.

Théoréme 3.5.1. [74, Theorem 2.1]. Soient no > 1,p > 2 et 0 < r < 1.
Supposons que X = {X,,n > 0} est une suite de v.a.r p-mélangeante, avec
p(ng) <r, EX; =0 et E|X;|? < co pour tout i > 1. Alors il existe une canstante
positive C' = C(p,ng, ) telle que

j p

Vn >1, E max
1<j<n

X;
1

<C (f: X, [P + (EXE)P/2> .

= i=1

Pour tout o-algebre Fg et Fr , on définit les mesures de dépendence suivantes :
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P(ANB)
P(A)

P(AN B)

P(A)P(B)

1. ®(Fg, Fr) =sup {|IP’(B) -

A€ Fs,B e Fp,P(A) 7&0}

2. U(Fs, Fr) :sup{|1— ',AE.FS,BEFT,P(A)P(B) 7&0}

P(AN B)
P(A)P(B)
P(ANB)

P(A)P(B)’

Pour tout n > 1, en particulier pour le coefficient de mélange p(n) définit sur

3. \If*(fSa‘FT) = Sup{ 7-'4 € vaB € 'FT7IED(A)P(B) 7é 0}

4. ‘Ill(fs,fT) :1nf{ AE.Fs,BGfT,P<A)P(B) #0}

les o —algebres }"g et F77,, pour j > 1. On définit les coefficients de dépendence

suivants :

®(n) = sup ®(F3, F=,).

. Jt+n
jJjeN
W(n) = sup U(F, F5,).
JEN
U*(n) = sup U (73, F55,.)-
JEN
/ . / -] 00
V' (n) = ]Hellg\p (‘707‘/_..]'-&-71)'

p(n) = sup p(F3, F73,)-
JEN

Une suite X = {X,,,n > 1} de v.a.r est dite
1. ®-mélangeante si ®(n) — 0 quand n — oo.
2. U-mélangeante si ¥(n) — 0 quand n — oc.
3. U*-mélangeante si U*(n) — 1 quand n — oo.
4. ¥-mélangeante si ¥'(n) — 1 quand n — oo.
5. p-mélangeante si p(n) — 0 quand n — oo.

Le papier de Bradley 2005 [18] indique que la classe des v.a.r p-mélangeante

contient les classes des v.a.r définies au dessus.

3.6 Suites p -mélangeantes
On définit la quantité

Cov(f(Xi,i €8),9(X; €,T))
JVar{f(X;,i € S)}Var{g(X;,j € T)}

p(fs,fT)ZOVsup{ f,gec};
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ou C est la classe des fonctions croissantes par coordonnée.

Définition 3.6.1. Une suite de v.a.r X = {X,;;n > 1} est dite p~-mélangeante,
si

p~ (k) =sup{p~ (Fs,Fr),S, T CN} -0 quand k — oo,
ou dist(S, T) > k,k > 0.

Le concept des suites p~-mélangeantes a été proposé en 1999 (voir[84]). 11 est
clair que p~ (k) < p(k).Il est facile de voir que I'ensemble des v.a.r NA est inclus
dans 'ensemble des v.a.r p~-mélangeante ( une v.a.r X est NA ssi p~ (k) = 0
pour k > 1) et sous la condition g(k) - 0 quand k — oo, I'ensemble des v.a.r
p-mélangeante est inclus dans 'ensemble des v.a.r p~-mélangeante. Le papier de
Zhang et Wang [84] contient un exemple d’une suite p~-mélangeante qui n’est ni

NA ni p-mélangeante.

Exemple 3.6.1. [84] Soient (&,)n>1, (Mn)n>1 €t (Cn)n>1 trois suites indépendantes

de v.a.r i.i.d de loi normale standard. Soient

Nm pour n = 2?m-1

et Y,=1< —n, pour n =27

m =2m — 17
X, = &n o pour n m
&, pour n =2m,

¢, sinon,
et Z, = X2 +Y,. Alors {X,,,n > 1} et {V,,,n > 1} sont deux suites NA de
v.a.r i.i.d de loi normale. De plus, {X,,,n > 1} est une suite p-mélangeante avec

p(2) =0 et {Z,,n > 1} est une suite p~-mélangeante avec p~(2) = 0 mais elle

n’est ni NA ni p-mélangeante. En effet,
COV(ZQm—h ZQm) - COV(X22m—17 X22m> = ngn - (E&i)Q =2>0

et

COV(Z22m71,Z22m> B 1 | - .
Var(222m_1)var(Z22m) ~ 37 0 quand dist(2*™71, 2%m) = 22" 5 o0,

Lemme 3.6.1. [8/] Soient X = {X,,n > 1} une suite de v.a.r p~-mélangeante
avec p~ (k) — 0 et (f,)n>1 une suite de fonctions croissantes, alors { f,(X,), > 1}

est aussi une suite p~-mélangeante avec un coefficient inferieur ou égal a p~ (k).

Théoréme 3.6.1. [77] Pour des réels positifsng > 1, p > 2 et 0 < r < (é) ,

si X = {Xp,n > 1} est une suite de v.a.r p~-mélangeante avec p~(ng) < r,
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EX; = 0 et E|X;|P < oo pour tout i > 1, alors il existe une canstante positive
C = C(q,np,r) telle que

j p

> X
1

1=

Vn > 1, [E max
1<j<n

<C (En: X7 + (EXf)P/2> .
i=1
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Chapitre 4

Lois faibles des grands nombres
pour des variables de moyennes

infinies

4.1 Introduction

Ce chapitre est dédié a notre seconde contribution qui concerne la loi faible
des grands nombres pour une famille de variables aléatoires non intégrables. Les

résultats de cette partie ont fait ’objet de la publication scientifique suivante :

Bernou. I, Boukhari. F. Limit theorems for dependent random variables with
infinite means. Statistics and Probability Letters, 189 (2022) 109563.

Notre principale motivation était d’étudier ces lois des grands nombres dans un
cadre unifié et d’établir des conditions nécessaires pour ces lois lorsque les va-
riables sont dépendantes. Nos résultats généralisent et completent les lois des
grands nombres obtenues par Adler[2], Nakata [62] et Xu et al. [81].

Rappelons d’abord ’énnoncé de la loi forte des grands nombres sous la forme

la plus simple.

Théoréeme 4.1.1. Soit (X,),>1 une suite de v.a.r, indépendantes et de méme
loi. Posons S, = >*  X;, alors S, /n—pu, P-presque sirement si et seulement si

]Ele’ <o et EX) = L.

Pour la preuve de ce dernier théoreme, le lecteur intéressé pourra par exemple
consulter I'excellente référence [40, p 271].
On observe que les hypotheses considérées ci-dessus sont fortes, c’est pour

cette raison qu’il est cherché de les affaiblir, par exemple de trouver une loi forte
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des grands nombres pour des variables aléatoires indépendantes, n’ayant pas né-
cessairement la méme loi.
La proposition suivante sera un outil fondamental dans la suite. Pour sa dé-

monstration nous renvoyons le lecteur a la référence [40, page 267].

Proposition 4.1.1. Supposons que X, X1, X, ... sont des v.a.ri.1i. d et soitr > 0.

Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) EIX|" < oo;
(ii) 322, P(|X,,| > n'/"€) < 0o pour tout € > 0;

(iii) o %0 quand n — oco.

nl/r

Maintenant, on montre que l'intégrabilité des variables est une condition né-

cessaire pour avoir la loi forte des grands nombres, en effet :

Preuve. Posons S, = 31" | X; pour n > 1, alors, on a

Xn Sn _1 Sn— .8
An_ o N . L 2% quand n — oo;
n n n n-—1

ceci implique que

XTL .S
2% 0 quand n — oco.
n

Et la Proposition 4.1.1 implique que E|X| < oc.

Pareillement, il existe la loi faible des grands nombres, ce qui signifie la conver-

gence en probabilité. Par suite, on énnonce un premier résultat :

Théoréme 4.1.2. Soit (X,,),>1 une suite de v.a.r i.1. d. avec EX; = u < 400.
Alors .
—ZXZ- LN 1o quand n — 00.
i=1

Ce dernier théoreéme est une conséquence immédiate de la loi forte des grands
nombres mentionnée auparavant, en supposant toujours l'intégrabilité des va-
riables. Un autre résultat dii a Marcinkiewicz-Zygmund généralise le théoreme
précedent aux distributions avec un moment fini de n’importe quel ordre entre 0

et 2. Il s’énnonce comme suit :

Théoréme 4.1.3. Soit 0 < r < 2. Supposons que X, Xy, Xo, ... sont des v.a.r

i.1. d., telles que E|X|" < oo. Nous supposons également, sans restriction, que
EX =0 quand 1 <r < 2. Alors

1 n
v ZXZ-i>O quand n — oo.
nria
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Les hypotheses faites ci-dessus sont beaucoup plus fortes qu’il n’est nécessaire,
et le Théoreme 4.1.2 a été plusieurs fois renforcé en les affaiblissant.

Maintenant, on donne une autre généralisation du Théoreme 4.1.2.

Théoréme 4.1.4. [}0, page 274] Soit X = {X, X,,,n > 1} une suite de v.a.r
indépendantes avec S, = Y. 1 X;,n > 1 et (by)n>1 est une suite de réels positifs

croissante vers +00. Pourn > 1 etk =1,2,....n , posons

Yn,k = Xk7n]l{|Xk| S bn}, S;L = ZYn,k et Mn = ES;L
i=1

Si
> P(|Xk| > b,) — 0, lorsque n — oo (4.1)
k=1
et -
0 ;V(Yk,n) — 0, lorsque n — oo, (4.2)
alors S
%’un L 0, lorsque n — oo. (4.3)
Si de plus
% — 0, lorsque n — o0,
alors
Sn P
o — 0, lorsque n — oo. (4.4)

Réciproquement, si Eq. (4.3) est vérifiée, alors on a (4.1) et (4.2).

Ce dernier Théoreme montre une loi faible des grands nombres pour des va-
riables n’ont pas nécessairement la méme loi. Et par suite, on peut se demander

si la condition d’intégrabilité est nécessaire pour cette loi de probabilité.

Exemple 4.1.1. Supposons que X, X, Xs, ... sont des v.a.r i.i.d. de fonction de

densité

C

f(z) =1{ 2?log|x|
0 sinon,

pour |z| > 2,

ou C est une constante de normalization.

On montre que 'espérance est infinie, en effet

+oo
/I OdezQC/ ! dxr = 4+00.
2

z|>2 22 log | z| xlogx
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D’autre part, pour b, = n dans le Théoreme 4.1.4, on a

too (O C C
nIF’(|X|>n):2n/ ———dr ~n = — 0 quand n — o0
2 2?logx nlogn logn
et
1 2 C 2C 1 C
CEIXPL{X] < n) = f/ 22 dr = = dr ~ ="
n? nJt2  x?logx n J2 logx n logn

= logn —» 0 quand n — oo,

donc les deux conditions (4.1) et (4.2) sont vérifiées, ce qui nous permet de déduire
une loi faible des grands nombres pour ces variables. Ainsi, I’espérance finie n’est
pas nécessaire pour la loi faible. Notons aussi que les estimations pour (4.1) et
(4.2) coincident.

De nouveau, la question qui se pose est de savoir la possibilité de généraliser
ce résultat aux suites de variables aléatoires de méme loi. Kolmogorov et Feller
ont fourni une réponse a cette question. De plus, ils ont prouvé que (4.1) implique
(4.2).

Théoréme 4.1.5. Soit X = {X, X,,,n > 1} une suite de v.a.r i.i. d. avec S, =
? . Xi,n > 1. Alors

S, —nEX{|X| <n} p
o

quand n — 00, (4.5)
n

881

nP(|X|>n) —0 quand n — . (4.6)

La preuve de la suffisance découle de la méthode de troncature bien connue
die a Khintchine. Cependant, la nécessité de (4.6) pour (4.5) est relativement plus
difficile & obtenir. A notre connaissance, elle est prouvée en utilisant deux tech-
niques différentes. La premiére utilise les fonctions caractéristiques (par exemple
voir [35] ou [37, pages. 105-109] . La seconde approche repose sur une procédure
de symétrisation-désymmétrisation (voir [29, 32, 40] et [51]).

Le théoreme ci-desous est di a Boukhari [16]. Ce résultat a pour but de fournir

une preuve simple qui évite les techniques mentionnées plus haut.

Théoréme 4.1.6. Soit X = {X, X,,,n > 1} une suite de v.a.r i.i. d. avec S, =
*,n > 1. Alors les assertions (4.5), (4.6) et

=1

1
= max |, — KEX1{|X| <k} >  quand n — oo (4.7)

n 1<k<n
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sont équivalentes.

Pour démontrer les deux équivalences, on a besoin du lemme suivant (voir [40,
Lemme A.6.1]).

Lemme 4.1.1. Supposons que (a,)n,>1 est une suite de réels. Si a,, — a quand
n — oo, alors
1 n
—Zak —a quand n — oco.
i=1

On aurra besoin aussi de 'inégalité maximale suivante die a Etemadi [32].

Lemme 4.1.2. Soitt >0 et X = {X,,,n > 1} une suite de v.a.r indépendantes.
Alors
P<1r£1?§Xn‘Sk‘ > 425) < 41%?3}%@('5]“’ > t).

Pour la preuve du Théoreme 4.1.6, on suit le méme chemin indiqué dans [16] ;
c’est-a—dire
(4.6) = (4.5) = (4.7) = (4.6).

Démonstration du Théoreme 4.1.6. Pour 1 < k < n, posons

Preuve de (4.6) = (4.5)
Soit € > 0 et posons S/, = Y7, Xi1{|Xx| < n}. Par Iinégalité de Markov, on
obtient

P(|S, — nEXT{|X| < n}| > ne)

- p({|sn —nEX1{|X| < n}| > ne}ﬂ{ﬁﬂXkl < n}})

i=k

+P({IS, — nEXT{|X| < n}| > ne} NUIX > n}})

i=k
< P(|S, — S}| > ne) +P( Q{\Xﬂ > n})
nVar(X1{|X| <n}) &

5 +ZP(|Xk| >n)
k=1

n2e

IN

1
—EX?1{|X| < n} +nP(|X]| > n).
ne
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Ensuite, on montre que EX?1{|X| < n} = o(n), en effet
1 2 L2
ﬁnEX 1{|X|<n}= —IEX 1{|X| < n}
1 n
:—ZEX Hk—1<|X|<k}< =D KPk-1<|X|<k)
=1 " =1
1 n 1 n n
S*Z(ZQ]) (k—1<|X|<k)= ZZ]Z]P —1<|X|<k)
=1 =1 " k=
2 2

> PG -1 <|X])
j=1

3 \

:an]P’]—1<\X]<n
47
Z =

P(|X|>j) < Z (|IX|>j) — 0 quand n — oc;

3

]:0
ou la convergence vers 0 est justifiée par le Lemme 4.1.1. Ce qui termine la
premiere implication.

Preuve de (4.5) = (4.7)

Choisissons trois réels positifs €, 4, " et supposons que 1'équation (4.5) est vérifiée.

Par suite, on peut trouver un entier positif Ny = Ni(e,d) tel que

)
sup P(|S, — kmy| > ke) < =
k>]1\?1 (l g k’ ) 4

D’ou

max P(|Sk — k| > ne) < max P<|Sk — k| > k:€> i,

Ni<k<n Ni<k<n

pour tout n > N;. En outre, on peut choisir Ny = Ny(€,6,6") > 1 tel que

!/

Vn > N, 111%&3}(\7119(’51@ — kmyg| > ne) < 7

Posons N = max(Ny, N2) et on combine les derniéres inégalités, on obtient

o+
T

Vn > N, lrilgécnﬁ”(\Sk — k| > ne) <
Par le Lemme 4.1.2, on conclut que
Vn > N, max ]P’(|Sk — k| > 4ne) <0+,
1<k<n

et comme €, et ' sont arbitraires, la deuxieme implication est prouvée.

Preuve de (4.7) = (4.6)
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Soit n > 1, et remarquons que

1 1
— max |mg| < —E|X|1{|X| <n} =o0(1). (4.8)
n

n 1<k<n
D’autre part, pour tout £ > 1, on a

k k—1

i=1 i=1

et par suite
k—1

k
| Xk — ] <D (X — )| + D (X — 1) ;
=1

i=1
ce qui implique

k
max | Xy — | <2 max | Y (X; —m);

1<k<n 1<k<n ' 4

ce qui montre que
k

IP’( max | X — my| > n) < IP( max |ZZ:1(XZ —m;)| > g)

1<k<n 1<k<n'“

En utilisant la derniére inégalité, les équations (4.7) et (4.8), alors on obtient

1 R
— max X —mg] — 0 quand n — oo;
n 1<k<n

d’ou la relation

P<1I£I?§Xn|Xk| > n) = o(1). (4.9)

D’autre part, soit ¢ > 0 fixé. En utilisant la relation
exp(—t) >1—t pour t>0;
on obtient

P( max |X,| > 1) = 1— (1 - P(X]| > 1)" >1—exp{—nP(X|> 1)},

1<k<

cette derniere relation nous permet de déduire que

nP(|X| > n) =o(1).
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Ainsi la troisieme implication est prouvée et la démonstration du Théoreme est

complétée. O

Exemple 4.1.2. Supposons que X, X7, Xy, ... sont des v.a.r i.i.d. de fonction de

densité
1

flz) =< 2z

5 bour |z[>1,
0 sinon,

On montre que 'espérance est infinie, en effet

Il

+oo
EX = dr = / —dx = +00.
1 T

|z[>1 222

Pour b, =n, on a
+oo 1
nP(\X\>n):n/ dezl,

n

donc la condition de Kolmogorov—Feller n’est pas vérifiée.

Ici, pour b, = nlogn dans le Théoreme 4.1.4, on a

+oo ]

nP(|X| > nlogn) :n/ — 0 quand n — o0,

PR x f—
nlogn T2 logn

et la deuxieme condition

1 nlogn
—— nEX?1{|X| < nl :7/ 1d
(n logn)Qn {1X] = nlogn} (nlogn)? /1 ’

< — 0 quand n — +o0.
logn

Par le Théoreme 4.1.4, on obtient

S

P
— 0 quand n — oo.
nlogn

Ainsi, nous avons obtenu une loi faible, mais avec une normalisation différente.

Le résultat suivant fournit une extension du Théoréme 4.1.5 & des suites de

v.a.r avec des normalisations plus générales.

Théoréme 4.1.7. [40] Supposons que X, X1, Xs, ... sont des v.a.r i.i.d. et S, =
Sy Xi pourn > 1. Soit (by)n>1 C RV(1/p) pour p € (0,1]. Alors

—nEXT{|X|<b
Sn =1 b{| < n}i>0 quand n — 00,
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581
nP(|X| > b,) — 0 quand n — +oc.

En particulier, pour 0 <r <1, on a

S, —nEX1{|X| < nl'/r
" ;{/|T [<n }iﬂ) quand n — 00,
n

sS1

nP(|X|>n'") — 0 quand n — +oc.

4.2 Les jeux de St. Petersburg de Feller

Dans cette section, nous abordons les deux célebres jeux : St. Petersburg—game
et Feller-game, en rappelant le principe de chaque jeu, ainsi leurs lois exactes

obtenus.

Le probleme du jeu de Saint-Petersbourg est I'un des plus anciens problemes
en théorie des probabilités. Le jeu consiste a lancer une piece de monnaie équitable
jusqu’a ce que pile apparaisse; si cela se produit au lancer n°™¢, le joueur recoit
2™ francs, ou n est le nombre total de lancers. Si X1, X, ..., X,,, ... est le gain du
joueur au n®™ tour, alors les {X,,n > 1} sont des v.a.r i.i.d. de loi P(X,, =
2") = 27",n € N*. Pour le gain total S, = >7_, X; dans n jeux, I'espérance

mathématique de gain du joueur est infinie, en effet, pour n assez grand

1 1 1
ES,=-2+-4+4-. o=14+1+1..=o00.
S 5 +4 —|—88+ +1+ 00

D’ou le paradoxe : pour que le payeur accepte de jouer avec le joueur il faudrait
que celui-ci verse un droit d’entrée infini au payeur, alors que ce jeu ne donne une
chance minime de gagner qu’'une somme importante, ce qui est un paradoxe car
aucune personne raisonnable ne misera une partie importante de sa fortune pour
participer a ce jeu.

Ce jeu était inventé au début des années 1700 par Nikolas Bernoulli. Puis, en
1738 le cousin de Nikolas, Daniel Bernoulli, présenta a 1’Académie des sciences
de Saint-Petersbourg un article qui annoncait le paradoxe au monde et qui a
également proposé une solution au paradoxe. De nos jours, le probléme est connu

sous le nom de St. Petersburg paradoxe game.

En 1968, Feller [34] a prouvé la loi faible de grands nombres pour les gains
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accumulés S,
Sn

P
— 1 quand n — oo;
nlog, n

ou logyn = logn/In2. Ce résultat signifie que le droit d’entrée nlog, n, pour n

tours, est équitable au sens classique.

Plus récemment, Adler [1] a montré les résultats suivants concernant la conver-
gence presque sire :
Sn Sn

lim inf =1 et limsup = 00 Pps.
n—oc nlog,n n—oo nlogyn

D’autre part, Martin-Lof [57, Théoréme 1] a montré la convergence en loi des
gains accumulés. Pour N = 2", on a

N W—ni)Z quand n — oo;

ou Z est une variable aléatoire définie via sa fonction caractéristique

0 00
logE(e"”) = > (expit2® — 1 —it2")27F + 3 (expit2¥ — 1)27%.
k=—o00 k=1

Maintenant, on passe au deuxieme jeu : le jeu de Feller.

Soit n € N, supposons que n pieces de monnaie sont jetées une par une. Pour
i=1,2,...,n, le temps d’attente pour que lorsque on lance la i®"¢ piece, on aurra
la premiere égalisation entre le nombre des piles et le nombre des faces obtenus.
Nous supposons que si le temps d’attente est ¢ = 2k pour k£ € N, alors le joueur
recoit 2k francs. Alors, ce jeu est appelé le jeu de Feller. Si X, X5, ..., X,,, ... est

‘eme

le temps d’attente de la :*™¢ piece dans le jeu Feller. Par définition les v.a.r sont
i.i.d. de loi

n

P(X = 2k) = — (k

=51 >2_2k pour k=1,2, .. (4.10)

Nous considérons une généralisation de la distribution des probabilités définies

par (4.10) par l'introduction du parametre a > 0

1 n
(0) _ (9)1/20) — ok B
P(X(©) = (2k)"/%) = %_1<k>2 pour k=1,2,... (4.11)

En fait, le montant concernant le jeu de Feller est ajusté par a. Nous 'appelons

une généralisation du jeu de Feller. Notons que si a = 1/2, les distributions de
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probabilité (4.10) et (4.11) sont équivalentes.
Pour 0 < a < 1, par la formule de Stirling (voir [33, equation (9.8)]), on a

1
e

ou ay = O(by,) signifie que lim supy_, . ax/bx < oo.

P(X = 2k) = 3o=k™"2(1+ O(k ™))

Lemme 4.2.1. (Matsumoto et Nakata [58]) Pour X'® définie en (4.11), on a

Ex @ < oo pour o> 1, ot E(X(a))ﬁ <oo pour 0<fB<a<l,
=00 pour [ > a.

=00 pour O<a<l,

De plus, quand n — oo, on a

IPX(O‘)>x —z~ % pour a >0,
7r
logas pour o =1,
XO{X® <z} ~
« 2 -
x * pour O<a<l.
1—a
E(X@)21{x () <J;}~ x  pour 0<a<l.
-« 7r

ot f(x) ~ g(x) désigne que lim,_,, f(x)/g(x) =

Nous nous concentrons a présent sur le cas 0 < o < 1, puisque si o > 1 alors
EX©® < oo (voir le Lemme ci-dessus). Alors nous pouvons obtenir la loi forte
des grands nombres, mais la propriété essentielle du jeu de Feller, EX(® = oo,
est perdu.

Soit {Xi(a)} une suite de v.a.r i.i.d.. avec distribution (4.11). On définit les
variables aléatoires

(@ . 3 (@ (a) . ()
Sy kz::le et M, : 1@1?<XnXk :
qui indiquent respectivement le gain total et le gain maximal pour n pieces. Avant

d’énnoncer un théoreme pour étudier certaines propriétés statistiques de S et
n

M(® on a besoin de définir la fonction signe :
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-1, si t<0,
sgn(t) := 0, si t=0,
1, si t>0.

On rappelle aussi la notion des suites relativement stable.

Définition 4.2.1. [39] La suite des v.a.r X = {X,,,n > 1} est dite relativement

stable si, pour un choix convenable de constantes positives B,,, la relation

Xn
lim P(‘Bn—l‘<e>:1

n—oo

a lieu pour tout ¢ > 0.

Théoréme 4.2.1. (Matsumoto et Nakata [58])

(i) La loi faible des grands nombres :
eSi0 < a <1, alors S\ nest pas relativement stable, a savoir qu’il n’y a

pas de suite de réels {a,} qui satisfait

St

Qn

1 quand n — o0.

eSi =1, alors S\ est relativement stable, avec la constante de norma-
lisation \/2/mnlogn, nous avons

quand n — o0.

S P
—n Py
\/2/mnlogn

(ii) Les lois stables :

S0 < a<1, alors on a

1/(20) G(o)
(;T) IL/ Ny ACY quand n — oo,
n 6%

ot Z® est la variable aléatoire dont la distribution est stable d’indice o, ot

sa fonction caractéristique est donnée par

E(eitz<a>) — exp {itc — b|t|” (1 +1.sgntan (?)>} 7

pour certains réels ¢ et b > 0.
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eSiaa=1, alors on a

S
gi — logn yAC) quand n — oo,
n

ou ZW est la variable aléatoire dont la distribution est stable d’indice 1, ot

sa fonction caractéristique est donnée par

. 2
E(eltz(l)) = exp {itcl _ b/|t| <1 + j_sgn ()) logt} )
s

pour certains réels ¢’ et b’ > 0.

(1i1) Les lois extrémes : Si0 < a <1, alors on a

(71> 1/(20) pple)

5 ~ iﬂ;ﬁa quand n — o0,

nl/a
0l Qo (x) = exp{—x~*}, pour x > 0 est la distribution de Fréchet.

Proposition 4.2.1. (Matsumoto et Nakata [58]) On a

S

limsup ——="—— =00 presque surement

n—oo /2 /mnlogn

et
S(1)
liminf ——"—— =1 presque surement.

(1
e \/2/77m10gn
4.3 Lois de Pareto

Le principe de Pareto doit son nom a I’économiste et sociologue italien Vilfredo
Pareto et aujourd’hui, ce principe est connu sous le nom de “loi de Pareto”ou
encore principe de “80-20". Cette distribution est un type particulier de loi de
puissance, elles sont des outils de modélisation et de prévision utiles dans une
grande variété de domaines socio—économiques [63].

A la fin du X 1X®™¢ siecle, Pareto a étudié la distribution des revenus dans di-
vers pays et a différentes époques, bien que les niveaux d’inégalités soient variables
selon les pays; Pareto a constaté que le pourcentage des individus percevant un

* ou « est un

revenu supérieur ou égal a x est toujours proportionnel a Cx~
coefficient d’inégalité qui varie selon les pays et C' est une constante positive.
Le principe de Pareto désigne que 80% des effets sont le produit de 20% des ac-

tions ou, vu différemment, que 20% des causes produisent 80% des conséquences,
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permettant ainsi de prioriser en distinguant ce qui est important de ce qui est

secondaire, par exemple :
e 80% des réclamations proviennent de seulement 20% des clients,
o 20% de lactivité produit 80% de la valeur ajoutée,
e 80% du temps passé est consacré a seulement 20% des tAches d’un projet,
e 80% de I'eau potable provient de 20% des rivieres,
e 80% des crimes sont commis par 20% des criminels.

Par suite, on rappellera que cette loi de probabilité a pour fonction de répar-
tition :
T «
F(:c)—l—(o) si x> x
x

et que sa fonction de densité est définie par :

fa) =& (“)QH 1{z > w).

i T

Elle posséde donc deux parametres xg et «, dit coefficients de Pareto.
Plus généralement, on appellera loi asymptotiquement parétienne une loi dont

la fonction de répartition F' vérifie :

lim =1, noté F(x)~ F(z).

% F()

1—Cz™®, pour x> x>0,

avec F(z)= {

0, ailleurs.

ou C est une constante positive. L’espérance d’une v.a.r suivant une loi de Pareto

est
axg

E(X) = a—1"
400, si a<1.

sioa>1,

Sa variance est

si o«
Var(X) = a—1/) a—-2’ ’
400, si a<2.

Les distributions de Pareto sont plus générales que la loi normale, on les
trouve dans plusieurs domaines aussi variés car ses applications sont multiples
comme dans ’économie, la stratégie commerciale, la répartition des richesses et

des revenus, la gestion des ressources humaines, la production, la géographie
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urbaine, la géographie physique, la granulométrie, les mathématiques financieres,
la vie quotidienne, etc.

Remarque 8. Dans le domaine de lexicologie, ces lois de probabilité sont connues
sous les noms de lois de Zipf et d’Estoup ou encore —dans leur forme la plus

générale— de Mandelbrot (voir[6]).

4.4 Lois faibles des grands nombres sous des

conditions générales

Ce paragraphe traite la loi faible des grands nombres pour des variables véri-

fiant I’équation
P(|X]| > z) < 2™ pour certaines constantes 0 < a < 1. (4.12)

Nakata [62] indique que si X est une v.a.r qui vérifie (4.12), alors E|X| = oo.

Donc on est dans le cadre des v.a.r d’espérance infinie.

Remarque 9. Soit {a,,n > 1} une suite de réels positifs, posons

An:Zak’

k=1

pour tout n > 1, {X,,,n > 1} une suite de v.a.r indépendantes de méme loi, et

1 2

pour tout n > 1.

D’aprés Jamison et al. [43], on distingue deux cas :

1. Si Z,j;’({ ap < 4oo, alors il est impossible de trouver une suite de réels

{cn,n > 1} de sorte que T, — ¢, converge P-presque siirement.

2. Etsi Y )_; ax — oo lorsque n — oo alors Jamison et al. [43] ont distingué
deux cas : soit T, — ¢, diverge P-presque stirement pour tout choix de
Cn, soit elle converge vers 0 P-presque stirement pour une suite covenable
{cn,n > 1}.
Si T,, — ¢, converge vers 0 P-presque stirement pour un choix particulier de c,,
on dit que la suite T, est stable lorsqu’elle est centrée par c,.
D’autre part, si les variables {X,,n > 1} vérifient I’équation (4.12) pour

certaines constantes o > 1, alors E|X;| < 400 et la loi forte des grands nombres
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de Kolmogorov pour une famille de variables indépendantes et équidistribuées

implique que T;, est stable lorsque a,, = 1 pour tout n > 1 et
T, 25 EX, lorsque n — 4o0.

Ainsi, pour tout choix de suite de réels positifs {b,,n > 1} tel que b, > A, et
b, — 400, on obtient

1 n S
0 Z apXr 2250 lorsque n — 4o00.
n k=1
Désormais, on présente nos résultats obtenus pour des suites de variables
satisfaisant I’équation (4.12) (voir [8]).
Introduisons la famillle de v.a.r X = {X,,;,1 < j < n} définie par

o= (=)o () e e () s

aj j j j a;
pour tout 1 < 5 < n.

On commence par énnoncer une loi faible des grands nombres diie a Nakata

62].

Théoréme 4.4.1. Soit X = {X,,,n > 1} une suite de v.a.r vérifiant Eq (4.12)
et
lim sup sup 2°P(|X;| > z) < oc. (4.14)

T—r00 jZl

De plus, soit & = {a,, n > 1} et b = {b,, n > 1} deux suites de réels positifs
telles que

ai = o(by). (4.15)
-1

j
Alors |
™ > ai(X; — EX,,;) 250 lorsque n — oo, (4.16)
n j=1

ou X,; définie en (4.13).

Lemme 4.4.1. [61] Soit X une v.a.r satisfait Eq. (4.12), aveca > 0,p > 1,2 > 0,

alors
P st 0 < a<p,

E|X/P1(|X| <z) =< logaz si «a=p,
1 si a>np.
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Le lemme suivant généralise deux lemmes similaires établis dans Nakata [62]
et Xu et al. [81].

Lemme 4.4.2. Soit X = {X,,,n > 1} une suite de v.a.r vérifiant les deuz condi-
tions (4.12) et (4.14) et considérons deuz suites de réels positifs a = {a,, n > 1}
et b= {b,, n>1}. Supposons p > 1 et a €]0,p[.

(1) Si b, — oo, alors il existe une constante C,,, > 0 telle que

b \" "
vjie{1,2,...,n}, E|X,;” < Cap ()
a.

J

pour n suffissamment grand.

(ii) Si (4.15) est vérifiée, alors

g&;@ (|Xj\ > aj) =0 (4.17)
=
et |
Jim 2 1G§E|Xj|p1(|Xj| < bn/aj) = 0.
=

Démonstration du Lemme 4.4.2. Commencons d’abord par vérifier le premier point.

Soit p > 1, 1 < j < n et supposons 0 < a < p. On utilise les équations (4.12)—
(4.14), le Lemme 4.4.1 et 'hypothese sur b, alors pour n suffisamment grand, on
obtient

E|X,, " = EIX,P1(1X;] < Z”) + (bi)pP(lXj\ > Zn)

< C(bi)p’“.

j j j
aj

Ainsi la premiere assertion est prouvée.

Pour la seconde assertion, ’hypothese (4.15) implique

0< <Zl> < b;“Za?‘ =o(1),
n j=1

sous la condition b, — oo quand n — oc.

Pour n assez grand, la condition (4.14) nous donne

B(X| > bufa) < OB, Y a5 = o(1),

n
—1 j=1

J
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ce qui prouve (4.17).
Finalement, a 'aide du Lemme 4.4.1, I'hypothese (4.15) et le fait que b,, — oo

as n — 00, on obtient
S SEIX LX) < bifa) <Ca ( ) = o(1}).
j=1 j=1

Ceci établit la derniere relation et conclut la preuve du lemme. O

Le théoréme suivant est une généralisation du résultat obtenu par Boukhari
[14] pour une suite de variables aléatoires asymptotiquement presque négative-

ment associées définie auparavant dans le Chapitre 3.

Théoreme 4.4.2. Soitt > 0, n > 1 et on considére une suite de v.a.r X =
{X,, n > 1} qui vérifie la propriété (P2). Posons

I,(t) = P(max | X;| > t).

1<i<n

Alors

1 _ Dpey P(|Xk| > 1) zn:
2 20+ 37, (IXk|>t) =1

ot A est la constante donnée par (P2).

Démonstration du Théoréeme 4.4.2. La borne supérieure dans (4.18) est évidente.
Pour obtenir la borne inférieure, nous utiliserons I'idée dans [64] et la procédure
utilisée dans [14] pour montrer un résultat similaire pour une suite de variables

aléatoires AANA.

Soit t > 0 fixé et j, n > 1. Observons que nous pouvons et nous supposons

> P(|Xk| > t) > 0.
k=1
Aprés, on défini
Aj=A;(t) ={IX;] >t} et Y,=) T(A).

k=1

Il est facile de voir que
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Ces considérations plus I'inégalité de Cauchy-Schwarz entrainent que
EX(Y,) = E*(Ya1(Y, > 0)) < E(Y2)I.(t). (4.19)
En outre, il est aisé de voir que les suites de fonctions
{1(Xy >1),1 <k<n} e {1(X,<—-t),1<k<n}

sont monotones.

En ultilisant I'inégalité :
(a+b)? < 2(a> + 1),

le fait que Var(1(D)) < P(D) pour tout ensemble mesurable D, ainsi la propriété
(P2), on obtient

:E[Zn: ]le>t (Xk>t)+zn:( X —t) P(Xk<—t))
< 2E (}n: (L(Xk > ) = P(X, > t))) + (f: (1(Xk < =) = P(X; < —t))) ]
k=1 k=1

=2Ai Var (10 > 1)
k=1

<MY P(X > 1)
k=1

Par conséquent
E(Y2) < 2E[(Y, — E(V,))?] + 2EX(Y,)

AN P(IX] > 1) 42 <znj P(|Xa| > t)) |

k=1 k=1
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En substituant ceci dans (4.19), nous obtenons

(S2p0x00 > t>)2 B,

k=1

n n 2
<3 (2AZP<|Xk| > 1)+ (S B(xI > ) ) 1,(1
k=1 k=1
D’ou,
]n<t) > 1 . ZkzlanXk" > t) '
2 2A+ 30 P(| Xk > 1)
Ceci complete la preuve du Théoreme 4.4.2. O

Désormais, nous formulons et prouvons nos principaux résultats.

Théoréme 4.4.3. Soit X = {X,,n > 1} une suite de v.a.r satisfaisant les
conditions (4.12), (4.14) et la propriété (P1).

Supposons que & = {a,, n > 1} et b= {b,, n > 1} sont deuz suites de réels
positifs telles que la condition (4.15) est vérifiée. Alors

k
> ai(X; —EX,j)

1
— max

. e 50 lorsque n — oo, (4.20)

ou X,; est définie dans (4.13).

Démonstration du Théoréeme 4.4.3. Fixons ¢ > 0, n > 1 et notons que la loi

faible des grands nombres dans (4.20) suivra de

k

(€)= P(lrgggn > 05X = Xop)| > ebn) — o(1) (4.21)
et i}
T/ (e) = P(lrg% S ay(Xy — EX,)| > ebn> — o(1), (4.22)

ol X,,; est donnée par (4.13).

Pour vérifier (4.21), on introduit

by
B, = ﬂ?1{|Xj| < a} pour n>1
j

en remarquant que dans B, les v.a.r X,,; et X; coincident pour tout j € {1,2,...,n}.
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Conséquemment,,

k
Z (X — Xoj))

J,(€) = ({ max

1<k<n

_ n b,
> ebn} N Bn> < ZIP(|Xj| > )
j=1 a;
Ces relations ensemble plus le second point du Lemme 4.4.2 assurent 1’équation

(4.21).

Nous nous intéressons a présent a la preuve de (4.22). Choisissons p > 2 tel
que (P1) soit vérifiée et rappelons que X,,; provient de X par la procédure de
troncature. Donc, (P1) est aussi valable pour X = {X,;,1 < j < n}. De plus,

on ulilise I'inégalité de Markov, I'inégalité
(z +y)P <2071 (aP +yP) (valide pour x, y > 0)

et le premier point du Lemme 4.4.2, on peut écrire pour n suffisamment grand,

7j=1

p/2
C n
= e (Z a3E|XnJ EX”J'P) + Z aE|Xy; — EXpyl?

VAN
=0
a

SHES]
~
1]
S}
SO
VRS
S |&
~_—

[\]
|
Q
~
=
~
no

+

[]=
w@*@
/N
S
~_—

3
Q

I
2 [£2
S5
—
NE

[

ainsi par (4.15)

J,(€) — 0 lorsque n — oc.

Ceci prouve (4.22) et termine la preuve du Théoreme 4.4.3. O]

Corollaire 4.4.1. Sous les conditions du Théoréeme 4.4.3, si 0 < a < 1, alors

— max Z a; X lorsque n — oo. (4.23)

b 1<k<n
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Démonstration du Corollaire 4.4.1. Soit n > 1, montrons d’abord que
1 k
A b Jnax z::lajEXW = o(1). (4.24)

En effet, via le Lemme 4.4.1 et la condition (4.15), pour n suffisamment grand,
Nnous avons
1
bn

n b 1_
ZaE|Xn]|<C' Za]< ) Za — 0.

J=1 n J=1 aj TL J=1

Ainsi, I'équation (4.23) est une conséquence immédiate du Théoreme 4.4.3 et de

I’équation (4.24), ce qui termine la preuve du corollaire. O

Théoréme 4.4.4. Soit X = {X,,,n > 1} une suite de v.a.r vérifiant (4.12),
(4.14) et (P2). Supposons que @ est décroissante, b est non-bornée et loga, =
o(bn). Si (4.20) est vérifiée , alors on a (4.17).

Démonstration du Théoreme 4.4.4. Nous utiliserons quelques idées de [13, 60].
Soit n >1et 1 <k <n, alors

ap( Xk — EXpi)| = |Sk — Sk—1| < |Sk| + [Sk-1l,

et par suite

et ’équation (4.20) implique

— maX

b — 0, lorsque n — oo. (4.25)

(lk<Xk EXnk)

L’étape suivante consiste a montrer que

max agE| X, x| = o(by,). (4.26)

1<k<n

Cela sera fait selon les valeurs de a.. Pour réussir, nous aurons besoin de la relation

suivante, qui est une concéquence directe de (4.13).
Qg Qg b b
b—IE\Xnk\ = b—]E|Xk]1 | Xk| < — | +P (| Xk >— (4.27)
n n ag
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Pour tout 1 < k < n.

Le premier cas : 0 < a < 1.

En combinant (4.27), le premier point du Lemme 4.4.2, 1" équation (4.14) et la

monotonie de a, alors pour n assez grand, on obtient

1
— max a;E| X, x| < Chal b, — 0 lorsque n — oo.
b,, 1<k<n

Le second cas : o = 1.

En invoquant le Lemme 4.4.1 (o = p = 1), nous en déduisons que

1 logb,, —loga, + 1
b 1o, arE[ X < Cay - b

— 0 lorsque n — oo,

ou on a utilisé log a,, = o(b,,). La discussion si-dessus garantit que (4.26) est vraie
pour tout « €]0,1]. On assemble (4.25) et (4.26), on aboutit &

P(max ar| Xx| > bn) = o(1).

1<k<n

En appliquant le Théoréme 4.4.2 a cette derniere relation, on obtient

EH:IP <|Xj| > Z") = o(1).

j=1 J

Cela acheve la preuve du théoréme. n

4.5 Lois faibles exactes pondérées

L’idée de stabilité dans la théorie des limites pour des sommes partielles de
variables aléatoires peut étre décrite de la maniere suivante : Choisissons une suite
de viaar X = {X,,,n > 1}, peut-on trouver une suite convenable des constantes

positives b,, de sorte que

1 n
lim ™ > X, =1, pour un mode de convergence ? (4.28)
n k=1

Si on s’intéresse a la convergence presque sire dans le cas des v.a.r indé-
pendantes de méme loi, on peut invoquer la loi forte de Kolmogorov et prendre
b, = nE(X1), a condition que la moyenne commune soit finie.

Quand E|X;| = oo (resp. E(X;) = 0), Chow et Robbins [28] (resp. Maller

[55]) ont montré qu’il est impossible d’obtenir (4.28) pour certaines suites (by,),,
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€n ce qu1 concerne la convergence presque stire.

De plus, Adler [2] a présenté un exemple de distributions de probabilités pour

lesquelles la seule loi que nous puissions obtenir est une loi faible pondérée.

Nous commencons par indiquer un résultat immédiat du Théoreme 4.4.3 et
du Corollaire 4.4.1.

Corollaire 4.5.1. Soit a, b et X des suites comme dans le Théoréme 4.4.3 et on

se restreint au cas ou o« = 1. ST

1 n
Jim =3 ¢, EX;1(]X;] < by /aj) = L, (4.29)
n j=1

pour certain réel L € R, alors

1 n
0 Z arp X L lorsque n — .
n =1

Démonstration du Corollaire 4.5.1. Laloi limite dans le Théoreme 4.4.3 implique
1 & P
™ > aj(X; —EX,;) — 0 lorsque n — oo. (4.30)
n j=1
Et la condition (4.12) nous donne

by,
EX,; = 1+EX;1 <|Xj| < ) (4.31)
a.

J

Ainsi, en combinant (4.29), (4.30) et (4.31), on obtient la limite cherchée. O

Dans ce qu’il suit, nous présentons trois situations ou le corollaire ci-dessus
s’applique avec L # 0. Les résultats obtenus généralisent ceux de lois faibles
de [2, 62, 81, 82]. En particulier, les Exemples 4.5.1 et 4.5.2 ci-dessous révelent
que 'hypothese d’indépendance dans le jeu de St-Petersbourg et le jeu de Feller

généralisé est beaucoup plus forte qu’il n’est nécessaire.

Théoréme 4.5.1. Soit X = {X,,,n > 1} une suite de v.a.r positives satisfaisant
(P1) et définies par P(X =0) =1—c. " et

P(Xy>x)=(x+c)™" pourz >0,
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ou ¢ = {c, k> 1} est une suite telle que ¢, > 1 et
|
Cni=> — — oo lorsque n — oo. (4.32)
k=1 Ck

Alors

n 71X
zcli_ickok 241 lorsque n — . (4.33)
n 10g Ly

Les preuves de ce résultat et le résultat suivant sont similaires a celles du
Théorémes 3.1-3.2 dans Nakata [62].

Démonstration du Théoréeme 4.5.1. Notons d’abord que la distribution de X ve-
rifie Eq.(4.12) avec a = 1. Possons a; = ¢; ' et b, = C,,log C,,. L'equation (4.15)
suit I'equation (4.32).

Et puisque les hypotheéses du Corollaire 4.5.1 sont vérifiées, il nous reste a
montrer que L = 1.

Pour z > 0 (assez grand), on a

EX,1(X;| Sx):/() P(|X;| > t)dt
et
—Jo t+ ¢

~ log <x> :
¢Gj

1 & b, 1 &

Et par suite

j=1 j n =1
ainet b\ Clog(Chlog )
I & n n log(C log Cly
— EXA(|X)<— |~ — 1. 4.34
0 (Jx) < 2 ) S (434
J_
Ceci complete la démonstration. n
Corollaire 4.5.2. Sous les conditions du Théoreme 4.5.1 avec ¢, = k, pour

k > 1. Alors pour tout v > —1 et § € R, on a

>h=1 k‘l(log k)7 (loglog k)(st . .
(logn) 7+ (loglogn)o+! — (r+1) lorsque n — o0,

ot log x = In(max(z,e)).
Démonstration du Corollaire 4.5.2. Soity > 0et d € R. Comme u + u”(logu)® €
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RV(v), on applique le Lemme 1.8.2

T log x 1
/ t~1(logt)”(loglogt)’dt = / uY (log u)’du ~ (log )" (loglog z)°
K K’ v+1

pour certaines constantes positives K et K’. Ceci implique

n

1
i~1(log )" (log log 7)° ~
> i (log j)"(loglog j) o

j=1

(logn) ™ (loglogn)®.

Par suite, posons a; := j~!(logj)7(loglogj)° et bn := (logn)’™(loglogn)®, on

obtient
(logn) "+ (loglogn)®

v+1

Zaj = = O(bn)7
j=1

d’ou (4.15) avec a = 1. Maintenant, il reste & monter que L = (v + 1)~! dans
Eq. (4.29) puisque les hypotheses du Corollaire 4.5.1 sont vérifiées. Pour cela on

procede comme nous avons fait pour montrer (4.34), on obtient

12 1
lim — ) a;EX1(|X;:| <b,/a;)) = ——.
i 5 S GBI < bofag) = g
Ceci termine la démonstration. O

Remarque 10. On ne peut pas affiner le résultat (4.33) en une convergence presque
stire, méme si les accroissements sont indépendants. Dans ce dernier cas Adler [2]
a montré que
n k‘_l X
lim sup M = 00, [P-presque siirement.
n—oo logn loglogn

Ainsi, on s’intéresse a ’application de nos résultats obtenus dans cette section
a la loi faible des grands nombres pour les deux jeux : le jeu de St. Petersburg et
le jeu de Feller.

Soit 8 > —1 fixé, £ € SV et posons a, = n’l(n), b, = n’t1(n)logn. Notons
que la suite {loga,, n > 1} est a variation réguliere et nous renvoyons le lecteur
au Lemme 1.8.2, nous obtenons

n 1 n
ap~ ——nTn) et D arlogay ~ inﬁﬂﬁ(n) logn.  (4.35)
e B+1 15}

k=1 +1
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Exemple 4.5.1. Soit £ une v.a.r positive de loi de probabilité donnée par :
P(¢=2"=2"% pour k>1.
On se réfere a [40, p. 284], on a
P(¢ > z) = 2Uoe2@lg=1 = g1

et
ESL(§ <) ~ logyz,

ou {x} représente la partie fractionnnaire de x et log, = log z/ In 2. On considere
une nouvelle suite X = {X;, k > 1} de v.a.r de méme loi que ¢ telles que la

propriété (P1) soit vérifiée. Alors pour > —1 et £ € SV, on a

Sho KPR X, B 1

— —, 1 — 00.
20 10(n) logy n G410 orsque n — 00

Cette loi faible des grands nombres suit le Corollaire 4.5.1, puisque I’estimation
dans (4.35) donne L=1/(f+1)In2.

Lorsque =0 et £ = 1, on retrouve la Relation (4.1) mentionnée dans Feller
[34, Sec. X.4] pour des v.a.ri.i.d.

Exemple 4.5.2. Soit 1 une v.a.r positive de loi de probabilité donnée par :

2—2k
2k — 1

pour tout k > 1.

P(n = V2F) = (2:)

Par le Lemme 2 dans [58], on a

P(n > z) < \/2/730_1.

Alors, pour 8> —1, £ € SV et X = {X}, k > 1} une suite de v.a.r de méme loi
que 7 telle que la propriété (P1) soit vérifiée. Par le Corollaire 4.5.1 et Eq. (4.35)

on obtient L = (8 + 1)71,/2/7 et

i K7U(k) X p, 1 \/5,

nft1e(n)logn f+1Vm
quand n — oo. Cette loi faible des grands nombres est prouvée par [58, Théoreme
3 (i)] sous 'hypothese que la suite des v.ar X = { Xy, k£ > 1} sont i.i.d., 5 =0
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et £ =1.
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Conclusion

L’objectif de cette these de doctorat était d’établir deux lois limites :

1. Une loi de logarithme itéré pour des processus stochastiques fortement in-

tégrables.

2. Une loi faible des grands nombres pour des variables de moyennes infinies.

La méthode utilisée pour montrer la loi de logarithme itéré pour des processus
stochastiques d-®-sous-gaussiens nécessite le critere d’entropie métrique de Dud-
ley. Le résultat obtenu dans cette these généralise celui obtenu par Castellucci et

Giuliano Antonini en 2005 pour des martingales ®-sous-gaussiennes.

Le deuxieme probléeme abordé est en relation avec la loi faible des grands
nombres pour des variables aléatoires non intégrables, des résultats récents concer-
nant cette loi ont été généralisés a une large famille de variables aléatoires vérifiant
une inégalité maximale similaire a celle de Kolmogorov ; une condition nécessaire

pour la validité de ce théoreme limite est aussi proposée.

7



Conclusion
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Les travaux présentés dans cette these concernent deux problématiques dif-
férentes, la premiere porte sur I’étude du comportement asymptotique d’une
classe de processus stochastiques fortement intégrables, la seconde se rapporte
a une la loi faible des grands nombres pondérée avec des variables aléatoires non-
intégrables. Au vu des techniques utilisées et des résultats obtenus, il nous semble

intéréssant d’examiner les problémes suivants :

Probléme 1. Pour des variables aléatoires {X,x,1 < k < n,n > 1}, indé-
pendantes et de méme loi qu'une variable X, Hu et Weber [41] ont obtenu le

théoreme suivant, appelé loi du logarithme unique. Supposons que
EX =0, EX?’=1 et E|X|*<oo, (4.36)

alors on a presque stirement

| 22:1 Xnk| _

li — =1

Lnii&p Vv2nlogn
Ce résultat a été amélioré par Qi , Y. [66] et Li, D. et al. [53] indépendamment,
en remplagant la Condition (4.36) par

EX =0, EX?’=1 et E(X[*/log’|X]|) < 0

En 2007, Chen et Qi [26] ont montré que si {X,,,n > 1} est une suite de variables
aléatoires indépendantes, de méme loi et telles que EX; = O et E (| X1]?/log|X}]) <
oo, alors
. ‘ 22:1 Xk‘
lim sup

n—+oo \/ 2n 10g n

ou €y €0, 00] dépend de la distribution de X.

En considérant ces théoremes limites, on peut se demander si les méthodes

employées dans cette these permettent d’obtenir des résultats similaires pour des
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variables aléatoires ®-sous-gaussiennes avec une fonction ® appropriée.

Probléme 2. Est-il possible de généraliser les résultats d’ Antonini—Castellucci

[23] au cas ou les processus considérés forment des martingales pre-gaussiennes ?

Probléme 3. Une question classique relative a la loi faible des grands nombres
concerne les vitesses de convergence, le papier de Baum—Katz [7] reste une réfé-

rence pour ce type d’étude.

Probléme 4. En 2007, Budsaba et al. [20] ont obtenu des résultats dans
le contexte de la loi forte des grands nombres pour les sommes partielles de
moyennes mobiles de suites de variables p~—mélangeantes et identiquement dis-
tribuées. On peut se demander s’il est possible de généraliser ces résultats aux

suites de variables aléatoires ayant la propriété (P1) du Chapitre 3.
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Résumé : Dans cette thése, on s'intéresse au comportement asymptotique d’une classe de
processus stochastiques a accroissement d-d-sous-gaussiens et des sommes pondérées de
variables aléatoires de moyennes infinies. Pour la premiére famille de processus, on fait appel
au critere d’entropie métrique de Dudley afin d’établir une loi de logarithme itéré. En ce qui
concerne la seconde famille, on démontre dans un cadre unifié une loi faible des grands
nombres sous des conditions de dépendance faible. Une condition nécessaire pour la validité
de cette loi est aussi obtenue.

Mots clés : loi du logarithme itéré, nombre d’entropie, ®-sous-gaussien, lois faibles, lois exactes pondérées,
distribution de type Pareto, inégalités maximales de type Rosenthal, jeu de St. Petersburg, jeu de Feller.

Abstract: In this thesis, we are interested in the asymptotic behavior of a class of stochastic
processes with d-®-subgaussian increments and weighted sums of random variables with
infinite means. For the first family of processes, the Dudley metric entropy criterion is used to
establish a law of iterated logarithm. For the second family, a weak law of large numbers is
proved in a unified framework under weak dependence conditions. A necessary condition for
the validity of this law is also derived.

Keywords : law of the iterated logarithm, metric entropy, ®-sub-gaussian, Weak laws, Weighted exact laws,
Pareto-type distributions, Rosenthal-type maximal inequalities, St. Petersburg game, Feller game.



